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Estudante: Nota:

1. Prove que a aplicagdo antipoda A : S* — S™, dada por A(p) = —p, é uma isometria da esfera
unitdria S”. Use este fato para introduzir uma métrica Riemanniana no espago projetivo real RP™ tal
que a projecao canoénica 7 : S* — RP" seja uma isometria local.

2. Seja R o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana n-dimensional M"™. Demostre a Segunda
Identidade de Bianche:

VR(X,Y,Z,W,T)+ VR(X,Y,W,T,Z)+ VR(X,Y,T,Z, W) =0,
para quaisquer X,Y, Z, W, T € X(M).

3. Seja 1) : M™ — R"*! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana conexa M™ no espago
Euclidiano R"*! munido de sua métrica canonica. Mostre que, se 9 é totalmente umbilica, entao v (M)
estd contida num hiperplano ou numa esfera de R™*1.

4. Seja H" = {(x1,--- ,z,) € R™; 2z, > 0} o espago hiperbdlico n-dimensional munido de sua métrica
2

canodnica g;; =
(a) Verifique que H™ tem curvatura seccional constante igual a —1.
(b) Determine todas as geodésicas de H". Conclua que H" é (geodesicamente) completo.
5. Mostre que a aplicacdo ¢ : R? — R* dada por
1
(0, ¢) = —=(cos 0, sen , cos ¢, sen ), (0,¢) € R?,

V2

é uma imersao de R? na esfera unitdria S* C R*, cuja imagem 1 (R?) é um toro T? com curvatura

seccional zero na métrica induzida.

6. Seja M™ uma variedade Riemanniana com curvatura seccional nao-positiva. Prove que, para todo
ponto p € M™, o lugar dos pontos conjugados C(p) é vazio.

7. Enuncie e, utilizando a férmula da segunda variacao do funcional energia de uma variedade Rie-
manniana completa, demonstre o Teorema de Bonnet-Myers.



