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Estudante: Nota:

1. Resolva os seguintes itens:

(a) Defina métrica Riemanniana, conexão afim e conexão Riemanniana.

(b) Enuncie e demonstre o Teorema de Levi-Civita.

2. Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa, com n ≥ 3. Suponha Mn é isotrópica,
isto é, para cada p ∈ Mn, a curvatura seccional K(p, σ) não depende do subespaço
σ ⊂ TpM . Prove que Mn tem curvatura seccional constante, isto é, K(p, σ) também não
depende de p.

3. Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional. Prove que a curvatura escalar
S(p) em p ∈Mn é dada por:

S(p) =
1

ωn−1

∫
Sn−1

Ricp(x)dσ,

onde ωn−1 é a área da esfera unitária Sn−1 ⊂ TpM , Ricp(x) é a curvatura de Ricci de Mn

em p na direção x ∈ Sn−1 e dσ é o elemento de área de Sn−1.

4. Seja Mn uma variedade Riemanniana com curvatura seccional identicamente nula.
Mostre que, para todo p ∈ Mn, a aplicação exponencial expp : Bε(0) ⊂ TpM → Bε(p) é
uma isometria, onde Bε(p) é uma bola normal centrada em p.

5. Um variedade Riemanniana é dita homogênea se, dados quaisquer p, q ∈ Mn, existe
uma isometria φ : Mn → Mn tal que φ(p) = q. Prove que toda variedade Riemanniana
homogênea é completa.

6. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa. Suponha
que, para cada p ∈ Mn, o lugar C(p) dos primeiros pontos conjugados de p se reduz a
um único ponto q 6= p, e que d (p, C(p)) = π. Prove que, se a curvatura seccional K de
Mn satisfaz K ≤ 1, então Mn é isométrica à esfera unitária Euclidiana Sn.

7. Enuncie e demonstre o Teorema de Cartan sobre a determinação da métrica pelo
tensor curvatura de uma variedade Riemanniana.


