SERIES E EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

resumos e exercicios resolvidos — parte 1 de 3

1 Definicoes, propriedades e exemplos basicos

1.1 Definicoes e propriedades

Uma sequéncia de nimeros reais é uma fungao f : N — R na qual o valor f(k) costuma ser
denotado na forma wuy (ou ay). Nesse caso, o nimero u, = f(k) ¢ o termo geral da sequéncia. Se
existir e for finito o limite lim u; = lim f(k), a sequéncia é chamada convergente. Se esse limite

k—ro0 k—ro0

nao existir ou nao for finito, entao a sequéncia é divergente.
A soma dos termos de uma sequéncia u;, + us + uz + - - - ¢ denominada uma série numérica e
o0

costuma ser denotada por E ug. A soma parcial de uma série é denotada por S,, = a;+as+- - -+a,.

k=1
Se o limite da sequéncia das somas parciais lim .5, existir e for finito, entao a série é chamada
n—oo
convergente. Se lim S, nao existir ou nao for finito, a série recebe o nome de divergente.

n—o0

e A convergéncia ou divergéncia de uma série nao se altera se acrescentarmos ou retirarmos

oo o0
um numero finito de termos: E Uy € E ug, r > 1, sao ambas convergentes ou ambas
k=1 k=r

divergentes.

e A convergéncia ou divergéncia também nao se altera se multiplicarmos ou dividirmos a série
por uma constante nao nula.

Diversos testes de convergéncia sao apresentados de forma resumida em uma tabela na ultima
pagina deste texto.

1.2 Algumas séries conhecidas

o
As séries do tipo E art™' = a4 ar + ar® + ar® + ar' + ... sdao chamadas séries geométricas

k=1
e sdo convergentes para S = ;% se |r| < 1 e sao divergentes se [r| > 1. Em particular, temos os

seguintes exemplos:

. Z2k_1 =1+2+2*+2°+2"4+2° 4+ ... que é divergente (r = 2).
k=1

=1 1 1 1 1 1 ) . -
° g Qk_l:1+§+§+§+?+§+...queeconvergente(rzﬁ). Sua soma ¢é igual a
k=1

S=-L1 =2

00 k-1

1 1 1 1 1 1

o E <§> = 1+§+§+§+§+§+... que é convergente (r = ). Sua soma ¢ igual
k=1

_ 1 _ 3
aS——_Q.



. i(—l)k“ (;)k = ;- (%)Z (;)3— <§>4+ (;)5— ... que é convergente (r = —2).

k=1
2
7 e _ 7 _ 2
Sua soma € igual a S = oZ=5
oo
. . . . . .
As séries do tipo E T 540 chamadas p-séries (ou séries p) e sdo convergentes se p > 1 e
k=1

divergentes se p < 1. Em particular, quando p =1, p =2, p =3, p = % ep= % obtemos os
seguintes exemplos:

1 1 1 1 1

° ;E :1+§+§+Z+5+... que é a série harmonica e é divergente (p = 1).
=1 1 1 1 1 )
oZE:1+?+§+4—2+§+...queeconvergente(p:2).

k=1

= 1 1 1 1 1
oZ—:1+——|———|——+—+...queéconvergente(p:3).
k=

k3 23 33 43 53

1

=1 1 1 1 1
° — =14+ —+—+—+ —+... que é divergente (p = 1).
; k V2 V3 V4 Vb ?
=1 1 1 1 1
° — =14 —+4 — 4 — 4+ — + ... que é divergente (p = 1).
LTt mtEtatet gente (0=5)

2 Exercicios resolvidos

1) Escreva os 5 primeiros termos da sequéncia recorrente ()ren definida por

1
1—|—$k‘

X = 57 Tk+1 =

Sabendo que essa sequéncia é convergente, determine seu limite.

Solugao: Substituindo £ = 1,2, 3,4 em x, 1, obtemos:

.k:1:>x2:1‘:$1:1"];%:§
ok:2:>$3:ﬁ:1i§:g
ok‘:3=>~’f4:ﬁ:1ig:g
ok:4=>$5:ﬁ:141.g:1§3

Desse modo, obtivemos que a sequéncia possui os seguintes termos:

(1235 8 )
2”3 5 8 13



1
Supondo lim z, = L, temos lim x;,; = L. Calculando limites, obtemos lim x;,; = lim <
k—o00 k—o00 k—o0 k—o00
1

ou seja, L = L

Resolvendo essa equagao anterior, encontramos

145
L(1+L):1:>L2+L—1:0:>L:+\/_

Concluimos entao que a sequéncia converge para _13\/5.

2) Escreva os 6 primeiros termos da sequéncia recorrente (z)ren definida por

ka
=1, 'Tk—&-l:T‘i‘@a
k

e sabendo que essa sequéncia é convergente, determine seu limite.

Solucao: Substituindo k£ =1,2,3,4,5 em x4, 1, obtemos:

ekh=l=uz,=2+Hb=247=2=3

k=2=mg=224 5 =28 4 T = 8 — 2 959259

3 2 332
e k=3=u14= 2% + é = L 27559259 + 3 2,27592592 = 1,963307
o k=4=u5= 2% + % =% 17263307 + 3 1,97633072 = 1,914212
o k=5= 1= 2% + é =% 17214212 + 3 1,97142122 = 1,912932

Desse modo, obtivemos que a sequéncia possui os seguintes termos:

(1, 3, 2,259259, 1,963307, 1,914212, 1,912032, ---)

2z 7
Supondo lim z; = L, temos lim z;.; = L o que implica L = lim x;,; = lim Zk oy 5 |
k—oo k—o0 k—o0 k—o0 3 3:L'k

ou seja, L = % + é Resolvendo essa equacgao anterior, encontramos

2L 7 L 7 :
-2 o B3 _—7=L=27
3 3L? 3 BL2
Conclufmos entdo que a sequéncia converge para +/7. Assim, o sexto termo encontrado da
sequéncia, o 1,912932 é uma aproximacao para /7 e foi obtido usando-se apenas operacoes
aritméticas basicas como adigao, multiplicagao e divisao.

~ A . n—1 T a ’
Observagao: Em geml, a sequencia ri = 1, Tht1 — ( o ) nxn_l converge para {7& €
k

pode ser usada em um eficiente algoritmo para calcular qualquer raiz enésima usando-se apenas as
operacoes aritméticas basicas.

1—|—Ik

)



2"+ 3"
e

3) Calcule a soma da série convergente Z
k=1

Solucao: O termo geral pode ser escrito na forma
23 2m 3" 1 1

6 6 6 3 on

o~ 2" 4 3" —~/1 1
Dai = —+ =] = — 0 que significa que a soma da série é
IS = (G ) = Xt g o e s
equlvalente a soma das séries geometrlcas Z = =3 —|— styrt+ e =3+1+gt--.
Portanto,
2" +3" 3 5 1 3
- =-+1==
n 1 1
~ 6 l—3 1-35 2 2
4) Calcule a soma da série convergente i !
Vi 2— .
—~ k*+ 9k + 20

Solugao:  Resolvendo a equacao k? + 9k + 20 = 0, obtemos k = —4 ou k = —5. Isso significa
que k? + 9k + 20 pode ser escrito na forma k* + 9k + 20 = (k — (—4))(k — (=5)) = (k + 4)(k + 5).

. ~ 1 ~ . . ~ . . .
Por causa disso, vamos separar a {ragao 1z g—5; em fragoes mais simples (fragoes parciais):

1L A B
K24+9k+20 k44 k+5
Multiplicando-se essa ultima igualdade por (k + 4)(k + 5), obtemos 1 = A(k + 5) + B(k + 4).

Substituindo agora dois valores particulares para k, por exemplo £k = 1 e £k = 2, obtemos o
seguinte sistema linear:

{ 6A+5B = 1

TA+6B = 1
que ao ser resolvido fornece os seguintes valores: A =1 e B = —1. Concluimos entao que
1 1 1
ap =

+9%k+20 k+4 k+5
Fazendo k =1,2,3,...,n, obtemos:

Ok:1:>a1:%—%
Ok:2=>a2:%—%
ok:3:>a3:%—%

[ ]
ok:n:an:ﬁ—%ﬁ

Somando-se todas essas n igualdades anteriores, obtemos:

R e R B L R
T N +4 n4+5

% - #5 Assim, concluimos que a soma da série é

ou seja, S, =




5) Calcule a soma da série convergente E (k1)1 (k s
n n

Solugao: Usando a propriedade In(a/b) = Ina — Inb, temos

oo MG k2 —n(edl) k2] In(k—+T)

n(k+ DIn(k+2)  In(k+Dn(k+2)  In(k+ Dnle+2) (=T Ik +2)
1 1

- m(k+1) In(k+2)

Fazendo k =1,2,3,...,n, obtemos:

|)_l

Okzléalzﬁ

In3
° k:2=>a2:ﬁ_ﬁ
e k=3=a3= ﬁ_ﬁ
°
e k=n=a,= ln(73+1) _ln(nlJr?)

A partir dai, obtemos:

Se=ditatta, ln2 KZ %Z EZ KZ EZ WJr n1+2>

1
~ In2 1n(n+2)

1 1 1 1
S=1lmS, =1lm|(—-— ] =— —0=—.
oo " T nlio (m 2 In(n+ 2)) In2 In2

ou seja, S, = Dessa forma, concluimos que a soma da série é

1
6) Determine os valores de p para os quais a série Z Fn ) é convergente.
Solucgao: Seja f(z) = m Como [ f(x)dx pode ser calculada sem dificuldade, podemos

usar o Teste da Integral para resolver esse problema. Usando a substituicao v = Inx = du = i dx,
calculamos a seguinte integral indefinida:

u—Pt1 nz) Ptl
[ o { T vt S e
up Inu ,se p=1 In(lnz) ,se p=1

A partir dai, substituindo-se x = M e x = 2, obtemos

M (In M)—P+1— (ln2) ptl
[ oy [ By
2 In(In M) ln(ln 2) ,se p=1

%) M
Por fim, vamos calcular / f(z)dr = lim / f(z) dx separando em trés casos: p=1,p < 1
2

M—o0 2

ep>1.

e Se p =1, entao / f(z)dx = A/llel [In(ln M) —In(In 2)] = +00 e, nesse caso, a série diverge.
2



>0

+1

> In M)~P+ 1 (n2)-r+t

e Sep<l,entao —p+1>0 e f(z)dx = lim (In M) (n2) = t+o00 e,
9 M—o0 —p—|—1

nesse caso, a série também diverge.

<0

+1
> In M)~P — (In2)—prt!
e Sep > 1, entao —p+1 < 0 e /2 f(x)dxzj\}iinoo (In M) _p+1(n> _

0—(In2)Ptt  (In2)~P*! .
= e, nesse caso, a série converge.
-p+1 p—1

[e.e]
. , . 1
Conclusao: a série E R B converge se, e somente se, .
n
k=2

7) Determine os valores de = para os quais a série

Z(_l)k+1(x_3)2k72 —1_ (CC _3)2 + (ilj'— 3)4 . ($_3)6 + (33 _3)8 ¥ (_1)n+1(x _3)27172 4.
k=1
é convergente e calcule sua soma.

Solugao: (1) Esse tipo de exercicio normalmente se resolve usando o Teste da Razdo. Como
esse teste se aplica a séries de termos positivos, devemos usar a funcao modulo no seu termo geral:

O e B [ Vit i B (Gt
_ - = lim
e Jug ke (DR (o 3T 2 et (o — )]

_ [(z—3)""] ~ lim
k—oo ’W(I‘ — 3)72| k—oo

(2) Dai, obtemos do Teste da Razao que se L < 1 a série converge. Como L < 1 implica (z—3)* < 1,
devemos resolver essa inequagao na variavel . Como (z — 3)? < 1 é equivalente a 22 — 6z +9 < 1,
ou seja, r? — 6z + 8 < 0, observando o grifico da fungao f(x) = x? — 6z + 8, concluimos que a
solucao da inequacao é 2 < x < 4. Esse intervalo corresponde aos pontos do grafico da fungao que
estao abaixo do eixo dos .

= lim |(z — 3)?| = lim (z — 3)* = (z — 3)%.

k—o00 k—o00

(z—3)2

@

Y

w ES o

5]

|+
|+
_|_
_|_
|
|
|
J+
|+
_|_
|+




Sendo assim, a série converge se 2 < x < 4.

(3) Como o Teste da Razao é inconclusivo quando L = 1, devemos analisar esse caso separa-
damente. Como L = 1 é equivalente a (x — 3)? = 1, resolvendo essa equagao do 2° grau obtemos
as raizes * = 2 ou x = 4. Substituindo x = 2 na série, obtemos 1 —1+1—-1+1—-1+4... que é
divergente. Substituindo x = 4 obtemos a mesma série divergente 1 —1+1—1+4 ... .

Conclusao: a série dada converge apenas para x no intervalo 2 < x < 4.

(4) A razdo entre dois termos consecutivos da série dada ¢ sempre igual a r = == = —(z — 3)%.
Logo, ela é uma série geométrica de razao r e sua soma ¢ igual a

ay 1 1
l—r 1+ (x—-3)2 22—62+10

8) Determine os valores de = para os quais a série

=1+

2k:—2 B 2! 41 6! T s T

i )2h=2 (r+ 1) N (x+1)4 N (x+1)° n (x —1)8 (x +1)22
k=1

é convergente.

Solucao:  Vamos usar o Teste da Razao. Neste caso, nao ha necessidade de modulo no termo
geral da série porque nao tem termos negativos.

(z41)2(k+1)—2 o
Ukl : QkTD—2)1 , (x +1) (2k — 2)!
L = lim = lim |—/—————| = lim .
(2k)! (x + 1)%-2

k—oo Uk k—o00 M - k—o0
(2k—2)!

— lim A" 2 } lim { .
koo | (2k)(2k — 1)(2k—2TT (24D (x + 1)72] koo | (2k)(2k — 1)(z + 1)~2

:(z+1)2£31;m:(x+1)2-0:0.

Dai, obtemos L = 0 que é menor do que 1, independentemente do valor de z. Isso significa que
para qualquer valor de z € R a série converge.

9) Usando um teste de convergéncia apropriado, verifique se as seguintes séries sdo convergentes
ou divergentes.

a) S;(k; — 1) sen? (ﬁ)

Solugao:
2
1 Sen2 1 sen 1
lim (k — 1)%sen (—) = lim # — lim (lk—l)
k—o0 kE—1 k—o0 = k—oo =




onde 0 = k ;. Como o limite quando k& — oo deu um resultado diferente de 0, temos pelo Teste
da Divergéncia que a série é divergente.

b) 28k6 — Bk* 4+ 10k* — 17k + 7
2k0 + 30k3 4+ 11K%2 + Kk + 3

Solugao:

lim 8k® — 5k3 + 10k> — 17k + 7 oy 8kS i 8 lim 4 =4 £ 0
= lim — = lim — = lim 4 = .
k—o0 2]€6 + 30]{33 + 11]{32 + k + 3 k—oc0 2]{36 k—oo 2 k—o0

Logo, pelo Teste da Divergéncia, a série é divergente.

P
Observacao: Em um limite do tipo _111100 QEZ;

com os menores graus podem ser desprezados.

onde P(k) e Q(k) sdo polinomios, os termos

o) Z8k5 — 5k3 + 10k — 17k + 7
2k5 4+ 303 + 11k2 + k + 3

: 8kD —5k34+10k2—17k+7 __ 1; 8k5
Solugao. Como limy,_, T 30R L1k s = limy oo 516 = limg_y 0 = o = limp_,o 2 z = 0, temos

que o Teste da Divergéncia nao se aplica neste caso. Portanto, vamos usar outro teste.
Desprezando-se os termos de menor grau no numerador e no denominador da fracao que é
4 _ 1 .
o termo geral da série, construimos uma outra série > 5 Qkﬁ = > % = 4> 1 que sabemos que ¢é
divergente (porque é a série harmonica multiplicada por 4).
Comparando no limite a série dada com Y~ %, obtemos:

8k®—5k34-10k2—17k+7
, ( SRS B0R L 11RZ Tk T3 ) . 8KkS —BE* 4+ 10k3 — 17K% 4+ Tk 8k
lim = lim = lim lim1=14#0.

k=00 (%) koo 86 + 120k + 44k2 + 4k + 12 koo 8K6 koo

Logo, pelo Teste da Comparacao no Limite, a série dada é divergente.

d) Z8k4—5k’3+10k2 — 17k +7
2k6 + 303 + 11k2 + Kk + 3

: 8k*—5k3+10k2—17k+7 _ 13 8k* _ 1; 8 _ 13 4 _
Solugao. Como limy_, . P 30R 1 bt — limy o0 535 = liMg o0 577 = liMg o0 77 = 0, temos

que o Teste da Divergéencia nao se aplica.
Desprezando-se os termos de menor grau no numerador e no denominador da fragao construimos
z : 4 /7 /7 ’ .
uma série Y 3o =34 = 43" L que é convergente (porque é 4 vezes a p-série, p = 2).
Comparando no limite a série dada com Y~ %, obtemos:

8k® —5k3+10k2—17k+7
‘ < 2k6+30k€+11k2+kj3 ) . 8K — BES 4+ 10k* — 17K3 + TK? 8k
lim i = lim —— S 5 = lim — = lim 1 =1#0.
k— 00 (172) k—oo 8k6 4+ 120k3 + 44k2 + 4k + 12 T ko K8 hoeo

Logo, pelo Teste da Comparacao no Limite, a série dada é convergente.



arctg(2k + 3)
°) Z 1R + 12k + 10

Solugao: Seja f(x) = ﬁ—gﬁjﬁ) Se [ f(x)dx for simples de se calcular, entdo podemos usar o
Teste da Integral.

— _ 2 _ 2 -
Fazendo u = arctg(2z + 3), temos du = Te73)? dr = o570 4, e assim calculamos a

integral indefinida / f(x) dr usando uma substituicao de = por wu:

/ arctg(2z + 3) dp = /u du u?*  (arctg(2z + 3))?
)2 4 4 '

422 + 122 + 10 4

A partir dai, calculamos a integral imprépria floo f(z) dr através de um limite:

o0 M 2 2
/ arctg(2z + 3) dr = Tim / arctg(2z + 3) Jr — Tim (arctg(2M + 3))*  (arctgh)
1 1

122 + 122 + 10 Mo [ 422+ 122 110 70 T aihee 4 T
(3 (arctgh)? w2 — 4(arctg5)?
4 4 N 16 ’

que é um valor finito o que implica que a integral impropria é convergente.
Logo, pelo Teste da Integral, a série dada também é convergente.

Observacgao: E muito comum nesse tipo de exercicio utilizarmos a seguinte propriedade:
s

lim arctg(f) = —.

0—o0 2

1
f
) ; E(ln k)[In(In &)]°
Solugao: Seja f(x) = W Usando a substitui¢ao u = In(Inx), temos du = —x(lim) dx e

[ 1= [ iy = [ = [ <u—i> = o = T

o que implica

—0

——

‘ -1 1 1 1
/3 fl)de = lim /3 fleyde = iimany  amma |~ C mma) - mms)

que é uma integral impropria convergente. Logo, pelo Teste da Integral, a série dada também é
convergente.

. 3senk + 5cos k?
g) D, i

k=2
Solugao: Como |a +b| < |a| + [b], |senk| < 1 e |cosk?| < 1, temos:

|3senk + 5cosk?| < |3senk| + |5cos k*| = 3| senk| + 5| cosk?| <3-1+5-1=38.



3sen k+5 cos k2

Por isso, =

< k% e como » k% =8> k% é convergente (p-série com p = 4), pelo Teste

3sen k+5 cos k2
k4

convergente o que implica que é convergente.

da Comparagdo, temos que ‘ também o é. Assim, a série dada é absolutamente

h) i (2k)!
3k (-1)2
—~3 (k!)
Solugao: E muito comum usarmos o Teste da Razdo nas séries cujos termos gerais possuirem

. 2%)! :
algum fatorial. Sendo u; = %, vamos calcular limy_, Z“ e compara-lo com 1.

__@E+))!
L= lim 24— iy [w] _ (2k + 2)! 33k (K1)?

= lim .
k—oo Uy k—oo % k—o0 {33k+3((l§ + 11?2 (2k)!

(2k +2)(2k + DT 3| 4k 46k + 2 C4E 4
= lin = lim —=— < 1.
P (k+1)2057 (2K 27

= li
o Koo 272 + 54k + 27 koo 27I”
Portanto, pelo Teste da Razao, a série dada é convergente.

k—o0

Observacao: Nesse tipo de exercicio, na hora de simplificar a fragao que aparece no limite, as
igualdades seguintes podem ser de alguma ajuda:

e Nl=N(N—-1)!=N(N-1)(N—-2)! = NN —1)(N — 2)(N — 3)! etc.
e N+ 1) =(N+1)N'=(N+1)NN -1 =(N+1)N(N — 1)(N — 2)! etc.

o (N+2)l =(N+2)(N+1)!=(N+2)(N+1)N=(N+2)(N+1)N(N — 1)! etc.

o= (=1D)k(2k)!

Solugao: Como essa série possui termos positivos e negativos (é alternada), para usarmos o

(=1)*(2k)
5k

~ ~ , . | .
Teste da Razao, devemos usar a funcao modulo. Seja u, = . Vamos calcular o limite da

|ugea].

razao
ug]
(=D 2(k+1))!
luer1] o ‘ Bk ’ . [(2k+2)! 5k
L = lim = lim = lim .
koo |up| koo ‘(—1)'1(%)!’ koo | bR+ (2k)!
5
@Rk 2T 5 (2k +2)(2k + 1)
= lim . = lim = +o00.

Logo, pelo Teste da Razao, a série dada é divergente.



— (—1)F

Solugao: Seja f(x) = !

e f(z)> 0 para todo z

Observamos as seguintes propriedades:

o f'(x) = —=2— < 0 para todo x > 0 o que implica que a funcao é decrescente se = for
(1 /$2+1)3
positivo.

e lim f(x)=

T—00

Pelo Teste da Série Alternada, concluimos que a série dada, Y (—1)*f(k), é convergente.

Observacao: Se for acrescentado uma func¢ao modulo no termo geral dessa série, ou seja, se
considerarmos a série > |(—=1) f(k)] = Y f(k) = > \/k%ﬂ, entdo podemos comparar no limite

essa tltima série com a série harmonica - ¢ (divergente):

1

lim YL — K = lim L lim ——— = lim 1

= = lim ———— = =
k—oo o k—oo /L2 4+ 1 k—o0 ]{?2(1+ k%oo]{ /1+k2 k—o0 \/1+ \/1—|—O

e
Ve

Logo, > ——— \/W é divergente e, consequentemente, a série alternada E é condicionalmente

convergente.

10) Calcule a soma da série

o0

D (E = E) = (Vo - o) + (Vo= V) + (Va = ) + (Vo = Vo) +

n=1

Solugao: A soma parcial dos n primeiros termos dessa série é dada por

Sn= (7 —2) + (45 — $5) + (W — /0) + -+ ("Wa — 2R1) = "V —a
Consideramos agora trés casos: z =0, x>0 e = <0.

e sex =0, entao 5, =0, edal lim S, =0
n—o0

e se x >0, entao lim S, = hm(mﬁ—m)zl—x

n— o0 n—oo
. . 1
e se z <0, entdo lim S, = lim (—|z|F —2)=—-1—x
n—oo n—oo

Concluimos assim que

00 —1—2 se <0
S(z) =Y (V& — ") = 0 se z=0
n=1 l—2 se >0
Observacgao: Neste exemplo, temos uma sequéncia de fungoes continuas S, (z) convergindo

para um funcdo descontinua S(z). No grafico a seguir, estao representadas S(z), Si(x), Si(z) e
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RESUMO DOS TESTES DE CONVERGENCIA

’ Nome ‘ Enunciado ‘ Comentario
. : - : k2 —3k+1
Teste da divergéncia Se ]%lg& ug # 0, entdo > uy é diver- | Exemplo: ; VT h T diverge.
gente =

Se lim wuy = 0, entao Y uy pode ser
k—o00

convergente ou divergente.

Teste da Integral

Se > f(k) for uma série de ter-

mos positivos em que f uma funcao

continua e decrescente em um in-
(o]

tervalo [a,00[, entao Zf(k) e
k=1

(e e]
f(x)dx ambas convergem ou

a
ambas divergem.

~Ink ,
Exemplo: Z = é divergente.

k=1
Esse teste se aplica quando a série

> f(k) tem termos positivos e é
facil calcular a integral de f(x).

Teste da Razao

o0
Seja g ug uma série de termos po-
k=1
.. . U1 -
sitivos e L = lim —*!  Entdo a
k—oo Up

série converge se L < 1 e diverge se
L>1oulL =o00. Se L=1,o0 teste
¢é inconclusivo.

[ee]
k!
Exemplo: Z Tk é convergente.
k=1
Esse teste se aplica quando uj en-
volve algum fatorial ou poténcias de

expoente k.

Teste da Comparacao

[ee] [ee]
Sejam Zak e E by séries de ter-
k=1 k=1
mos nao negativos tais que a; < by,

az < b2, a3 < b3, ..., ap < by,
o

o
.... Se Z by, converge, entao Z ay,

k=1 k=1
[e.e]
converge, e se E ay, diverge, entao
k=1
o
E by, diverge.
k=1

converge porque

i k
4 2
kR 41
kR _ 1
P+ k2 +1 7 kY Y

1
e E = converge.
k=1
Esse teste se aplica apenas a séries

de termos nao negativos e nem sem-
pre é facil de ser aplicado.

Vk € N,

Teste da Comparagao no Limite

Sejam > ay e Y by, séries de termos

positivos e L

Se 0 < L < oo, entao ambas conver-
gem ou ambas divergem.

= k5K + k-1

con-
= kO + K + 5k + 2
verge porque pode ser comparada

R N L |
CcOoIm a serie E E = E ?
k=1 k=1

Exemplo:

Teste da Série Alternada

Se ap > 0, Vk € N, entao a série
oo

Z(—l)k+1ak = ai1—az2+tas—aq+. ..
k=1
convergesea; > G > a3 > a4 > ...

e lim a; = 0.
k—o00

[ee]
1
Exemplo: —1)M—— con-
S

verge.

Esse teste também vale para a série
oo

Z(—l)kak = —ai1+as—astas—...
k=1

Teste da Raiz (opcional)

o0
Seja g u, uma série de termos po-
k=1
sitivos e L = lim {ui. Entao a
k—o00
série converge se L < 1 e diverge se
L>1oulL =+40c0. Se L =1,0
teste é inconclusivo.

oo . k
2]\' JF ei
Exemplo: é conver-
plo ; (3]f — L)

gente.
Esse teste se aplica quando uj en-
volve alguma poténcia de expoente

k.




