SERIES E EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

resumos e exercicios resolvidos — parte 2 de 3

1 Resumos

1.1 Séries de MacLaurin e de Taylor

Série de MacLaurin:

" " (4) (n)
Série de Taylor em torno de x = a:
" " (n)
1) = fla) + fa)e—a) + L e o ¢ T o g T ey

1.2 Séries de poténcias basicas

Algumas séries de MacLaurin bésicas estao listadas a seguir. Essas séries podem ser usadas
para obtencgao de outras séries através de operagoes ou substituicoes realizadas com seus termos.

e Série geométrica: =l+ao+2+22+a'+- Fa"+..., selz] <1

-
2 3 4 n
e Exponencial: e$:1+x—|—m—+x——|—$——l—---—|—x—+..., se x € R
20 30 A4l n!
- T g
e Seno: senx:x—§+a—ﬁ+---+(—1) m+..., ser €R
2 4 6 2n
e Cosseno: cos.r:1—%+%—%+---+(—1)”(§n)!+..., sex € R
3 45 T L2t
Arco-t te: tgr=0——~+———+--- -1 <1
e Arco-tangente: arctgr =z 3—1—5 7—}— + ( )2n+1+ , se |z
P T !
L it tural: In(1 =r——4+—=———+---+(=1)" <1
e Logaritmo natural: In(1+xz) ==z 2—|—3 4—1— + ( )n+1+ , se |x|

Série binomial: (1 +z)™ = 1 + mx + —m(ngfl)xQ 4 mim=Dim=2) ;3 4 m(mfl)(%ﬂ)(m*@ t +
5

, 3l
m(mfl)(m*g(mf?’)(m*‘l)x 4ot m(mfl)(mfj)'"(m’"“) +..., selz| <1

1.3 Raio e intervalo de convergéncia e operagoes com séries

o0

O raio de convergéncia R de uma série de poténcias g cx(z — a)k pode ser calculado pela
k=s
formula
: Ck
R = lim |—

e, nesse caso, o intervalo de convergéncia é um intervalo fechado [a — R, a + R], ou um intervalo
aberto Ja — R, a + R[, ou um intervalo semi-fechado do tipo [a — R, a + R[ ou |a — R, a + R].



[e.9]
Observagao: Se a série de poténcias for E ck(z —a
k=s

ml 1 Ck
R = lim |——].

No entanto, o caso que aparece com maior frequéncia é o caso m = 1, ou seja, o caso da féormula
anterior para R .

)™* entdo seu raio de convergéncia é

dado pela férmula

Diversas operacoes podem ser realizadas com uma série de poténcias. Por exemplo, dada
uma série, podemos calcular derivadas ou calcular integrais de todos seus termos que o raio de
convergéncia se mantém inalterado.

2 Exercicios da 2% lista de exercicios

15) Determine o dominio da fungao

—+00

1-3-5...2k—1) ,
fa) =2 2k—2)
k=1
1:35...(2k=1)-(2(k+1)=1) k41
~ . - _ 135.(2k=1) & < uggn C+1)—2)! :
Solugao: Seja uy = G L Entao Z:l = 35T % , Ou seja,
(2k—2)!
Weer  1-3-5...(2k—1)-(2k+ 1) (2k — 2)! 2k + 1)z (2k+ )z
f— . Tr = = .
w (2k)! 1-3-5...2k—1)"  (k)(@2k—1) 4k*—2k
2k +1
Como p = klgl()lo |UZ:1| = || klgilo ﬁ = 0 < 1, temos que a série dada converge para todo

valor de x, ou seja, o dominio da funcao ¢é R.

Observacao: Determinar o dominio de uma funcao definida por uma série de poténcias € o
mesmo que determinar o intervalo de convergéncia da série e, nesse caso, o raio de convergéncia
também pode ser calculado pela formula

1-3-5...(2k—1)

. L 2k-2)! o AR =2k 4R -
R o) Qi e =y ey T L TR U G
(2(k+1)-2)!

1 Xk
20) Usando um desenvolvimento em série de poténcias de x para ————, mostre que Z — =2
(1 —x)? — 2k

Solugao: Supondo |z| < 1 e derivando termo a termo a série geométrica ﬁ = l4+a+a?+a3+. ..,
obtemos:

1



Substituindo z = % na série anterior:

1 1 1 1
=142 243 (52 +4- (5P +5- () 4.
F2 43P (P45 () +

que equivale a

1 1 1 1
4=14+2-24+3-(2)+4-(2)3*+5-(2)*+...
F2 B (GP A ()45 () +
Dividindo todos os termos por 2, obtemos finalmente que
1 2 3 4 5 <= k
2=— .= —.
2+22+2+24+2+ ;2’“
Observacao:  podemos substituir x por qualquer valor do intervalo aberto | — 1, 1[, mas

somente T = % leva ao resultado desejado.

r—1
21) Encontre uma série de poténcias para representar a fungao ¢ e, derivando termo a
~+o0 n v
termo, mostre que — =
’ d ; (n+1)!
Solugao: Para todo x € R temos: ¢ =1+ x + 2—7 + “:;;—? + fl—? ... Subtraindo 1 dos dois membros
e dividindo por x, obtemos:
et —1 14 E +x2+x3+x4+
z 20031 41 5
Derivando termo a termo:
d (e"—1\ e -ax—(e"—1)-1 o4+ 1 +2x+3x2+4x3+
de \ = ) 2 o203t 4 B
Escolhendo x = 1, obtemos finalmente:
el-1—(el—1)-1 1 2 3 4 X n
pu— 1 = — —
12 TR Zl(nJrl)!

Observacao: Podemos escolher qualquer valor nao nulo para x. Cada valor escolhido, leva
a um resultado diferente. Por tentativa, podemos observar que somente xr = 1 leva ao resultado
desejado.

22) Encontre uma série de poténcias para representar a funcio z*e~* e, derivando termo a termo,

+oo
—1)"(n + 2)2"+!
mostre que Z o = 8.
n=2
Solugao: A partirdee™ =1—a+ ‘g—? - g—? + ..., VYo € R, multiplicando por z? obtemos:
4 5 .6
e =2 -t -



Derivando dos dois lados da equagao com relagao a x, obtemos:

42 bzt 6a°
—T 2

Para obter o resultado mostrado no enunciado da questao, devemos substituir x por 2 na série

anterior: 495 591 .o
-2 2.-2_ o . o9 __ 9. 92 ) 9 ) N
2.2 ¢’ -2e?=2-2-3-2+— TR TR
=0 =—8 N

Z+°°( 1 (n+2)2n+1
que implica

! ST Ty Yty e TR

X (=) 2)27 !t 4.28 5.924 6.25  7.96
>

n=2

23) Integrando de x = 0 até x = 1 uma série de poténcias representando a fungao xe®, mostre

uef 11
q nzln!(n+2)_2'
Solucgao: Comoe$:1+x+€—?+§—f+...,temos
B
1‘6 —JI—FI +§+§+E

Calculando a integral de 0 a 1 de todos os termos da série anterior:

/xexdx—/xdxjt/ 2dx+/ —dx+/ —da:—l—/ —d:1:+

ou seja,

que implica

PR S S SRS R S S _*i 1
2 2 1.3 20-4 3.5 4!.6 - =nl(n+2)

Observagao: [ ze®dr € calculada usando-se integragao por partes com u = x, dv = e*dx e

obtemos o sequinte: [ze®dr = [udv=uwv — [vdu = xe® — .

25) Obtenha o desenvolvimento em série de Taylor em torno de x = 2 da fungao f(x) = V3.
Sugestao: r© =2+ (x —2)

Solucgao:

= Va3 =2+ (z — 2)) :\/23(

2)3:\/§(1+x;2)3/2



Usando o desenvolvimento da série binomial (14 x)™ =1+ mx + & (m D 2+Wx3+...
Comm:% e %no lugar de x, temos:
3/x—2\ 33-1) /z-2\* 233-1DE-2) (z-2\°
Y P 2.2 212 2
/(@) f[+2(2)+ 2 2 ) 31 > ) T
ou seja,

()\/-+3\/'( 3-1-/8

— )+ 5 (o

26) Obtenha o desenvolvimento em série de Taylor em torno de x = 3 da funcdo f(z) = €”.

Sugestao: =3+ (x —3)

Solucgao:

_ 2)2 _ 2)3
f(x)_e“_eg’*(””3)—e3~e‘”_3—e3-(1+(x—3)+(x 2|3) +($ 3‘3) +)

28) Usando a férmula

T 4 ¢ 1 ; 1
= arc — — aIrc —_—
1 &% %539

e os b primeiros termos do desenvolvimento em série de arctg z, obtenha uma aproximacao para o
valor de w. Use 8 casas decimais em todos os calculos.

Solucao: A partir de arctgr ~ x — % + % — & + %, obtemos:

a1 ) (F - (E) () ) ().
ou seja, 7 ~ 0,78539817 = 7 ~ 3, 14159268

Observacao: Esse valor aproximado de 7 esta correto até a 7 casa decimal e foi obtido
usando-se apenas operacoes basicas com fracoes. Em 1706, esse tipo de cédlculo foi utilizado com

70 termos da série para se calcular o valor de 7 com 100 casas decimais.

29) A partir do desenvolvimento em série de e”, calcule o valor de e'/? com um erro menor do
que € = 1076,

~ 2 3 _
Solugao: Como e¢® =1+ + % + % + ... temose’? =1+1+1 4L+ ee!/? =
11— % + % — ﬁ + .... Observamos dessa forma que a série de e™'/2 é alternada e por isso é mais
facil calcular o erro da aproximacdo com ela. Sendo assim, vamos calcular inicialmente e~1/2 e, no

/2 _ _1
final, usaremos que e/ —17z-




O médulo do termo geral do desenvolvimento em série de e” com x = —1/2 é e(k) = ‘ﬁﬂ :

Calculando e(k) atribuindo diversos valores a k = 1,2,3,4,... chegamos a
g(8) = 9,68 - 107® < 107°. Portanto, devemos somar os 7 primeiros termos da série para ob-
termos um erro menor do que 1076,

12 g 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1 78257
e Fal—— — — - =
2 0 22.20 23.30 0 24.41 25.50 0 26.61  27.71 129024

= 0,60653056

Portanto, e'/? = /e = 1/0, 60653056 = 1,64872127.

30) Determine a série de MacLaurin de f(x) = e calcule f109(0) e F1OD(0).

x
1— 22
Solugao: A partir da série geométrica 1 +x + 22 + 23 +--- = ﬁ, substituindo z por z? e,

depois, multiplicando por x, obtemos o seguinte desenvolvimento em série de poténcias de x:

X

1_m2:x+x3+x5+x7+x9—l—...

De um modo geral, o coeficiente de z* na série de MacLaurin de f(z) é igual a (U]

- Portanto,
se f(r) = =, entao:

f(k)(o) |1 ,se kfor impar
K1 0 ,se kforpar

que é equivalente a
k! ,se k for impar
0 ,se k forpar

Concluimos assim que f1°9(0) =0e f10V(0) = 101!

3 Exercicios adicionais

A) A partir do desenvolvimento da série binomial da funcao (1 + x)™, obtenha os 6 primeiros

termos do desenvolvimento em série das fungoes F(r) = v/32+ 22 e G(z) = / V32 4 12 dt.
0

Obtenha também o intervalo de convergéncia dessas séries.

Solucdo:  Como V/32+ a2 = {/32(1+ %) = ¥/329/1+ & = 29/1+ 2 = 2(1 + £)V5, a série

de F(z) pode ser obtida fazendo-se m = % e substituindo-se x por %—; na série binomial:

—1 —1 —2 —1 -3
(1+x)m:1+mx—|—m(n; )x2+m(m 3)'(m )x3+m(m 4)'(m ):v4+---




2-1 , 2-1-4 , 2-1-4-9 4 2-1-4-9-14 4

5.327 T2l 52.320 T3 5380  41.54.320
2.1.4-9-14-19 ,, 2-1-4-9-14-19-24

5l.55.325 61 56 . 326

Calculando-se a integral no intervalo [0, z] de todos os termos da série anterior, obtemos:

z z T 9.1 T 9.1.4 T9.1-4.9
Glz)= [ Ft)dt= [ 2dt ——t2dt— | ——t'dt /—t6dt
(z) /0 ®) /0 T 53 /0 5232 M| B 5308

“2.1-4-9-14 “2.1-4-9-14-19
— | 1%t t0dt — -
/0 151320 +/0 5155 - 325

2.1 2.1-4 . 2.1-4-9 . 2.1-4.9.-14

5.32.3° 9l.52.322.5° ' 31.55.38.7°  4l.51.320.9"
2.1.4-9-14-19

51.55.325-11

G(z) =2z +

O intervalo de convergéncia ¢ formado pelos valores de x que satisfazem a desigualdade ‘g—;| <1
que equivale a % < 1, ou seja, 22 < 32. A solucao dessa inequacao é —v/32 < = < v/32. Logo,
o intervalo de convergéncia das séries é o intervalo aberto | — v/32, v/32[ que é o mesmo que

] —4v2, 4v2].
Observagao: Simplificando-se as fragoes anteriores, obtemos:
399 10

1 1 3 21
F -9 2 4 6 8 .
() =2+ 557" ~ G200™ + T022000° ~ 327680000° T 262144000000°

1 1
G(z) = 2v + ——a° > 5 T ’

. 399 .
— x xr — x
240" 320000 ' 7168000° 983040000

2883584000000

’+

No entanto, em geral, essa simplificacao € desnecessdria.

B) A partir da série geométrica, obtenha o desenvolvimento em série de poténcias de = da fungao

fx) =

———— e determine seu raio de convergéncia.

22+ 11z + 30 &

Solugao:  As raizes da equacao 22 + 11z + 30 = 0 sdo £ = —5 ou # = —6. Como consequéncia
disso temos que o polinomio 2% + 11z + 30 pode ser fatorado na forma (z — (=5))(x — (—6)), ou
seja, (z 4+ 5)(z + 6) e que a fragao m pode ser separada em fragoes parciais do seguinte
modo:

1 A N B
24+ 112+30 245 x+6




A partir dai, obtemos 1 = A(z + 6) + B(x + 5) e atribuindo-se dois valores quaisquer para z (por
exemplo, = —5 e x = —6), obtemos os valores de A e B: A =1e B = —1. Obtemos dessa
forma a seguinte separagao em fracoes parciais:

1 1 1 1 1

2+11z+30 5+ 6+x H(I+Z) 6(1+%)

Utilizando agora a soma da série geométrica de razao |z| < 1

=l+o+22+2°+a" +2°+ -

1+z

e substituindo x por £, depois por ¢, obtemos:

f(:”):%{li }_Hulrg}
N RGO R
e e i i

S

52) ¢ ) (64 o 54).2?3 (65 - 55)334 (66 - 56)51j > 6k+1 5k+1
- + Tt s+ o T T2, T agen ¢
30 30 30 — 30~ +
Como na série geométrica devemos ter |z| < 1, nas duas séries anteriores devemos ter [Z| < 1

e |5] <1 queéomesmo que [z] <5e|r| <6. A intersegao desses dois intervalos ¢ o mtervalo
formado pelos = que satisfazem |x| < 5. Logo, o intervalo de convergéncia da série de f(z) é
| — 5, 5[. Isso significa que o raio de convergéncia é igual a 5.

C) A partir do desenvolvimento em série da fungao seno de z, escreva os seis primeiros termos

bx — 5
do desenvolvimento em série de F(x) = L;M.
x

Solugao: Como senz = — é—? + gg—? — ”;—T + ’;—? — .-+, temos

P ) L % N 9 G 20 M O L O L

3! 5! 7! 9! 11! 13! ’
e dai,
53133 55$5 57x7 59x9 511I11 513$13
DT — sen dr %_<%_T+ 5 n T o T T _)
F(z) = 3 - 3 ’
ou seja,
F( ) 53 55132 N 571,4 591,6 58.T11 N 510I13
) = — — — — [
3! 5! 7! 9! 11! 13!

Observacao: o raio de convergéncia dessa série € infinito.



