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1 Raiz quadrada de um polinémio

Consideremos p(z) e r(z) polindmios tais que (r(z))? = p(z). Neste caso, dizemos
que r(z) é a raiz quadrada de p(x) e denotamos isso por r(z) = 4/p(z). Nem sem-
pre um polindémio tem uma raiz quadrada que também é um polindémio; mas, se p(x)
tiver uma raiz quadrada r(x), entdo —r(z) também é uma outra raiz. Por exemplo,
Vdr? +12x +9 = 2z + 3 ou —2x — 3.

O antigo algoritmo para o cédlculo da raiz quadrada, bastante conhecido e divulgado
antes da popularizagao do uso de calculadoras e computadores, possui uma versao similar
para polinomios de uma ou varias varidveis. Esse algoritmo é baseado em identidade como

(a+b+c+d)?=a*+bb+2a)+clc+2(a+b)+dd+2(a+b+c))
e consiste nos seguintes passos:

e Ordenam-se os termos do polinomio de acordo com os expoentes de cada termo. A
ordem pode ser, por exemplo, a decrescente dos expoentes.

e Calcula-se o primeiro termo a da raiz quadrada como sendo a raiz quadrada do pri-
meiro termo do polinomio. Eleva-se ao quadrado essa raiz e subtrai-se do polinomio
dado.

e Baixam-se os dois termos seguintes do polinomio e divide-se o primeiro desses termos
pelo dobro do primeiro termo da raiz; o quociente dessa divisao b é o segundo termo
da raiz quadrada.

e Multiplica-se o segundo termo b da raiz pela soma desse termo com o dobro do
primeiro termo e o produto, denotado por b(b+2a), é subtraido dos termos baixados
no item anterior.

e Baixam-se mais termos do polindmio de modo a ficarem trés termos e divide-se o
primeiro desses termos pelo dobro do primeiro termo da raiz; o quociente dessa
divisao ¢ € o terceiro termo da raiz quadrada.

e Multiplica-se o terceiro termo ¢ da raiz pela soma desse termo com o dobro dos dois
primeiros termos encontrados na raiz e o produto, denotado por c(c + 2(a + b)), é
subtraido dos termos baixados no item anterior.

e Continua-se o procedimento dos itens anteriores enquanto o maior grau dos termos
baixados for maior ou igual ao grau da raiz.

O calculo de raiz quadrada pode ser 1util na resolucao de outros problemas como
fatoracao de polinomios e determinacao das raizes de equacoes polinomiais.



Exemplo 1.1 Vamos calcular a raiz quadrada de p(z) = 9z* + 3023 + 1322 — 20z + 4.

VOort 4+ 3023 + 1322 —20x + 4 | 322+ 5z — 2
—9z*
302° 1+ 1322 (62* + 5z) - (bx) = 302® 4 2522
—302* — 2522 (622 + 10z — 2) - (=2) =
—1222 — 20z + 4 —122% — 20z + 4
1222 + 20z — 4
0

Uma explicagao para a construgao desse diagrama € a sequinte:

o A raiz de 9x* € 322 e esse é o primeiro termo da raiz. FEleva-se 3z? ao quadrado e
subtrai-se de p(x). Baizam-se os termos 30x3 e 13x2.

e Dividindo-se 30z pelo dobro de 3%, obtém-se 5x que € o sequndo termo da raiz.
o Calcula-se (2 - (32?) + 5x) - (5z) e subtrai-se o produto de p(x).

e Baizam-se os termos restantes do polindmio e divide-se —12x2 por 6x%. O quociente
€ —2 e € o terceiro termo da raiz.

e Calcula-se [(2- (32* +5x) — 2) - (—2)] e subtrai-se de p(z) e obtém-se resto nulo para
a raiz.

Portanto, v/9x* + 3023 + 1322 — 202 + 4 = 322 + 52 — 2. Um problema que pode ser
considerado equivalente a esse é: “Fatore o polinémio 9x* + 3023 + 1322 — 20x + 47 ou
“Resolva a equacdo 9x* 4+ 30x% + 1322 —20x+4 = 07. Como 924+ 3023 +132% — 202 +4 =
(322 + B5x — 2)2, temos que as raizes dessa equagdo sio %@, ou seja, % e —2 (raizes
duplas).

Exemplo 1.2 Determinar a raiz quadrada de
925¢y% + 12212 + 62ty — 623y + 42yt + 422y + 2 — day® — 2xy + 2.

Apesar do polinomio deste exemplo ter duas varidveis, ordenamos sequndo as poténcias
de x e procedemos de modo semelhante ao exemplo anterior. A cada passo, baizamos
uma quantidade de termos suficiente para efetuar a subtracao dos produtos calculados a
direita no diagrama.

V925y2 + 12213 + 62ty — 623y2 + 42yt + 4a2y? + 2?2 — dayd — 2oy + 2 3y + 2z’ +x—y

797;6?}2

D iR i (62%y + 2ay?) - (2ay?) = 122%y° 4 4oy
e iy — 6y x2y

—120ty’ — da?y’ , 62y + dzy? + z) - x = 6ty + da?y? 4 22
6ty — 6x3y? + da?y? 4 22
—6aty — 4z%y? — 12 62y + dzy?® + 20 —y) - (—y) =
—6xiy? — day® — 2zy + y? —62°y? — 4y — 20y + 1?
647 y? + dxy® + 2zy — y?

0



Dessa forma, concluimos que a raiz quadrada € 3z3y + 2xy? +x — ).

Exemplo 1.3 Verifique se o polinémio p(z) = 25z* + 1023 — 2922 — 6x + 5 pode ser
fatorado como um produto de dois polinomios nao constantes de coeficientes inteiros.
Sequimos o mesmo roteiro descrito anteriormente e construimos o diagrama:

V2524 4+ 1023 — 2922 — 62+ 5| 52 +2—3

—25z4
102* — 2922 (102% + z) - x = 1023 + 22
—10z* — 2?
3022 — 6z 45| 1027 +20—3) (=3) =
3022 + 62 — 9 —302% — 62+ 9
—4

Obtemos dessa forma um resto igual a —4 no cdlculo da raiz quadrada de p(x). Isso
significa que p(x) = (52?2 + 2 — 3)? + (—4) = ((ba? + x — 3) — 2)((5z* + v — 3) + 2), ou
seja,

p(z) = (52% + & — 5)(52% + = — 1).

2 Raiz cubica de um polinémio

Se r(x) for um polinomio tal que (r(z))* = p(x), dizemos que r(z) é a raiz ctibica de
p(z) e denotamos isso por r(x) = /p(x). Um algoritmo para o calculo da raiz cibica de
um polinémio p(x) é baseado em identidade do tipo

(a+b+c+d)°=a®+bb* + 3a® + 3ab) + c(c® + 3(a + b)* + 3(a + b)c)
+d(d®+3(a+b+c) +3(a+b+c)d)
e estd descrito a seguir.

e Ordenam-se os termos do polinomio de acordo com os expoentes de cada termo.

e Calcula-se a raiz cibica a do primeiro termo, que serd o primeiro termo da raiz do
polinomio. Eleva-se esse primeiro termo ao cubo e subtrai-se do polinomio.

e Baixam-se os trés termos seguintes do polinomio e divide-se o primeiro termo bai-
xado por 3a?, o triplo do quadrado do termo j& encontrado na raiz; o quociente
dessa divisao b é o segundo termo da raiz.

e Calcula-se a soma dos seguintes produtos:

1) v*, o cubo do segundo termo da raiz;
2) 3a?b, o triplo do quadrado do primeiro termo da raiz pelo segundo termo;

3) 3ab?, o triplo do primeiro termo pelo quadrado do segundo termo;
e subtrai-se a soma b + 3ab + 3ab® do polinémio.

e Baixam-se termos do polinomio em quantidade suficiente para efetuar a subtragao
da soma calculada no item anterior e divide-se o primeiro termo da diferenca pelo
triplo do quadrado do primeiro termo ja encontrado na raiz. O quociente encontrado
¢ € o terceiro termo da raiz.



e Calcula-se a soma dos produtos ¢®, 3(a + b)? c e 3(a + b)c? e subtrai-se a soma do

polinémio.

e Continua-se o procedimento dos itens anteriores enquanto o maior grau dos termos
baixados for maior ou igual ao grau da raiz.

Exemplo 2.1 Calcular a raiz ciubica de

p(z) = 2% 4+ 92° + 122* — 632 — 602 + 2252 — 125

. . . . . 3
Sequndo o algoritmo descrito, calculamos o primeiro termo da raiz como sendo vV x® = x2,
o sequndo termo da raiz € o quociente da divisao de 9x° por 3z* e o terceiro termo é o

quociente de —15z* por 3z*.

Vb + 925 + 1221 — 6323 — 6022 + 2252 — 125

—.I'S

9z° + 12z — 63x°
—92° — 27t — 273

2>+ 3x -5

3(z?)2= 3z*
3(z%)? - (3z) = 925

e (32)° = 20

4 3 2
—15z* — 902” — 60x° 4+ 225x — 125 (32) = 274

152* + 902® + 60x? — 2252 + 125
0 3(z? + 3x)% = 32 + 182® + 2722
3(x? + 3x)%- (—5) = —152* — 9023 — 13522
3(x? 4+ 3z) - (—5)? = 7Ha? + 225z
(=5)3 = —125

Concluimos assim que p(x) = (2% + 3z — 5)3, ou seja, /p(zx) = 2? + 3z — 5.

3 Exercicios
1) Determine a raiz quadrada de
4ay? — 20xy ' 4 927 %% — 3021y 4 37.
2) Determine todas as raizes da equacao
4z* 4+ 122° — 352% — 662 + 121 = 0.
3) Determine todas as raizes da equagao
ot — 22 — (20 + 12)2% — 2i2® + (8 + 167)x + 32 + 24i = 0.
4) Determine todas as raizes da equacao
2% 4+ (=6 + 3i)2? + (9 — 12i)z — 2+ 115 = 0.
5) Determine todas as raizes da equagao
642° + 3842° + 1008z* 4 14722° + 12602” + 600z + 125 = 0.

6) Determine a raiz cubica de

233 + 623y — 212%y? + 1223y — 84a’y + 14Txy + 82 — 84a% + 294x — 343.



7) Verifique se é possivel escrever o polinémio
p(z) = 2% + 62° — 32 — 62 + 12627 — 180z + 225
como um produto de dois polindmios nao constantes de coeficientes inteiros.

8) E possivel a descricao de um algoritmo semelhante aos anteriores para o célculo de
V/p(x) com n > 3. A partir de uma identidade como

(a+b+c+d)* =a* + b(b® + 4ab® + 6a®b + 4a*) + - - -

descreva um algoritmo para o célculo da raiz quarta de um polinomio.
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