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Prefacio

Este texto corresponde as notas de aula resumidas da disciplina “Célculo Numérico” que vem
sendo ministrada por mim na Universidade Federal da Paraiba desde agosto de 2002.

“Célculo Numérico”, também conhecido como “Métodos Numéricos” ou “Matematica Compu-
tacional”, faz parte do curriculo minimo obrigatdério das engenharias e cursos de Matematica, Fisica.
Estatistica e Computacao, sendo fundamental em aplicacdes da Matematica. Os pré-requisitos sao
conhecimentos basicos de Calculo Diferencial e Integral e nogcdes de programacao.

Este texto foil elaborado usando-se exclusivamente programas livres e gratuitos que podem ser
facilmente encontrados a disposicao na Internet:

Latex: um programa que produz textos com formulas matematicas de altissima qualidade
grafica. Apesar de ser destinado principalmente a textos matematicos, pode ser utilizado
também em férmulas de Quimica Organica, partituras musicais, partidas de xadrez, textos em
outros idiomas como chinés, japonés, drabe, hebraico, russo, grego, entre outros. Pode ser
copiado gratuitamente a partir de www.miktex.org . Apresentacbes (no estilo PowerPoint)
também podem ser construidas com ele.

Maxima: usado em todos os calculos. E um programa de Computacao Algébrica semelhante
aos poderosos Maple ou Mathematica. Em desenvolvimento desde 1969, pode ser copiado de
maxima.sourceforge.net e ser usado também como linguagem de programacgao. Todos os
exemplos e exercicios foram programados nessa linguagem.

GeoGebra: programa de Geometria Dinamica que pode ser copiado de www.geogebra.org
Todos os graficos foram produzidos pelo Maxima ou pelo GeoGebra ( = Geometria+Algebra).

As imagens com fotos ou desenhos de matematicos famosos foram copiadas de “The Mac Tutor
History of Mathematics Archive” ( www.gap-system.org/~history ) e alguns selos de “Images
of Mathematicians on Postage Stamps” ( jeff560.tripod.com )

Jodo Pessoa, 30 de setembro de 2011

Lenimar Nunes de Andrade



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, definimos alguns conceitos que serao utilizados nos capitulos seguintes.

1.1 Erros absolutos

Definicao 1.1 Consideremos x' uma aproximacdo para um valor x considerado exato. O erro
absoluto da aproximacdo de x por x', denotado por A, € a distancia entre esses valores, ou seja,

A, = |x —X].
O erro relativo dessa aproximacdo, denotado por 6, € definido por

_x =X

Oy =

]

Exemplo 1.1 Sejam a’ = 10 e b’ = 1000 aproximacoes de a = 10,154 e b = 1000, 154, respecti-
vamente. Entdo, os erros absolutos e relativos dessas aproximacoes sao:

o A\, =]a—4a|=110,154 — 10| =0, 154

o5, ==l = 0% —0,01516 = 1,516%

o A= |b— | =]1000, 154 — 1000| = 0, 154

o 5, = 2Pl = 045 — 00001539 = 0, 01539%

Note que apesar dos erros absolutos serem iguais, os erros relativos sdo bem diferentes um do
outro. Os erros relativos costumam ser expressos em forma de porcentagens.

Exemplo 1.2 Uma sala de formato retangular foi medida e foram obtidos 8 m e 12 m como sendo
sua largura e seu comprimento, respectivamente. Sabendo que o erro cometido em cada uma
dessas medicoes é no maximo 2 cm, determine o erro maximo cometido no calculo de sua drea.

Denotemos por
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a’: largura aproximada (obtida pela medi¢do)

b": comprimento aproximado (obtido pela medicao)

a: largura exata da sala

e b: comprimento exato da sala

A’: drea aproximada da sala
e A: drea exata

S3o dados @ = 8m e b = 12m. Portanto, A = a'b' = 8- 12 = 96m?. Por hipdtese, A, =
la—a| <2cme Ay, = |b—b| < 2cm, ou seja, |a—8] < 0,02m e |b— 12| < 0,02m que
equivalem a —0,02 < a—-8<0,02e —-0,02<b—-12<0,02=8-0,02<a<8+0,02¢e
12—-0,02<bhb<1240,02=7,98<a<8,02e11,98 < b <12, 02. Multiplicando-se essas
desigualdades, obtemos: 95,6004 < ab < 96, 4004, isto €, 95,6004 < A < 96,4004. Isso significa
que a drea exata é algum ponto do intervalo [95, 6004, 96, 4004].

Al A

[ | | 1
L ! ' 1
95, 6004 96, 0000 96, 4004
0,3996 0,4004

Como A’ também é um ponto desse intervalo, a maior distadncia entre A e A’ ocorre quando
A for uma das extremidades do intervalo. Portanto, o erro maximo no cdlculo da area é de
|96, 0000 — 96, 4004| = 0, 4004m?.

Exemplo 1.3 Um baldo de formato esférico é medido e obteve-se R = 4 m como sendo o seu
raio. Sabendo que o erro cometido no cadlculo do raio é no maximo 10 cm, calcule o erro maximo
cometido no calculo do seu volume.

Sendo o raio aproximado do balao igual a 4 m, o volume aproximado do baldao esférico é

4 4
V' = §7r(R’)3 = 3+ 3,1415926 - 4% = 268,082517 m”>.

O erro maximo no cdlculo do raio é no maximo 10 cm, ou seja, 0,1 m, temos que
Ar=|R-R|=]R-4|<0,1

, onde R denota o valor do raio exato do balao. Logo, —0,1 < R —4 < 0,1 o que € equivalente
ad4—-0,1<R<4+40,1,i1sto é, 3,9 < R <4,1. Elevando-se ao cubo, obtemos 59, 319000 <
R3 < 68, 920999 e multiplicando-se tudo por %w, obtemos

4 4 4
37 59, 319000 < §7rR3 < 37 68, 920999,
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que equivale a 248,474794 <V < 288, 695545.

Portanto, V' é algum ponto do intervalo [248,474794, 288, 695545]. Como V' é um ponto
desse intervalo, entdo a maior distancia possivel entre V' e V'’ ocorre quando V estd em uma das
extremidades.

V' V
[ | | 1
[ ! ' i
248, 4747 268, 0825 288, 6955
19,6077 20,6130

Logo, o erro maximo cometido no célculo do volume do baldo é de |268, 082517 —288, 695545| =
20, 613028 m3.

1.2 Sequéncias recorrentes

Definicdao 1.2 Uma sequéncia (x,) € denominada recorrente (ou recursiva) quando o termo geral
X, depender dos termos anteriores, ou seja, quando

Xp = f(thlythZ:"')
paran=2,3,4,---. No caso mais simples, temos x, = f(x,_1) (que € 0 mesmo que x,+1 = f(x,) ).

Exemplo 1.4 Consideremos uma sequéncia (x,) definida por x;, = 1 e x, = nx,_1 para todo
n=23,4,--- Como cada x, depende do valor do termo anterior x,_; temos um exemplo de
sequéncia recorrente. Além disso temos que:

0 X, =2x,=2-1=2

e x3=3x%=3-2-1=6

o x,=4x3=4-3-2-1=24

e s =5x,=5-4-3.-2-1=120
e ctc.

Note que, neste caso, a sequéncia (x,) coincide com a sequéncia dos fatoriais de n.

1.2.1 Critério para determinacao do limite de uma sequéncia convergente

E muito comum em problemas numéricos termos uma sequéncia convergente (x,) e determi-
narmos o limite de (x,) quando n tende a infinito. Nesses casos, usaremos o seguinte critério para
determinar o limite aproximado da sequéncia:
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e Definimos um valor positivo préoximo de zero denotado por € ou € (letra grega épsilon). Por
exemplo, podemos considerar algo como € = 0,0001 = 10™* ou € = 0, 0000001 = 1077, etc.

e Calculamos os termos da sequéncia xi, X2, X3, - -+ € as distdncias entre termos consecutivos
A= |Xp1— Xy paran=1,2,3,---

e Quando A, < € encerramos e dizemos que o Ultimo x, calculado é o limite aproximado da

sequéncia.
X1 X2 X3 Xg - X
1 1 ] [ 1
T ] I T ] LIL)
\ o _\ / /r
A1 Az Az Iim X,
n—o0

Exemplo 1.5 Sendo a um nidmero real positivo, sabe-se que a sequéncia recorrente (x,) tal que

2 "
com um erro inferior a € = 107>,

1 a .
xi =1exy1 == |x,+— | converge para \/a. Usando essa sequéncia recorrente, calcule V?2
X,

Igualamos /a com v/2 e obtemos que a = 2. A partir dai, utilizamos a férmula para Xptr1 COM
n=1,2,3,--- e calculamos as diferencas A, = |x,11 — Xa|:

.n:1:>X2:%<X1+X%>: (1+%):1,56A1:|XQ—X1|:O,5

N =

en=2=x=1 (x2+i) = 1(1,5+ %) = 1,4166667 e A; = |x3 — x| = 0,08333333

N

en=3= =1 (x3 + i) — 1(1,4166667 + -2—) = 1,41421569 e As = |xs — x3| =

2 X3 2 1,4166667
0, 00245098
e n=4=x=1(x+2) = 3(1,41421569 + i) = [LA1421356] e Ay =[x — x| =
2,1x107°<e.

Portanto, obtivemos que v/2 ~ 1,41421356.

1.3 Calculo de valores de funcoes

O célculo de valores de funcdes em pontos especificos é uma atividade essencial para qualquer
area da Matematica Aplicada e para os métodos numéricos em geral. Pode ser realizado de varias
formas:

e Séries de poténcias
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e Fracdes continuas
e Sequéncias recorrentes

Vamos utilizar apenas séries de poténcias por ser um método bem conhecido, simples e eficiente.

1.3.1 Funcao logaritmica

Seja x € R tal que |x| < 1. Um resultado bem conhecido ha varios séculos é a seguinte soma

de uma série geométrica:
1
1+ +x +x0+ X%+ = 5

1—x
Note que temos aqui uma série geométrica (P.G.) com primeiro termo igual a a; = 1 e razdo

2 a1
g = x* logo, ela converge para S = ﬁ =1 | N
Podemos efetuar varia operacoes com uma série de poténcias. Entre as operacoes permitidas

X
estd o calculo da integral / an dx de cada termo da série. Usando que -t~ = 2 (= + ),
0

-1 =~ 2\
1 1 1 1 1
/X2_1d><—§(/1+xdx+/l_xdx)—E(In(l%—x)—ln(l—x))—

| 1+ x

n .
1—x

Calculando a integral de cada termo da série geométrica anterior, obtemos:

+x3+x5+x7+x9+x11+ / 1 J 1In 1+ x
X N J— J— P PR e e — X = —
3 5 7 9 11 x2—1 2 1—x/'

temos que

N

desde que |x| < 1.

1+x

A funcao %In (E) é conhecida pelo nome de arco-tangente hiperbdlica de x e é denotada por

arctgh(x) ou arctanh(x) ou atanh(x) ou tanh™*(x):

1 1
arctgh(x) = 5 In <1i—§) .

Sendo assim, a série anterior também pode ser escrita na forma:

X3 X5 X7 X9 Xll
tah(x) = AT AT AT I AR
arctgh(x) =x+ =+ =+ =+ 5+ 77+

Utilizando uma quantidade finita de termos dessa série, podemos obter aproximacoes para
arctgh(x). Por exemplo, usando-se apenas 5 termos da série, obtemos:

3 X5 X7 X9

tgh(x) ~ x4+ = + — + = + .
arctgh(x) x+3+5+7+9

As funcoes hiperbdlicas possuem iniimeras propriedades. Entre elas, vamos citar aqui apenas
uma bem particular:

1 1
In2 = 2 arctgh 3 + 2 arctgh Z
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Essa férmula foi utilizada por Euler em 1748 para calcular In2 com 25 casas decimais. Sua demons-
tracao é imediata, basta usar  a definig;l”ao da funcao arco-tangente hiperbdlica:
Darctghl + 2arctghl = 2. [% In (ﬁ—%) +1n (13)] = In(6/4) +In(8/6) = In(% - &) = In2.

Usando a férmula anterior, podemos calcular In2 desde que saibamos como calcular o arco-
tangente hiperbdlico de 1/5 e de 1/7. Para efetuarmos esse tipo de calculo, basta usar a férmula
de aproximacgao do arctgh(x) anterior:

@

2P _

o arctght ~ (1) + &1+ B L B GF — ¢ 00273255
1 1 14\7 1
o arctght~ (3) + S+ &8 1 W04 BF 0 14384103
e, dai, obtemos In2 =~ 2 - (0,20273255 + 0, 14384103) = 0,69314716, que é uma aproximacao

muito boa para In 2.

1.3.2 Funcoes trigonométricas

Os valores das funcdes trigonométricas podem ser calculados de varias maneiras, inclusive através
de séries de poténcias tais como:

_OO(_l)kXQk—i-l_ 3 x5 X7 X
SenX—Zw—X—g—f—g—ﬁ—f—a—

k=0

_°°(_1)kx2k_ X2 X+ xB 8
cosx =3 T e e e

Em algumas séries, pode ser (til o seguinte teorema (cuja demonstracdo pode ser encontrada
em [1], [2] ou [3]).

Teorema 1.3.1 Consideremos a série alternada
[o@)
SZZ(_l)k+lak = a1 —a+az—as+as—...
k=1

onde klim ax = 0 e a sequéncia (|ak|)ken € decrescente. Sendo n um inteiro positivo e S,, a soma
—00

dos n primeiros termos da série, entao o erro cometido ao se aproximar S por S,, € menor ou igual
a |any1], ou seja, o erro da aproximagcdo € menor ou igual ao médulo do primeiro termo desprezado
da série.

Exemplo 1.6 Calcular cos 7° usando apenas os 4 primeiros termos do desenvolvimento em série da
funcdo cosseno e obter uma estimativa para o erro cometido.
Solucao: Transformando 7° em radianos, obtemos:

T 3, 1415926535
X — =7X
180 180

7° =7 =0,12217305 rad = a.
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c 1 a2 ot af
omo cos(a) ~ 1 — o + TRl temos que
cos(a) ~ 1 0, 122173052 n 0,12217305* 0, 12217305°
- 2 24 720 !

ou seja, cos 7° ~ 0,99254615.

Uma estimativa para o erro no calculo é dada pelo mdédulo do primeiro termo desprezado da

ab 0,122173058
2rie d : < —="""" " ~1,2 10712,
série do cos(a): €< 3l 20320 23 x 10

1.4 Calculo do valor de 7

Desde a antiguidade que o cdlculo do valor de 7 tem despertado o interesse de diferentes povos.
Aproximacoes como 3,12 ou 3,16 ja eram conhecidas por babilénios ou egipcios ha varios milénios.

Calculado na antiguidade por métodos puramente geométricos (inscricdo e circunscricdo de
poligonos regulares em uma circunferéncia), a partir do século XVIII passou a ser calculado por
métodos analiticos, usando-se apenas operacoes algébricas como adicao, multiplicacao e divisao de
nimeros reais. Esses métodos analiticos costumam produzir resultados com grande precisao, ou
seja, com muitas casas decimais corretas. Entre os varios métodos analiticos conhecidos, destaca-
se uma familia de férmulas que expressam 7 como uma combinacao de vdrios arco-tangentes. No
inicio do século XVIII, uma dessas férmulas foi utilizada para calcular pela primeira vez ™ com 100
casas decimais corretas.

A partir do século XX, com a utilizacao de computadores cada vez mais potentes e rapidos, o
cdlculo de 7 passou a ser efetuado com uma quantidade cada vez mais espantosa de casas decimais.
Recentemente, em outubro de 2011, um recorde foi batido com a ajuda de supercomputadores.

1.4.1 Foérmulas envolvendo 7 e a funcao arco-tangente
Vamos iniciar com dois exercicios resolvidos sobre trigonometria.

Exercicio 1.1 Determine o valor de y = arctg % + arctg %

Solucdo: Sejam a = arctg 2 e b = arctg £ o que implica em tga = % e tg b = ;. Devemos calcular

o valor de y = a+ b. Isso ficara facil se soubermos quanto € tg(a + b).
tga+tgb 5+5 0 s
Temos que tgy = tg(a+ b) = = = 5= = 1. Portanto, tgy =1 o que
que tgy = tg(a + b) 1—tgatgh 1-1.1 56 9y q

w

significa que y = 7. Portanto,
™ 1 1
1= arctg > + arctg 3
Essa férmula escreve uma fracao que envolve m como combinacao linear de arcos-tangentes
de determinados valores. Ha um grande nimero de férmulas como essa, outra delas aparece no
préximo exercicio.
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1
Exercicio 1.2 Seja 3 a medida de um angulo tal quetg3 = - Calculetg(203), t9(48) etg(46—7%).

Solucdo: Fazendo a = b = (3 na férmula de tg(a+ b), obtemos:

—tg?B8 1- (1) T 12

Fazendo a = b = 203 na férmula de tg(a + b), obtemos:

2 2.1 5
t(26) = -8 5 =

L2
tg(45):12tg(25) 22 120

“t?(26)  1—(5) 119

que € proximo de 1 o que implica que 40 € proximo de 7.

7r tg(48) + tg(—% 20 4 (-1 1
tg(48 — &) = 9(48) 9( 472 _ 119120( ) _
47 1-tg(40)t9(—=7) 1-(555) (=1) 239
que € um valor préximo de zero, o que era de se esperar pois (48 — 7 ) € proximo de zero (pelo
item anterior deste mesmo exercicio).
Portanto, tg(48 — I) = 525 que € equivalente a 403 — & = arctg 555, ou seja, 43 —arctg 525 = &
Como B = arctg % obtemos finalmente que

=7

1 1
— =4arctg - — arctg ——.
4 arcg5 arc9239

Essa féormula é conhecida pelo nome de formula de Machin e foi utilizada em 1706 para calcular
7 com 100 casas decimais.

1.4.2 Série de poténcias da funcao arco-tangente
Se |x| < 1, entdo é conhecida ha varios séculos a soma da seguinte série geométrica:

1
1_ 2 4_ 6 8_..-:—
X+ X X + X 152

Entre as vérias opera¢bes permitidas com essa série, podemos calcular integral (no intervalo [0, x])
de cada termo da série:

x3 X X' Xx°

X_€+€_7+3—---:arctgx

Usando uma quantidade finita de termos dessa série anterior, podemos obter aproximacoes para

o arctg(x), se |x| < 1. Por exemplo, se usarmos apenas os 6 primeiros termos da série, obtemos a
seguinte aproximacao:

X3 X5 X7 X9 Xll
357 9 I

arctg(x) ~ x —
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Fazendo x = £, e depois x = 535 nessa férmula, obtemos:
11 GF @ @7, G G
tg= ~ - — 2 5 25 5. 25~ —0,197395559789
e e 7 T 11

1 1 1 1 1
arctg LN S (535)° + (335)°  (zm) n ()" GG

239 239 3 5 7 9 T 0,004184076002

Substituindo na férmula para m/4 anterior, obtemos:

% ~ 4 x 0,197395559789 — 0, 004184076002 = 0, 785398163154,

e, finalmente, m =~ 4 x 0, 7853981706 = 3,141592652615.

e Como a série do arctg x é alternada, uma estimativa para o erro da aproximacao no cdlculo de
arctg £ é de 15(£)*® ~ 6,3-107!! e 0 erro no calculo de arctg 535 é de 15(555)° =~ 9,2-107%.

131239

1

e Portanto, ao aproximarmos 7 por 16 arctg % —4arctg 535,

uma estimativa para o erro absoluto

dessa aproximacdo é 16 - (6,3-1071) +4-(9,2-1073) ~ 1072 o que significa que o valor de

 calculado acima tem 8 casas decimais consideradas corretas.

e Usando esse mesmo tipo de argumento, se tivéssemos utilizado 71 termos do desenvolvimento
em série do arctgx, entao uma estimativa para o erro absoluto da aproximacao seria de
16 (77 (2)*™) +4 - (1(55)™") = 1,24- 107 o que significa que o valor de 7 assim obtido

teria 100 casas decimais corretas.

1.4.3 Calculo do valor de 7 ao longo dos séculos

A histéria da constante m se confunde com a prépria histéria da Matematica. Ao longo dos
séculos, muitos matematicos importantes em algum momento de suas vidas se dedicaram ao calculo
dessa constante. A seguir, algumas tabelas que mostram a evolucao desse calculo com o passar

do tempo.
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O calculo de 7 antes do uso de computadores

NOME ANO DIGITOS
Egipcios 2000 A.C. 1
Babil6nios 2000 A.C. 1
Hebreus 550 A.C. 1
Arquimedes 250 A. C. 3
Ptolomeu 150 3
Liu Hui 263 5
Tsu Chung Chi 480 7
Al-Kashi 1429 14
Romanus 1593 15
Van Ceulen 1615 35
Sharp & Halley 1699 71
Machin 1706 100
Strassnitzky & Dase 1844 200
Rutherford 1853 440
Shanks 1874 527

O calculo de ™ com a utilizacdo de computadores

NOME | ANO DIGITOS
Reitwiesner & outros (ENIAC) 1949 2.037
Genuys 1958 10.000
Shanks & Wrench 1961 100.265
Guilloud & Bouyer 1973 1.001.250
Miyoshi—Kanada 1981 2.000.036
Kanada—Yoshino—Tamura 1982 16.777.206
Gosper 1985 17.526.200
Bailey Jan/1986 29.360.111
Kanada—Tamura Out/1986 67.108.839
Kanada—Tamura Jan/1988 201.326.551
Chudnovskys Mai/1989 480.000.000
Kanada—Tamura Jul/1989 536.870.898
Kanada—Tamura Nov/1989 | 1.073.741.799
Chudnovskys Ago/1991 | 2.260.000.000
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NOME | ANO | DIGITOS
Chudnovskys Mai/1994 4.044.000.000
Kanada—Takahashi Out/1995 6.442.450.938
Kanada—Takahashi Jul/1997 51.539.600.000
Kanada—Takahashi Set/1999 206.158.430.000
Kanada—Ushiro—Kuroda | Dez/2002 | 1.241.100.000.000
Takahashi 2009 2.576.980.370.000
Fabrice Bellard 2010 2.699.999.990.000
Kondo—Yee Ago/2010 | 5.000.000.000.000
Kondo—Yee Out/2011 | 10.000.000.000.000
Houkouonchi—Yee Out/2014 | 13.300.000.000.000

1.4.4 Curiosidade: frases que fornecem o valor de 7

Antigamente, antes da década de 70, era muito comum a invencao de frases que ajudavam na
memorizacao de diversas constantes ou férmulas. Existem frases que fornecem o valor de m em
uma grande variedade de idiomas. Basta lembrar da frase, contar as letras de cada palavra, que
teremos o valor de m com um consideravel nimero de casas decimais.

3,1415926

“Com_o juri _a votar, ‘Disparada’ ja ganhou."”
. 4 5 9 2 6

“Disparada” é uma cancao premiada no Il Festival da Misica Popular Brasileira da TV Record,
em 1966, autoria de Geraldo Vandré e Theo de Barros.

3,1415926535

Aqui, é o préprio  dizendo para o menino que nao gosta de estudar e, consequentemente, tem
medo de 7 por causa das casas decimais:

“ — Sou o medo e pavor constante do menino vadio, bem vadio.”

Note que essa frase fornece m com 10 casas decimais: 3, 1415926535.

3,14159265358

Uma frase com tema religioso que fornece o valor de m com 11 casas decimais:

“Ama a Deus e segue fielmente as licoes dadas por Jesus Nazareno.”
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3,14159265358979323846264. . .

E, finalmente, uma das muitas frases em inglés que fornece um grande nimero de decimais:

“How | want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving quantum mechanics.
All of thy geometry, Herr Planck, is fairly hard ..."

1.5 Exercicios Propostos

(P01) Utilizando uma calculadora, calcule os seguintes valores numéricos:

ea=ec¢3(=i") Resp.. a=0, 207879

b = arctg(3/4) + arctg(4/3) Resp.: b=m/2=1,570796

)500

Cc= (1 + W%o
d =1In(cosl) Resp.: d =-0,615626

Resp.: ¢ = 2,715568

e c=vV7++v50+vV7—+/50 Resp.: e=2,000000
172 + (-19)> 4+ 7° _
o [ = 25+ (5 Resp.: f = —0,47263208

g =2arctgh(22) — 4arctgh(3) Resp.: g =1,609437912 = In(5)

e h=3,27>—4,10% 4 (—5,17)? — (—2,38)? Resp.: 14,9474

(P02) Sejam &', b e ¢’ os inteiros mais préximos de a = In(m +2), b = (%4—%)5 e

c = 7sen(v/11). Calcule os erros absolutos A,, A, e A. e os erros relativos d,, §, € 0. co-
metidos quando substituimos a’, b’, ¢’ por a, b, c. Resp.: A, = 0,3626, A, = 0,3365, A, =
0,2189, d, = 22,14%, 6p = 2,29%, 6. = 17,96%

(P03) Um terreno de formato retangular foi medido com erros que nao superaram 15 cm em cada
medicao. Sabendo que o comprimento e a largura encontrados foram 30 m e 14 m, respectivamente,
obtenha uma estimativa para o erro no célculo da area desse terreno.  Resp.: € < 6,6225 m?.

(P04) A aresta de uma caixa em forma de cubo é medida, e, devido a falta de precisdo do instru-
mento utilizado, obteve-se uma aresta de 15 cm com erro no mdaximo igual a 2 cm. Determine
o volume aproximado da caixa, um intervalo [a, b] que contenha o valor do volume exato e uma
estimativa para o erro do célculo do volume.  Resp.: [a, b] = [2197, 4913], & < 1538 cm?®.

(P05) Considere & e b’ como sendo aproximagdes para a e b com erros absolutos inferiores a €; e
€-, respectivamente. Mostre que ao aproximarmos a— b por a’ — b’ o erro cometido na aproximacao
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€ menor do que €1 +¢€5 € que, em geral, se k; e k, forem constantes, o erro absoluto da aproximacao
de kia+ kob por kia' + kb’ € menor do que |kiler + |kales.

(P06) Seja 8 = 23° a medida em graus de um angulo. Utilizando apenas os quatro primeiros termos
da série de Taylor da funcao cosseno, calcule uma aproximacao para cosf e uma estimativa para o
erro cometido.

Resp.: cos23° ~ 0,920504867, € <1,67-107%

(P0O7) Usando apenas os 9 primeiros termos da série

il—1+ +1+1+1+
L 21 " 3l

obtenha uma aproximacgao para o valor de e. (Use 5 casas decimais) Resp.: e ~ 2, 71828

(P08) A funcao f(x) = In(x + 1) com |x| < 1 possui o seguinte desenvolvimento em série de

poténcias de x:

2 X3 4

|n(X+1)—X—XE+§__+ Z( 1

)k+1 k

Utilizando os 6 primeiros termos dessa série, calcule In(1,20) e uma estimativa para o erro da
aproximacdo. Resp.: In(1,20)~0,18232000, €<1,8-10°°

(P09) Consideremos £,, como sendo o lado do poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia de

raio 1. Usando o Teorema de Pitdgoras obtemos £, = V2 e 45, = \/2 — /4 — (¢,)?. Baseando-se
nestas informacoes, calcule o lado e o perimetro de um poligono com 128 lados inscrito em uma
circunferéncia de raio 1 (que é uma aproximagao para 27).

Resp.: £i08 = \/2—1—\/2—1—\/2—1— 2+ 2=0,049082, P =06,282554.

(P10) A férmula

T 1 1 1 1
= 44 arctg — 7arctg — — 12 arctg — 24 arct
4 arctg 57 + [/ arctg 539 arctg 682 + arctg 12943

foi utilizada em dezembro de 2002 no Japao para calcular m com mais de um trilhao e duzentos
bilhdes de casas decimais.

a) Utilizando essa férmula e os dois primeiros termos do desenvolvimento em série de poténcias
de arctg x, calcule m com erro no maximo igual a 0,0000001.

b) Obtenha uma estimativa do erro absoluto da aproximag¢ao de 7 ao utilizarmos a férmula
anterior e 30 termos do desenvolvimento do arctg x.
Resp.: a) ma 3,1415926595; b) € <2,2-107107,
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, Vx # 0, usando a férmula de Machin,

1 1 1
P11) Sabend tg— = 2arctg — — arctg —————
(P11) Sabendo que arch arc92X arcg4X3+3X

mostre que

L 8arct L 4 arct 1 arct L
4= 970 9515 9539°

(P12) a) Mostre que
13
499

b) Usando a férmula do item (a) e os trés primeiros termos do desenvolvimento em série da
fungdo arco-tangente hiperbdlica, calcule uma aproximacgdo para In2 (utilize 8 casas decimais nos
calculos).  Resp.: In2 ~0,693147177.

1
In2 = 10 arctgh 7 + 4 arctgh

(P13) Sendo p, q, a, b, ¢, d inteiros positivos, sabe-se que

2a p¢ — q® 2b q® — p?
Inp = — — arctgh arctgh :
P=ac—bd Y (pc+qb T2 —bd I\ G o
Fazendo p = 3,9 = 2, a = 3,b = 8,¢c = 5,d = 2 obtenha uma férmula para In3 escrito
como combinacado linear de arco-tangentes hiperbdlicas e usando os quatro primeiros termos do

desenvolvimento em série de poténcias de arctgh(x), calcule uma aproximacao para In 3.

Resp.: In3 = 16arctgh {5 + 6arctgh ;o5 ~ 1,098612277.




Capitulo 2

Resolucao de Equacoes

2.1 Introducao

O calculo de raizes de uma equacao é uma atividade importante porque muitos problemas de
natureza pratica dependem dele. Por isso, é interessante ter técnicas que permitam determinar
raizes para os mais diversos tipos de equacoes.

De um modo geral, as equacdes podem ser classificadas em algébricas ou transcendentes. As
equacoes algébricas sao aquelas que sao polinomiais ou as que podem ser transformadas em poli-
nomiais. Por exemplo x3 —4x? +5x —10 =0 e vVx2+ 2+ +v/x + 5 = 7 s3o exemplos de equacdes
algébricas. As equagdes que nao sao algébricas sao chamadas transcendentes, como por exemplo,
x? —cos(x) = el e 2X — 3x — In(x + 3) = 5.

Existem férmulas de resolucao apenas para equacoes mais simples, de tipos bem particulares
(como as equacgdes de segundo grau, por exemplo). Portanto, resolver equagbes por férmulas nao
€ um método eficiente de resolucao porque nao abrange uma grande variedade de tipos de equacdes.

Neste capitulo, usaremos algoritmos para determinar uma raiz de uma equacao que consistem
em duas etapas:

e [solamento da raiz
e Refinamento

O isolamento da raiz consiste em se determinar um intervalo [a, b] que contenha uma raiz da
equacao no seu interior.
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O refinamento consiste em redefinir o intervalo [a, b] de modo a obtermos um intervalo de
menor comprimento, mas que contenha ainda uma raiz da equacao no seu interior.

Na etapa do isolamento da raiz, é bastante (til a utilizacao do seguinte teorema que usaremos
sem a devida demonstracao:

Teorema 2.1.1 Se f(x) for continua em um intervalo [a, b] de tal forma que f(a)f(b) < 0 (ou
seja, que f(a) e f(b) tenham sinais contrarios), entdo a equacdo f(x) = 0 possui pelo menos uma
raiz no interior desse intervalo.

2.2 Método da Bissecao

Dados € > 0 e f(x) continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0, o método da bissecdo para a
determinacdo de uma raiz da equagdo f(x) = 0 consiste em ir dividindo o intervalo ao meio até
que ele fique suficientemente pequeno; dai, escolhemos o ponto médio do intervalo como sendo
uma raiz aproximada. Consiste em se executar os seguintes passos:

a+b

(1) Calculamos m = 232 o ponto médio do intervalo; se f(m) = 0 entdo m é uma raiz da equacao

e encerramos;
(2) Se A =|b— a| < ¢, entdo dizemos que m é uma raiz aproximada da equagdo e encerramos;
(3) Se os sinais de f(a) e f(m) coincidirem, entao redefinimos a = m;

(4) Se os sinais de f(b) e f(m) coincidirem, entao redefinimos b = m;

(5) Retornamos ao item (1).

Esse método faz uma pesquisa bindria no intervalo [a, b] em busca da raiz da equa¢do. Tem
alguma semelhanca com o que fazemos quando procuramos uma palavra em um diciondrio: primeiro
abrimos o livro ao meio; depois, desprezamos uma das metades e abrimos ao meio de novo. E assim
procedemos até encontrarmos a palavra.

Exemplo 2.1 Determinar uma raiz da equacdo x> —senx+2 = 0 com um erro inferior a € = 0, 01.

Seja f(x) = x® —senx + 2. Inicialmente, determinamos um intervalo [a, b] tal que f(a) e f(b)
tenham sinais contrarios. Tentando vérias possibilidades para a e b, obtemos f(—2) = —5,0907 < 0
e f(—1)=1,8414 > 0. Logo, podemos escolher [a, b] = [-2, —1].

Como a equacio dada é equivalente a x3 + 2 = sen x, uma outra maneira de definir o intervalo
[a, b] € através da observacio dos graficos das funcdes x3+2 e sen x. Neste caso, a raiz da equacido
corresponde a abscissa x do ponto de encontro dos graficos.
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al Jb
a b m= 2L [sinal de f(m) | A=[b— 4|
—2,0000 | —1,0000 | —1,5000 — 1,0000
—1,5000 | —1,0000 | —1,2500 + 0, 5000
—1,5000 | —1,2500 | —1,3750 + 0, 2500
—1,5000 | —1,3750 | —1,4375 + 0, 1250
—1,5000 | —1,4375 | —1,4687 — 0, 0625
—1,4687 | —1,4375 | —1,4531 — 0,0312
—1,4531 | —1,4375 | —1,4453 — 0,0156
—1,4453 | —1,4375 | BET 444N — 0,0078

Paramos a construcdo da tabela assim que obtemos A = 0,0078 < €. Logo, a raiz aproximada
encontrada foi o uUltimo m calculado que é —1, 4414.

2.3 Meétodo das Cordas

Suponhamos f(x) duas vezes derivavel em um intervalo [a, b] de tal forma que f(a)f(b) <0 e
f”(x) ndo mudando de sinal nesse intervalo.

O método das cordas para a determinacdo de uma raiz da equacdo f(x) = 0 consiste em
aproximar a raiz por xi, a intersecdo do eixo Ox com o segmento de reta (corda) cujas extremidades
sdo os pontos A= (a, f(a)) e B= (b, f(b)). A partir dai, redefinimos a ou b como sendo igual a
X1, repetimos a construcao e obtemos um novo ponto x», e depois, x3, x4 etc. Quando a sequéncia
(x,) converge, ela converge para uma raiz da equagao f(x) = 0.

Consideraremos dois casos semelhantes: um caso 1 em que f(a)f”(a) < 0 e um caso 2 em que
f(a)f”(a) > 0. No caso 1, definimos xg = a e, no caso 2, xg = b.
M(X —a). Fazendoy =0 e

f(xo)
f(b) — f(x)

A equacdo da reta que passa por Ae B éy — f(a) =

x = x1 e substituindo a por xp (no caso 1), obtemos x; = xg + (xo — b).
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¥y B
y A
a- 77 7 b, x 0l a : h X
0 Ixo
raiz de f{x)=0 o
A de fix)=0 B
Figura 2.1: Caso 1: f(a)f"(a) <0 Figura 2.2: Caso 2: f(a)f"(a) > 0
De modo andlogo, obtemos x, = x1+&(x1 —b) e, de modo geral, no caso 1, obtemos

f(b) —f(x)
f(xn)

Xp+1 = Xp + m(Xn — b),

paran=20,1,2,3,---.

No caso 2, xo = b e calculando a intersecao da reta que passa por A e B com o eixo 0x, obtemos
f(x0)

f(a) — ()

X1 = Xp + (xo — a) e, de um modo geral,

o f(xn)
Xp+1 = Xp + m(xn —a),

paran=20,1,2,3,---.

Exemplo 2.2 Determinar uma raiz da equacao arctgx = e com um erro inferior a
e =0,0001 = 1074

Seja f(x) = arctgx — e *. Por tentativas, escolhendo a = 0 e b = 1, obtemos: f(a)f(b) =
f(0)f(1) = (0—1)(¥ —1) =—0,417518 < 0. Logo, a equacdo possui raiz no interior do intervalo
[a, b] = [0, 1].

Derivando f(x), obtemos f'(x) = 1+1X2 +eXef'(x) = ﬁ — e *. Como f(a)f"(a) =
f(0)f”(0) =1 > 0 temos uma situacao do caso 2 citado anteriormente. Portanto, xp, =b=1¢

Xn+1:Xn+%(Xn—a) paran=20,1,2,---.
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’n‘ Xn ‘A:|Xn_xn—1|‘

0] 1,000000 ——

1| 0,705458 0,294541

2| 0,629593 0,075864

3] 0,611797 0,017795

4] 0,607741 0, 004056

5| 0,606825 0,000918

6| 0,606615 0,000207

7 | 0I606569Y | 0,000046 < €

Portanto, a raiz aproximada é 0, 606569.

2.4 Método da lteracao Linear

Consideremos uma equacao da forma f(x) = x onde f(x) é continua em um intervalo [a, b]
no qual a equagao possui uma raiz. Dada uma aproximacao inicial x; para uma raiz da equacao,
construimos a sequéncia recorrente definida por x, = f(x,_1) paran=2,3,4,---:

(x1, f(xa), f(f(x)), F(F(f(x))), F(F(F(F(x1)))), --+)

Se (x,) converjir para L, ou segja, se lim x, = L, entdo lim f(x,_1) = L o que implica f( lim x,_1) =
n—oo n—oo n—oo

L,isto é, f(L) = L. Logo, L é uma raiz da equagao f(x) = x.

¥
Y
=ity e
y=x =X
0 'xj xg )C3 0 .X,‘I _x;z xj
B ! B x
/ raiz de fx)=x /razz de fix)=x
Figura 2.3: Caso 1: (x,) converge Figura 2.4: Caso 2: (x,) ndo converge

Temos dois casos a considerar:

e Caso 1: |f’(x1)] < 1. Neste caso, a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (xq, f(x1))
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tem inclinagdo menor do que a da reta y = x. Neste caso, a sequéncia (x,) converge para
uma raiz da equacdo f(x) = x. Veja Figura 2.3.

e Caso 2: |f’(x)| > 1 . Neste caso, a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (xq, f(x1))
tem inclinacao maior do que a da reta y = x. Neste caso, a sequéncia (x,) ndo converge
para uma raiz da equacao f(x) = x. Veja Figura 2.4.

Exemplo 2.3 Determine uma raiz da equacdo x> + 2x —5 = 0 com um erro inferior a € = 0, 001.

Seja F(x) = x3 4 2x — 5. Por tentativas, obtemos F(0) - F(2) < 0. Logo, a equagdo possuli
raiz no interior do intervalo [0,2]. Escolhemos x; = 1 nesse intervalo como sendo a primeira
aproximacao da raiz.

Agora, para definir o f(x), precisamos “isolar” o valor de x a partir da equacdo dada. Existem
muitas possibilidades de se fazer isso. Duas delas sao as seguintes:

5—x3
® x = .
2
o x =+/5— 2x.

3
— X Temos f/(x) = —3x2/2 e, dai, |f'(x))| = |F'(1)| =
3/2 > 1. Logo, neste caso, a sequéncia construida a partir de x; e f(x) nao converge para uma
raiz da equacao. Assim, abandonamos esta opcao.

No segundo caso, definimos f(x) = ¥/5 — 2x = (5 — 2x)3. Logo, f'(x) = 2(5 — 2x)73, e da,
1f'(xq)| = (1) =% - 373 =0,320499 < 1. Logo, neste caso, a sequéncia construida a partir de
x; e f(x) converge para uma raiz.

Construimos assim a seguinte tabela:

No primeiro caso, definimos f(x) =

’n‘ Xn ‘A:|Xn_xn—l|‘
1] 1,00000 —— -
2| 1,44224 0,44224
3| 1,28372 0, 15852
4 1,34489 0,06117
5| 1,32195 0,02293
6 | 1,33064 0, 00869
7| 1,32736 0,00328
8| 1,32860 0,00124
o | [IN82814Y | 0,00046 < ¢

Portanto, uma raiz aproximada da equacao dada é 1, 32814.
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2.5 Meétodo de Newton

Entre os métodos mais elementares para resolucao numérica de uma equacao, o método de
Newton se destaca pela sua simplicidade e eficiéncia.

O inglés Isaac Newton ( 1643 — 1727) é considerado um dos maiores génios da Matemadtica de
todos os tempos, além de também ser fisico, astronomo, filésofo e tedlogo. Sua imagem ainda
hoje aparece nas notas de 1 libra esterlina da Inglaterra.

Seja f(x) derivavel em um intervalo [a, b] que contém uma raiz da equagdo f(x) = 0. Con-
sideremos xp um ponto desse intervalo que seja uma aproximacao para uma raiz da equacao. O
método de Newton (também conhecido como Newton-Raphson) consiste em calcular uma nova
aproximacao a partir de x, como sendo a abscissa do ponto de intersecao do eixo dos x com a reta
tangente ao grafico de f(x) no ponto P = (xp, f(xp)).

¥ P

raiz da equacdo i

=0 ;

0
/ X, / X, X, x

A equacdo da reta tangente em P é y — f(xg) = f'(Xxo)(x — xp). Substituindo y =0 e x = x
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nessa equagao, obtemos 0 — f(xp) = f'(x0)(x1 — x0) € dafi

f(xo)
f'(x0)

X1 = Xp —

Podemos repetir esse tipo de construcao para obtemos x; a partir de x; dado por x» = x; — %
f(x2)

f'(x2) "

e, de modo semelhante: x3 = x> — De um modo geral:

_ f(xn)
Xnt1 = Xp — f’(Xn)’

paran=20,1,2,---
Observacao
: - In(x _ . : : ~
Consideremos a funcao f(x) = 2 (veja grafico a seguir). Uma raiz da equagao f(x) = 0

claramente é x = 1. No entanto se tentarmos utilizar o método de Newton partindo da aproximacao
inicial x = 1,84 (escolhido aleatoriamente), obtemos que x; = xg — f(x0)/f'(x) = 1,84 —
0.1801/(—0,0352) = 6,9507. Sendo assim, o método de Newton n3o funciona neste caso pois o
Xo estava préoximo da raiz da equacao e, no entanto, o x; ficou muito distante.

Exemplo 2.4 Determinar uma raiz da equacdo xInx = 1 com um erro inferior a € = 107°.

A equacao dada € equivalente a Inx = % Os gréficos de y = Inx e y = 1/x sdo mostrados na
seguinte figura:
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Logo, a equagdo tem uma raiz no intervalo [1,3]. Alternativamente, podemos também concluir
isso definindo f(x) = Inx — £ e observando que (1) < 0 e f(3) > 0.
Escolhemos um numero qualquer do interior do intervalo [1, 3], por exemplo, xp = 2.

Usando que f'(x) = 1 + %, aplicamos a férmula X411 = x, — ,f,((xx)) paran=20,1,2,3 - até
que A = |x, — X,_1| < € e construimos a seguinte tabela:
] n \ Xn \ f(xn) \ f'(xn) \ A

0| 2,000000000 | 0,1931471806 | 0,7500000000 ——

1| 1,742470426 | —0,0185939408 | 0, 9032565539 0,257529574

2| 1,763055874 | —0,0001484030 | 0,8889094336 0, 020585448

3| 1,763222824 | —0,0000000009 | 0, 8887948093 0, 000166950

4 | [I)768222834 | —0,0000000003 | 0, 8887948025 | 0,000000010 < €

Portanto, a raiz aproximada é 1, 763222834,
Exemplo 2.5 Determinar uma raiz da equacido x> — x — 3 = 0 com um erro inferior a € = 1074,

Seja f(x) = x°> — x — 3. Por tentativas, obtemos: (1) = =3 < 0 e f(2) =27 > 0. Logo, a
equacao tem uma raiz no interior do intervalo [1,2]. Como |f(2)| € muito maior do que |f(1)], isso
significa que a raiz estda mais préxima de 1 do que de 2. Escolhemos, finalmente, x = 1,2 como
sendo a aproximacao inicial da raiz da equacao.

Aplicando a féormula x,.1 = X, — ;,((XX)) paran=20,123--- até que A < g, constuimos a
seguinte tabela: :

n \ X, \ f(xn) \ f'(x,) \ A
0| 1,200000 | —1,711680 | 9,368000 —_—
1] 1,382716 0,671630 | 17,276876 0,182716
2| 1,343841 0,038844 | 15,306530 0,038875
3
4

1,341303 | 0,000148 | 15,183691 0, 002538

841208 | —— — | — — — |0,000010 < ¢
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Portanto, a raiz aproximada € 1,341293. Note que n3ao ha necessidade de calcular f(x4) e nem
f'(x4) porque esses valores serviriam apenas para os calculos da préoxima linha da tabela.

Exemplo 2.6 Determinar uma raiz da equacdo x* — 4x®> + 7x — 11 = 0 com um erro inferior a
g=10"°.

Seja f(x) = x*—4x2+7x—11. Por tentativas, obtemos: (1) < 0e f(2) > 0. Logo, a equacdo
tem uma no interior do intervalo [1,2]. Escolhemos x; = 1,5 como sendo uma aproximagdo da
raiz da equacao.

Aplicando varias vezes a férmula x,41 = x, — ff,((xx))

constuimos a seguinte tabela:

nl x| fl) [ ) | A
0 | 1,500000 | —4,437500 | 8,500000 —— —
1| 2,022059 | 3,517171 |23,894074 | 0,522058
2] 1,874860 | 0,419555 | 18,362414 | 0,147198
3] 1,852012 | 0,008833 |17,593120 | 0, 022848
4] 1,851510 | 0,000004 |17,576477 | 0,000502
5 | [EN851509) | 0,000000 | 17,576469 | 0,0000002 < &

Portanto, a raiz aproximada é 1,851509. Note
f'(xs).

que nao ha necessidade de calcular f(xs) € nem

Observacao:

O gréfico de f(x) é

Percebe-se na observacdo do grafico que a equacao f(x) = 0 tem duas raizes reais. Essas raizes
reais sao —2,808412 e 1,851509. Como trata-se de uma equacao do quarto grau, ela ainda tem
mais duas raizes complexas: 0,478451 +/1,373517.
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Exemplo 2.7 Dada uma constante a > 0, determine uma sequéncia (x,) que convirja para \/a.

Sendo x = y/a, temos x? = a, ou seja, x> —a = 0. Seja f(x) = x2 — a. Entdo, a é raiz da
equacao f(x) =0, e, usando o método de Newton, podemos definir uma sequéncia que converge
para essa raiz.

A partir de f(x) = x? — a, obtemos f'(x) = 2x e dal X,41 = X, — 7%

2
X;—a
2Xn

= X, — , 0 que

pode ser simplificado da seguinte forma: x,.1 = X, —
obtemos

2
X a _ Xy 4 _a inalm
St o = Xy — B+ 5 de onde finalmente

1 a
Xn+1:§ Xn‘f‘X—n :

Escolhemos x; como sendo uma aproximacao inicial da raiz, por exemplo, xo = 1.
Poderiamos usar um desenvolvimento semelhante a esse para encontrarmos sequéncias que con-

vergem para /a, v/a, v/a, ....

Observacoes

e A quantidade de zeros na parte fracionaria do A, antes do primeiro algarismo diferente de
zero, no minimo dobra a cada passo. Por causa disso, dizemos que o método de Newton tem
convergéncia quadratica.

e Existem varios métodos mais recentes, mais sofisticados e mais eficientes do que o método de
Newton. Mas, esses métodos sao mais complicados. Por exemplo, o método de Householder
propde que a sequéncia (x,) seja construida a partir da férmula

f(Xn) f(Xn)f”(Xn)
T () {1 G } '

e Apesar de ter sido elaborado para funcoes de uma varidvel real, o método de Newton funciona
também com numeros complexos. Por exemplo, a equacio x* + x°> +2 = 0 n3o possui
raizes reais. No entanto, o método de Newton fornece para essa equacao a raiz complexa
0,97831834+/0,67609672, com apenas 6 iteracoes a partir da aproximacao inicial xo = 1+1.

Xn+1 = Xn

2.6 Comparando os diversos métodos

Todos os métodos estudados sao eficientes no sentido de resolverem uma grande variedade de
equacoes. No entanto, uns métodos sao mais eficientes do que outros pois resolvem o mesmo
problema usando uma quantidade menor de passos (iteragcdes) e, consequentemente, sdo mais
rapidos.

Implementamos usando o Maxima (maxima.sourceforge.net) os métodos estudados e determi-
namos uma raiz da equacao do quinto grau

X+ 2xP = x4+ x2+5x—1=0
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que estd no intervalo [a, b] = [0, 3] com um erro inferior a € = 1078, Em todos os casos a raiz
obtida foi 0, 19335536. O desempenho de cada método estd resumido na seguinte tabela.

Método | Bissecdo | Cordas | Iter. Linear | Newton | Househdlder
N.iteracdes | 26 | 8 | 7 4] 3

Se tivéssemos usado outra equacao, teriamos obtido resultado parecido com esse.

2.7 Exercicios Propostos

(P14) a) Usando o Método de Newton, escreva uma férmula de recorréncia de uma sequéncia de

coeficientes de x, inteiros que convirja para a = /5 — /3.
R ) —1 _ xt—10x2+22
€sp.. Xo = 1, Xo41 = Xn T T4z o0k,
b) Usando a sequéncia do item (a), partindo de xo = 1, calcule o valor de & com um erro no

maximo igual a € = 107%.  Resp.: a ~ 1,807747.

(P15) Deduza uma férmula de recorréncia para calcular a raiz cibica de um nimero real. Use a
férmula obtida para calcular v/7 com erro inferior a 107°.

Resp.: 30 =1, X1 = 1 (2% + %), V7~1,91203118.

(P16) Deduza uma férmula de recorréncia que permita calcular /a para qualquer nimero real
positivo a e qualquer indice s > 2. Resp.: xo =1, X, = é ((5 — Dx, + X—E’,l)

(P17) Em cada caso a seguir, encontre um intervalo [a, b] tal que a fungdo f(x) assuma valores
com sinais opostos nas extremidades (isto é, f(a)f(b) < 0)

a)f(x)=In(x—-1)+x—-3 b) f(x) =eX—x? c) f(x) =2x>—4x>+11
Resp.: a) [2, 3] b)[-1, 0] «¢)[-2, 0].

(P18) A equacao f(x) = 2xsen(4x) — 3 = 0 possui uma infinidade de raizes (veja o gréfico de
f(x) na Figura 2.5). Determine pelo menos uma dessas raizes com um erro no maximo igual a
1072 usando o método da bissecio.  Resp.: +1,81415823 ou +2, 16481917, etc.

(P19) Na Figura 2.6 estd representada a funcdo f(x) = x> — 8x + 3. Determine pelo menos uma
das raizes da equacdo x®> — 8x 4+ 3 = 0 com erro inferior a € = 10~* usando o método das cordas.
Resp.: —1,76478607 ou 0,37593863 ou 1,57094136 .

(P20) A equacdo 2¥ = x2 possui trés raizes reais x; = 2, xo, = 4 e x3 < 0. Determine a raiz x3 com
um erro inferior a 107, Resp.: x3 ~ —0, 766664695.

(P21) Através de uma mudanga de varidvel, toda equacdo polinomial do terceiro grau pode ser
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.

10

Figura 2.5: Exercicio 16 Figura 2.6: Exercicio 17

reduzida a forma x3 + px + g = 0 cuja solucdo exata pode ser calculada através da férmula

sl g > P> s q >  p? N
X_\/ 2+\/4+27+\/2 Vg T o7 )

Considerando a equacdo x° + 3x — 11 = 0, calcule uma raiz real de duas maneiras:
a) utilizando a férmula de resolu¢ao (*) citada anteriormente;
b) utilizando o método de Newton a partir de x, =2 com € = 107°.  Resp.: 1,781618.

(P22) A equagdo e* = tgx possui uma infinidade de solugdes reais. Usando um dos métodos
estudados, determine uma das solugoes com um erro inferior a 0,0001. Resp.: 1,306327, entre
outras possiveis solucoes.

(P23) Usando o método de Newton, determine uma raiz da equagdo
2x*> +1In(x) =5
com um erro inferior a € = 10~7. Resp.: 1,330839542

(P24) Sendo f uma fungdo derivavel com derivada continua, ao tentarmos resolver uma equagao
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f(x) = 0 pelo método de Newton, se usdssemos equivocadamente a férmula de recorréncia
f'(xn)
fxn)

supondo a convergéncia da seqiiéncia, seria encontrado raiz de qual equagdo? (Sugestdo: calcule
os limites quando n — o0).  Resp.: E encontrado raiz de f'(x) =0

Xnt1 = Xnp —

(P25) O método de Householder para determinacdo de uma raiz da equagdo f(x) = 0 consiste em
verificar para qual valor a sequéncia

Xn+1 = Xn

f(Xn) f(Xn)fH(Xn)
) [” 2(F/(x) )2 ]

converge. Usando esse método, determine a raiz da equacao
x> —3x>+5x—11=0
que estd no intervalo [1,2], com um erro inferior a € = 107°%.  Resp.: 1,82055450

P26) Sendo a # 0, aplicando o método de Newton & funcdo f(x) = 1 — a, mostre que se a
( "

sequéncia recorrente definida por x,.1 = x,(2 — ax,) for convergente, entdo ela converge para %

(P27) Ao se tentar encontrar uma raiz da equacdo x® —5x* +x3 —11x? — 7x — 21 = 0 pelo método
de Newton, encontrou-se o quarto termo da sequéncia como sendo x; = 3,17525997. Qual é o
termo x9 dessa sequéncia? Resp.: xo = 2,64575131

(P28) Determine a drea maxima de um retangulo que possa ser inscrito na regidgo do primeiro
quadrante delimitada pelos eixos coordenados e pelo grafico da funcao y = cos(x).
Resp.: Amax = 0,561096338

124

/ V= cos(x)

0.8

0.4

0.2

i

08 04 02 0 02 0.4 0.8 08 1 12 14 18
024

(P29) Em uma calculadora ajustada em radianos, ao pressionarmos varias vezes a tecla da
funcao cosseno, aparecera no visor uma sequéncia de valores que converge para 0, 73908513. Esse
valor é raiz de qual equagdo?  Resp.: cos(x) = x
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(P30) Verifique que a utilizagdo do método de Newton para a resolugdo da equagdo
3x* —2x* —5x2+3x+7=0

a partir de xg = 1 leva a raiz aproximada —0,9480 — 0,4842/. De modo semelhante, se for
utilizada xg = 2 4+ / como aproximacao inicial da raiz, entao chega-se a 1,2813 + 0,6459/.
(Consequentemente, as outras raizes sao —0,9480 + 0,4842/ e 1,2813 —0,64591.)



Capitulo 3

Sistemas Lineares

3.1 Sistemas Lineares

Um sistema de equacdes é denominado /inear quando todas as equacdes sao polinomiais do
3Xx—Ty = 5x2 -2y = —1 _

primeiro grau. Por exemplo, { 5x+6y — 10 x4 6y° = 1 nao

é linear, enquanto que {
o é.
3.2 Método de Eliminacao de Gauss

O alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) é considerado por muitos como o maior
génio de toda a histéria da Matematica.

GU5672972S2

“WBankyote

b\ DEUTSCHE BUNDESBANK
ZEHN DEUTSCHE MARK

Entre as muitas féormulas e teoria matematica que ele elaborou, descrevemos aqui uma técnica
simples e eficiente para resolucao de sistemas lineares.

O método de eliminacao de Gauss consiste em transformar o sistema linear em outro equivalente
(de mesma solugdo) que tenha matriz dos coeficientes no formato triangular superior, como por

30
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exemplo:
p
a1 Xy + apXo + aizXzg + -+ apXy = bl
aopXo + ApzXz + -+ -+ AopX, = b2
azzXz + -+ azpXy, = b3
dnnXn = bn

\
Nesse formato, em determinada linha, se x; for a varidvel associada ao primeiro coeficiente nao
nulo da linha, entdo todos os coeficientes de x; das linhas abaixo dela s3o iguais a 0.

A partir dai, calculamos os valores de x;, x», - - - , X, de baixo para cima:

Xp—> Xp—1 —> " —> X3 > Xo = X1

Primeiro calculamos x, na ultima equacao. Depois, substituimos na pendltima e calculamos x,_1.
Por dltimo, substituimos x,, X,—1, -+, Xo na primeira equacao e calculamos x;.

Para transformar o sistema linear no formato triangular superior, podemos usar operacoes ele-
mentares com as linhas:

e Trocar a linha 7 pela linha j. Em simbolos: L; <+ L;.

e Substituir a linha / pela mesma linha multiplicada por uma constante k # 0. Em simbolos:
L; = kL; (OU L,(-kL,)

e Substituir a linha / pela soma dela com outra linha j. Em simbolos: L; = L; + L; (ou
L,' < L,’ + LJ)

E permitido fazer vérias operacdes elementares de uma dnica vez, como em L; = aL;+bL;, bem
como subtrair linhas ou dividir uma linha por uma constante: L, — L; = L;+(=1)L; e % = (%)L,-.

E recomendével (mas nao obrigatdério) que o primeiro coeficiente ndo nulo de cada linha seja
igual a 1. Sendo assim, se o primeiro elemento ndo nulo da linha / for a; = 1, entdo podemos
utilizar operagdes do tipo Ly = Ly — axjljpara k =i+ 1,i+2,i+3,---

Exemplo 3.1 Determinar a solucao de

2x4+3y+3z = 13
X—7y+2z = 17
5x+8y—z = -2
Solucao: Efetuamos as seguintes operacdes com as linhas do sistema:

2x+3y+3z = 13 (L4 Ly)

X—T7y+2z = 17

5x4+8y—z = =2

X—7y+2z = 17
— 2X+3y+3z = 13 (L2:L2—2L1)

5X-|-8y—z = -2 (L3:L3*5L1)
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X—T7y+2z = 17

43y — 11z = —-87
X—T1y+2z = 17

1 _ 21

— Yy—17Z4 = 71
X—Ty+2z = 17

1 _ 21

— Y—1wZ = 1
—11z = —44

Note que obtivemos um formato triangular para o sistema, que o x foi eliminado da segunda e
terceira equacoes e que o y fol eliminado da terceira equacao.

Da ultima equacao obtemos: —11z = —44, ou seja, z = 4. Substituindo esse valor de z na
segunda equacao obtemos y = 14—7 - % = —1 e, finalmente, substituindo os valores de y e z na

primeira equacao, obtemos que x = 174+7y —2z = 17 —7 —8 = 2. Portanto a solucao do sistema
éx=2,y=-1,z=4.

Exemplo 3.2 Determinar a solucao de

xX+y+z+w = 6
2X =3y —3z—w = 2
X—y+4z+5w = —11
2x+2y —z—10w = 37

Solucao: No exemplo anterior, escrevemos todas as varidveis em todos os passos da solucao. Isso
Nao era necessario pois bastava escrever os coeficientes de cada equacao. Portanto, neste exemplo,
Vamos Ser um pouco mais econdmicos e escrever apenas a matriz dos coeficientes das equacoes do
sistema. E depois, vamos fazer operacoes elementares com as linhas dessa matriz.
2 -3 -3 -1 =2

M = N

1 -1 4 5 -11

2 2 -1 —-10 37
[ -1 4 5 —11]

13 11 1 6 | (Ls=Ls-3L)
2 2 1 10 37 | (Li=Ls—2L,)
(1 -1 4 5 117

o -1t -1 -1 20 | (L= (1))

0 4 —11 —-14 39
|0 4 -9 —20 59
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1 -1 4 5 —11]
|0 11 11 -20
0 4 —11 —14 39 | (Ls=1Ls—4Ly)
L0 4 -9 -20 59 | (Ls=Ls—4Ly)
(1 -1 4 5 —117
o111 -20
0 0 -55 —58 119 | (L3=(—=)Ls3)
|0 0 -53 —64 139 |
(1 -1 4 5 11
01 111 -20
0 0 E—
|0 0 —53 —64 139 | (Ls=Ls+53Ls)
1 -1 4 5 -—11
0 1 11 11 -20 ) . . _
— 0 0 1 58 119 | que € uma matriz no formato triangular superior: em cada

h6 1338
) 0 0 0 - 55 55 o . ~ ) )
linha, os elementos que estao abaixo do primeiro elemento nao nulo sao todos iguais a zero. Essa

matriz é equivalente ao seguinte sistema:

X—y+4z+5w = -—11
y+1lz+11w = —20
58 _ 119
eV T 3
“mY = T
e A quarta equacdo é — 52w = 1338, de onde obtemos w = —3.
e A terceira equacdo é z + 2w = —12, o que fornece z = —2¢ - (—-3) — L2 = 1.

e Da segunda equacgao, obtemos y = —11z — 11w — 20 = —11 + 33 — 20 = 2.
e Da primeira equacao, temos x =y —4z—-5w —11=2—-4+15—-11 = 2.
Portanto, a solugao do sistema é x =2,y =2, z=1ew = —3.
Exemplo 3.3 Determinar a solucao geral de

2X—y+2z—w = 2
3X—y+3z+4w = 9
X+2y+3z+4w = 10

2 -1 2 -1 2
Solucao: A matriz completa desse sistemaé M= | 3 —1 3 4 9 |. Efetuamos a seguinte

1 2 3 4 10
sequéncia de operacoes elementares com as linhas da matriz:
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2 -1 2 =1 27 (Ly4L3) 2 3 4 10
3 -1 3 4 9 — 3 -1 3 4 9 (Lo=1L,—3L,) —
1 2 3 4 10 1 2 3 4 10
0 -7 -6 -8 —21 | (Ly=-— —>[o & &8 3
0O -5 -4 -9 —-18 0O -5 -4 -9 -18 (L3 = L3+ 5L,)
1 23 4 10
— |1 0 1 % % 3 que é uma matriz no formato triangular superior e que corresponde
0032 -2 -3
ao sistema
X+2y+3z+4w = 10
y+%z+3%w = 3
ZZ—EW = -3

Como o sistema tem mais varidveis do que equacoes, alguma varidvel tem que ficar livre, ou seja,
sem ser calculada. Escolhemos uma das varidveis para ficar livre. Por exemplo, podemos escolher
w como variavel livre do sistema. Isso significa que x, y, z ficam escritos em funcao de w.

. - . , —21 + 23w
e A dltima equacdo do sistema é 2z — 2w = —3 de onde obtemos z = —
e A segunda equacdo é y + 2z + Sw = 3 de onde obtemos y = 3 — 2z — 2w, ou seja,
_ 3 5(=2LiBw) _ g, _ ‘8417w
7 2 7 7 '

e A primeira equacao é x + 2y +3z+ 4w = 10 = x = 10 — 2y — 3z — 4w. Substituindo os

valores de y e z obtidos anteriormente e simplificando, obtemos x = 2822314

- . , 245 — 231w 84 — 77w —21 423w
Portanto, a solucao geral do sistema é x = — 1 y = — z = —

Vw € R. Escolhendo valores para w, obtemos solucdes particulares do sistema. Por exemplo, para
w =1, obtemos x =1, y =1 e z =1 como solucao particular. Para w = 0, obtemos x = 21%5,
y =% ez == como sendo outra solugdo particular.

Observacao:

Esse método de eliminacao aqui apresentado se aplica a todo tipo de sistema linear. Até mesmo
os sistemas que n3o tém solucbes (impossiveis) podem ser estudados por esse método. No caso
do sistema ser impossivel, em algum momento durante a resolucao, aparecera uma linha que serd
sempre falsa como algo do tipo 1 =0o0u 1 =2 etc.

3.3 Exercicios Propostos

(P31) a) Dé exemplo de um sistema linear com 4 equagdes nas varidveis x,y,z e t cuja Unica
solucdosejax=1,y=2,z=3et =4
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b) Resolva o sistema do item (a) usando o método de eliminacdo de Gauss.

Resp.: Inicialmente, escrevemos aleatoriamente os primeiros membros de quatro equacdes nas
variaveis x, y, z, t:

5x4+y+10z -3t =

x—2y —2z—-5t =

—3x+4y+z+t =

—X—y—z4+ 14t =
Para o sistema ter solucao Unica deve-se ter o cuidado de nao escrever uma equacao como com-
binacao linear das outras e nem a matriz-coluna formada pelos coeficientes de uma variavel nao ser
combinacao linear das matrizes-colunas dos coeficientes das outras variaveis. Depois, substituimos
a solugcao desejada x =1, y =2, z =3, t = 4 nas equacoes acima e obtemos o exemplo desejado:

5x+y+10z—-3t = 25
Xx—2y —2z—5t = =23
—3x+4y+z+t = 12
—Xx—y—z+14t = 50

(P32) Encontre a solugdo do sistema linear

dx+2y4+z-2t = 3
3Xx—-3y—z—t = 2
3x+b5y+z+t = 0
X—y—z+4t = =2

usando o método de eliminacdo de Gauss. Resp.: x=6/13, y=-5/13, z=1, t = —6/13.

(P33) Encontre a solugdo geral do sistema

4x+2y+z4+w = 13
3x—-3y—-t+w = 5
X+b5y+z+t = 8
2x—z+4t—-5w = 0
usando o método de eliminacdo de Gauss.
fecn . . —10t+10w+4D 6t +6w+3  -38t+50w-49
Pre X 24 A 8 e 12 CTRWE R
(P34) Determine a solugdo do sistema de equagdes
cteHi+ s = 13
2 3 4 1 _
242424+ = 8
iielllooa
P, FIES = 26
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(Sugestao: faca mudancas de varidveis 1/x = p, 1/y = q, etc.)
1

. _ 1 . _ 1 _
Resp.. x=¢, y=1 z=—35, w=3
4yzw 4 2xzw + xyw + xyz = 13xyzw
. - . 3yzw + xzw + 2xyw + 5xyz = 10xyzw
(P35) Determine a solugdo nao nula de VZW + 2XZW — 3xyW + Axyz — —Bxyzw
Syzw — 4xzw — xyw + xyz = 8xyzw
(Sugestdo: divida todas as equacdes por xyzw). Resp.: x=3L, y=2 z=212 w= -2



Capitulo 4

Interpolacao

4.1 Introducao

Dados n+ 1 pontos do plano Py = (X0, ¥o), Pr = (X1, Y1), ==+, Pn = (X, ¥n), tais que x; # X;
se | # j, nosso principal objetivo neste capitulo é encontrar uma funcdo f(x) tal que f(x;) = v,
Vi€ {0,1,---,n}, ou seja, uma funcdo cujo grafico passe por todos os pontos P, dados.
Y
0

Vamos denominar essa funcao f(x) de funcdo de interpolacdo dos pontos dados. Neste capitulo,
por uma questdao de simplicidade, vamos supor que essa funcao é polinomial e de menor grau

possivel.

Funcoes de interpolacao sao muito utilizadas em aplicacoes da Matemadtica para fazer previsoes
de valores de funcdes dentro de certo intervalo. Por exemplo, suponhamos que a populacado de
uma cidade tenha crescido em algumas décadas de acordo com o que é mostrado em uma tabela:

Ano

1950

1960

1970

1980

1990

2000

N. habitantes

34000

42000

60550

110200

180980

250450

Podemos encontrar a funcao de interpolacao p(x) associada a esses dados e, a partir dela, fazer
previsGes da populagdo da cidade em outros anos do intervalo [1950, 2000]. Por exemplo, p(1975)

37
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daria uma idéia razodvel da populagdo no ano de 1975, enquanto que p(1985) daria uma estimativa
para a populacao em 1985.

Observacoes

e Quando n = 1 temos apenas dois pontos P, e P;. Neste caso, a funcao de interpolacdo é uma
funcao do primeiro grau f(x) = ax + b, seu grafico é uma reta e a interpolacao é denominada
linear.

e Quando n = 2, temos trés pontos Ry, P. e P e a funcao de interpolacdo é da forma
f(x) = ax?® + bx + ¢ cujo grafico é uma parabola e a interpolacdo é denominada quadratica.
4.2 Método de Lagrange

Nesta secao, vamos descrever um método de interpolacao proposto pelo matematico francés
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

LA . A.A

W N N Y Y T YN WY TN

Dados n+ 1 pontos Py = (X0, Yo), Pr = (X1, v1), -+, Po = (Xa, ¥u), tais que x; # x; se | # J,
definimos os seguintes polindmios £o(x), £1(x), -+, £,(X):
(x =x1)(x = x)(x = x3) - - - (X — X)
(X0 — x1)(X0 — x2) (X0 — x3) - (X0 — Xp)

o {o(x) =

(x —x0)(x —x2) (X = Xx3) -+ (X — X,)
(x1 —x0) (1 —x2)(x1 — x3) - (X1 — Xp)

o li(x) =
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(X = x0)(x = x1)(X = X3) - -+ (X — Xn)

o Lr(x) = (o —x0) (30 — x1) (X0 — x3) -+ (X0 — Xp)
o L,(x) = (x = x0) (X = x1)(x = x2) -+ (X — Xp_1)

(Xn = x0) (Xn — x1)(Xn — X2) =+ - (Xg — Xa—1)

39

Note que na definicdo de cada £;(x) o x; ndao aparece no numerador, mas aparece varias vezes no

denominador.

Vamos agora calcular o valor de cada £;(x) nos pontos xg, X1, *** , Xp:

) eo(Xo) = ]., eo(Xl) = 0, eo(Xg) = O, e, EO(X,,) =0

=
I #]

P(x) = yolo(x) + y1£1(x) + yolo(x) + - + Yuln(x),

® Kl(Xo) =0, El(xl) =1, e]_(XQ) =0, El(xn) =0
[ KQ(XO) = O, ZQ(X]_) = 0, ZQ(XQ) = 1, e, E2(Xn) =0
[ J
® 0,(x0)=0,£,(x1)=0,4,(x2) =0, -+, £p(xy) =1
Obtivemos desse modo que
1, se
o -{ o =
Definindo
temos que:

o P(x0) = Yo lo(x0) +y1 £1(x0) +y2 £a(X0) +
-1 =0 =0

o P(x1) = yolo(x1) +y1 £1(xq1) +y2 Lo(x1) +
-0 -1 -0

te +ynen(x0) =Y
——

=0

te +yn‘en(X1) =01
——r

=0

b P(Xn) =Y ZO(Xn) +y1 zl(Xn) +Yo £2(Xn) +F Yn ‘en(Xn) = VYn
—— ~—— —— ——

=0 =0 =0

Portanto, P(x;) = y; para todo i = 0,1,2,---,n.
interpolacao dos pontos P, e que é denominado polinbmio de interpolacao de Lagrange.

=1

Isso significa que P(x) é uma funcao de
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Observacao

As defini¢bes dos £;(x) e P(x) podem ser abreviadas se forem utilizadas as nota¢des de produtdrio

n n n n
iy X — X X~ Xk
e somatdrio: £;(x) = H —— e P(x) = Z (li(x)) = Z Vi H —
P X Xk =0 =0 0 Xi Xk
oy Kti

Exemplo 4.1 A respeito de uma funcao f(x) € conhecida a seguinte tabela de valores:

x ||-2| -1 0 |1]2
fx)[| 4 |-10[-10|-8]8

Determine o polindmio de interpolacdo P(x) desses pontos e, supondo f(x) ~ P(x), obtenha uma
estimativa para f(1/2).

Solucdo:  Sejam (X%, yo) = (=2, 4), (31, y1) = (=1, =10), (%, y2) = (0, =10), (x3, y3) =
(1, =8) e (x4, ya) = (2, 8). O polinémio de interpolacdo de Lagrange é

P(x) (x —x1)(x — %) (x — x3) (X — x4) (x —x0)(x — x2)(x — x3)(x — x4)
= (x0 — x1) (%0 — x2) (%0 — Xx3) (X0 — Xa) ' (x1 = x0)(x1 = x2) (1 — x3) (X1 — Xa)
Yy, (x = x0)(x = x1)(x — x3)(x — xa) (x = x0)(x — x1)(x — x2) (X — xa)

(2 = x0) (2 — x1) 2 — Xx3) (X2 — Xa) 3(Xs —x0) (3 — x1)(x3 — x2) (X3 — xa)
(x — x0)(x — x1)(x — x2)(x — x3)

i (xa — x0)(xa — x1)(xa — x2) (x4 — X3)
ou seja,
B (x+ 1x(x—1)(x —2) (x+2)x(x—1)(x —2)
POI=4 (2= (2-2 ¥ Ci+n(-1-D-1-2)
0. (x+2)(x+D(x-1)(x=2)  (x+2)(x+1)x(x —2)
(0+2)(0+1)(0—-1)(0-2) (14+2)(1+1)(1)(1-2)

(x+2)(x+1)x(x —1)
2+2)2+1)(2)(2-1)

+8-

Simplificando, obtemos P(x) = x* + x — 10. E por fim, a previsdo para o valor de f(%):

1 1 1 1 151
f(§) R~ P(E) =16 + 5~ 10 = ~15 = —9,4375.
4.3 Meétodo de Newton
4.3.1 Diferencas divididas
Seja f(x) uma funcdo da qual se conhecem seus valores em n+ 1 pontos distintos xg, X1, -+ - , X,

do seu dominio. Definimos:
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e fixo] = f(x0)

flal —
L4 f[Xo,Xl] = M
X1 — Xo
f —f
o fxo, X1, %] = [x1, %] [x0, 1]
Xo — Xo
[ ) f[XO'leXQ,Xg] _ f[leXQ,X3] — f[Xnyl,XQ]
X3 — Xo
[ ]
o lxo, X1, , X)] = flxw, -+ Xxa) — flxo, -+ ) Xn1]
Xn — Xo
Dizemos que f[xg, X1, - - - , Xk| € a diferenca dividida de ordem k de f calculada nos pontos xg, x1, - -+ , Xk

e é denotada de forma abreviada por AXf. Note que o calculo de uma AKf depende de todas as
Nf anteriores para j < k.
Vamos organizar as diferencas divididas calculadas no formato da seguinte tabela:

x| fx) | af | aF | -] A"f
Xo | f(x0) || flx0, %] | flxo, x1, %] X0, x1, -+ Xn]

xi | f(x) | flx, x2] | flxu, xo, X3] —— =
X | F(x2) | flxa, x3] | fx2, X3, X4] -

o | fOo) | ——— | —Z— |- _—__

Essa tabela tem um formato triangular pois os valores abaixo da diagonal secundaria nao sao
calculados.

Observacao

A ordem dos pontos x; ndo influencia no resultado final: f[xp, x1] = f[x1, X0], f[x0, X1, %] =
f[x2, x1, X0] = f[x1, X2, X0] = f[x2, X0, X1], €tc.

Exemplo 4.2 Construir a tabela de diferencas divididas da funcdo f(x) cujos valores conhecidos
sao dados a sequir:

Solucao: A quantidade de pontos dados é 6. Logo, n =6 — 1 = 5. Isso significa que a ultima
coluna da tabela serd a do A®f.
Calculamos as seguintes subtracoes e divisoes:
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. 1-5 -1 __ —1-3
o Af: 0—(—2) 2, 7572 33 4-2
2 2—(=2) _ 4 —4-2 _a 0-(=4) 4 1-0
o A°f 1-(=2) — 3" 2-0 3. 41 T3 52
o A3F 375 _ _13 5= _13 373 _ 1
2—(—2) — 12'  4-0 2" 521 — 4
13 (=13) 13
° A4f - 1 13 TiTn 4
© 4= (=2) 36' 5-0 15
4 13
5f£. "853 __ __ 113
* A°f: 55 = 1260

E, finalmente, montamos a seguinte tabela de diferencas divididas:

x [ fO) | AF | NF | N | A AF
2[5 [ 2] 3 | -E| & | &
0 1 2 -3 & = | -—-
1| 3 —4 3 -2 | -—-=]—-—-
2 | -1 0 3 ——— = ===
4 | -1 1 |- === === ==
50 |——=|-——=|-—"—=|-—"—|-——-

4.3.2 Polindbmio de interpolacao segundo Newton
A partir da definicdo de diferenca dividida de ordem 1 de f(x), temos que:

f(x) — 7 (x0)

flxo, x] = XX

Podemos isolar o valor de f(x) na igualdade anterior para obtermos:
f(x) = f(x) + (x = x0)f[x0, X].
De modo semelhante, a partir da definicdo de f[xy, X, x|, obtemos

f(x) —r(0)
Flxy, 30, x] = o X] = xo] _ — 5 — F[x0, 1]

X — X1 X — X1
de onde obtemos o seguinte valor para f(x):
f(x)="f(x0)+ (x —x0)f[x0, x1] + (x — x0)(x — x1)f[x0, X1, X].
E, de modo geral, a partir da definicao de f[x,_1, -, X1, X0, X|, obtemos

f(x) = f(x0) + (x = x0)f[x0, xa] + (x — x0)(x — x1)f[x0, X1, X2] + - -

+ (x —x0)(x = x1) -+ (X = Xp_1)F[X0, X1, , Xn_1, X]
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Essa expansdo de f(x) serve de motivacao para a definicdo do seguinte polinémio P(x) que é
denominado polinémio de interpolacao de Newton:

P(x) = f(xo) + (x — x0)f[x0, x1] + (x — x0)(x — x1)f[x0, X1, Xo] + - - -

+(x—x0)(x —x1) - (x = Xp_1)f[X0, X1, "+ 4 Xn—1, Xn)

Note que a diferenca entre os desenvolvimentos de f(x) e de P(x) esta apenas no final das ex-
pressdes: em uma aparece x e na outra aparece Xx,.

Observacao:

Dados n+ 1 pontos, pode-se mostrar que o total de adicdes, multiplicagoes e divisdes usadas no
calculo do polinémio de interpolacio pelo método de Lagrange é de 2n? + 3n — 2 operacdes e pelo
método de Newton é de 3”2+2410 operacoes. Por exemplo, para n = 10 o método de Lagrange
usa 228 operacoes, enquanto que o de Newton usa 170. Em geral, o método de Newton requer
sempre menos operacdes do que o de Lagrange. Veja grafico a seguir.

900 ¥
22—

(2502

800 [

-100

Exemplo 4.3 Construir a tabela de diferencas divididas da funcdo f(x) cujos valores conhecidos
sao dados a sequir e determine seu polinbmio de interpolacao.

A partir do polinbmio de interpolacdo obtido, obtenha uma estimativa para f(3/2).

Solucao: A partir dos valores dados, fazendo diversas operacdes de subtracdo e divisao ( g:g:fg =
11, 232 = -7, 1’_7(’_111) = —9, etc.) montamos a tabela de todas as diferencas divididas de f(x):
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FO) | AF | 0F | A°F | A'F

17| 17 | ———| == -==

0 SN I I

u)lllllllll‘*
w
|
\I
|
w
(&)
|
|
|

A partir dos elementos da primeira linha e primeira coluna da tabela (com excegcdo apenas do
elemento da Ultima linha da primeira coluna) escrevemos o polindmio de interpolagao:

P(x)=-84+11(x—(=1)+ (—9)(x = (=1))(x=0)+2(x — (—1))(x = 0)(x — 1)
+1Ix=(=1))(x=0)(x—1)(x—2)
Simplificando a expressao anterior, obtemos
P(x) = x* —10x? + 2x + 3
A partir dai, obtemos também que f(3) ~ P(3) =% —10-3+2-3 +3 =18 = 11,4375,

Exemplo 4.4 Usando o método de interpolacdo de Newton, obtenha uma estimativa para f(0),
sendo f(x) uma funcao cujos valores conhecidos sdo:
x ||-1]1]2]3]5
f(x)|-4]0]3|5]|3

Solucdo: A tabela de diferencas divididas é:
f(x) Af A%f A3f A*f

1 1
3 —3 8 | T~
3 2 -1 | == ==

-l -
(@]

A partir da primeira linha e primeira coluna da tabela, escrevemos o polinémio de interpolacao
segundo o método de Newton:

P(x) = —4+2(x = (1)) + ;(X (D)) -1+ (254)(X (D)) -1DKx=2)

(= (1))~ Dx—2)(x — 3)

Efetuando todas as multiplicacdes e adicdes indicadas e simplificando, obtemos



4.4. CALCULO DO ERRO DA INTERPOLACAO 45

E supondo f(x) ~ P(x) obtemos finalmente que f(0) ~ P(0) = —f. (OBS.: Para obter f(0)
nao € necessario simplificar o polindmio P(x), podemos calcular esse valor na expressao para P(x)
antes de efetuar qualquer multiplicagdo ou adi¢do).

4.4 Calculo do erro da interpolacao

O seguinte teorema pode ser usado para calcular o erro de interpolacao, ou seja, o erro cometido
na substituicao de f(x) pelo P(x), onde P(x) é o polinémio de interpolagdo (nao importando qual
tenha sido o método para obté-lo).

Teorema 4.4.1 Consideremos 0s pontos Xy < x; < Xo < --+ < X, um total de n+ 1 pontos dados
no dominio de uma fungdo f(x). Se f(x) for continuamente derivavel até ordem n+ 1 e se P(x)
for o polinémio de interpolacdo de f(x) nesses pontos dados, entdo em qualquer x € [xg, x,| temos
que o erro absoluto da interpolacdo €, é dado por

f(n—i—l)(c)
(n+1)!

sxz|f(x>—P(x>\:|x—xO|-|x—x1|-|x—x2|~~|x—xn|-]

onde ¢ € algum ponto do interior do intervalo [xg, X,].

A demonstragdo pode ser encontrada nas referéncias bibliograficas [7] ou [2].
4.5 Exercicios Propostos

(P36) Sabendo que o grafico da funcdo logaritmo natural passa pelos pontos P, = (2,0; 0,693147),
P, =1(2,5; 0,916291) e P; = (3,0; 1,098612), determine seu polindmio de interpolacdo e, a partir
dele, obtenha uma aproximagao para In(2, 7).

Resp.: P(x) = —0,081646x2 + 0, 813695x — 0, 607659, In(2,7) ~ 0,994118.

(P37) O gréfico da fungdo seno passa pelos pontos A = (%,1), B = (%,g), C = (3, ‘/;) e
D= (g, 1). Usando seu polinémio de interpolacdo nesses pontos, obtenha uma aproximagdo para
sen(Z). Resp.: sen(3X) ~ 0, 951862

(P38) De acordo com informagdes da pdgina do IBGE na Internet, a populagdo da cidade de Jodo
Pessoa nos anos 1991, 1996 e 2000 era 497.600, 549.363 e 597.934 habitantes, respectivamente.
Usando interpolacao polinomial, obtenha uma estimativa para a populacao de Joao Pessoa no ano
de 1998. Resp.: 572853 hab.

(P39)
at+b+c+d = 10
a+2b+4c—+8d = 3
a+3b+9c+27d = -5

a+5b+25¢c+125d = 7
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(Sugestdo: determine o polinémio de interpolagdo P(x) = a+ bx + cx? + dx® dos pontos (1, 10),
(2,3), (3,-5). (5.7))

o33 p_ 200 ~_ _33 4_31
Resp.: a== b=357 c=—, d=3;

(P40) Determine uma fung¢do polinomial cujo gréfico passe pelos pontos A = (-1, —1), B =
(0, -1),C=(1,1),D=(2, -7)e E=(3, —13). Resp.: P(x) =x* —4x>+5x—1

(P41) Sejam xp, x1 € x> nlimeros reais e f(x) uma fungdo de uma varidvel. Mostre que f[xp, X1] =
flxi, xo] e que fxo, X1, x2] = fx1, X2, X0

(P42) O Teorema Fundamental da Algebra afirma que um polinémio ndo nulo de grau n tem
exatamente n raizes (reais ou complexas). Usando este resultado, mostre que o polinémio de
interpolacdo P, (x) dos pontos da tabela

XHX()‘Xl‘XQ‘...‘Xn
vivo|wn vl .o |y

obtido segundo a formula de Lagrange e o polindmio Py(x) obtido segundo a formula de Newton
coincidem. (Sugestdo: conte quantas raizes tem o polindmio f(x) = P.(x) — Py(x) e conclua).

(P43) Considere f(x) uma funcdo de uma variavel da qual é conhecida apenas a tabela de valores

X HX()‘Xl‘XQ‘...‘Xn
F) v nlv]-- |

e o seu polinémio de interpolagao P(x). Supondo f'(x) ~ P’(x), mostre que

f'(x0) = flxo, x1] + (X0 — x1) f[x0, X1, %] + (X0 — X1) (X0 — X2) F[X0, X1, X2, X3] + -+ - +

(X0 —x1)(Xo — X2) -+ (X0 — Xn—1) F[X0, X1, - . ., Xa—1, X



Capitulo 5

Calculo de Integrais

5.1 Introducao

O célculo de integrais definidas é importante porque estd associado a diversos problemas de
Fisica, de Equacdes Diferenciais, a problemas geométricos tais como o cdlculo de comprimento de
curvas, areas de superficies, volumes de sélidos, entre outros. Por isso, é conveniente que se tenha
técnicas de célculos que sejam eficientes e, preferencialmente, de facil utilizacao.

Se uma fungdo é continua em [a, b], entdo o Teorema Fundamental do Calculo afirma que

/b f(x)dx = F(b) — F(a)

onde F'(x) = f(x) para todo x € [a, b]. lIsso significa que o cdlculo de uma integral é imediato
quando se conhece uma primitiva F(x) para a fun¢do f(x).

No entanto, o cdlculo de uma primitiva pode ser muito trabalhoso ou até mesmo impossivel de
ser efetuado por meios elementares, ou seja, usando somente as funcdes elementares (polinomiais,
trigonométricas, exponenciais, logaritmicas etc.). Por exemplo, as primitivas das funcoes eX2, %
e 4/COS X Nao sao elementares.

O célculo numérico aproximado, em geral, consiste no cdlculo de um somatério em vez da primi-
tiva de alguma funcao. Muitas vezes, somatdrios com poucas parcelas produzem bons resultados.
As férmulas usadas no calculo numérico de integrais simples sao chamadas formulas de quadratura.

5.2 Regra dos Trapézios

Algumas técnicas de célculo aproximado de integrais consistem na aproximagdo da fungdo f(x)
oA . ~ . b . ~
por um polindmio de interpolagdo P(x) e, assim, usar fa P(x)dx como sendo uma aproximacao de

fab f(x)dx. Se P(x) for do primeiro grau, isto é, se for a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e
(b, f(b)), entdo temos a Regra dos Trapézios.

47
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==
D
A h B
a b

Na figura, temos um trapézio “deitado” de altura medindo h = b— a e bases medindo f(a) e f(b).
Logo, sua drea é dada por 22[f(a) + f(b)]. Essa serd a aproximagdo que usaremos para o valor

de fab f(x)dx, ou seja,

b h
/ f(x)dx =~ E(f(a) + f(b)).

. ~ L 3
Pode-se mostrar que o erro absoluto dessa aproximacao é € = ‘%f”(c)‘ para algum c € [a, b].
Quanto maior o valor de n, mais préximo de zero serd o valor de h e menor serd o erro absoluto.

1
. 1
Exemplo 5.1 Usando a regra dos trapézios, vamos calcular / T de e comparar o resultado
1

obtido com o valor exato da integral.

Solugdo: Temos a=3, b=1 h=b—a=3 e f(x) = ;15 Portanto, pela regra dos trapézios,

<"

/ab f(x)dx ~ g(f(a) +f(b) = %(% + %) — % =0,291667.

O valor exato dessa integral é
In(1 +x)|1% =1In(2) — In(3/2) = In(4/3) = 0,287682.

Portanto, o erro absoluto cometido com a utilizacao da regra dos trapézios é de
|0, 287682 — 0,291667| = 0,003985.
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Regra dos Trapézios Composta

Sendo n um inteiro positivo, vamos dividir o intervalo [a, b] em n partes de mesmo comprimento

__ b—a
h=ba

h h h | h h h h
el b

Sejam x; =a+jhcom j=0,1,..., n. Temos:

a=X < X1 <X < Xz3< X4 <" < Xpeo < Xpe1 < Xp = b.

Seja y; = f(x;). Aplicando a regra anterior nos intervalos [xo, x1], [X1, X2], - . . [Xa—1, X»], Obtemos:
Xn X1 Xo Xn
/ f(x)dx:/ f(x)dx-l—/ f(x)dx+---+/ f(x)dx
X0 X0 X1 Xp—1

h h h
R §(Yo +y1) + 5()/1 + o)+ F E(Ynfl + V)

h
= 5()/0 +2y1 + 2o +2y3+ 2y + -+ 2¥n0 + 2Vn1 + V).

Obtemos assim a regra dos trapézios composta ou regra dos trapézios repetida com passo h:

b
h
/ f(x)dx ~ 5()’0 +2y1 + 20 +2y3+ -+ 2Yp1+ V)
a

ou, abreviadamente,

Exemplo 5.2 Calcular | = ff V14 x3dx usando a regra dos trapézios com n = 6.

Solucdo: Considerando f(x) =v1+x3, a=1,b=2eh=22=1=0,16667, e calculando
x;=a+ihey = f(x), temos os seguintes resultados:
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il x yi |t
0 1,00000 | 1,41421 |1
1| 1,16667 | 1,60871 | 2
21 1,33333 | 1,83586 | 2
31 1,50000 | 2,09165 | 2
4 | 1,66667 | 2,37268 | 2
51 1,83333 | 2,67620 | 2
6 || 2,00000 | 3,00000 | 1

Aplicando a formula da regra dos trapézios composta:
h n
I~ > (yiti) = 2,13206,

=0

que é o valor aproximado da integral dada.
Usando-se uma outra técnica mais sofisticada é possivel se mostrar que um valor melhor apro-
ximado dessa integral, com todos os algarismos corretos, € igual a 2, 129861.

5.3 Regra de Simpson

Seja f(x) continua em [a,b] e ¢ = %b o ponto médio desse intervalo. A regra de Simpson*

para o calculo de fab f(x)dx consiste em aproximar essa integral por fab P(x)dx, onde P(x) é o
polinémio de interpolacdo quadratica de f nos pontos (a, f(a)), (b, (b)) e (¢, f(c)).

-

Usando a férmula de interpolacao de Lagrange, temos que

(x = b)(x—c¢) (x —a)(x—c) (x —a)(x—b)

P =1 =0 T O —a0m=0 T Vs b

*Thomas Simpson, 1710-1761, matematico inglés
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Seja h= 52 Entdo, c=a+heb=a+2h. Logo,
(x —a—h)(x —a—2h) (x —a)(x—a—h) (x —a)(x—a—2h)
P(x) = f f f(c).
() 2 (a) + =2 (b) + S B =E ()
Calculando a integral de P(x) no intervalo [a, b] = [a, a + 2h], obtemos:
a+2h a+2h x2_92 — 3h 3ah 2h?
/ P(X)dx:f(a)/ ax x + a> + 3ah + dx
5 5 2h?
a2 x2 _2ax — hx + a® + ah
+ f(b)/ S dx
20 2 4 Dax + 2hx — @ — 2ah
+ f(c ) =) X.

Calculando todas as integrais definidas indicadas e simplificando, obtemos:
b h a+b
f(x)dx ~ 3 f(a) +4f 5 + f(b)
a

Pode-se mostrar que o erro absoluto dessa aproximacio é € = )g—gf(“)(c)‘ para algum c € [a, b].

Quanto maior o n, menores serao o0 h e o erro absoluto da aproximacao da integral.

Exemplo 5.3 Calcular novamente a integral do Exemplo 5.2, usando a formula anterior.
Solucdo: Temos que f(x) =vV1+x3, a=1, b=2eh=(b—a)/2=1/2. Portanto,

a+b

—[f( Y4 af (LY L rep)) = O'?5[f(1) +AF(1,5) + F(2)] = 2,13016.

Dessa forma, observamos que é um valor muito proximo do que foi encontrado no Exemplo 5.2.

Observacao: Apesar de trabalhoso, é possivel se mostrar que

45x2 243x5 1215x8

£(4) - _ —
)= a2 T2 16+ )

e que [F¥(c)| < 2 se c €[1, 2]. Dai, o erro € da aproximacdo desse exemplo € tal que

h® 0,5)°
e< Do) < T

< 4
90 < 730 <5,21-10"

I\.)IOO

Exemplo 5.4 A elipse ;—; + ,yj—i =1, 0 < b < a pode ser parametrizada por x(t) = asent,
y(t) = bcost, 0 < t < 2m. Calcule o comprimento dessa elipse usando a regra de Simpson

sabendo que esse comprimento é dado por C = 4 fog VX ()24 (' (1))2 dt.
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Solucdo: Derivando x(t) e y(t) com relagdo a t, obtemos x'(t) = acost e y'(t) = —bsent.
Logo, o comprimento da elipse é dado por

5 5
C:4/ \/a2cos2t+b2sen2tdt:4/ Va2(1 —sen2t) + b2sen2 t dt
0 0

3 22 — b2 3
:4/ a2 {1 — ( = )sen2 t} dt:4/ \/a2(1 — k?sen?t) dt,
0 0

onde k? = 32;2”2. Dai, C 43[0g 1—kZ2sen?tdt. Usando a regra de Simpson com

f(t) =+v1—k2sen2te h= %2_0 = T temos que C ~ 4a- 2 (f(0) +4f(Z) + f(%)) e, portanto, o
comprimento da elipse é dado por

2
am V2 am k2
~ 2 _ 2 [ X2 _ 42|l = 2= _ _ 42
C 3 1+4\/1 k<2>+ 1—k 3<1+ 16(1 2) 1 k).
ou seja, ;
C%§(1+\/8(2—k2)+ 1—k2>,
ondek:—”aza_’ﬂ.

N3o hd como obter uma resposta exata para o comprimento da elipse, usando-se apenas as
funcoes elementares.

Regra de Simpson Composta

Vamos dividir o intervalo [a, b] em n partes, sendo n um inteiro positivo par. Por simplicidade,

podemos supor partes de mesmo comprimento h = %.

Sejam x; = a+jhey;=f(x;)) com,j=0,1,---,n. Temos:
Aa=X < X1 <X <X3< X <+ "< Xpo < Xp_1 <X, =Db.

Aplicando a féormula anterior nos intervalos [xg, 2], [X2, Xa], « - - [Xp—2, X»], Obtemos:

/ab f(x)dx = /X:n f(x)dx = /X:2 f(x)dx + /X:4 Fix)dx +---+ /annl Flx)dx

h h h
~ g(yo +4y; + o) + g(yz +A4ys+ya)+ -+ §(yn_z +4y,_1+ Yn)

h
= §(YO +4y + 2y + Ay +2ya+ -+ 2V 0+ AYa1 + Va).

Obtemos assim a regra de Simpson composta de passo h, com n pontos:

b
h
/ f(x)dx ~ g(YO +A4y + 2y + Ay +2ya+ -+ 2y 0+ 4Ye1 + Vi)
a
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ou, abreviadamente,

b n
h
/a f(x)dngigo Gy, onde ¢ =1,4,2,4,2,.---, 4,24 1.

Denotando por /, o valor de | = fab f(x)dx calculado pela regra de Simpson com n pontos, é

possivel se mostrar que uma estimativa para o erro absoluto da aproximacao de / por /, é dado por
[, — 2]

2

, se n for um inteiro multiplo de 4.

15
Log
Exemplo 5.5 Usando a regra de Simpson composta com n = 8, calcule | = / T ax.
0
3 ; 4 b—a 1 f
Solugcdo: Sejam f(x) = —— e [a, b] = [0, 1]. Temos que h = =2 = ¢ =0, 125. Construimos

, 14 x?
dessa forma a seguinte tabela:

il X Jyi=f) ] a]
0| 0,000 | 4,000000 | 1
110,125 | 3,938461 | 4
210,250 | 3,764705 | 2
310,375 | 3,506849 | 4
410,500 | 3,200000 | 2
510,625 | 2,876400 | 4
6| 0,750 | 2,560000 | 2
710,875 | 2,265486 | 4
8 (1,000 | 2,000000 | 1

Observe que xp = ae x, = xg = b.

h < 0,125
I~ > (ay) = =5 (1x4,000000+ 4 x 3,938461 + 2 x 3, 764705 + 4 x 3, 506849
i=0

+2 x 3,200000 + 4 x 2,876400 + 2 x 2,560000 + 4 x 2,265486 + 1 x 2,000000) = 3, 141592.

Note que o valor exato dessa integral € | = 4arctg(x)|§ = 4(arctgl —arctg0) = 4(5 — 0) = .

X

2
Exemplo 5.6 Calcule | = / dx usando a regra de Simpson composta com n = 8, depois
0

com n =4, e obtenha uma estimativa para o erro da aproximacao.

1+ e>x

Solucdo: Sejam f(x) = 5= e [a,b] =[0,2]. Se n =18, entdo h=22=2=10,25¢, se n =4,

entao H = % = % = 0,5. Construimos dessa forma a seguinte tabela de valores:
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|

(% [ v=f00) lal k|

I

00,00 | 0,50000000 | 1 1
110,25|0,48477181 | 4 | — — —
210,50 | 0,44340944 | 2 4
310,75(0,38019484 | 4 | — — —
411,00 | 0,32402714 | 2 2
511,25|0,26477107 | 4 | — — —
6| 1,50 |0,21254802 | 2 4
711,7510,16868024 | 4 | — — —
812,00]0,13290111 | 1 1

Portanto, a aproximacao para / fornecida pela aplicacdo da regra de Simpson com 8 pontos é

8

h 0,25
ko= > (ay) = —5 (1% 0,50000000 + 4 x 0, 48477181 + 2 x 0, 44340944

i=0
+4 x0,380619484 + 2 x 0,32402714 + 4 x 0,26477107 + 2 x 0, 21254802+
4 % 0,16868024 + 1 x 0,13290111) = 0, 65087853,

enquanto que a aproximacao fornecida pela regra de Simpson com 4 pontos é

H < 0,5
=3 > (ki) = —5-(1 % 0,50000000 + 4 x 0,44340944 + 2 x 0, 32402714
=0

+4 x 0,21254802 4+ 1 x 0,13290111) = 0,65079753.

Concluimos a partir dai que uma estimativa para o erro no calculode Ig é € = ] s~ ’4} =5,398x107°.

Exemplo 5.7 Calcular uma aproximacao para

4x° — 1
L (S x+1)2 1)2
usando a regra de Simpson composta com n =8 e com n = 16. Obter uma estimativa para o erro
da aproximacao.

Sejama=1, b=2,n=16, h= 22 =0,0625 e f(x) = ;£



5.4. REGRA DE GAUSS 55

i~ i |alk]

0 || 1,0000 | 0,3333333333 |1 |1
1] 1,0625 | 0,37833 58591 | 4 | —
2 | 1,1250 | 0,40256 11035 | 2 | 4
3 || 1,1875 | 0,40814 79425 | 4 | —
4 || 1,2500 | 0,39870 42021 | 2 | 2
5 11,3125 | 0,37837 81931 | 4 | —
6 || 1,3750 | 0,35112 32117 | 2 | 4
7 || 1,4375 | 0,32026 10126 | 4

8 || 1,5000 | 0,28831 86842 | 2 | 2
9 | 1,5625 | 0,25705 28774 | 4 | —
10 || 1,6250 | 0,22757 15011 | 2 | 4
11 | 1,6875 | 0,20048 62419 | 4 | —
12 ]| 1,7500 | 0,17605 70331 | 2 | 2
13 | 1,8125 | 0,15431 12599 | 4 | —
14 | 1,8750 | 0,13513 38540 | 2 | 4
151 1,9375 | 0,11833 11085 | 4 | —
16 || 2,0000 | 0,10367 34694 | 1 | 1

Logo, o valor aproximado quando n = 16 é:

16
> (ciyi) = 0,2761909159.

=0

0, 0625
16= "3

Quando n = 8, temos h =0, 125 e o valor aproximado da integral é:

8

0,125
ly=—5— Z(k,y,) = 0,2761968884.
J=0
Portanto, a estimativa de erro no calculo de /1 € dado por € = ‘%‘ = 0,0000003982.

5.4 Regra de Gauss

Diversas regras de quadratura podem ser obtidas ao se aproximar a integral fjl f(x)dx por um
somatdrio do tipo Aif(xq) + Axf(x) + -+ + A,f(x,) onde o valor de n é previamente escolhido.
Surpreendentemente, essas regras podem levar a bons resultados mesmo com valores pequenos de
n. Tudo depende da escolha que se venha a fazer para os A; e para os x;. Para permitir que esses
valores de A; e x; possam ser calculados, condicoes adicionais sao dadas.

Consideremos uma fungdo f(x) definida em um intervalo [—1, 1] e n um inteiro positivo. A
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¢ 1 .
regra de Gauss' ou regra de Gauss-Legendre para o calculo de f_1 f(x)dx, consiste em escrever

/1 f(x)dx = Aif(x1) + Aef(x2) + -+ - + Anf (Xy) (5.1)

1

onde Ay, -+ A, X1, -+ X, S30 constantes e de tal forma que essa férmula seja exata (erro nulo)
quando f(x) for um polindmio de grau no maximo igual a 2n — 1.

5.4.1 Caso particular simples da regra de Gauss

Consideremos, inicialmente, o caso particular em que [a, b] = [-1,1] e n = 2. Assim, vamos
determinar as constantes A;, A, x1, xo de tal forma que

/l f(x)dx =~ Ai1f(x1) + Axf(x)

seja exata quando f(x) for polinomial de grau no maximo 2n—1 = 3, ou seja, quando f(x) for um
polindbmio de grau 0,1, 2 ou 3.

No caso particular em que f(x) = 1 (polindmio de grau 0) a férmula deve ser exata, logo,
[ F)dx = [ 1dx = Ay -1+ Ay -1 = Ay + Ay = 2. Além disso, quando f(x) = x (polindmio
de grau 1), devemos ter que fjlxdx = 0 = Aix; + Aoxo; quando f(x) = x2, devemos ter
f_ll x?dx = 2 = A1x? + Axx3 e quando f(x) = x*, devemos ter f_llx3dx =0=Ax; + Axx;.

Obtemos dessa forma o seguinte sistema nao-linear:

A+ A =
Arxi + Axxo
A1X12 +A1X22
Ale) + AQX—? =

Qwnv O N

Se pudéssemos ter A; = 0 como uma possivel solucao, entao, substituindo na primeira e segunda
equacoes, obteriamos A, = 2 e xo, = 0. Substituindo tudo isso na terceira equacao, obteriamos
0= % 0 que é um absurdo. Concluimos assim que A; = 0 nao pode ser solucao, ou seja, que
A1 # 0. De modo andlogo, podemos concluir também que A, # 0.

Se tivéssemos x; = 0 como solucao, entdo, ao substituirmos na segunda equacao obteriamos
Asxo = 0. Como A, # 0, deveriamos ter x, = 0. Substituindo tudo na segunda equacao obteriamos
0= % um absurdo. Logo, x; # 0. Analogamente, temos também x, # O.

Multiplicando a segunda equagdo por xZ, obtemos A1 x; + Axxox? = 0. Subtraindo dessa equacdo
a quarta equacdo do sistema, obtemos Axxy(x5 —x7) = 0 = x3 —x? = 0 = x? = x53. Ndo podemos
ter x; = Xx», porque se isso fosse sustituido na segunda equacao forneceria A; + A, = 0 o que
contraria o fato de que A; + A, = 2. Logo, x; = —x,. Substituindo na terceira equacao e usando

ftambém conhecida como quadratura gaussiana
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a primeira equacdo, obtemos % = A;x? + Aox? = (A1 + Ax)xZ = 2x7, ou seja, xZ = 1. Concluimos

entao quexlz\/g:\/?gou X1=—\/g=—*§.
V3 _ V3

Suponhamos x; = —*5*. Entdo, x = —x; = *3> e substituindo na segunda equagdo, obtemos
A; = A, que substituido na primeira equacao fornece A; = A, = 1. Se x; = ?3 obteriamos algo
equivalente.

Assim, a solucao do sistema é x; = —x, = \/g e A; = A, = 1 e, portanto, a regra de Gauss

quando [a,b] =[—1,1] e n =2 se reduz a

1
3 3
/ F(x)dx ~ f (i) +f (—ﬁ)
_1 3 3
ou, usando uma notacao decimal com 10 casas decimais

1
/ f(x)dx ~ f(0,5773502692) + f(—0, 5773502692).

1

Exemplo 5.8 Vamos calcular f_ll V2 — x2dx usando a regra que acabamos de obter.

Solucao: Neste caso, f(x) = v2 — x2, logo, f_ll f(x)dx ~ f(0,57735)+f(—0,57735) = 2,5820.
Para comparacao, o valor exato dessa integral é % +1=2,5708.

5.4.2 Mudanca de variavel

Quando o intervalo de integracao [a, b] ndo for igual a [—1, 1], entdo uma fazemos uma simples
mudanca de variavel
(b—a)t+b+a
X = 5

e obtemos uma nova integral definida no intervalo [—1, 1] cujo valor coincide com o da integral

dada: ) .
b—a)t+b b—
/f(x)dx:/ f<( a); “) Lt
a -1

b—a
Note que, neste caso, deve ser usado que dx = ( > ) dt.

5.4.3 Polindbmios de Legendre

Nesta secdo, precisamos de alguns resultados basicos envolvendo os polinémios de Legendre*
que sao definidos como sendo os polindmios da forma

1 d”

2"nl dxn

fAdrien-Marie Legendre (1752-1833), matematico francés

Pn(X) =

[(x*=1)"] com n=012,...
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Esses notaveis polinbmios ocorrem em vdrias aplicacoes nas dreas mais diversas como Equacoes
Diferenciais, Eletromagnetismo, entre outras.
Escolhendo um valor para n, expandindo a enésima poténcia de (x? — 1) e calculando a derivada
enésima, podemos escrever o polindmio em um formato mais familiar. Por exemplo,
1 & 1 d°

2 31 6 4 2

_ 1 3 1
= 4—8(120X —72x) = 5(5x 3x).

Ps(x) =

Os seis primeiros polindmios de Legendre sao
Po(x) =1,
Pi(x) = x,

Ps(x) = %(3)(2 —1),
l%(x)::%(5x3——3x), (5.2)
Fa(x)::é(35x4——30x24-3),

1
Ps(x) = §(63X5 — 70x° 4 15x).

5.4.4 Caso geral da regra de Gauss

Na férmula )
[ RO AF () A 0) + -+ A ()
-1
os coeficientes A; sao chamados pesos e 0s x; sao chamados abscissas. Escolhido o valor de n,
podemos obter os pesos e as abscissas dessa regra.
Para isso, substituimos sucessivamente f(x) por 1, x, x2, - - - x2"~1 na férmula anterior e obtemos
0 seguinte sistema:

4

Al + A+ -+ A, = 2
A]_X]_ + A2X2 + ttt + Aan — O
AT 2+ A3 4 AT = 2
[ AT AT A = 0
O sistema nao-linear de 2n equacodes e 2n varidveis anterior é de dificil solucao. Mas é possivel
mostrar que xi, Xz, - - - , X, S30 as raizes do polindmio de Legendre P,(x) e que

2(1 — x?
4o 20-x)

2 [Pr-1(x)]?

Aqui, apresentamos essa férmula sem demonstracao, somente a titulo de informacao adicional.
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Exemplo 5.9 Obter os pesos e abscissas da regra de Gauss quando n = 3.

Solucdo: O polindmio de Legendre de grau 3 é P5(x) = 3(5x*—3x) = £(5x® —3), cujas raizes sdo

X1 = \/g Xo = —\/é e x3 = 0. Substituindo esses valores nas trés primeiras equacoes do sistema
5.4.4, obtemos:
Al+A+A3 = 2
~ 2+ 14 = 0
Purih =

[(e]e0]

cuja solugdo é A; = Ay = 2, A3 =

/1 Flx)dx ~ gf (—\E) 4 gf(o) + gf ( g)

Na hora de efetuar os calculos, é conveniente usar que \/é ~ 0, 77459 66692.

Portanto,

Exemplo 5.10 Use a regra de Gauss com n = 3 para calcular um valor aproximado para a integral

3
/ de.
s 14+x4

Solucao: Como o intervalo de integracdo [a, b] = [2,3] € diferente de [—1, 1], precisamos fazer
uma mudanca de varidvel x = (b_"’)+b+a que, neste caso, € x = %
Temos:
3 1 t+5 1
X = 1
| = / dx :/ —2 __~dt :/ g(t)dt
o 14x* S11 4 (E2)2 -1
t+5

onde g(t) =

2(1+(%)4)'
Logo, | =~ gg(—O, 7745966692) + %g(O) + gg(O, 7745966692) = 0,0671599452.
Neste caso, como a primitiva é igual a %arctg(xz), concluimos que o valor exato da integral é
. arctg(9) — arctg(4)
igual a

> = 0,0671607210.

5.4.5 Tabela de pesos e abscissas da regra de Gauss

A tabela a seguir foi construida determinando-se as raizes x; dos polindmios de Legendre de grau
2
n, paran€{2,3,4,56,7,8}. Os pesos A; foram calculados usando-se a formula A; = %
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| n| abscissas \ pesos |
| 2| x1 = —x =0,5773502692 | A=A =1 |
31 x1=—x =0,7745966692 | A; = A, = 0, 5555555556
x3 =0 Az = 0, 8888838889

4 x,=—xo=0,8611363116 | A, = A, = 0, 3478548451
X3 = —xa = 0,3399810436 | A; = A, = 0, 6521451549
5] x = —x =0,0061798459 | A, = A, = 0, 2369268851
X3 = —xa = 0, 5384693101 | A; = A, = 0, 4786286705
x5 =0 As = 0, 5688888889
6| x1 = —x» = 0,0324695142 | A, = A, = 0, 1713244924
X3 = —xa = 0,6612093865 | A; = A, = 0,3607615730
Xs = —x = 0,2386191861 | As = As = 0, 4679139346
7 x = —x» = 0,9491079123 | A, = A, = 0, 1294849662
Xs = —xa = 0, 7415311855 | A; = A, = 0,2797053915
Xs = —x = 0,4058451513 | As = As = 0, 3818300505
X7 =0 A, = 0,4179591837
8 x. = —x, = 0,9602898565 | A, = A, = 0, 1012285363
X3 = —xa = 0, 7966664774 | A; = A, = 0,2223810345
Xs = —xg = 0, 5255324009 | A; = A = 0, 3137066459
X; = —xg = 0, 1834346425 | A, = Ag = 0, 3626837838

Note que cada peso associado a abscissa nao nula aparece repetido: uma vez associado a uma
abscissa positiva e outra vez associado a uma abscissa negativa. Os valores de x; podem ser
permutados, desde que se faca a mesma permutacao com os respectivos A,.

Exemplo 5.11 Usando a regra de Gauss com n =4, calcule uma aproximacao para

1
1
/ dx =In3 ~ 1,09861 2289.

1 X+ 2
Solucao: Da tabela, temos: x; = —x, = 0,8611363116, A; = A, = 0,3478548451,
x3 = —x4 = 0,3399810436, A; = Ay = 0,6521451549. Sendo f(x) = ﬁ temos

1
/ f(X)dX ~ A1 f(Xl) + A2f(X2) + A3f(X3) + A4f(X4) =1,098570354.

1

5
Exemplo 5.12 Calcule | = / cos(x) dx usando a regra de Gauss com n = 4.

> 14+ x4

Solucdo: O intervalo de integracao é [a, b] = [2,5] # [—1,1]. Fazendo a mudanca de variavel:
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_(b—a)t+b+a

> , obtemos x = 3%7 = dx = %dt. Substituindo na integral dada, obtemos:

X

1 3t47
/:/ cos(=5+) -3dt.

114+ (350 2
3 cos(3H7)
Consideremos F(t) = % e as abscissas e pesos copiados da tabela anterior:
1+ (35L)4
e Abscissas:* t; = —t, = 0,8611363116, t3 = —t; = 0,3399810436
e Pesos: Ay = A, = 0,3478548451, A; = A4 = 0,6521451549
A aplicacdo! da regra de Gauss com n = 4 fornece a sequinte aproximacio para a integral:

I = A1 F(t1) + AsF(t2) + AsF(t3) + AsF(ts) = —0,0268375925.

Pode-se fazer um calculo mais demorado (com um maior valor de n) e, no final, obter
—0, 0268074863938 como uma resposta com melhor precisao numérica.

3
1
Exemplo 5.13 Calcule | = / X dx usando a regra de Gauss com n =5.
1

x10+1)

Solucao: O intervalo de integracdo é [a, b] = [1, 3] # [—1, 1]. Logo, devemos fazer uma mudanca
(b—a)t+b+a

5 , ou seja, x = £ = t + 2 = dx = dt. Substituindo em /,

de varidvel: x =
obtemos:

' 1
’:/1 trocr2e+n’"
1
T (t+2)((t+2)0+ 1)

Consideremos F(t) e as abscissas e pesos copiados da tabela anterior:

e Abscissast: x; = —x, = 0,9061798459 , x3 = —x4 = 0, 5384693101, x5 = 0
e Pesos: Ay = A, =0,2369268851 , A3 = A, = 0,4786286705, As = 0, 5683888889
A aplicacdo? da regra de Gauss com n =5 é:

| ~ AlF(Xl) + AQF(XQ) + A3F(X3) + A4F(X4) + A5F(X5) =0, 0702523461.

*as abscissas também poderiam ser denotadas por x1, x2, X3, X4.

Tpode-se mostrar que o valor exato dessa integral é —0, 0268074864.

tas abscissas também poderiam ser denotadas por ti, to, t3, ts € ts.

8pode-se mostrar que o valor exato dessa integral é In3 — '”?5 —n 11%)81 = 0,0693130245 e que o erro absoluto do cdlculo da integral é
de 9,39 x 1074,
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Regra de Gauss e subdivisdao do intervalo

A precisao numérica da Regra de Gauss pode ser melhorada significativamente se o intervalo de
integracao for subdividido em intervalos menores.
. 4
Por exemplo, se a integral fl VX% + 4dx for calculada com a Regra de Gauss com n = 3,
obtemos 9, 751097214335 como resultado e um erro absoluto de 1,2 - 1072, No entanto, se o
intervalo [1, 4] for subdividido em 5 partes, obtemos

: 3 E ¥
/ \/x2—l—4dx:/ \/x2+4dx—l—/ \/x2—|—4dx—l—/ \/x2—|—4dx—l—/ vV X2+ 4dx
1 1 % LSI %

4

+ / VX2 +4dx =9,751085229875
17
5

com um erro absoluto de 8,4 - 107°. Neste caso, foi usada a regra de Gauss com n = 3 em cada
um dos cinco intervalos [1, ], ..., [XL, 4] e, no final, somaram-se todos os resultados.

5.5 Exercicios Propostos

1
(P44) Usando a regra dos trapézios com n = 10 calcule / VvV 2+ x?dx. Resp.: 3,052859
-1

2

1

(P45) Calcule / 2 dx usando a regra de Gauss com n=4. Resp.: 2,29116617
-2

+1

2

2
3 X
(P46) Calcule / (5) dx usando a regra de Gauss com n=5. Resp.: 5, 049611017

-1

(P47) Deduza uma férmula de integracdo da forma

/_11 F(x) dx ~ w, f (—%) + woF(0) + waf (%)

que calcule a integral de polinémios de grau menor do que ou igual a 2 no intervalo [—1, 1] de
1

forma exata. Use a féormula obtida para calcular a integral / e/® dx.
-1

Resp.: [T f(x)dx ~ 2F(=1) = 2f(0) + 4F(2); [', /°dx ~2,01334

7
(P48) Calcule / In(In(x))dx usando a regra de Simpson com n =8 e com n =4 e obtenha uma
5

estimativa para o erro da aproximacdo. Resp.: lg = 1,158220, /, = 1,158214, ¢ = 3,56 x 10~/

1
(P49) a) Calcule a integral / dx usando a regra de Simpson com n = 8;
1

axt+1
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b) Sabendo que o valor exato dessa integral é \/Ti In(3 + 2v/2) + @ calcule o erro absoluto

cometido na aproximacdo do item (a). Resp.: 1,73422740, e =2,8142640 x 104

2 2

(P50) Usando a regra de Simpson com n = 10, calcule o comprimento C da elipse XZ + y7 =1

sabendo que ela pode ser parametrizada por a(t) = (2cost, vV7sent), 0 < t < 2w, e que
C = [Z"|lo/(t)]|dt. Resp.: C = 14, 665680

(P51) Um carro percorre uma pista em 84 segundos. A velocidade do carro a cada intervalo de 6
segundos esta mostrada na seguinte tabela:

t(s) [|[0] 6 |12]18]24|30|36|42]48|54|60]|66|72|78]84
v(m/s) || 0]20]22[22]24|30[33[34[37[34[35[33|30|18] 0

Qual é o comprimento da pista?  Resp.: 2252 m

(P52) Determine Ps(x), o polindmio de Legendre de grau 5, e todas as suas raizes que s3o as
abscissas da regra de Gauss com n = 5. (Sugestdo: use a definicdo e fatore o polindmio; use a

mudanca de varidvel x? = y).
Resp.: Ps(x) = %(63X4—70X2+15), x1 =0, xo = %ﬁ X3 = —Xo, Xa = %ﬁ, X5 = —Xz

(P53) Seja R = 2. Usando a regra de Gauss com n =5, calcule | = ffR[f(X) — g(x)] dx, onde

f(x) =VvVR%2—x2e g(x) =—f(x). Note que | corresponde a area de um circulo de raio R.
Resp.: 12,607250

(P54) Sejam A;, A,, ... A, 0S pesos e X1, Xo, . . ., X, as abscissas da regra de Gauss para o calculo
n n

de integrais. Mostre que ZA, =2 e ZA/X/ = 0.

i=1 =1



Capitulo 6

Equacoes Diferenciais

6.1 Definicoes Basicas

Equacao diferencial € uma equacao onde aparecem uma funcao e suas derivadas. Por exemplo,
f'(x) + f(x) = cos(x) e y" — 4y’ + 5y + 3 = x> + 3x sdo exemplos de equacdes diferenciais.

Uma solugdo (exata) para uma equagdo diferencial é uma fungdo que torna a equagdo uma
sentenca verdadeira para quaisquer valores das varidveis quando a funcao é substituida na equacao.
Por exemplo, y = e3> é uma solucdo da equacdo y’ — 3y = 0 porque, ao substituirmos y na
equacao, obtemos 0 = 0 apds a simplificacao.

Uma equacao diferencial é denominada ordindria se a funcao envolvida possuir apenas uma
varidvel. Se a funcao tiver vdrias varidveis, entao a equacao chama-se parcial.

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada mais alta que aparecer na equacao.
Por exemplo, y" — y"” 4+ by = x> + 2x — 1 é uma equacio diferencial ordindria de terceira ordem.

Um problema de valor inicial (PVI) é uma equacdo diferencial com mais algumas condigdes
iniciais do tipo yo = y(xg), y1 = y'(x0), etc. A quantidade de condigdes iniciais fornecidas depende
da ordem da equacao.

Em geral, a determinacao da solucao exata de uma equacao diferencial envolve o calculo de
uma ou varias primitivas. Por isso, na maioria dos casos, o calculo da solucao exata é dificil ou
impossivel de ser realizado utilizando-se apenas as conhecidas funcoes elementares (trigonométricas,
logaritmicas, hiperbdlicas, polinomiais, etc.). Até mesmo equagOes de aparéncia muito simples
podem ser impossiveis de se resolver de forma exata. Por exemplo, ninguém consegue determinar
a solucdo exata de y’ = x? + y? usando sé as funcdes elementares conhecidas — note que é até
dificil imaginar um problema de aparéncia tao simples!

A resolucao de equacoes diferenciais é um problema importantissimo porque possui aplicacoes a
diversas areas do conhecimento tais como Matematica Aplicada, Fisica, Engenharia e Computacao
Gréfica.

Devido a impossibilidade de se determinar a solucao exata na maioria dos casos, desenvolveram-
se técnicas de determinacao de solugao numérica aproximada da equacao.

A resolucao numérica aproximada nao envolve cdlculo de primitivas. Envolve apenas uma

64
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sequéncia de passos onde sao usados operacoes aritméticas basicas e cdlculo de valores de funcoes.
Neste caso, nao se determina uma funcao, mas uma tabela de valores de pontos que devem estar
muito préximos do grafico da funcao que seria a solucao da equacao.

Neste capitulo, estudaremos apenas um unico tipo de PVI: y' = f(x,y), y(x0) = Y.

6®%05,0°
.

iy,

Solugdo aproximada: B~ f(xk )
(tabela)
Uma solugdo exata de um PVI do tipo y' = f(x,y), % = y(x) é uma fungao derivavel cujo
grafico passa pelo ponto (xg, yo). Uma solugdo aproximada é uma tabela de valores que inicia com

(X0, Yo), proximos do grafico da fungdo que seria a solugdo da equagdo.

Solugdo exata: y = f{x)

6.2 Método de Euler

O método mais simples para se encontrar pontos (x,, ¥,) proximos do gréfico da solu¢do do PVI
y' ' =f(x,y), y(x0) = Yo € o método de Euler, elaborado pelo famoso matematico suico Leonhard
Euler (1707-1783).

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK

BANCA NAZIUNALA SVIZRA ¢

A obtencao da férmula que define esse método é bem simples e consiste apenas em utilizar a
definicao de derivada da funcdo y(x) no ponto em que x = X, :

y(Xn+h) _y(Xn)
h .

"(x,) = lim
y( n) h—0
Portanto, se h for préximo de 0, temos a aproximacao

(Xn + h) - y(Xn)
h ,

y
V'(xn) =
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de onde podemos isolar y(x, + h) como sendo:

Y00+ h) & By (x) + y ().

Lembrando que a equacdo em estudo é y’ = f(x, y), temos que a aproximagdo citada anteriormente
€ 0 mesmo que

Y(Xo + h) = hf (X, yn) + y(Xa) -
Xn+1 Yn
Observando a aproximacao anterior, definimos: X, 1 = X, + h, Yo = y(Xn) € Yar1 = Yo+ hf(Xn, ¥a).
Dessa forma, a aplicacao do método de Euler para o citado PVI, consiste em, a partir do ponto
inicial (xo, Yo) dado, ir calculando varios pontos (x,, y,), utilizando as férmulas x,,1 = x, + h e
Ynt1 = Vn + hf(Xn:yn)-

Exemplo 6.1 Considerando y(x) como sendo a solucdo do problema de valor inicial y' = y+2x — x>
y(0) =1, calcule y(0,5) usando o método de Euler com h =0, 1.

Solucao:

e S3o dados que x = 0, yp = 1, h=10,1¢e f(x,y) = y + 2x — x>. Lembre-se de que neste
capitulo todas as equacdes resolvidas sao do tipo f(x,y) =y’

e Usando a férmula x,41 = x,+hcomn=20,1,2,--- obtemos que x; = x+h=0+0,1=0,1,
X =x1+h=014+0,1=0,2 x3=x%+h=0240,1=03 x3s=x3+h=0,4c¢
Xs = X4 + h = 0,5. Paramos em x5 porque no enunciado da questao é perguntado pelo valor
de y(0,5) = y(xs).

Calculamos agora y1, ¥», ¥3, a4 € ¥s usando varias vezes a formula y,.1 = v, + hf(X,, y») com
n=20,1,2,...

Vi=yo+hf(x0. %) =1+0,1-F(0, 1)=1+0,1-(1+2-0—02) = 1,100

Vo=y1+hf(xi, ;1) =1,140,1-7(0,1, 1,1)=1,140,1-(1,1+2-0,1-0,1%) = 1,229

Vs =yo+ hf(x2,y0) = 1,220+ 0,1-£(0,2, 1,229) = 1,388

ya=ys+ hf(xs,y3) =1,388+0,1-7(0,3, 1,388) = 1,578
o ys=ys+ hf(xs,ys) =1,578+0,1-f(0,4, 1,578) =1,799

Concluimos assim que y(0,5) é aproximadamente igual a 1, 799.

Observacoes:

e Note que obtivemos cinco pontos (xx, yx) com k = 1,2,3,4,5, proximos do grafico da solucdo
da equacao.



6.3. METODO DE RUNGE-KUTTA 67

e O valor de h deve ser escolhido proximo de 0. Quanto mais préximo de 0, melhor serd a precisao
dos valores obtidos. No entanto, quanto menor o h, maior o tempo gasto na resolucao.

Por uma questao meramente organizacional, os dados obtidos podem ser dispostos em forma
de tabela:

(% [ yn [ o yn) ]
0.0 | 1,000 | 1,000
0.1] 1,100 | 1,290
02| 1,229 | 1,589
03] 1,383 | 1,898
04| 1,578 | 2,218

05 | S| —

|

Ol W N ~O| S

A utilidade dos valores da coluna f(x,, y,) € sé na hora de calcular a linha seguinte. Por isso, a
dltima linha e udltima coluna pode ficar em branco.

Observacao:

e O problema deste exemplo é muito simples e, por causa disso, sua solucao exata pode ser
calculada usando-se uma técnica conveniente: y(x) = x2 + e*.

e Usando essa funcao, podemos calcular os pontos que realmente estao sobre o grafico da
solucdo: (x,,¥(x,)) com n = 1,2,3,4,5 e a distdncia entre cada um desses pontos e 0s
(Xn, ¥n) da tabela fornecem os erros nos calculos de cada ponto.

e Por exemplo, para o ponto aproximado (xs, y5) = (0,5, 1,799), temos o ponto (x5, y(xs)) =
(0,5, 1,899) sobre o grafico de y(x). O erro cometido € igual a distancia entre esses pontos
que é e = [1,799 — 1,899 = 0, 100.

6.3 Meétodo de Runge-Kutta

O método mais famoso para resolucao numérica de equacoes diferenciais foi elaborado pelos
matematicos alemaes Carl David Runge (1856—-1927) e Martin Wilhelm Kutta (1867-1944).
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O método elaborado por essa dupla no inicio do século XX é um método simples e bastante eficiente.
O método de Euler para resolu¢do do PVI y' = f(x,y), y(x) = Yo consiste na aplicacdo das
formulas x,11 = X, + h, Ype1 = Yo+ ki, paran=20,1,2,---, onde k; = hf(x,,y,) € h é proximo de
0. O método de Runge-Kutta é um aperfeicoamento do método de Euler e consiste em somar ao
V¥, NAao apenas um valor de ki, mas uma média de varios valores de ky, ko, k3, - - -
Nao vamos apresentar aqui uma demonstracao completa do método. Os casos mais simples
podem ser encontrados demonstrados em livros como a referéncia bibliografica [7].

6.3.1 Método de Runge-Kutta de 27 ordem (RK2)

Dados h > 0 proximo de 0 e um PVI Yy = f(x,y), y(xo) = yo, calculam-se paran=20,1,2,---
0s seguintes valores:
Xpi1 = Xn+ h
ki + ko
2

Ynt1 =Yn+

onde ki = hf (xn. va) € ko = hf (x, + £,y + ).
Para cada valor inteiro de n, a partir de n = 0, calculam-se:

Xny1 = K1 — ko = Yni1

Repete-se essa sequéncia de calculos varias vezes, até chegar no valor de y, desejado.

6.3.2 Método de Runge-Kutta de 3? ordem (RK3)

Dados h > 0 préximo de 0 e um PVI y' = f(x,y), y(xo) = o, calculam-se para n=20,1,2,---
0s seguintes valores:
Xpi1 = Xn+ h
ki + 4ko + k3
6
onde ki = hf (Xp, ¥n), ko = hf (X + &,y + %) € ks = hf (xo + h, ¥ — ki — 2ko).

Ynt1 =Yn+



6.3. METODO DE RUNGE-KUTTA 69

Para cada valor inteiro de n, a partir de n = 0, calculam-se:
Xpp1 —> K1 — ko = k3 — Ynt1

Repete-se essa sequéncia de calculos varias vezes, até chegar no valor de y, desejado.

6.3.3 Método de Runge-Kutta de 4° ordem (RK4)

Dados h > 0 proximo de 0 e um PVI y' = f(x,y), y(x0) = Yo, calculam-se para n=0,1,2, ...
0s seguintes valores:
Xpp1 = Xp+ h
ki 4+ 2ko + 2ks + kq
6
onde ki = hf (Xp, ¥n), ko = hf (o + 2, yo + %), ks = hf (Xo + 2,y +%2) € ks = hf (%, + h, yo + k3).
Para cada valor inteiro de n, a partir de n = 0, calculam-se:

Ynt1 = Yn +

Xnp1 —> ki = ko = k3 = ks = Va1
Repete-se essa sequéncia de calculos varias vezes, até chegar no valor de y, desejado.

Exemplo 6.2 Seja y(x) a solucdo do PVI yy' 4+ 2x — y? = O,y(%) = /2. Usando o método de
Runge-Kutta de 4° ordem com h =0, 1, calcule y(1).

Solucdo: Na equagdo dada, isolamos o valor de y’ e obtemos f(x, y):

2x
y’zy—7= f(x,y)

A partir de xg = % =0,5e ¥y, =2 =1,4142136 dados, calculamos xi, ki, ko, k3, ks € y1:
e x;=X+h=05+0,1=0,6

ki=h-f(x,¥%)=0,1-f(0,5, 1,4142136) =0,1-0,7071068 = 0,0707107

ko=h-f(xo+ 2, y0+%)=01-0 6907226 = 0,0690723

ks=h-f(xo+5 yo+%)=01-0,6894743 = 0,0689474
® ky="h-f(xo+h yo+ks) =0,1-0,6740782 = 0, 067408
o yi = yp + el — 1 4142136 + 0, 0690263 = 1, 4832399

A partir desses resultados, calculamos x», ki, ko, k3, ks € y». Depois, calculamos Xz, ki, ko, k3, Ka,
ys3, etc. Prosseguimos até obtermos x5 = 1 e 0 seu respectivo ys. Paramos ai porque no enunciado
€ perguntado qual é o valor de y(1) = y(xs).

Organizamos todos os célculos realizados em formato de tabela, mostrada a seguir.
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’ n ‘ Xn ‘ Yn kl k2 k3 k4

0]05] 1,4142136 | 0,0707107 | 0,0690723 | 0,0689474 | 0,0674078

1106 1,4832399 | 0,0674200 | 0,0659967 | 0,0658853 | 0,0645389

20,7 ] 15491938 | 0,0645498 | 0,0631983 | 0,0631982 | 0,0620077

3108 1,6124522 | 0,0620174 | 0,0609058 | 0,0608153 | 0,0597528

4 10,9 1,6733209 | 0,0597616 | 0,0587656 | 0,0586831 | 0,0577272
s|io|pmemem| — | — | — | —

Portanto, y(1) =~ 1, 7320519. N3o ha necessidade de calcular os valores de ki, ko, k3 e k4 da Ultima
linha porque esses valores s6 teriam utilidade se a tabela fosse continuar, calculando-se o ys.

Observacao:

Neste caso, usando-se uma técnica adequada de resolucao de equacoes diferenciais, é possivel
encontrar a solugdo exata y(x) = v/2x + 1 do PVI dado

2X 1
/
=y - —, —) =V2.
V=y=7 y3) V2
Logo, o valor exato de y(1) é V3 = 1,7320508. Dai, o erro da aproximacdo encontrada é
€= |ys — \/§| = 1,1-107°. Isso mostra que o método RK4, como sempre, forneceu um valor
bastante preciso.

y+xy =x

Exemplo 6.3 Seja y(x) a solugdo do seguinte PVI: { y(1) =1

a) Usando o método de Runge-Kutta de 22 ordem com h =0, 1, determine o valor de y(1,8);

x*+3

b) Sabendo que y(x) = ax

item anterior.

€ a solucdo exata, calcule o erro absoluto da aproximacdo do

Solucao:
a) Isolando-se o valor de y’ no problema dado, temos o valor de f(x, y):

Xy/:x3—y:y’:x2—i—/:f(x,y).

Partindo de xo = 1 e yy = 1 que sdo dados, usando as férmulas k; = hf(x,, y,), ko = hf(x, +
h/2,yn+ ki/2), Xo41 = Xa + h € ypp1 = yo + 232, construimos a seguinte tabela:
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’ n ‘ Xn ‘ Yn kl k2
0]1,0| 1,0000 | 0,0000 |0,0150
11,1 1,0075 | 0,0294 | 0,0433
211,2] 1,0438 | 0,0570 | 0,0704
311,3] 1,1076 | 0,0837 | 0,0971
411,4] 1,1980 | 0,1104 | 0, 1238
5115 1,3151 | 0,1373 | 0,1509
6]11,6| 1,4593 | 0,1647 | 0,1788
711,7] 1,6311 | 0,1930 | 0,2075
8|1,8]| 1,8314 — —

Logo, obtivemos que y(1,8) ~ 1,8314.
b) Neste problema, o valor exato de y(1,8) é dado por
da aproximacao é € = |1,8746 — 1,8314| = 0, 0432.

lfif:i = 1,8746. Logo, o erro absoluto

8

Observacao:

Para aumentar a precisao da resposta (ou seja, para diminuir o valor do erro absoluto), podemos
diminuir o valor de h, tomando-o mais préximo de zero. Por exemplo, se tivéssemos usado h = 0, 01,
teriamos obtido y(1,8) =~ 1,8703 e um erro de € = 0,0042, usando o método RK2 (com uma
tabela de 81 linhas). Por outro lado, se tivéssemos usado h = 0,001, obterfamos y(1,8) ~ 1, 8742
com um erro de € = 0,0004 (e uma tabela com 801 linhas).

Sistemas de equacoes diferenciais

O método de Runge-Kutta pode ser aplicado a sistemas de equacoes diferenciais de primeira
ordem. Toda equacao diferencial de ordem n é equivalente a um sistema de n equacoes diferenciais
de primeira ordem.

6.4 Exercicios Propostos

(P55) Usando o método de Euler com h =0, 2, determine y(2,2) sabendo que y(x) é solu¢ao do
PVI:

X
§+y’=y2+3, y(1,2) =1

Resp.: 26,8697

(P56) Usando o método de Runge-Kutta de 27 ordem com h =0, 1, determine y(1,3) para o PVI

3
oy —x— — 1) =2
yr=y ex o y(1)=2,35
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Resp.: 6,9092

(P57) Usando o método de Runge-Kutta de 32 ordem com h = 0, 15, determine y(1,3) para o
PVI

.
2y=5y’—x2+%, y(1) =48

Resp.: 5,4591

(P58) a) Usando o método de Runge-Kutta de 3? ordem com h = 0, 2 calcule y(1) sabendo que
y(x) € solugdo de
2x+yy' =y* y(0)=1

b) Sabendo que a solugdo exata do PVI do item (a) é y = v/2x + 1, calcule o erro absoluto
cometido na aproximagdo de y(1). Resp.: y(1)=1,3863, & =0,3456
(P59) Considerando o PVI

y' =5y =3x2-10, y(3) =1

e usando o método de Runge-Kutta de 42 ordem com h = 1/4, calcule y(4). Resp.: 730, 8669



Capitulo 7

Método dos Minimos Quadrados

7.1 Introducao

Dado um conjunto de pontos do plano A, B, C, D, ... neste capitulo estamos interessados em
encontrar a equagdo de uma curva y = f(x) cujo grafico passe o mais préximo possivel de todos
esses pontos. Neste caso, dizemos que a curva se ajusta aos pontos dados. Por exemplo, se os
pontos dados forem “quase colineares”, podemos querer encontrar a equacao dareta y = ax + b
que passa perto deles.

B Caso 1: reta

Mas, nem sempre os pontos dados podem ser “quase colineares”. As vezes, eles podem sugerir
outros formatos como o de curvas exponenciais, parabolas, hipérboles, sendides, etc. Por exemplos,
os pontos A, B, C, ... da figura a sequir, sugerem um formato de curva exponencial y = be?~.

73
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Caso 2: curva exponencial

Normalmente, os pontos A, B, C, ... sao dados em forma de tabela. As fontes desses dados
podem ser as mais diversificadas:

e Podem ser provenientes de experiéncias realizadas em um laboratério de Fisica (por exemplo,
medi¢cao de velocidade em fun¢do do tempo v = vy + at);

e Podem ser provenientes de experiéncias realizadas em um laboratério de Quimica;

e Podem ser dados referentes ao crescimento da populacdo de uma cidade (crescimento expo-
nencial);

e Podem ser dados referentes ao crescimento do nimero de computadores conectados a Internet
(crescimento exponencial);

e etc.

A utilidade de uma equacao y = f(x) relacionada aos dados é que se pode, a partir dela, fazer
previsoes de novos valores que nao sao fornecidos diretamente.

7.2 Desvio de um ponto com relacao a uma curva

Dada a equagao de uma curva y = f(x) e um ponto do plano P = (x;, y;), definimos o desvio
de P com relagdo ao grafico de f(x) como sendo

di =y — f(x)

O d; assim definido sera positivo se y; > f(x;), serd negativo se y; < f(x;) e serd nulo se P
pertencer ao grafico. O mdédulo de d; corresponde a distancia na direcao vertical do ponto ao
grafico da funcao.
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7.3 Desvio total

Vamos definir agora uma funcao D que permita medir o quanto um conjunto de pontos esteja
se afastando de uma curva cuja equacao é dada.

Dados n pontos (x;, y;), definimos o desvio total D desses pontos com relagdo ao grafico de
y = f(x) como sendo a soma dos quadrados de todos os desvios d; calculados em cada ponto:

D= d>=d}+di+-+d.
i=1

Observacao:

Se nao tivessem sido usados os quadrados na definicao de desvio total, alguns desvios negativos
poderiam cancelar os desvios positivos no cdlculo do somatério. Por causa disso, correriamos o
risco de ter um desvio total nulo com pontos acima e pontos abaixo do grafico da funcao — o que
poderia levar a interpretacao equivocada de que os pontos pertenceriam ao grafico.

Exemplo 7.1 Calcule o desvio total dos pontos

x| 1L0]20]25]38]|60
vi|-1.0l05]21[45]|88

com relacdo a reta de equacdoy = f (x) = 2x - 3.
Os desvios em cada ponto sao dados por:
oedi=y —f(xy)=-1-f1)=-1—-(-1)=0,
e b=y, —f(x)=05-1(2)=05-1=-0,5,
e d3=)y;3—f(x3)=2,1-1(2,5)=2,1-2=0,1,
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o dy=y,—f(x)=45-7(38)=45-46=-01,
o ds=y5 —f(xs)=8,8—f(6)=88—-9=-0,2
O desvio total é dado por
D=d?+d}+d3+di+d>=0+025+0,01+001+004=0,31.

Como o desvio total é préximo de 0, concluimos que a reta dada passa perto dos pontos dados.

7.4 Caso linear

Dados n pontos (x;, i), vamos determinar a e b de tal forma que a reta y = f(x) = ax + b se

aproxime do conjunto de pontos o maximo possivel.
Neste caso, o desvio total desses pontos com relacdo a f(x) é

D = Z d? = Z(y/ — f(x))* = Z(y,- — ax; — b)?

0 que mostra que D depende de a e de b.
Para a reta ser préxima dos pontos dados, o desvio total D deve ser minimo. Como D depende

de a e b, entdo as derivadas 22 e 22 devem ser nulas:

n

= "[2(y; — ax; — b)(—x)] = 0

i=1

oD
0a

oD
o5 = 2_[2n—ax —b)(-1)] =0
i=1
As duas igualdades anteriores sao equivalentes a

2 z:(ax,-2 + bx; — xiy;)) =0

i=1
n

2) (ax+b—y)=0
i=1

Dividindo por 2 e separando cada somatdério em somatérios menores, obtemos
DTS SO SPTR:
DRED WED AL,
n

Usamos > significando o mesmo que E .
i=1
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Como > b=b+ b+ + b= nb, temos que a e b sdo calculados resolvendo-se o sistema linear
————

n parcelas

BZXI-z—i‘bZX,‘ = Zx,-y,-
ay.xi+nb = >y

Resolvendo-se o sistema linear anterior, determinamos os valores de a e b:

5= nY XY= D%, Yi
ny o xt—(0x)?
h— ny—aZx,-_
n

Assim, dados n pontos (x;,y;), para encontrar a reta y = ax + b que mais se aproxima deles,
procedemos da seguinte forma:

e Calculamos os quatro somatérios > x;, Dy, >. x> e > Xy
e Usamos as férmulas acima e calculamos os coeficientes a e b da reta.

Este procedimento é denominado método dos minimos quadrados.*

Observacao:
O somatdério Y x? ndo deve ser confundido com (3~ x;)?, nem > x;y; com > x> yi.

Exemplo 7.2 Determine a reta y = ax + b que mais se aproxima dos pontos

x| 1,0|15]20]25]|30
vi| 24 41]48]60]68

segundo o método dos minimos quadrados.

Solugdo: S3o 5 os pontos (x;, y;) dados na tabela. Logo, n = 5. Calculando os quatro somatdérios
que aparecem nas férmulas anteriores:

> x=10+15+20+25+3,0=10,0
o> x*=1,02+1,5°4+2,02+2,52+3,02=22,5
>y =24+41+48+60+6_8=241

> xy,=10-2,4+1,5-41+2,0-4,8+2,5-6,0+3,0-6,8=053,55

*conhecido na Estatistica pelo nome de regressio linear
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Finalmente, obtemos

N> xyi—> x>y 5-53,55—10,0-24,1
nY>x?—(>.x)?2  5-22,5-(10,0)2

=214

—aYx  24,1-214-10,0
p— 2= naZx - : — 0,54

Dessa forma, a reta que mais se aproxima dos cinco pontos dados é

y =2,14x + 0, 54.

Abaixo, temos o grafico da reta encontrada, com todos os pontos dados.

Se calcularmos o desvio total dos pontos dados com relacao a reta, obtemos D = 0, 239.

7.5 Reducao ao caso linear

As féormulas que fornecem os coeficientes da reta dos minimos quadrados pode ser aplicadas
a diversos tipos de outras funcoes, se for feita antes mudancas de varidveis para transformar as
diversas equacoes na equacao de uma reta. Algumas dessas funcdes sao:

e y = be? (funcao exponencial de base e)

e y = ba* (fungdo exponencial com base qualquer)
e vy = bx? (funcdo potencial)

e y = ax? + b (fungdo quadratica)

_ 1 = -
e y = 5 (fungdo racional)
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e y = +/ax + b (funcdo irracional)
® y = > (fungdo de crescimento logistico)

Exemplo 7.3 Determine a curva y = be® que mais se aproxima dos pontos

x|los|10]15]17]|23
vi|25]33]43[48]62

segundo o método dos minimos quadrados.

Solucao: Devemos fazer uma tentativa de mudar as varidveis para transformar a equacao dada na
equacao de uma reta. Se conseguirmos, usamos féormulas anteriores para calcularmos os valores
de ae b.

Em toda equacao que apareca alguma exponencial, pode ser uma boa idéia aplicar logaritmos
aos dois membros da equacgdo para ver o que acontece: y = be®™ = Iny = In(be?) = Iny =
Inb+In(e™) =Iny = Inb+ax&/e/:> Iny = ax+Inb.

Na equacao obtida, Iny = ax +1 In b, fazemos as seguintes mudancas de varidveis Y = Iny e
B = Inb e, com isso, obtemos: Y = ax + B que é a equacao de uma reta nas novas variaveis,
conforme queriamos.

A variavel y estd associada aos dados y; da tabela. Logo, se mudamos o y para Y =Iny, os y;
também devem acompanhar essa mudanca, ou seja, devemos aplicar logaritmos a eles. Obtemos
dessa forma uma nova tabela, construida a partir da tabela dada:

x| 05 | 1,0 | 15 | 1,7 | 23
Y; | 0,9163 | 1,1939 | 1,4586 | 1,5686 | 1,8245

Observe que nenhuma modificacao foi feita nos valores de x; porque nao ha mudanca de varidvel
envolvendo o x.

Os dados da tabela anterior estao associados a equacao da reta Y = ax + B. Logo, podemos
calcular os coeficientes a e B através de féormulas ja vistas anteriormente. Para isso, precisamos
calcular os quatro seguintes somatérios:

> x=05+10+15+17+23=7,0

> x*=0,524+1,02+1,52+1,7°+2,32=11,68

> XY, =0,509163+1,0-1,1939+1,5-1,4586+1,7-1,5686+2,3-1,8245 = 10, 7031
e > Y, =0,9163+1,1939 + 1,4586 + 1,5686 + 1, 8245 = 6, 9620

A partir dai, podemos calcular a e B usando as conhecidas férmulas:

ny xYi=3 x> Y __ 510,7031-7,0-6,9620 __ 0. 5087

® A= I 511,68—7,02

o B = LYax _ 6.9620-0508710 _ ) 6503,
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Como B = Inb, temos que b = ef = 06803 — 1 9744,
Como a = 0,5087 e b = 1,9744, temos que a curva exponencial que mais se aproxima dos
pontos da tabela dada é:
y = f(x) =1,9744%°087%

Observacao:

Calculando o desvio total D = Y (y; — f(x;))? com os pontos dados inicialmente e a funcdo
f(x) calculada, obtemos D = 0, 0453, que, sendo préximo de O, comprova que a curva exponencial
obtida realmente passa bem perto de todos pontos dados.

Exemplo 7.4 Determine a curva y = bx? que mais se aproxima dos pontos

x| 05]1,0]|40]80
vi|20]30]65]80

segundo o método dos minimos quadrados.

Solucao: Devemos tentar obter a equacao de uma reta a partir de uma mudanca de varidveis da
equacao dada. Para isso, aplicamos logaritmos aos dois membros da equacao: y = bx? = Iny =
R . R o . B ~
In(bx?) = Iny =Inb+1In(x?) = Iny = Inb +alnx =Y = aX + B que é uma equagdo de reta
% B X
nas variaveis X e Y, onde X =Inx, Y =Iny e B=Inb.

Como as mudancas de varidveis envolvem tanto o x, quanto o y, devemos aplicar essas mesmas
transformacoes nos x; e nos y; da tabela dada, ou seja, devemos construir uma nova tabela aplicando
logaritmo natural a todos os dados iniciais:

Xi =Inx; | -0,6931 | 0,0000 | 1,3863 | 2,0794
Yi=Iny || 06931 | 1,0086 | 1,8718 | 2,0794

Como essa nova tabela estd relacionada com a equacao da reta Y = aX + B, podemos calcular os
valores de a e B usando as férmulas ja conhecidas:

en=4, S X;=2,7726, S.Y;=5,7429, S X2 =6,7261, S XY, = 6,4384

N> XYi=> Xiy Y =0 5115

® A= XX

Obtivemos assim que B = 1,0812 e, como B = Inb = b = eB, temos que b = e:%812 = 2 0481.
Portanto, a curva procurada neste caso é

y = 2,9481x%511°,

O grafico da curva encontrada estd construido logo a seguir, acompanhado dos 4 pontos dados
inicialmente.
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T T T T T T T T T T T
EI 1 2 a3 4 5 & 7 a a 10 11

Exemplo 7.5 Usando o método dos minimos quadrados, determine a equagcdo y = f(x) de uma
curva que mais se aproxime dos pontos da tabela:

x| 1.4 ]16|20]27]55]80
vill100]65]40]25|05]02

Solucao: Este problema admite uma infinidade de solucdes diferentes porque existem infinitos tipos
de curvas que se aproximam de um conjunto de pontos dado. Para resolvé-lo, devemos escolher
um tipo particular de curva. Para nos orientarmos nessa escolha, podemos, por exemplo, ver que
tipo de curva esta sendo sugerido pela disposicao dos pontos no plano.
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1 ~
pranyy Ent3o, como uma

passa 0 mais proximo

Os pontos da tabela parecem estar perto de um ramo de hipérbole y =
das possivels solucoes, vamos determinar a e b tais que a curva y =
possivel dos pontos dados.

A primeira coisa a se fazer é descobrir se é possivel transformar essa equacao na equacao de
uma reta, através de uma mudanca de varidvel.
Neste caso, isso é possivel porque basta inverter os dois membros da equacao para obtermos:
= ax+ b. Fazendo Y = 1/y, obtemos Y = ax + b que é uma reta nas variaveis x e Y. Aplicando

ax+b

|

éssa transformacao nos pontos da tabela dada, obtemos:
x || 14 | 16 | 20 | 27 | 55 | 80
Y= \ 0,1000 \ 0,1538 \ 0,2500 \ 0,4000 \ 2,0000 \ 5,0000

Usando que n = 6 e os pontos (x;,Y;) da tabela acima, calculamos os seguintes somatorios:
Sox=21,2, > x?=110,06, >.Y;=7,9038, > xY;=52,9662.
Substituindo cada um dos somatdrios anteriores nas férmulas

5= ”ZX/Y/—ZX/ZY/
nd> o xt — (22 x)?

b Y Yi—ay x

n

obtemos: a=10,7123 e b= —1,1994.
Portanto, a equacao da hipérbole procurada é

1
T 0 7123x —1,1994°

y

Exemplo 7.6 Determine a e b de modo que a curvay = f(x) = a-+ blnx se aproxime dos pontos
(x;, yi) da tabela

x| 1] 2] 3] 4 | 5
vi|/2,98]6,45 8,50 | 10,00 | 11,00

e determine o desvio total desses pontos com relacdo a curva dada.

Solucao:
A equacao y = a + blnx pode ser transformada na equacao de uma reta se for usada a

X
transformacao X = In x; com isso, a equacao transformada é y = a + bX.

Aplicando a transformacao X = Inx nos pontos x;, obtemos a seguinte tabela transformada:

X; | 0,0000 | 0,6931 | 1,0986 | 1,3862 | 1,6094
vi| 2,98 | 6,45 | 8,50 | 10,00 | 11,00
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A partir dai, calculamos os somatdrios > X, = 4,7874, ZX,-2 = 6,1995, Xy, = 38,93 e
> X,y = 45,3757. E, finalmente, obtemos b = %m =50141e a= @ = 2,9849.
Logo, a equacao procurada é l

y =2,9849 45,0141 Inx

Note que os coeficientes a e b da reta estao trocados com relacdo a outros exemplos anteriores.
O desvio total dos pontos é dado por

D=%(y,—f(x))*= (2,98 —f(1))*+ (6,45 — £(2))* + (8,50 — £(3))?
+ (10 — £(4))? + (11 — £(5))> = 0, 0072.
7.6 Usando a calculadora para calcular a curva dos minimos quadrados

A maioria das calculadoras cientificas atuais, tém implementados as férmulas para o cdlculo de
a e bdacurva y = f(x) dos minimos quadrados.

No caso da calculadora CASIO, as teclas que devem ser pressionadas sao as seguintes:

e Pressionam-se as teclas \ Shift\ \ MODE \ para limpar a memoaria a ser usada nos calculos.

e Seleciona-se o tipo de funcao a ser utilizada. Para isso, pressionam-se as teclas e
uma tecla que corresponde ao nimero da funcao selecionada. Alguns tipos sao:
(1) Lin - linear y = a+ bx
(2) Log - logaritmica y = a+ blnx
(3) Exp - exponencial y = ae®
(1) (depois de pressionar a seta para a direita) Pwr - potencial y = ax”
(2) Inv - hipérbole y = a+ b/x
(3) Quad - quadratica y = a + bx + cx?
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e Fornecem-se os pontos separando-se as coordenadas por uma virgula e pressionando-se

assim que for digitada a segunda coordenada. A cada ponto fornecido é mostrado o
valor de n que é o contador de pontos digitados. Por exemplo:

1 ] 7 M+| n=1

4 ] 5 M+| n=2

53 [ 48 M+| n=3

-7 ] —3.51 M+| n=4
etc.

e Apds a digitacao dos pontos, escolhe-se o que deve ser mostrado pela calculadora. Pressionando-
se | Shift e um numero de 1 a 3 pode-se mostrar o valor dos somatérios > x;, Xyi, XV,
etc.

e Pressionando-se as teclas | Shift , a seta para a direita e um ndmero 1 ou 2, pode-se mostrar
o valor de a ou b que aparecem na definicao da funcao escolhida.

Note que o formato da funcdo da calculadora pode ser diferente do formato que usamos nos
exemplos e exercicios mostrados anteriormente. Por exemplo, usamos o formato da reta como
sendo y = ax + b, mas a calculadora usa y = a + bx. Portanto, os valores de a e b aparecem
trocados no final.

7.7 Exercicios Propostos

(P60) Usando o método dos minimos quadrados, determine a reta y = ax-+ b que melhor se ajusta
aos pontos da tabela

xi || 1,00 | 1,50 | 2,00 | 2,50 | 3,00 | 3,50 | 4,00
yi|[1,00] 1,70 [2,50]3,00|3,80]4,00 | 5,15

Resp.: y =1,310714x — 0, 255357
(P61) Determine uma fun¢do f(x) = be® que melhor se ajusta aos pontos da tabela

xi || 1,00 | 1,50 | 2,00 | 2,50 | 3,00 | 3,50 | 4,00
yi|[2,00]3,70 | 4,50]5,00 7805508, 00

Resp.: y = 1,790153 0392982«

10
ax?+b

(P62) a) Determine uma fungdo y = f(x) = que melhor se ajusta aos pontos da tabela

x; || 4,00 | 3,00 | 2,00 | 1,00 | 0,50
yi [ 0,75 ]1,70 2,50 | 3,00 | 5,20
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b) Calcule o desvio total (isto é, a soma dos quadrados dos desvios ou residuos de cada ponto)
dos pontos dados com relacdo ao grafico de f(x).

10
D=1 4
0,665492x2 + 1,668191" 909843

Resp.: vy =

(P63) Determine a equacao da hipérbole H da forma y = a+ f que melhor se ajusta aos pontos
da tabela

x| 1]2]3]4

vil[12][7]5]2
e calcule os desvios d; de cada ponto da tabela com relacao a H.

12, 184615
Resp.: y = 0,153846 + —————, (d;) = (~0,338, 0,753, 0,784, —1,200)

. - b _
(P64) Determine a equacdo de uma curva y = — que melhor se ajusta aos pontos
X

x| 5| 4] 3|21
yi /0,05 ]0,12 | 0,25 | 0,90 | 7,00

e calcule os desvios d; de cada ponto da tabela com relacdo a essa curva.

7,155142
Resp.: ¥ =~ oseers + () = (~0,004, 0,0125, ~0,0067, 0,0233, —0,1551)

(P65) Consideremos y = ax + b a reta que mais se aproxima dos n pontos (xi, 1), ..., (Xn, Yn)
segundo o método dos minimos quadrados. Mostre que essa reta passa pelo ponto (X, ¥) onde X
€ a média aritmética dos x; e ¥ € a média aritmética dos y;, com /i € {1,..., nt.

100

(P66) Determine uma curva do tipo y = que se aproxime dos pontos

4+ be
|| -2|-1]0o] 1 |2
vi|24]20|9][18]0,4

de acordo com o método dos minimos quadrados.

S 100
Resp.: ¥ = 176 sasaersmor
(P67) Dados os pontos (x;, y;) com i =1,2,..., n, mostre que se y = ax® + bx + ¢ é uma curva

tal que D = Y (y; — ax? — bx; — ¢)? assume um valor minimo, entdo (a, b, ¢) é solugdo do seguinte

sistema linear:
Yoxt 3 N a > XY
YXPIXE X b =1 X xvy
YXP XX on c DY

(P68) Determine a equacdo da pardbola y = ax® + bx + ¢ que mais se aproxima dos pontos

x| -1]o 1] 2 | 3 |4
vi | 16,8]3,9[-5]-9,8]—-10,5| -8
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de acordo com o método dos minimos quadrados.
Resp.: y = 1,9607x% — 10, 7964x + 3, 9642

(P69) Consideremos um conjunto de n pontos P = (xi,y1,21), P» = (X, ¥, 2),

Py, = (X, Yn, o) no espaco tridimensional, a equa¢do de um plano z = ax + by + ¢ e uma fungao
desvio total definida por D(a, b, ¢) = Y. [(ax; + by; + ¢) — z]?. Mostre que se D(a, b, ¢) assumir
um valor minimo, entdo (a, b, ¢) € solucao do sistema linear

> X/2 DoXiVi DX a Yo XizZi
SoXivi 2 VE DV b|{=1>vz
Z X Z Vi n C Z Zj

(P70) Dados os pontos P; = (1, 2, 15), P, = (2, 1, 2), P = (-1, =1, &), A =(0, 1, &),

Ps= (1,0 &), B = (3, 2 2) P = (-2, —2, 12), determine o plano z = ax + by + ¢

que mais se aproxima desses pontos de acordo com o método dos minimos quadrados descrito no
exercicio anterior.  Resp.: z =3,02129x — 5,01333 y 4 7,99354

(P71) Uma fungdo y = f(x) definida em um intervalo [a, b] pode ser aproximada por um polinémio
de grau m, p(x) = amx™ + am_1 X"+ -+ + a;x + ap, usando o método dos minimos quadrados.
Para isso, deve-se minimizar o desvio total que é dado pela seguinte integral:

/ [p(x) — F(x)]? dx = / [amx™ + -+ aix + ap — f(x)]? dx.

As condicbes necessarias para o valor minimo dessa integral levam a um sistema linear com m+1
equacoes e m+ 1 variaveis an,, - -+ , a1, do.

b
/ [amX™ + am_1X™ P4 ax +ag — F(X)] - x¥dx =0,
a

com k=0,1,2,---m. Baseando-se nessas informacoes, em cada um dos casos a sequir, determine
um polinémio p(x) de grau m que aproxima f(x) no intervalo [0, 1]:
o f(x)=sen(%), m=3, Resp.: p(x)=—040x>—0,24x> +1,64x — 0,05

e f(x)=In(x+4), m=2, Resp.: p(x)=0,2723x?+ 0,5003x + 1, 3424

1
o f(x)= 1 "= 3, Resp.: p(x) =0,670x®>—0,728x> —0,350x + 0, 943



Apéndice A

Derivadas

Neste capitulo, mostramos brevemente como calcular derivadas de forma aproximada.

A.1 Cailculo aproximado de derivadas

De acordo com a defini¢ao de derivada de f(x),

f(x+h)—f(x)

Filx) = Jim h
F(x + h) — F(x)

Portanto, se h for préximo de 0, a razao é proxima de f'(x).

h
Se f'(x) existir, entao

f(x+h)—rf(x—h) f(x+h) —f(x)+f(x)—Ff(x—h)

e 2h =0 2h
= %m (f(” hf)) mLICI ;(X — h)> = %(f’(x) +F(x)) = F(x).

f(x+h)—f(x—h)

Concluimos a partir dai que também é uma aproximacado para f'(x) se h for

proximo de 0. Pode-se mostrar que essa ultima aproximacao é bem melhor do que a primeira que
foi mostrada anteriormente.

A.2 Derivadas de ordem superior

Uma vez definida uma aproximacao para f'(x) fica facil obter aproximacgdes para f”(x), f"(x),
etc. Usando a férmula anterior varias vezes temos

~ Fi(x + h) — F/(x — h) ~ f((x+h)+h)2—hf((x+h)—h) _ f((x—h)—l—h)z—hf((x—h)—h)
- 2h - 2h
87

"(x)
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de onde obtemos que
” f(x—|—2h)—2f(x)+f(x—2h)
Fi) = 4h?

A partir de (x) ~z TOHNTTOCD) ohtemos também que

F((x4h)+2m) —2F (- h)+F((x+h)—2h)  F((x—h)+2h)—2F (x—h)+F((x—h)—2h)

f///(X) ~ 4h2 T 4h2

que é 0 mesmo que

F1(x) ~ f(x+4+3h) —3f(x+ h)8—/|;33f(x —h)—f(x— 3/7).

E assim, de modo andlogo, podemos obter outras derivadas de ordem superior.

A.3 Derivadas parciais

Derivadas parciais podem ser calculadas de forma aproximada pelas expressoes:

of _f(x+hy)—f(x—hy)
ax XV oh

of f(x,y+h)—f(x,y—nh)
onde h é um valor constante préximo de zero.

A.4 Exemplos

Exemplo A.1 Sendo f(x) = v/2x?> —3x + 5, vamos calcular uma aproximacao para f'(2) usando
h =0, 00001.

e Se usarmos a aproximagao w para f'(2), obtemos f'(2) ~ 0, 94491327482515

e Se usarmos a aproximacdo M para f'(2), obtemos f'(2) ~ 0,94491118252105

e Como f'(x) = 5=5—=—, temos que f'(2) = 0,94491118252307. Portanto, o valor melhor
aproximado é o do item anterior.

Exemplo A.2 Seja f(x) = ﬁ Escolhendo h = 0,0001 vamos calcular f""(a) para um valor de

a escolhido. Para a =1, obtemos

f(1+3-0,0001) — 3f(1 + 0,0001) + 3f(1 — 0,0001) — £(1 — 3-0,0001)
8-0,00013

f”/(l) ~ = 0,679581.
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Neste caso, depois de um certo trabalho, podemos obter a derivada terceira de forma exata:

x2e~ 6xe~ 6e~ 12x3eX 60x%e~ 48xeX
Crer Tt arer Trer 010F 01aP
72x%eX 216x3eX 192x°eX
D R S T A G

f///(X) —

e, a partir dai, f""(1) = 0,679570.

Exemplo A.3 Sejam f(x,y) = (x* + y?)®* e h=10"°. Calcule §£(1,2) e §5(5,3).

af F(1+h2)—f(1—-h2)

e 5 (L2)= 5 = —2, 715588192536
of f(5.3+h)—f(5,3—h)

¢ 5,53~ 5 — 0, 136112005888

Pode-se verificar que cada um desses valores tem pelo menos 9 casas decimais corretas (livres de
erro).

A.5 Exercicios Propostos

(P69) Sejam f(x) = eV1™ e h =0,00001. Calcule uma aproximacdo para f'(4).
Resp.: 59, 90699730

(P70) Mostre que se for usada a aproximacao f'(x) ~ w entao a derivada segunda pode
ser aproximada por

,, f(x+2h)—2f(x+h)+f(x)

F(x) ~ -

e que a derivada terceira por

F1(x) ~ f(x+3h) —3f(x—|—2h/;) +3f(x+ h) — f(x).

(P71) Sendo f(x) = Xf;;, usando h = 0,001 calcule uma aproximagao para " (2).

Resp.: 0,231082 (o valor exato é 0,230908)
(P72) Obtenha aproximagdes para as derivadas segundas % giy’; e aaxa calculadas em (x, y).

Resp.: %(X,y) ~ f(x+2h,y)—2f£;éy)+f(x—2h,y), aZf(X y) ~ f(x.y+2h)— 2f£22y)+f(xy 2h).
&f (x,y) ~ f(x+hy+h)—f(x+hy—h)—f(x=hy+h)+f(x— Ty h)
Oxdy Y~ e




Apéndice B

Sistemas Nao Lineares

Neste capitulo, descrevemos e exemplificamos um método simples para resolucao de alguns
sistemas nao lineares.

Sistemas nao lineares ocorrem sempre que quisermos saber quando dois fendmenos descritos por
equacoes nao lineares ocorrem simultaneamente. Consideremos, por exemplo, o toro parametrizado
por

F(u,v)=((10 —5sen(u))sen(v),5cos(u), (10 — 5sen(u)) cos(v))

e o cilindro
G(r,s) = (s,5cos(r),5sen(r))

que estao desenhados na seguinte figura:

Sua intersecao é uma curva que é solucao do seguinte sistema nao linear de 3 equacdes nas
varidveis u, v, r, s:
(10 — 5sen(u))sen(v) =s
5cos(u) = 5cos(r)
(10 — 5sen(u)) cos(v) = 5sen(r)

90
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Em geral, é muito dificil ou impossivel encontrar a equacao de uma curva dessas. O que podemos
fazer é calcular numericamente as coordenadas de cada ponto da curva de forma aproximada. E
Isso que esta destacado na figura a sequir:

B.1 Sistemas nao lineares

Definicao B.1 Um sistema nao linear é um sistema de equacdes onde pelo menos uma das equacoes
nao é de primeiro grau nas suas variavers.

3x°+5y°=5
7x —2y* =9

3x+5y =5

30 6 | .
7x —2y =9 Nnao e linear

Por exemplo, { é um sistema linear, enquanto que {

B.2 O método de Newton para sistemas

f(x,y)=0
g(x,y)=0"
h, k € Rtais que x; = xp+h ey, = yp+k, temos que o desenvolvimento em série de Taylor em torno
f(x0. Yo) + h%(xo,)/o) + kg—;(Xo,)/o) =0
9(x0. %) + h52 (%0, ¥0) + kg—g(Xo,YO) =0
que pode ser escrito no seguinte formato de equacao matricial:

{ f(x0. o) ] + [ 52 (%0, ¥0) 55 (%0, %0) } [ h } _ [ 0 }

9(x0. o) %(Xo,yo) g—g(Xo,yo) k 0

Consideremos o sistema { Dada uma aproximagdo inicial da solucao (xg, yo) €

de (xo, yo) até ordem 1 das equagdes do sistema fornece {

de onde obtemos:

[ h ] - { 5 (x0.30) 5 (%0, %0) ] [ f(x0. 0) ] |

%(XOJ/O) g—g(XO,YO) 9(x0. o)
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ou seja,

1

ay(Xo ¥0) —g—;(XO,YO) ] [ (X0, ¥0) 1

h N
{ k ] - aX(Xo yo) (Xo Yo) — (Xo J/o)ax(Xo Yo) [ aX(Xo Yo) %(XO,YO) 9(x0. ¥0)

que equivale a

=
1 5200, %)  —50(0x0. %) ] { f(x0. ¥o) ] _

- 3g
%(XO,YO)%&(XOYYO) - g_;(XO,YO) (X0, ¥0) [ 52 (X0, Y0) %(XO:J/O) 9(x0. Yo)

De modo semelhante podemos obter que

=0

1
- gi(xl )/1)ay(X1 1) — (Xl }/1)5X(X1 y1) { ax(Xl y1) X(le)/l)

Zy(xl ¥1) gy(Xl 1) } [ fEXIvYI; }
90 n

e, em geral,

=0
Yn+1 Yn
1

- 15)
gi(xnv)/n)ay(xnv%v) g;(xnv)/n)ax(xn,)/n) { _a_g(xn:Yn) %(Xn:yn)

paran=20,1,2,3,---

520 yn) =55 vn) } { fEXn:yn§ }
9(%n Y

B.2.1 Algoritmo para resolucao de sistema 2 x 2

f(x,y) =

Consideremos um sistema de equacoes { glx.y) = com aproximacao inicial (xg, o) da sua

solucao e erro igual a €. Para determinar sua solucao, seguimos 0S seguintes passos:
1) Fazemos n =0
2) Calculamos A = (x4, ) € B = g(Xn, ¥n)

3) Calculamos todas as derivadas de ordem 1 no ponto (x,,y,), ou seja, calculamos
= %(Xnvyn)v D= %(Xn,Yn), E= %E(Xnvyn) e F= (%%(Xnvyn)-
4) Calculamos d = CE — DF

5) Calculamos h = # e k = BC;AE
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6) Calculamos x,.1 =X, +he yp1 =Yyn+ K

6) Calculamos A = vVh?2 + k2. Se A < € encerramos e dizemos que (X,+1, Ynt1) € a solucao
+1, Yo+
aproximada do sistema; senao, incrementamos o valor de n de 1 unidade e retornamos ao item

(2)

B.2.2 Sistemas nao lineares 3 x 3

Para sistemas com um nidmero maior de equacoes, podemos obter férmula semelhante a anterior.

f(x,y,z)=0
Por exemplo, para sistemas 3 x 3 do tipo { g(x,y,z) =0 temos a seguinte férmula de resoluc3o:
h(x,y,z) =0
-1
Xn+1 Xn %(Xn:ynyzn) g_;(xn:ynyzn) %(Xn:ynvzn) f(Xn,yn,Zn)
Ynr1 | = | Yn | — %(Xnv)/nvzn) g_g(xanmZn) %(Xnvynvzn) 9(Xn, Yo Zn) |
Zni1 Zn 82 (Xn Y 20) 5y (Xns Vi Zn)  52(Xn, Vi, Zn) h(Xn, Y. Zn)
para n = 0,1,2,3,--- Dado € > 0, os termos da sequéncia sao calculados até que

A = /(Xor1 — X%0)2 + Wns1 — Yo)2 + (Zor1 — 20)2 < €. O dltimo terno (X, s, 2,) calculado é
considerado a solucao aproximada do sistema.

B.3 Exemplos

Exemplo B.1 Vamos determinar a solucdo do sistema

x* -5 =1
{ sen(3x) + sen(5x) =y

Um graficos das curvas definidas por essas equacoes estd mostrado a sequir:

A
1 \//V

(S

AVANAWN
'

EN




94

APENDICE B. SISTEMAS NAO LINEARES

Como as curvas se encontram duas vezes, o sistema tem duas solucoes distintas.

Observando os pontos de encontro das curvas, escolhemos xo = 1,5 e yo = —0,5 como sendo

aproximacao inicial da solucdo do sistema. A partir dessa aproximacao, depois de 6 iteracoes,

obtemos a seguinte solucao aproximada do sistema: x = 1,090133397 e y = —0, 868080234.

] n H Xn Yn H h k A
0 1,5 —-0,5 —0,397721830 0,022661967 0, 398366940
1 1,102278169 | —0,477338032 —0, 028156938 | —0,402149840 0,403134354
2| 1,074121231 | —0,879487873 0,016638427 0,008857277 0,018849101
31 1,090759658 | —0,870630596 || —6,26074-10"% | 0,002546589 0, 002622419
4 | 1,090133584 | —0,868084006 || —1,87235-10"7| 3,77275-107° | 3,77739-10°°
51 1,090133397 | —0,868080234 | 1,43586-10"%2 |9, 04278107 | 1,69689 10 '
o L00013397T 0cesosoZd = =
Se tivéssemos usado a aproximacao inicial xo = —1,5 e yo = 0,5, entado obteriamos a solucao

x = —1,090133397 e y = 0, 868080234

Exemplo B.2 Determinar uma solucdo aproximada do sistema

com erro inferior a € = 107".

Sejam f(x,y) = cos(x+y)—e > +x2—y2—5eg(x,y) = ysen(x) —yeX—x3+1. Tentamos
varios valores para x e para 'y e observamos que quandox =2 ey = —1 temos f(2, —1) ~ —1, 509
e g(2, —1) =~ —0,520. Como sao resultados relativamente pequenos, consideramos a possibilidade
do sistema ter solucdo proxima de (2, —1).

cos(x +y)—e X +x2—y?=5
ysen(x) +1=x3+ ye

Assim, aplicamos o algoritmo descrito em B.2.1, partindo de xo = 2 e yo = —1. A partir dessa
aproximacao inicial, depois de 5 iteracoes, obtemos a seguinte solucao aproximada do sistema:
x = 2,5105953054 e y = —1, 2646405707.

] n H Xn Yn H h k A
0| 2,000000000 | —1,000000000 | 0,641826961 0,495786238 0,811015315
1] 2,0641826961 | —1,495786238 | —0,124205797 | 0,197175658 0,233035019
2| 2,517621163 | —1,298610580 | —0,007234158 | 0,033733231 0, 034500202
3| 2,510387004 | —1,264877348 || 2,08267-10"* | 2,36837-10"* | 3,15384-107*
4 || 2,510595271 | —1,264640511 || 3,34685-107% | —5,94949-107% | 6,82626-10°
5
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B.4 Exercicios Propostos

: - . : . 2x3 —y? =1
(P73) Determine uma solugdo com um erro inferior a € = 0,001 do sistema X3 Y
xXy>=y+4
partindode xp =1, yo=2. Resp.: x=1,234274, y =1,661526.

. - . - =2x2+41
(P74) Determine uma solu¢ao com um erro € < 0, 01 do sistema de equagdes Xy + 5X X2 + ,
x+3Inx=y
partindode xp =4, yo =2 . Resp.: x =3,756834, y =2, 779849.

X2 +4y*—6=0
yeX—xer —=1=0"
partindo de xo = 1,5, yo=1,5. Resp.: x =1,78599262, y = 0,91552557.

(P75) Determine uma solucdo com um erro € < 1077 do sistema de equacdes

a b c eil—fh ch—bi bf—ce
(P76) Lembrando que se M = | d e f |, entio M =% | fg—di ai—cg cd—af
g h | dh—eg bg—ah ae— bd

onde D = det(M) = a(ei — fh) + b(fg—di)+ c(dh— eg), usando o método de Newton da se¢ao
B.2.2, descreva um algoritmo semelhante ao de B.2.1 para resolucao de um sistema 3 x 3.

(P77) A partirde xo = 1,y9 = 1, zg = 1, determine uma solugcdo do sistema

In(y?+2z%) —x3z=3
cosx +xy?—e? =1
xyz —sen(x+z) =2

com um erro inferior a € = 107°.  Resp.: x = 0,3833245, y = 4,0308765, z = 1,8173736
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