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1 Introducao

Equacoes polinomiais surgem na resolucao de diversos tipos de problemas, sejam eles
problemas algébricos, geométricos ou em outras ciéncias. Muitas técnicas de resolucao
desse tipo de equacao exigem que se dé inicialmente uma estimativa (um “chute”) para
uma raiz, mesmo que seja uma estimativa grosseira (veja por exemplo [1]). Nesses casos,
se soubermos onde as raizes da equacao se encontram, fica mais facil fazer essa estimativa
inicial.

O objetivo deste artigo é mostrar férmulas simples e eficientes que permitam calcular
um intervalo da reta real ou uma regiao do plano complexo que contenham todas as raizes
da equacao, sem a necessidade de resolve-la.

Seja p(z) = apx™ +a, 2" "+ a, 12" "+ - -+ a,x™ % +a, um polindmio de coeficientes
complexos com ay # 0 e a, # 0. Se z for uma raiz (real ou complexa) de p(x), entdo

vamos mostrar que
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Observe que o indice r do radical acima é igual a diferenca entre os expoentes das
duas maiores poténcias de x do polinémio.

2 Demonstrando a formula acima

Em linhas gerais, a demonstra¢do consiste em observar que se 0 médulo de um niimero
x for maior do que ou igual a um certo valor, entao x nao pode ser raiz do polinémio.
Logo, toda raiz do polinémio devera ter médulo menor do que esse valor.

Inicialmente, observe que p(z) pode ser escrito na forma
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Usando as desigualdades |a + b > |a| — |b] e |a + b| < |a| + |b|, obtemos
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Calculando o limite da soma da progressao geométrica acima, obtemos:

((Jz[ =1)" = 4)

7 n—r+1
)] > fana™| (1 - 2AL) Jone

i |a0mn—r+1|
= —1)-A)>—
1—1/[| o] — 1 (|2l (el = 1) = 4) > o] — 1

Portanto, |z| > 14+ VA = (|| —1)" — A > 0 = [p(x)| > 0. Assim, o médulo de
qualquer raiz de p(z) nio pode ser maior do que ou igual a 1 + v/A e a férmula fica
demonstrada. Neste caso, dizemos que 1 + v/A é uma cota superior para as raizes de
p().

3 Uma cota inferior para as raizes

Suponhamos a, e a, diferentes de 0. Usando a férmula anterior, podemos determinar
um valor para o qual as raizes nao poderao ser inferiores a esse valor.
Para isto, basta lembrar que se definirmos um polinémio

q(z) = apx™ + a2’ + - - + a,x" + ag

construido invertendo-se a ordem dos coeficientes de p(z), entao as raizes de ¢(x) sdo da
forma 1/z onde z é uma raiz de p(z). Usando a férmula anterior, obtemos M > 0 tal que
|1/z| < M, e dai, |z| > 1/M. Neste caso, 1/M é dito uma cota inferior para as raizes de
p(z). Desse modo, concluimos que toda raiz z de p(z) satisfaz
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4 Exemplos

A seguir, alguns exemplos usando as formulas das se¢es anteriores.

Exemplo 4.1 Consideremos a equagio p(z) = z* — 102?> + 9 = 0. Neste caso, r =

. . —10[ |9 . ,
4—-2=2c¢e sez for uma raiz de p(z), entdo |z| < 1+ \/max{| 1] |, H}, isto €,
|z| <1+ +v10 = 4,162.

Podemos determinar facilmente as raizes dessa equagdo biquadrada que sdo 1,—1,3 e
—3. Observe que os modulos dessas raizes séo menores do que 4,162.



Exemplo 4.2 Na equacio 3z° + 2z — 523 + 22 —4=0temosn=T7er=n—4=3.
Portanto, se z for uma raiz qualquer da equacdo entdo
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Como a menor poténcia de x é 2%, temosn — s =2 e daf
1

1
2 5 1 \/5
1+ max{3 g } 1+ 4

2] > ~ 0,472

4444

Exemplo 4.3 Consideremos uma equac¢ao polinomial na qual todos os seus coeficientes
ndo nulos tém mddulos iguais a 1 (ndo importando qual seja o grau da equagdo, nem se
seus coeficientes sao reais ou compleros). Entao, usando as formulas mostradas anteri-
ormente, obtemos que todas as suas raizes tém mddulos no intervalo aberto |1/2, 2[. Em
particular, qualquer raiz z da equacdo
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satisfaz s desigualdades 1 < |z| < 2.

Observacao

A titulo de curiosidade, informamos que as raizes da equacio do exemplo 4.2 sdo aproximadamente iguais a:

—0, 8631848306
—1,1764192030
1,1197549528
0,5130729565 =+
—0,0531484161 =+

e as da equacdo do exemplo 4.3 sdo aproximadamente:

0,6445929831 +
0,0709910837 +
—0,4861832688 +

+

0,7723897749 ¢
1,1665904689 ¢

1,1638426393 ¢
1,2567363572 ¢
0, 6793098633 ¢
0,4724138411 ¢
0,1862748330 ¢
0,7208172043 ¢

—1,0639917595
—0,9530342304
—0,5498785041 —
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0,8339945922 ¢
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