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1 Introducao

O famoso programa GeoGebra, a partir de sua recente versao 5.0, pode ser usado como uma
valiosa ferramenta nos estudos de Geometria Espacial. Como ele, diversos sélidos, superficies e
curvas tridimensionais podem ser construidos sem dificuldade, assim como ocorre com o calculo
de seus comprimentos, areas, volumes e intersegoes.

O GeoGebra esta disponivel gratuitamente na Internet e pode ser copiado a partir do endereco
www.geogebra.org. Em razao da importancia e da disponibilidade desse programa, o presente
artigo fara uma breve explanagao sobre os novos recursos, novos comandos e objetos tridimensionais
acrescentados recentemente. Diversas atividades sao propostas e que podem ser realizadas em sala
de aula.

2 Visualizacao de Objetos Tridimensionais

No GeoGebra, ha varias janelas de visualizagoes disponiveis. Uma delas é a “Janela de Visua-
lizagao 3D” a qual, como o titulo j& diz, deve ser usada para visualizacao de objetos tridimensionais
tais como planos, piramides, cones, esferas etc. Essa janela pode ser mostrada tanto através da
opcao Exibir — Janela de Visualizagao 3D no menu principal do programa, que aparece na parte
superior da tela, quanto pressionando-se simultaneamente as teclas ’ Ctrl‘ \ Shift H 3 |
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A configuragao padrao da Janela de Visualizagao 3D inclui uma caixa, trés eixos x, y e z e um
plano x0y. Essa configuracao pode ser alterada ao gosto do usuario. Se for dado um clique com
o botao direito do mouse, aparecerd uma pequena janela intitulada “Janela de Visualizagao 3D”
com opcoes de alteracao. Nessa janelinha, aparece uma opcao “Janela de Visualizacao” que leva
a muitas opcoes de configuracao da visualizacao.
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Para eliminar a caixa da janela de visualizagao, deve-se desmacar a opcao “Habilitar clipping”.
As partes dos objetos que nao couberem dentro dessa caixa nao sao mostradas, a nao ser que a
opcao “Usar clipping” seja desmarcada.

Na parte superior da tela, logo abaixo da linha do menu principal, aparece uma barra de
ferramentas formada por varios icones, cada um correspondendo a determinado tipo de acao do
programa. Ao se clicar na maioria desses icones, tem-se acesso a outras opcoes. Por exemplo, o
nono icone da esquerda para a direita da acesso a seguinte lista:
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3 Desenhando e movendo pontos

Ao se pressionar no segundo icone da barra de ferramentas, intitulado “Ponto”, pode-se dese-
nhar pontos na janela de visualizacao clicando-se com o mouse em cima de um plano tal como o
plano z0y, que é mostrado como padrao. Nessa hora, o indicador do mouse assume o formato de



(A

um “x” e, ao se clicar, é definido um ponto naquela posigao. E possivel também marcar um ponto
em cima de uma reta ou de aresta de um poligono.

Um ponto também pode ser definido através de suas coordenadas z, y e z. Para isso, basta
digitar o nome do ponto e suas coordenadas entre parénteses na janela de entrada, na parte de
baixo da tela. Por exemplo, um ponto P localizado no eixo z, a uma altura de 4 unidades, pode
ser definido escrevendo-se P = (0,0, 4) nessa janela.

H& dois movimentos permitidos para um ponto previamente definido: ao longo de uma reta
(modo eixo z) ou ao longo de um plano (modo plano z0y). Deve-se dar um ou dois cliques no
ponto para se definir o modo de movimento. Nessa hora, aparecem umas setas em torno do ponto,

: ou & , € essas setas identificam o tipo de movimento permitido.

O ultimo icone da barra de ferramentas da acesso a um menu onde sao permitidas varias
operagoes de visualizagao, tais como girar, mover, ampliar ou reduzir a janela de visualizacao 3D.

4 Novos comandos

Em geral, os diversos objetos tridimensionais podem ser definidos de duas maneiras: através
dos menus da barra de ferramentas ou digitando-se comandos na janela de entrada. Esses coman-
dos podem ser digitados em portugués. Os objetos recebem nomes (rétulos) quando vao sendo

definidos e suas equagoes aparecem na Janela de Algebra. Os nomes de objetos definidos podem
ser referenciados por outros comandos definidos posteriormente.

Retas e planos
Reta[pontol, ponto2] Reta que passa por dois pontos. Ex.: Reta[A, B]
Reta[ponto, reta] Reta paralela a outra e que passa por um ponto dado. Ex.: Reta[P, 1]
Plano[ponto1, ponto2, ponto3] Plano que passa por trés pontos. Ex.: Plano[A, B, C]
Plano[retal, reta2] Plano que passa por duas retas. Ex.: Plano[r, s
Plano[poligono] Plano que contém um poligono. Ex.: Plano[poll]

Plano[ponto, plano] Plano que passa por um ponto e é paralelo a outro plano.
Ex.: Plano[P, a]

Plano[ponto, reta] Plano que passa por um ponto e por uma reta. Ex.: Plano[Q, r]

Prismas e piramides

Prisma[ponto1, ponto2, ...] Prisma cujos vértices sdo dados, o ultimo vértice em uma
base diferente da base dos outros. Ex.: PrismalA, B, C, D, E]

Prisma[poligono, ponto] Prisma com base definida por um poligono e um vértice da outra
base. Ex.: Prisma[poligl, F]

Prisma[poligono, altura] Prisma com base e altura dadas. Ex.: Prismal[polig2, 4]
Piramide[ponto1, ponto2, ...] Piramide com vértices dados. Ex.: Piramide[A, B, C, D]

Piramide[poligono, ponto] Piramide com base definida por um poligono e vértice dado.
Ex.: Piramide[poll, V]

Piramide[poligono, altura] Piramide com base e altura dadas. Ex.: Piramide[pol2, 5]



Cilindros e cones
Cilindro[curva, altura] Cilindro com base e altura dados. Ex.: Cilindro[c, 5]

Cilindro[ponto1, ponto2, raio] Cilindro circular com centros das bases e raio dados.
Ex.: Cilindro[cl, ¢2, 3|

Cilindrolnfinito[reta, raio] Cilindro circular ilimitado com eixo central e raio dados.
Ex.: Cilindrolnfinito[r, 4]

Cone|circulo, altura] Cone circular com base e altura dados. Ex.: Conelc, 5]

Cone[pontol, ponto2, raio] Cone circular com base de centro no primeiro ponto, vértice
no segundo ponto e raio dados. Ex.: Cone[P, Q, 3]

Cone[ponto, reta, dngulo] Cone circular ilimitado com centro da base, eixo central e
angulo (em radianos) entre o eixo e uma geratriz dados. Ex.: Cone[P, r, 0.3]

Conelnfinito[ponto1, ponto2, dngulo] Cone circular ilimitado com centro da base, eixo
central e angulo entre o eixo e uma geratriz dados. Ex.: Conelnfinito[P, Q, 0.4]

Esferas

Esfera[ponto, raio] Esfera com centro e raio dados. Ex.: Esfera[C, 2]

Esfera[ponto1, ponto2] Esfera com centro no primeiro ponto e que passa pelo segundo.
Ex.: Esfera[C, P]

Solidos de Platao

Cubo[pontol1, ponto2] Cubo com um aresta definida pelos pontos dados. Ex.: Cubo[A, B]

Tetraedro[pontol, ponto2] Tetraedro com um aresta definida pelos pontos dados
Ex.: Tetraedro[A, B]

Ocataedro[pontol, ponto2] Octaedro com um aresta definida pelos pontos dados.
Ex.: Octaedro[A, B]

Dodecaedro[pontol, ponto2] Dodecaedro com um aresta definida pelos pontos dados.
Ex.: Dodecaedro[A, B]

Icosaedro[pontol, ponto2] Icosaedro com um aresta definida pelos pontos dados.
Ex.: Icosaedro[A, B|

Esses comandos dos sélidos de Platao constroem o sélido com umas das faces paralelas ao plano
20y, a nao ser que seja fornecido um terceiro parametro que possa ser usado para se obter a diregao
de uma face. Ex.: Cubo[A, B, retal, Tetraedro[P, Q, plano]

Curvas e superficies

Superficies e curvas no espaco podem ser construidas através dos comandos “Superficie” e
“Curva”, usando-se suas equagoes paramétricas.

Superficie[f(u, v), g(u, v), h(u, v), u, a, b, v, ¢, d] Superficie parametrizada por
T = f(uav)a y:g(U,U), ZZQ(U,’U), a<u<bc<v<d
Ex.: Superficie[u*cos(v), u*sen(v), v, u, -2, 2, v, 0, 6.29]



Curval[f(t), g(t), h(t), t, a, b] Curva parametrizada por = = f(t), y = g(t), z = h(t),
a <t <b Ex.: Curvalt*sen(3*t), t*cos(3*t), 5*t, t, -7, 7]

O Grafico de uma funcao de duas variaveis pode ser construido digitando-se na janela de entrada
sua equacao, por exemplo, f(x, y) = x"2 + y~2 .

5 Sugestoes de atividades

A seguir, fornecemos varios exemplos de utilizagao do programa que podem ser usados como
atividades de exploracao de diversos conceitos de Geometria Espacial.

5.1 Retas reversas

Inicialmente, exploramos o conceito de retas reversas, observando duas retas em diferentes
posicoes. Para isso:

e Eliminamos os eixos da janela de visualizacao — basta pressionar com o botao direito do
mouse na janela e dar um clique em “Fizos”.

e Construimos dois planos: um é o plano z = 0 (que j& aparece na janela no inicio) e o outro
¢ o plano x = 0. Para isso, basta digitar na janela de entrada suas equacoes.
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e Selecionamos a opcao ® = “Ponto” na barra de ferramentas e marcamos trés pontos A, B, C
em um plano e um ponto D no outro plano.

e Selecionamos ] “Reta” na barra de ferramentas e clicamos em A e B para definir a reta
AB e, depois, em C' e D para definir a reta CD.

e Selecionamos a opgao s “Girar Janela de Visualizagao 3D” na barra de ferramentas e, com
o auxilio do mouse giramos a caixa da janela de visualizacao e observamos que as retas AB
e C'D nao sao paralelas, nem coincidentes e nem concorrentes. Logo, sao retas reversas.
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Piramide e prisma — alturas e volumes

Neste exemplo, construimos uma piramide e um prima de mesma base e mesma altura. Ob-
servamos a relagao entre seus volumes (que aparecem na Janela de Algebra), que um é o triplo
do outro. Podemos observar também que quando os vértices se deslocam mantendo-se a mesma
altura de cada solido, os volumes nao variam.

Definimos um plano de altura 4. Para isso, basta escrever a equacao z = 4 na janela de
entrada.

Desenhamos um poligono no plano da base (z = 0), por exemplo um quadrilatero ABCD.

. ,
Para isso, basta usar a opcao ¢« “Poligono” da barra de ferramentas e marcar os pontos.
Deve-se fechar o poligono clicando-se em cima do primeiro ponto marcado.

A
Definimos dois pontos F e F' pertencentes ao plano z = 4. Para isso, usamos a opgao
“Ponto em objeto” da barra de ferramentas e clicamos em duas posi¢oes no plano.

Desenhamos uma piramide de base ABCD e vértice E. Para isso, digitamos o comando

3
Piramide[A, B, C, D, E] na janela de entrada ou usamos a opgao o “Piramide” da barra
de ferramentas.

Desenhamos um prisma de base ABCD e um dos vértices como sendo o ponto F. Para isso,

basta digitar Prisma[A, B, C, D, F] na janela de entrada ou usar a opcao Ij “Prima” da
barra de ferramentas.

Depois de construidos, podemos mover os pontos F ou F' a vontade e verificar que os volumes
do prisma e da piramide ndo mudam de valor pois a altura (que é a distancia entre os planos
e igual a 4) nao varia.
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5.3 Cubo — areas, diagonais e planificagao

Neste exemplo, desenhamos um cubo e exploramos alguns conceitos como volume, areas das
faces, comprimentos das arestas, comprimentos de diagonais e planificacao.

e Eliminamos da janela de visualizacao os eixos, o plano x0y e a caixa de “clipping” que sao
mostrados no inicio. Para isso, basta clicar na janela com o botao direito do mouse e alterar
a configuracao.

e Definimos dois pontos A e B. Isso pode ser feito de duas maneiras: usando a opcao “Ponto”
da barra de ferramentas ou digitando-se as coordenadas de cada ponto na janela de entrada:
A =(0,0,0) e B=(4,0,0), por exemplo.

agy
e Desenhamos um cubo de aresta AB. Para isso, podemos usar a opcao L “Cubo” da barra

de ferramentas e clicar nos pontos A e B ou digitar o comando Cubo[A, B] na janela de
entrada. Podemos alterar as propriedades (cores etc.) do cubo clicando com o botao direito
do mouse.

e Desenhamos a planificacao desse cubo, ou seja, sua area total. Pode ser usado a opgao -4
“Planifica¢ao” da barra de ferramentas ou um comando Planificagao[nome, niimero] na janela
de entrada, onde “nome” é o nome do cubo desenhado e “niumero” é um valor de 0 a 1 e
que corresponde & posi¢ao do desenho do cubo planificado. Por exemplo, Planificacaola,
0.5] desenha a planificagdo “a meio caminho”, enquanto que Planificagaola, 1] desenha a
planificacao completamente no plano da base do cubo.

e Depois de definido um sélido (como o cubo), podemos calcular seu volume e todas as suas
areas e comprimentos. Para isso, podemos observar esses valores que aparecem na Janela

cm?

cm
de Algebra ou usar as opgoes / “Distancia, Comprimento ou Perimetro”, ] “Area”,

4 “Volume” da barra de ferramentas, ou digitar na janela de entrada comandos como
Comprimento[arestaAB|, Area[faceCDHG]| ou Volumela].

e Podemos calcular o comprimento de diagonais, bastando defini-la como um segmento do
solido e calcular seu comprimento.
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5.4 Intersecoes de um cone com um plano

Neste exemplo, visualizamos as intersecoes de um plano com um cone e podemos verificar que
elas sao as curvas conhecidas como “conicas”.

e Selecionamos “Ponto” na barra de ferramentas e marcamos trés pontos A e B.

e Na janela de entrada digitamos o comando Conelnfinito[A, B, 0.5] para desenhar um cone
com eixo AB e angulo entre o eixo e uma geratriz de 0.5 radianos.
A
L ]

e Selecionamos “Ponto” novamente e marcamos trés pontos C, D, E.

i
. °® A .
e Selecionamos “Plano por trés pontos” na barra de ferramentas e clicamos nos pontos
C, D, E. Com isso, é desenhado o plano que passa por esses pontos.

e Selecionamos é “Intersecao de Duas Superficies” e clicamos no cone e no plano. Depois,
clicamos com o botao direito do mouse na intersecao obtida e alteramos suas propriedades,
aumentando a espessura da linha.

e Selecionamos R “Mover”, clicamos em um dos pontos A, B, C' e movemos o ponto selecio-
nado ao longo da janela e observamos as modificagoes na intersecao.

Dependendo da posicao do plano com relagao ao cone, podemos obter uma elipse, uma parabola
ou uma hipérbole.
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5.5 Duas superficies

Construimos os graficos de duas superficies (cilindros circulares) e observamos sua intersecao.
Para isso, basta digitar na janela de entrada os comandos

e Superficie[2 cos(u), 2 sen(u), v, u, 0, 6.29, v, -4, 4]
e Superficie[v, 2 cos(u), 2 sen(u), u, 0, 6.29, v, -4, 4]

alterar as cores e girar a vontade.
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5.6 Animacao envolvendo um plano e uma superficie

Neste exemplo, construimos uma animacao com um plano horizontal intersectando uma su-
perficie. No final da construcao do gréafico, a animacao pode ser salva em disco como um GIF
animado através da opcao Arquivo — Exportar do menu.

Digitamos f(z,y) = 2% — 3 na janela de entrada.

Atribuimos um valor para um parametro na janela de entrada, por exemplo, h = 4.

Definimos trés pontos nao colineares com altura dependendo do parametro h, por exemplo,
A=(0,0,h), B=(1,1,h), C =(2,1,h).

Desenhamos o plano que passa pelos pontos A, B, C' com um commando Plano[A, B, CJ.



e Alteramos as propriedades desses objetos clicando com o botao direito do mouse neles. Po-
demos alterar as cores e esconder os pontos A, B, C' e os eixos coordenados.

e Clicamos com o botao direito no parametro h e selecionamos a opcao “Animar”. Com isso, o
valor de h comega a variar automaticamente, aumentando ou diminuindo, e o plano comeca
a subir ou descer no gréfico.
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5.7 Superficies e curvas

Construimos os graficos de duas superficies (hiperboléide de uma folha e toro) e uma curva
sobre uma delas. Para isso, digitamos na janela de entrada os comandos

e Superficie[cos(u) - v sen(u), sen(u) + v cos(u), v, u, 0, 6.29, v, -5, 5]
e Superficie[(4 + 2 cos(u)) cos(v), (4 + 2 cos(u)) sen(v), 2 sen(u), u, 0, 6.29, v, 0, 6.29]
e Curval(4 4+ 2 cos(7 u)) cos(u), (4 + 2 cos(7 u)) sen(u), 2 sen(7 u), u, 0, 6.29]

e, no final, alterar as propriedades de cada objeto e girar a vontade. Esse valor 6,29 utilizado é
uma aproximagcao de 27.
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