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INTRODUCAO

Este trabalho é um resumo das atividades exercidas pelo bolsista no Programa
Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica, PIBIC/CNPq/UFPB entre agosto
de 2003 e fevereiro de 2004. Serao aqui exibidos: uma exposicao introdutéria do
projeto; seus objetivos; metodologia e finalmente, o contelido pesquisado e desen-
volvido. O relatdrio termina com a informacao de toda a bibliografia utilizada.
Em anexo segue copia do cronograma do projeto. Eis um resumo inrodutério
deste trabalho parcial:

Tentativas de explicar fenomenos fisicos, através do principio de que existe na
natureza alguma “quantidade”a ser minimizada, motivou desde tempos remotos
(c. 125 aC) a formulagao de um principio variacional.

Registro de uma formulagao efetiva sé tivemos a partir do sec. XVII, quando
Pierre de Fermat postulou que a “luz minimiza o tempo transcorrido ao invés
da distancia percorrida”. Dai deduziu-se matematicamente as leis que descrevem
o fenomeno da refracao da luz, abrindo as portas para que outros pesquisadores
estabelecessem as ferramentas matematicas necessarias para a abordagem de pro-
blemas variacionais mais complexos. Surge entao o inicio do desenvolvimento da
teoria Classica do Célculo das Variagoes.

Mas foi o suico Leonhard Euler quem primeiro escreveu e publicou um tra-
balho sobre o Calculo das Variagoes. Trabalho este que influenciou geragoes de
destacados matematicos até os dias de hoje.

Seguindo Euler, Maupertius publicou um trabalho onde pela primeira vez
aparece o principio da “ac¢ao minima”. E na sequéncia citamos Louis de Lagrange,
Le Gendre, Karl Jacobi e Hamilton, matematicos que consolidaram o Céalculo das
Variacoes.

Atualmente, o Calculo das Variagoes é tema de inimeros trabalhos de reno-
mados matematicos. Sua aplicabilidade em varias ciéncias como Biologia, Econo-
mia e Engenharia tem atraido muitos talentos para a pesquisa em Matematica. A
beleza e as técnicas utilizadas no Célculo das Variacoes tém colaborado de forma
pratica e objetiva nos trabalhos de iniciacao cientifica.

O objetivo e conteido especifico do projeto destacamos a seguir.



OBJETIVOS DO PROJETO

Do ponto de vista especifico da pesquisa, nosso objetivo principal é a com-
preensao geométrica do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz
utilizando a idéia geométrica de Minimax e o lema da Deformagao.

Para isto, fizemos uma rapida introducao aos Métodos Variacionais moder-
nos com forte énfase na interpretacao geométrica dos resultados listados no
contetido do projeto, observando sempre as técnicas de demonstracao com todo
rigor matematico.

METODOLOGIA

Fizemos também uso da metodologia tradicional, a qual tem sido feita com
sucesso nas iniciagoes a pesquisa em matematica, isto é, realizacoes de semindrios
semanais com lista de exercicios para a fixacao dos conceitos e leituras de textos
para complementagcao.



CONTEUDO DESENVOLVIDO ATE O MOMENTO

De acordo com o cronograma elaborado no plano de trabalho deste projeto
de iniciacao cientifica, o aluno trabalhou os tépicos abaixo listados:

1. Introducao aos Métodos Variacionais
(a) O Caélculo das Variagoes

(b) O Principio da A¢ao Minima
(¢) O Principio de Dirichlet
(d) Do cléssico ao Moderno
(e) O Método Variacional

2. Espacos de Fungoes
(
(

a) Introdugao

b) Derivadas Fracas
)
)

(c

(d) Solugao Fraca

Espagos de Sobolev

3. O Método Variacional Direto

(a) A Forma Fraca do Principio de Dirichlet
(b) O Caso de Dimensao Finita

(
(

)

)

c)

d) Semicontinuidade Inferior
)
)

O Problema da Compacidade

e) A Desigualdade de Poincaré

(
(

A Solucao Fraca do Problema de Dirichlet



Capitulo 1

Introducao aos Métodos Variacionais

1.1 O Calculo das Variagoes

O primeiro indicio historico de formulagao de um principio variacional deve-se
a Heron de Alexandria (c. 125 a.C.), que postulou que a luz segue sempre o
caminho mais curto entre dois pontos e estabeleceu as leis para a reflexao da luz
em espelhos. A idéia central de seu trabalho é de que a luz minimiza a distancia
percorrida entre a fonte e o observador. Essa teria sido a primeira tentativa de se
explicar fenomenos fisicos através do principio de que existe na natureza alguma
quantidade (no caso a distancia) a ser minimizada.

Mas foi somente na primeira metade do século XVII que se pode dizer que
um principio variacional foi de fato utilizado, quando Pierre de Fermat postulou
que, em seu trajeto, a luz minimizaria o tempo transcorrido ao invés da distancia
percorrida e, a partir deste principio, deduziu matematicamente as leis que de-
screvem o fenomeno da refracao da luz, obtidas experimentalmente pelo holandés
Willebrod Snell poucos anos antes.

Apesar do sucesso de Fermat no estudo da refracao da luz, ainda nao havia sido
estabelecida toda a maquinaria matemética necessaria para abordar problemas
variacionais mais complexos. Contudo, o advento do Célculo na segunda metade
do século XVII abriu o caminho para o pleno desenvolvimento da teoria classica
do Calculo das Variagoes.

Apenas em 1743 que surgiu o primeiro tratado sobre o Célculo das Variagoes.
Naquele ano, o sui¢o Leonhard Euler submeteu ao editor um livro (cujo titulo
poderia ser traduzido como “Método para encontrar curvas que minimizam ao
maximo a propriedade da folga ou solucoes para problemas isoperimétricos aceitas
no sentido amplissimo”). Este livro foi um marco na histéria da Matematica e
inspirou intimeras geracoes de matematicos ao longo dos séculos.



Em 1744, mesmo ano em que o livro de Euler foi publicado, o francés Pierre-
Louis Maupertius publicou seu aclamado trabalho Accord de Différentes Lois
de la Nature que Avaient Jusqu’ici Paru Imcompatibles, onde pela primeira vez
aparece o principio da acao minima . Entretanto, ao que tudo indica, Euler teria
sido o primeiro a compreender realmente toda a relevancia deste principio.

Apoés os pioneiros trabalhos de Euler e Maupertius na primeira metade do
século XVIII, grandes matematicos, como Louis de Lagrange, Adrien-Marie Le
Gendre, Karl Jacobi e Willlian Rowan Hamilton contribuiram decisivamente para
consolidar o Céalculo das Variagoes.

1.2 O Principio da Acao Minima

Uma aplicacao classica do Célculo das Variagoes é a resolucao de um sistema de
equacoes diferenciais ordindrias através da minimizacao do funcional da acao.

Considere uma funcao L : RY x RY — R. Fixados dois pontos P,Q € RN ¢
um tempo T > 0, definimos o funcional

onde v : [0,T] — R pertence a classe

A={veC*[0,T],RY) | v(0) = Peuv(T) = Q}

A fungao L é chamada de Lagrangiana e o funcional I, de acao.

A idéia central do Céluclo das Variacoes é que, se x € A minimiza a agao,
i.e., se

I(x) = inf I
(x) = inf I(v)
entao x é solucao do sistema de equacoes de Euler-Lagrange

9. Lix(s). x()] + V, Lfx(s), x(s)] = 0

onde 0 < s < T e usamos a notagao L = L(x,y), com z,y € RY.

Assim, para provar a existéncia de solucao para o sistema de equacoes de
Euler-Lagrange, basta provar a existéncia de um ponto de minimo absoluto para
a acao. De fato, outras solucoes podem corresponder a outros pontos criticos.
Neste caso unidimensional, porém, é muito mais dificil minimizar a acao do que



resolver a equacao de Euler-Lagrange. A situacao é dramaticamente diferente
quando se passa para dimensoes maiores (ou para dimensao infinita).

1.3 O Principio de Dirichlet

O alemao Johann Dirichlet estudou o problema de fronteira

u=0 sobre 0N (1.1)

onde f € %) e Q C RY ¢ um aberto e limitado com 9 de classe C*.

{—Au:f em €

Usando o principio do méximo, pode-se mostrar facilmente que (??) possui
no méaximo uma solugao de classe C?*(Q). Para provar a existéncia da solugao
para (??7), porém, o trabalho é mais dificil.

Dirichlet mostrou que a solugao de (??) corresponde ao ponto de minimo
absoluto do funcional

I(U):/ﬂ(%wu\?—uf) dz (12)

definido sobre a classe de fungoes
A={uecC*Q) | u=0, sobre 90}
Eis o famoso principio de Dirichlet:

Teorema 1 (PRINCIPIO DE DIRICHLET) Uma funcio u € C2(Q) € a
solugdo de (77) se e somente se u é um ponto de minimo absoluto de (?7).

Prova: Se u € C%(Q) é a solucao de (??), a condicao de fronteira implica que
u € A. Dado v € A, a equagd diferencial em (?7?) implica que

/Q—Au(x)[U(x) —v(z)|dr = /Qf(x)[u(x) — v(x)]dx.

Integrando por partes o primeiro membro (e usando que u = v em 0f2), tem-se
que

[ V@) Viute) ~ v(@)ds = [ fafulo) - ola)lde,
Q Q
donde

/Q V() - Vu(z) — f(2)u(z))de = / Vu(z) - Vol@) — f(z)o(z)]d.

Q



Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ficamos com

/Q (IVu(@)]? = f(x)u()) de < /Q %IVu(x)|2da:+ /Q Gm(gg)w— f(:E)v(:L')) dz.

Portanto, pela defini¢ao (??), u é ponto de minimo absoluto para o funcional I.

Por outro lado, seja u € A um ponto de minimo absoluto de I. Para qualquer
v e C§° () fixado, considere a fungao real definida por

u(A) = I(u+ M)
Como u + \v € A, se 1 for derivavel em A = 0, deve-se ter ¢ (0) = 0. Contudo,

1A = fQ ( |Vu(z) + AVo(z)|? — f(2)[u(z) — )\v(a:)]) dx

= Jo (IVu@)|? + AVu() - Vo(@) + 5 Vo(@) |2 = f(2)[u(z) - Ao(2))) de

e, consequentemente,

0=1(0)= /[Vu(x) - Vou(z) — f(x)v(z)|de = /[—Au(x) — f(z)]v(z)dz.
Q Q
Uma vez que a identidade é vélida para todo v € C§°(€2), devemos ter —Au = f
em ). Como u € A, a condicao de fronteira é automaticamente satisfeita e,
portanto, u é solucao de (?77). =

No caso da equacao de Laplace, por exemplo, f = 0 e [ é limitado inferior-
mente por 0. Portanto inf,c4 I(u) > 0 e parece certa a existéncia de uma fungao
minimante (uma fun¢do u € A onde I atinge seu minimo). Entretanto, isto nao é
verdade. Mesmo para fungoes reais, a simples limitacao inferior nao garante um
ponto de minimo para a funcao. E s6 pegar por exemplo a funcao exponencial,
que ¢é limitada inferiormente por 0 porém nao atinge o minimo em seu dominio.
E preciso portanto obter condicoes para garantirmos a existéncia de uma funcao
minimante, e isto sera feito mais a frente.

1.4 Do Classico ao Moderno

No final do século XIX, com o estabelecimento de bases rigorosas para o Calculo
através da consolidacao da Andlise Matematica, os fundamentos e métodos do
Calculo das Variagoes foram postos em xeque. O alemao Karl Weierstrass, por
exemplo, fez criticas duras ao Principio de Dirichlet, principalmente no que se
diz respeito a falta de rigor no tratamento da questao de existéncia.



Até entao, as aplicacoes do Calculo das Variagoes eram desenvolvidas sem o
necessario rigor. Em muitos casos, a simples interpretacao fisica da qual prob-
lemas matematicos eram elaborados ja garantia a existéncia de solugoes para os
mesmos.

Mas Weierstrass produziu um contra-exemplo de problema variacional que
nao admite solucao minimal, apesar de o funcional em questao ser limitado infe-
riormente. Ele considerou o funcional I : A — R dado por

Y dul®
I(u) = —| d
(u) /_1 xd:c T

onde
A={ueC(-1,1,R) | u(~1)=—1 e u(l) =1}.

Claramente, como I(u) > 0 Vu € A, temos uma limitagao inferior para I. Con-
tudo, I nao assume seu infimo em A. Verifica-se este caso considerado a sequéncia

arctan(nz)

un(z) = €A

arctan(n)

Isso foi um choque para a teoria do Célculo das Variacoes, que mergulhou
entao numa crise de fundamentos. Era preciso rever cuidadosamente os funda-
mentos da teoria e estabelecer bases rigorosas para o Calculo das Variacoes.

1.5 O Método Variacional

Trabalhos de mateméaticos como Weierstrass, Arzéla, Fréchet, Hilbert e Lebesgue
estabeleceram bases rigorosas para o Principio de Dirichlet e levaram o desen-
volvimento da Analise Funcional e da moderna teoria das Equagoes Diferenciais
Parciais.

A idéia fundamental de associar a existéncia de solucoes a existéncia de pontos
criticos de um funcional permanecia inalterada, mas percebeu-se rapidamente
que a dimensao infinita dos espagos de funcoes tornava esta tarefa bem mais
complicada. Em um primeiro momento, concentraram-se os esforcos na busca de
pontos de minimo para funcionais limitados inferiormente.

No inicio do século XX, foi consolidado o Método Variacional Direto, que
permite provar a existéncia de pontos de minimo para funcionais que satisfazem
certas condicoes especificas.

Os trabalhos pioneiros de Ljusternik-Schnirelman na primeira metade do
século XX deixaram claro que o método cariacional funciona também se forem



encontrados outros pontos criticos que nao um minimo ou maximo absoluto. A
procura, todavia, de pontos de sela e extremos locais é uma tarefa ardua.

Na segunda metade do século XX, deram frutos as idéias de Ljusternik-
Schnirelman, através dos trabalhos de Palais, Smale, Ambrosseti e Rabinowitz,
que desenvolveram métodos do tipo minimazr que garantem a existéncia de pon-
tos de sela. Esse é o caso do famoso Teorema do Passo da Montanha, teoria esta
que sera estudada mais para frente neste projeto.

10



Capitulo 2

Espacos de Funcoes

Neste capitulo concentramos nossas atencgoes para a compreensao dos Espacos de
Sobolev. Espacos estes que sao ambientes mais adequados na formulacao e res-
olucao de variados problemas na Matematica Moderna. Para tanto, comecamos
com um estudo rapido (porém objetivo) nos aspectos mais importantes dos
Espacos LP.

E importante frisar que fica implicito, aqui neste capitulo, que um conheci-
mento prévio e introdutério da Andlise Funcional (isto inclui Espagos Métricos,
de Banach e de Hilbert, bem como os principais teoremas que os seguem) foi dev-
idamente trabalhado e estudado no projeto de iniciacao cientifica anterior (agosto
de 2002 a julho de 2003). Daiseguimos portanto estudando os espagos de Fungoes
propriamente ditos.

2.1 Espacos L”

Denota-se €2 como sendo um aberto do RY dotado da medida de Lebesgue dz.
Designa-se por L! o espaco das funcoes integraveis sobre €2 com valores em R
cuja norma ¢ dada por:

1]l = / f(@)|dz

Duas fungoes em L' sdo iguais quando coincidem q.t.p (quase todo ponto), ou
seja, exceto num conjunto de medida nula.

11



Teorema 2 Teorema da convergéncia monotona de Beppo Levi
Seja (f,) uma sequéncia crescente de funcoes de L' tal que

sup/fn<oo.
n

Entao f,(x) converge q.t.p. em Q, isto €, f,(x) — f(x) onde f(x) € um limite
finito. Além do mais f € L* e ||fu — fl|zr — 0.

Teorema 3 Convergéncia dominada de Lebesgue
Seja (f,) uma sequéncia crescente de funcoes de L'. Suponhamos que:

1. fo(z) = f(x) ¢.t.p. em
2. existe uma fungdo g € L' tal que para cada n , |f.(z)| < g(z) q.t.p em Q.
Entao f € LY(Q) e||fn — fllzr — 0

Notagao: Denota-se por C.(2) o espaco das fungoes continuas de €2 e com
suporte compacto, isto é,

C.(Q) ={f € C(Q); f(z) = O0Vz € Q\K donde K C Q) é um compacto}

Sejam Q; C RM e Q, C R™ abertos e seja F : ; x Qy — R uma funcao
mensuravel.

Teorema 4 (Tonelli)

Suponhamos que

|F(z,y)|dy < o0
Qg

para quase todo x € 1 e que

/ dx |F(x,y)|dy < oo
951

Qo

Entao F € LY(Qy x Q)

12



Teorema 5 (Teorema da densidade)
O espaco C.(Q) € denso em L*(Y), quer dizer,

VieLl' e Ve>0, 3fi€C.Q) tal que ||f — fill; <e

O teorema acima surge como resultado bastante utilizado em diversas demon-
stragoes de teoremas conseguintes.

Teorema 6 (Fubini)
Suponhamos que F € L'(€ x Q). Entaopara quase todo x € €y,

F(z,y) € L, () ¢ |F(z,y)|dy € Ly()
Qo

lgualmente para quase todo y € §2o

F(x,y) € LL(Q)) e |F(x,y)|dz € L, ()

1951

Além disso se verifica

/ dz [ |F(z,y)ldy = / dy [ |F(x,y)lde = / / F(a,y)lde dy
Q1 QQ 92 Ql QlXQQ

Definicao: Sejap € R com 1 < p < oo; definimos por
P ={f:Q—R; fé mensuravél e |fIF € L'(Q)}

E cuja norma é definida por:

Il = | [ |f(x)|”dxr

Definicao: Definimos por

L®Q)={f:Q — R f émensuravél e 3 C tal que |f(x)] < C q.t.p. em Q}

13



E a norma é definida por

[|flle = inf{C"; |f(z)| < C q.t.p. em Q}

Observagao: Se f € L, entao
|f(@)] <[ flle= g.t.p. em Q

De fato, existe uma sequéncia C,, tal que C,, — ||f||~ e para cada n, | f(z)| < C,
q.t.p. em Q. Assim ,|f(z)| < C, Va € Q\E, com E, de medida nula. Se escreve

E = U E, de forma que E é de medida nula Vn e Vz € Q\E.

Notacao: Seja 1 < p < oo; se designa por p o conjugado de p.

Com estas ferramentas pode-se provar que ao utilizarmos os espacos LP em
aplicagoes futuras, temos a garantia que os mesmos sao espacos vetoriais norma-
dos e completos, portanto, espagos de Bannach.

Abaixo segue a demonstracao da reflexividade dos espagos LP

Teorema 7 LP ¢ reflexivo para 1 < p < 00
A demostracao € feita provando-se trés etapas distintas:

1. (Primeira desigualdade de Clarkson) Seja 2 < p < 00; se verifica

f+yg 1
H 9 < §(||f||§p+||gllﬁp) Vf,ge L (2.1)

p _
+Hf g
Lp 2

p
Lr
2. LP ¢ uniformemente convexo, e portanto reflexivo para 2 < p < 00.

3. LP € reflexivo para 1 < p < 2.

Com os resultados acima obtidos, podemos extender o teorema da densidade
ja apresentado acima para um teorema mais abrangente:

Teorema 8 O espago C.(Q2) € denso em LP para 1 < p < 0.

14



Precisamos ainda de uma outra definicao e outro lema para poder ter as
ferramentas necessarias para a prova deste teorema.

Definicao: Seja 1 < p < oo; Uma fungao f : @ — R pertence a LY .(Q)
quando f1y € LP(Q2) para todo compacto K C )

Lema 1 Seja f € L}, (Q) tal que

/ fu=0 Yue Q) (2.2)

Entao f =0 q.t.p em )

Demonstracio do Teorema ??: E sabido que C,(2) é denso em L*(€2). Suponha
entdo 1 < p < oo. Para demonstrar que C,(Q2) é denso em LP(2) é bastante ver-
ificar que se h € LP (Q) satisfaz

/hu =0 Yue C,(Q),
entao h =0. Mas h € L} () e

/|h1k| < [[A]], [k]F < oo

e assim pode-se aplicar o Lema ?7? para concluir que h = 0 q.t.p.

Outro resultado basico e que foi estudado com detalhes
Teorema 9 LP(Q)) € separdvel para 1 < p < oo.

Por ter sido bastante discutido e trabalhado, segue aqui um resumo da demon-
stracao:
Designa-se por (R;);c; a familia (enumerével) de retangulos R da forma

N
R:H]ak,bk[ , ak,bke(@ e QCQ

k=1

15



Se designa por E o espago vetorial sobre Q gerado pelas fungoes 1g, (i.e. as
combinagoes lineares finitas com coeficientes racionais das fungdse 1g,); de modo
que E é enumeravel. Demonstremos que E é denso em LP .

Sejam f € LP(Q) e € > 0 fixos. Seja f; € C.(Q2) tal que

If = filler <e.
Seja Q' um aberto limitado tal que
Supp f1 C Q cq.
Como f; € C.(Q), constréi-se uma funcao f, € E tal que
Supp f C &
e que

£
- < t.
|fo(z) = filz)| < |Q’|% q.t.p

! . . ’ . A
em {2 pois comegamos recobrindo Supp f; com um ntmero finito de retangulos
R; sobre os quais a oscilagao de f; é inferior a

I
(42

Daf resulta que ||fo — fi||» < € e entdo

1f = follrr < 2e.

O préximo resultado afirma que existe uma isometria entre o dual do espago
L' com o espaco L.

Teorema 10 Seja ¢ € (LY. Entdo existe u € L™ tnico tal que

<gp,f>:/uf VfelL'.

Além do mais temos a igualdade:

[lullzee = [l (ay

16



Observacao: O espaco L' nao é reflexivo. De fato, suponhamos que 0 € €.
Consideremos a sequéncia f, = a,,1 B(0,L) Com n suficientemente grande para que

1
B(0,1) c Qe a, = |B(0, %)‘_1 de modo que ||f,||z1 = 1. Se L' fosse reflexivo
existira uma subsequéncia ( f,,, ) e uma fungao f € L' tal que f,,, — f na topologia
fraca o(L', L>). Assim pois,

/fnkso—>/fso Vo € L. (2.3)

Quando ¢ € C.(Q2\{0}) nota-se que / frrp = 0 para k suficientemente grande.
Resulta de (?77?) que

/ fo=0 Vo C(0{0})

aplicando o Lema ?? no aberto Q\{0} a funcao f (restringida a Q\{0}) obtemos
que f =0 q.t.p. em Q\{0}. E portanto f = 0 q.t.p em . porém se f = 1 em

(7?), resulta que [ f =1, o que é um absurdo.

Facamos um estudo agora das propriedades basicas do L™
e A bola unitdria fechada B~ é compacta na topologia fraca o(L>, L")

e Se (f,) é uma sequéncia limitada em L, pode-se retirar uma subsequéncia
convergente em L na topologia fraca o(L>, L!)

Porém, L* nao é reflexivo ( caso contrario, L' seria).
A . / ’ . .
O dual de L™ contém L' (pois (L') = L ) e é estritamente maior que L';
existem formas lineares continuas ¢ sobre L*° que nao sao do tipo

<g0,f>:/uf VfeL® com uelL

Observacgao: O espaco L*™ nao é separavel.
O lema acima pode ser demonstrado utilizando o

Lema 2 Seja E um espaco de Banach. Suponhamos que existe uma familia
(Oi)ier tal que

1. Para todo i € I, O; € um aberto nao vazio de E.
2. 0,N0; =T sei#j.
3. I nao € enumerdvel.

Entao E nao é separdvel.
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2.2 Derivadas Fracas

Esta sessao tem como objetivo enfraquecer a nocao de Derivadas Parciais.

Motivacao para a definicao de derivadas fracas. Assuma que temos
uma fungao u € C'(2). Entao se ¢ € C*(), vemos, devido a férmula de
integragao por partes, que:

/ugzﬁxidx =— / Uz, pdr (i=1,...,n). (2.4)
Q Q

Nao ha termos de fronteira ja que ¢ tem suporte compacto em €2 e portanto
se anula em 0. Mais geralmente agora, se k é um inteiro positivo, u € C*(Q2) e

a=(ay,...,a,) é um multiindice de ordem |a| = oy + -+ - + «a,, = k, entao
/ uD%¢dx = (—1) / D%u¢pdx (2.5)
Q Q
Esta equacao ¢é valida pois
o 9%
D¢ = e
¢ Jxer Qxan ¢

e n6s podemos aplicar a formula (?7?) |a| vezes.

Nés agora examinamos a férmula (??), valida para u € C*, e perguntamos
se alguma variacao dela ainda pode ser verdadeira mesmo se u nao for k vezes
continuamente diferencidvel. Note que a parte esquerda de (??) faz sentido se
u for apenas localmente somavel. O problema é que se u nao for C* entdo a
expressao “D%u’na parte direita da equagao nao tem sentido. Nos resolvemos
este problema perguntando se existe uma funcao localmente somavel v para a
qual a equagao (?7) é valida ao trocar v por D%u:

Definigao: Suponha que u,v € L}, Q, e a é um multiindice. Nés dizemos
que v é a a-ésima derivada parcial fraca de u, denotada por D*u = v, quando

/Q uD*¢dz = (—1) / vodx (2.6)

Q
para toda funcgao ¢ € C°(2).

Em outras palavras, se nos for dada uma u e se por acaso existir uma v
satisfazendo (?77?) para toda ¢, nés dizemos que D®u = v no sentido fraco. Do
contrario, v nao possui tal derivada fraca.

Assim, temos como resultado inicial o seguinte
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Lema 3 (Unicidade de derivadas fracas). Uma a—ésima derivada parcial fraca
de u, se existir, € unicamente definida a menos de um conjunto de medida nula.

1
loc

/QuDangdx: (—1)"’"/Qv¢dx: (—1)a|/ga¢dx

para toda funcao ¢ € C°(2). Entao

/Q(v—ﬁ)gzﬁdx — 0

Prova: Assuma que v,v € L, () satisfazem

para toda funcdo ¢ € C°(2); portanto v — v =0 q.t.p. =

2.3 Espacos de Sobolev

Fixe 1 < p < o0 e k um inteiro nao negativo. Noés iremos definir agora alguns
espagos de fungoes, cujos membros possuem derivadas fracas de varias ordens em
varios espacos LP.

Definigao: O espago de Sobolev
Wh(Q)

consiste de todas as fungoes u : {0 — R localmente somaveis tais que, para cada
multiindice o com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(€2).

Definigao: Se u € W*P(Q), nés definimos sua norma como sendo

1/p
" (Ziaie JolDouprdz) ™ (1< p < o0)
Uu Wksp () =

> jaj<k €58 Supa|Du| (p = o0).

Definicao: Nos denotamos por
Wi ()
como sendo o fecho de C°(2) em Wk, p(Q).

Assim, u € WEP(Q) se e somente se existem funces u,, € C=(Q) tais que
Uy — u em WHP(Q). Nés interpretamos WP (Q) como o espaco que contém
funcoes u € WHP(Q) tais que “D%u =0 em O para todo |a| <k — 1.
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Observagao: E interessante notar que se n = 1 e Q = I é um intervalo aberto
da reta, entao u € WP(I) se e somente se u se iguala q.t.p. a uma funcao
absolutamente continua cuja derivada usual (que existe q.t.p.) pertence a LP(I).
Tal caracterizacao tao simples existe apenas para n = 1. Geralmente uma fungao
pode pertencer a um espago de Sobolev e ainda assim ser descontinua e/ou nao
limitada.

Propriedades Elementares

Continuando nosso pequeno estudo nos espacos de Sobolev, nds passamos
agora por algumas propriedades de derivadas parciais fracas que, para funcoes
suaves sao Obvias. no entanto ao nos depararmos com funcoes de Sobolev, deve-
mos mostrar tais propriedades utilizando apenas a definicao de derivadas fracas
que foi estudada.

Teorema 11 Assuma que u,v € W*P(Q) e |a| < k. Entdo

o D%y € Wk-lelr(Q) ¢ D?(D*u) = D*(DPu) = DBy para quaisquer
multiindice o, 5 com |a| 4+ |B] < k.

o Para cada \,pp € R, Mu+ pv € WHP(Q) e D*(Au + pv) = AD%u + puDv,
laf <k

o Se A é um subconjunto aberto de Q, entio u € WHP(A).

o Se( € C®(0), entio Cu € WFP(Q) e

|
D*(Cu) = BZ: mmwaﬁu

Nao apenas muitas regras usuais do Calculo se aplicam a derivadas fracas, bem
como os Espacos de Sobolev também possuem uma boa estrutura matemaadtica:

Teorema 12 Para cada k =1,... e 1 < p < oo, o espago de Sobolev W*P(Q) ¢é
um espacgo de Banach.

A prova deste acaba sendo nao tao complicada. Primeiramente, é preciso
provar que este espaco possui uma estrutura de espaco vetorial normado e, nao
por acaso, a norma previamente definida nesta segao satisfaz os axiomas de uma
norma, com a desigualdade triangular podendo ser provada fazendo-se uso da ja
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conhecida Desigualdade de Minkowski. Para provar a completude procedemos de
forma usual, tomando uma seqéncia de Cauchy em WHP(Q) e, utilizando-se do
fato de que os espacos LP sao completos, provamos que esta sequéncia converge
em WHP(Q).
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Capitulo 3

O Método Variacional Direto

3.1 A Forma Fraca do Principio de Dirichlet

No capitulo anterior enfraquecemos a nocao de derivada. Desta forma, podemos
agora “adaptar”o problema (??) de Dirichlet na forma

Jo Vu(@) - Vu(z)de = [, f(@)v(z)dz, Yve Cr(Q) o
u = 0 sobre 0N} |

O espaco de Sobolev W, *(Q) foi introduzido como o ambiente ideal para tratar
o problema de Dirichlet (?7) em sua forma (??), denominada por forma fraca do
problema. A energia (funcional) (??) torna-se o funcional I : W;*(Q) — R e o
Principio de Dirichlet torna-se:

Teorema 13 (PRINCIPIO DE DIRICHLET) Uma fungio u € Wy?(Q)
¢ solugao fraca de (??) (i.e., solugao de (77)) se, e somente se, u for um ponto
de minimo absoluto do funcional (??) definido em W, ().

A demonstragao é essencialmente a mesma do Teorema 1, com pequenas
adaptagoes. A diferenca é que agora a energia é um funcional definido sobre
um espaco de Hilbert e a estrutura de W,?(Q) pode ser usada. Por exemplo,
pode-se falar da derivada da energia no sentido de Fréchet, dada por

I'(u)-v= /QVu(x) - Vo(z)dx — /Q f(@)w(z)dz, Yo € Wy (Q).

A derivada de um funcional no sentido de Fréchet corresponde a tomada de
derivadas direcionais, como foi feito na demonstracao do Teorema 1. Note que as
solucoes da equacdo I’ (1) = 0 correspondem a solucdes de (??), ou seja, pontos
criticos de I correspondem a solugoes fracas do problema (77?).
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A unicidade da solugao fraca do problema em questao pode ser demonstrada
da seguinte forma: se u e @ sio solucoes de (??), tem-se que, Yo € Wy (9Q),

/QVu(x) -Vo(z)dx = /{)Vﬂ(m) - Vo(z)dx

/ V(u—1) - Vou(z)de = 0.
Q

Portanto V(u — u) = 0 e, consequentemente u — u é constante. Como u e
i€ Wy?(Q), resulta u = 0

3.2 O Caso de Dimensao Finita

Antes de atacar o problema de encontrar um ponto de minimo para um funcional
definido no espago VVO1 ’Q(Q), de dimensao infinita, pode ser interessante examinar
um caso mais simples, como o problema andlogo em R¥. Para podermos ter uma
melhor visao geométrica, tomemos o caso bidimensional.

Senfo F' : R? — R uma funcao diferencidvel, é interessante obter condicoes
sobre F' que garantam a existéncia de um ponto de minimo absoluto. Claramente,
uma condig¢ao necessaria a existéncia de tal ponto ¢é a limitacao inferior da fungao.
Entretanto, esta condigao nao é suficiente, por exemplo, a fumgao

2 2

F(z,y)=¢"7Y

¢ diferenciavel em todo o plano e limitada inferiormente pelo seu infimo 0, mas
nao assume este valor em ponto algum. O problema aqui é que a fungao decai
para 0 quando ||(x,y)|| — oo, mas é sempre positiva.

Para garantir a existéncia de um ponto de minimo absoluto, portanto, é pre-
ciso impedir de alguma forma que o ponto de minimo “escape” como no exemplo
anterior.

Se, ao contrério, houver uma sequéncia (z,,y,) C R? tal que F(x,,y,) —
inf(R*)E e ||[(xn, yn|| < M para algum M € R, entao tem de existir pelo menos
um ponto de minimo absoluto de F'. De fato, como esta sequénca é limitada, ela
possui alguma subsequéncia convergente, e , portanto, pela continuidade da F', o
infimo é atingido para algum ponto do dominio.

Assim, uma possibilidade para garantir a existéncia de um ponto de minimo
absoluto para F é impor, além da exigéncia de limitacao inferior, alguma condi¢ao
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de crescimento que assegure a existéncia de uma sequéncia minimante limitada.
Uma condicao suficiente seria por exemplo,

oo T (T 8) = 00
Assim, o crescimento de F' impede que o ponto de minimo “escape para o infinito”.
Conforme sera visto adiante, condigoes de crescimento desempenham um pa-
pel muito importante na minimizacao de funcionais definidos em espacos de di-
mensao infinita.

3.3 O Problema da Compacidade

Infelizmente, no caso de dimensao infinita, o argumento da secao 3.2 nao é valido.
Utilizou-se fundamentalmente o fato de que toda sequéncia limitada do R pos-
sui alguma subsequéncia convergente, para podermos obter a existéncia de um
ponto de minimo absoluto. Entretanto, em espacos de dimensao infinita, existem
sequéncias limitadas que nao possuem nenhuma subsequéncia convergente.

Ocorre que no RY qualquer bola é um conjunto compacto, o que nao ¢é verdade
em espacos de dimensao infinita. Assim, ao tentar minimizar funcionais nestes
espacos, mesmo considerando uma sequéncia minimante limitada, ainda é possivel
que o ponto de minimo absoluto escape.

Portanto, a topologia de um espaco de dimensao infinita é completamente
diferente. Isso afeta também a nocao de continuidade de um funcional. Pode ser
interessante, por exemplo, rever os conceitos de continuidade de um funcional,
ou, ainda, alterar a topologia considerada - o uso das topologias fraca e fraca* é
muito produtivo em alguns casos.

3.4 Semicontinuidade Inferior

Uma alternativa ao conceito de continuidade tradicional é o conceito de semicon-
tinuidade inferior. Apesar de parecer feita sob medida para o método variacional
direto, a nocao de semicontinuidade inferior foi introduzida por Baire num con-
texto puramente topologico.

Sejam X um espaco topologico de Hauusdorff e I : X — R, I é semicontinuo

inferiormente se, para todo a € R, o conjunto A, = {zx € X | I(z) > a} é
aberto.
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Uma condicao que implica a semicontinuidade inferior é a condi¢ao de com-
pacidade limitada: para cada o € R, K, = X\ A, é compacto (propriedade de
Heine-Borel). Por outro lado se I é semicontinuo inferiormente e X é compacto,
I satisfaz a condicao de compacidade limitada. Em particular, se X é compacto,
entao ambas as condigoes sao equivalentes.

Estas condi¢oes podem ainda serem expressas em termos de sequéncias: [ é
sequencialmente semicontinuo inferiormente se, para toda sequéncia (z,) € X
convergente para xg, tem-se que I(zg) < liminf I(x,); por sua vez, a condigao
sequencial de compacidade limitada é: cada K, é sequencialmente compacto.

Verificamos que todo funcional semicontinuo inferiormente é sequencialmente
semicontinuo inferiormente. A reciproca sé é valida quando X satisfaz o primeiro
axioma da enumerabilidade.

Com essas novas definicoes em maos, pudemos entao estudar o seguinte

Teorema 14 Sejam X um espaco topolégico e de Hausdorff e I : X — R sat-
isfazendo a condicdo sequencial de compacidade limitada. FEntao I € limitado
inferiormente em X e assume seu infimo.

A demonstracao é simples e nao foi interessante expo-la neste trabalho. Outro
resultado extremamente 1til em aplicagoes ocorre quando X é um subconjunto
fracamente fechado de um espacgo de Banach reflexivo e I é coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente:

Teorema 15 Sejam X um subconjunto fracamente fechado de um espaco de Ba-
nach reflexivo e I : X — R satisfazendo

1. I(u) — oo, quando ||u|| — o0 eu € X;

2. para qualquer sequéncia (x,) C X fracamente convergente para xo tem-se
que I(zo) < liminf I(z,).

Entao I ¢ limitado inferiormente e assume seu infimo em X

Vale destacar que a norma de um espaco de Banach é sempre coerciva e
fracamente semicontinua inferiormente.

3.5 A Desigualdade de Poincaré

Retomando o objetivo de demonstrar a existéncia de solugao fraca de (?7) em
W% (Q), busca-se alguma estimativa de crescimento da energia (??). Em outras
palavras, deseja-se conhecer o comportamento de I(u) quando ||u||y1.2(q) — oo.

25



Mais precisamente, quer-se aplicar o Teorema 15 a energia, que s6 é possivel se
for coerciva.

De fato, a coercividade de I decorre do seguinte resultado:

Teorema 16 (DESIGUALDADE DE POINCARE‘) Para toda fungao u €
Wy 2(Q) temos que

Vol(Q)] ¥
\|u||L2(Q)§[ ol ( )} /|vu|2da:
WN Q

onde wy € o volume da bola unitdria em RN

O importante aqui é que se obtém uma estimativa de |[ul/z2(q) em termos
somente da norma L? do gradiente de u. Afinal de contas o termo

{VOZ(Q)} ~

WN

nao depende de u, mas somente de N e do volume de 2 C RV,

Decorre imediatamente da desigualdade de Poincaré, que a norma || - ||w1.2(q)
é equivalente & norma do gradiente definida em Wy *(Q2) por

s = [ |Vl (3.2

Aplicando a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Cauchy-Schwarz a
(7?), temos que
I(u) > Allullfyr2) — Blullwrz),

para constantes A e B positivas. Portanto, I(u) — oo quando ||ulw1.2q) — oo,
ou seja, a energia é um funcional coercivo.

3.6 A Solucao Fraca do Principio de Dirichlet

Nesta se¢ao nés provamos finalmente a existéncia de uma solucao fraca para o
problema de Dirichlet, ou seja, uma solucio de (??) em W, *(Q). Trata-se de
uma aplicacdo do Teorema 15 com X = W, *(Q) e I sendo a energia dada por

(77).
Uma vez que W, () é um espaco de Hilbert, Wy ?(Q)* = W, () e

(Wo(Q))" = W ()" = Wy (),
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de modo que Wy?(Q) é um espaco de Banach reflexivo e X = W,?(Q) de fato
atende as hipéteses do Teorema 15.

A desigualdade de Poincaré (Teorema 16) garante a coercividade de I. Resta
verificar, portanto, a semicontinuidade inferior fraca de I. Com efeito, para ver
que I é fracamente sequancialmente semicontinuo inferiormente, note que, da
defini¢ao da energia (?7),

I(w) = [lullyp 20y + L(w)

onde || - ||W01,2(Q) é dada por (??) e L : Wy*(Q) — R é o funcional linear dado
por

Mas a norma do gradiente é fracamente sequencialmente semicontinua inferi-
ormente e, da propria definicao de convergéncia fraca, como L é um funcional
. 1.2 . . ,

linear, u, — w em Wy °(Q2) implica que L(u,) — L(u), donde L é fracamente
sequencialmente semicontinuo inferiormente. Assim I também o é.

Consequentemente, a aplicacao do Teorema 15 assegura a existéncia de um
ponto de minimo absoluto u € I/VO1 2(Q) Ora, pela forma fraca do principio de
Dirichlet (Teorema 13), u é a solucao de (77).

Surge, entao, a questao da regularidade: sera que esta solugao u é de classe

C?%(Q), e, portanto, uma solucdo de (??)? E o que continuamos estudando neste
projeto de iniciagao cientifica.
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