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Capitulo 1

Semigrupos e Seus Geradores

1.1 Definicoes e Resultados Basicos

Recorde que se Ey e Fy sao espagos de Banach sobre um corpo K (K = R ou K = C) denotamos
por L(Ey, Fy) o espago dos operadores lineares e continuos de Fy em Fy com a norma usual; isto é, para
T e L(Eo, Fo),

ITell g,

T = sup ’

TN 2220, 70) cery llell e,
e#0

No caso particular Ey = Fj escrevemos L(Ey) para denotar L(Fy, Ep). Seja E§ o dual topoldgico de Ef;
isto é, E} = L(Ey,K) com a topologia dada pela norma acima. Denotamos o valor de e* € Ej em e € Ej

por {e*,e) ou (e,e*).

Definigao 1.1.1 Um semigrupo de operadores lineares em Ey é uma familia {T(t) : t > 0} C L(Ey) tal
que tal que

() 7(0) = In,,
(ii) T(t+s) =T (t)T(s), para todo t,s > 0.
Se adicionalmente
(iil) | T(t) — IgyllL(my) — O quando t — 0%, dizemos que o semigrupo é uniformemente continuo
(iv) [T (t)e — ellg, — 0 quando t — 0, Ve € Ey, dizemos que o semigrupo € fortemente continuo.
Todo semigrupo fortemente continuo possui uma limitacao exponencial que é dada no teorema a seguir.

Teorema 1.1.1 Suponha que {T'(t),t > 0} C L(FEy) é um semigrupo fortemente continuo. FEntdo, existe

M > 1 e (3 tais que
Tt)||sy) < MePt, Vvt >0.

Para qualquer £ > 0 podemos escolher 3 > (llug; T )| e,y e entdo escolher M.
Prova: Primeiramente note que sup;co ) [|7'()||(z,) < 0o para algum 7 > 0 pois caso contrdrio existiria
uma sequéncia t,, — 07 tal que || T(t,)] () — 00. Mas {T'(t,)e}n>1 € limitada para cada e € Ey portanto,

do Principio da Limitacdo Uniforme, {||7'(t,)||L(E,) }n>1 € limitada contrariando a hipétese.
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6 CAPITULO 1. SEMIGRUPOS E SEUS GERADORES

Escolha ¢ > 0 tal que sup{||T(t)||1(k,),0 < t < £} =M < o0 e seja § > %1Og{”T(£)HL(EO)} sto &
IT(0)|| (o) < € e entao

IT(n +8)loimy = I1TOT O Lz < NTONF ) I TOllLiE,) < Me
< MelBltehnt+t) <t < f: n=0,1,2---

e a afirmativa segue.n

Definigao 1.1.2 Se {T'(t),t > 0} C L(Ey) € um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares, seu
gerador infinitesimal ¢ o operador definido por A : D(A) C Ey — Ey, onde

T — T _
D(A) = {36 Ey: lim % ewiste}, Ae = lim M.

t—0+t t—0+ t

O resultado a seguir coleta alguns fatos importantes sobre semigrupos fortemente continuos sua prova é
simples e é apresentada apenas para conveniencia do leitor.

Teorema 1.1.2 Suponha que {T'(t),t > 0} C L(Ey) € um semigrupo fortemente continuo.
1. Para qualquer e € Ey, t — T(t)e € continuo para t > 0.
2. t = [Tt Lk, € semicontinua inferiormente e portanto mensurdvel.

3. Seja A o gerador infinitesimal de T(t); entdo, A € densamente definido e fechado. Para e € D(A),
t+— T(t)e € continuamente diferencidvel e

—T(t)e=AT(t)e =T(t)Ae, t>0.

4. Nm>1D(A™) € denso em Ey.

5. Para Re\ > (8 e B dado no Teoremal[l. 1], \ estd no resolvente p(A) de A e

AN—A)"le= / e MT(t)edt, Ve c Ey
Jo

Prova: (I) A continuidade de t — T'(t)e é uma consequéncia de Theorem T.1.1 e de
|T(t+h)e —T(t)ellg, = |(T(h) — T (t)e||g, — 0, quando h — 0", t >0, e € Ey,

|T(t)e = T(t = h)el|g, < |[(T(t —h)|Len)lT(R)e —ellg, — 0, quando h — 0", t>0, e € Ey.

(2) Mostramos que {t > 0: [|T'()||1(g,) > b} é aberto em [0, 00) para cada b o que implica a afirmativa.
Mas [|T(to)||(E,) > b implica que existe e € Ey com |le]|g, = 1 tal que ||T(to)el| > b segue de (1)) que
|T(t)e|| > b para t em uma vizinhanga de to, logo ||T(¢)|z(z,) > b para t em uma viznhanga de Zy e o
resultado segue.

€
(3) Seja e € Ey e para e > 0, e, = %/ T(t)edt; entao e, — e quando € — 01 e para h > 0
0

e+h h
YT (h)ec —e.) = % {/6 T(t)edt —/0 T(t)edt} — %(T(e)e —e),
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quando h — 0%, Logo e, € D(A). Serd uma consequéncia imediata de (5) que A é fechado pois (A — A)~!
L(Ey). Se e € D(A) é claro que

d+

ET( Je = hhm — {T(t +h)e—T(t)e} = AT (t)e = T(t)Ae
—0+

é continua e toda fungao com derivada a direita continua é diferenciavel.
(4) Seja ¢ : R — R uma funcao em C°(R) e ¢(t) = 0 em uma vizinhanca de ¢ = 0 e também para
o]

t suficientemente grande, seja e € Eg e f = / é(t)T(t)edt. Segue facilmente de h= (T(h)f — f) =
0

hil/ (p(t—h)—¢(t)T(t)edt que f € D(A)eque Af = — | ¢'(t)T(t)edt. Como —¢' satisfaz as mesmas
condi}éées que ¢, ’

A™f = / o™ ()T ()edt
para todo m > 1 e f € Ny>1D(A™). Para mostrar que tal conjunto de pontos é denso em EO, escolha
¢ acima satisfazendo também / o(t)dt = 1; entao se, f, = / ng(nt)T(t)edt = / o(s)T(s/n)eds,
0

0
n=1,2,3,--- e temos que f, € Nyp>1D(A™) e f, — e quando n — oo.
(5)Defina R(X) € L(Ey) por

R(\e = /O e M T(t)edt

e note que [|[R(A)| Lz, < Re)\L—ﬁ’ se ReA > B e ||T(t)||r(my) < MeP'. Sejae € Egeh>0

_p [ /h T e MM (1) — /O ooe"\tT(t)e}

h 00
=ht —/ e =OT(t)e +/ (e —1)e MT(t)e
0 0

— —e+ AR(Ne, quando h — 07.

Portanto R(A)e € D(A) e (A — A)R(N)e = e, e A — A é sobrejetivo. Também, se e € D(A) entao, como
AR(N)e = R(A)Ae por (L.1) vemos que (A — A)R(N)e = e = R(A\)(A — A)e, e € D(A) e A — A é também
um-a-um, portanto uma bijegao de D(A) sobre Ey com inversa limitada R()) e a prova esta completa.q

Teorema 1.1.3 Sejam {T'(t),t > 0} e {S(t),t > 0} semigrupos fortemente continuos com geradores in-
finitesimais A e B repectivamente. Se A = B entao T(t) = S(t), t > 0.

Prova: Seja e € D(A) = D(B). Do Teorema [1.1.2 segue facilmente que a fungao s — T(t — s)S(s)e é
diferenciavel e que

T(t—s)S(s)e =—AT(t—s)S(s)e+T(t—s)BS(s)e

Sl

—T(t—s)AS(s)e+T(t — s)BS(s)e = 0.

Portanto s — T'(t — s)S(s)e é constante e em particular seus valores em s = 0 e s = ¢ s80 0s mesmos, isto
é T(t)e = S(t)e. Isto vale para todo e € D(A) e como D(A) é denso em FEy e S(t), T(t) sao limitados,
T(t)e = S(t)e para todo e € Ep.
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1.2 O Teorema de Hille-Yosida

Teorema 1.2.1 (Hille-Yosida) Suponha que A : D(A) C Ey — Eqy é um operador linear. Entao os fatos
sequintes sao equivalentes

(1) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t),t > 0} C L(Ey) tal que

1T L(ry) < et vt >0;

(ii) A é um operador linear fechado, densamente definido cujo conjunto resolvente contém (w,o0) e
1

s V)\>u}.
A—w

I = A (s <

Prova: (i) = (ii) é provado em (3), em particular

—llellz

o0 1
HQ—M*ﬂmS/ e T (t)ell it <
0

se A > w.
Note que T'(t)e™*" = Ty(t) é um semigrupo com ||T1(t)||(g,) < 1 (chamado semigrupo de contragoes)
e o gerador de T (t) é A — w logo é suficiente tratar o caso w = 0. Assuma que (ii) vale com w = 0. Para
A>0
IMA=A) " pmy <1, MA—A) ' =T =24 =T+AN-A)!

entdo e € D(A) implica
IMA=A) e —ellg, = (A = A) ™ Aellm, < A7 Aellm, — 0
quando A — oo e, como A é densamente definido,
MA—A)le=T-21A)"te—e (1.2)
para cada e € Ey. Defina Ay = A(I —A\"tA)~1 X\ > 0 entdo Ay € L(Ep),
AN z(E0) = AAN = A) " HL(m,) < 27

esee€ D(A), Axe — Ae quando A — co. Ay é a Aproximacao de Yosida do gerador A. Obtemos T'(¥)
como o limite de e*4* quando A\ — co. Primeiro note que

Ay = (A=A = \g,

logo

2 —1
—/\tet/\ (A=A) ||L(Eo)

le* 1z = e
< e MV IO=A) " sy < 1

e para qualquer A, > 0 (e t > 0), desde que AyA, = A, A,

1
||etA,\e _ etA‘ue”Eg — H/ %(etsA)et(lfs)Aue)ds
0 Ey

1
0

< 1] Are — Ayel -
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Portanto para e € D(A), T(t)e = limy_ ., e/ e existe uniformemente para 0 < t < tg, qualquer tg > 0,
t — T(t)e é continuo para t > 0, T'(t)e — e em FEy quando t — 07, T'(¢)(T(s)e) = T(t + s)e para t,s > 0 e
1T (#)ellg, < llellg,. Podemos definir de forma tinica T'(t) € L(Ey) para cada ¢t > 0.

Se e € Ey, € > 0 dados. Entao existem e; € D(A) e § > 0 tais que, |le; —e||g, < ¢/3 e ||[T(t)er —eilm, <
€/3,0 <t <4. Segue que

IT(t)e —elle, < IT(t)(e = ex)llm, + T ()er —enllm + ller —ell, <e
Portanto {T'(¢),t > 0} C L(Ey) é um semigrupo fortemente continuo. S6 resta provar que A é o seu gerador.

Seja e € D(A?), entdo

t
T(t)e —e =limy_oo(eMe—e) = limy .o / e Ayeds
0

¢
= / T(s)Aeds.
0
Tomando limites, isto vale também para e € D(A) (isto é feito da seguinte forma: tomamos e € D(A) e
{fa} C D(A) talque f,, — Ae entdo D(A?) > g, = A7 Lf, — ee D(A?) 2 g, — e, Ag, — Ae).
t
Agora %(T(t)e —e) = %/ T(s)Aeds — Ae quando t — 0T, para qualquer e € D(A). Portanto o

gerador B de T'(t) deve ser un?a extensao de A (isto é D(B) D D(A) e Be = Ae quando e € D(A)). Mas,
por hipétese, 1 € p(A) e, do fato que B é o gerador de um semigrupo fortemente continuo de contragoes,
1 € p(B), entao

Eo = (I— A)D(4) = (I - B)D(A),

entdo (I — B)D(A) = Eo = (I — B)D(B), D(A) = R((I — B)™') = D(B), e segue que A = B e a prova estd
completa.p

Ambas as condigoes (i) e (ii) dependem da escolha da norma em Ejy. Daremos uma formulagao indepen-
dente da norma, mas na pratica devemos usualmente procurar normas especiais para a qual este teorema
aplica.

Lema 1.2.1 Suponha que A é um operador linear cujo conjunto resolvente contém (0,00) e que satisfaz
A=A "oy <M, n>1, A>0.
Entao existe uma norma | - |g, em Ey tal que

HEHEO < ‘e‘Eo S‘N[HEHEU? veeEWO

(A= A)te|g, <A Yelg,, Ve€ Ey, A>0.

Teorema 1.2.2 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida) Seja A : D(A) C Ey — Ey um operador
linear. As sequintes afirmativas sao equivalente

(1) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t),t > 0} C L(Ey) tal que

1T || Lz < Me?', Vit > 0;

(ii) A € fechado, densamente definido, o conjunto resolvente de A contém (3,00) e

IO = A) ™oy < MA—B)"", YA>B, n=1,2,-.
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1.3 O Teorema de Lumer-Phillips

Definigao 1.3.1 Seja Ey um espago de Banach sobre K com norma || - ||, e seja E§ = L(Eo,K) o seu
dual topologico com a norma usual | - || gz (|e*||gs = sup{Re(e*,e) : [le|lg, < 1}). A aplicagdo dualidade
J: Ey — 256 ¢ wma funciao multivoca definida por

J(e) = {e" € B : Re(e”, e) = [le||%,, "]

g5 = llellz }-
J(e) £ O, pelo Teorema de Hahn-Banach.

Um operador linear A : D(A) C Ey — Ey ¢ dissipativo se para cada e € D(A) existe e* € J(e) tal que
Re (e*, Ae) < 0.
Lema 1.3.1 O operador linear A ¢ dissipativo se e somente se

A = Aellm, = Alell s, (1.3)
para todo e € D(A) e A > 0.
Prova: Seja A dissipativo, A > 0 e e € D(A). Se e* € J(e) e Re(Ae,e*) < 0 entao
Ihe = Ael|z,llellz, > [(Ae — Ae,e*)] = Re(Ae — Ae,e”) > Ale||Z,

e (1.3) segue. Reciprocamente, seja e € D(A) e assuma que A|el|g, < ||Ae — Ae||g, para todo A > 0. Se
fX e Je—Ae) e g5 = [/l /3] g5 temos

Alelle, < llXe — Aellg, = (Ae — Ae, g3) = ARe(e, g3) — Re(Ae, g3) < Alle]|m, — Re(Ae, g3) (1.4)

Como a bola unitdria de Ej é compacta na topologia fraca®™ temos que existe g* € Ef, |g*|

B <1, e

sequéncia A, — oo tais que g3 o, g*. De (1.4) segue que Re(Ae, g*) < 0 e Rele,g*) > |le]|g,- Mas
Re(e,g*) < [(e,g*)| < |le|lg, e portanto (e,g*) = |le||g,- Tomando e* = |le||g,g* temos e* € J(e) e
Re(Ae, e*) < 0. Portanto, para todo e € D(A) existe e* € J(e) tal que Re(Ae,e*) <0 e A é dissipativo.

Teorema 1.3.1 (Lumer-Phillips) Suponha que A é um operador linear densamente definido em um es-
paco de Banach Ey.

(i) Se A € o gerador infinitesimal de uwm semigrupo fortemente continuo de contracdes, entGo A € dissi-
pativo (de fato, Re (e*, Ae) < 0 para todo e* € J(e)) e R(A — A) = Ey para algum X > 0,

(ii) Se A € dissipativo e R(Aog — A) = Ey para algum Ao > 0, entdo A é o gerador de um semigrupo
fortemente continuo de contracoes.

Prova: (i) Se A gera {T'(t),t > 0}, |T(t)|| (g, < 1 entdo R(\— A) = Ey para todo A > 0 pelo Teorema de
Hille-Yosida e para qualquer e € Ey, e* € J(e), t > 0,

[{e*, T(t)e)] < le”]

e IT(tells, < llellE,

entao
T(t)e —e

R *
e(e”, .

) = L {Re(e", T(1)e) — ellF,} < 0.

Portanto se e € D(A), Re (e*, Ae) < 0.
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(ii) Se A > 0 e e € D(A), do Lemma [1.3.1] temos que
1A = Aell gy, = Allell g,

Agora R(A\g — A) = Eo, ||(Ao — A)ellr, > Mollell, para e € D(A), logo Ag estd no conjunto resolvente
de A e A é fechado. Seja A = {\ € p(A)NR : A > 0}. A ¢ um conjunto aberto em (0,00) ja que p(A)
é aberto, provaremos que A é também fechado em (0,00) para concluir que A = (0,00). Suponha que
{2, C A, Ay — A >0, se n é suficientemente grande temos que |\, — A| < \/4 entdo, para n grande,
A= X)) (A = A) Hlnmy) < A — AN <1/3e T+ (A= Ay) (A — A)~F é um isomorfismo de Ey. Entéo

A—A={T+A=X)A—A) 7' }(N\, — A) (1.5)

leva D(A) sobre Ey e A € p(A), como queriamos.
Agora todas as hipdteses do Teorema de Hille-Yosida (ii) estao verificadas e a prova esté completa.

A seguir recordamos a definicdo de operadores adjuntos. Seja Ey um espaco de Banach com dual Ej.
Seja S : D(S) C Ey — Ep um operador linear com dominio denso. O adjunto S* : D(S*) C E§ — Ej de S
é o operador linear definido por: D(S*) é o conjunto dos e* € E} para os quais existe f* € Ej com

(e*,Se) = (f*,e) Vee D(9). (1.6)

e se e* € D(S*) entdo f* = S*e* onde f* ¢ o elemento de Ej satisfazendo (1.6). Note que como D(S) é
denso em Fjy existe no maximo um f* € EJ para o qual (1.6) vale.

Seja H um espago de Hilbert com produto escalar (-, -). Identificamos H e H* e denotamos ambos por
H.

Definicao 1.3.2 Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-,-). Um operador A : D(A) C H — H
é simétrico se D(A) = H e A C A*; isto € (Ae, f) = (e, Af) para todo e, f € D(A). A é auto-adjunto se
A= A*.

Corolario 1.3.1 Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se ambos A e A* sao dissipa-
tivos, entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contracoes sobre Ej.

Prova: Pelo Teorema de Lumer-Philips é suficiente provar que R(I — A) = Ey. Como A é dissipativo e
fechado R(I — A) é um subespaco fechado de Ey. Se R(I — A) # Ej entao existe e* € Ef, e* # 0 tal que
(e*,e — Ae) = 0 para todo e € D(A). Isto implica e* — A*e* = 0. Como A* é também dissipativo segue do
Lema [1.3.1 que e* = 0 contradizendo a construgao de e*.

Em muitos exemplos a técnica utilizada para verificar as estimativas espectrais necessarias para se garantir
que um operador A é o gerador de um semigrupo fortemente continuo de operadores sao obtidas através do
conhecimento da chamada imagem numérica que é definida a seguir.

Se A é um operador linear em um espaco de Banach complexo Fy a sua imagem numérica W(A) é o
conjunto

W(A) = {{e", Ae) : e € D(A), lells, = 1, e* € Eg, [le”llms = 1, (e, e) = 1}. (L.7)

No caso em que Ej ¢ um espaco de Hilbert W(A) = {(4e,e) : e € D(A), |lellg, = 1}.

Teorema 1.3.2 Seja A : D(A) C Ey — Ey um operador fechado densamente definido. Seja W (A) a imagem
numérica de A e X2 um subconjunto aberto e conexo em C\W(A). Se X ¢ W(A) entdo A — A € um-a-um e
tem imagem fechada e satisfaz

(A = AellLgy) = dX, W(A))ell z,- (1.8)
Adicionalmente, se p(A) X # O entdao p(A) DX e
; 1
A—A)7! < . YAEX 1.9

onde d(\,W(A)) € a distincia de X a W(A).
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Prova: Seja A ¢ W(A). Se e € D(A), |lellg, =1, e* € Ef, |le*||m; = 1 e (e*,e) = 1 entdo
0<dANW(A)) < |X— (e, Ae)| = |{e", he — Ae)| < ||[Ae — Ael| g, (1.10)

e portanto A — A é um-a-um, tem imagem fechada e satisfaz (1.8). Se adicionalmente A € p(A) entao (1.10)
implica (1.9)).

Resta mostrar que se ¥ intersepta p(A) entdo p(A) D X. Para este fim considere o conjunto p(A) N X.
Este conjunto é obviamente aberto em X. Mas também é fechado j& que A\, € p(A)NXT e N, > A € X
implica que para n suficientemente grande |\ — \,| < d(\,, W(A)). De (1.9) segue que para n grande,
A=Al |0 — A)7Y| < 1 e (1.5) implica que A € p(A) e portanto p(A) N'E é fechado em Y. Segue que
p(A) MY = ¥ ou seja p(A) D X, como queriamos.

Exercicio 1.3.1 Mostre que se H é um espaco de Hilbert e A: D(A) C H — H é um operador simétrico e
sobrejetor entdo A € auto-adjunto.

Exemplo 1.3.1 Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador auto-adjunto. Entdao
A € fechado e densamente definido. Suponha que A seja limitado superiormente; isto €, que exista uma
constante a € R tal que (Au,uy < a(u,u). Entdo C\(—oo,a] C p(A), e existe uma constante M > 1

dependendo somente de ¢ tal que
M

A—\N"1 N —
H( ) HL(EU) = |/\7(I‘

para todo A € Xy = {\ € C: arg(A —a) < ¢}, ¢ < 7. Adicionalmente, A € o gerador de um semigrupo
fortemente continuo {T'(t) : t > 0} satisfazendo

1Ty < e
Na verdade {T'(t) : t > 0} € um semigrupo analitico como mostraremos posteriormente.
Prova: Vamos comegar localizando a imagem numérica de A. Primeiramente note que
W(A) ={(Ae,e): e € D(A),|lellg, =1} C (—o0,a].

Note que A —a = A* — a sao dissipativos e portanto, do Corolario[1.3.1, A —a gera um semigrupo fortemente
continuo de contragdes. Segue que p(4A — a) D (0,00). Do Teorema (1.3.2)) temos que C\(—o0,a] C p(A4) e

que
1

1
AN W(A) = A0 (—oo,a))’

Adicionalmente, se A € 3, temos que I (_loo ) < ﬁ \Aial e o resultado segue.q

I = A4) 71 <

Teorema 1.3.3 Seja A um operador dissipativo em Ey
(a) Se para algum Ao > 0, R(Ag — A) = Ey entdo R(A — A) = Ey para todo A > 0.
(b) Se A € fechdvel entdo o seu fecho A é também dissipativo.

(¢c) Se D(A) = Ey entao A € fechdvel.

Prova: A afirmativa (a) foi provada no Teorema de Lumer-Phillips. Para provar (b) seja e € D(A), f = Ae.
Entao existe uma sequéncia {e,} C D(A) tal que e¢,, — e e Ae,, — f = Ae. Do Lema [1.3.1] segue que
|IXen — Aen ||, > Allen|| gy, Para A > 0 e fazendo n — oo temos

Ixe — Ae|lg, > Alellg,, A > 0. (1.11)
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Como (1.11)) vale para todo e € D(A), A é dissipativo pelo Lema [1.3.1. Para provar (c) assuma que A nio
é fechdvel. Entao existe uma sequéncia {e,} C D(A), e, — 0 e Ae, — f com || f|lg, = 1. Do Lema [1.3.1
segue que para todo t > 0e e € D(A)

[ (e + t716n) —tA(e +t71€n)|‘Eo > e+ t71€71HEo-

Fazendo n — oo e entao t — 0 resulta [le — f|[g, > [le[[r, para todo e € D(A). Mas isto ¢ impossivel se
D(A) é denso em Ej e portanto A é fechdvel.

Teorema 1.3.4 Seja A dissipativo com R(I — A) = Ey. Se Ey ¢ reflexivo entdo D(A) = Ej.

Prova: Scja e* € E tal que (e*,e) = 0 para todo e € D(A). Mostraremos que e* = 0. Como R(I — A) = Ej
é suficiente mostrar que (e*,e — Ae) = 0 para todo e € D(A) o que é equivalente a (e*, Ae) = 0 para todo
e € D(A). Seja e € D(A) entdo, pelo Theorema [1.3.3] parte (a), existe um e, tal que e = e, — (1/n)Ae,.
Como Ae, = n(e, —e) € D(A), e, € D(A?%) e Ae = Ae,, — (1/n)A%e, ou Ae, = (I — (1/n)A)~!Ae.
Do Lema [1.3.1 segue que |[(I — (1/n)A) " |L(g,) < 1 e portanto |[Ae,|lp, < [|Aelg,. Também, [, —
ellg, < (1/n)||Aenllr, < (1/n)||Ae||lg, e portanto e, — e. Como ||Ae,|g, < C e Ey é reflexivo existe uma

subsequéncia Ae,, de Ae, tal que Ae,, —— f. Como A é fechado (veja Teorema de Lumer-Phillips (ii))
segue que f = Ae. Finalmente, como (e*, z) = 0 para todo z € D(A), temos

(€%, Aey, ) = ni(e*, en, —e)y =0. (1.12)

Fazendo ny — oo em (1.12) temos (e*, Ae) = 0. Isto vale para e € D(A) e portanto e* =0 e D(A) = Ey.

1.4 Formulas Exponenciais

Teorema 1.4.1 Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em Ey. Se

T(h)e —
A(hye = TW)e —e
h
entao para todo e € Ey temos
T(t)e = lim et4Me (1.13)
h—0t

e o limite € uniforme em t em qualquer intervalo limitado de R.

Prova: Seja || T(t)| n(r,) < Me“" com w > 0 e seja A o gerador infinitesimal de {T'(¢) : t > 0}. Como para
todo h > 0 A(h) é limitado o semigrupo e! (") estd bem definido. Adicionalmente A(h) e T(t) comutam,
logo o mesmo ocorre com e 4" ¢ T(t). Ainda

oo k

- " NT(hk)l (e t(guh_

||etA(h)HL(Eo) <e t/hz (h) — (o) < pef(e™"=1),
k=0

Portanto, para 0 < h < 1 temos
HetA(h)”L(EO) < Metwe”

E facil ver que para e € D(A), et=)AMT(s)e é diferencidvel em s e que

% (e(t—s)A(h)T(S)e) — 7A(h)e(tfs)A(h)T(s)e + e(tfs)A(h)AT(S)e
= et=)AMT(s)(Ae — A(h)e).
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Consequentemente, para 0 < h <1 e e € D(A) temos

t
||T(t>€ _ et A(h)enL(Eo) = H/ % (e(t—S)A(h)T(S)e) ds
0

) L(Eo)
S/O 1€ =AM L ) I T ()]l Loy ds | Ae — A(h)el| s,

< tM2et©“ )| Ae — A(h)e| i, .

Fazendo h — 07 obtemos (1.13) para e € D(A). Como ambos |let A || gy e | T(t)| 1(5,) sdo uniformemente
limitados em um intervalo finito de tempo e como D(A) é denso em Fj obtemos que (1.13) vale para todo
e c EOD

Exemplo 1.4.1 Seja Ey = LUC(R) o espago das fungdes limitadas e unifomemente continuas em R. Seja
(T f)(z)=flz+1t), zeR, t=0.

Entio {T(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo de contragées em Ey. Seu gerador infinitesimal
tem dominio

D(A) ={f € Ey: f' € Eo}

e sobre D(A), Af = f'. Para este semigrupo temos

Am @) = IO ()

E fdcil verificar que

k
(AW 7@ = g S0 (1)l mh) = (A o)

m=0
Usando o Teorema 1.4.1 obtemos

> 1k

flatt) = lim 3 AR @).

k=0

O limite acima existe uniformemente para x € R e t em intervalos limitados de R. A formula acima é uma
generalizacao do Teorema de Taylor para fungoes que sao somente continuas. Note que se [ tem k derivadas
continuas entdo limy, o+ (AF f)(z) = f*) ().

Teorema 1.4.2 (O Segundo Limite Fundamental) Seja {T'(t) : t > 0} um semifrupo fortemente con-
tinuo em Ey. Se A € o seu gerador infinitesimal, entdo

. t N\ " . n/n -11"
T(t)e = lim <I_nA> e= lim [t (?—A> ] e, Vee Ey

n—oo n—oo
e os limites sao uniformes para t em intervalos limitados de R.

Prova: Assuma que ||T(t) (g, < Me“". Vimos que para ReX > w, (A — A)~! é analitica em X e

()\—A)*le:/ e T (s)eds, ec Ey.
0
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Derivando n vezes em )\, substituindo s = vt e tomando A = n/t encontramos

((? _ A)1>(") e = (—1)ngnt! /Ooo(ve_“)"T(tv)edv.

(A=A )™ = (1) (A — 4) 2

Mas

e portanto

n —1qntl pntl o o
(? —A) ] e=— /0 (ve™")"T(tv)edv.

;

Notando que

1 o0
nt / (ve™")"dv =1
0

n!

obtemos

n/n -1 prtlh oo

{ (? - A) ] e~ T(t)e = / (ve~")"[T(tv)e — T(t)e] dv. (1.14)
0

Dado € > 0 escolhemos 0 < a < 1 < b < oo tal que ¢ € [0, to] implica

IT(tv)e = T(t)ell (g <€ a<v<b

Entdo quebramos a integral em trés integrais Iy, Is, I3 nos intervalos [0, a], [a,b] e [b, 00) respectivamente.

Temos
nn+1

111l L) < y

(ae_“)"/ |T(tv)e — T(t)el| (g, dv,
0

nn+1 b
Holl(mo) < €= / (ve™")"dv < e,
° a

nn+1

113l L(Eq) = ”T/b (ve™")"(T'(tv)e — T(t)e)dv|| (1)

Aqui usamos o fato que ve™ > 0 é nao decrescente para 0 < v < 1 e nao crescente para v > 1. Como
adicionalmente ve™" < e~ ! para v # 1, ||I1]|1(g,) — 0 uniformemente para t € [0, o] quando n — co. Escol-
hendo n > wt em I3, vemos que a integral na estimativa de I3, converge e que ||I3]/1(g,) — 0 uniformemente
para t € [0,t9] quando n — oo. Consequentemente

{T; (E - A)l} S T(t)e

<e
t

L(Eo)

lim sup
n—oo

e como € > 0 é arbitrario temos

Ainda

e o resultado segue.
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1.5 Pseudo-Resolventes

Seja A um operdor fechado e densamente definido em Ey. Se p e A estdao em p(A), entdo temos
(A= A) " = (= A) 7 = (= N = ) (= A)7

Motivado por isto definimos

Definicao 1.5.1 Seja A um subconjunto do plano complexo. Uma familia J(N\), X\ € A, de operadores
lineares limitados em Eq satisfazendo

JN) = J(p) = (p=X)J N (), Apel (1.15)
€ chamado um pseudo-resolvente em A.

O objetivo final desta secao é determinar condigoes sob as quais existe um operador fechado e densamente
definido A tal que J(\) é o resolvente de A.

Lema 1.5.1 Seja A um subconjunto de C. Se J(\) € pseudo-resolvente em A, entao J(N)J () = J (1) J(N).
O nicleo N(J(N)) e a imagem R(J(\)) sao independentes de X € A. N(J(N)) é um subespago fechado de
]L‘().

Prova: E evidente de (1.15) que J()\) e J(u) comutam para A, x € A. Também reescrevendo (1.15) na forma
JA) = T+ (n = 2T V)]

¢ claro que R(J (1)) D R(J(X)) e por simetria temos a igualdade. Semelhantemente N(J(X)) = N(J(p)).
N(J())) é claramente fechado.p

Teorema 1.5.1 Seja A um subconjunto de C e seja J(N) pseudo-resolvente em A. Entao, J(A) € o resol-
vente de um operador linear fechado densamente definido se e somente se N(J(\)) = {0} e R(J(\)) € denso
em Ey.

Prova: Claramente se J(\) é o resolvente de um operador fechado e densamente definido A, temos N (J(X)) =
{0} e R(J(N\)) = D(A) é denso em Ej. Assuma agora que N(J(X)) = {0} e R(J(N\)) = D(A) é denso em
Ey. De N(J(N)) = {0} segue que J(A) é um-a-um. Seja Ao € A e defina

A= NI —J(N)n

O operador A assim definido é claramente linear, fechado e D(A) = R(J(X\g)) é denso em X. Da definigao
de A é claro que
Mol — A)J(A) = J(Ao) (Aol — A) = 1,

e portanto J(Ag) = (Aol — A)~1. Se A € A entdo

AL —=A)J(N) = (A=) + (Aol = A))J(N)
= (A=) + (Mol = A)J (o)L — (A= Xo)J(N)]
=1+ (A= 20)[J(Ao) = J(A) = (A =) J(No)J(N)]

e semelhantemente J(A)(A] — A) = I. Portanto J(\) = (A — A)~! para todo A € A. Em particular A é
independente de g e é unicamente determinado por J(\).

A seguir damos condigdes suficientes para que pseudo-resolventes sejam resolventes.
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Teorema 1.5.2 Seja A C C ilimitado e seja J(N) uwm pseudo-resolvente em A. Se R(J(N)) € denso em Ey
e existe uma sequéncia A, € A com |\,| — o0 e

[And An)llL(zo) < M (1.16)
para alguma constante M, entao J(N) € o resolvente de um unico operador fechado e densamente definido.
Prova: De (1.16) segue que |[J(An)| £(gy) — 0 quando n — oo. Seja € A. De (1.15) deduzimos que

[d (0n) = DIy = 0. 1 — oc.

Portanto, se e € R(J(u)) temos
And(Ap)e — e, n— 0. (1.17)

Como R(J(p)) é denso em Ey e A\pJ(A,) é uniformemente limitada, temos que (1.17)) vale para todo e € Ej.
Se e € N(J(\)) entdao A\, J(A,)e = 0 e de (1.I7) deduzimos que e = 0. Portanto N(J(A)) = {0} e, do
Teorema [1.5.1, J(X) é o resolvente de um operador fechado e densamente definido A.

Corolario 1.5.1 Seja A C C ilimitado e J(\) um pseudo-resolvente em A. Se existe uma sequéncia A\, € A
tal que |Ap| — oo quando n — oo e

lim A, J(An)e=e, Veé€ Ey (1.18)

entao J(\) é o resolvente de um operador (unicamente definido) fechado e densamente definido A.
Prova: Do Principio da Limita¢ado Uniforme e de (1.18)) seque que (1.16) vale. Do Lema [1.5.1] sabemos

que R(J(A)) é independente de A € A e portanto (1.18) implica que R(J())) é denso em Fy. Portanto, as
condigoes do Teorema [1.5.2 estao satisfeitas e o resultado segue.

1.6 O Semigrupo Dual e o Teorema de Stone

Comegamos com alguns resultados basicos sobre operadores duais.
Lema 1.6.1 Seja S € L(Ey); entdo, S* € L(Eg) e ||S|ngy) = 15| (z0o)-

Prova: Para todo e* € Ej, (e*, Se) é um funcional linear continuo e portanto determina um tnico elemento
f* € Ej para o qual (f*,e) = (e*, Se) e portanto D(S*) = Ej. Adicionalmente,

15" 1 zs) = SUPQer i <1y 197715 = SUPger g <1y SUP ey <1y [(S7ET )]

= SUP{j¢|<1} SUPlex | s <13 [{€75 S€)| = SUD ey, <1y |5l o

= ISl z(&0) 0

Lema 1.6.2 Seja A um operador linear densamente definido em Ey. Se A € p(A) entdo X € p(A*) e

A=A = (A=A
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Prova: Da definicio de adjunto temos (A — A)* = X[* — A*. Como (M — A)~! € L(Ep) temos que
(M — A)~Y)* € L(E}). Provaremos que (A[* — A*)~! existe e ¢ igual a (Al — A)~!)*. Primeiramente
mostramos que AI* — A* é injetor. Se para algum e* # 0, (A\[* — A*)e* = 0, entao 0 = (A\[* — A*)e*,e) =
(M — A)e, e*) para todo e € D(A). Mas como A € p(A), R(A\] — A) = Ey e portanto e* =0 e A\[* — A* é
injetor. Se agora e € Ey, e* € D(A*), entao

(e*,e) = (e*, (A — A)(N — A)"te) = (AI* — A%)e*, (A — A)te)

e portanto
(M — AN (AIF — A%)e* =¢*, Ve* € D(A").

Por outro lado se e* € Ej e e € D(A) entao
(e*,e) = (", (M — A) T (AL — A)e) = (M — A)~1)*e*, (A — A)e)

0 que implica que
(AI* — A (M — A)"H*er =e*, Ve* € E}.

Segue que A € p(A*) e que (A[* — A*)~! = (M — A)~1)*

Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em Ey. Para ¢t > 0 seja {T'(¢)* : t > 0} o semigrupo
dual. O semigrupo dual nao precisa ser fortemente continuo em Ej.

Definigao 1.6.1 Seja S um operador linear em Eq e seja Fy um subespago de Eq. O operador S definido

por D(S) definido por D(S) = {e € D(S)NFy : Se € Fy} e Se = Se para e € D(S) é chamado parte de S
em Fy.

Teorema 1.6.1 Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em Ey com gerador infinitesimal
Ae{T(t)" : t > 0} o semigrupo dual. Se A* é o adjunto de A e F() ¢ o fecho de D(A*) em Ef, entdo a
restricio {T(t)® : t > 0} de {T(t)* :t > 0} a E € um semigrupo fortemente continuo em Eg. O gerador
infinitesimal A® de {T(t)® : t > 0} ¢ a parte de A* em Ey .

Prova: Como A é o gerador infinitesimal de {T'(¢) : ¢ > 0}, existem constantes 5 e M tais que para todo
A>w, A€ p(h) e
[ —=A)~™" < 1,2
_ _M n — o
L(Ey) > ()\_w)n7 y 4y

Segue que \ € p(A*) e

(AL =A%) |lLmy) < n=1,2---.

M
A—w)’

Seja J()) a restrigao de (A\[* — A*)~! a EJ. Segue que
M

n

[Tl sey < Gowr

JN) = J(p) = (p=X)JN)J (1), Ap>w
e por (1.2)) temos que
)\lim M (Ne* — e*, Ve* € Ey.
—00

Segue do Corolario [I.5.1 que J()) é o resolvente de um operador fechado e densamente definido A® em Ef.
Ainda, A® é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t)® : ¢ > 0} em EJ. Para
e € Ey e e® € EJ temos

<e®,<[—tA> e>:<(I®—tA®> e®,e>7 n=123---.
n n
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Fazendo n — oo e usando o Teorema 1.4.2 obtemos
(2, T(t)e) = (T(t)%e, e).

Segue que para e® € EJ, T(t)*e® = T(t)?e® e T(t)® é a restrigio de T(t)* a EJ .
Para concluir a prova temos que mostrar que A® é a parte de A* em EJ. Seja e* € D(A*) tal que
e* € Ef e A*e* € EJ. Entao (A[* — A*)e* € E e

(M® — A9) "L — A%)e* = e*.

Portanto e* € D(A®) e aplicando ANI® — A® em ambos os lados da igualdade acima temos (A[* — A*)e* =
(AI® — A®)e* e portanto A®e* = A*e*. Isto mostra que A® ¢ a parte de A* em Ej.

O seguinte resultado identifica alguns casos em que o semigrupo dual é fortemente continuo.

Lema 1.6.3 Seja Ey um espago de Banach reflexivo. Se S : D(S) C Ey — FEy € fechado e densamente
definido entao D(S*) é denso em Ef.

Prova: Se D(S*) nao é denso em Ej entdo existe um elemento eg € Ey tal que eg # 0 e (€*,e9) = 0 para
todo e* € D(S*). Como S ¢é fechado seu grafico ¢ fechado e nao contém (0, eg). Do Teorema de Hahn-Banach
existem e} e e5 em Ef tais que (e, e) — (e}, Se) = 0 para todo e € D(S) e (e},0) — (€5, e9) # 0. Segue que
e5 # 0eque (el e0) # 0 e que el € D(S*), S*el = e}. Isto implica que (e}, eq) = 0 0 que é uma contradicao.
Portanto D(S*) é denso em Ef.;

Corolario 1.6.1 Seja Ey um espaco de Banach reflexivo e {[( )
em Eqy com gerador infinitesimal A. O semigrupo dual {T(t)*
fortemente continuo em Ej cujo gerador infinitesimal € A*.

0} um semigr ///)() fortemente continuo
0

t >
t >0} de {T(t) : t > 0} € um semigrupo

Uma vez que a restricao de T'(t)* ao subespago X© é um semigrupo fortemente continuo, estamos exata-
mente na mesma posi¢do que comecamos. Em um espaco de Banach X© e com um semigrupo fortemente
continuo {T'(t)® : t > 0} gerado pela parte A® de A* em X©.

Podemos introduzir o espago X®* e o semigrupo dual T'(t)®* que é fortemente continuo em X©© :=
D(A®*).

A dualidade entre os elementos de X e X© pode ser usada para definir uma imerssao j (note que X é
fraco-* denso em X*) de X em X©* com

(jz, 2%) xor xo = (2%, 2) xo x.

E claro que
T()* jo = j(T(t)x)
e portanto j(X) C X®©. Sempre que j(X) = X®® camaremos X de ®—reflexivo com respeito ao semigrupo
{T(¢) : t > 0}.
Seja H um espaco de Hilbert. Um operador limitado U é unitdrio se U* = U~!. Recorde que U é unitério
se e somente se R(U) = H e U é uma isometria.

Teorema 1.6.2 (Stone) Um operador A é o gerador infinitesimal de um grupo fortemente continuo de
operadores unitarios em um espaco de Hilbert H se e somente se iA é auto-adjunto.

Prova: Se A é o gerador de um grupo fortemente continuo de operadores unitarios {U(t) : t € R}, entao A
é densamente definito e utilizando o Coroldrio [1.6.1] obtemos, para = € D(A),

Az — Tim U(-t)r —x _ th t)r —x
t—0+ t t

= A"z
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o que implica que A = —A* e portanto (iA)* =iA e iA é auto-adjunto.
Se por outro lado 7A é auto adjunto entao A é densamente definido e A = —A*. Portanto, para todo
x € D(A) temos

(Az,z) = (x, A"z) = —(Az, )

e portanto Re(Axz, 2) = 0 para todo x € D(A), isto é, A é dissipativo. Como A = A* Re(A*x,x) = 0 para
todo x € D(A) = D(A*) e também A* é dissipativo. Logo A e A* sao densamente definidos e fechados e como
A** = A, do Corolario [1.3.1, ambos A e A* = —A sdo geradores infinitesimais de semigrupos fortemente
continuos de contragoes em H. Se {U,(t) : ¢ > 0} e {U_(t) : t > 0} sao os semigrupos gerados por A ¢ A*
respectivamente definimos

Entao U(t) é um grupo. De fato: Como A e —A séo geradores de semigrupos fortemente continuos U, (t) e
U_(—t) que comutam pelo Teorema B3.1.2l Se W (t) = U, (t)U_(—t) entdo para z € D(A) = D(—A)

U+(t)l’ -z + U,(t)(E . — Arx — Az =0, quandot— 0r.

Portanto, para z € D(A) temos que W(t)r = x, t > 0. Como D(A) é denso em H e W (t) é limitado
temos que W(t) = I ou U_(—t) = (U (t))"t. Como U(t)~t = U(—t), |U@®)| <1, |U(-t)|| < 1, segue que
R(U(t)) = H e U(t) é uma isometria para todo ¢ e portanto U(t) é um grupo unitério de operadores sobre
H, como queriamos.

1.7 Transformada Inversa de Laplace

Vimos no Teorema [1.1.2, (5) que
A—A) = / e MT(t)dt,
0

se Re\ é grande. Isto sugere que usando a transformada inversa de Laplace poderemos encontrar T'(¢),
conhecido A. No que se segue perseguiremos este objetivo.

Lema 1.7.1

.
(b) Se f:R — C € tal que f(t)/(1+ |t]) € integrdvel em R e /
J -

' sin Nt ,
/ f(f\)mi/ dt — f(0) quando N — 4oc.

Prova: (a) Note que se v é a curva da figura abaixo no plano complexo, temos que
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—r it R it 0 ) T
0:/ e—dt+/ e—dt+i/ e”’edeJri/ eife’ 4.
—R t r t T 0

/eiReiede‘S/ e_RSin9d9—>0,
0 0

quando R — oo e o resultado segue quando r — 0.

1 . N .
(b) / %dt = / S;r—nttdt — 1 quando N — oo e
—1 -N

/Oo f(t)SinNtdt—f(O)/l SinNtdt:/ Msinzvtdt+/ I o N ar,
—o0 [t]<1

Tt _1 7t mt [t>1 T

Note que

ambos os termos a direita tendem a zero quando N — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue.q

Teorema 1.7.1 Suponha que A € o gerador de um semigrupo fortemente continuo {T(t),t > 0} C L(Ep)
satisfazendo | T(t)|| (g, < MePt e assuma que v > max{0, 3}. Para qualquer e € D(A?) et >0

T(t)e = lim

N—o0 271 B

y+i N
/ eM(\ — A)ted),

y—iN
onde a integral € ao longo do segmento de reta com Re\ = ~. O limite converge uniformemente para
e <t <1/e, qualquer e > 0.
Prova: Como Re\ =7 > 3, (A — A)~! existe e é uniformemente limitada, de fato, como e € D(A?)
A=A le=ATtetr A 2Ae+ 2 2(N - A) 1A%
entao

1 y+iN 1 Yy+iN eMt 1 y+iN et
—/ eMA—A)ledr = —/ ——d\ e+—/ —[Ae+ (A — A)"1A%e]dA
0l v 2l

271 4N 27 4N A 271 4N AQ

e ambos os termos convergem uniformemente em € < ¢t < 1/e quando N — 00, o primeiro por integragao por
partes e o segundo porque o integrando tem norma menor ou igual a const/|\|? entdo converge absolutamente.
S6 resta mostrar que o limite é T'(t)e.

Agora para Rel =y

A—A)te= / e T (s)eds,
0

entao
1 Y+iN 00 1 y+iN
—/ M\ — A)tedA :/ —/ Mg\ Y T(s)eds
2’ITZ y—iN 0 27TZ ~N—iN
_ OOSiHN(t—S) (t—s) _ OosinNT —yT
—/0 At ) e’ T(s)eds = P an e T (t+ 1)edr.
A funcado

(e, T(t+T1)e)e 7, 172>—t
f(r) =

0, 7<—t
satisfaz as condigdes do lemma para qualquer e* € E§ e t > 0 pois f/(0) = (e*, T(t)(A — v)e). Entao

Y .
21 _iN

Y+iN
(e* L / eM(N— A)ted)\) — £(0) = (e*, T(t)€)

quando N — oo. Isto vale para todo e* € Ej e a prova esta completa.q
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1.8 Operadores Setoriais e Analiticidade

Suponha que o gerador A de um semigrupo fortemente continuo de {T'(t) : t > 0} é tal que ¥ = {A € C:
|arg A| < ¢} C p(A) para algum ¢ € (7/2,7) e que

1o
Al

Mostraremos que o semigrupo gerado por A é analitico em um setor contendo o eixo real positivo.
Seja e € D(A?), t > 0, entdo para algum 7y > 0

(A — A)71||L(Eo) < AeX.

Lo 1
T(t)e=— A—A) " ed.
=g | MO
O integrando é analitico para A € ¥ e portanto podemos deformar o contorno de integracao para I, consistin-
do de dois raios {\ € C:arg A = £¢, |A\| > r}, T < ¢ < ¢, e do arco de circulo {\ € C: |A| =1, [arg\| < ¢}

para r pequeno. Veja figura abaixo

Note que, quando ImA = £N, —kN < ReX < (k =|cot ¢| > 0),

etRe)\C
||e>\t()\—A)716HE0 < ||6||E0

(ReA)2 + N2
e as integrais correspondentes tendem a zero quando N — oo.
Portanto )
T(t)e=— [ e\ —A)ted)
(e = 57 [ MO = A ear
e esta expressao vale para todo e € Ey porque converge em norma. De fato, para t > 0, arg A = +¢
At —1 e Pk
He ()\_A) ||L(E0) S CT’ kl = |COS¢| >O
entao )
T(t) = — [ e\ —A)"tdx
2wt Jp

com convergéncia na norma de L(Ey) qualquer ¢t > 0. A convergéncia é uniforme para ¢ < ¢, qualquer € > 0,
entdo t — T(t) € L(Ep) é continuo para t > 0 (mas claramente a convergéncia nao é uniforme quando
t — 0, a menos que A seja limitado). Ainda mais, a integral converge uniformemente para ¢ complexo em
largt] < e < ¢ — /2, €g < |t|, (¢, > 0, i = 0,1), logo ¢ — T'(t) é analitico em um setor |argt| < ¢ — m/2
contendo o eixo real positivo.

Esta prova de analiticidade nao usa o fato que A é o gerador de um semigrupo mas somente propriedades
do resolvente (A — A)~! quando |A\| — co. De fato, qualquer operador densamente definido A tal que —A é
setorial gera um semigrupo analitico.
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Teorema 1.8.1 Assuma que A : D(A) C Ey — Ey € densamente definido e —A € setorial; isto é, existem
constantes a,C e ¢ € (1/2,7], Lo, = {A € C: Jarg (A —a)| < ¢} estd no conjunto resolvente de A e

H(/\ o ‘4)71“L(E0) < Cj/‘/\ o (L‘ em 2“‘;

Entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t), t > 0} C L(Ep),

1
T(t)=— [ eM\—A)"td\
2mi Jr
onde T'y € a fronteira de 3, ,\{\ € C : |X —a| < r}, % < @ < p, T pequeno, orientada com mo sentido

da parte imagindria crescente. Adicionalmente, t — T(t) se estende a uma fungdo analitica de {t € C :
|argt| < ¢ —7m/2} em L(Ey) (ou a complezificacao de Ey, se Ey é um espaco de Banach real) e para algum
K >0
IT(0)nmy) < Ko, AT < Kt e
para todo t > 0. Note que
d
—T(t) = AT(t)
dt

€ um operador limitado para qualquer t > 0.

Prova: Defina T'(t) pela integral acima, se A = a + p

e (1) = - / e (4 — (A — a))\du

T 2mi

ell(p—(A=a) Y rE,) < C/|pl. Nao hé perda de generalidade em assumir que a = 0.
Como observado acima, t + T'(t) é analitica. Nés primeiro provamos ||T'(t)||1(g,) € t| AT (t)||L(x,) sdo
limitados para ¢ > 0. Mudando varidveis para u = At,

1

_ pel_ gy—rdp
() Qm/me G -4

e o contorno ¢é ainda I'y j& que o integrando é analitico. Logo

1 / Rep O |dp]
T(t < — et — =K <
” ( )”L(Eo) o - |M|/t £

uniformemente para t > 0. Semelhantemente

e : eMAN— A)"ld\ = T}Ti/r eM[—T + A\ — A)~1]dA
0 0

__1 A t1 .
= —m/roe A+ m/roe“%(% —A) " du

0 primeiro termo é zero e o segundo é estimado da seguinte forma

tt [ - . -
H2_71"L/F e“?(? — A) ld:U’HL(Eo) S 2—7”5 g eR MC|d[,L| = Klt 1 < 0.
0 3}

Para ver que isto é AT(t), note que A é um operador fechado, pois (A — A)~! € L(Ep) para A € 3. Como
a integral que define T'(t) é um limite de somas de Riemann é facil ver que AT (t)e = T(t)Ae para todo
e € D(A).
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Pela analiticidade e convergéncia uniforme para cada t > 0, temos

L i/ A — A)1d),
it .

= omi

que é AT (t) como mostrado acima. Seja e € D(A),t>0e

1 dX t d
T(t)e = </ e>‘t> e+ — [ ety 1act
27 Jp, A 2 Jp, tt I3

logo
t dp
IT(0e ~ells, < o [ e Clacls, 51 = 0

quando t — 0%. Como ||T'(t)||(k,) ¢ limitado quando ¢t — 0T, T'(t)e — e quando t — 0T para todo e € Ey.
Finalmente, para 0 < s < t a aplicacao s — T(t — s)T(s)e é continua e é diferencidvel (analitica) para
0<s<t, com

d

d—(T(t —8)T(s)e) = —AT(t — s)T(s)e+ T(t — s)AT(s)e =0

s
entao ¢ constante e
T(t—s)T(s)e=T(t)e, para 0<s<t, e E.

Esta é a propriedade de semigrupo e a prova de que T'(¢) é um semigrupo fortemente continuo estd completa.

t
Para completar a prova do teorema, devemos mostrar que A é seu gerador. Mas T'(t)e — e = / T(s)Aeds,
0

quando ¢t > 0, e € D(A), entao %(T(t)e —e€) — Ae quando t — 0" e A estd contido no gerador. A é de fato

o gerador pois 1 estd no resolvente de A e do gerador.

Teorema 1.8.2 Seja A : D(A) C Ey — Ey densamente definido e tal que —A € setorial com resolvente
compacto. Entao o semigrupo {T'(t) : t > 0} gerado por A é compacto.



Capitulo 2

Poténcias Fracionarias

2.1 Introducao

Vamos comegar esta se¢ao motivando a definicao de poténcias fraciondrias de operadores fechados. Em
primeiro lugar observe que se v é uma curva fechada, retificdvel e simples em C\(—00,0] e n(~;a) denota o
indice da curva 7 em a € C temos do Teorema dos Residuos que
1 A
a® = dA

T omi ,Y)\fa

para todo a € C e a € C com n(vy;a) = 1. Aqui \* = e*'°8* ¢ log A é o ramo principal do logaritimo.
Se A € L(Ep) é tal que o(A) C C\(—o0,0] e v é uma curva fechada, retificdvel e simples em C\(—o0, 0]
tal que n(y;a) =1, Va € 0(A), definimos em analogia com a observacao acima

A = L A\ — A)" A,
27i J,
para todo a € C. E facil ver, da expressao acima, que I® = [ para todo a € C.
E claro que A® € L(Ep). Mostremos que A¥A” = A*TF ({A% o € C} é um grupo) e que A™ coincide
com a definigdo usual (a n-esima iterada de A). Para mostrar a propriedade de grupo escolha ' uma curva
fechada, retificivel e simples em C\(—o0, 0] externa a 7, entao

A%AB = L/A&(A — A)~ldx ﬁ/ 18 (i — A)~Ldp
Y v

211
1)? 1 1

- () ////\“M(/\—A)— (1— A)-dAdy
(1Y a A=A = (u—A)!
_(Tm) /]f“ A d\dp
= (L)Q A(A— At [ pf—L_dpdn
—\2m 7,“ w— A H
+(1-)2/u5(u—A)1/)\a1d>\dp

211 » N -
— 1 [ a8\~ A)-ld)\ = AvAB
_ZWiLA+(A A)~ld) = A%A

M—i)\du = )\ e obser-
vamos que j estd no trago de ' que é externa a v e portanto, do Teorema de Cauchy, fA/ )\O‘Afl#d)\ = 0.

onde na ultima passagem utilizamos o Teorema dos Residuos para obter que % f,y, u’

25
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Se por outro lado &« = n é um ndmero inteiro positivo podemos tomar v uma curva em C (néo é necessério
evitar o semi-eixo real negativo), jd que A" é uma funcio inteira, temos entao que

1

1
Ap = — [ X"(A=A)ta = — [ AN T - 1A Hd)
271'1'/7 ( ) 27ri/7 ( )

e como para |A| > [|A]| temos que

(T=XTtA) =Y " a7A,
§=0

segue do Teorema dos Residuos que
A, =A™ (2.1)

Ou seja, A® é a « iterada de A quando o € N

No que se segue buscamos expressoes equivalentes de A% que facam sentido para uma classe mais ampla
de operadores. Se 0 < ¢ < me A € L(Ey) é tal que o(A) C C\(—00,0]. Seja Xy = {X € C : |arg A| < ¢},
Br ={A € C: |\ < R} eXpy = BRN X, Denote por ' a porcao da fronteira de X, que estd em
Bpr orientada no sentido da parte imaginéria decrescente, yr a porgao da fronteira de Br que estd em Yy
orientada no sentido anti-hordrio. Com isto I'r + vg € a fronteira de g 4. Escolha R > 2||A]|. Com isto
temos que

1 -1
AY = 5= AN —A) " dA
2ms F'r+vr ( )
(2.2)
_ 1 a -1 1 a -1
—ﬁFR)\ (A=A) d/\+2m~[m/\ (A= A)~td\
e
. . ;) o A —n 1
AN =) =T =2"A =D 5) = — AT <2 (2.3)
n=0 1 - 450
R

Se agora tomamos Rea < 0 vamos mostrar que a integral sobre vg em (2.2)) converge para zero quando R
tende para infinito. De fato,

T—0¢ )
|[ xea-aytan < [ Rt (Rt 4y Rag
YR —7+é

e de (2.3) é facil ver que a integral sobre g tende a zero quando R tende para infinito.
Se I' denota a fronteira de ¥4 orientada no sentido da parte imaginaria decrescente, os célculos acima
mostram que sempre que Rea < 0

1
A% = — [ A*(A—A)"ta. (2.4)
2mi Jp
Observe que a convergéncia da integral em (2.4) somente depende da estimativa espectral em (2.3) e nao
do operador A. Isto segue facilmente se parametrizamos I". Vamos apenas considerar a parte I'; de I' com
parte imaginaria positiva. Entao

| [ A= A)"ta) < / Reag=(m=@)ma | (4ei(m=¢) _ 4)=1||4¢,

Como o resolvente é continuo sobre I' a convergéncia da integral acima segue somente de (2.3) ainda mais
esta convergéncia é uniforme para o em qualquer compacto de {A € C : ReA < 0}. A convergéncia da
integral sobre a parte de I' com parte real negativa segue de forma semelhante.
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Esta observacao nos indica uma classe mais geral de operadores A para os quais podemos definir as
poténcias A% com Rea < 0. Esta classe é a classe dos operadores fechados, densamente definidos A com
resolvente contendo um setor C\X, U {0} = —X,_4 U {0} e tais que A(A — A)~! ¢ limitada em —X,_4_,
T—¢p>e>0,0< o <.

Note que se ¢ = T — ¢ entdo A(A — A)~! é limitado em —X, se e somente se A(A + A)~! ¢ limitado em
¥, se e somente se (1 + |A])[[(A+ A)7!| é limitado em X,,.

A seguir mostramos que se (1 + s)|/(s + A)7Y| < M, s € [0,00) entdo (1 + [A])||(A + A)7!| é limitado
em ¥, para ¢ = arcsenﬁ. Em particular, com isto teremos mostrado que podemos definir A® através
de (2.4)) para todo operador A tal que —A gera um semigrupo fortemente continuo {7'(¢) : ¢ > 0} tal que

IT(t)|| < M, t>0.
2.2 Operadores do Tipo Positivo

Seja E um espago de Banach. Um operador linear A em E é dito de tipo positivo com constante M (veja
[3]), M > 1 se é fechado, densamente definido, Rt C p(—A) e

1+ 8)l(s + A om < M, s €R. (2.5)
Denotamos o conjunto dos operadores de tipo positivo por
P :=P(E)

Pelo restante desta secdo assumimos que A € P.
Seja A um operador de tipo positivo com constante M. Dado s € Rt e A € C satisfazendo

A —s| < (1+3)/(2M),
seguede A+ A= (s+A)(1+(A—s)(s+A)!) que A€ p(—A) e

IO+ A o <L+ A=)+ A o lis + Ao < 2M(1+5)!

IN

oM _1+s+A—s . _2M (1+L):2M+1
= 1+ 2M 14+ Al

L+ Al T+s

(1+9 /(2K)

Figura 2.1:

Disto deduzimos que

YSyi={z€C:largz| <arcsinl/(2M)} +{z € C: |z| <1/(2M)} C p(—A)
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e que
T+ AN +A) pm <2M+1, A€ Ty (2.6)
Com isto para todo A € P(FE) e a € C, Rea < 0, definimos
1 1
A = — [ (=N + A Tdh = — [ X\ —A)"td\ 2.
57 VO = o [ -4y (27)

—iv

onde T' é qualquer curva simples em ¥ ,/\R™" suave por partes indo de occe até ooe™ para algum v €
(0,arcsin1/(2M)]. E claro que —I' := {A € C: =X € T'}. Segue de (2.6)) e (2.7) e do Teorema de Cauchy
que A% estd bem definido em L(F) e independente da escolha de I'. De fato, mais é verdade.

Lema 2.2.1 Para todo « e 3 com parte real negativa A“AP = A*TP

Prova: Dados a e § com Rea < 0 e Ref < 0, escolha I'y e I'ys como acima de forma que I'y fica a esquerda
de I'y. Entao

apAB  — -1
w = ks /F/F B(r+ A)"L(u+ A)~1dudA

- zm /FI/FZ PPN =)+ A) 7= (A + A)~Hdpdx

*m/ (A4 A)! (2%2/% )/\d,u>d)\.

Para cada p € I'y, aplicacio A — (A — ) 1(—=\)“ é analitica sobre I'; e a esquerda dela. Portanto, segue de
(2.7) e do Teorema de Cauchy que a integral no primeiro paréntesis é zero e a no segundo é igual a (—\)7.

Consequentemente,

1
AXAB — 5 (=) BN+ A7l = AP,
VWA r,

o0 que prova a afirmativa.p
Suponha que 0 < Rez < 1. Entao podemos deformar I' sobre RT. Logo
A7 1 o= 1 OOHO —z -1
:m\/oofio( ANTEA+A)” d)\+TM/ (=N)7*(A+ A)~td

o0

s7*(s+ A)~lds,

—imz
e

_ R -1 ez
- 27ri/0 s (s +A) d8+27m'

isto é

A% = w/ s*(s+ A)"'ds, 0<Rez< 1. (2.8)
m 0

Aplicando a férmula (2.8) ao caso E := C e A := 1, em particular, segue que

/ s (1+s) tds =
0

Portanto deduzimos do fato que A € P e da igualdade acima que

0 < Rez < 1.

sinmz’

| sin 72| Oos_ReZ | sin 7z|

1ALy < M (14s)"tds=M

sin TRez

para 0 < Rez < 1. Agora nao ¢ dificil provar o seguinte resultado de continuidade:
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Teorema 2.2.1 {A%*; Rez < 0} U{AY = Ig} € um semigrupo fortemente continuo e analitico sobre E.

Prova: E uma consequéncia simples do teorema da derivacao sob o sinal de integragao que a aplicacao
z — A# é analitica em {z € C : Rez < 0}. Portanto, gragas ao Lema 2.2.1), resta mostrar que é fortemente
continuo em z = 0.

Note que

(s+A) 7 = (L48) D (s+A) (L= (s + A)(L+8)") = (1+9) (s +4) (1 —A)

para s > 0. Portanto, dado e € D(A) e z com 0 < Rez < 1, segue de (2.8) e de (2.9) que

o0

AT%e—e = %/ s (s + A)leds - %/ s7*(1+s)teds
0 o

- sngs [ 0 A
Consequentemente,

| sin7z|

|A e —e|llg <M

0o SfRez
1—Ae —— ds, 0<Rez<1.
0= 2elle [ s e
Como a integral converge para 1 quando Rez — 0, vemos que A~ %¢ — ¢ quando z — 0 em {z € C: |arg z| <
a} para cada o € (0,7/2). Desde que A~* é uniformemente limitado para z € {z € C: |argz| < a}N{z €
C:0 < Rez < 1} para cada a € (0,7/2), gracas a (2.9), A* converge para Ir na topologia forte quando
z—0em {z € C:|argz| > 7/2 + €} para cada € € (0,7/2). Isto prova o teorema.

Suponha que A%e = 0 para algum e € E e z € C com Rez < 0. Entao segue que A*tWe = AYA%e =
para Rew < 0. Portanto A¥e = 0 para Rew < Rez. Em particular, A=%e = 0 para k = 0,1,2,--- com
k > —Rez. Consequentemente, ¢ = 0. Isto mostra que A* é injetiva para Rez < 0. Portanto podemos definir
as poténcias fraciondrias para Rez > 0 por

A7 = (A7")"Y Rez>0. (2.10)
Claramente, A* € C(E). Dados z,w € C com 0 < Rez < Rew e e € D(A"), segue de
e=ATYAYe = AT W) AV

que e € D(A?), isto é,
D(AY) € D(A%), 0 < Rez < Rew. (2.11)

Dado e € D(A), faga f := Ae. Como D(A) é denso em E, podemos encontrar para cada € > 0 um
elemento u € D(A) tal que ||u — f||g < ¢/||A™ Y| L(g). Portanto, fazendo v := Au,

IA™%0 —ellp = A" u— A7 flle < A7 | llu — flle < e

Isto mostra que D(A2) D D(A). Portanto D(A2?) D D(A) = E o que garante que D(A?) é denso em E. Por
inducao vemos que D(AF) é denso em E para k =1,2,3,---. Segue de (2.11) que

D(A#?)=E, Rez>0. (2.12)
Agora suponha que Rez > 0 e Rew > 0. Dado

e € D(A**") C D(A™) N D(A?),
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faca f := A*t%e. Entdo e = A=t f = A=A~ f implica A%e = A~*f o que, por sua vez, mostra que
f=A%A%e; isto é,
A*TWe = A*A%e = A¥ A%e, e € D(A*TY).
Se Rez > Rew e e € D(A") entdo
AP AYe = A7ETWAmvgwe = A=W = AvT2e,
Adicionalmente, se e € D(A?) entdo, gragas a identidade acima,
A "APe = ATVAY AT e = A7 Ve,
Isto prova que, dados z,w € C com Rez, Rew, Re(z + w) # 0,

A*AWe = A7 e, ¢ € D(AY), (2.13)

onde u € {z,w, z+ w} com Reu = max{Rez, Rew, Re(z + w)}.
Considere a seguinte extensao de (2.8)).

Proposigao 2.2.1 Suponha que m =0,1,2,---. Entdo

. sin7z m! g A
b )( ‘ s (s + AT s 2.14)
" “*?)(E*W“'(m—:)/] s+ 4) ’ (2.14)

para 0 < Rez <m + 1.

Prova: Suponha que z satisfaz 0 < Rez < 1. Entao da integragao por partes em (2.8) temos que,

o0

I

—|—/ s172(s+ A)~2ds
0 0

_ sinmz [ -s —2
_71-(1—2)/0 stTE(s+ A)"4ds.

Agora (2.14) segue por indugao para 0 < Rez < 1. Gragas a (2.5) é ficil verificar que a integral em (2.14))
converge absolutamente para 0 < Rez < m + 1 e que o lado direito de (2.14) é uma aplicagdo analitica de
{z€C:0<Rez <m+1} em L(E). Agora a afirmativa segue do Teorema 2.2.1

E uma consequéncia do Teorema 2.2.1/ que {A~*;¢ > 0} ¢ um semigrupo fortemente continuo sobre E.
Denotamos o seu gerador infinitesimal por
—log A

o que define o logaritimo de A € P(FE). Entéo a férmula intuitiva
A—t _ e—tlogA7 t> 0’

é vélida.
Um semigrupo analitico {e~*5;¢ > 0} é dito de angulo «, onde 0 < a < 7, se existe uma funcio
analitica
T:{zeC:|argz| < a} — L(E)

estendendo {e~*F;¢ > 0}, tal que T é fortemente continuo no setor fechado {z € C : | arg z| < a—e}U{0} para
cada € € (0, ). Entdo T é um semigrupo sobre F e escrevemos e *Z := T'(z) para {z € C : |arg z| < a}U{0}.

Esta notagéo é justificada ja que dizT(z) =—BT(z) paraz € {z € C: |arg z| < a}.
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Teorema 2.2.2 Assuma que A € Py (E). Entao {A~'t > 0} € um semigrupo analitico de angulo /2.
Adicionalmente,
A my <M™, 0<t<m, m=0,1,2,---

e A7% = e #1984 yarg Rez < 0.

Prova: Gracgas ao Teorema 2.2.1] resta provar apenas a limitacao. Aplicando a Proposicao2.2.1a EF:=C e

A :=1 vemos que
m(l—t)(2—¢)---(m—1)

m!sin wt

= / s 4 8) " s > 0
0
para0<s<m+1lem=0,1,2,---. Agora a Proposigao 2.2.1 e (2.5) implicam

m!
1-t2-1)

A—t < Mm+1 S 7 / m—t 1 —m—ldt _ Mm+1

para0<t<m+lem=0,1,2,---

Agora suponha que —1 < Rez < 1. Entdo pomos

Ae = smﬂ'z/ s%(s+ A)"2Aeds, e € D(A).
w4 0
Observe que
Ape = / (s+ A)"%ds Ae = —(s + A)_lA.e’go =e, ec€ D(A). (2.15)
0
Adicionalmente, se Rez # 0, segue de (2.8) e de (2.14]) que
A%e = A* T Ae = M/ s%(s+ A)2Aeds = A.e (2.16)
TZ 0
para e € D(A). Note que
ATA, C B, = Smm/ (s + A)2ds € L(E). (2.17)
Tz 0

Seja (e;) uma sequéncia em D(A) tal que e; — 0 e A,e; — f em E. Entdo gracas a (2.17), B.e; — 0 e
B.ej — A7 f, o que implica que f = 0. Portanto A, é fechdvel. Motivado por (2.15) e (2.16) fazemos

A? :=fecho de A,, Rez=0.

Daqui por diante sempre freqéntemente escreveremos D(A?) para denotar este espago vetorial munido com
a norma do grafico de A®. Escreveremos Is(X,Y) para denotar o subespaco de L(X,Y’) consistindo dos
isomorfismos lineares de X sobre Y. Com estas consideragoes ja provamos a maior parte do seguinte teorema.

Teorema 2.2.3 Suponha que A € P(FE). FEntdo a poténcia fracionaria A® é, para cada z € C, um
operador linear fechado densamente definido em E. Se Rez < 0 entao A* € L(E) e é dado pela integral
. l ’ P —1 . N
A* = (=A)*(A+ A)"d), (2.18)
-

271,

onde T' € qualquer curva simples suave por partes em C\R™ indo de coe™% a occe' para algum ¢ € (0,7)
tal que o(—A) fica estritamente a esquerda de I'. Adicionalmente,

(i) A* ¢ a poténcia usual de A se z é inteiro.
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(ii) A%e = %/ s*(s+ A)"2Aeds, e€ D(A), —1<Rez<l.
Jo

Tz

(iii) Suponha que ou m = 0,1,2,---, e € D(A*™) e max{Rez, Rew} < m ou Rez, Rew e Re(z + w) ndo
sao nulos e e € D(A") onde u € {z,w, z + w}, satisfaz Reu = max{Rez, Rew, Re(z + w)}. Entao

AZAYe = AFHve,

(iv) A*A® = A*+* Rez, Rew > 0.

(v) D(A¥) <% D(A%) <L E, 0 < Rez < Rew.

(vi) A% € Is(D(A*T%), D(AY)) N Is(D(A?), E), Rez, Rew > 0.
(vii) Dado m =0,1,2,---, a aplicag¢ao
{z€C:Rez<m}— L(D(A™),E), =z~ A*
€ analitica.
Prova: A primeira parte da afirmativa segue de resultados que precedem o enunciado do teorema.
(i) Segue de (2.1) e de (2.10).
(ii) Se Rez # 0, isto foi mostrado em (2.16)) e segue da definicao de A* se Rez = 0.

(iii) Se Rez,Rew e Re(z + w) s@o todos distintos de zero, isto é uma consequéncia de (2.13) e (2.11)). De
(ii) e (2.5) concluimos que

(z+ A%) € C'({z € C: —1 < Rez < 1}, L(D(A), E) N L(D(A?%), D(A))). (2.19)
Portanto, suponha que z,w € {{ € C: —1 < Re( < 1}. Escolha as sequéncias (z;), (w;) em
{zeC:-1<Rez<1}\{zr€C:Rez=0} =Z (2.20)
tal que z; +w; € Z, z; — z e w; — w. Entdo, pelo que j& sabemos,
A% A%ie = A tWie e € D(A?).
Portanto, fazendo j — oo, obtemos de (2.19) que (iii) é verdade se —1 < Rez, Rew < 1.
Suponha que Rez =0 e {w € C: |Rew| > 1}. Fixe @ € R com 0 < o« — Rew < 1. Entao
AP A%e = A AV~ A% = A*H(w=a) gog — plFw—a)ta, — gztu,

para e € D(A?™) com m = 2,3,--- e Rew < m jid que —1 < Re(w —a) <0 e a #0.

Finalmente, seja Rez < —1, 1 < Rew e Re(z + w) = 0. Escrevemos z = r + s com —1 < Rer < 0.

Como as partes reais de 7, w e r + w sao nao nulas e z, 7 e s tem partes reais negativas, segue que
A* = A" A% e ASA%e = AST¥e para e € D(A"). Portanto

A*A%e = ATA e, e € D(A") C D(A2™).

Logo podemos assumir que —1 < Rez < 0. Entao Re(z + w) = 0 implica 0 < Rew < 1, de forma que
estamos de volta a situacao ja considerada. Consequentemente, (iii) foi completamente provado.

(iv) Pelo Teorema [2.2.1] e (iii) ¢ suficiente provar que e € D(A") e A¥e € D(A?) implica e € D(A¥ ") se

Rez > 0 e Rew > 0. Seja f := A*(A™e). Entdo segue de (iii) que e = A~ W(A*f) = A~ (w2 f ¢
D(AwT?).
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(v) De (2.11)) e de (iii) deduzimos que
[A%e|p = [[AT" A ||p < [|A*"|[L(m)|A ]z, e € D(A®).
Como e — ||A%¢|| g é uma norma equivalente a norma em D(A%) para Reu > 0, gracas a limitacao de
A™%, segue que D(AY) — D(A%) — E.

Dado e € D(A?) faca f := A%e¢ € E. Como D(AY %) é denso em F, dado € > 0 podemos encontrar
u € D(AY™?) tal que ||u — f||g < €. Portanto

vi=ATue D(AY) e |[A*(v—e)|g=|u—fllg<e
Isto mostra que D(A™) é denso em D(A?) que, junto com (2.12)) implica a afirmativa.
(vi) A primeira afirmativa segue de (iv) e a segunda é trivial.

(vil) Gragas ao Teorema 2.2.1] e (2.19), podemos assumir que m > 2. Desde que (v) implica
L(D(A), E) — L(D(A™), E),

concluimos que

(z— A®) € C*({z € C;Rez < 1}, L(D(A™), E)). (2.21)

Se 0 < Rez < m entao (iii) implica que A*e = A* ™ A™e para e € D(A™). Portanto o Teorema [2.2.1

garante que
(z+ A7) € C'({z € C;0 < Rez < m}, L(D(A™), E)).

Isto juntamente com (2.21) prova o teorema.

Note que se —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo com decaimento expo-
nencial em FE entao A é do tipo positivo. Neste caso podemos obter outra férmula de representacao ttil para
A% com Rez > 0.

Teorema 2.2.4 Suponha que A € o gerador de um semigrupo fortemente continuo com decaimento expo-
nencial. FEntao

. 1 o
A™* e — / t° le (“(l/‘ Rez > 0.
I'(2) Jo

Prova: E uma consequéncia facil de

o
‘ / tzfleftAdt
0

e das propriedades conhecidas da funcao I' que a aplicagao

S M/ tRezflefatdt
L(E) 0

1 o0
z€ C:Rez >0} — L(F), zr—>—/ *~le At
{ ) L(B) =/

é analitica. Portanto, gragas ao Teorema 2.2.1 é suficiente provar a igualdade para 0 < z < 1.
Dado z € (0,1),

sin 7z

A% =

™

/ s (s + A)lds
0

pela Proposicao 2.2.1. Por outro lado sabemos da teoria de semigrupos que

(s+A)~' = / e ste tdt, s> 0.
0
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Portanto pelo Teorema de Fubini

. o e . 00 00
A= = SlIlﬂ_?TZ/ sfz/ efsteftAdt ds = SH;TTFZ/ eftA/ sfzeftsds dt
0 0 0 0

. o0
— SIHWTZF(l o Z)/[; tzfleftAdt.

Portanto a afirmativa segue da féormula

I'(2)I(1 —2) =m/sinmzg

Agora assumimos que H é um espago de Hilbert e A é um operador linear auto-adjunto definido positivo
em H,isto é, A= A* > a > 0 para algum « > 0. Seja {Ex; A € R} a resolugao espectral de A. Entdo, dado
z € C, podemos definir A* por

o
A7 = / NdEy, zeC. (2.22)
0
O teorema a seguir mostra que esta defini¢ao coincide com a anterior.

Teorema 2.2.5 Seja H um espago de Hilbert a A um operador linear auto-adjunto definido positivo em H.
Entao A € P(H) e as poténcias fraciondrias definidas em (2.22) através da resolucao espectral coincidem
com as poténcias fraciondrias do Teorema[2.2.3.

Prova: Primeiramente note que o(—A4) C (—o0, —a] se A = A* > a > 0. Adicionalmente,

(s+a)lell < ((s+ A)e,e) < ||(s+ Aellellellz, e D(A),
implica
H(s—i—A)_lHL(E) §(3+a)_1 §M(1—|—s)_1, 5> 0.

Portanto A € P(H).

Seja I' o contorno consistindo dos dois raios —3 + R* e para algum 8 € (0,a) e ¢ € (0,7) e orientada

de forma que as partes imagindarias cresgam ao longo de I'. Entao para z € C com Rez < 0 e g > « a férmula
integral de Cauchy implica

L[ (=

2mi Jp A+ p

dX = p?.

Portanto, do Teorema de Fubini e o cdlculo espectral de A

ﬁ/r(—)\)z(A—i—A)_ld)\ = o F(—)\)Z/O A+ p) " 1dE, dA

Tl /(‘A)Zcu] dE —/oo :
5= | N+ = wdE
/o {27” pATH "o !
em L(H), gragas ao fato que o suporte da resolugao espectral estd contido em [a, 00). Isto prova a afirmativa

para Rez < 0. Agora o teorema segue do cédlculo espectral para operadores lineares auto-adjuntos e da
definicao de poténcias fraciondrias para A € P(H) dada acima.q
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2.3 Poténcias de Poténcias Fracionarias

Nesta se¢@o apresentamos dois resultados. O primeiro deles, devido a T. Kato (veja [12]), estabelece uma
férmula para o operador resolvente de poténcias fraciondrias. Esta férmula é utlizada para mostrar (neste
mesmo teorema) que é possivel calcular poténcias fraciondrias de poténcias fraciondrias e posteriormente
também serd utlizada para transferir propriedades de monotonia do resolvente de um operador para o
resolvente de sua poténcia fraciondria. Este mesmo resultado ainda estabelece, no caso em que A gera um
semigrupo fortemente continuo com decaimento exponencial, uma férmula (devida a Yosida [24]) para para
semigrupo analitico gerado por —A“ em funcao do semigrupo gerado por —A. O segundo resultado é uma
conseqiiéncia simples do primeiro e estabelece o seguinte teorema de reiteragio: (A%)% = A8,

Definicao 2.3.1 Dizemos que A € do tipo (w, M) em um espago de Banach E se A é fechado, densamente
definito e o resolvente de —A contém um setor aberto {\ € C : |larg\| < 1—w} e A\(A+A)~! € uniformemente
limitado em cada setor menor {\ € C: larg\| <7 —w — €}, € >0 e [|[A(A+A)7Y| < M, A >0 (see [1Z)).

E claro se A é gerador de um semigrupo fortemente continuo {T'(t) : t > 0} tal que |T'(t)|| < M para
todo ¢ > 0 entdo A é do tipo (7/2, M) (basta observar que em qualquer setor ¥4 com ¢ < 7/2 temos
Re) > || cosé e que neste setor [[(A+ A)7t|| < M/Re)). E ja vimos também que se A é do tipo (w, M)
com w < 7/2 entdo —A é gerador de um semigrupo analitico {T'(t) : t € X4_,/2} e neste caso

1

T(t) = o

/ M\ + A)ld), (2.23)
1"/

onde a trajetéria de integragdo I'' percorre o setor {\ € C : |arg\| < m—w} de ooe™ ™ a cce®, /2 < v < T—w.

O teorema a seguir tera importancia fundamental na demonstracdo de que para todo operador dissipativo
A em um espago de Hilbert H com 0 € p(A) podemos definir o grupo fortemente continuo {A® € L(H) :
t € R}. Este resultado por sua vez tem importancia fundamental na caracterizagdo dos espagos de poténcia
fraciondria D(A®) que por sua vez é ferramenta indispensédvel para lidar com expoentes criticos em problemas
semilineares parabdlicos.

Teorema 2.3.1 (Kato) Seja A um operador de tipo (w, M) em um espaco de Banach E com 0 € p(A) e
0 < a<1, entao

[\)
[\)

1 [ |
A A= — (p+A)7Ydu, A>0,
(A+ A%) _H/[ /\+(7/l>,‘(/1+ )" du > (

onde T' é um contorno como em (2.18). Deformando T' sobre Rt seque que

, sinTa [°° s(s 4+ A)~! ) ;
A+ AY) 7L = _ : / ~ds, A>0. 2.25
A+ ) /n S 4+ 28 cos v + A2 o - (2.25)

Além disso, A* e de tipo (aw,M). Se aw < 7/2 entdo —A* é o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico {To(t) : t € X /a_aut- No caso em que —A gera um semigrupo fortemente continuo com decaimento
exponencial T, (t) € dado por

l o () A T ( “ PR
To(t) = / T(7) / e THH =T g dr (2.26)
0 Jr

21

Prova: E facil ver que a integral em (2.25) é absolutamente convergente. Denote por R(\) o operador linear
limitado definido pelo lado direito de (2.25). E facil ver que R()\) é dado por (2.24), deformando I" sobre R*
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e de (2.24) segue que

(N = NROMWR() = (Q;i)Q/F//(H(_M)X)(—XAJF oyt A ) dvdy
= 2m //,A+ >\7\ o )a)(MA) ;(LHA)_ld”d“
o5 F)\;E/(%A) <2}rz/r,1/l/i)\'+ ad”) (o A)p
N =)\

— 27m'/rl CF =)V (—V)O‘)(V+A)_ldy

A1 “lgy L [ 1 -1
2mt n/l—:/ A + (71/)& (V i A) dl/ 271—1/1—” )\/ + (_V)a (V * A) dV

= R(\) — R(Y)

=TT adu) (v+ A)tdv

onde TV é um contorno com as mesmas propriedades de I" & direita de I'. Como R(0) = A~ tem imagem
densa e nticleo trivial segue do Teorema [1.5.1 que (A + A%)~1 = R(}).

Agora note que R(A) pode ser continuado analiticamente para o setor {\ € C : Jarg \| < 7 — aw}. Para
ver isto é suficiente considerar a integral em (2.24) nos raios arg u = (7 —w — €), € > 0 pequeno, |u| > 1e
observar que sobre estes raios

A+ (=) = |l

: | z(argz\ia(w+e))+1’

de onde obtemos |A + (—u)%*| é uma fungao continua de p para p € T' tal que

sup
[pu|>1

‘ | z(arg)\:l:a(eré)) + 1‘ =5>0
ul®

e portanto
1

)\_|_ _‘ua71<6717a
A4 (=) m

sempre que |arg A\| < m—a(w+e)|. Estes cdlculos também mostram que A(A\+A%)~! é limitada uniformemente
em qualquer setor fechado contido em ¥, _,.,. Em particular, para A > 0, (2.25) nos d&

1A+ A%~ <

sinta [ e M d M
7 / N+ 2w cosmat 2w TN
Isto completa a prova de que A* é do tipo (aw, M).

Agora estd claro que se aw < /2 entdo {T,(t) : t € Yr_qw} € um semigrupo analitico. Resta apenas
mostrar que este semigrupo é dado por (2.26) no caso em que —A gera um semigrupo fortemente continuo
com decaimento exponencial. Neste caso existe € > 0 tal que —(A — €) é o gerador de um semigrupo
fortemente continuo e limitado de operadores de forma que {\ € C: ReA > —¢} C p(—A). Como w = 7/2,
a trajetoria I' em (2.24) pode ser escolhida de forma que Rep > —¢ e |arg(—u)%| < ¢ < w/2 para u € T
Entéo (2.24) é vélida para todo A com |arg A\| < 7 — ¢(> 7/2). Escolha a trajetéria IV em (2.23) tal que esta
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condicio estd satisfeita para todo A em I, Entao, lembrando que R(\) = (A + A%)~!, temos que

Ta(t)

()" [ [0 o e ) duar

o5 /F M (u + A)Hdp
= L/et(_“)a/Ooe‘”‘T(T)dTd
= m
211 - 0
o0

7 /0 T(r) /F e T dyydr.

Mostrando que T, (t) é dado por (2.26).

Observagao 2.3.1 O teorema anterior continua vdlido se eliminamos a hipdtese 0 € p(A), (veja [17]).

Fechamos esta segao mostrando que podemos calcular poténcias de poténcias, um resultado que serd
necessdrio posteriormente. Para isto provamos primeiramente que se A € P(F) entdo A* € P(E) para
0 < a < 1. De fato, provamos o seguinte resultado:

Segue do Teorema [2.3.1 e do Teorema 2.2.3] que as poténcias fraciondrias (A%)* estdo bem definidas para
z€Ceae(0,1). No teorema a seguir nos restringimos, por simplicidade, ao caso z € R.

Teorema 2.3.2 Suponha que A € P(E) e que 0 < o < 1. Entdo (A%)P = A°P para 3 € R.

Prova: Gragas ao Teorema[2.3.1 podemos encontrar M > 1 tal que A e A* pertencem a P(E) com constante
M. Entao do Teorema 2.3.1

(N+Aa)_1 _ 1 ()‘+A)_

S G S
2mi Jrp 4+ (—A) s s

—iv

onde I' é uma curva suave por partes indo de coe™" até ooe® em ¥,/ \RT, para v suficientemente pequenos.
Portanto, por (2.18) e pela férmula integral de Cauchy,

a\— — 1 (7#1)7[3 -1
(A%) fo= (27TZ-)2/,/FM+<_)\>@()‘+A) dAdp
L )P
(27‘(1'2)2/F()\+A)_ /FIM("F/(]IZ)‘)Q dﬂd)\

— oL [ (=) B\ + A) 1A = AP

211 T

para 8 > 0, onde IV é um contorno com as mesmas propriedades de I' & direita de T'. Adicionalmente,
(A2)P = [(A*)=P]~1 = [A=*F]~1 = A°F para 3 > 0. Isto prova o teorema.q

2.4 Desigualdades de Interpolacao para Poténcias Fracionarias

Nesta secao mostramos que ||A%| < K| Ae||*|le]|}~® para todo 0 < a < 1, e € D(A) e lidamos com
perturbacoes B de operadores positivos A subordinados as poténcias fracionarias A% de A.
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Teorema 2.4.1 Suponha que A € P(Ep) e 0 < a <1, entdo
[+ A)"ellp, < Kp* YA Ye||lg,, u>0, ec Fy.
Aqui K € uma constante dependendo de M e c.
Prova: Sabemos que |[s(s + A) | 1(gy) < M, [|A(s + A) gy < M +1, s > 0. Seja e € D(A), entao

(u+A)~te =ATA(p+ A)"tA %

_ smﬂwa/o SO TA(u+ A) s+ A) "L A %eds.

Portanto

. 12 oo
[(u+A)tellg, <BBTEM(M+1) [/ s* tdsp~t —|—/ so‘st} |A=%€e|| g,
0 H
< M(M +1)S8T [ Lyemt g Loyect]jamac g,

e o resultado segue.

Teorema 2.4.2

1. Assuma que A € P(Ep) e que e € D(A®) para algum o, 0 < a < 1. Entdo, se e = (I +¢A)"te, e > 0,
temos que
HCF - CHE() < ‘“ICQHAG’CHE()

HA(’,( HE(J < Me*—! HAQGHE()

para todo € > 0.

2. Suponha que e € Ey e que para algum «, 0 < o < 1, |le||g, < B < o0, existe e. € D(A), para todo
€ >0 tal que
llec —ellg, < Be®, Ve>0,

|Aec||lg, < Be*™t, Ve > 0.
Entdo e € D(AP) para qualquer 3 em 0 < 3 < a e
|A%¢|| g, < M, B
para uma constante My g dependendo somente de A, o e 3.
Prova: 1) Pelo Teorema 2.4.1]
[Aecllp, = A1 +eA)" A% g,
< Me*|A%| g,

e portanto |lec — e||g, = [[eA(] + €A)"te| g, < Me®||A%||g,-
2) Para qualquer p >0, € >0

[A(n+ A) ez, <A+ A) " e —edllm, + (1 +A) " Aec| g,

< (M +1)Be*+ Mu~'Be> 1.
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Logo, escolhendo € = 1!
[A(n+ A) " ellp, < BM + 1)~

e claramente
[A(u+A) " ellg, < (M +1)|ellg, < BE2M +1).

Logo
| A+ A)ell, < BRM + 1) min{1, =}

Se 0 < B < a segue que / |57~ L A(s + A) el g,ds < oo e
0

sin w3

/ P A(s + A) " leds
0

Jge =
¢ tal que || Jgel|g, < My, gB, mas

Smﬂ-ﬁ/ s—l—A leds — AP~ 1e

quando R — oo e Afgp — Jge quando R — oo. Como A é fechado segue que A°~te € D(A) o que significa
e € D(AP), desde que e = A=P(AAPLe), e || A%¢| g, = || JsellB, < MapB
Corolario 2.4.1 Seeec D(A%), a >0 ¢e0< (< «a entdo

sin 3
/1'}('1 =

/ P71 A(s + A) " teds.
Jo

™

e -«

Ael|g, llell z,

Teorema 2.4.3 Euxiste uma constante K dependendo somente de A, tal que ||A%||g, < K
para 0 < a <1, e € D(A).

Prova: O reultado é trivial para a = 0 e para a = 1. Como mostrado no Corolario 2.4.1 para 0 < a < 1,
e€ D(A)

sin T

A% = / s TA(s + A) " teds
0

™

logo

A

. 12 [oe]
A%, < % [/ s*7H(M +1)]|e||ds +/ 5“2M||Ae||ds}
0 ©

IA

. o
sinma (37 4 1) [%nequ L anAenEO]

para qualquer p > 0. Seja p = ||Ae||g,/|lel| ,- Entdo

sinTa | 1 1
A%z, < (M + 1) [

1—
& T el el
e a constante é uniformemente limitada para 0 < o < 1.

Corolédrio 2.4.2 Seja A € P(Fy) e B : D(B) C Ey — Eg um operador fechado tal que D(B) D D(A%),
para algum o > 0. Entao existem constantes C,C7 > 0 tais que

HBCHEU < (/VH‘LF\(;HL“()' €< D<‘4a>

|Bellz, < Cr(ullellz, + 1" Aells,), 1 >0, e€ D(A).
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Prova: Considere o operador fechado BA~*. Como D(B) D D(A%), BA™“ estd definido em todo Ej e pelo
teorema do grafico fechado segue ele BA™® € L(Ej). Isto e o Teorema 2.4.3/implicam o resultado desejado.p

Teorema 2.4.4 Suponha que A e B sao operadores setoriais em E com D(A) = D(B) e Reo(A) > 0,
Reo(B) > 0 e para algum o € [0,1), (A — B)A™® € L(E). Entdo, para todo 3 € 0,1], A°B=F ¢ BPA=F
estao em L(E).

Prova: Pelo Teorema [2.4.3 |[AP(A + A)~7Y| < C|A\P~! para 0 < B < 1, em {\ € C: |t — arg)| > ¢}, para
alguma constante positiva C' e ¢ < ¢/2. Ainda, para 0 < 8 < 1,

B _ Ab— M/ AP+ B) (A= B)(A+ A)ldA
0 0

Estimativas simples agora mostram que B” A~7 ¢ limitado. Como
[I+ AN+ A)"H (B - A)A AN+ B) P = A\ + 4!

segue que [|A%(A + B)7Y| = O(|]A|*!) quando |\| — oo. Trocando A por B na identidade integral acima
obtemos que A?B~F é também limitado. Os casos f =0 e 3 = 1 seguem imediatamente.q

Corolario 2.4.3 Se A e B sao como no Teorema[2.7.7]] entio D(A®) = D(B%), com normas equivalentes
0<a<l.

2.5 Poténcias Fracionarias e Semigrupos
Agora consideramos o caso em que A é setorial; isto é, {e‘At, t > 0} é semigrupo analitico.

Teorema 2.5.1 Assuma que A € setorial. Logo {e 4%t > 0} ¢ um semigrupo analitico, suponha que
p(A) D (—00,0]. Entao

1. Set >0, a>0, Rle 1) C D(A%) e
A% L) < Mat™®, 0<t<1,
a— M, € continua em [0,00).
2. Se a > 0, temos que t*A%e~ e — 0 quando t — 0% para cada e € Ey.
3. (e — DA™\ nmy) < Mi_ols se0<a<1,0<t<1.

Prova: 1) Se t > 0, R(e"*") C D(A) e, do Teorema [1.8.1], |[Ae=*| (g, < Mt™1, |le=*|1(5,) < M para
0 <t < 1. Logo para qualquer inteiro m, R(e=**) ¢ D(A™) pois e /™ leva Ey em D(A) e D(A*) em
D(AF1) logo e~ 4t = (e~ At/™)™ leva Ey em D(A) em D(A%) em --- em D(A™) e 0<a <1

A%~ || (gy) < K||Ae_At||%(EO)||e_At||1Lf§0) < KMt~

logo param =0,1,2,---,0<a<1,0<t<1

Ao gy < A A | g A=A D

S KMm+1(m+1)m+at7mfoz
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o+
2) Se e € D(A™) para algum m > a > 0, t* A%~ Ate =% 0 e [t* A% | (5,) < M, para 0 <t <1,

logo o resultado vale para todo e € Ej.
3) Para todo e € E; temos que

¢
(e~ — ) A=%||g, = H/o Almve™Aseds

t
< / Ml—asailneHEodS-[]
Eo 0

2.6 Poténcias Imaginarias Limitadas

Seja E um espaco de Banach. Um operador linear A em E é dito ter poténcias imaginarias limitadas,
em simbolos,

A€ PIL = PIL(E),
se A€ P(E) e existe € >0e M >1 tal que

A" e L(E) e ||A"|pm <M, —e<t<e
O teorema a seguir mostra que esta hipdtese tem consequéncias muito interessantes

Teorema 2.6.1 Suponha que A € PZL. Entdao {A*;Rez < 0} € um semigrupo fortemente continuo sobre
L(E). Adicionalmente, {A";t € R} é um grupo fortemente continuo sobre E com gerador infinitesimal
ilog A.

Prova: Se [t] € [ne, (n + 1)¢) para algum n € N, segue que
HA—s+z'txH < HA—S(Az‘sinal(t)e)nAisinal(t)(\t|—ne)” < MmMeelt‘HxH (2.27)
para 0 < s <mex € D(A'), onde § = e 'log M > 0. Portanto, da densidade de D(A?) em E
|A%|| < MY-Rez preflmel Rey < 0.

Disto e do Teorema [2.2.3 (v) e (vii), segue que z — Z#% é um semigrupo fortemente continuo em {z € C :
Rez < 0}. Agora utilizando o Teorema 2.2.3| (iii) e a densidade de D(A?) em E, vemos que {A*, Rez <0} é
um semigrupo fortemente continuo em E. Consequentemente, {A%; t € R} é um grupo fortemente continuo
em F.
No que se segue mostraremos que ilog(A) é o gerador infinitesimal de A*. Denote por B o gerador
infinitesimal deste grupo e recorde que .
1
Bz = lim m
t—0t t

se e somente se z € D(B). Como

A—s+i(t+7—) _ A—s—l—it ) Ai‘r _
° T g AT 2) (2.28)
T T
paraxz € F, s >0et, 7€ R com 7 # 0, vemos que
, . d .
BA™ STty — A=sTit Ry — aA_s'Htm (2.29)

par z € D(B), s > 0 et € R. Por outro lado, a analiticidade de A=* para Rez > 0 implica

d . d .
— ATy = — ATy 2 € E, s>0, teR.
ds dt
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Como J J

7A—s+it — —A_sAit " A A—SA—s+it

7 z= x og(A) x
parax € E, s >0, et € R, gracas a Im(A~*) C D(log(A)), pelo Teorema [2.2.1] deduzimos de (2.28) e (2.29)
que

(ilog(A)A™ 5Ty = BA™"Fy = AT By s> 0, t € R,
para @ € D(B). Portanto, se z € D(B),
(ilog(A))A™*z = BA™®*z = A~*Bx — Bz, quando s — 0.

Como 7log(A) é fechado e D(log(A)) 3 A~*z — x quando s — 0T temos que ilog(A) D B. Por outro lado,
como o argumento usado em (
refEpilaux1) implica

, d ,
BA Ty = %A_S“tx, rekl s>0,teR,

segue de (2.29) que, para xz € D(log(A)),
iBA *z = A™*(—log(A))x — —log(A)z, s — 0.

Como B é fechado e D(B) D A °z — x vemos que iBx = —log(A), x € D(log(A)); isto é, B D ilog(A).
Isto prova o teorema.;

Corolario 2.6.1 Suponha que A € PTL. Entao existe uma constante M > 1 e 6 > 0 tal que
A" || gy < Mt ¢ eR. (2.30)

Prova: Segue da prova do teorema anterior fazendo s = 0 em (2.27).

Uma questao ainda nao considerada é: Como mostrar que um determinado operador A estd em PZL?
Esta é uma questao central na caracterizagao dos espagos X*. Os teoremas a seguir, devido a Kato [13] 14],
mostram que em espacos de Hilbert, sempre que A é gerador de um semigrupo fortemente continuo com
decaimento exponencial A tem poténcias imaginarias limitadas. Quando E nao é um espaco de Hilbert os
resultados conhecidos sao muito pouco abrangentes.

Lema 2.6.1 Assuma que A ¢ do tipo (3, M) em um espago de Hilbert H e que 0 < o < 1. Para todo € > 0
temos que I + €A é também do tipo (5, M) de forma que (I 4 €A)® existe e

(I + eA)~®| < M. (2.31)
Prova: Para ver que (I +€A) é do tipo (3, M) note que
M M

s+1 s

(s + (I +eA)TH = [l(s + 1+ eA) T = [le((s + D)™ + A) 71 < (2.32)

Como (I +€A)~! é limitado (2.25) vale para A = 0 se A é substituido por I +¢eA. Como ||(u+ 1 +e€A)7|| <
M(p+ 1)1, segue que

sin o

I+ )= < 22 [ e a et )7 = Mg

E uma conseqiiéncia direta da definicdo que A + € é do tipo (5, M) sempre que A é do tipo (%, M).

Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador fechado, densamente definido. Definimos

AQ A*e AY — Axe

Ha ; .
2 21
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Teorema 2.6.2 Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) H — H um operador fechado, densamente

C
definido e maximal acretivo com 0 € p(A), entdo, para 0 < o <

1
2

D(A%) = D(A*) = D(Ha) = D(Ka) = Da,

Ho € auto-adjunto e nao negativo, K, € anti-simétrico e para todo u € D

~

[ Kqul| < tan B ||Houl|,

[\

(1 —tan &) [[Hou| < [|[A%u|| < (14 tan &) | Houl|
3. [|A*eu| < tan TUE2A | gy |

4. Re(A%u, A**u) > cosma|A%ul| || A*ull

1

5. Re(A%u, Hou) > M#H A%u| [[Howl|.

COS

O mesmo vale quando trocamos A% por A*“.

Prova: Primeiramente assuma que A é limitado e Re(Au, u) > §(u,u), § > 0e A=t € L(H). Entdo A® estd
definido para todo niimero complexo a por

Jra— AN = A)"tax
2m Jo

onde C' é uma curva fechada, retificivel e simples evitando o eixo real negativo e o zero. Segue que A% é
uma funcao inteira de o e 0 mesmo vale para H,, e para K,. Dai

[Haul|* = | Kall? = Re(A%, A**u) = Re(A*T%u, u) (2.33)

onde a ultima igualdade segue do fato que A*** = A% e esta igualdade é obtida da seguinte forma: Para
todo u,v € H e C simétrica relativamente ao eixo real temos

(0, A%0) = (u, k- /C A — A%)~LdAw)

(na tltima integral a mudanca de A\ para \ inverte a orientacio da curva) e A*** = A%, Segue que

< Rea < (2.34)

1
2’

L\D\H

1Kall < [[Hall,

isto é ébvio para 0 < Rea < % pois AP & acretivo se 0 < 0 < 1 enquanto para —% < Rea < 0 é suficiente
mostrar que A~ é acretivo e isto segue de

Re(A  u,u) = Re(A  u, AA™ ) > 6|A™ )| > 8| Al 72 |jul| >0 (2.35)
e segue de (2.33) que

[Haull® = Re(A®u,u) > 6% Jul?, 0<E<1, €=Rea
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e de (2.35) temos que
1
[Houl* > Re(A%u, u) > (8]l A] 7)<l |jul* -2 <¢<0.
Estas desigualdades mostram que H, tem inversa limitada H;! para |Rea| < % O dominio de H_*

para « € R pois H,, é auto-adjunto (auto-adjunto e coercivo é sobre). Como H,, é continuo em « segue que
H, tem dominio H para todo a com [Rea| < 1. E com isto (2.34) é equivalente a

_ 1
ICaHG I <1, [Real < 5.

Agora considere a funcao
1

T(Oé) = 7_”](:@7'(;1
tan ¥
T(a) ¢ uma fungao analitica em [Rea| < 3 pois Ko tem um zero em a = 0. Como |tan Z¥| = 1 para o na

fronteira da faixa segue que ||T(«)|| < 1 na fronteira da faixa e portanto na faixa inteira. Rebtrlnglndo aa
0<a< % temos que (1) vale e mais

o
IKoaHL | < \tan%|, |Rea| <

N | =

1
IKaul| < |tan%| [Houll, we H, [Real < 3.

A desigualdade (2), 0 < a < %, segue de (I) notando que A% = H, + ik, e (3) segue de (2) notando
que (1 + tan %*)/(1 — tan 5*) = tan %. Para provar (4) substituimos H, = (A% + A**)/2 e K, =
(A* — A**)/(2¢) em (1) para obter

tan 2 |(A% + A ul < (4% = A*)u].
Elevando a expressao acima ao quadrado e simplificando obtemos

0 < (cos? % ~ sin? %)(HA%H? + [ A% u||?) — 2Re(A%u, A**u)

2Re(A%u, A**u) > cos ma(||A%u||? + | A**u||?) > 2 cos mar|| A%ul||| A*“ul|
o que prova (4)). A prova de (5) é obtida substituindo i/C, = A% — H,, em (1) o que nos dd

| A% — Haul| < tan %HHQUH
que quando elevada ao quadrado nos d&a
Al = (A%, Hau) = (Hou, A%) + [[Houl” < tan® 22| Hou]

de onde segue que

2Re(A%u, Hou) > (1— tan2 7TO‘)||’H ul|? + || A%u||?
> 2(1 — tan® %) | Houl| | Aul|
2 T 2 ma\:
sin — cos” 5*)2
> 25 =008 B bl A%
2

COS T
—2<CO—>HH ul A%
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e (9) segue.
Em seguida assuma que A ¢é ilimitado mas ainda tem inversa limitada. Seja
Jo=T+ntA) A, =AJ,=n(I—-J,), n=1,2,3---.
Entao ||J,|| <1 para todo n pois A é do tipo (7/2,1). Portanto os A,, sdo também limtados e de
(Apu,u) = (Adyu, (I +n"tA)Ju) = (Adu, Jyu) +n~ b Adyul|
de onde conluimos que A,, é acretivo e
[Anul llull > (Au,u) > 27| Apull

o que implica ||4,| < n. Adicionalmente A,! = A= + n='T e A;Y n = 1,2,3,--- é uniformemente

limitada. Portanto as desigualdades (1) a (5) sao vdlidas para A,, Hpa € Kno. A seguir mostraremos
as mesmas desigualdades para A tomando o limite quando n — oo com as caracterizagoes necessarias dos
dominios.

Para este fim, primeiramente note que

A% = A%J2 5 JOAY, 0<a <1

Aqui J2 = (I +n~1A)~® que existe pois I + n~'A é maximal acretivo e a relacio acima segue de J& =
(A71A,)* = A=¥AY = A2A~% que é uma simples conseqiiéncia do calculo operacional. Note ainda que

[J3 <1 e JP™=3I, 0<a<l.

A desigualdade acima segue do Lema [2.6.1. Para verificar a igualdade acima note que

. [e'e] I 71A —1
(I+n’1A)’azsmﬁa/ plen A7,
™ 0 K
E como i i
+1 D+ A ™M e
(Dl 1) A e o
e

”(u+1+A)*1”< 1
e (A )p
segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

sinra [ 1
(I+ntA) % — / ~dpe=e.
) ™ Jo (p+1)u

Suponha agora que u € D(A%) entao ASu = J,, A%u e portanto
[Anul < [|A%u]l, n=>1
n—oo

Apu — Au,

)

DO

mas para 0 < a <
(1 + 2a)

4
pois (3) vale para A,,. Isto mostra que |[|A%u|| é limitada e portanto toda subseqiiéncia possui subseqiiéncia
fracamente convergente. Ainda, para v € D(A%)

| ASu] < tan 42| < tan

(1 + 2« o
i) 4]

(A u,v) = (A7 u,v) = (u, Ajv) = (u, A%)
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e portanto A**u —= f e (f,v){u, A%v), para todo v € D(A®). Isto implica que u € D(A*®) = D(A**) e
f = A"y = A%y, O mesmo argumento acima mostra que A** —>» A**y. Em vista da relacio simétrica
entre A e A* fica provado que D(A%) = D(A**) = D, e que A%u — A%u, A**u — A**u, para todo u € D,,.

Os operadores H,, e I, definidos anteriormente tem dominio D, e Hyou — Hou, Kpou — Kou, para
todo u € D,. Segue das desigualdades (1) a (5) para AY, A** H,n € Kna, u € Dy, tomando o limite
quando n — 0o, que as desigualdades (1) a (5) para A%, A**, H, e K, valem para u € D,.

Observagao 2.6.1 O teorema acima € devido a Kato que em [13] prova uma versdo mais geral do resultado
acima, sem a hipdtese de 0 € p(A).

Teorema 2.6.3 Seja A um operador limitado e mazimal acretivo em um espaco de Hilbert H. Entao A®
pode ser estendido a o complexo de forma que seja analitico para Rea > 0 e

’/T(/ _1n 4 - 1nl . .
S Alfe™ 2 < —[lA[*le™=", a=¢&+in, & =& -] (2.36)
/N

AuH <25
m¢'(1=¢)

Se A nao tem autovalor nulo A® pode ser estendido a Rea > 0 de forma que A% € fortemente continuo e
1,,1/1/”‘ g eﬁ%'

(2-30) vale para Rear > 0. Em particular A™ é um semigrupo fortemente continuo em 1 com
Prova: As poténcias A% de A podem ser definidas para 0 < Rea < 1 por

sin o

A% =

/ ATEAN 4 A) T

™ 0

J4 vimos que A% é analitica para Rea > 0 e que A*A® = A**5 para o e B com parte real positiva. Segue
que, para 0 < ¢ < 1

1A%]

A
2
=]
3
"an%
=
>
oy
L
Q.
>
+
ES
= 3
>
Ay
s
Q.
>
——
IN
2
=]
3
7%
—N
=
T~
+
—=
NS
T
—

™ E1-9)
onde usamos que ||[A(A+ A)7|| < min(1,A\!||A]|). Assuma por um instante que ReA > § > 0 de forma que
A“ estd definido para todo a complexo e mostremos que

Inl
2

A" <e” (2.37)

Disto (2.36) notando que A® = A&Hin = Al A€ Ain,
O caso geral segue substituindo A por A + € e fazendo € — 0.
Para mostrar (2.37) observe que A* = Hq + iKq € A** = Ho — iKq, [|[KoH ! < |tan |, Portanto

yixes
1+|tan7

Araq-ag < P10 5 1
| ||_17|tan%|

que para o = i1 nos da ‘ o
[AT|> < A" A™|| < emln! (2.38)
provando (2.37). Aqui usamos que
(A" AT, ) = (A, A7) = | A

para concluir a primeira igualdade em (2.38)) e

[

. -_n
n z —e”
tanm— = —
=z +e”

e™
2 e™

NS | N
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e
i 2e 73 i 2e73
1+\tanw—n|:ﬁ, 1—|tanw—n|:ﬁ
2 e "2 +et™2 2 e "2 +et™2
e .
in
1+ |tanw§| _ ol

1 — |tan 74|

Mostremos que o« — A% é continuo para u € H, « € {{+in € C : 0 < £ < 1,|n| < R}. Como A% é
limitado para a € D por (2.36) é suficiente mostra isto para um denso de H. Se A nao tem autovalor nulo
a imagem de A é densa como mostra o lemma a seguir, logo é suficiente mostrar que isto vale para u = Av.
Entdo A%u = A'*®v e isto é obviamente uniformemente continuo em D

Lema 2.6.2 Seja A fechado e mazximal acretivo em um espaco de Hilbert H, entao

H = D(A).

Se A ¢ fechado e mazimal acretivo e O nao é um auto-valor de A entao R(A) = H.

Prova: Basta ver que se A é fechado e maximal acretivo entao do Teorema [1.3.4, A tem dominio denso. A
segunda afirmativa segue do fato que se A é fechado, maximal acretivo e 0 nao é um autovalor de A entao
sua inversa sobre a imagem ¢ um operador fechado e maximal acretivo.q
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Capitulo 3

Teoremas de Perturbacao de
Geradores

3.1 Geradores de Semigrupos Fortemente Continuos

Nesta se¢ao estudamos que tipos de operadores podem ser adicionados a geradores de semigrupos fortemente
continuos de forma que o resultado ainda seja o gerador de um semigrupo fortemente continuo.

Prova: De acordo com o Lema [1.2.1, podemos escolher uma norma | - |g, em Ej tal que

I llee <1+ lzy < M- |5

1
_ At <
A= A) g, < 5
para A > w. Se A > w + | B[ (g,) entao
B = A7 < Bl /(A —w) <1
e I — B(A— A)~! é um isomorfismo em L(Ep). Logo
AA—-B=[I-B\A-A)"Y\-A):D(A) — E,

é também um isomorfismo e

1 1 L
A—A—B) g, < - '
I( ) e S 57— 1Blrgy) /A —w) A= (w+[Bls,))

Do Teorema de Hille-Yosida, A+ B gera um semigrupo fortemente continuo com |e<A‘"B)t|E0 < e@ BNt para
t > 0. Retornando a norma original temos a estimativa desejada.g

Agora estaremos interessados nas relacoes entre o semigrupo {e*;t > 0} e o semigrupo {e(4+5) ;¢ > 0},
Para este fim consideramos o operador H(s) = eA(!=*)e(A+B)s Para ¢ € D(A) = D(A + B), s — H(s)e ¢
diferencidvel e H'(s)e = eA(*=%) Be(A+B)s¢. Integrando H'(s)e de 0 até t obtemos

t
e(AtB)te — eAte +/ ett=9) pedtB)seds e € D(A).
0
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Como os operadores em ambos os lados da expressao acima sao limitados ela vale para todo e € Ey. O
semigrupo {e(A+B)t;t > 0} é portanto a solucao da equagao integral acima. Para tal equacao integral temos:

Proposicao 3.1.1 Seja {e4t;t > 0} wm semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados
satisfazendo ||€*|| (g, < Me“' e B € L(Ey). Entdo existe uma tnica familia {V(t);t > 0} C L(Ep) tal
que t — V(t)e é continua em [0,00) para todo e € Ey ¢

ot
\,fm(;:e“«'/ e =) BV (s)eds, e € . (3.1)
0
Prova: Faga

Vb(t) _ eAt

e defina V,,(t) indutivamente por
¢
Voyi1(t)e = / eI BV, (s)eds, e € Eg,n > 0.
0

Desta defini¢ao é ébvio que t — V,,(t)e é continua para e € Ey, t > 0, n > 0. A seguir provamos por indugao
que,

M"||BI[ 1"

IVO)lomn < Me' ——

De fato, isto vale para n = 0. Assuma que vale para n. Entao temos que

) MBI 5
Vs (Bel 2, / Me=9||B| 50y —— ™ e g,
n+1
MBI
e (n+1) ” ”Eo

e portanto a desigualdade vale para qualquer n > 0. Definindo

segue que a série converge uniformemente em intervalos limitados na topologia uniforme de operadores.
Portanto ¢ — V(t)e é continua para cada e € Ej e adicionalmente (3.1) esta satisfeita. Isto conclui a prova
da existéncia. Para provar a unicidade seja {U(t);t > 0} C L(Ep) tal que t — U(t)e é continua para todo
ec Eye

t
U(t)e = etle +/ e =) BU(s)eds, e e Ey. (3.2)
0
Subtraindo as expressoes (3.1) e (3.2) e estimando as diferengas obtemos
¢
[V(t)e = U(t)ell s, = / Me“ )| B () IV (s)e — U(s)el| o ds, e € Eo.
0

o que pela desigualdade de Gronwal implica que ||V (t)e — U(t)e| g, =0, t > 0 e portanto V() = U(t).g

Segue imediatamente do teorema anterior que

A+B)t Z S
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onde Sy(t) = e,

t
Snt1(t)e :/ eA(t_S)BSn(s)eds, e € Ey,
0

e a convergéncia da série é na topologia de operadores uniformemente para t em intervalos limitados de R.
Para a diferenca entre e e e(A+5) temos:

Corolario 3.1.1 Seja A o gerador de um semigrupo fortemente continuo satisfazendo He‘"“HL(bU) < Me*t.
Seja B € L(Eyp). Entdo
( 2 3 >
HC(‘A—\Jr/))T o C'_HHL(I;'”) < A\/Cu‘(CA\/\ /)HLzE(,yf - l)

O teorema a seguir mostra que sob certas condigdes a soma, —(A + B), de dois geradores de semigrupos
fortemente continuos que comutam, —A e — B, resulta em um gerador de um semigrupo fortemente continuo
e~ (A+B)t que satisfaz e (ATB)t = g~ Atg— Bt

Teorema 3.1.2 Assuma que —A e —B sdo geradores de semigrupos fortemente continuos de operadores
{e 4t t > 0} e {e Bt t > 0} tais que, para algum M > 0, HC"”H,‘(,;) <Me HC*F”’H,‘(,;) < M. Assuma
também que A e B comutam, que o operador A+ B € fechado, densamente definido com dominio D(A)ND(B)
e que X\ € p(—A—B) para algum X\ > 0. Entao —A— B gera um semigrupo fortemente continuo de operadores

tal que e~ (Bt = e=Ale=Bt ¢ que ||e=(A+B)|| L 5y < M2

Prova: Por um momento vamos mudar a norma do espago de Banach E de forma que — A gera um semigrupo
fortemente continuo de contragoes. Seja —Ay = —AAA+A)"te —By = —AB(A+B)~!. Entao |le= || < 1

para todo A > 0 e como e~ 4 e — e~ Ale ¢ e Brse — e B%e para todo e € E, s,t > 0, temos que

Azt _—B

e Brsg = e Al Bse,

lim e Bxse = lim e~
A—00 A—o00

E claro que isto continua verdadeiro se mudamos a norma do espago para a norma original. Ainda, por um
argumento similar, temos que

lim e Brt=Axse = lim e Brse A = e Bse A,
A—00 A—00
mostrando que e~ Ate=B% = e~ Bse~At,

Em seguida vamos motrar que T(t) = e “4'e P! é wm semigrupo fortemente continuo com gerador
—(A + B). Primeiro observe que a continuidade forte em ¢ = 0 e a limitagao sao 6bvias e de

T(t + S) _ efA(t+S)eiB(t+S) _ efAtefAsethest _ efAtethefAsest _ T(t)T(S)

temos que T'(t) é um semigrupo. Resta mostrar que —(A + B) é o gerador de T'(t).
Se e € D(A)N D(B) = D(A+ B), entao

T(t)e—e =limy_o(e e Pre—e) = limy o (e Me Brte — e Brte + e Brle —¢)

t t
zlim,\_)oo/ e‘A*“’e_B*t(—A,\e)+lim,\éoo/ e B s(—Bye)ds
0 0
¢ ¢
:/e’Aseth(fAe)d.s+/T(s)(—Be)ds.
0 0
Agora

t ¢
%(T(t)e —e) = / e e Bl(—Ae)ds —|—/ T(s)(—Be)ds — —(A+ B)e quando t— 07,
0 0
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para todo e € D(A)ND(B) = D(A+ B). Portanto o gerador —C de T'(t) deve ser uma extensao de —(A+ B).
Seja A um numero real no resolvente de A + B e no resolvente do gerador de T'(t). Entao
E=(\A+(A+B))D(A+ B)=(A+C)D(C),

e A+ B = C completanto a prova.p

Corolario 3.1.2 Assuma que —A e —B sao geradores de semigrupos fortemente continuos de operadores
{e=A"t > 0} e {e P!t > 0} tais que, para algum M > 0, o, B € R, || 1(p) < Me® e [le” B! 1(p) <
MePt. Assuma também que A e B comutam, que o operador A + B é fechado, densamente definido com
dominio D(A)ND(B) e que A € p(—A— B) para algum A > 0. Entdo —A— B gera um semigrupo fortemente

continuo de operadores tal que e~ (ATB)t = e=Ate=Bt ¢ gy He’(A“;)"’HL(E) < M?2elath)t,

Prova: Basta aplicar o Teorema [3.1.2/ aos operadores —(A + a) e a —(B + )

3.2 Perturbacao de Operadores Setoriais

Teorema 3.2.1 Seja A : D(A) C Ey — Ey tal que —A € setorial. Entao A gera um semigrupo analitico.
Seja B : D(B) C Ey — Ey, D(B) D D(A), um operador linear tal que

|Bell s, < ell Aells, + Klellz, Ve € D(A),

para algum € > 0 e alguma constante K. Entao, existe 6 > 0 tal que, se 0 < € <6, o operador —(A+ B) é
setorial, D(A+ B) = D(A), e {eATB)t:t > 0} ¢ um semigrupo analitico.

Prova: Sabemos que existem ndmeros reais a,p, C, 7/2 < ¢ < 7, tais que para |arg (A — a)| < ¢, \ estd
no resolvente de A e [|[(A — A) 7|1 (gy) < C/IA —al. Escolha € > 0 tal que 0 < ¢(C' +1) < 1 e 0 tal que
e(C+1) <0 <1 Paratal A\, BA— A)~1 € L(Ep) e

IBOX=A) oz <ellAN—=A) o, + KIA—a) o)

CIAl KC

que é menor ou igual a § para |A—a| > R, para algum R suficientemente grande. Segue que | arg (A — a)| < ¢,
A —a| > R implica A € p(A+ B) e

C/(1-0)

1A = (A + B) Moo < D]

Disto, ¢ facil obter que —(A + B) é setorial.jj

Observagao 3.2.1 No Teorema[3.2.1, observamos que

(A+U)f,‘

lle ) < MeW AL

| LB,

limg 0 A(K) = 0. Observamos também que o caso € = 0 corresponde a perturba¢ao de um operador setorial
por um operador limitado.

Corolario 3.2.1 Se A e B e ¢ sao como no TeoremalZ.21, K =0 e ||e“”HL(E“) < M, t>0 entdio

e AT B Ligyy < M/, > 0.
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Corolério 3.2.2 Seja A um operador setorial e B : D(B) C Ey — Eg um operador fechado, D(B) D D(A%),
para algum 0 < o < 1. Entao A+ B € setorial.
Prova: Como D(B) D D(A®) temos que D(B) D D(A). Segue do Corolério [2.4.2] que

Bzl g, < C(uclell g, + 1| Az|g,), e € D(A), p>0.

Escolhendo p > 0 grande o resultado segue do Teorema [3.2.1.

3.3 Teoremas de Representacao

No que se segue apresentamos teoremas que permitam obter informacgoes sobre o semigrupo gerado pela
soma —(A + B) de dois geradores, —A e —B, de semigrupos fortemente continuos. Estes resultados serdo
de grande valia para transferir propriedades dos semigrupos gerados por —A e —B para o semigrupo gerado
por —(A + B). Estes resultados séo conseqiiéncia dos resultados de Trotter and Chernoff em [21, 8] e a
apresentagdo abaixo segue [18].

O resultado acima estd intimamente relacionado aos seguintes resultados:

Proposigao 3.3.1 Assuma que —A e —B sao geradores de semigrupos fortemente continuos de operadores
lineares, D(A) N D(B) € denso em E e

H(Cf,—\fofl?fyr H < ‘\Icwm‘,_ n = —172. o
para algum M > 1 e w > 0. Se para algum A com Rel > w a imagem de A\ + A+ B € densa em E, entao

o fecho de —(A+ B) € o gerador de um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares {T'(t);t > 0
satisfazendo ||T(t)|| < Me**, t > 0. Adicionalmente,

T(t)e = lim (CfA(ﬁ)o*R(%)) e, e€E,

n—-+400
uniformly in bounded subsets of R .
Proposigao 3.3.2 Se —A, —B, —(A + B) geram semigrupos fortemente continuos de operadores lineares,
le=(A+B)t|| < Me“t, t >0, e
| [(T+tA) I +tB) " || < Me*™, n=1,2,...,
entao
—(A+B)t . LR t
e e= lim |(I+—-A)" "I+ —
n——+00 n

Para uma prova das proposicoes acima veja [18], §3.5.



54

CAPITULO 3. TEOREMAS DE PERTURBACAO DE GERADORES



Capitulo 4

Positividade

O objetivo deste capitulo é tornar simples a verificagao de condigoes suficientes para que solugoes de prob-
lemas lineares com dado inicial “positivo” permanecam positivas enquanto existirem. Estes resultados sao a
base dos critérios abstratos de comparagao e positividade que serao desenvolvidos posteriormente e aplicados
a equagoes parabodlicas semilineares e a equacgoes diferenciais ordindrias.

4.1 Espacgos de Banach Ordenados e Positividade

Para que métodos de comparagao possam ser desenvolvidos, vamos introduzir as propriedades bésicas
que uma ordem deve satisfazer em um Espaco de Banach.

Definicao 4.1.1 Um espago de Banach pré-ordenado ¢é um par (X, <), onde X e um espaco de Banach
e < é uma relagao em X que satisfaz:

i) x <y implicax+z<y+z, z,y,z€ X.
i) v <y ey<zimplicam x < z.
i) x <y implica Az < \y, para x,y € X, e numero real A > 0.

i) O “cone positivo” C = {x € X, © > 0} € fechado em X.

Se ainda,
Ccn-C={0},

dizemos que X é um espago de Banach ordenado
Observagao 4.1.1

1. Observe que © < y € equivalente a y — x > 0. Observe ainda que © < 0 se e somente se 0 < —x e que
o cone C é convexo. Note ainda que se A< p ex >0 entio 0 < (p— Nz e Ax < pzx.

2. Todo subespago fechado de um espago de Banach ordenado é também um espago de Banach ordenado
com a ordem induzida.

3. Se (X,<x) e (Y,<y) sao espacos de Banach ordenados, entao X x Y com a ordem definida por
(a,b) <xxy (z,y) se e somente se a <x x eb <y y, € um espag¢o de Banach ordenado.

4. Para 1 < p < oo, X = LP(Q), com a ordem “f < g se e somente se f(x) < g(x) quase sempre” é
espaco de Banach pré-ordenado.

%)
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Definiremos agora o que entendemos por transformagoes que preservam ordem.

Definicao 4.1.2 Sejam (X, <) (Y, X) espagos de Banach pré-ordenados. Uma fun¢ao T : D(T) C X — Y
¢ dita crescente se e somente se © < y, x,y € D(T), implica T(x) =< T(y) e é chamada positiva se e
somente se x <0, x € D(T), implica T'(z) < 0.

Observagao 4.1.2 Se na defini¢do acima T € linear entdo ambos conceitos coincidem.

Lema 4.1.1 Seja (X, <) um espaco de Banach pré-ordenado e f € L'((tg,t1),X), tal que f(t) > 0 para
quase todo t € (tg,t1). Entao, [[/(/1 f(s)ds > 0.
Prova: Como a integral é um operador linear continuo entre L!((tp,t1),X) e X e o cone C é fechado, é
suficiente provar o resultado para f em um subconjunto denso de L'((t,t1),X). Se f € C([to,t1],X), e
to=ag <a; <---<a, =t éuma partigdo de [tg,t1], com n(a; —a;—1) =t1 —tog, 0 < i < n, ; € [a;—1,ai],
entao

i—1)

s = (1 —to)lim 3 76 [ € (1~ o) o 4 (1)),

to)

t

onde
co(f([to, ta]))

é o fecho da envoltéria convexa da imagem de f. Se f(t) > 0, para todo ¢, entdo sua imagem estd em C
e entdo ¢o(f([to,t1])) C C, pois C é convexo, fechado e ¢o(f([to,t1])) é o menor convexo fechado contendo

{f(t) : t € [to, 1]} g

Definicao 4.1.3 Seja (X, <) um espago de Banach real pré-ordenado. Podemos definir uma ordem “X”(que
chamaremos ordem dual) no dual X' de X da sequinte forma: Dados a',y’" € X' dizemos que 2’ <y’ se e
somente se

(@ z)yx x < (Y ,z)x x, YVO0<zeX

Temos que (X', <) é um espago de Banach pré-ordenado.

As propriedades 1), ii), iii) de espagos de Banach pré-ordenados sao facilmente ve-rificadas. A propriedade
iv) é verificada da seguinte forma: Seja 0 =< z/, € X' uma seqiiéncia convergente para =’ € X’. Entao, se
0<zeX,0<(z,,x)x x — (¥, 2)x x e 0<(z/,2)x/ x. Segue que 0 < z'.

Definicao 4.1.4 Seja (X, <) um espa¢o de Banach real pré-ordenado e seja “ <”a ordem dual em X'.
Dizemos que “<”e “X7sdo compativeis se

(' x)x x>0, VO<2'eX = z>0.

Consideremos o espago LI(€2), ¢ > 1 com a ordem natural e ¢’ tal que 1/g+1/¢' =1. A ordem dual em
(L1(Q)) = L7 (£2), coincide com a ordem natural de L7 (). De fato, pois se z’,y’ € (L9(€2))’, temos:

o 2y e (@ 2@y o) < WS T L@y L), V0 <z e L1(Q)

<0<y, 2)(ra@)y Lo = (@) ra@) L), V02 e L)
ﬁ/(y’—x’):czm V0<ze LUQ)
Q

<y — 2’ >0, em quase toda parte

< 2’ <y, em quase toda parte.
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Temos também que a ordem de L(2) é compativel com a ordem dual de (L%(2))’. Isto é um conseqiiéncia
do fato que se v € LY (Q2), entdo

/ u(z)v(x)de >0 YV ue L), 0<u(zr), qs. em Q < v(z) >0 q.s. em .
Q

Lema 4.1.2 Suponha que X é um espaco de Banach reflexivo e X' o seu dual. Seja < uma ordem em X,
“<”a ordem dual em X'. Se “<”e¢ “X”sao compativeis. Entdo a ordem definida em X" por “X”coincide
com a ordem “<”de X quando os espacos X e X" sao identificados.

Prova: Temos que z” e menor ou igual a y” relativamente a ordem induzida em X" pela ordem de X’ se e
somente se
" / 1 / / /
<£U 7$>X”,X/j<y 7x>X”,X/7 Vojx GX

E quando identificamos X e X" temos
(@ 2)x x = (2" 2" )xrx <Y 2 ) xn x = (@ Yy x, VOZ2 e X

o que implica,
0<(zyy—z)x x, VO0=<2' €X'

E como “<”e “<X"sao compativeis segue que x < y. 0
Lema 4.1.3 Sejam (E,<g) e (F,<pg) espacos de Banach pré-ordenados e A : D(A) C E — F uma

transformacao linear positiva tal que D(A) = E . Se C denota o cone positivo de E, assuma que D(A)NC
é denso em C. Entao A" : D(A") C F' — E' é uma transformagao linear positiva.

Prova: Note que A ¢ densamente definida e portanto A’ estd bem definida. Como A é positiva temos que
0 <p Au sempre que 0 <g ueu € D(A). Assim se v € D(A’), 0 <@ v’ entdo da definicao de A’ e de ordem
dual em F’ obtemos que

0< <Au, ’U/>F,F’ = <u, A’U’)EyE/.

Portanto, temos que para 0 <g u e u € D(A), 0 < (u, A'v') g _g. Segue da densidade de C N D(A) em C que
0<g Av 0

4.2 A Equacao Linear

Os resultados a seguir estabelecem a equivaléncia entre a positividade do resolvente do gerador de um
semigrupo e a positividade do semigrupo.

Proposigao 4.2.1 Suponha que (X, <) é um espaco de Banach pré-ordenado, {T'(t) : t > 0} um Cy-
semigrupo em X e A o seu gerador. Seja M >0 e w € R tais que ||T(t)||p(x) < Me“'. Assuma que existe
Ao > 0 tal que (N — A)’l ¢ crescente para todo A > \g. Entao, T(t) é crescente para todo t > 0.

Reciprocamente, se X > ug — T(t)ug € C([0,00),X) € crescente para todo t > 0, entio (A — A)~! €
crescente para todo A > w.

Prova: Pelo Teorema [1.4.2] temos que:

11"
ﬂﬂwzlmlﬁ(%_A)} w Vug€X e t>0 (4.1)

n—oo
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Tomando ug > 0 queremos provar que T'(t)ug > 0, t > 0. O caso t = 0 é trivial, assumimos que ¢ > 0. Por
~1

hipétese, para § > Ao, temos que (% — A) ug > 0. E assim, obtemos que
n/n -1"

Portanto, obtemos uma seqiiéncia de elementos em C' que converge para T'(t)ug Segue do fato que o cone
positivo é fechado que T'(t)ug > 0.
A reciproca segue do fato que a integral é um operador positivo e de

A=A t= /OOO T(t)e Mdt >0

para todo A > w.g

Segue do resultado acima e do Teorema 2.3.1/ que se o semigrupo gerado por —A é crescente entao o
semigrupo gerado por —A“ também é crescente.
Observagao 4.2.1
1. Observe que a hipdtese acima sobre A é equivalente a um resultado de positividade para o problema
“eliptico” Mu — Au = f: para todo A > Ag e para todo f > 0, a solugao satisfaz u > 0.
Equivalentemente, temos o resultado de comparacdo: para todo X > Mg e f > g, se \u — Au = f e

v — Av = g, entdo u > v.

2. Da mesma forma observe que a conclusao da proposicao € equivalente a: para ug > 0 a solucdo da
equacao linear homogénea

{ut:Au

w(0) = up € X verifica u(t) >0 para todo t > 0.
=ug

ou equivalentemente, se ug > vg, entdo u(t) > v(t) para todot > 0, onde u e v sdo solugoes da equagao
linear homogénea com dados iniciais uy e vy respectivamente.

3. Se A verifica as hipdteses acima, entdo o mesmo acontece com A + p, para todo p € R.

Corolario 4.2.1 Suponha que (X,<) € um espag¢o de Banach pré-ordenado, e seja A o gerador de um
Co-semigrupo {T'(t) : t > 0} tal que |T(t)||L(x) < Me“'. Assuma que para todo A > Xo, (A — A)~" €
crescente.

i) Seja ug € D(A) tal que Aug < 0. Entao se u(t) = T(t)ug, temos
Au(t) <0, w(t) <0, u(t) <uls) <ug
para todo 0 < s < t. O mesmo vale, com as desigualdades invertidas, se Aug > 0.

1) Seja ug € X tal que uy > 0 e sejam A\, u ndmeros reais tais que A > . Entdo, se ux(t) e u,(t)
denotam respectivamente as solugoes de uy = Au — Au e uy = Au — pu, com dado inicial ug, entdao
0 < ux(t) <wuy(t) para todo t.

Prova: i) Seja ug € D(A) tal que Aug < 0. De

d
%T(t)UQ = T(t)AuO.
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e da Proposigao 4.2.1] segue que
Au(t) = AT(t)’U,O = T(t)AuO < 0

E para finalizar tal item, temos que para todo 0 < s < ¢,

/t w(t) < 0= ult) < u(s).

Analogamente, temos que: u(s) < up.
ii) Sabemos que uy(t) = e T (t)ug e u,(t) = e *T(t)ug. Como A < p implica At < ut, o resultado segue.q

O resultado a seguir, garante que quando tratamos de semigrupos de operadores lineares positivos o cone
positivo contém um subconjunto denso de fungoes suaves.

Lema 4.2.1 Seja (X, <) um espago de Banach pré-ordenado e A o gerador de um Cy-semigrupo {T'(t) : t >
0} tal que T'(t) € positivo para todo t > 0. Entao Co = Ng>1D(~ Ak )N C € denso em C.

Prova: Como T'(t) é positivo para todo t > 0 segue que se z € C, entdo T(t)z € C.

Seja ¢ : R — R uma fun¢ao infinitamente diferencidvel, com suporte contido compactamente em (0, 00).
Dadoz € Ce f = [, ¢(t)T(t)zdt. Temos que f € D(A). De fato, dado h > 0, fazendo uma mudanca de
variaveis, obtemos:

o0

limy, o+ hil[T(h)f — f] = lim;,_ o+ ht {/
h

/ &' ()T (t)z dt.

Portanto, f € D(A). E como —¢' se comporta como a ¢, Af tem as mesmas propriedades de f, logo
f € D(A?). Indutivamente, obtemos que f € D(A"), Vn > 1.

Escolha ¢ tal que / o(t)dt = 1. e seja f, = / no(nt)T(t)x ds > 0. Entao

6t — h) — ST () dt}

Ne>1D(A Bfn—/ ()T (t/n)xds > 0

e fn — x quando n — oo. Claramente f, € Cy e o resultado segue.q

Agora mostraremos que estes conceitos e resultados podem ser transferidos para as poténcias fracionarias
de operadores setoriais.

Seja —A um operador setorial e X* os espagos de poténcia fraciondrias associados a —A. Se (X, <) é um
espago de Banach ordenado podemos definir em X“, o > 0, a ordem induzida por X; isto é, denotando por
C' o cone positivo de X definimos o cone positivo de X* por C, = C'N X*. Denotaremos por <, a ordem
induzida em X pela ordem de X.

E facil verificar que (X% <,) é um espago de Banach ordenado, de fato: as propriedades i) e ii) da
Defini¢ao 4.1.1] sdo imediatas; a propriedade iii) segue do fato que se z,, — x em X* entdo z,, — x em X e
do fato que C' é fechado.

O resultado a seguir, resume as propriedades importantes das ordens em espagos de poténcia fracionéria.

Proposigao 4.2.2 Seja (X, <) um espago de Banach pré-ordenado, —A : D(A)C X — X um operador
setorial e {T(t) : t > 0} C L(X) o semigrupo gerado por A. Assuma que T(t) é um operador p()w//m para

cada t > 0. Entao (X<, <,) € um espago de Banach ordenado, para todo o > 0 e se a > [3, (',\‘ = Cp;
isto €, se » >0 em XP, entdo existe ¢, >0 em X tal que ¢, — ¢ em XP.
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Adicionalmente, se | T(t)||px) < Me“t e (A —A)~!: X* — X € crescente para todo A > w, a > 0, e
consequientemente a transformacao

X3 up— T(t)up € C([0,00), X%)
¢ linear crescente.
Prova: A unica afirmativa que precisa ser verificada é

— X"
Cq = Og, a>03>0.

Assuma que f € Cp seja g(t) = e A'f. Entdo, pelo efeito de regularizacio, g(t) € X®. De f € Cg e
T(t) = e~ é crescente, segue que g(t) € Cj. Portanto, g(t) € CsN X = C, e g(t) — f em X?, quando
s

. X
t — 0. Conseqiientemente, C, = Cg.g

Observe que a propriedade acima dos cones positivos mostra a consisténcia das defini¢bes “f > 07,
independentemente do espaco X no qual f estd. Portanto, de agora em diante, nao faremos distingao entre
as ordens <., a > 0.

4.3 Alguns Operadores com Resolvente Positivo

Os resultados das segoes precedentes sao dependentes da possibilidade de encontrarmos geradores de semi-
grupos fortemente continuos, A, cujo operador resolvente, (A — A)_l, seja um operador crescente para todo
A € (w,00). Nesta se¢io asseguramos que hd uma classe interessante de operadores com esta propriedade.
Mostramos anteriormente que se A tem resolvente crescente entdao —(—A)* também tem.

Lema 4.3.1 Seja H um espago de Hilbert e f € H. Suponha que existe f € H tal que || f]| < || f] e que
G0 = 1)l

Entao f = f

Prova: Sabemos que || f|| < ||f|| e que

IFI1P = KL DI AP = 1D I

Segue que || f[| = |||l e S .
0<(f=F =D =2l -2f.f) <0

implica que f = J;’D
Definicao 4.3.1 Seja H um espaco de Hilbert ordenado e C o seu cone positivo. Dizemos que um operador

auto-adjunto A : D(A) C H — H € positivo, se (Au,u) > 0 para todo uw € D(A). E ainda, dizemos que
(A+a)~! € crescente se (A+a)~' f € C sempre que f € C.

Teorema 4.3.1 Sejam H, A e C' como acima. Assuma que H possui um subconjunto denso D tal que:
e (A+a)"'DcC D;

e Para cada d € D podemos definir |d| € DN C e esta relagdo satisfaz: Um elemento d € D estd em C
se e somente se d = |d| e ||d|| = |||d| ||;

e (|d|,g) > [{d,q)|, Vde D, VgeC.
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Considere as sequintes afirmativas:
(i) Seu e D(A?2) entio |u| € D(Az2) e

(/ 3 .A%\u|> < <A§11,.A%u,>.

(i1) (A+ )™t é crescente para todo o > 0.
Entao (i) implica (7).
Prova: Em D(A?) adotamos o produto interno
1, .1
(fr901 = (A2f, A2 g) + a(f,9)

onde a > 0. Denotamos por Hz o espaco de Hilbert (D(A2), (-,-)1).
SeD>g>0ec=(A+a) g, (ce D, pois (A+a)"'D C D)

(lef, e

lel, (A+a)Lg)1 = (A% ], A3 (A + to)” tg) +aflel, (A+ )7 g)
el 9) = (e, 9) = (A + @), (A+ a)"'g)|
(e, (A+ ) ghl = [e,chl.

(
(
|
Adicionalmente, pela propriedade (i)

el 2 = (A2 |c], AZ|c]) + a| |e] |2
<A2c A20> + a|e||?

Usando o Lema4.3.Tcom f=ce f = |c| concluimos que se g € D N C entao

1IN

[(A+a) gl =(A+a)g
e (A+a)lg € C. Da densidade de DN C em C e da continuidade de (A + «)~1, segue que
(A+a)lgeCvgecC.

Portanto (A + «)~! é crescente.

O resultado a seguir é uma conseqiiéncia simples do Teorema 2.3.1), férmula (2.25)).

Corolario 4.3.1 Suponha que (X, <) é um espago de Banach pré-ordenado, {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo
em X com decaimento exponencial e —A o seu gerador. Se —A tem resolvente positivo entdo —A® tem
resolvente positivo.

Os resultados a seguir sao conseqiiéncias imediatas do Theorem [3.1.2] Proposicao|3.3.1le Proposicao|3.3.2.
Esses resultados asseguram que, sob certas condicoes, a soma de operadores com resolvente crescente é um
operador com resolvente crescente.

Corolério 4.3.2 Se —A, —B, —(A + B) sao geradores de semigrupos fortemente continuos de operadores
lineares, A e B comutam e tem resolvente crescente, entdo —(A + B) tem resolvente crescente.

Corolario 4.3.3 Se ou as hipoteses da Proposicaol3. 3.1 ou as hipoteses da Proposicaol3.3.2 estao satisfeitas,
entao
e Bt >0 ¢ >0

ou, equivalentemente, (A + A + B)~1 € crescente para \ > w.
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O Corolario 14.3.3| fornece ferramentas para mostrar que o resolvente da soma de operadores crescentes é
um operador com resolvente crescente, sem impor que os operadores comutem. Estes tem aplicagao simples
no caso em que os operadores envolvidos sao dissipativos. Para os casos em que os operadores nao sao
dissipativos pode ser mais conveniente utilizar o Theorem [3.1.2l

A propriedade de ter resolvente crescente é preservada quando mudamos a norma do espaco para uma
norma equivalente. Isto nos leva a concluir que pode ser util saber quando podemos mudar a norma do espaco
para uma norma equivalente de forma que A e B tornem-se simultaneamente dissipativos. As condigoes que
devemos impor aos operadores A e B que permitem essa mudanca de norma sdo semilhantes as condigbes
impostas na Proposic¢ao [3.3.1 e na Proposicao [3.3.2.

Os resultados acima devem contribuir para mostrar que um nimero consideravel de operadores tem
resolvente crescente.



Capitulo 5

Problema de Cauchy nao homogéneo

5.1 Existéncia, Unicidade e Regularidade

A seguir estudamos problemas de Cauchy (problemas de valor inicial) para equagoes lineares ndo homogéneas
da forma

de — de+ f(t), to<t<t

e(to) = ep € Ep (5.1)

onde A é o gerador de um semigrupo fortemente continuo {e?*;¢ > 0} C L(Ep) e f : [to,t1) — Eo é continua
por partes e continua a direita.

Definicao 5.1.1

a) Uma solucao forte de (5.1), é uma fung¢ao continua e : [to,t1) — Eo tal que e(ty) = ep e para

to <t <tq, e(t) S D(A),

dr e(t+h)—e(t)

—e(t) = lim ———=

dt () h—0t h
existe, (5.1)) vale com dte(t) substituido por < e(t) et — IF e(t) € continua onde f é continua. Note
que se t — f(t) € uma fun¢ao continua e t — e(t) € uma solugao forte de (5.1) entdo t — e(t) €
continuamente diferencidvel e (5.1]) se verifica para cada t € (to,t1).

b) Uma solugao fraca de (5.1l) em [to,t1) € uma fungao continua e : [to,t1) — Eo tal que e(ty) € eg e
para todo e* € D(A*), t — (e*,e(t)) tem derivada a direita e

d+

—o (e et) = (A% e(t) + (e F(), to<t<t. (5.2)

Note que se t — (e*, f(t)) é uma fungdo conlinua e t — e(t) é uma solugdo fraca de (5.1) entao

. ., . + o
t— (e*,e(t)) € continuamente diferencidvel e (5.2) se verifica com C(le substituido por %

Definicao 5.1.2 Um subconjunto S* C Ej € dito total se: e € Ey, (e*,e) =0, Ve* € S* implica e = 0.
O anulador S+ C E} de um subconjunto S C Ey é o conjunto de todos os elementos e* € Ej tais que
(e*,e) =0, Ye € S. Sabemos que se S C Ey é um espaco vetorial entdo (S*)* =S (veja [6]).

Lema 5.1.1 Se A: D(A) C Ey — Ey € fechado e densamente definido entao D(A*) € total.
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Prova: Seja e € Ey tal que (e*,e) = 0 para todo e* € D(A*). Queremos mostrar que e = 0. Como o gréfico
de A*, G(A*) = {(e*, A*e*) : e* € D(A*)} é o anulador em Ej x Ef de I’ = {(—Ae,e) : e € D(A)}; isto é,
G(A*) =T*. Note que G(A*) também anula (e, 0), segue que (e,0) € G(A*)* =T e portanto e = 0.

O teorema a seguir nos da formas de manuseio mais simples para as solucoes fracas e estabelece algumas
relacbes importantes entre solugoes fracas e fortes.

Teorema 5.1.1
1. See: [to,t1) — Eo € uma solugdo forte de [51]) entdo é também uma solugao fraca de (51).
2. See:[tg,t1) — Fo € uma solucdo fraca de [51l), entdo

.
(i(/) = e‘w [’”>(i(] +/ e‘\(/ s’]v/‘(S)(]SA to <t <ty. (33)
t

0

Em particular, existe uma unica solucao fraca de (5.1]).

3. See: [to,t1) — Eo € definido por (53), entdo e : [to,t1) — Ey € uma solugao fraca de {51).

4. Se e : [to,t1) — Ey é uma solugdo fraca e para algum t € (tg,t1) ou e(t) € D(A) ou %é(t) existe,
entao ambos sao verdadeiros e para este instante
dr ;
—e(t) = Ae(t) + f(t).
dt

Prova: A afirmativa 1) ¢ trivial. Provaremos 3) e a unicidade de solugoes fracas o que implicard 2).
Prova de 3). Defina e : [tg,t;) — Ep por (5.3) e seja e* € D(A*). Para qualquer e € Ey t — (e*,e’e) é
diferenciavel com derivada (A*e*, e?te) pois

¢
(e*,ette) — (e*,e) = / (A*e*,e%e)ds
0

+
para e € D(A) e por continuidade para todo e € Ey. Usando isto calculamos %(e*,e(t)) e vemos que
e: [to,t1) — Ep é uma solugao fraca; de fato,

t+h

(e*, / A+h=5) £ (5)ds) — (¢*, / A9 f(5)ds)

to to

h
=@ﬂ[He“”“”ﬂ@ﬁ%%ﬁmﬁm—D/lﬂ“ﬁﬂ$%>

to

=M@ﬂﬂw%HA%i/e““$ﬂ®@ﬂ+dm

to
onde na tultima passagem utilizamos que A* é o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente continuo
o
{TO(t) = (T(t)*], : t >0} em L(Y), Y = D(A*) ° (veja Teorema [1.6.1)).
Prova da unicidade em 2). Se existem duas solucoes de (5.1), a diferenca entre elas w : [to,t1) — Ep é

+ ’.
uma fungao continua com u(ty) =0 e %(e*,u(t)) = (A*e*,u(t)), to <t <ty ee* € D(A*). E conveniente

t
trabalhar com uma fungao C*, logo seja U(t) = / u(s)ds; entao
to

(", u(t)) :/ (A%e", u(s))ds

to
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e (e", LU(t)) = (A%e", U(t)).
Agora observe que (e4")*D(A*) C D(A*) para t > 0, ja que ((e?)*e*, Ae) = (A*e*, e?te) para e* €
D(A*), e € D(A). Logo, para qualquer t* € (to,t1)
(e, M0 L)) = (aer, A 00 ()

e %(e*,eA(t*_t)U(t» =0 para tg <t < t*.
Como U(tg) =0, (e*,U(t*)) = 0 para todo e* € D(A*), portanto U(t*) =0 e u(s) = 0 para tg < s < ¢;.
Prova de 4). Se e(-) é uma solucao fraca, dada por (5.3), entdo para to <t <t+h <ty

B t+h
ATl L[ eesnn s+ Lo )

O termo do meio converge para f(t*) = f(t) quando h — 0T, logo se um dos outros termos converge, ambos
devem convergir.

A seguir damos condigbes simples que asseguram a diferenciabilidade de uma solugao fraca.

Teorema 5.1.2 Assuma que A e f sdo como antes e e : [to,t1) — Ey € uma solucao fraca de [511). Se
eo € D(A) e ou

1. f(t) € D(A) comt — Af(t) € Ey continua a direita em [to,t1) ou
+ .
d [( ) = f(t) existe e é continua a direita em [to,t1)

+
entdo % o(t) existe, e(t) € D(A) e e: [to,t1) — Eo € uma solugdo forte.

t

Prova: Seja u(t) = / eA(t=5) f(s)ds, logo e(t) = eA(*"t)eq + u(t); como eg € D(A), t s eAlt—te, é C1.
t

Seto<t<t+h<ty,

t+h ¢
uth) —ut) _1 / eA+1=5) f(s)ds + / Aw= e =1 j(5)d -
to+h t ‘
¢ _3 t—s f + h — f
_ %/to eAtHh=s) f(5)ds + /tOeA( )%(S)ds

e usando as primeira e segunda expressoes nos casos (1) e (2) respectivamente, vemos que

Ccl;t— t) =f@)+ /teA(t_s)Af(s)ds, no caso (1),

to
t
= eAlt=t0) f(10) + / eA(=%) f(s)ds, no caso (2).
to

Pelo Teorema 5.1.11 (4), u(t) € D(A) e a prova estd completa.

Corolario 5.1.1 Seja (X, <) um espag¢o de Banach ordenado e A o gerador de um semigrupo fortemente
continuo {T'(t) : t > 0}. Assuma que existe \g € R tal que para X > X\, (A — A)~L € crescente.
Seja u = u(t, ug, f) a solugdo de
ur = Au + f(t)
{ ’U(f()) =ug € X
com f € LY((to,t1), X).
Assuma ug > uy and fo(t) > [ (t) para quase todo t € (to,t1), entdo u(t,uo, fo) > u(t,us, f1) para todo
t € (to,t1). Em particular, se ug > 0 e f(t) > 0 para quase todo t € (to,t1), entdo u(t,ug, f) > 0 para todo
t e (t(). fl>.
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Prova: Observe que a solucao é dada pela formula da variagao das constantes

t
ui(t) = T(t —to)u; + / T(t—s)fi(s)ds
to
parai = 0,1, e jd sabemos que T'(t—tg) é crescente. Por outro lado, para todo tg < s <t < t1, T(t—s) fo(s) >
T(t — s)f1(s) e como a integral é crescente obtemos o resultado.q

5.2 Comparagao em Problemas nao Homogéneos

O resultado a seguir garante que quando tratamos de semigrupos de operadores lineares positivos o cone
positivo contém um subconjunto denso de fungoes suaves.

Como nos Corolarios 4.2.1 el5.1.1, obtemos resultados de comparacao e positividade para a equacao linear
nao homogénea

uy = Au+ f(t)
{ ’UJ(O):U()EXO‘

Coroléario 5.2.1 Seja (X, <) um espaco de Banach ordenado e {T(t) : t > 0} C L(X) um semigrupo de
operadores lineares positivos com gerador A.
i) Seja ug € D(A) tal que Aug < 0. Entao, se u(t) = T (t)ug temos

Au(t) <0, wu(t) <0, wu(t) <wul(s) < ug

para todo 0 < s <t. O mesmo € verdade, com as desigualdades invertidas, se Aug > 0.

i) Seja ug € X tal que ug > 0 e seja A, pp € R tais que A > p. Entdo, se ux(t) e, (t) denota respectivamente
as solugoes de uy = Au— Au =0 e upy = Au — pu = 0, com dado inicial ug, entdo 0 < ux(t) < u,(t) para
todo t.

i11) Se —A ¢ setorial, para qualquer o > 0, a transformagao

X% x Ll<(f().f1>.)&'”') = (Il()qf> = u e (,'qf(').fl}q)(”')

€ crescente.
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O Problema de Cauchy Semilinear

6.1 O Caso Hiperbdlico

Nesta secao consideramos o problema de valor inicial

%e = Ae+ f(t,e)

e(to) =eg € Eo, (61)

onde A é o gerador de um semigrupo fortemente continuo, f é uma fungao continua que estd definida em
um subconjunto U de R x Ej e toma valores em Fy e (tg,e9) € U.

Definicao 6.1.1

a) Uma solugao forte de (6.1)) em [to,t1) € uma fungao continua e : [to,t1) — Eo tal que e : (to,t1) — Eo
¢ continuamente diferencidvel, e(ty) = eg, (t,e(t)) € U, e(t) € D(A) e (6.1) vale, to <t < t;.

b) Uma solugao fraca de (6.1) em [to,t1) € uma fungdo continua e : [to,t1) — Eq tal que e(ty) = eq
(t,e(t)) € U, para todo e* € D(A*), t — (e*,e(t)) € differencidvel e

d

gl e(t) = (A% et)) + (e", f(t,e(t)), to <t <t (6.2)

Com isto temos o seguinte teorema
Teorema 6.1.1
1. See: [ty,t1) — Eg é uma solugao forte de (6.1]) entao é também uma solugdo fraca de (6.1]).

2. Uma solucao fraca e : [tg,t1) — Eqy de (6.1]) € também uma solugdo forte se e somente se € continua-
mente diferencidvel em (tg,t1) se e somente se e(t) € D(A) com t — Ae(t) continua em (to,t1).

3. See: [tg,t1) — Ey € uma solugdo fraca de (6.1]), entdo

t
e(t) = eAltto)e, 4 / eA=%) f(s, e(s))ds, to <t <t (6.3)
t

J 10

A

. See:[to,t1) — Eo € continua com (t,e(t)) € U, to <t <ty e satisfaz (6.3), entao e : [to,t1) — Eq €
uma solugao fraca de (6.1]).
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Prova: As afirmativas do teorema seguem imediatamente do Teorema [5.1.1 uma vez que t — f(t,e(t)) :
[to,t1) — Ep ¢ uma funcao continua.q

Teorema 6.1.2 Assuma que {0"”“’:1L > 0} € um semigrupo fortemente continuo, U C R x Ey um aberto e
f: U — Ey continua e localmente Lipschitz continua em seu sequndo argumento; isto €, dado (tg,eq) € U
existe 6 > 0 e L tal que

I f(t,e1) — f(t,e2)llE, < Lller — eal| g, (6.4)

quando |t — to| < 6 e |le; — eollr, < 0, i = 1,2. Entao, dado qualquer (to,eq) € U existe t1 > tg e uma
solugao fraca e : [to,t1) — Eo de (6.1]). Adicionalmente, qualquer solugdo fraca é : [tg,t1) — Eo € tal que
é(t) = e(t) para tg <t < min{ty,t1}.

Prova: Existe 6 > 0 e constantes L, M tais que se tg <t < to+9, |le; — eollg, <9, i=1,2, entao

If(t, e1) — f(t, e2)llz, < Lller — e2lg,
1t en)lls, <M.

Escolha t; > o tal que

d 1
0<t, —to<mind —— — —— 5
Lmh= mm{2MMO Mo L 6}
onde [|€47||1,(5,) < Mo, 0 < 7 <, |le*7eg — eo||p, < 6/2 quando 0 < 7 < e.
Seja S o conjunto das fungoes continuas e : [to, 1] — Fo tal que ||e(t) — egllg, < 0 para to <t < ;. Se
e,€ € S, defina d(e, €) = sup; <1<, |le(t) — €(t)| g,; entdo (S, d) é um espago métrico completo. Para e € S
defina G(e) : [to, t1] — Eo por

t
Gle)(t) = ety —|—/ A1) f(s,e(s))ds, to <t <t

to

Entédo G(S) C S, d(G(e),G(€)) < %d(e, €) para e, € € S e, do principio da contragdo de Banach, G tem um
tinico ponto fixo em S. Isto prova a afirmativa pelo Teorema 6.1.1 partes (3) e (4).

A seguir obtemos resultados sobre extensoes de solugoes de (6.1) e a existéncia de intervalos maximais
de defini¢ao para solugoes de (6.1)). Estes resultados sio essenciais no estudo do comportamento assintético
de solucoes de (6.1) permitindo, em muitos casos, obter a existéncia global de solugoes através de alguma
estimativa apriori.

Teorema 6.1.3 Assuma que A, U e [ sao como no Teorema [6.1.2. Para (tg,eq) € U existe uma dnica
solugao fraca mazimal e : [Lo, Tmax ) — Fo de (61]). Para esta solu¢ao suponha que Tmax < 00. Entdo ou
existe e1 € Fy tal que (Tmax,€1) € OU e e(t) — e1 quando t — Tmax OU

£, ()]l =

limsup ———~—— = 00
t—Tmax 1+ H(‘/G)HL“()

SeU =R x Ey e f leva subconjunto limitados de R x Eqg em subconjuntos limitados de Ey o sequndo caso
()’(f)HE() = 0.

s0 ocorre se limsup,_,

t—Tmax

Prova: Seja Timax = sup{t; : existe uma solucao de 6.1 definida em [tg,¢1)}. Para qualquer ¢t € [to, Tmax )
defina e(t) = {o valor em ¢ de uma solucéo fraca é : [tg,t1) — Ey de (6.1)), t; > ¢ }. Toda solugao fraca da o
mesmo valor para e(t), pelo Teorema 6.1.2] e e : [tg, Tmax ) — Fo é claramente maximal.

Suponha que Tax < 00 € o limite e = lim, - e(t) exista. Se (Tmax,e1) € U existe uma solucao fraca
€ : [Tmax > Tmax + 0] — Ep para algum § > 0 com €(Tmax ) = €1. Entao se € : [tg, Tmax + 0] — Ep é dada por
é(t) = e(t), to <t < Tmax € é(t) = é(t), Tmax <t < Tmax + 0, entao é é uma solugao fraca de (6.1) o que
contradiz a definigdo de 7.y . Portanto, se o limite existe devemos ter (Tyax,e1) € OU.



6.1. O CASO HIPERBOLICO 69

Mostremos que

£t e®))ll 2,
L+ [le()]l &,
implica que hmtéT e(t) existe e isto completard a prova. Primeiramente note que pela desigualdade de
Gronwal |le(t )”Eo ¢'Timitada, logo lf(t,e)le, < Bi, to <t < Tmax- Provamos que |le(s) — e(r)||g, — 0
quando s,t — max Podemos assumir que ||e?|| < M para 0 < ¢ < Tyax — to. Dado € > 0 escolha 0 < €; <
Tmax — to com €1 < 4A4631. Seja t* = Tax — €1 € 0 < 0 < ¢ tal que ||(eA(3_t*) — eA(T_t*))e(t*)HEO < 26[ se

§B<OO, t0§t<7_ma)c7

[s — 7| < 4. Entéo para t* < Timax — 0 < 8,7 < Tmax

e(s) = e e(t*) + / T A=0) £(6,e(0))do,

t*

logo, se s < r, |le(s) —e(r)|| g, < i + Q/t* M By df —l—/ MBydf < e

Teorema 6.1.4 Assuma que A, U e [ sdo como no Teorema [6.1.2 e suponha que e : [to,t1) — Ep €
uma solugdo fraca de (6.1). Se e(ty) = eg € D(A) e f: U — Ey é continuamente diferencidvel, entao
e: [to,t1) — Ey € continuamente diferencidvel e portanto uma solugao forte. Adicionalmente

——e(to) = Ae(to) + f(to, e(to))-

Observacao 6.1.1 E suficiente que (t,e) — %f(t, e) € Ey € continua e que (t,e) — %f(t,e) € L(Ey)

seja fortemente continua; isto €, (t,e) — %f(t, e)r € Ey € continua para cada r € Ey.

Prova: Escolha qualquer ¢t € (to,t1); provamos que e é continuamente diferencidvel em [tg,t3]. Defina
v : [to,t1) — Ep a solucao fraca de

0= Av+ fi(t,e(t)) + fe(t,e(t))v,
v(to) = Aeo + f(to,eo0)-

Para 0 < h < t1 —ta, defina Ay (t) = e(t+h) —e(t) — ho(t), to < t < ta, é suficiente provar que Ay, (t) = o(h)
quando h — 0%, uniformemente em tq < t < t,. Agora

Ah(t) (eAh I— hA) A(t_to)eo

+/ ot A(t+h S)f(s, 6(5)) _ eA(tfto)f(tO7 60))
+/ et=9)[f(s+ h,e(s +h)) — f(s,e(s + h)) — hfi(s,e(s))]ds

+/ e [f(s,e(s +h)) — f(s,e(5)) — hfe(s, e(s))v(s)]ds

to

1
e s6 a tltima linha apresenta dificuldades. Se f.(s,h) = / fe(s,0e(s+h)+ (1 —0)e(s))df. A dltima linha é
0

/e““ﬂﬂ@ﬁﬂ%@f+Mﬂ@ﬁffﬂ@&@mw@ws

to

como f,. é limitado em uma vizinhanca do conjunto compacto {(s,e(s)) : tog < s < to} obtemos

t
|MMN&§0/H&$W&@+MW
to



70 CAPITULO 6. O PROBLEMA DE CAUCHY SEMILINEAR

quando h — 0 uniformemente para tg < ¢t < to, para alguma constante C. Logo ||Ap(¢)||g, < o(h), da
desigualdade de Gronwall.

Teorema 6.1.5 Assuma que A, U e f sao como no Teoremal6.1.2 e suponha que Ey € reflexivo. Se E4 €
D(A) com a norma do grdfico |le]|a = |le||g, + ||4¢e|lg,, [ leva UN (R x E4) continuamente em E4 e

[Af(t,e)lle, < C(t.e)lel e,

em UN(R x Ea) onde C : U — R € localmente limitada. Entao, qualquer solugdo fraca e : [tg,t1) — Eq de
[@3) com e(ty) € D(A) é uma solucdo forte e ||Ae(t) — Ae(to)|| g, — 0 quando t — t§.

Prova: Seja ty < to < t1; 0 método de iteragao

t
enp1(t) = ett)e(ty) +/ e =% f(s,e,(s))ds
to
(n=0,1,2,---) convergird uniformemente em [tg, t2] se a aproximagao inicial eg(t) é escolhida uniformemente
préxima a e(t) em [to,t2] e podemos assumir que eq : [tg, 2] — E4 é continua. Por exemplo, tome eg(t) =
(I —eA)~te(t) para algum e > 0. Portanto ||Aeg(t)| g, é limitado e e, (t) — e(t) uniformemente em [tg, to].
Provaremos que ||Ae,(t)|| s, ¢ uniformemente limitada, e(t) € D(A) com Ae,(t) — Ae(t) e t — Ae(t) é
continua.
Primeiro note que {(¢,e,(t)) : to <t <t3, n > 0} estd em um subconjunto compacto de U. Logo

[Af(E en(®)lm, < CL(1+ [[Aen ()5, )

para alguma constante C; independente de n,¢. Portanto
t
[Aent1(®)llm, < [l Ae(to)| s, +/ et =901 (1 + || Aen(s) |k, )ds
to

t
SCQ—FC:),/ HAEH(S)HEOCZS, t() Stgtg.
to

Podemos assumir que Cy > ||Aeg(t)|| g, para to < t < to e entdo se ||Ae, ()] m, < Cae3570) em [tg, ts],
segue que ||Ae,1(t)||p, < C2e®3(=%0) portanto Ae,(t) e Af(t,e,(t)) sdo uniformemente limitadas. Note
que o grafico de A é fechado e portanto fracamente fechado e e, (t) — e(t); se uma subsequéncia é tal
que Ae,(t) —= y(t), entdao e(t) € D(A), Ae(t) = y(t). Portanto, Ae,(t) —— Ae(t). Semelhantemente
Af(t,en(t)) == Af(t,e(t)). Ainda t — Ae(t), Af(t,e(t)) sdo fracamente continuas; por exemplo, dado
e* € Ef e € > 0, primeiro escolha ej € D(A*) préximo a e* e entao

(€7, Ae(t) — Ae(s))| < |[(e” —ef, Ae(t) — Ae(s))| + [(A%ef, e(t) — e(s))]

< Clle” = eillg; + A e | gz lle(t) — e(s)l s,
< €

se |t — s| é suficientemente pequeno dependendo de e}, e. Note que D(A*) é denso em Ef, jd que Ey é
reflexivo (veja Lemma [1.6.3)).
Agora mostramos que ¢ — Ae(t) é continua, ou especificamente,

t—u(t) = /tteA(ts)Af(s,e(s))ds

é continua. O integrando aqui é pelo menos fracamente continuo, logo a integral faz (fraco) sentido . Primeiro
observe que

t+h
u(t + h) —u(t) = (e — DNu(t) + / A=) Af(s, e(s))ds
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e ||Af(s,e(s))|lg, ¢ limitado, logo ||[u(t + h) — u(t)||g, — 0 quando h — 0T para cada t > 0; isto é, u(t) é
continua a direita. Segue que Ae(t) é continua a direita, logo s — Af(s,e(s)) é também continua a direita.
Agora para cada tg < t < ty

u(t) —u(t—h) = [T A=) Af (s, e(s))ds
o fyy AR AS (s 4 By els + b)) = Af(s,e(s))]ds — 0

quando h — 0. Logo u é também continuo a esquerda, Ae(-) é continua e e é uma solugao forte. O
argumento aqui apela para o teorema da convergéncia dominada.q

Teorema 6.1.6 Assuma que A, U e f sao como no Teorema [6.1.2 e suponha que f, : U — Ey (n =
1,2,3,--+) também satisfaz as condi¢coes do Teorema [6. 1.2 Suponha que e : [tg,t1) — Ey € uma solucao
) ! ¢ 0 ) ¢

fraca de (61) e que f,(t,e) — f(t,e) quando n — oo uniformemente para (t,e) em uma vizinhanga de cada
ponto (1,e(1)), to < 7 < t1. Seja {eno} uma seqiiéncia em Ey convergente para eg € Ey e e, uma solugao
fraca de

d ) s

e, = Ae, + t,en(t :

dt n ,fn( ; rz( )) (()5)

(:'n(//[]) = €no
em um intervalo mazimal [to,t,). Dado tog < t* < ty, para n grande, e, estd definido em [to,t*]; isto ¢,
t, >t e

lim sup |len(t) —e(t)| g, =0.

n—o0 [[)</§[*

Prova: Pela compacidade de {(7,e(7)) : to < 7 < t*} C U, podemos escolher r > 0, L e €, > 0 tal que, para
y, z na bola fechada de raio r em torno de e(7),

”f(Ta y) - f(Tvz)HEo < L”y - Z”Eo

e |fu(ry) = f(Ty)llEs < €ny to < 7 < t*, & — 0 quando n — oco. Também |e?|,(g,) < M em
0<t <t —tp.
Escolha ng tal que n > ng implica

Mllen(to) = e(to) |z, + en(t” —to)]e™ =0 <.

Entdo |[et=t0) (e, (to) —e(to))|| < r e |len(t) —e(t)|| g, < r parat préximo a to. De fato: digamos que n > ng
e |len(s) —e(s)||lp, < r paraty < s <t <t*;entao

len(®) —e®)llm, < ||e‘:(t*t°)(6n(to) —e(to))l =

Hl [ A (s.eals) = s, n(s))ds

to

i

Hl [ M5 enlo)  Fls.els))ds]

to
< Mllen(to) — e(to)l[z, + Men(t —to)
Jr/ MLllen(s) — e(s)|| g, ds.

to
A desigualdade de Gronwall mostra que ||e, () —e(t)|| g, < 7 (se n > ng) logo a desigualdade vale para todo

to <t<t'e
len(t) — ez, < Mlllen(to) = e(to) |z, + en(t — to)Je™ =) — 0

quando n — oo.
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Corolario 6.1.1 Assuma que A, U e f sao como no Teoremal6. 1.2 e que f é também continuamente diferen-
to,t1) — Eg e tg < t* < ty1, existem solugdes fortes ep; [to, t*] — Eo,
(n=1,2,3,--+), tais que lim, o SUPy <1<~ [l€n(t) — e(t)]| &, = 0.

cidvel. Dado qualquer solucao fraca e :

Prova: Seja f, = f, en(to) € D(A) com |le,(to) — e(to)|l g, — 0 quando n — oco. Cada solucao fraca e, é
uma solugao forte pelo Teorema [6.1.4.

6.2 O Caso Parabdlico

Nesta se¢do consideramos problemas de Cauchy da forma

de=—de+ f(te),

e(to) = eo (6.6)

onde A : D(A) C Ey — Ey é um operador setorial positivo.

Recorde que se o operador A ou (uma translagdo deste) é de tipo posivivo podemos definir as suas
poténcias fracionarias A%, a € R. Denote por E%* o dominio de A% dotado com a norma do gréfico. E claro
que E% é um espaco de Banach e que a restricio de {e~4*;¢ > 0} a E é um semigrupo fortemente continuo
em E%, visto que

A%e e = e A%, Vt>0, ec B

Com as informagoes que temos até agora podemos obter teoremas de existéncia e regularidade apropriados
para o caso parabdlico. Alguns argumentos sao paralelos a aqueles dados para o caso hiperbdlico e portanto
serdo apenas indicados aqui. Note que, como —A é gerador de um semigrupo fortemente continuo, os
resultados obtidos para o caso hiperbdlico também se aplicam a (6.6). O que faremos aqui é mostrar que,
sob condicoes bastante razodveis, toda solucao de (6.6) com dados iniciais em algum E%, « < 1 séo solugdes
fortes. Também estaremos lidando com uma classe mais ampla de ndo linearidades f, permitindo que
dependa de A%e, por exemplo.

Definicao 6.2.1 Seja Eg um espago de Banach, A : D(A) C Eqy — Ey um operador setorial e escolha a > 0
(se mecessdrio) tal que (—00,0] C p(A+a). Seja 0 <o <1 e E* = D((A+a)*) com a norma do grdfico
I o = (A +0)* - |1,

Seja U C R x E* um aberto e f : U — Ey continua. Uma solugdo de (6.6) em [ty,t1) € uma fun¢do
continua e : [to,t1) — Eo que é diferencidvel em (to,t1) e tal que (t,e(t)) € U, to <t < t1, e(t) € D(A),
to <t <ty, t— Ae(t): (to,t1) — Eo € continua e (6.6) estd satisfeita.

O teorema a seguir mostra que o conceito de solugao fraca nao se faz necessario para (6.0).

Teorema 6.2.1 Suponha que Ey, A, o, U e f sao como na Definicao (6.2.1]) e assuma que [ € localmente
Holder continua; isto é, qualquer ponto de U tem uma vizinhanca V. C U e constantes K,n > 0, tais que
quando (11,e1) e (12,e1) estao em V

[ f(T1,e1) = f(T2,e2)|lm, < K(I71 — 72|+ ller — e2||5a)-

Se e : [to,t1] — E* € continua, (t,e(t)) € U, to <t <t, e

ot
rr(f):e*/“’*“”«(mw/ e MU f(s,e(s))ds, to <t <ty
Jitg

entdo e(t) é uma solugao forte de (6.4).
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Prova: Primeiramente mostraremos que e : (to,t1] — E* é Holder continua. Como {(¢,e(t)) 1 tg <t <t1} é
um subconjunto compacto de U, existe B tal que sup, <;<;, | f (£, e(t)|| 5, < B. Entdoparaty <t <t+h <ty,

e(t+h)—et) = (e —I)e Atte(ty) + /te_A(t_s)f(s,e(s))ds]

to

t+h
+/ e Al+h=s) f(5 e(s))ds
t

logo, se 0 < 6 < 1—«, e M é dada pelo Teorema 2.5.1

t
le(t+h) —e)|la < MRO(t—1ty)~0e(to)]a + / MO (t —s)~*"?Bds
to

t+h
+/ M(t+h—s)"“Bds

¢
=O(h?(t —to)~?).
Segue que t — f(t,e(t)) = g(t) é continua em [tg, t1] e satisfaz uma condigdo de Holder
lg(t +h) — g@)||m, < K(t—to)°h°, to<t<t+h<ty,
para alguma escolha de K,0 >0 (e 0 < ¢ < 1 — o, sem perda de generalidade). E suficiente provar que
t
Gt) = / o= A=) g(5)ds
to

toma valores em D(A) com t — AG(t) continua em (to,?,], e portanto mostraremos que h~(e=4" — IG(t)
converge quando h — 0T, uniformemente para t§ < t < t;, qualquer que seja t > to. Agora

t
e "~ D)G(t) = / h=H(e= M — D)e~A(=2)(g(s) — g(t))ds
fo to+h t
+h_1/ e AUFh=s)g(t)ds — h_l/ e Al=5)g(t)ds
to t—h

e os dois 1ltimos termos sao claramente convergentes uniformemente em ¢. Para o outro termo, primeiramente
note que

t
/ A=A o lg(®) — g(s) | mpds < o0
to

da condicao de Holder, e
t
= / (e~ — I 4 hA)e=AC=9(g(s) — g(t))ds]|z,
to

t h
1[5 [ (1= e Ao e A gls) — gle)ds]
to 0
t
< / Mhe(t —s) 17K (s — o) °(t — 5)%ds hoor 0, 0<e<d
to

uniformemente para t5 <t < ;.

t
Portanto, h=t(e™4" — IG(t) — —/ Ae A=) (g(s) — g(t))ds + e A=) g(t) — g(t) quando h — 0F
t
uniformemente em [£,¢1], e a prova estd 0completa.D

As integrais impréprias que aparecem nas estimativas obtidas através da formula da variagdo das con-
stantes no caso parabdlico tornam necessario a obtencao de uma desigualdade de Gronwal onde as fungoes
conhecidas possuem singularidades. Uma dessas desigualdades é obtida no lema a seguir (veja [11]).
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Lema 6.2.1 Assuma que a,b>0,0<a,0<1ewu:[0,T] — R € integrdvel com

t
0<u(t)<at ™ “+b / (t — s)Pu(s)ds (6.7)
Jo
quase sempre em (0,7T). Entdo, existe uma constante K dependendo somente de b, 3,T tal que

K

u(t) < at™ @

quase sempre em (0,7T).

¢
Prova: Defina a transformacdo B : ¢ — {b/ (t — ) Po(s)ds, 0 < t < T}. Entdo, a desigualdade (6.7)
0

pode ser escrita na forma
0 < wu(t) <wup(t) + Bul(t),

onde ug(t) = at™*. E claro que B preserva ordem e portanto

0 < u(t) < ug(t) + Bu(t) < ug(t) + Buo(t) + B>u(t) < --- < Y Brug(t) + B™u(t)
k=0
para m = 1,2,3,---. Vamos mostrar que a série Y B"ug(t) converge e que B"u(t) — 0 quando n — 0o

e depois obter a estimativa

> K
ZB”uo(t) < at™“.
o 11—«

Suponha, por inducao, que

n—1 _ bera-pg)m! _=DA=B) =14 N\ds
500 = [ sy He)ds 22,

entao obtemos

B0 =b [ (¢ =70 | [ i s = o009 g 0)a0]

n n 1
R o -]
L e

bT(1 — 3 ! 1)
:F((nq /¢ —p)- 1/ (1= 2)=82=D1-D=17,4g

0
_orra—-p)nt — 3. (n— _ !  \n(1-8)—1
- Tl B A (= 1)1 = 8) [ o) 00910

bnr /¢ _ gyna-p)-14g

L(z)l'(y)

onde utilizamos que B(x,y) = 22711 =2V = .
samos q <y>/0 (1- 2t = T
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Agora vamos estudar a convergéncia da série

53 = 2 vt — )
note que se a, = I'(n(1 — 3))~! temos que
angyy _ T =p)) _ B0 —pn(l=p))
On L((n +1)(1 = 5)) INCEE)

__ 1 —B(1 _ +\n(1-pB)—1
= t 1—t dt 0
- @)/0 (1-4) -

quando n — oo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Isto mostra que B"¢(t) — 0 quando n — oo e segue que

o

u(t) < Z(B"uo)(t).

n=0

Resta encontrar uma estimativa para a série acima. Note que

BMup(t) = ai?n(i((ll :g));/o (t— s)”(lfﬁ)flsfo‘ds

n(1-5)
WBG —a,n(l-p3))

=at™ ¢

< 125t AT (n(1 - B))

onde z = t(bI'(1 — 3))"/(1=A). Defina, para z > 0,

o0 Ln(1-6)

B = 2 g v D

A convergéncia da série acima pode ser garantida como antes. Pode ser provado (veja [10], pdgina 38) que
Eg(z) < ce*.
Escolha um ntumero natural k tal que k(1 — ) > 1, entao

E

-1

Ji(1=p5) k(l (1=
(@) <2 IGa-p) T nZOF EE)

<.
Il
=)

k—1
j(1-8) k(1-5)
< z + e z
< 2 TG0 T - A)°
para algum c > 0. Disto obtemos que
k-1 /A=A (B0 (1 — B))

u®) <2 X% TTGa=B)

th(1=8) _
c(bI'(1 - ﬂ))kme (era-A

))1/(175)

e o resultado segue. Observe que de fato provamos mais do que estd enunciado. A prova do resultado
enunciado somente utiliza a continuidade de Sg, nao fazendo uso dos resultados em ([10]).
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Teorema 6.2.2 Assuma que Ey € um espaco de Banach, A é um operador setorial em Fy, 0 < a <1, EY é
definido como anteriormente e U € um subconjunto aberto de R x E%. Suponha que f : U — FEy € localmente
Holder continua e localmente Lipschitz continua em seu sequndo argumento; ou seja, em uma vizinhanga de
qualquer ponto de U temos

1f(t,er) — f(s,e2)llp, < C(It —s|° + llex — ea|ge)

para algum @ > 0. Dado qualquer (tg,eq) € U, existe uma tunica solugdo e : [tg,t1) — Eqo de (6.0) definida
em um intervalo mazimal. Adicionalmente, se eg € D(A) a derivada é continua quando t — /(T. Se t] < oo
entao, quando t — t1 ou (t,e(t)) tende para algum ponto de OU ou

L (2, () 26
1+ fle()ll e

¢ ilimitada (ou ambos).

Prova: Como no Teorema6.1.2 e no Teorema[6.1.3, primeiramente provamos a existencia local obtendo que
a transformacao

t

Gle)(t) = e Alt=to)g, —|—/ A=) f(s e(s))ds, to<t<ty+T
to

é uma contragdo em uma bola fechada B, C C([tg,to + T], E*), quando e : [tg,tg + T] — E* é continua

com SUpy <y<4o 47 ||€(t) — eol|pa < 75 isto é, e(-) € B,. Escolhemos r,T" > 0 pequenos de forma que para

t € [to,to+T] e |le;—eollr, <r, temos (t,e;) €U, || f(t,ei)llg, < B,i=1,2e

[f(t,e1) = f(t ea)llm, < Lller — eallpe, 0<s<T
le=4%z||pa < M||2||pe, 0<s<T
le 4z ga < Ms™|2||lg,, 0<s<T

le=4%eq —eollpa <7/2, 0<s<T

onde adotamos o procedimento seguinte: primeiramente escolha r e um T para encontrar B, L, M; entao
escolha um 7" menor que Tj para ter as condigdes acima satisfeitas.

Com estas escolhas, G leva B, nela mesma e é uma contragao na norma de C([tg, to+ T}, E%), logo existe
um ponto fixo. Segue do Teorema [6.2.1] ela é uma solugao de (6.6).

Para provar a unicidade, suponha que e, € sao duas solugoes de (6.6), ambas definidas em [tg, t2]. Se elas
coincidem em [tg, t3] mas ndo coincidem em um intervalo maior, podemos substituir ¢y por t3. Logo, assuma
que e(t) # é(t) para t arbitrariamente proximo de tg, t > tg. Como e, € sdo continuas, podemos assumir que
isto ocorre para t € [tg,to+ 1] e |le(t) — eo||lpa < 7, ||€() — eo||pe < r. Mas as restrigoes de e, € a [tg, tg+ T
sao pontos fixos de (G, contradizendo a unicidade dos pontos fixos.

Estendemos as solucoes locais ao intervalo maximal de existéncia como no Teorema [6.1.3] e completamos
a prova aplicando a desigualdade de Gronwall do Lema [6.2.1.

O teorema a seguir nos dé informacgoes adicionais sobre a regularidade das solugoes de (6.6).

Teorema 6.2.3 Assuma que Ey, A, o, U, f sdo como no Teorema [6.2.2 e assuma que t — [(t,e) satisfaz
uma condi¢ao de Hélder local com expoente 6 < 1, prézimo de cada (t,e) € U. Entdo, qualquer solug¢ao
e : [to,t1] — E< de (G.0) € tal que t — %(3(/) € E7 € localmente Hélder continua em (to,t1) para qualquer

0<vy<fbe H%E(T)HE =O0((t —to)* 1) quando t — tq.
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Prova: Como [tg,t1] é um intervalo compacto, para algum hy > 0,se tg < ¢t < t+h < t;, 0 < h < hy,
1/t e(t)lle, < Be

IF(E+hye(t+h)) = F(t,e(®)llg, < LA’ + le(t + ) — e(t)]| =),
para alguma escolha de B, L. Se M é tal que
le” 42 ge < Mll2l|lge, 0 <s<ti—t

He*AszHEa < Ms |z||g,, 0<s<t;—tp

He*Asz —2|lg, < MseHzHEe, 0<s<t; —ty
temos
to+h
lle(t+h) —e(®)||ga < M2RO(t —to) =% |e(to) || ma + M(t+h—s) *Bds

ML el 1) = o)
<Ch‘9[(t—to) + (t —to) ™9
—|—ML/ (t —s)"“lle(s + h) —e(s)||galds

to
Em seguida, usamos o Lema 6.2.1 para concluir ||e(t+h) —e(t)||ge = O(R?[(t —to) % 4 (t —to)~®]) e portanto
g(t) := f(t,e(t)) satisfaz
lg(t +h) = g()llme < KRO[(t —to) ™" + (t —t0) =), llg(®)l|m, < B
parato <t <t-+h<ty,0<h<hg.
Mostramos na prova do Teorema 6.2.1 que

*A/ A=) g (5)ds = — / Ae A9 (g(s) — g(t))ds + e~ =g (1) — g(t)

to to
e segue que
d
mt) — Ae(t) + g(t) = —Ae—AUe(ty) + e~ A g(t) 1+ G(1)
onde G(t / Ae=At=%)(g(s) — g(t))ds. Somente o tltimo termo G apresenta dificuldades. Mostraremos
que |G(t + Gt)||lgr = O(he_”Y) quando h — 0T, sempre que 0 <~y < @ ety <t <t.
Agora,

to+h
G(t+h)—G(t) = / Ae=At+h=3)(g(s) — g(t + h))ds

to

+ [ AeTAD (s 1 )~ gt + ) = g(6) + g(t))ds

e llg(t+h) —g(s+h) —g(t) + g(s)llp, < 2K[(s —t0)~" + (s — to)~*Jmin{(t — 5)°, A} logo

|G(t+h) — G(t)||g+ < O(h)
t—h
+0 ROt —8) "1 [(s —to) ™% + (s — to)_a]ds>

to

20 ([ =7t s =t =)o)

=0(h’~7), quando h — 0%
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No caso particular de problemas autonomos temos o seguinte resultado:

Corolério 6.2.1 Assuma que Eg, A, a, U, f sao como no Teoremal6.2.2 e assuma que f € independente de

t. Entao, qualquer solugao e : [tg,t1] — E de (6.0) € tal que t — %(ﬁ(t) € E7 ¢ localmente Hélder continua

em (to,t1) para qualquer 0 <~y <1 e ||(%(°(f)||y = O((t — to)*71) quando t — to.



Capitulo 7

Teoremas Espectrais e Dicotomias

7.1 Introducao

Antes de comecarmos a estudar as informagdes contidas no espectro de um semigrupo ou de seu gerador
recordamos alguns fatos béasicos da teoria espectral de operadores fechados. Seja A : D(A) C Ey — Ey um
operador fechado. Sabemos que se A € C é tal que A — A é um a um e sobre entdo do Teorema do Grafico
fechado (A — A)~! € L(Ep) e dizemos que A estd no conjunto resolvente p(A) de A. O espectro o(A) de A é
o conjunto dos pontos que nao estao no conjunto resolvente p(A); isto é, o(A) = C\p(A).

Note que se & € p(A) temos que

E—A=E(—S+8&—A=[E—&) (& —A) " +1)(&% — A)

ese |&—&| < |[(& — A)_1||Z(1EO) temos que & € p(A). Segue disto que p(A) é aberto e o(A) é fechado. Além
disso

=AD"= (G- -, (7.1)
n=0
mostrando que & — (£ — A)~! é uma fungio analitica em p(A) e que
d " -1 _ n —n—1 _ .
(&) a7 =Corae-a =123,

Note também que

A=A == =QA-AH(E-AD-A-A)E-4~"
—A=A)THE-NE-A)T
=(E=-NA-4)7HE-A)7h

Sendo esta ultima identidade conhecida como identidade do resolvente.

Cada componente conexa de p(A) é o dominio natural de (¢ — A)™1; isto é, (€ — A)~! ndo pode ser
estendida analiticamente além das fronteiras de p(A).

No que segue assuma que A € L(FEp). Primeiramente mostremos que a sequéncia {HA"H?&O)},LE é
convergente e que

i [ A",y = it 1A,
este limite serd chamado raio espectral e denotado por r(A). Escrevendo a, para log ||A™||1(g,), temos que
provar que
an/n — b= inf a,/n.
n>1

79
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Sabemos que
Umtn < Gp + Q.

Se m é um inteiro positivo fixo, faca n = mq +r, onde ¢, r sao inteiros nao negativos com 0 < r < m. Entao
temos que a, < qa,, +a, €
an/n < q/na,+1/na,..

Se n — oo e m é fixo, ¢/n — 1/m enquanto que r fica restrito a um dos ndmeros 0,1,2,--- ,m — 1. Portanto
limsup,,_,o an/n < apm/m. Como m é arbitrério temos que limsup a,/n < b. Por outro lado a,/n > b e
liminf,, . a,/n > b e o resultado estd provado.

Note que o raio de convergéncia da série (7.1) é o raio espectral do operator (§y — A)~!. Por outro lado,
se [£] é grande temos que (& — A)7! = &1 —¢7TA)T = 3% (€L A™ que é convergente sempre que
|€] > r(A). Reciprocamente se p(A) contém o exterior do disco de raio r’ entdo r(A) < r’.

7.2 Decomposicao Espectral de Operadores Fechados

As vezes o espectro o(A) de um operador fechado A contém uma parte limitada ¢’ separada do resto o de
forma que uma curva fechada e retificivel (ou mais geralmente um nimero finito de tais curvas) pode ser
desenhada de forma a conter um conjunto aberto contendo ¢’ em seu interior € com ¢” em seu exterior. Em
tal circunstancia temos o seguinte teorema de decomposicao

Teorema 7.2.1 Assuma que o(A) pode ser decomposto em duas partes o’ e o’ na forma descrita acima.
Entao temos uma decomposicao de A de acordo com uma decomposicio B = E' & E" do espaco de forma

que o espectro das partes A" e A” de A em E' e em E" coincide com o’ e o respectivamente e A’ € L(E').

Prova: Seja
1
P=_— (g A)~lde.

211

E facil ver que P2 = P ¢ L(E), de fato, se I'" é uma outra curva com as mesmas propriedadesde T" e
exterior a I'; temos

Pr= ok [ 6= A ok [ - Ay

) [ [ Ao ataae

) ///F(é—A)_;]:én—A)—ldndg

) [ e-artac (5h) [ [ yao-aa

ﬁ/r(n—fl)*ldn =P

“\
D

“’\
B

<
-
8

Portanto P é uma projecao sobre E' = R(P) ao longo de E” = N(P). Adicionalmente
P(EfA)il :(ffA)ilpa pr(A),

logo P comuta com A, o que significa que A pode ser decomposto de acordo com a a decomposi¢do F =
E' @ E" e as partes A’ e A” de A estao definidas.
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E fécil ver que as partes de (£ —A)~! em E' e E”, sio as inversas de (£ — A') e (€ — A”), respectivamente.
Isto mostra que p(A’ ) p(A”") D p(A). Contudo, p(A4’) também contém o”. Para ver isto primeiramente
observe que (§ — A)™" u=(§—A)"lu=({~ A)"'Puparau € E', { € p(A). Mas para cada § € p(A)
que nao esta em I', temos

1
2 ™

g’

f— 71 [ —
(5 A) 5_51'

(- a7 -aae = o [(e-a7 - -4

Se & esta fora de I, isto nos da

_ -1 _L /. -1 dfl
(€—A4) P—W/F(g A) )5,_5.

Como o lado direito da expressio acima é analitico fora de T, segue que (£ — A)~! P, e portanto (£ — A)_l‘E/,
tem uma continuagao analitica fora de I' e esta é o resolvente de A’. Portanto p(A’) contém o exterior de "
e portanto o(A4’) C o’.

Semelhantemente, segue que para £ dentro de I'

- A=A+ o [
2w Jr & —¢
Isto mostra que (¢ — A)~'(I — P) tem uma continuacio analitica dentro de I'. Como antes, isto leva a
conclusao que o(A”) C o”.
Por outro lado, um ponto £ € o(A) nao pode pertencer a ambos p(A’) e p(A”); caso contrério pertenceria
a p(A) j4 que (£ — A)_llE,P + (£- A)_IIE” (I — P) seria igual & inversa de (£ — A). Isto mostra que
o(A) Cc o(AYUo(A”) e portanto o(A") = o', o(A”) = o".
Finalmente note que

_ 1 1 —1
PACAP= — [ A(§—A) s = /gg A)~lae.

™ Jr

Isto mostra que A" € L(E’) e completa a prova.

7.3 Decomposicao Espectral de Semigrupos

Quando aplicamos semigrupos a teoria de estabilidade um dos problemas fundamentais é determinar o espec-
tro do semigrupo de operadores. Em geral o semigrupo é desconhecido e somente o seu gerador é conhecido.
Se podemos calcular algumas das propriedades espectrais do gerador de um semigrupo gostariamos de utilizar
estas propriedades para entender o espectro do semigrupo.

Primeiramente mostramos que informagoes o conhecimento do espectro do semigrupo nos fornece.

Teorema 7.3.1 Assuma que {T'(t),t > 0} C L(Ey) € um semigrupo /‘(;r/(n/rn/(' continuo e suponha que para
algum ty > 0 o espectro o(T (/U)) é //s/un/() da circunferéncia C = {\ € C : |\ = e®"} para algum « real.
Entao existe wma projecio P € L(Ey), P? = P, PT(t) =T(t)P para todo t > 0 tal que com EL = R(P) e

E_ = N(P), as restrigoes T'(t ‘/ (,sfu() em L(EL) e

)=o(T(#)N{N e C: )\ < e}

T( M . at
g )=0(T®@)N{AeC: A\ > e}
FEzistem constantes M > 1, § > 0 tais que
17°(t)

ey < Mel@™9t v > 0;
E, ( )
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{1‘(:/)‘,1‘. it >0} se estende a um grupo em L(E_) com I(/)‘H (T( ”‘l:‘ )" parat <0, e

IT@)| 5 Iz, < Me@d', vi<o.

Observagao 7.3.1 A separacdo acima do espaco Ey € um caso particular de dicotomia exponencial. Um
caso ainda mais especial, mas claramente 4itil, é o caso em que o(T(ty)) C {\ € C : |\ < e*}; isto ¢,
P=1¢E_={0}; entio

1T L(Ey) < Mele=9t ¢ > 0.

Prova: Defina 1
A—T(ty))"td\ € L(E).

= 57 LA T(o) " dx e L(B)

Entao do Teorema [7.2.1, P? = P e P é uma projecao continua.
E facil ver que T(t )P PT(t) para todo t > 0. Logo, se E. = R(Ey) e E_ = N(Ey) temos que T'(t)
leva Fy em Ey e E_em E_.

Note ainda, do Teorema [7.2.1), que o (T tO)’E+> é a parte de o (T (t)) dentro de C e U(T(t0)|E_) é a parte
de o(T(tg)) fora de C e que as partes de (A — T'(to))™! em Ey e E_ coincidem com ((A — T(to))|, )~!
(A=T(t0))| 5 )

Agora o raio espectral de T'(tg | B, ¢ estritamente menor que e“*, digamos

|E‘+ ¢

! respectivamente.

r(T(ty)] ) < (@Dt

para algum 0 > 0.

Set >0,
r(T(t)]g,) =limm—oo [T(mt)|, 75,
= lim, o || T(nto + 7 |E ||£”5E0J T, 0<T<tg
t+ t+
nt T nt T
< limy, o0 || T (ntg |E+HL(EO+) ‘ |E+||L(]2+)

= 1(T(to)] 5, )" < el
Também existe inteiro N > 1 tal que Nty > ¢, consequentemente

T (Nt — t)(T(to)|, )"

é a inversa de T(t)’ isto é, T(—t)‘ € um argumento como aquele acima mostra que

E_

r(T(t), ) <el@t t<o.

E f4cil ver que (considerando as componentes nos dois espagos)

o(T(t)=0c(T(t)],. )Ua(T(t) t>0,

&, |5

e as estimativas acima sobre os raios espectrais provam as afirmativas sobre o espectro.

As estimativas das normas sio simples. Por exemplo, como r(7T'(to)| g) < ela=d)to,

1/n —8
1T (nto ’E+||L/(E+) < ela=d)to
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quando n é grande, logo
IT(0t0) s,y < Moe™ o)
para todo n > 0 e algum My > 1. Logo, paran =0,1,2,--- e 0 < 7 < tp,
||L(E+) < Mel@=9)(nto+7)

IT(nto +7)| . |lL(e,) < Moe™ =T (7

e, e,

onde M = Mosupg<,<¢, €3_(C‘_5)T||T(7')|E+ e 0

7.4 Teoremas Espectrais para Semigrupos
O teorema da aplicagao espectral (Veja [9], VIL.3.11) diz que o(e??) = /() quando A € L(Ep); isto nao
é verdade, em geral, se A é um operador ilimitado. O problema é que e* pode ter pontos no espectro que

nao sao autovalores e que nao estao relacionados ao espectro de A.

Lema 7.4.1 Seja {e?t : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Se

ot
”A(ﬂ(‘ _ / (3/\1;/75\)0.4,(;(/5_ (T_))
Jo
entao
(A — A)By(t)e = eMe — ette, Ve e E (7.3)
e
By(t)(A — A)e = eMe — ete, Ve e D(A). (7.4)

Prova: Para todo A fixo e t, B)(t) definido por (7.2)) é um operador em L(FEy). Adicionalmente, para todo
e € Ey temos

Ah AR t A [ETR
e h— IB)\(t)e _ € h_ 1/ eA(tfs)eAseds + GT/ eA(tfs)eAsedS
h ¢

h
,l/ eMt=s)eAseds,
h o

Quando h — 0% o lado direito da expressdo acima converge para AB) (t)e + e“’e — eMe e consequentemente
By(t)e € D(A) e
AB)(t)e = ABj(t)e + ette — eMte

o que implica (7.3). Da definicao Bj(t) é claro para e € D(A), ABy(t)e = Bx(t)Ae e (7.4) segue.

Teorema 7.4.1 Seja {e4t;t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Entdo,
ole) > et ¢ >0. (7.5)

Prova: Seja e € p(e??) e seja Q = (eM — e)~1. O operador By (t), definido por (7.2) e @ claramente
comutam. De (7.3) e (7.4) deduzimos que

(A=A)B\(t)Qe=¢, Ve€ Ey

QBA(t)(A — A)e = e, Ve € D(A).
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Como B) e @ comutam também temos que
Br(t)Q(A—A)e=e, Vee D(A).

Portanto, A € p(A), Bx(t)Q = (A — A)~! e p(e?t) C (4 o que implica (7.5) g

Agora recorde que o espectro de A consiste de trés partes mutualmente exclusivas: o espectro pontual
op(A); o espectro residual o,.(A) e o espectro continuo o.(A). Estas partes sao definidas da seguinte forma:
A € 0,(A) se (A — A) néo é injetiva; A € 0.(A4) se (A — A) é injetiva, sua imagem é densa em Ey mas nao é
sobrejetora e finalmente A € o,.(A4) se (A— A) é um a um e sua imagem nao é densa em Ej. Dessas definigoes,
é claro que 0,(A), 0.(A) e 0,(A) sao mutualmente exclusivos e sua unido é o(A). A seguir estudamos as
relacoes entre cada parte do espectro de A e a sua parte correspondente no espectro de e*. Comecamos
com o espectro pontual.

Teorema 7.4.2 Seja {et;t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Entio

to

e!7r) c g (e c et*( U {0}.

At PN
)

€ oy(e At)

Mais precisamente, se A € o,(A) entao e e se eM € ay(e existe um inteiro k tal que

A = A+ 27ik /[t € o,(A).

Prova: Se \ € 0,,(A) existe um eg € D(A), eg # 0 tal que (A\—A)eg = 0. De (7.4) segue que (e* —et)ey =0
e portanto eM € Up(eAt) 0 que prova a primeira inclusio. Para provar a segunda inclusdo seja eM € Up(eAt)
e seja eg # 0 tal que (eI —e?t)ey = 0. Isto implica que a fungio continua s — e~ **T(s)eg é periédica com
periodo t e como ela nao é identicamente nula, um de seus coeficientes de Fourier deve ser diferente de zero.
Portanto, existe k tal que

¢
er = E/ e~ (2mik/)s (e (5)eq)ds # 0.
0

Mostraremos que Ay = A + 27ik/t é um autovalor de A. Seja ||e®!||(g,) < Me*'. Para Rey > w temos

00 o] (n+1)t
(u—A)"teg = / e Hsefseyds = Z / e Hedeq ds
0 n=0 Y nt
o0 t
= Z en()‘_ﬂ)t/ e_ﬂseAseo ds (76)
- 0
n=0 '
=(1- e(A_“)t)_l/ e Hselseyds
0

onde usamos a periodicidade da fungdo s — e **e“%ey. A integral do lado direito de (7.6) é claramente

uma fungdo inteira e portanto (u — A)~teg pode ser estendida a uma fungio analitica com possiveis polos
em A, = A+ 2mwin/t,n=0,4+1,4£2 ---. Usando (7.6]) é facil mostrar que

lim (g — M) (p— A) " teg = ex
H— Ak

lim (v — A5 — A — A)eo = 0.

H— Ak
Do fato que A é fechado segue que e € D(A) e que (A, — A)ep = 0; isto é, Ay € 0,(A)
Agora lidamos com o espectro residual de A.
Teorema 7.4.3 Seja {e';t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Entdo,

1. Se A€ 0,.(A) e \p = A+ 27min/t ¢ 0,(A), n=0,£1,42,---, entdo e € o,.(e?).
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2. SeeM € g,.(e?) entio, \, = A\ +2min/t ¢ op(A), n=0,%£1,%£2,---, e existe um k tal que A\, € o,(A).

Prova: Se A € 0,.(A) entao existe e* € Ej, e* # 0 tal que (e*, (A — A)e) = 0 para todo e € D(A). De (7.3)
segue que (e*, (eM — e??)e) = 0 para todo e € Ey e portanto a imagem de e* — e nio é densa em Ej.
Se e — et nao é um-a-um, pelo Teorema [7.4.2 existe k tal que \, € op(A) contradizendo a hipdtese de
que A\, ¢ 0,(A), n=0,4+1,£2,---. Portanto e’ — e* 6 um a um e e € o, (e*) o que conclui a prova da
primeira parte do teorema.

Para provar a segunda parte do teorema primeiramente note que se para algum k, A\, = \-2mik/t € 0,(A)
temos pelo Teorema [7.4.2 que e € o, (e?!) contradizendo a hipStese que e* € o,.(e?). Resta mostrar que
para algum k, A\, € 0,(A4). Isto segue imediatamente se mostramos que {A,} C p(4) U o.(A) é impossivel.
De (7.4) temos

(eMt —e)e =By, (t)( A\, — A)e, e€ D(A), n=0,41,42,--- . (7.7)

Como por hipétese e’ = e*t € g,.(e??) o lado esquerdo de (7.7) pertence a um subespaco fixo Y que nio é
denso em Ejy. Por outro lado se \,, € p(A) Uo.(A) entdo a imagem de A, — A é densa em E; o que implica,
por (7.7), que a imagem de By, (t) estd em Y para todo n. Escrevendo a série de Fourier da fungdo continua
s — e Mel%e ¢ € B temos

_ 00
e)\t

—As As, (2min/t)s
e Vee ; Z e By, (t)e (7.8)
n=—oo
e cada termo da série do lado direito de (7.8)) pertence a Y. Como a série é Cesaro somavel para e Medse,
0 < s < t, temos que e *e®c € Y para 0 < s < t. Fazendo s — 07 temos e € Y e Y = Ey, o que é

absurdo.p

Teorema 7.4.4 Seja {et;t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Se A € a.(A) e se A, = A +2min/t ¢
op(A)Uo.(A), n=0,£1,42 -, entio e € o.(e??).

Prova: Do Teorema [7.4.1 segue que se A € o.(A) entdo e € o(e??). Se e* € 0,(e??) entdo pelo Teorema
7.4.2 algum \i, € 0,(A) e portanto e* ¢ o, (et). Semelhantemente se e* € o,.(e?!) entdo algum \j, € o,.(A)
e novamente e ¢ o,.(e!) g

Observagao 7.4.1 A reciproca do Teoremal|7.4.4 nao vale. E possivel que e € o.(e?t) enquanto que todos
08 Ay, = A+ 2min/t, n =0,4£1,£2, .- estao em p(A).

7.5 Decomposicao Espectral de Operadores Setoriais

O teorema acima juntamente com o Teorema [7.3.1 implicam o resultado a seguir. Este resultado serd
de fundamental importancia no estudo de pontos de equilibrios do tipo sela para problemas parabdlicos
semilineares.

Teorema 7.5.1 Se —A é um operador setorial e, para algum o real, o(A) € disjunto da reta {\ € C : Re\ =

at, seja

1 7 -

Q=— [ (A=A4) d\

2mi /.,

onde v envolve o(A) N{X € C: Re\ > a} e @ = 0 se esta inlerse¢io é vazia. Entao QQ é uma proje¢ao
s 2 Ve A z A Y . 2l AT
continua, Q%> = Q, Q ¢ um operador real se A € real e Qe't = eA*Q para todo t > 0. Seja B, = N(Q),
E_ = R(Q); entio e*'|, € L(Ey) e temos a situagdo descrita no Teorema [7.3 jd que o(e") ndo
N .

intersepta {u € C: |u| = e*'}, t > 0. A decomposicio do espago By = E. & E_ ¢ a mesma que no Teorema
7.5.1) e a projecao P daquele teorema é I — Q. Se E_ tem dimensdo finita, A, e e“‘,,: =e - tem
representa¢do matricial relativamente a qualquer base para E_ = R(Q). Os elementos de E_ sdo autovetores

ou autovetores generalizados de A.
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Prova: Note que {\ € o(A4) : ReA > a} é um conjunto compacto, possivelmente vazio. Com Q, Ey e E_
definidos acima, temos do Teorema [7.2.1 que

A, €L(E.), oA, )={rco(A):ReX>a}.

t _ eG(A‘E* )

~ A .
Pelo teorema da aplicacio espectral o(e” #- ) estd em {u € C: |u| > e*'} para todo ¢ > 0.

S =

Rer=a

Figura 7.1: Decomposicao Espectral

. A - .
Se provamos que o raio espectral r(e” 7+ ) = r(eA‘EJr) < e® |, para algum o~ < «, especificamente,

A —
leE+ | < Ce 7t 1 >0,

entao o Teorema [7.3.1 se aplica. Isto seguird do Teorema [1.8.1/ se mostrarmos que — A, := _A|E+ é setorial
e

C
A—A)! <—
= A0 e < ey
para todo A com [arg(A —a7)| < ¢, T < ¢ <mel < C <oo. Agora, {Red > o™} estd em p(Ay), para
algum o~ < o, e XA € p(A) implica A € p(Ay) com [[(A— Ap) ey < (A= A) " Lm), logo —AL ¢
setorial com espectro em {\ € C: ReX < a}. A estimativa acima agora é clara da figura (7.1)).



Capitulo 8

Vizinhanca de Um Ponto de
Equilibrio

8.1 Estabilidade e Instabilidade

Consideremos A um operador setorial em um espago de Banach F e seja f : U — F onde U é uma vizinhanca
cilindrica em R x E* de (7,00) x {eg}. Dizemos que eg é um ponto de equilibrio se e(t) = eg é uma solugao
de p

ae—l—Ae:f(t,e), t > to, (8.1)
isto é, se eg € D(A) e Aeg = f(t,e0) para todo ¢ > to.

Definigao 8.1.1 Uma solugao a(t) sobre [tg,o0) € estavel (em E®) se para qualquer e >0, 36 > 0 tal que
qualquer solu¢ao u com ||u(to) — a(to)|la < O estd definida para t € [tg,00) e satisfaz ||u(t) — u(t)||o < € para
t > to; ou seja, a aplicagio E* 3 eq — u(t;tg, e0) € B € continua em eg = u(ty), uniformemente em t > to.
Uma solug¢ao u € uniformemente estdvel se E® 5 e; — u(t;ty,e1) € E® € continua quando e; — u(ty),
uniformemente em t >ty ety > ty.
A solugao u € uniformemente assintoticamente estdvel se ela é uniformemente estdvel e ||u(t;ty,e1) —
w(t)||le — 0 quando t — t1 — oo uniformemente em t1 > to e ||e1 — u(t1)||a < 0 para algum § > 0.

Teorema 8.1.1 (FEstabilidade) Sejam A e f como acima e eq um ponto de equilibrio de (81]). Suponha que

f(t,eo+2) = f(t,e0) + Bz + g(t, 2)

onde B € um operador linear limitado de E® em E e ||g(t, 2)|| = o(||z||a) quando o — 0, uniformemente
emt>T1 e f(t,z) € localmente Holder continua em t, localmente Lipschhitziana em e, sobre U.

Se o espectro de A — B permanece em {\ € C : Re\ > B} para algum 3 > 0, ou equivalentemente se a
linearizacao em eq

€ uniformemente assintoticamente estdvel, entao a solucao ey € uniformemente assintoticamente estdvel em
E*. Mais precisamente, existe p > 0, M > 1 tal que se tg > 7 e |le; — eglla < ,/—\’[ entao existe uma unica
solucao de

le
% + Ae = f(t,e), t > to, e(ty) = €1

definida em [tg, 00) e satisfazendo

Hfﬁ(fif(].{q) — f‘,()H“ S 2A\[(: Pt f“)H(‘,[ — (‘(JH”, t Z f(]‘

87
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Prova: Do fato que A é setorial, temos que A~ é limitado e, como B limitado, BA™% é limitado. Assim,
pelo Corolério (3.2.2)) temos que L = A — B é setorial.
Escolha 0 < 8 < ' < Reo(L). Pelo Corolério (2.4.3) e Teorema (2.5.1)), existe M > 1 tal que, parat > 0
ee€ EY,
le™ 2]l < [ A% 2] < Ol L% 2] < Mt *e™||2]],

e ella < A% 2] = o™ A%2] < Mzl

Seja o > 0 suficientemente pequeno tal que
o0 /
MO’/ s =B <19
0

e, como ||g(t, z)|| = o(||z|lo) quando ||z]|o — 0, uniformemente em ¢ > 7, escolhemos p > 0 suficientemente
pequeno tal que
lg(t, )|l < ollzlla para [[2]la <pet>r.

Seja z(t) = e(t;to, e1) — ep; se |e1 — eolla < p/2M, assim sobre algum intervalo de tempo existira solucao e
2(t)lla < p. Se [|2(s)|la < p para 0 < s <t entao

t
IOl = Nl X efto) + [ e, (s))dsl
to
t
< Me—ﬁ’(t—t°)||z(t0)||a+UM/ (t—8)_a€_ﬁ/(t_s)||z(5)||ad3
t
t ,0
< p/2+ paM/ (t—s) % P t=9)ds < p

Se ||z(t)]|la < p sobre tg <t < t; com t; maximal, entdo t; = oo ou ||z(t1)]|a = p, assim pelo célculos acima
temos t1 = oo.
Se u(t) = sup{||z(s)||e’*~t) ty <t <t} entdo

t
||z(t)||aeﬂ(t—t°) < M||z(t0)||a—|—Mo/ (t_S)—ae—(ﬂ’_ﬂ)(t—s)dsu(t)
to
1
< Mlz(to)|la + 5 ult)

2
portanto, u(t) < 2M||z(to)||o € assim

le(tito, e1) — eolla < 2Me P70 |6y — egl|a-n

Lema 8.1.1 Consideremos A e f como acima e seja eqg um ponto de equilibrio. Suponha que
flt,eo+2) = f(t,eq) + Bz + g(t, 2)

onde B € um operador linear limitado de E* em E e ||g(t, z1) — g(t, 22)|| < k(p)||z1 — 22|l para ||21]|a < p e
l22]le < p e k(p) — 0 quando p — OF.

Assuma que o espectro de L = A — B € disjunto de {\ € C : ReA = 0}. Defina o1 = o(L)N{\ € C:
ReA < 0} e o9 = o(L)\o1 e assuma que o1 # 0. Seja P a projecao do Teorema (7.5.1) e E = E; @ Fs,
Ey, = R(P), E5 = N(P). Entao o; = o(L;) onde L; € a restricio de L a E;, i =1,2.

Considere sequinte equac¢ao integral:

t

y(t) = e Lrt=Tq 4 / e =9 P(g(s,y(s))ds + / e~ L2(=9)(1 — P)(g(s,y(s))ds, t<T. (8.2)

T — 00

t
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Entao, existe p > 0 tal que, se ||allo < p/2M, (82) tem uma tinica solugdo y(t) sobre —oo < t < T com
ly(t)||a < pe?Pt=7). Esta solucio da equagdo integral é também uma solucao de

24+ Az =g(t, z2).
Prova: Note que podemos escolher 3 > 0 tal que

le™ 54T — Plella < Mc®[lefla, [l 52T — P)efla < Mt~ [le], >0

le~Pefla < M [ella, e~ Pella < Me¥|le]| ¢ < 0.

Considere o conjunto S das fungoes continuas definidas em (—oo,7| e tomando valores em Ef tais que
SUp;<, e 28U=7)||y(t)||o < p onde p é escolhido pequeno para que a condicio abaixo esteja satisfeita

1

<3 (8.3)

N | =

MEG)(IPIA~ + (T - P)| / T ure ) <

Se em S definimos a métrica

d(y,j) = sup e Py () — §(t)||a

entao S é um espago métrico completo. Em seguida defina a transformacao

(Ty)(t) = e "0 Da+ / e~L1(t=9) P(g(s, y(s))ds + / e~ L= (1 = P)(g(s,y(s))ds, t<T (3.4)

T — 00

Mostremos que T' leva S nele mesmo e que d(Ty, Ty) < %d(y, 7) para todo y,y € S. Isto mostrard que T é
uma contragao em S e portanto tem um unico ponto fixo em S. De fato:

2007 | (Ty)(B)]lo < Malla + / MeB-9e280-9)| P[k(p)e200 |y(s)||ads
t
t
+ / M(t — 5)~*e B¢ (I = P)[lk(p)e2PCy(s) | ads
— 00
< Mlalo + / MePE=) | Pllk(p)e 256~ y(5)]ads
t
t
+ / M(t — 5)~*e~5¢=2) (I - P)[[k(p)e~27C=7ly(s)l|ads
T t
< Malla + M k(p)[|P] / eB=9)ds 1 |[(I—P)| / (t — 5)~*e~B=2) ds] supy., €220 (1) |
t — 00

< Mllalla + M E(p)[IPIIF~ +1(1 — P)H/O s~e P ds] sup,<. e 2D [y (1)l

<p/2+p/2=p

o que mostra que T esta definito e toma valores em S. Para mostrar que 7' é uma contracao uniforme em S
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note que

e 2ED(Ty) () —(TH) (D)o < /;Me?’ﬂ(t‘s)e‘w“‘s)IPIIk(p)e‘w(s‘”(IIy(S)ﬂ(S)IIa)dS

+ / MePt=|(I = P)||k(p)lly(s) = §(s)]lads

IN

/ M= Pl[k(p)e=27C= y(s) — §(s) | adls
t
t
+ / Me=B4=9] (1 — P)||k(p)e=2= y(s) — §(s) ads
T t
< Mk P / =) ds 1 |[(I - P)| / e =2) ds] supy.. €280 |y (t) — §(1)
t —00 -

< MEQ)IPIS + (T - P)II/O s~ s sup,<, e 2Dy (t) — §(t)

< Zsupc, e 2Py () — () |la-

Se y(t) é solugao de (8.2), considere vy(s) = g(s,y(s)) e to < 7 e com tg <t < 7 temos:

(I - Pyy(t) / ¢ B9 (1 — PYy(s)ds

to t
= e L2(t=t0) / e~ L2lto=9)(1 — P)y(s)ds + / e~ L2=9)(1 — P)y(s)ds

to

Assim, y(t) = (I — P)y(t) + Py(t) é também solugao da equagao

d
dfz—i-Ly:v(t), to <t <T,

pois satisfaz a féormula da variacao das constantes para esta equagao. Isto conclui a prova do lemma.

Teorema 8.1.2 (Instabilidade) Assuma que A, f, B, g, L e ey sao como no Lemma[811. Entdo o ponto
de equilibrio eq € instdvel. Mais precisamente, existe eg > 0 e {ey,n > 1} com ||e, —eplla — 0 quandon — 0
tal que, para todo n,

sup |le(t; to, en) — €olla > €0 >0

o supremo € tomado no intervalo maximal de existéncia de e(-;tg, en).

Prova: Escolhendo p como no Lemma 811l e ||all« < p/2M, segue que a equagao integral (8.2) tem uma
tinica solugao y(t) sobre —oco < t < 7 com ||y(t)||la < pe?’*=7). Denotando por y(t) = y*(t; 7, a) esta solugao,
sabemos que

ly*(t:7,a)lla < 2M|alloe®*~ "

e mostraremos que ||y*(7,7,a)| > 1/2||all. Além disso y*(.;7,a) é uma solugao de

d
aT'z—FLZ:g(t,z)7 t<T.
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A conclusao segue destes fatos pois se z, = y*(to; to + 1, a) entao a solugao z(t;to, z,) tem z(t,tg, 2,) =
y*(t,to + n,a) para tg < t < to 4+ n e sup{||z(t;to, 2n)lla,t < to} > ||2(to + nito, 2n)lla = [y (to + nsto +
n, 2n)|le > 1/2||ale enquanto que ||z, ||ope=2%" — 0 quando n — oc.

Finalmente,

ly* (7, a)|la < 2M |a]l0e?? =7

parat < T e

ly* (57 a) —alla < II/ e P = Pg(s,y7(s))dsl|a

IN

I = P)llk(p)2M]jall / M(r — s)—a¢=Pr=9) 2809 g

IN

1/2alla

e assim, |[y*(7;7,a)|la > 1/2[lalla

8.2 A Propriedade do Ponto de Sela

Teorema 8.2.1 Suponha que A, [, eg sdo como no Teorema 811, com
f(t,eo +2) = Aeg + Bz + g(t, 2),

B e L(E“E), g(t,0) =0 e ||g(t,z1) — g(t, z2)|| < k(p)|z1 — 22|la para ||zilla < p, i = 1,2, onde k(p) — 0
quando p — 0% ; podemos assumir que k(-) é ndo decrescente.

Suponha que A — B e o(L) € disjunto do eizo imagindrio e decomponha o espa¢o E = E1 @ FEo corre-
spondente aos conjuntos espectrais o1 = o(L) N {ReA < 0} e 03 = (L) N {ReX > 0 e seja P, (I — P) as
projegoes sobre Ey, Eo. Entao existe p >0, M > 1 tais que o sequinte vale:

1. A wvariedade estavel S(to, p)
S =A{z0: (I = P)aolla < p/2M, [|z(t,t0,20)|la < p for t > 1o}

é um homeomorfa sob (I — P)‘ a bola fechada de raio p/2M em ES. Adicionalmente S € tangente a

S

E$ na origem e quando zy € S,
lz(t, to, z0)|la« — 0 quando t — oo.
2. A wariedade instdvel U = U(to,p), U = {z0 : |Pzolla < p/2M, z(t,to,20) € uma solucao definida

em (—00,10), ||2(t, to, 20)[|a < p, t < to} € homeomorfa sob P, a bola fechada de raio p/2M em E.
Adicionalmente U € tangente a Ey na origem e quando zy € U, z(t,tg,20) — 0 quando t — —o0.

3. Se HPLQZO

lo < p/2M e ||2(t, Lo, 20)|la < p para todo t > tg ou para todo t < tg, entao zp € SUU.
Prova: Assuma, sem perda de generalidade que Rec(A) > 0. Suponha que M > 0 e § > 0 sdo tais que
|A%e Lt < MePt,  |le Lt < MePt, parat <0,

A% E2t By A=) < Me™Pt, ||A% Lt < Mt=@e Pt parat > 0.
Assuma que zy € S; entdo z(t) = z1(t) + 22(t) € E1 & E»

t
z1(t) = e Frt—to) poy —|—/ e L1t=9) pg(z, 2(s))ds

to
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logo
¢
el (t) = efo Pz —|—/ e Pg(x, 2(s))ds =% 0.

to

Portanto Pzo = — [, el (t=5)g(s, 2(s))ds, logo para t > to

t o0
2(t) = e—Lz(t—to)a+/ e 2= (1 — P)g(s, 2(s))ds —/ e~ L= py(s, 2(s))ds,

to t

onde a = (I — P)z(ty).

Reciprocamente, suponha que a € Es, |la|la < p/2M; mostramos (para p > 0 suficientemente pequeno)
existe uma tnica solugdo z(t) = z(t,tp,a) da equacdo integral com (I — P)zg = (I — P)(to,t0,a) = a e
l2(t, to, a0)|le < p para todo t > t.

Especificamente, se p > 0 é escolhido de forma que

MK =PI [ e P [ e au <172

entao o lado direito desta equagao integral define uma contragao do espago das fungdes continuas z : [tg, 00) —
E com sup ||z(t)]la < pe (I = P)z(ty) = a, desde que ||al|o < p/2M e portanto existe um unico ponto fixo
z(t, to, z). Esta solugdo da equacao integral é uma fungao Lipschitz continua de a € EY, |la|lo < p/2M, na
norma || - ||o. Entao pode ser mostrado que ¢ — z(t, to, a) é localmente Holder continua, e portanto z(t, to, a)
é a solucao de % + Lz =g(t,z), t > 0, com valor inicial

h(a) = z(to, t0,2) = a —/ B_Ll(tO_S)Pg(s,z(s,to,a))ds.

to

Entao (I — P)h(a) = a, e h(-) é Lipschitz continua, logo
S ={h(a):a € ES, |a|lap/2M}

é a representacao afirmada acima.
Também

o
Ia) ~alla < [ 26X P lg(s,2(s,to. o) ds
to

e sup, [12(5,to, )]l = O(llalla) quando [lalla — 0, a € By, portanto [[h(a) — also(|lala), o que prova que
S é tangente a E$ na origem. A prova que, quando z(tp) € S, entdo ||z(¢,t0, 20)|la« — O exponencialmente
quando t — oo é direta usando a equagao integral acima.

O argumento correspondente para a variedade instavel usa uma equacao integral como aquela da prova
do Teorema 8.1.2 mas podemos trabalhar com a norma uniforme no lugar da norma com peso exponencial
utilizada aqui.g



Capitulo 9

O Problema Parabdlico com
Expoentes Criticos

9.1 Introducao
In what follows we consider problems of the type

T = Ax—|—f(t,x), t > tg

z(to) = 2o, (9-1)

where the linear operator —A : D(A4) C X° — X? is a sectorial operator in the Banach space X°. We will
denote by X a > 0 the fractional power spaces associated to the operator A (see [11} 1, 2, [3]) and by
et the analytic semigroup generated by A. Without loss of generality we can assume that it is uniformly
bounded, that is
leAtal|xa < Mzl xa, a >0
(9.2)
leta]|xe < Mt=*|z]x, a>0.

In order to initiate the discussion let us consider for a moment that the map f is time independent and
to = 0. Therefore the problem above reads

&t =Ax+ f(x), t >0

It is well known now that if the map f : X! — X, for certain « > 0, and it is Lipschitz on bounded sets
of X1 that is || f(x) — f(y)||xe < C(R)|x — yl||x1, for ||z||x1, |yllx: < R, then the problem (9.3) is locally
well posed in X!. For each 2o € X! one seeks fixed points of the map T in the space K(7,u) = {z(t) €
C([0, 71, X1); 2(0) = o, la(t)l|wo.rx1) < lzoll 1 + 1}, where T is given by

(Tz)(t) = e*ao + /0 t A=) f(x(s))ds. (9.4)
The simple computations,
I(Ta)(t) = (Ty)(O)llxr < M f5(¢ =)~ f(2(s)) = f(y(s))] xads
< OM [i(t = )" la(s) = y(s) | x:ds
< (OM [5(t— s)71+ds) supg <, {llo(s) = y(s)l[x1}

93
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and
I(Tz)(t)|x2 < lletaollxr + M [y (t— 5)"1 5| f(2(s))]| xods

< [l x1 + CM [3(t — )" +ds + (CM [5(t — s)"1+ds) supg< o< { [ 2(s)] x1 }
together with the fact that [leAzo| x1 1207 ol x1, fg(t —s)"tods =t fol(l —s5)71T%ds - 0ast — 0T,
suggest that for g > 0 fixed we can choose 7 > 0 small enough such that T': K(r,u) — K(7,u) and that
T is an strict contraction in K (7, ). Once this is accomplished, the Banach fixed point theorem takes care
of the existence and uniqueness of solutions of the integral equation. With some extra effort one can show
that the solution found is a solution of the differential equation (9.3).

In the analysis above, the convergence of the improper integral fol(l — s)~1*tds, which is equivalent to
the fact that o > 0, is essential and the whole argument breaks down when o = 0. In other words, since
A: X! — X0 the fact that f : X! — X* with a > 0 means that the solutions of problem (9.3) can be
obtained as perturbations of the solutions of the linear problem & = Azx.

Here we address the question of local solvability of problem (9.1)), (9.3) when « = 0.

It is clear that if the only requirements on f is that f : X' — X being locally Lipschitz, it will be
impossible to show that problem (9.3) is well posed. For example, taking f(z) = —2Ax, which satisfies
f: X! — XY and is globally Lipschitz, we will have # = Az + f(z) = — Az, which is not locally well posed,
in general (if A = A then © = —Ax is the backwards heat equation). Hence, some extra conditions should
be imposed on f to guarantee the existence of solutions of the above problem.

In order to illustrate the main ideas and techniques contained in this chapter let us consider the particular
example given by the equation,

up = Au+ululf~t, Q
u=0 09 (9.5)
u(0) = ug

where 2 is a bounded and smooth domain in R? and p > 1.

It is well known that the operator A can be regarded as an unbounded operator in X° = H~(Q2) with
domain X! = H}(Q2). Moreover, the fractional power spaces are given by X< which satisfy the following
embedding properties,

X H227HQ),  a>1/2
X2 =L2(Q), (9.6)

X H27HQ), a<1/2

(see [11,2]).

If f(u) = u|u|P~!, then with some Sobolev embeddings and with (9.6), we can show that for 1 < p < 3,
we have f: X' = H}(Q) — X% = L2 for 4 < p < 5 we have f : X' = HY(Q) — H*Z" — X3, Hence,
for 1 < p<5, f: X" — X°forsome a > 0. For p =5, f: X' — X° and we are in the critical case
a = 0. But observe that for p = 5, again with some Sobolev embeddings and (9.6), we get that if ¢ > 0 is
small then f: X'T¢ — X°¢ while the linear operator A : X't — X¢. This means that, although A and f
can be regarded as of the same order in X!, if we consider an slightly better space, X'*¢, then the map f
regularizes more than A (X°¢ is a better space than X¢). Moreover, it can be seen that f satisfies,

[1f () = f(0)ll x5 < cllu—vllxre(

|’U,||§(1+€ + ||'UHA)1(1+E + 1) Yu,v € X1te

£ ()l xse < ellullX

In particular, this means that we can solve problem (9.5) with initial data in X!*e.
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Moreover, if we consider now a sequence of initial data u, € X'1¢ with u, — vy € X' in X', with the
following computation,

£ (8) [ 10 < ]2 un [ + £ [ (E = )7 un(5)°]| x50 ds

< 1l un | xree + 8 fo (= 5) 7 5T supg oo {5l un (5) | x14 )

and the fact that t€||e?u,,|| x1+- =07 0 uniformly on compacts of X! (see Lemma 9.2.2, below), it is not
difficult to see that if © > 0 is small enough, we can get a uniform time 7; > 0, independent of n such that
t¥|un ()| x1+e < p for all ¢ € (0, 7] and all n.

But also, for 0 < ¢ < 71, we have

£ un(t) = wm (8) || x1+e < )€ (un — )| x14¢
€ t — €
< fo (t = 8) 7 T un(s) = wm ()| x e (14 NJun(8)[51ve + llum(s) | xaic)ds
€ t — € ,.—€ €
< lun = vallxr + (¢ fo (t—s) IHies ds) SUP0<s§t{S [un(s) — um(s)|lx1+e}

A [~ )71 ) supg {5 (5) — () x 1+ )
which implies that for some 0 < ¢t < 79 < 7 we get
tun(t) = um ()| x1+e < Cllun — um|| x1-
A similar argument will show that

l[un(t) — um(@)llx1 < Cy sup {sUun(s) = um(s)|[x1+e} + Collun — um | x1 < Cllun — tm|[x1.
0<s

This will allow us to go to the limit when n — oo and obtain solutions in the space C([07p], X!) N
C((0, 0], X17¢) with initial conditions in X*.
From the discussion above, it seems reasonable to give the following definitions:

Definicao 9.1.1 We say that x : [to, 7] — X! is an e—regular mild solution (e—solution for short) to (9.1)
if x € C([to, 7], X1) N C((to, 7], X1F€), and z(t) satisfies

¢
z(t) = eA (tt0) g —l—/ A=) f (s, 2(s))ds. (9.7
to

Definigao 9.1.2 For ¢ > 0, we will say that a map g, is an e—regular map relatively to the pair (X', XY),
if there exist p > 1, y(e) with pe < v(e) < 1 and a constant c, such that g : X'T¢ — X7 and

|zl + yll%as +1)  Vao,ye XM (9.8)

19(2) = 9(W)llx~o < clle —yllxree(

The main results of this chapter are contained in Section 9.2l They basically say that if f(¢,-) is an
e-regular map, for some € > 0 then we will have existence and uniqueness of e—regular mild solutions for
problem (9.1)) (see Theorem [9.2.1/ or Corollary 9.2.1/ for the autonomous case). This means that dealing with
the problem of existence and uniqueness for a particular equation with critical nonlinearities, the effort has
to be made in two points:

(i). Understand the scale of fractional power spaces associated to the linear operator A, especially the
embeddings into known spaces like L? spaces.

(ii). Study the e—regularity properties of the nonlinearity f in this scale of spaces. This is usually done
by the use of Holder inequality and Sobolev type embeddings.
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Once (i) and (ii) are done, we can apply Theorem [9.2.1 and obtain existence and uniqueness results.

Moreover it seems clear that the criticality of a particular nonlinearity f is related to the e—regularity
properties of f and therefore we could classify the nonlinearities according to their e—regularity properties.
This is done at the end of Section [9.2.

It is reasonable to think that the agenda explained above,((i),(ii) and Theorem [9.2.1)), can be applied to
many concrete problems. In particular to the Navier-Stokes equations, Heat equation, systems of parabolic
equations, strongly damped hyperbolic equations, etc. The abstract results presented here allow us to recover
several known results on existence and uniqueness of solutions for these equations, like the ones from the
paper by Kato and Fujita [15] for the Navier-Stokes equation and from the papers by Weissler [22], 23] and
Brezis and Cazenave [7]. All these very good papers and specially the last one, have inspired the work of
[4, 5] which we develope in the coming sections.

The last section includes several comments about the uniqueness result obtained in Theorem [9.2.1] and
its relation with other uniqueness and non-uniqueness results found in the literature ([7], [17],[16]). Also,
several open problems on the uniqueness problem are posed which we believe are very important for the
whole understanding of the subject.

Observagao 9.1.1 After the paper was submitted for publication, it was pointed out to us by H. Amann
that other scales of Banach spaces, different from the scale of fractional power spaces, could be used to
deal with such problems. In connection with this, it is important to mention that for the abstract results
presented in Section[9.2 the only requirements on the operator A and the scale of spaces {X*}o<a<2 are that
A:D(A) = X' C X° — XO generates an analytic semigroup et on X°, D(A2%) = X? and (9.9) is satisfied.
The proofs go through unchanged.

For the applications, and in order to solve critical problems, we need that the scale satisfies sharp em-
bedding relations of the type (9.6), for the non-Hilbert setting. In the case of Dirichlet boundary conditions
and C? domains these embedding relations are well known for the scale of fractional power spaces thanks to
[20, [19]. For other boundary conditions and more general operators the scale of fractional power spaces is
not so well understood, so it may be better to use a different scale of Banach spaces for which these sharp
embeddings are known. Some possibilities can be found in [2,[3).

9.2 Resultados Abstratos

With respect to the linear operator —A : D(A) € X° — X° we will assume that it is a sectorial operator
in the Banach space X°. We will denote by X%, o > 0 the fractional power spaces associated to the operator
A and by e?? the analytic semigroup generated by A. Without loss of generality we can assume that it is
uniformly bounded. Let M be such that the following holds,

0B M| g1ve < MlJal|xs, 0<B<14+a<2, (9.9)

(see [11]).

With respect to the nonlinearities, let us consider the following class: with €, p, y(¢), ¢, positive constants,
and v(t) with 0 < v(t) < 0, lim; o+ v(t) = 0, define F := F(e, p,v(€),c,v(-)) as the family of functions f
such that for t > 0 f(t,) is an e-regular map relative to the pair (X!, X°), satisfying:

£t 2) = F&9)lxvo < ellz = yllxee (llfate + Iyl + v ) (9.10)

1t 2)lxvo < el +v(@E7). (9-11)
for all z,y € X1T¢.
Without loss of generality we can assume that the function v(¢) is non-decreasing.

In most cases in the argument below we will fix the parameters €, p, y(e) and ¢, and we will denote the
class F defined above by F(v(-)).
With these definitions we can state now the main result of this paper.
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Teorema 9.2.1 Let f € F(e,p,v(€),c,v(-)). If yo € X! there exist r > 0, and 19 > 0 with the property that
for any xo € Bx1(yo,7) there exists a continuous function z(-,zq) : [0,70] — X, with 2(0) = xq, which is
the unique e—regular mild solution starting at xo of the problem

&t =Ax+ f(t,x), t >0

2(0) = 0. (9.12)

This solution satisfies
z € C((0,70], X'), 0<6<(e)

0t
£ |a(t, o) x140 "= 0, 0 <6 < (e)

Moreover, if xg,z0 € Bx1(yo,r) the following holds
tQHx(t,xO) — l‘(t,Zo)||X1+9 < CHLL’O — ZOHX], vVt € [0,7‘0], 0<8<6y< ’Y(G)

Also, if v(e) > pe, then r can be chosen arbitrarily large. That is, the time of existence is uniform on
bounded sets of X1.

Ift — f(t,z), as a map from (0,00) to X9 is locally Hélder continuous, uniformly on bounded sets of
z € X then x € C1((0, 7], X(9) N C((0,70], X 7)), and x(-,x0) is an strict solution of (9.12).

The constants above depend on the following: 9 = 10(yo, A, v(*), €, p,v(€),¢, M), r = (yo, €, p,¥(€), ¢, M),
C = C(bo,€,p,7v(€), M).

In many applications the map f is independent of time. For the shake of completeness and clarity we
include in the following corollary the statement of Theorem 9.2.1/ adapted to time independent maps:

Corolario 9.2.1 Assume that f is independent of time and that it is an e—regular map , for some € > 0,
relatively to the pair (X1, X°). Then, if yo € X!, there exist 1 = r(yo) > 0 and 70 = 10(yo) > 0 such that
for xo € X1 with ||zo — yol|x1 < 7 there exists a continuous function x : [0, 79] — X, with x(0) = xq, which
is the unique e—regular mild solution to (9.3) starting at xo. This solution satisfies

T € C’((O,TOLXH(’)7 0 <6 <~(e)

7] t—0t
)1t 7o) x10 =% 0, 0< 0 <(e)
Moreover, if xq, 20 € Bx1(yo, ) the following holds
tl|2(t, x0) — x(t, 20) || x1+0 < C(0o) |0 — 20l|x1, VE € [0,70],  0<0 <6y <r(e)

Also, if v(€) > pe, then r can be chosen arbitrarily large. That is, the time of existence can be chosen
uniform on bounded sets of X'.

Furthermore, x € C*((0, 0], X)) N C((0, 0], X T, that is, x(-,20) is an strict solution of (9.3).

The constants above depend on the following: 1o = 79(yo, 4, €,p,v(€),¢, M), r = r(yo, €, p,v(€),c, M),
C = C(bo, € p,7v(€e), M).

The proof of this corollary is straightforward once we have proved Theorem [9.2.1.

Observacao 9.2.1 Notice that we do not assume that f is a well defined map on X'. The only requirement
on f is that it is an e—regular map relatively to (X1, X°), for some ¢ > 0. In particular we can obtain an
eristence and uniqueness theorem in X' without the nonlinearity being defined on X*.

Before we prove Theorem [9.2.1] we will need some lemmas.

Lema 9.2.1 The operators t®e~4t: X' — X't >0, are operators satisfying ||t°‘e’At||L(X1’X1+a) <M,
with M independent of t. Moreover given a compact subset J of X' we have

lim sup [[t%e~ 42| x14a = 0.
t—0t xeJ



98 CAPITULO 9. O PROBLEMA PARABOLICO COM EXPOENTES CRITICOS

Proof: The fact that [[t“e™4!||;(x1 x1+a) < M comes from statement (9.9).
For the remaining part we just have to realize that the operators t®e~4* : X1 — X'* are bounded,

o+
uniformly in ¢, that [t~ 4tz x1+a '—2 0, for z € X1+ and that X1+ is a dense set of X1,
Let us recall the definition of the beta function B(,-) : (0, 00) x (0,00) — (0, c0), which is

1
B(a,b) = / (1—x)* et~ de.
0

Define
BY = max {B(y(e) — &, 1 —7(¢)), B(y(e) — &1 — pe)}.

0<E<0

Lema 9.2.2 Let f € F(v(+)). If 2 € C((0,7], XT€), then for all 0 < 0 < v(¢), we have
t
O [ A f(s,a(o)dslxaso < MBI(E) + 0O o) <<
0
where A(t) = sup,c o, {s°l|e(s) | x1+<}.
Proof. It is not difficult to see that the following holds,
1| fy e f (s w(s))dsllxreo < M7 [(8 = )TN0 £ (s, 2(5)) | i ds
< eMt? (8 = )7 w(s)s 77O + (sl )ds
< cMtoy( fo —1+v(6) =05 7(€)ds+th9f (t — s) 1= 5=r¢[5¢| | 2(5)|| x14<]Pds
< eMu(t) [, (1 —s) "1 OD=05 7V ds 4 MO\ ()]P [ (1 — 5) 1O 05
= cMB[v(t) + O )7,

from where the lemma follows.

Lema 9.2.3 Let f € F(v(-)) and 2,y € C((0,7], X'T¢) such that t¢||x(t)| x1+e < p, t|ly(t)||x1+c < p, for
some > 0. Then, for all 0 < 6 < (), we have

t9||/0 A f(s,2(s)) = f(s,y(s)lds]| xr0 <To(t) sup sz (s) — y(s)l|x1+«

s€[0,7]
where
Dy(t) = eMBY |u(t) + 7 =regpur=t
Proof: Using the e— regularity property of f we have that
O fy XD f (s, (s)) = £ (5 y(5)]ds] 10
<t [3eM(t — 8)" OO (s) = y(s) | xoree (V)57 4 ()5 ke + y ()]t )ds
< eMtoy( fo (=057 5¢| | 2(5) — y(s)|| x14ds+

eMt? [ (8 — )70 570 [(¥||ax(s) )71 4 (5 ly(s) [ xre) P71 s () — () xoveds

=To(t) supsejo,r{s2(s) = y(s)lx+<}
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Proof of Theorem 9.2.1: We will divide the proof in two parts, existence and uniqueness.
Existence. Define u by

cMBp™! =
Let us choose now r = r(u, M) > 0 such that

" 1
= — = -1
"T UM T AM(8cMBo)tp — (9.13)

Also, for yg fixed, choose 79 = 79(yo, 4, p, v(+), €, p,v(€),¢c, M) € (0,1] such that v(t) < ¢ for ¢t € (0, 70]

and
[te™Ayo| x1e < p2, 0 <t <,

(9.14)
cM B¢ = min{%, i}

Notice that these choices imply that I'c(t) < 3 for t € (0,1).
Since we will be looking for solutions which regularize immediately we search for solutions in

K(m) ={x € C((O,T@],X1+€) : s(up ]t6||3:(t)||X1+e < u}.
te(0,710

with the norm

[l (ro) = sup t[@(t)]|x 2+
€(0,70

Consider g € X! with ||zg — yol|x1 <7, f € F(5) and on K(7g) define the map

T =ty teA(t_s) s,x(s))ds.
(o)) = Moo+ [ f(s.2(s))d

We will show that, for all g € Bxi(yo,7), T takes K (1) into itself and that T is a strict contraction in
K(To).
Let us first prove that T is a well defined map and that T(K (7)) C K(19). We start showing the

following,
if € K(r9) then Tz € C((0,7], X'*), V6 € [0, v(¢)). (9.15)

Fix to € (0,70] and let 79 > t; > to; then, for 0 < 6 < y(e), we have:
[(T2)(t) — (T2)(t2) | xrvo < [[(e7 A1 — e~ A=)z yavo + || [ €279 (s, 2(s))ds]| x1+0

T — e=At=t2)] [12 eAt2=9) (s, 2(s))ds] v

In the above, the first and third term trivially go to zero when t; — t5. Let us consider the second term.
For that we have

1 s t — €)— —y(€
2 A=) f(s,a(s))ds ]| xreo < ¢ [} M(ty = 8) 77O =0 (5577 4 [la(s) [ )ds
< ecMd ftt; (t; — 8)"1H(O=05=7()ds 4 cM ftt; (t; — )" 11O =0 5=re (s¢||2(s) || 14+ ) ds
< cMéty? ffig (1—s) " tHHr(O=05=()ds 4+ cM,uf’t?(E%e*pE ftig(l —5) (O —05—reg,
ty t1

Which goes to zero as t; — t}'. The case t1 < to is similar.
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Let us now show that ¢¢||x(¢)|| x1+ < u, for all t € (0, 7). In fact
e (Ta)(O)lxr+e < e o] xree + Mt [(E = 8) 7O 4 |25, )ds
< |[teeAtmg|| x14e + cMES fg(t —5) 1 egm() s
FeMte [ (t— ) O 5P (562 1t )Pds
< |[tee=Aao|| x1+e + cMIBE + cMBERP
< Mr+ [[tee™Ayg || x1+e + cMBES + cMBEp? < p.

This shows that T takes K (7p) into itself.
The next step is to prove that the map T is a contraction from K(7p) into itself.
It follows from Lemma [9.2.3 by taking 6 = ¢, that T' is a strict contraction in K (7p) and that

1
||T(.13) - T(y)”K(To) < 5”37 - yHK(‘ro)'

By the Banach contraction principle we have that T has a unique fixed point in K(7p). We will denote
this fixed point by X (¢,x0) which is defined for ||xg — yol|x: < r, 0 < ¢t < 79. Note that, from (9.15)
X (+,20) € C((0,70], X119), for all 0 < 6 < v(e).

Let us prove that t?(| X (¢, z0)||x1+6 — 0 as t — 0 for all 0 < 8 < (e).

From Lemma[9.2.2

11X (t, o)l x1v0 < 170l xreo + 17 [ [|eA) f (s, X (s, 20)) | x1+0ds

< tY)lefMaol| x140 + cMBly(t) + cMBY 1 sup0<sgt{t5||X(t, xo) || x1+< }

Therefore if § = ¢ we have

1
) X (t, o) || x1+e < tEHeAt:EoHXHe +cMBw(t) + 3 Osug {tN| X (¢, o) || x1+ }
<s<t

from where we obtain

8
sup {s°)| X (s, z0)||x1+c} < ?(teHeAtCL'OHXI-%—e +cMBiv(t)) -0 ast—0
0<s<t

If 0 < 6 < 7(¢), from the above expressions we also obtain t?|| X (t,2¢)| x1+¢ — 0 as t — 0.
Let us prove now that
Jim [1X(2,20) — zollx1 =0

In fact, from Lemma 9.2.2
I1X (t,20) — wollx1 < lleao = wollx: + [y 1= f (s, X (s,20)) | x1ds

—o0t
< [letag — wollx1 + eMB(v(t) + [supge, < {1 X (8, 20) [ x4 3]7) = 0,

With all these we have that X (¢, () is an e—regular solution starting at x¢ and it is the unique e-regular
solution starting at xg, in the set K(79). We will hereafter call it the K —solution starting at xg.
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Moreover, if xg, 29 € Bx1(yo,7), taking into account the estimates of Lemma [9.2.3, and our choice of 79,
we have

taHX(t,:co) — X(t,20)]| x1+6
< t%|eAt(zo — 20) | x14+0 + t? fot leAt=)[f(s, X (s,20)) — [ (s, X (s, 20))]|| x1+0ds (9.16)

< M||zo — 20l[x1 + Lo (t) supyeqo,z,) S°I1X (8, 70) — X (8, 20) [| x1+c-

For 6 = € we get

1
t X (¢, x0) — X (¢, 20)|| x14c < M||zg — 20]|x1 + 3 s[up ]s€||X(S7$O> — X (s, 20)|x1+¢
s€(0,7To

which implies
X (¢ o) — X (& 20) | x 1+ < 2M |20 — 20 x7,

for 0 < 6 < 6y < v(e) we have from (9.16) that
taHX(t,.’L'()) — X(t,Z())||X1+9 S MHLU() - ZOHXl + Fg(t>2M”.’Eo — ZOHXl S 0(90)||a:0 — ZO||X1~

where C(60p) = M (1 + 2sup{Ty(t); t € [0,70], 0 <8 < 8p})

This concludes the existence part of the theorem.
Uniqueness. Notice that from the existence part we have that for any xzo € Bxi(yo,r) and for any
f € F(v(-)) there exists a unique K-solution defined in [0, 79|, of the problem

&= Ax+ f(t,z)

2(0) = 2y (9.17)

To stress the dependence of the K-solution on f we will denote it by X (¢, o).
Consider the following

Lema 9.2.4 If ¢(t) is an e-reqular solution in [0,to] of (9.17) and t¢||(t)| x1+e — 0 as t — 0, then ¢(t) =
X¢(t,x0) for all 0 <t < min{r,to}

Proof. It is clear that ¢ € K (7) for certain 7 < 7y small. Since we also have X¢(-,z9) € K(7) and both ¢ and
X (-, ) are solutions of the integral equation we get X (¢, z¢) = ¢(¢) for all 0 < ¢ < 7. With an standard
continuation argument it is easy to see that we must have X (¢, z¢) = ¢(t) for all 0 < ¢ < min{¢g,70}. This
concludes the proof of the lemma.

Lema 9.2.5 If f € F(v(-)) then fo € F(va(:)) for all a > 0, where fo(t,x) = f(t + a,x) and v,(t) =
v(t+a)(t/t +a)’©) < v(t+a). Moreover, there exists ag > 0, small, such that for all a € [0, ao] the time of
existence To(a) given by (9.14) can be chosen independent of a.

Proof. The first part of the lemma is trivial.

For the second one we just need to observe that if v(¢) < ¢ for t € [0, 7] then, for a small, we will also
have v(t 4+ a) < 6 for t € [0, o).

Following similar ideas as in [7], we can prove now the uniqueness of e-regular solutions.

Let ¢(t), 0 < t < tg, be an e—regular solution starting in zg € Bx1(yo,r). From the fact that ¢ €
C([0,to], X!) we have that there exists a 0 < ag < to such that ¢(a) € Bx1(yo,7). Notice that ¢,(-) =
éd(a+-) € C([0,tg — a], X1 7€), and therefore t¢||¢4 ()| x1+e — 0 as t — 0. Moreover, ¢, is an e-regular mild
solution of

&= Ax+fa(t7x)

£(0) = é(a) (0.18)
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From Lemma [9.2.5] and the results of the existence part we have that there exists a unique K-solution
of problem (9.18), Xy, (¢, ¢(a)), defined in [0, 79]. Moreover, from Lemma [9.2.4, we get X, (¢, ¢(a)) = ¢q(t)
for all 0 <t < min{7o,%o — a}, for all 0 < a < ag. In particular this implies that without loss of generality
we can assume that to > 70, since if this in not the case we can define @(t) = ¢(t) for 0 < t < to and
o(t) =X fag (t — a0, d(ag)) for tg <t < 79, and from the results above ¢ is also an e-regular solution starting
at xg.

In view of the definition of K-solution, the only thing we need to show is that t¢||¢(¢)||x1+. < p for all
0 <t <719. But, for 0 < a < ag,

tNe@)xrve <tND(E) = St + @)l xree + X, (£ @(@) [ x 14 <EYS(E) — G+ @)l x1+e + 12

For 0 < t < 79 fixed, letting a — 0 we have that t¢||¢(¢t) — ¢(t + a)||x1+« — 0, which implies that
te)|d(t) || x1+e < p for all t € (0, 7). This concludes the uniqueness part of the theorem.

For the case where y(€) > pe, we proceed as follows. Let us define y(t) = w(at), for some a < 1. The
equation for y is § = Ay + f(t,y) where f(t,z) = af(at,z), A = aA. Moreover, notice that z(t) is a solution
of the original equation in (0, 9], if and only if y(¢), t € [0, a7p] is a solution of the new equation. For this
new equation, applying the existence part of the theorem, we will have a positive number 7 such that the
conclusions of the theorem are valid. Notice that from (9.13), we will have that

1
r= — 1
4M(8¢M Bg)»—1
where 7, ¢ and M are constants related to the new equations. Let us relate 7, ¢, M with r,c and M. Denote
by X* the fractional power spaces associated to the operator A. Note that || - || ¢o = a®| - || x~ and

Pt ]| go = a®(at)* e | xo < Ma’|z|xs = M|z| g,
which implies that M = M. To see that ¢ = a?(©=,Pet1=r¢ observe that

If g0 = aT O f(at, )] xvco

< qV(OF1=p(l+e) <y(at)a”(1+€)(at)_7(€) + ||y||§~(1+e)

< @O+1—p(1+e), ( ()t~ v(e)+||y||X1+E)

where 7(t) = v(at)a?T9)=7(€) . The computations with the Lipschitz properties of f are similar. From this

we have that ]
~ pe—(€)
r= —=7raq r—1 +1.

AN (8N Be) 7T

This implies that if ||yo — xo|| g1 < 7 there exists a 7p such that the solution of # = A% + f(t, %) starting
in zg is defined in [0,7p]. Therefore, if |lyo — xo|lx: < ra” 71" then & = Az + f(t,z) has the solution

z(t,xg) = &(%,20) defined in [0, a7o]. Since a can be chosen arbitrarily small and y(e) > pe we have that
solutions have a common interval of existence on bounded subsets of X*.

Finally, if ¢ — f(¢, ) is locally Holder continuous for ¢ > 0, uniformly on bounded sets of X! %€, using
standard regularity arguments, see for example [11], we obtain the regularity stated in the theorem.

This concludes the proof of the theorem.

From Theorem 9.2.1] we have the following

Corolério 9.2.2 If f is as in Theorem [9.2.1 and if K is a precompact set in X', then there exists a
7o = 7(K) such that the e—regular solution starting at xo exists for time 1o for any xg € K
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Proof. From Theorem [9.2.1, for any yo € K = CI(K) there exists a r(y) and a 7(yo) such that for any
ro € X! with ||zg — yol/x1 < r(yo) the unique e—regular solution exists in [0, 7(yo)]. From compactness of
K we can choose yi,- -+ ,yn € K such that K C UBx1(y;,7(y;)). Choosing 7o = min{r(y;): 1 <i <n} we
prove the corollary.

With this corollary it is not difficult to prove a result on the maximal time of existence of e—regular
solutions,

Proposicao 9.2.1 If f is as in Theorem [9.2.1] and x(t,x¢) is an e—reqular solution starting at xo with a
mazimal time of existence T, then either 7, = 0o or lim, - ||lz(t,20)||x1+c = 00.
Proof. Assume 7,, < oo and also that liminf, __ [|z(¢,2¢)|/x1+c = M < oo. This means that there exists a
sequence of t, — 7, such that ||z(t,, zo)|| x1+c < 2M for all n. This implies that the sequence {x(t,, o) }nen
is a bounded sequence in X'*¢ and therefore a precompact sequence in X'. From the previous corollary
and the uniqueness of e—regular solution we obtain the result of the proposition.

In the autonomous case, it is often the case were the map f is an e—regular map for a range of values of
the parameter €. In this direction we have the following,

Corolario 9.2.3 If f is an e—regular map for all € € (eg,€1] then if we denote by x.(t,zo) the unique
e—regular solution starting at xq, for € € (o, €1], then z. = z., and x € C((0, 7], X +7(€1)),

If f a is time independent map which is an e—regular map in an interval I relatively to the pair (X, X°),
we classify the map in the following way:

o If ] = [0, €] for some e; > 0 and v(0) > 0. We say that f is a subcritical map relative to (X1, X?).

e If I = [0, €] for some €1 > 0 with v(e) = pe, € € I and if f is not subcritical; then, we say that f is a
critical map relative to (X1, X©).

o If T = (0,€] for some € > 0 with v(e) = pe, € € I, and f is not subcritical or critical; then, we say
that f is a double-critical map relative to (X!, X?).

o If I = [eg, €] for some €; > ¢y > 0 with v(eg) > pep and f is not subcritical, critical or double critical;
then, we say that f is an ultra-subcritical map relative to (X!, X0).

o If I = [eg,€1] for some €1 > €g > 0 with v(e) = pe, € € I, and if f is not subcritical, critical, double
critical or ultra-subcritical; then, we say that f is an ultra-critical map relative to (X1, X©).

Note that if f is subcritical then f : X' — X7 ~(0) > 0, which is the usual definition of subcritical
map. When f is a critical map it takes X' into X° but there is no positive constant o such that f takes X!
into X®. When f is double-critical (this name first appears in [7]) it is not defined as a map from X into
X0 but it is e—regular for arbitrarily small positive values of e. When f is ultra-subcritical or ultra-critical
is not a well defined map in X '*¢ for small values of € > 0, and it is only an e—regular map when € > g > 0,
for some €¢y. The main difference between ultra-subcritical and ultra-critical maps is that for the first one
the time of existence of the solution can be chosen uniformly on bounded sets of X!, while for the last one
this is still an unknown property.
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