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Exercicio 1 Sejap € [1,00]. Prove que (K™ |-[l,); (6(K), 1 I1); (o), |-
loo) € (c(K), || - |loo) s@o espagos de Banach.

Exercicio 2 Prove que se 1 < p < g entao a inclusio ¢, (K) C £, (K) é
continua e esta inclusao € estrita no sentido que um existe elemento em
U, (K) que nao estd em ¢, (K). Sugestao: tome x = (z;) € , (K) — {0}, use
que 0 < |z;| /|||, <1 el <p < g, para concluir que

(HETL)Q = (H|§ﬁ|p>p

Exercicio 3 Seja X um conjunto ndao-vazio e (E, || -||) um espaco vetorial
normado. Consideremos

B(X,E)={f:X — E:f ¢éuma fungdo limitada} .
Este espaco vetorial munido da funcgao

[ fllo := sup [[f (=) |
zeX

¢ um espago vetorial normado. Prove que se (E,|| - ||) € um espago de Banach
entio (B(X,E),||l) € também um espaco de Banach. Se tomarmos
X =10,1] e E = R com a norma usual temos que o espago das fungoes
reais definidas no intervalo [0,1] e limitadas, (B([0,1],R),|]|), com a
norma do sup € um espac¢o de Banach.

Exercicio 4 Seja C ([a,b],K) o espaco vetorial das fungdes continuas de
[a,b] em K. C([a,b],K) munido da fungdo |-||, dada no exemplo anterior



¢ um espag¢o normado mas nao é completo. Suponha que a =0 eb =1 e
consideremos a seqiiéncia de fungoes f, € C ([a,b],K) (n > 2) dada por

1 se 0<z<1/2—-1/n
fa(@)=1< —nz/2+(n+2)/4 se 1/2—-1/n<x<1/2+1/n
0 se 1/2+4+1/n<z<1

Note que (f,) € uma seqiéncia de Cauchy segundo a norma |[-||,. Veja o
que ocorre com || fu11 — full, quando n — oo. Suponhamos que existe uma
fungao f € C([a,b],K) tal que lim,,—.o || fn — fll, = 0. Note que neste caso
temos

1/2
0 = lim |f (1) + fru (t)]P dt =
n—oo 0
1/2—-1/n 1/2
= lim |f (t) — 1" dt + lim If(t)— fu(@®)|dt =
n=e Jo n=e0 J1/2—-1/n

1/2
S ACE

PO1S

1/2
os[ F@) — faF <t

/2—1/n n

P
1+ sup |f<t)|] —0
t€[0,1/2]

Logo f = 1 em [0,1/2]. Analogamente, podemos provar que f = 0 em
[1/2,1]. Portanto temos que f nao € continua em [0,1].

Exercicio 5 Prove que um espaco vetorial normado € um espaco de Banach
se, e somente se, toda série absolutamente convergente é convergente.

Exercicio 6 Seja Cp(R,R) = {f :R — R : f € continua e para todo € > 0
existe B. C R compacto tal que | f(t) |< e para todo t € R\B. }. Prove que
Co(R,R) € um espago de Banach com a norma

I f Hloo= max | f(t) |-

te

Exercicio 7 Prove que nao existe produto interno em C[0,1] = {f : [0,1] —
R; f € funcgao continua} tal que (f, f) =| f ||%.



Exercicio 8 Sabemos que um subespago M de um espagco de Banach E ¢é
também Banach se, e somente se, M ¢ fechado em E. Prove que o subespaco

das fung¢oes polinomiais P[0, 1] com a norma || - ||oc nao é Banach. Para isto
basta provar que P0,1] nao € fechado em (C[0,1],] - ||s). Qual € o fecho
topoldgico do subespago P[0,1] em (C[0,1],|| - [|s)? Note que se tomarmos

S = {l,z,2% ...}, temos que o fecho algébrico de S denotado por (S) ¢
P[0,1] o qual € diferente do fecho topoldgico de (S).

Exercicio 9 Prove que o espaco (P com a norma || x |,= /> |z [P €
completo e separdvel par todo p € [1,400). Lembramos que um espago
métrico € dito separdvel quando possui um conjunto enumerdvel denso (O
conjunto dos numeros reais € separdvel, uma vez que o conjunto dos racionais
¢ enumerdvel e denso na reta).

Exercicio 10 Seja E um espaco vetorial e M wum subespaco de FE.
Consideremos em E a sequinte relacao de equivaléncia: x ~ y se, e somente
se, x —y € M e denotemos por x + M a classe de x. Sabemos que o
conjunto destas classes de equivaléncias denotado por E/M quando munido
das operagoes naturais (v+ M)+ (y+M) =z+y+M ea(z+M) = ax+M
€ um espaco vetorial.

1. Prove que se E é normado e M € um subespaco fechado de E entao a
funcao

M ||= inf = inf
|+ M= inf llyl=inf 2+

define uma norma em E /M.

2. Prove que se E € um espagco normado e separdvel entao para todo
subespago fechado M de E, o espago quociente E/M ¢é separdvel.

3. Prove que se E ¢ um espaco de Banach entao para todo subespaco
fechado M de E, o espago quociente E/M é Banach.

Exercicio 11 Prove que dados f; € L (Q2),i=1,...,k com

1 1 1
— 4+ ... +—=-<1.
y4! Pk p

Entao o produto f = fifs... fx pertence ao espago de Lebesque LP(S2) e além
disso vale

I e <V fa -l S Mo

3



Este resultado vale se p; = +o0 7
Prove também que se f € L"(2) N L*(2) com 1 < r < s < 400, entdo
f € L5(Q) para todo € € [r, s] e vale a inequagdo de interpolagio

I f eIl £ Nz F 1

1 1—-
onde - = =+ a,ae[O,l].
13 r 5

Exercicio 12 (1.5) Nos trés casos a sequir calcule a norma do funcional f

dado.

1 f(x) = [1a(t) dt, € L'[-1,1];
2. flx) =300 an/k, w €
3. f(x) =10 wp/28 x € .

Exercicio 13 Sejam E, F,G espagos normados. Prove que se A € £(F, Q)
e B € £E,F) entio AB = Ao B € £(E,G) e |[AB|lgra <
|Aller.) || Bllge,p).  Note que £(E,E) com as operagoes usuais € uma
dlgebra ndo comutativa. Suponha que (A,) C L£(F,G); (B, C £(E,F)
sdo tais que ||A, — Aollgre) — 0 € ||Bn — Bol|lgre) — 0. Prove que A, B,
converge para AoBy na norma do espaco £(F,G).



