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1 Introducao

O Geogebra é um software livre e pode ser usado facilmente como uma importante ferramenta para desper-
tar o interesse pela busca do conhecimento Matematico principalmente com alunos dos Ensinos Fundamental e
Médio. Possibilita trabalhar de forma dinamica em todos os niveis da educagao basica permitindo a abordagem
de diversos contetudos especialmente os relacionados ao estudo da geometria e fungoes. Ele foi desenvolvido por
Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg para educagao matematica nas escolas. Pode ser obtido facil-
mente em sites de busca ou no endereco www.geogebra.at. O objetivo desse trabalho é introduzir as nogoes bésicas
do programa e utilizé-lo no estudo de certos contetiidos matematicos como poligonos, fungoes reais, e em especial
no estudo das conicas. Sao inimeras as aplicacoes das conicas no cotidiano. Devido as suas propriedades fisicas
e estéticas, os arcos de conicas surgem freqlientemente em Engenharia e Arquitetura, em pontes, cipulas, torres
e arcos. Além das aplicacoes relacionadas aos movimentos dos planetas, as conicas também tém aplicagdes na
tecnologia atual, e tem sido tépico de relevancia nos programas de Ensino Médio. Alguns problemas para serem

“resolvidos geometricamente” utilizando o software GeoGebra, serao também apresentados.

2 Sobre o GeoGebra: Nocoes basicas

Como mencionado na introdugdo, o programa Geogebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter, professor da
Universidade de Salzburg, com o intuito de dinamizar o estudo da Mateméatica. O GeoGebra pode ser encontrado
com facilidade em sites de busca ou em um dos enderegos: http://www.baixaki.com.br/download/geogebra.htm

http://www.geogebra.org/cms/ ou www.geogebra.at, este tltimo ird redirecionar para o endereco anterior.

Ao acessar selecione, se desejar (e houver essa op¢ao) Portuguese (Brazil). Para executar o programa pode ser

que seja necessario baixar a maquina virtual Java, que pode ser obtida a partir do site http://www.java.com/getjava/

Vamos entao apresentar um pouco da interface do GeoGebra. Obviamente, ao fazer o download, a versao obtida
pode estar um pouco diferente da apresentada aqui tendo em vista, em geral, as constantes alteragoes/atualizagoes
dos softwares.

Ao acessar o programa temos uma janela como a seguinte:
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Figura 1 - Tela inicial do GeoGebra

A Interface do software é constituida de uma janela inicial (figura acima) que se divide em uma drea de tra-
balho (& direita - que referiremos também, as vezes, como parte/janela geométrica), uma Janela de Algebra
(& esquerda, que pode ser fechada se necessario) e um campo de Entrada (que fica abaixo). O campo de Entrada
é usado para escrever as coordenadas de pontos a serem marcados/representados na tela, equagoes, comandos e
fungoes (diretamente); e esses objetos serdo mostrados na drea de trabalho, imediatamente apds pressionar a tecla
Enter.

Observamos que no Geogebra, o sistema decimal usa ponto ao invés de virgula, assim usa-se, por exemplo,
3.4 (na caixa de entrada) ao invés de 3,4.

A drea de trabalho possui um sistema de eixos cartesianos onde o usudrio pode fazer as construcoes geométricas
(diretamente, com o uso do mouse, ou usando a Entrada) e ao mesmo tempo as coordenadas e equagdes correspon-
dentes sdo mostradas na Janela Algébrica.

Ao clicar em um dos itens/comandos do menu: Argquivo, Editar, Exibir, Opcées, Ferramentas, Janela,
ou Ajuda (que tem em geral funcdes coerentes com o préprio nome) e mantendo o botdo do mouse aper-
tado aparecerao sub-comandos que podem ser selecionados para serem aplicados. Por exemplo, se a Janela de
Algebm nio estiver ativada, para ativé-la basta clicar em Ewzibir, no menu, e selecionar Janela de Algebra.
Neste mesmo item (Exibir) podemos também, ativar/desativar os Fizos, a Malha, além de outras fungoes:

Exibir|
|£| Eixos
i Malha

|:| Janela de Algebra

Figura 2 - Explorando o comando Exibir

A barra de ferramentas inicial é composta de 11 caizas de ferramentas (icones) cada uma delas é indicada

por um quadradinho com uma figura, e é de fato composta de outras ferramentas/icones relacionadas com a



funcao inicialmente descrita na figura:
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Figura 3 - Barra de ferramentas (inicial)

Para fins diddticos enumeraremos as caixas de ferramentas, da barra inicial, de 01 a 11 (da esquerda para a
direita). Para ter acesso a uma das ferramentas (comandos/ icones) dentro de uma caixa de ferramentas, basta
clicar na seta do canto inferior direito de cada caixa de ferramenta/icone, deslizar o botdo do mouse para baixo e
selecionar o icone/ferramenta de interesse. Mostramos abaixo as ferramentas/comandos do icone Poligono (caixa
de ferramenta n°. 5):
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Figura 4 - [cone /caixa de ferramenta Poligono

E interessante observar que ao selecionar uma ferramenta/icone obtemos no lado direito da Barra de ferramenta

inicial a informacao de qual € a funcdo desse icone, ou como usd-lo, por exemplo, se selecionamos na penultima

caixa o fcone  aparecerd a informacdo: “Inserir Texto - Clique na drea de trabalho ou em um ponto para

criar um texto”, como mostra a figura:

Inserir Texto
Clique na area de trabalho ou em um ponto para criar um texto

Figura 5 - Detalhes do Icone Texto
Motivados por essa facilidade, ndo descreveremos aqui cada uma das ferramentas/icones, mesmo porque nao é
nosso objeto fazer um estudo dos comandos/icones do Geogebra, mas sim utilizé-lo no estudo de certos conteidos
matematicos como poligonos, fungoes reais, e conicas, como ja citado no inicio. Ressaltamos também que em Ajuda
obtemos importantes informagdes para o estudo/desenvolvimentos de atividades com o GeoGebra.
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:@ Ajuda

Figura 6 - Menu: Ajuda

Outro icone, ainda na pentltima caixa, é o Seletor, que é mostrado na figura seguinte. Esse icone é muito usado
para descrever, por exemplo, uma fungao que depende de um parametro “a”, que pode variar num certo intervalo.
Mais especificamente, apds representar na area de trabalho um Seletor, nomeado suponhamos de “a” (com as

especificagoes/intervalos desejados), podemos definir, por exemplo, na Entrada, a fungao y = a * = + 2, ou o ponto



(a,0), e conforme movimentamos o Seletor “a” (selecionando primeiramente Mover na 1% caixa e movimentando em
seguida o ponto do seletor com o mouse), os objetos também se movimentam, de acordo com o intervalo selecionado

[{P=2)

(para “a” variar).

,E.{ Seletor
Clique na area de trabalho para especificar a posigdo do seletor

Figura 7 - Icone Seletor
Para mudar a cor e/ou espessura de um objeto: Clique sobre o objeto com o bot@o direito do mouse,
a seguir clique em Propriedades e em Cor para mudar sua cor, e em FEstilo (selecionado a seguir o nivel de

espessura) para mudar a espessura do objeto:
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Figura 8 - Sobre Cor e Espessura

Observamos que essa janela também é obtida no menu - Editar - Propriedades).

Podemos adequar a drea de trabalho para melhor visualiza¢do de uma construcao/figura apresentada,
usando a ferramenta Zoom. Para isso clique na tela (na parte geométrica) com o botao do mouse direito e aparecerd

uma tela como a da Figura 9, selecione entao a melhor aproximacao.

Janela de Visualiza¢ao

_I_ Eixos
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Figura 9 - Janela de Visualizacao - Ferramenta Zoom



As vezes, para melhor visualizacao da drea de trabalho (parte geométrica) é interessante também deslocar os
eizos, para tanto devemos selecionar Deslocar FEixos na ultima caixa de ferramentas e depois clicar na area
de trabalho e, mantendo o botdo esquerdo do mouse apertado, deslocamos “a tela/drea de trabalho” de modo

conveniente.

Observamos que grande parte dos elementos/representagdes geométricas com o Geogebra como, por exemplo,
pontos, retas, poligonos, podem ser obtidos sem usar a Entrada Algébrz'ca, basta selecionar o icone adequado, na
barra de ferramentas de acesso rapido e em seguida clicar na parte geométrica da janela inicial do GeoGebra, que
facilmente o elemento desejado serd representado.

Para representar o grafico das fungoes, e em geral, em atividades de Geometria Analitica Plana, necessitamos
de um sistema cartesiano ortogonal. Para obter isso procedemos do seguinte modo (j& mencionado antes):
Para obter os eiros: Clique em Exibir no menu e logo depois em Fizos.
Para obter a malha ou grade: clique novamente em FExibir e selecione agora Malha. Na tela, na parte
geométrica, ird aparecer uma grade como mostra a figura (com distancia de 1 cm entre os seus pontos consecutivos

alinhados - que pode ser alterada se usamos a ferramenta Zoom):

Figura 10 - Eixos e Malha

3 Atividades

Descrevemos a seguir algumas atividades envolvendo poligonos, fungdes reais (incluindo retas, uma vez que o

grafico de fungoes afins s@o retas), e conicas incluindo, obviamente, circunferéncias.

3.1 Poligonos

Atividade 1: Represente um triangulo qualquer e um triangulo eqiiilatero.
Para representar o tridngulo qualquer basta selecionar o icone Poligono (na caixa n°5) e clicar em trés pontos
na tela (ndo colineares). Para obtermos um triangulo equildtero selecionamos o icone Poligono Regular e ao dar

o0 2° clique na tela (2° ponto) aparecerd uma pequena caixa na qual temos que digitar o nimero de vértices do



poligono (que no caso é 3).
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Figura 11 - Construindo Tridngulos

Atividade 2. Represente um quadrado de lados 3,5¢m. Obviamente existem outras formas de construcgao,
sugerimos aqui uma: Selecione o icone Segmento com Comprimento Fizo (na caixa 3) e em seguida digite,
na caixa que irg aparece, o valor 3.5 (lembre-se que no sistema decimal do GeoGebra usa-se ponto e nao virgula).
Em seguida, um segmento com a medida desejada serd apresentado. Agora basta proceder como na construgao do
equilatero, escolhendo os extremos do segmento como sendo os dois vértices iniciais do quadrado e digitando entao

4 como o numero de vértices.

B] C
A B
L : o
Segmento com Comprimento Fixo &J
e C
Camprimento

35 a -

[ Ok ] [ Cancelar A B
T B

Figura 12- Obtendo um quadrado de lado 3,5 cm

Ezxercicio: Represente um pentdgono regular que tem (1,2) e (—1,0) como vértices, e o ponto (—1,3) seja
um ponto pertencente a regido interior do poligono. (Sugestiao: use Eizos e Malha, Poligono Regular, marque os
pontos (—1,0), (1,2), nessa ordem, e use 5 pontos). Note que se iniciamos a representagdo do poligono com o
ponto (1,2) podemos usar o icone Reflexdao (do poligono) com relagdo a uma reta (isto é a reta que contem os dois

pontos) para obter o pentdgono nas condigoes desejadas.

3.2  Fungoes reais (Fungoes afim, quadraticas e trigonométricas)

Sabemos que o grafico de uma fungao real f é um subconjunto do plano cartesiano formado pelos pares or-
denados (z,y) onde y = f(z). Em geral, para esbogarmos o grifico de uma funcdo no plano cartesiano, de-
vemos atribuir valores a variavel x, determinando valores numéricos de y. O GeoGebra nos permite construir

construir o grafico de varias fungoes. Como ja observamos, a FEntrada algébrica fica na parte inferior da tela.
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Figura 13 - Entrada

Algumas informacgoes tteis no estudo das fungoes:
(1) O sinal para indicar a multiplica¢do na caixa de Entrada tem que ser representado por * (exemplo: zy deve ser
representado por x*y);
(2) para elevar a uma poténcia, antes do valor da mesma, devemos colocar A (exemplo: x A k significa z* e
y=a*xxA2+b*xx+c=ar?+br+c);
(3) para sen(z), use sin(z); para a fungdo tangente use tan(x); para médulo de z, |x|, use abs(z), e para \/z use

sqrt(x).

Atividade 1. Represente o gréfico da funcao afim: f(x) = 2z + 4. Basta Exibir - Eixos e Malha, e digitar
y = 2z + 4 na Entrada (algébrica).

. Objetos Livres
@ ary=2x+4
. Objetos Dependenteas

l '@' Entrada: y=2x+4 ]

Figura 14 - Gréfico da funcdo f(z) = 2z + 4.

Tendo em vista que neste caso o grafico da fungao é uma reta, o mesmo pode ser obtido, entao, por marcar
dois pontos pertencentes ao grafico (reta) usando o icone Novo Ponto na caixa n°2. No caso podemos tomar, por

exemplo, os pontos (—2,0) e (0,4)), e usar o icone Reta Definida por Dois Pontos na caixa n°3.

Ezercicios: 1)Represente o grafico da funcgio real (bijetora) f(z) = 2z + 3. Calcule a fungao inversa f~!(z)
e represente seu grafico. Represente o gréafico da fungao identidade y = x. Que relagdo existe entre os gréficos de
f(x) e sua inversa f~!(z)? Note que o gréfico de f~1(x) pode ser obtido do grafico de f(z) utilizando Reflexdo em
rela¢do a reta y = x (caixa n° 9).
2) Represente o grifico da funcao f(z) = —x + 1. Clique com o botéo direito do mouse sobre o grifico obtido,
e selecione Habitar Rastro. Em seguida selecione Mover (caixa n°l), clique na reta (grafico) e a arraste com o
botdo do mouse apertado. Observe os “dados” algébricos (na janela de Algebra).
3) Selecione Seletor (caixa n° 10), clique na tela (pode usar o intervalo de variagao de -5 a 5) e selecione aplicar,
ird obter um seletor a. Repita para obter um outro seletor b. Na entrada digite y = a * z + b (as letras deverao
estar de acordo com os nomes dos seletores). Selecione Mover (caixa n°1) e movimente como mouse o ponto do

seletor a. Repita depois com o ponto do seletor b. Interprete os graficos obtidos e analise os “dados” algébricos.



Atividade 2. Represente o grifico da funcio quadrética: f(z) =22 — 2z —3 =2 A2 — 22 — 3.

€% GeoGebra L) [ E@ﬁ1
|AmnEes e EdbiE= Oppies Fepmeniasidaiclbiinos .
: AN - | !]
‘ % | .A—- /v /—‘ I>v ®7 k./v 47 x—- _aiv ‘%. Pl

. Ohjetos Livres x
e Xy =X-2X-3
Objetos Dependentes

@ Entrada: Z * @ = | Comando..

Figura 15 - Gréfico da fungao quadrética f(z) = 2% — 2x — 3
Quais s@o os zeros dessa fun¢ao? Qual é o vértice da pardbola (grafico da fungao)?

Atividade 3. Represente geometricamente os gréaficos das fungdes f(x) = sen(x) (= sin(x)), g(z) = 2sen(z) e

h(z) = 2 + sen(z)).
2
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Figura 16 - Gréfico das fungdes f(z) = sen(x), g(x) = 2sen(z) e h(z) = 2 + sen(x)

Observagao: Para obter no eixo x a unidade em radianos, por exemplo em miltiplos de 7 ou 7/2, ir no
menu Opcébes, selecionar Janela de Visualizagdo (para Eixo X) e escolher em Unidade, w. A seguir selecionar
Distdncia e escolher 7 ou w/2 (com o Nimeros também selecionado).

Atividade 4. Represente os graficos das fungdes y = cos(z) e y = cos(2x).

. Objetos Livres
- @ 1{x) = cos(x) 0
e @ gix) = cos(2 x)
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Figura 17 - Gréfico das fungoes f(z) = cos(x) e g(x) = cos(2z)



3.3 Conicas

Apresentamos uma breve introdugao ao estudo das conicas - incluindo o Teorema de Classificacao e alguns

exemplos. O leitor interessado poderd ver mais detalhes em Boulos e Camargo [2], cap. 23.

Lugares geométricos: Denominamos lugar geométrico a um conjunto de pontos tais que todos eles e s6 eles
possuem uma dada propriedade.

Elipse: A elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano para os quais a soma das distancias a dois pontos
fixos distintos Fy e F» é uma constante 2a (maior que a distancia entre os dois pontos fixos). Mais precisamente,
consideremos um plano 7 e dois pontos Fy e Fy (de 7) tais que d(Fy, Fy) = 2¢ > 0. Seja a > ¢. Ao conjunto de
pontos P € 7 tais que

d(P,Fy) +d(P,F3) =2a (1)
da - se o nome de elipse. Os pontos I} e Fy sdo denominados focos da elipse.

Equagao reduzida : Tomando um sistema ortogonal, considerando os focos F; = (—¢,0) e F» = (¢,0) (isto
é, sobre o eixo OX), P = (x,y) e considerando b = va? — b2, deduz-se, da igualdade (1), a equagdo na forma

reduzidas: ) )
T Y

A1 = (—a,0), A2 = (a,0), By = (0,—b), By = (0,b) sao chamados vértices, o segmento A; Ay eizo maior (é o
segmento de comprimento 2a e contém os focos) e BBy eixo menor (B; By L A; As no seu ponto médio).

Observacago: 1) Se adotamos um sistema ortogonal em que Fy e Fy estdo no eixo OY, entdo (1) fornecers,
de modo andalogo, a seguinte equagao reduzida:

2 2
T Y
—+=5=1,com b=+Va?—c?
2 2 )
y? b ¢ 2?2
Por exemplo, a elipse 2% + T 1 tem focos no eixo OY, e a elipse — + 5= 1 tem focos no eixo OX.
2 2
~ . X ., . ~ .
2) Quando a = b, a elipse (centrada - equacao reduzida —+ y—z = 1) nada mais é do que a circunferéncia de
a a

centro na origem e raio a: 22+ y? = a?.

Hipérbole: Consideremos num plano 7 dois pontos F; e Fy» (chamados focos), distantes 2¢ > 0 entre si. Seja
0 < a < ¢. Ao conjunto dos pontos P € 7 tais que
|d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a,
se da o nome de hipérbole.

Equagao reduzida: Tomando um sistema ortogonal e supondo que F; = (—¢,0) e F5 = (c,0), isto é estdo sobre

. . ’ 7z 3 z x
o0 eixo dos x, como no caso da elipse, obtém-se que P = (z,y) estd na hipérbole se e somente se - 3 i 5 = 1.
a 2 —a
Considerando b= vc2 —a? temos 0 < b<c e ¢ =a?+b% A equacdo na forma reduzida fica assim :
2 2
£ Y
Asretasr:y=—res:y=— — xsao denominadas assintotas da hipérbole. As assintotas sdo retas das quais

a a
a hipérbole se aproxima cada vez mais & medida que os pontos se afastam dos focos. A1 = (—a,0), A2 = (a,0) s@o
chamados wvértices, 2¢c a distancia focal, o segmento Ay Ay eizo transverso, o segmento By By (onde By = (0, —-b) e

By = (0,b)) eizo conjugado, F1Fy segmento focal, O o centro (ponto médio do segmento focal).

Observacao: Se adotarmos um sistema ortogonal em que F; e F5 estao no eixo OY, obteremos a equagao
2 2

reduzida da forma —— + Yy

a a .
= =1londe (b=+Vc2—a?);r:y=—xes:y=—— xsdo, neste caso, as assintotas da
b2 a2 b b ) )

b
hipérbole.



2 2
Ezxemplo: x> —y? = 2 representa uma hipérbole com focos em OX, e —=— + A representa uma hipérbole

4 100
com focos em OY.

Pardbola: Consideremos num plano 7 um ponto F e uma reta r, tal que F ndo pertence a r (elementos fixos).
A pardbola é o lugar geométrico dos pontos de 7 equidistantes de F' e r, isto é, o conjunto dos pontos P do plano
que satisfazem
d(P,F) =d(P,r).
O ponto F' chama-se foco e a reta r chama-se reta diretriz. Chamamos parametro da parabola, e representamos
por 2p, a distancia entre o foco F' e a reta r.

Equacao reduzida: Tomemos um sistema ortogonal OXY e suponhamos que F esteja sobre o eixo OX, que r
seja paralela ao eixo OY, que a origem O seja o ponto médio de HF', onde H é a projecao ortogonal de F' sobre
r (ou seja, a origem O é o “vértice”da pardbola) e que F esteja & direita de r. Dai, como 2p = d(F,r) temos,

nesse caso, que F' = (p,0) e r : £ = —p. Entdo = + p = 0. Logo, P = (x,y) estd na pardbola se e somente se

L x + p| . .
d(P,F)=d(P,r), isto é, T —p)2+y2= |7 ue é equivalente (elevando ao quadrado e simplificando), a:
(P, F)=d(P,r) Viz—p)?+y Trgr duedea ( q p )
y?=dpr (%% %)
Observacao: Sao também equacoes reduzidas da parabola:
2 _

y* = —4pz, (quando F = (—p,0) e r:x =p, .6, V = O, F pertence ao eixo OX e estd a esquerda de r),
y= 4—:1:2, (quando F' = (0,p) e r:y = —p, 1.6, V. = O, F pertence ao eixo OU e estd acima de 1) e
D
1

Yy = —4—352, (quando F = (0,—p) e r: y =p, i.6, V = O, F pertence ao eixo OY e estd abaixo de r).
P

Definigao (caso geral): Chama-se Cénica ao conjunto dos pontos P = (z,y) em E? onde E? denota o plano
euclidiano, tais que: g(x,y) = Ax? + By? + Cxy + Dz + Ey + F = 0, sendo A, B,C, D, E, F ntimeros reais com
A2+ B*+C? > 0.

Exemplos de cénicas:
1- O conjunto vazio: g(z,y) = 2> +y?> +1=0.
2- Um ponto: g(z,y) = 2% +y? = 0.
3- Uma reta: g(x,y) = (v +y)? = 22 + 22y + y?> = 0.
4- Reunido de duas retas paralelas: g(z,y) = (r +y)(x +y+1) =22 + 22y +y> +2+y =0.
5- Reuniao de duas retas concorrentes: g(z,y) = (z +y)(x —y) = 22 — y?> = 0.
6- Elipse: g(z,y) = 22 +2y?> —1=0.
7- Hipérbole: g(z,y) = 2% —y?> —1=0.
8 Parédbola: g(z,y) =z —y?> = 0.
9- Circunferéncia: g(x,y) = 22 +y?> —1=0.

De fato, estes sao todos os tipos possiveis de conicas, mais precisamente, tem-se:

Proposicao: Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas (O, 7), 7) em E2. Seja Q um subconjunto de EZ2.

Entao © é uma conica se e somente se €2 é de um dos tipos listados acima (Boulos e Camargo [2], Apéndice C).

Trabalhando com o GeoGebra:
Atividade 1: Representar geometricamente as conicas dadas pelas equagoes:

z? (-1 (y-27°
42— =1.
9 * 4 ’ (b) 9 + 4

(a) reduzida:



(a)

|- Objetos Livres 3
O e= 22 E X218+ [y 214)=1
?_chuj1#+uzmr=1
| Objetos Dependentes 2|B2 B=3.hmA e Mo mgiy = 2.24
By ¢ D(PF1J+d(P F2)= 2a= 6
@ B1=(D,-2) 1
@ B2=1(0,2) d1=424 ]
- C={1.66, 1.66) )
-@ F1=(-2.24,0) - A2
-@ F2=(2.24,0) ” - = — ~ =
el d1=4.24 F1
L 2 =176

Figura 18 - Elipse (dada por equagao reduzida)
Para representar podemos usar a Entrada Algébrica e digitar (z A 2/9) + (y A 2/4) = 1 ou, conhecendo os

focos e um ponto da elipse, podemos usar o icone/ferramenta Elipse (na caixa n°7) para obter a sua representagao
geométrica. No caso os focos sdo Fj = (—/5,0) e Fy = (v/5,0), e tomamos como ponto da elipse o vértice By =
(0,2). Para representar os focos, entre na Entrada Algébrica com os pontos (-sqrt(5),0) e depois (sqrt(5),0).
Para renomear os pontos (ou objetos) clique com o botdo do mouse direito na letra/nomenclatura existente,
selecione Renomear na caixa que ird abrir e em seguida digite o novo nome/letra desejada.
Os focos (vértices) podem ser ainda obtidos digitando no campo da Entrada (algébrica) Focolc] (ou
Vértice[c]), onde ¢ é a letra que indica/nomea a elipse na tela de trabalho. Podemos em seguida explorar a

propriedade da elipse, como lugar geométrico.

(b): Representando a elipse e explorando a propriedade de “Translac¢ao”

=1 2090+ (-2 2040=1

A2 M+ 24=1

4 5 5] T
a=3, b=2 c=sqrit(4- 4)= sqri{5) ~ 2.24

D{P F1)+d{P F2)=2a=6

ey SlB1 -

S S

Figura 19 - Elipse (transladada)



Atividade 2: Representar geometricamente as conicas dadas pelas equagoes:

2 2
(a) reduzida: % - yz = (z

2

2

2

L= B 2

2 4

cT—a

@:d=0=c2-a’=c?*-9=c?=9+4=13=c=+/13~3.61

Ohjetos livres

‘@ B1=(0,-2)

‘@ B2=(0,2)

‘@ P=(382 158
(o =3.61

3 -::1:x’.f!;-y’.fel=1
Ohjetos dependentes
&4 A=(-3,0

& A2=(3,0)
@ D1={3.2}

# E=(-3.2)

4 F=(0,0)

4 F1=(-3.61,0)

c=sqti‘t(9+4j=sqrt(1 3)~3.61

abs(d1-d2)

1.

4 F2=(3.61,0)
< Valor =6
Jay=2

4 hx=3

4 hx=-3

4 d1=7.59

# d2=1.59

J e 2x+3y=0
4 2%4-3y=0

(b):

Ohjetas livras

~@ A=(1,2)

~@ B1=(0,-2)

- @ B2=1(0,2)

-i@ P=(3.82, 1.58)
-0 e=3.61

NEIRE SR R
cld g 0117 - 0.25y° - 0.22x +y = 1.89
Ohjetos dependentes
Al1=(-3,0)
A2=(3,0)
D,=(3,2)

E=1(-3,2)
F=1{0,0)
F1=(-3.61,0)
F2 = (3.61,0)
Jay=2

cld bhiH=3
=3

SO e 28+ 3y=0
SO 2% -3y=0
SO =1
k-9 -(v-2P 14 =1
cu=(1,2)

CPOLE ©OE

Figura 21 - Hipérbole (transladada)

5 !

1

((-1112/8))- (-2 204))=1
2|B2 A D,
T (1.2 ¢
' (219 [y 2/4)=1

1_

[a]

o I 1 I 2 ! [}
-1 j
c=sqrt{@+4)=s0rt(13)~ 361

= |

L]



Atividade 3: Representar as conicas dadas pelas equagoes:

(a) reduzida: y* — 5z = 0,
(a):

Ohjetos livres

i@ P=(1.33,258)
O a=125

@ diy = 5x

Chjetos dependentes
‘@ B=(-1.25,2.58)

(b) (y—2)* = 5(x — 1) = 0.

Y2 = By
foco (544, 0)

reta diretriz x=-5/4

i
i
i
:
i
¢
i
i
|
'@ F=(1.25,0) l
@ hx=-1.25 | 1]
D ciy=2.58 :
@ d1=258 ! i
D d2=258 | o JF
4 I-S I2 :|1 o I‘I' I2 IS I4 |5 IEi
i
i
l -1
! i
i
|
i
i 2
i
i
i
[}
| -3
[}

Figura 22 - Pardbola (dada por equagao reduzida)

Podemos representar a pardbola usando diretamente a equacao dada e a Entrada Algébrica, ou entao a ferra-

menta Pardbola (para tanto temos que marcar o foco e a diretriz).

Note que a equacio é do tipo y?> = 4px, e diretriz + = —p. Assim o foco é F = (5/4,0) e a reta diretriz é

x = —5/4. Tendo o foco e vértice, a pardbola pode ser entdo obtida usando a ferramenta Pardbola na caixa n°7.

(b):

Figura 23 - Parabola

5_
4_
y-2)"2 = 5(x-1)

3_

2] A

1

0

-4 3 2 1 Clo 1 2 3 4 & i} i

-1

.2_

.3_

(transladada)



Atividade 4. Dada a parabola de equacio y? — 8z — 6y — 23 = 0, represente-a geometricamente:

(1) usando a equagdo e Entrada algébrica,

(2) usando o icone/ferramenta Pardbola, e o foco e a diretriz (para isso complete quadrados): y?—8z—6y—23 = 0 =
y?—6y = 82+23 = y>—6y+9=82+23+9 = (y—3)? =8(z+4) = V = (—4,3), foco F = (-2,3) = (2,0)+(—4, 3)
ediretriz r: x = —6 = -2+ (—4)).

I x=-6

(aqui usamos a ferramenta Zoom)
Figura 24 - Parabola

Atividade 5. Representar e classificar a conica de equacdo: 3z2 + 12zy + Sy? — 18z — 28y + 11 = 0.

| Objetos Livres *x
e e IR 12xy + By - 18x - 28y =-11
Ohjetos Dependentes

Figura 25 - Conica (hipérbole)

Pelo grafico (obtido com o GeoGebra) observamos que a conica é uma hipérbole. Vale observar que, em geral,
nao é facil reconhecer uma conica a partir de sua equacdo e fazer sua representacdo geométrica. Existem alguns

métodos que permitem, dada a equagido de uma conica, identifica-la e fazer seu esbogo (vide, por exemplo, [2]).



Observacao: Podemos copiar um trabalho feito na tela do GeoGebra e colar num arquivo do Word, ou
Paint, por exemplo. Isso pode ser feito abrindo o arquivo desejado do GeoGebra, clicando em Arquivo, Ezportar
e selecionando, na tela que aparece, Copiar para a Area de Transferéncia (Ctrl+Shift4+C). Depois no arquivo (que

se pretende copiar - Word, por exemplo) use Ctrl+V para colar.

4 Alguns exercicios gerais

1. Representar e classificar as conicas de equagao:
(1) 22% — 122y + Ty* + 8z + 20y — 14 = 0,
(2) 922 — 4y2 — 18z — 16y — 7 =0,
(3) 1622 — 242y + 9y? — 38z — 34y + 71 = 0,
(4) 3522 — 22y + 35y2 — 34x — 34y — 289 = 0,
(5) 42? —doy +y*> —2x+y+1/5=0.
2. Representar uma reta que faz com o eixo OX um angulo de 30° e passa pelo ponto P = (5,2).
Sugestao: Crie uma reta r paralela ao eixo OX, passando por (0, 3). Usando a ferramenta/icone Girar em torno de
um ponto por um angulo, gire a reta obtida por um angulo de 30° digitando 30° na janela que aparece apds clicar
na reta e no ponto (3,0), obtendo uma nova reta s. Marcar o ponto P e criar a uma reta t paralela a s passando por

P. Tal reta satisfaz a condigdo desejada. Outro modo é obter a equacdo da reta t usando que P = (5,2) pertence

3 3
at, e que tg(30°) = %, de modo que a equacdo é y — 2 = tg30°.(x — 5) = %(:c —5). Dai basta entrar com a lei
da funcao na Entrada algébrica.

3. Representar a reta r de equagdo 2z — y + 1 = 0, a reta s paralela a r passando por P = (2,1)e a reta t
perpendicular a r passando por P. Dar uma equacao da reta s. Idem para reta t.

4. Represente um hexdgono regular que tem A = (2,1) e B = (5,1) como dois de seus vértices e estd no
semiplano x > 0.

5. Representar a conica de equacao x2 + 9xy +y? — 2z — 4y = 1 e a circunferéncia de equagao (z+1)? +y2? = 9.
Em seguida obter/representar os pontos de interse¢do das duas curvas.
Observagao: Os pontos de intersecao podem ser obtidos usando o icone Interse¢do de Dois Objetos na caixa n°2,
ou digitando na FEntrada Intersecao| a, b], onde as letras a e b que aparecem devem ser tais que a indica/nomea

a conica e b a circunferéncia na tela de trabalho do GeoGebra.
2

6. Representar a hipérbole H; de equacio 32 — S Representar a hipérbole Hs obtida por rotacionar/girar
a hipérbole H; em torno do ponto O = (0,0) por um angulo de 90°, e entdo representar a hipérbole H3 obtida por
transladar Hs pelo vetor O—F)’, onde P = (3,2). Obtenha a equagdo de Hs.
Sugestao: Para obter Hs use o icone Girar em torno de um ponto por wm angulo e para obter Hs use o icone
Transladar objeto por wm vetor. Finalmente, se necessério, clique com o botao direito do mouse na equacao da
hipérbole Hs, que aparecerd na Janela de Algebra, e selecione Equagao (x —m)?/a® — (y —n)?/b? = 1” para

obter a equacao de Hj3 nessa forma.
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