Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pé6s-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

O Problema de Isomorfismos em
Anéis de Grupos sobre os Inteiros

por
Dércio Braga Santos
sob orientacao do

Prof. Dr. Orlando Stanley Juriaans

Dissertacao apresentada ao Corpo Do-
cente do Programa de Pés-Graduagao
em Matemética - CCEN - UFPB, como
requisito parcial para obtencao do ti-

tulo de Mestre em Matemética.

Dezembro/2003

Joao Pessoa - Pb



O Problema de Isomorfismos em
Anéis de Grupos sobre os Inteiros

por

Dércio Braga Santos

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao em Mate-
mética - CCEN - UFPB, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemética.
Area de Concentraco: Algebra

Aprovada por:

Prof. Dr. Orlando Stanley Juriaans - USP (Orientador)
Prof. Dr. Anténio de Andrade e Silva - UFPB (Co-Orientador)

Prof. Dr. Hélio Pires de Almeida - UFPB

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pé6s-Graduagao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Dezembro /2003

ii



Agradecimentos

A Deus, por todo o apoio espiritual e pela forte presenca em minha vida.

Aos Professores Dr. Antonio de Andrade e Silva e Dr. Orlando Stanley Juriaans,

que compreendem o verdadeiro sentido da palavra orientacao.
Ao amigo Andrade, pela paciéncia, dedicacao, compreensao e amizade.

Aos Professores Hélio Pires de Almeida e Joao Bosco Nogueira pelas gratas con-

tribuigoes nesta dissertacao.

Aos professores do programa de mestrado, em especial ao Professores Antonio de
Andrade e Silva, Orlando Stanley Juriaans, Hélio Pires de Almeida que muito con-

tribuiram para a minha formagao.

Aos meus pais, Isaias e Onilia e irmaos, Marcelo e Maria Felicia, que nao mediram

esforgos para que este grande sonho se tornasse realidade.

A minha esposa Fernanda e a Juliana, pelo carinho e companheirismo em todos os

momentos.

Ao meu sogro Manoel e minha sogra Terezinha, pelo apoio e incentivos.

Aos colegas do curso de mestrado, em especial aos amigos Aroldo, Joelma e Joao.
A Sonia, pela competéncia e presteza no atendimento na secretaria.

Aos meus professores da graduagao do Departamento de Matematica - UFMT -

Campus de Rondonépolis.

Aos amigos de sempre: Isaias, Onilia, Marcelo, Maria Felicia e Edézio pelo carinho

e incentivo.

iii



- A CAPES, ao meu pai, ao meu irmao e ao meu primo (Edézio), pelo suporte finan-

ceiro para a realizacao do curso de mestrado.

v



Dedicatoria

Aos meus pais Isaias e Onilia

Aos meus irmaos Marcelo e Maria Felicia

A minha esposa Fernanda e aos demais de
minha familia, em especial aqueles que
estiveram presentes nos momentos mais mar-

cantes de minha trajetdria.



Resumo

Respondemos a questao de Mazur, dando assim condigoes para que o problema do iso-
morfismo seja valido para anéis de grupos sobre os inteiros de grupos da forma G = N x A,
onde N é finito e A é um abeliano livre finitamente gerado. Mostramos também que o
problema do isomorfismo para grupos infinitos é bastante relacionado com a conjectura
do normalizador. Além disso, mostramos que a conjectura do automorfismo vale para
grupos abelianos infinitos finitamente gerados se, e somente se, ZG tem somente unidades
triviais. Respondemos parcialmente o problema de Sehgal, isto é, mostramos que a classe
de um grupo nilpotente finitamente gerado G é determinado por seu anel de grupo so-
bre os inteiros, contanto que G tenha somente torcao fmpar. Quando G tem classe de
nilpoténcia 2, ndo é necessdria a restricao de ser finitamente gerado. Assim, junto com
um resultado de Ritter e Sehgal solucionamos o problema do isomorfismo para grupos
nilpotente finitamente gerado de classe 2. Além disso, ressaltamos uma ligacao entre este

problema e o do subgrupo de dimensao.
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Abstract

We answer a question of Mazur by giving conditions for the isomorphism problem to
be true for integral group rings of groups that are a direct product of a finite group and
a finitely generated free abelian group. It is also shown that the isomorphism problem
for infinite groups is strongly related to the normalizer conjecture. We show that the
automorphism conjecture holds for infinite finitely generated abelian groups G if and only
if ZG has only trivial units. We partially answer a problem of Sehgal: We show that
the class of a finitely generated nilpotent group G is determined by its integral group
ring provided G has only odd torsion. When G has nilpotency class two then the finitely
generated restriction is not needed. This, together with a result of Ritter and Sehgal,
settles the isomorphism problem for finitely generated nilpotency class two groups. A

link is pointed out between this problem and the dimension subgroup problem.
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Notacao

G - Grupo

aH - Classe lateral & esqueda de H em GG

% - Grupo quociente de G por H

(g) - Subgrupo ciclico de G gerado por g

N - Conjunto dos niimeros naturais

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

= - Congruente

RG - Anel de grupo sobre o anel R.

supp (A) - Suporte de A

€ (A\) - Fungao aumento

Ag (G) ou A (G) - Ideal de aumento de RG

AR (G,N) ou A (G, N) - Nucleo da aplicagdo RG — R (%)
U (R) - Grupos das unidades de R

U, (ZG) - Grupo das unidades de aumento 1

Ng (H) - Normalizador de H de G

[z,y] - Comutador de x e y

(x,y) = xy — yx - Produto de Lie de z e y

(R, R) - Grupo aditivo gerado por todos os produtos de Lie
D,, (G) - n-ésimo subgrupo de dimensao de G
Aut (G) - Grupo de Automorfismos de G

~ - relagao de conjugacao num grupo

(G : A] - Indice de um subgrupo aditivo A em G
~ - Isomorfo

V - Para todo

> - Soma
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Z (G) - Centro do grupo G

7 (G) - Indice de nilpoténcia do grupo G

n (G)
(

- n-ésimo termo da série central inferior
G) = G’ - Grupo dos comutadores de G

oD

2

I

(G) - n-ésimo termo da série central superior

2, (G) - Centro do grupo G

X
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Introducao

A presente dissertacao é baseada no artigo “Isomorphisms of Integral Group Rings of
Infinite Groups.”

O Problema de Isomorfismo foi formulado explicitamente por R. M. Thrall que, na
Conferéncia de Algebra de Michigan de 1947, o apresentou da seguinte forma: Dados um

grupo GG e um corpo K, determinar todos o grupos H, tais que
KG ~ KH.

A primeira resposta parcial foi dada por S. Perlis e G. Walker em 1950, que colocaram o
problema nos seguintes termos: Dados dois grupos G e H de mesma ordem n, determinar
todos os corpos K para os quais

KG~ KH.

Nesse trabalho eles responderam completamente a questao em que G e H sao grupos
abelianos e a caracterfstica de K nao divide n.

Mazur aborda o problema do isomorfismo da seguinte maneira: A existéncia de um
isomorfismo de uma “R-slgebra’ do anel de grupo RG e RH implica na existéncia de
um isomorfismo dos grupos G e H? Sehgal atenta para o seguinte problema: Se G' ¢ um

grupo nilpotente infinito, entao
7ZG ~7H = G ~ H? (1)

Embora recentemente Hertweck (veja [6]) tenha dado um contra-exemplo para o pro-
blema do isomorfismo para anéis de grupos sobre os inteiros de grupos finitos, ainda
resta o desafio de determinar quais grupos satisfazem a conjectura. Uma solucao positiva
para esta conjectura foi dada por Roggenkamp e Scott para grupos nilpotentes finitos e
por Whitcomb para grupos metabelianos finitos. Para os grupos infinitos pouco se sabe.

Nao se sabe nem mesmo se a classe de nilpoténcia do grupo é preservada para anéis de
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grupos sobre os inteiros de grupos nilpotentes infinitos. Existe atualmente uma resposta
satisfatoria para a conjectura somente para uma classe especial de grupos policiclicos-por-
finito, a saber, para grupos da forma N x A, um produto direto de um grupo finito N com
um grupo ciclico infinito A. Mazur prova que, se H é outro grupo tal que Z (N x A) ~
ZH, entao H = N x A, um produto semidireto, onde a acao de Z sobre o grupo finito N
é induzida por uma unidade de ZN. Assim, a conjectura do isomorfismo vale para N x A
se, e somente se, ambas as conjecturas do isomorfismo e do normalizador valem para N.

Mazur questionou se este resultado podesse ser estendido para o produto direto de um
grupo finito N com um grupo A abeliano livre finitamente gerado.

Apo6s alguns trabalhos preliminares nos capitulos 1 e 2, sobre resultados cldssicos da
teoria de grupos, anéis de grupos e sobre unidades centrais de alguns anéis de grupos
sobre os inteiros, respondemos no capitulo 3 a questao de Mazur. A técnica usada nas
provas permite que se construam grupos nao isomorfos a NV x A e que se obtenha, assim,
um contra-exemplo infinito para o problema do isomorfismo.

No capitulo 3 damos condicoes necessarias e suficientes para que a conjectura do
automorfismo seja vélida para Z (N x A). Segue que esta conjectura é valida para anéis
de grupos sobre os inteiros de um grupo G abeliano finitamente gerado se, e somente se,
G é finito ou as unidades de ZG sao triviais.

O restante do capitulo 3 refere-se ao problema de Sehgal (cf. equacao 1). Primeiro
provamos que o problema de isomorfismo vale para grupos nilpotentes finitamente gerados
de classe 2. Note que Ritter e Sehgal provaram o seguinte resultado: Se G e H sao ambos
nilpotentes finitamente gerados de classe 2, tais que ZG ~ ZH, entao G ~ H. A seguir,
mostramos que a classe de nilpoténcia de um grupo G nilpotente, finitamente gerado,
é determinada por seu anel de grupo sobre os inteiros contanto, que G tenha somente
torcao impar. Além disso, ressaltamos uma ligacao entre este problema e o do subgrupo

de dimensao.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Apresentaremos aqui alguns resultados bésicos da teoria dos grupos, que serao necessa-

rios para que haja uma melhor compreensao dos capitulos seguintes.

1.1 Grupos

Os resultados cléssicos da teoria dos grupos inseridos nesta segao serao tteis para que
se possa compreender o desenvolvimento deste trabalho. Lancgaremo-los aqui sugerindo
ao leitor interessado em mais detalhes que consulte [2].

Um conjunto nao vazio G equipado com uma operacao bindria

x: GxG—GG

(a,b) — ax*b

é um grupo se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. ax (bxc) = (ax*b)x*c, para todo a, b, ¢ € G.
2. Existe 1 € G tal que 1 xa =a 1 = a, para todo a € G.
3. Paratodoa € G, existe b € G tal que axb=bxa = 1.
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale a condi¢ao
4. a*b=">bxa, para todo a, b € G.

Com o objetivo de simplificar a notacao usaremos ab em vez a * b. A ordem ou

cardinalidade de um grupo G é o nimero de elementos de G que denotaremos por |G|.

1



Sejam G um grupo e H um subconjunto de GG. Dizemos que H é um subgrupo de G,

em sfmbolos H < G, se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. H # 0;
2. ab~' € H, para todoa, b € H.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dado a € GG, o conjunto
aH = {ah :VYh € H}

¢ chamado a classe lateral a esquerda de H em G determinada por a. De modo seme-

lhante, podemos definir a classe lateral a direita Ha de H em G. O conjunto de todas as

&
-

classes laterais & esquerda de H em G forma uma partigao de GG, que denotamos por

Dados a, b € G, dizemos que a é congruente a b mddulo H se a='b € H, que denotamos
por a = b (mod H). E fécil verificar que = é uma relacao de equivaléncia em G e que a
classe de equivaléncia determinada por a é igual a classe lateral & esquerda aH. O elemento
a ¢ chamado um representante da classe de equivaléncia. E também facil verificar que
existe uma correspondéncia biunfvoca entre o conjunto das classes laterais a esquerda
de H em G e o conjunto das classes laterais & direita de H em G. A cardinalidade do
conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em G é chamado o indice de
H em G, que denotaremos por [G : HJ.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal
de GG, em simbolos H < G, se

Ha =aH,Va € G,
isto é,
aHa™' = H,Va € G.

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. Entao % é um grupo com a operagao
aHbH = abH, para a,b € G se, e somente se, H é um subgrupo normal de G. Neste caso,
% é chamado o grupo quociente de G por H.

Seja G um grupo. G é dito residualmente finito se para todo g € G existir um subgrupo
normal H,, tal que g ¢ H, e [G : H,] é finito.

Sejam G e H grupos. O produto cartesiano G x H equipado com a operacao bindria

componente a componente
(a,b) * (g, h) = (ag, bh)

2



¢ um grupo com elemento neutro (1,1) e (g7, h™!) o inverso de (g, h). O grupo G x H ¢

chamado produto direto (externo). De modo indutivo, segue-se que
G1 X X Gn

é um grupo. Em particular,

G"=Gx---xG
n—vezes
¢ um grupo.

Teorema 1.1 (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao |H|
diwide |G]. [

Sejam X um subconjunto nao vazio de G e
F={H:H<Ge XCH}
Entao

(x)= (N H

HeF

¢ o menor subgrupo de GG contendo X e chamado o subgrupo gerado por X. Se X é um
conjunto finito, digamos

X ={x1,...,z.},

denotaremos (X') por

(X) = (x1,...,29).
Proposigao 1.1 Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entao
(X) ={aft-- 2t 12, € X,6; = £1,k € N},
[ |

Dizemos que G é finitamente gerado se existir um subconjunto finito X de G tal que

G = (X). Em particular, se X = {a}, entdo
G=(a)={a":neZ}

¢ chamado o grupo ciclico gerado por a.



Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Os conjuntos

No(H)={g9eG:g 'Hg=H}

Co(H)={9€G:g9h=hg,Yh e H}

chamados normalizador e centralizador de H em G, respectivamente, sao subgrupos de

G. Dizemos que um subgrupo K normaliza H se K < Ng (H). O conjunto
Z(G)={9€G:gxr=uxg,VreG}

¢ chamado o centro de G e ¢ um subgrupo normal de G.

Proposicao 1.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao:

1. Ng(H) é um subgrupo de G que contém H;
2. H é um subgrupo normal de Ng(H);

3. Se K ¢ um subgrupo de G tal que H é normal em K, entio K C Ng(H), isto é,

Ne(H) é o maior subgrupo de G no qual H é normal;

4. H é um subgrupo normal G se, e somente se, Ng(H) = G. |
Observagao 1.1 Seja G = N x H. Entao
Z(G)=Z(N)x Z(H).

Sejam GG e H conjuntos nao vazios equipados com as opercgoes bindrias * e o, respec-

tivamente. Uma fungao ¢ de G em H é um morfismo se
pla*b) = p(a)op(b),Va,b e G.

Em particular, se G e H sao grupos, dizemos que ¢ é homomorfismo de grupos. Neste
caso, a tmagem de ¢, Imp, é um subgrupo de H. O nicleo de ¢ é o conjunto ker p =
{g € G : p(g) =1} que é um subgrupo normal de G.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H é um isomorfismo se ¢ é bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre G e H dizemos que G e H sao isomorfos e denotamos isto



por G ~ H. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ¢ : G — G.

Denotamos por
End(G) ={p: G — G : ¢ & um homomorfismo}.
Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ¢ : G — G. Denotamos por
Aut (G) ={p: G — G : ¢ & um isomorfismo}.

E facil verificar que End (G) e Aut (G) sdo grupos com a operacio composicao.
Seja a € G. A fungao
0,: G — G
r — aza !
¢ um automorfismo de G chamado de automorfismo interno de G induzido por a. Deno-

tamos por

Inn(G) = {0, € Aut (G) : a € G}.

Um subgrupo H de um grupo G é caracteristico se
e(H) C HVy € Aut (G).
Em particular, todo subgrupo caracteristico ¢ normal.

Teorema 1.2 (12 Teorema de Isomorfismo) Seja ¢ : G — H um homomorfismo de

grupos. Entao

~ [m .
ker Y

Teorema 1.3 (N/C Lema) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao:

1. Cq(H) é um subgrupo normal de Ng(H) e Ne) s jsomorfo a um subgrupo de

Cc(H)
Aut (H);

2. Inn(G) < Aut (G) e % ~ Inn(G). [

Teorema 1.4 (22 Teorema de Isomorfismo) Sejam H e K subgrupos de um grupo G

e K <. Entao
H HK

ONK = K




Teorema 1.5 (32 Teorema de Isomorfismo) Sejam H e K subgrupos normais de um

grupo G e K C H. Entao
¢ /H G
K/ K H
[ |

Lema 1.1 (Lema de Zassenhaus) Sejam G um grupo, H, K subgrupos de G e M, N

subgrupos normais de H e K, respectivamente. Entao
MHNN)IM(HNK) e N(MNK)<dN(HNK)

Além disso,

1.2 Acoes de Grupo

Sejam G um grupo e {2 um conjunto nao vazio. Dizemos que G age sobre {2 se existir
uma aplicagao

x: G x ) — ()

com *(a,x) = az, tal que as seguintes condigbes sao satisfeitas:
1. a(bx) = (ab)z, para todo a,b € G, x €
2. 1z = x, para todo x € Q.

A aplicacao * é chamado a acdo de G sobre Q2 e €} é chamado um G-conjunto. Se

2] = n, entdo n é chamado o grau do G-conjunto 2.
Exemplo 1.1 Sejam G =S, e Q={1,2,...,n}. Entio Q2 é um G-conjunto sob a a¢cao
x(0,1) = 0(i),0 € Sp,i € Q.

Observagao 1.2 FExiste uma correspodéncia biunivoca entre o conjunto de agoes de G em

Q e o conjunto de homomorfismos de G em Sq. De fato, seja € um G-conjunto. Entao



para cada a € G firado, a aplicagdo p,(x) = ax é uma permutacao de 2, pois

@a*logoa(l‘) = @a*1(¢a<x))

= P41 (CLI’)
= (a_la) x
= lx==x

Logo, p,-10p, =id. De modo andlogo, mostra-se que @, 0 p,—1 = id. Assim, a aplica¢ao
p: G — Sq
dada por p(a) = ¢, é um homomorfismo, pois
Pap() = (ab)x = a(br) = @, (bx) = ¢, (04(7)) = @, © py(2), Vo € Q.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ : G — Sq é um homomorfismo. FEntao é facil
verificar que a aplicacao

x: G xQ—Q,

definida por x(a,x) = ¢(a)r é uma agdo de G sobre §). Neste caso, dizemos que ¢ é uma

representacao por permutagao de G' em Sq.
Seja €2 um G-conjunto. Entao
Go={ae€G:ax=2xVrell}

¢ um subgrupo normal de G. Dizemos que uma agao de G em 2 é fiel ou G age efetiva-

mente sobre ) se p : G — Sq é um homomorfismo injetor ou, equivalentemente,

kero=Gy={l} ar=2,Vr€Q=a=1

1.3 Produtos Semidiretos

Sejam G um grupo e H, N subgrupos de G. Dizemos que G é o produto semidireto

(interno) de N por H se as seguintes condigoes sao satisfeitas:



3. NnH ={1}.
Notacao: G = N x H.

Exemplo 1.2 Sejam G = S3, N = A3 e H =((1,2)). Entao G = N x H. Como H ndo

é normal em G temos que G nao é o produto direto de N e H.
Observagao 1.3 Seja G = N x H. Entao:

1. Pelo Teorema 1.4 temos que

H _NH G

H = ~ .
NNH H N

e H é chamado um complemento de N. Consequentemente, se G é finito, obtemos
G| = IN|[G: N] = |N|[H];
2. Como G =NH e N <G temos que cada x € G pode ser escrito de modo 1inico na
formax=nh,ne N ehe H.

3. Seja h € H fizrado. Entdo a fungdo o, : N — N dada por ¢, (n) = hnh™! é um
automorfismo de N. Além disso, v, = @5 © ¢n, para todo h,h' € H. Portanto,
a fungao ¢ : H — Aut (N) dada por ¢ (h) = ¢, é um homomorfismo de grupos,

chamado homomorfismo por conjugacao de N. Como
(n1h1) (n2he) = nipy, (n2) hihe para alguns ny,ny € N e hy,hy € H.

temos que a operacao do grupo G pode ser expressa em termos das operagoes de N,

H e o homomorfismo ;

4. Se p(h) =1, para todo h € H, entdo p,(n) = n, para todo n € N. Logo,
hnh™t=n=n"'hn=heH,

isto é, H < G. Portanto,
G=N x H.

Reciprocamente, se G = N X H, entao os elementos de H comutam com os elementos

de N e, assim, o homomorfismo ¢ é trivial;



5. Se p(h) #1, para algum h € H, entdo p,(n) # n, para algum n € N. Logo,
hnh™ #n = hn # nh.
Portanto, G é nao abeliano.

Sejam N, H grupos e ¢ um homomorfismo de H em Aut (V). Definimos uma operacao

bindria sobre N x H do seguinte modo:

(nl, hl) (ng, hg) = (nlgohl (ng) s hlhg) .

E fécil verificar que N x H com esta operagio bindria ¢ um grupo com elemento identidade
(1,1) e que (¢,-1 (n71), A7) ¢ o inverso de (n,h). O grupo N x H ¢ chamado o produto

semidireto (externo) de N por H via ¢ e serd denotado por
G =N x, H.

Note que
N={(n,1):neN} e H={(1,h) :he H}

sdo subgrupos de G tais que N ~ N e H ~ H. Dados (n,h) € G e (z,1) € N, obtemos

(n7 h) (1.7 1) (nv h)_l = (ngph (l‘) 7h) (@h*l (nil) ’ hil)
= (nSOh () o5, (51 (nfl)% h) ((thl (nfl) >hh71)
= (np, ()n71),1) e N.

Logo, N < G. Como
(n7 1) (17 h) = (ngpl (1) 7h) = (TL, h)

temos que G = N'H. Além disso, N N'H = {(1,1)}. Portanto, G é o produto semidireto

(interno) de N por H. Finalmente,
(L h) (m. 1) (1,0)™ = (20 (n) ;1)
implica que ¢ : H — Aut (V) definida por ¢((1, 1)) = 1, ), onde

d}(l,h)((n? 1)) = ((ph(n% 1)a



¢ o homomorfismo por conjugacao de N. Portanto, identificando N' com N e H com
H, obtemos que ¢ é o homomorfismo por conjugacao de N e GG é o produto semidireto

(interno) de N por H. Neste caso,
N, H={nh:neN,heH},

onde

(n1h1) - (n2h2) = nigy, (n2) - hihs.

Proposicao 1.3 Sejam N e H grupos, ¢ : H — Aut (N) um homomorfismo e [ €
Aut (N). Se F: Aut (N) — Aut (N) é definida por f(g) = fgf™!, entdo

N X+

Gop H N 2, H.

Prova. Seja 6 : N x, H — N x5, H definida por 6(nh) = f(n)h. Entao 6 é um

homomorfismo de grupos, pois

(9 (nlhlnghg) =

—~

nlhl) 6 (nghg) .

Seja o : Nx7, H — Nx,H definida por a(nh) = /7Y (n) h. Entao o ¢ um homomorfismo

de grupos. Além disso,

(0 oa)(nh)=0(a(nh) =20 (f’1 (n) h) =f (f’l (n)) h = ((fo f’l) (n)) h = nh.

Analogamente, segue-se que a0 = e, portanto, N x Fop H = N %, H. ]
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1.4 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados classicos da teoria dos grupos abelianos
finitamente gerados que serao usados nos capitulos posteriores.

Sejam GG um grupo abeliano e a € . Dizemos que a é um elemento de tor¢io de G
se existir n € N tal que

a® =1.

O conjunto

T(G)={aeG:0(a) < oo}

¢ um subgrupo de G' chamado o subgrupo de tor¢io de G. Se T'(G) = {1}, dizemos que

G & um grupo livre de tor¢ao. Note que % é livre de torcao.
Teorema 1.6 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao:
G 7" X Loy X Lipy X -+ X Loy,
onde r,ni,na,...,ng € Z com:
1.r>0en; > 2;
2. g1 | ni, 1<i<s—1.
Além disso, a expressdo acima é unica. |

Coroldrio 1.1 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entdao T (G) é finito, %

é abeliano livre de posto finito e

G
~ T .
G (G) x T
[ |
1.5 Séries de Composicao
Seja G um grupo. Uma série subnormal de G' é uma seqiiéncia
{1}=Gy<G < <G, =0, (1.1)
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tal que
Gi-1 4G, 1<i<n.
Os grupos

Gi
Gi1’

sao chamados de grupos fatores. O comprimento da série subnormal é o nimero de grupos

1<1<n,

fatores nao triviais.

Um refinamento de uma série subnormal
{1} =G 9G14---2G, =G

é uma série subnormal obtida a partir desta, pela inser¢ao de alguns (possivelmente nen-
hum) subgrupos. O refinamento é préprio se algum subgrupo distinto dos jé existentes é
inserido na série.

A série subnormal (1.1) é uma série de composi¢ao se ela nao admite um refinamento
préprio.

Sejam
{1} =G <G 4--- 4G, =G e {1} =Hy<H, <---<4H, =G

duas séries subnormais de um grupo G. Dizemos que elas sao equivalentes, se n = m e
existe uma permutacao o € S, tal que

Gi  _ Hsq
Gicv Hepyr' =~

Teorema 1.7 (Schreier) Duas séries subnormais de um grupo G possuem refinamentos

que sao equivalentes. |

Teorema 1.8 Seja

{1}=Gy2G,12--- 294G, =G

uma série subnormal de um grupo G, onde cada fator é finito ou ciclico. Entao o nimero
de fatores ciclicos infinitos nestas séries é um invariante de G, isto é, qualquer outra série

subnormal

{1} =Hy<H, Q---QH, =G

com fatores finito ou ciclicos tém o mesmo numero de fatores ciclicos infinito. [ ]
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O nidmero de fatores ciclicos infinitos numa série subnormal de um grupo G, como no

Teorema 1.8, é chamado o nimero Hirsch de G e seré denotado por h (G).
Seja G um grupo. O comutador de dois elementos h, k € G é definido por

[, k] = h™' k" hk.

O conjunto

G = ([hk]: h ke q)

é chamado subgrupo comutador de G. Mais geralmente, se H e K sao subconjuntos de

G, entao
[H,K] = ([h,k] : he H k€ K)

¢ um subgrupo de G.

Proposigao 1.4 Seja G um grupo. Entao:

1. G é abeliano, se e somente se, G' = {1}
2. G' é um subgrupo caracterisco de G. Em particular, G' é normal em G}
3. % é abeliano

4. Se H é um subgrupo de G, entao H é normal e % ¢ abeliano se, e somente se,

G' C H.

5. Se f: G — L é um homomorfismo de grupos e H e K sdo subgrupos de G, entao

F(H, K]) = [f (H), f(K)].

Seja G um grupo. A série central descendente (inferior)
N(G) 27(G) 2+ 27(G) 2 -+
¢ definida, indutivamente, por
N1(G) =G, ...,741(G) = [1:(G), Gl

Proposigao 1.5 Seja G um grupo. Entao:
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1. Cada 7v,;(G) é um subgrupo caracteristico de G,

2. %‘+1(G) < %‘(G);

7i(G) _ G
J Yit1(G) < 2 <7i+1(G)> ’ |

Seja G um grupo. A série central ascendente (superior)

de G é definida, indutivamente, por
Zo(G) = {e}- ., Buna(G) = {2 € G [1,G] € Z,(C))}.
Proposicao 1.6 Seja G um grupo. Entao:

1. Cada Z,(G) é um subgrupo caracteristico de G}
2. Z,(G) C Z,41(Q), para todo n > 0;

3 Senm:G— ZL é a projecao canodnica, entao
n

(@)
G
_ -1
Z,1(G)=m7 (Z n(G>) :
Zn+1(G)

Consequentemente, =10 é o centro de %(G) |

Teorema 1.9 [16] Seja G um grupo. Entao existe ¢ € Z, tal que Z.(G) = G se, e
somente se, V.1 (G) = {1}. Além disso, v,,, (G) C Z._; (G), para todo i € Z,. [ |

Seja G um grupo. Dizemos que G é um grupo nilpotente, se existir ¢ € Z, tal que

Yo (@) = {1}

Além disso, o menor c tal que 7., (G) = {1} é chamado de classe de nilpoténcia e sera

denotada por v (G) = c.
Teorema 1.10 Todo p-grupo finito é nilpotente. |

Proposicao 1.7 Sejam H e K grupos nilpotentes. Entao H x K é nilpotente. |
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Proposigao 1.8 Sejam G um grupo nilpotente e H # {1} um subgrupo normal de G.
Entao

HNZ(G)#{1}.

Teorema 1.11 [16] Sejam G um grupo nilpotente de classe ¢ e H um subgrupo de G.

Entao:
1 H é nilpotente e v (H) < c.
2 Se H < @, entao % é nilpotente e y (%) <ec. [ |
Teorema 1.12 Seja G um grupo finito. Entdao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. G € nilpotente.
2. Se H é um subgrupo proprio de G, entao H é um subgrupo préprio de Ng (H).
3. Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.

4. G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. |

Proposigao 1.9 [15] Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Entdo os grupos

fatores sao ciclicos infinitos ou de ordem poténcia de um primo. ]

Teorema 1.13 Seja G um grupo nilpotente. Entao T (G) é um subgrupo caracteristico e
% é livre de torgao. Além disso, para cada primo p existe um unico p-subgrupo mazximal

T, de T(G) e T(G) € o produto de todos estes subgrupos. [

1.6 Grupos Policiclicos e Seqiiéncias Exatas
Seja G um grupo. Dizemos que G é policiclico, se existir uma série subnormal
1} =G <G < <G, =G

tal que

é ciclico.
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Um grupo G é dito poli-ciclico-infinito se G possui uma série subnormal com grupos
fatores ciclicos infinito. E claro que todo grupo poli-ciclico-infinito é livre de torcao e
policiclico mas a reciproca é falsa. Dizemos que G é um grupo policiclico-por-finito se os

grupos fatores sao ciclicos ou finito.
Teorema 1.14 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao:

1. Se G € policiclico, entao H é policiclico.

2. Se H é normal em G, entdo G € policiclico se, e somente se, H e % 0 $a0. |

Teorema 1.15 [15] Seja G um grupo policiclico. Entdao G possui um subgrupo normal

poli-ciclico-infinito de indice finito. |

Teorema 1.16 [15] Seja G um grupo poli-ciclico-infinito. Entao G possui um subgrupo

abeliano normal livre de tor¢ao nao trivial. [ |
Proposigao 1.10 [15] Seja G um grupo policiclico. Entao G é residualmente finito. W

Lema 1.2 Sejam G um grupo policiclico e N um subgrupo normal de G. Entao

h(G):h(N)Jrh(%).

Além disso, h (G) = h (%) se, e somente se, N é finito. [ |

Lema 1.3 Sejam {1} # H < G subgrupo livre de tor¢ao e

o homomorfismo canénico. Se N < G é um subgrupo de tor¢ao, isto é, N =T (N), entao

7|y € injetora e logo w(N) ~ N.
Prova. Seja a fungio ¢ = 7|y : N — G definida por ¢(n) = 7 (n). Entao

ng € keropsngeN e p(ng)=m(ng) =A
= nyp€kerrtNN=ANN
= noeT(A)={1}.
Portanto, ¢ = 7|y é injetora. [ |
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Lema 1.4 Seja G = N x A, onde N é finito e A é abeliano livre finitamente gerado.
Entao o indice de Z (G) em G é finito.

Prova. Seja a fungdo ¢ : A — Aut (N) o homomorfismo conjugacao de G. Entao, pelo

Teorema 1.2, temos

~ Im .
ker ey

Logo,
[A : ker ¢] = [Img| < o0,

pois |Aut (V)| < co. Por outro lado,
G = kerp] =[G - AJ[A - ker ¢ = [N][A : ker ¢] < oo,
pois |[N| < o0. Sea € kerp e n € N, entao p(a) =1d e
ana”" = ¢, (n) =1Id(n) =n = an = na,Vn € N.

Logo,
[N, kerp] = {1} e [A kerp| ={1}

e, assim, ker p C Z (G). Logo,
|G :kerp| =[G : Z(G)][Z(G) : ker ¢] < 0.
Portanto, [G : Z (G)] < oc. [

Uma seqiiéncia de homomorfismos de grupos

B

NS Ga S H — ...

¢é dita exata em G se

Ima = ker 3

ou, equivalentemente,

Ba(h) = 1,Yh € N

e cada g € G com [(g) = 1 tem a forma g = «a(h), para algum h € N. Uma seqiiéncia é
dita ezxata se ela é exata em cada um dos grupos que a constituem. Por exemplo, se N é

um subgrupo normal de G, a seqiiéncia
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G

1—>N—i>Gl>——>l,

onde ¢ é a inclusao e 7 a projegao canonica, é exata.

A seqiiéncia

1—>Ni>Gi>H—>1

é dita seqiiéncia exata curta. Neste caso, dizemos que o grupo G é uma extensio de N
por H. A seqiiéncia cinde se existir um homomorfismo v : H — G tal que Sy = Idy. O
homomorfismo v é chamado de homomorfismo transversal. Neste caso, G = N x H.

Duas seqiiéncias exatas curtas

1—>Ni>Gi>H—>1

1—N-%L5H—1
sao equivalentes se existir um isomorfismo ¢ : G — L tal que o diagrama

1—>NL>GL>H—>1

! 1o i
1 — N % L Ao

comuta.

Exemplo 1.3 Sejam N e H grupos. Entao a seqiiéncia exata curta
1—N-%a-5H—1.

onde G = NxH, a(h) = (h,0) e 8(h,q) = q, cinde, pois~y : H — G dado por~(q) = (0, q)
é tal que By = Idy.

Lema 1.5 Sejam

1N p e
uma seqiiéncia exata e v, : G — E; um homomorfismo transversal. Se A é um subgrupo
normal de G e B =, (A) é normal em Ey, entdo existe uma seqiiéncia exata

1— N & EQ & G1 — 1

e um homomorfismo transversal v, : Gy — FEs, onde Fy = % e Gy = =.

=0
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Prova. Consideremos o diagrama abaixo, confira Figura 1.1,

Figura 1.1: Diagrama de seqiiéncias exatas.

onde 71 e r; sao as projecoes candnicas. Se definirmos oy e 3,5 por
az(n) =ai(n) B e By (eB) =B () A,

entao
By (az (n)) = By (a1 (n) B) = B4 (an (n)) A= A.

Logo,

1—>N£>E2&>G1—>1

¢ uma seqiiéncia exata. Por outro lado, seja =, definida por

Y2 (9A) =71 (9) B.

Entao v, ¢ um homomorfismo. Portanto, v, ¢ um homomorfismo transversal. ]

Lema 1.6 Sejam
01 :G— Aut (N) e py: Gy — Aut (N)

as aplicagoes induzidas pelas transversais v, e vy, do Lema 1.5. Entao ¢, = ¢, 011, onde

r1 é dada no Lema 1.5.
Prova. Como o diagrama da Figura 1.1 comuta, obtemos

T (’71 (9)_1 a1 (n) 7, (9)) = ™ (’71 (9)_1) 71 (a1 (n)) 71 (71 (9))
= mo7,(9) ' m (a1 (n))m o (g)
= 7 (94) " a2 (n) 75 (9A) Vg € G.
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Logo,

as (93 (gA) (n)) = s (12 (gA) " 7, (gA))
(

= m (o (1 (9) 'y (9)))
= moa (1(9) 1 (9)

-1

= a2 (71 (9) n7(9))

= ax(p1(9)(n),VgeG e neN.
Como a5 ¢ injetora temos que

©a(gA) (n) = 1 (9) (n) = @y 071 (9) (n) = ¢ (9) (n),Yg€G e ne N.

Portanto, ¢, = @y 011 |

Lema 1.7 Sejam asz : M — E3 um homomorfismo injetor e wo : F5 — Fo a projecao
canonica tal que mo (a3 (M)) = aa (IN) € Talag(ary € injetora. Entdo existem uma seqiiéncia

exata que cinde

1—>M&>E3&>G2—>1,

um morfismo («, o, T9) € um homomorfismo transversal y4 : G3 — Es tal que
M2 ©7Yg = Y2 ©OT2.

Prova. Consideremos o diagrama abaixo, confira Figura 1.2,

m, T
E, » E, « E,
4

Bil | Vs Y| | B: Vi B
) L

G ——» G, +-—" G

Figura 1.2: Diagrama de seqiiéncias exatas.
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Suponhamos que K = 7! (7, (G4)) e E = (a3 (M), K). Como
ker (m3) = 75 (B) € K e (ap,f35) cinde

obtemos que

T2 (&3 (M)) = (X9 (N) =B e Qa3 (M) = ker (7T2|a3(M))
Assim, ag (M) = {1}, pois Ta|a,(ar) € injetora. Logo,
Kﬂag(M) :{1} e E:Eg

Logo, K é um complemento de ag (M) em E3. Sejam G3 = K, ry = fyom|gea: M —

N um morfismo definido por
ay (o (m)) = m2 (as (M)).

Note que,
ag (a(M)) =my(ag(M)) =as (N) = a(M) = N.

Logo, as o a = 15 0 3. Temos assim, que existe uma seqiiéncia exata
1— M2 gy P gy 1,
e um homomorfismo (a, ma,73). Seja
v (k) = k,Vk € K.
Entao 4 ¢ um homomorfismo transversal tal que
Mg O Y3 = Y9 O Ta.

Lema 1.8 Com as notagées do Lema 1.6 e da prova do Lema 1.7, seja f3 a aplicacao

induzida por 5 de G3 em Aut (M). Entao
faory(k) =ao fs(k)oa™, para algum k € K.
Prova. Como N ~ M e

Tt (72 (9A) T aa (a(m) v, (gA)) = 3 v, (gA) T (a2 (o (m))) w3 'y, (9 A)
= 73 (]f)_l Qa3 (0‘71 (”)) V3 (k)
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temos que

as (fs (73 (k) (@7 (n))) = as(vs (k)™ (a7 (n)) v (k)
= 73 (k)_l o3 (Ofl (n)) v3 (k)

= a3 (7 (r ot (n)yq (ra (k )

(
= a3(f2 ( ~ ()
= a3 ((fa(ra (k) oa™) (n))
= az((a’lofz (1)) (m) -

Logo,
as (f3 (3 (k) (@™ (n)) = a3 ((a™" o f2 (r2 () (n)) .

Sendo a3 injetora, obtemos

fs(rs(k)oa™ = a o fo(r(k))
= fy(k)oat=alto fy(ry(k)), paraalgum k € K.

Portanto,

fa(ra(k)) =ao fs(k)o a™!, para algum k € K.

Lema 1.9 Seja p : G — G5 um homomorfismo ingetor tal que ro 0 p = r1. Entao E, é

1somorfo a um subgrupo de Ejs.
Prova. Seja ¢ : F; — FEj5 definida por
(a1 (n) 7 (9) = (az-a" (1) 73 (p(9))-
Entao é facil verificar que ¢ estd bem definida, é injetora e
Imp = as (M) x50 (G).
Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo de grupos. E claro que ¢ (1) = 1. Dados
a=a;(n)y,(g9),b=a;(m)y, (h) € E;, com n,mée N e g,h € G,
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obtemos

plab) = ¢ (ar(n)v1(g) e (m) 7y (h))
= ¢ (a1 ()71 (9) a1 (m) 71 (9) " 71 (9) 71 ()
= ¢ (a(n) (Oélfl( t(m))) 71 (gh))
= ¢ (a(nfi(g7") (m) v (gh))

= aza”! (nfl (9 ) (m)) v3 (p (gh))
= a3 (a7 (1) (s~ (97) (m) 33 (p (gh))) .

Por outro lado,

pla)p () = (asa™ (n)7;3(p(9) (s (m)vs(p(h))
= aza” (n) 73 (p(9) asa™ (m) 3 (p(9) ™" x 3 (p(9) 73 (0 (gh))
= (aza™ (n)) (a3 (£ (p (977))) (27" (m)))) 75 (p (gh)) -
Assim, para provar que
¢ (ab) = ¢ (a)p (),

é suficiente mostrar que

filg™)m)=a(fs(p(g7))) (@ (m)),

pois a3 € injetora. Pelo Lema 1.8, obtemos

a(fs(p(97))) (@ (m)) = f2 (r2 (0 (97"))) -

Como, por hipétese 15 0 p = r1, temos que

afs(plg7)) o™ = fa(r2(p(97))) = f2(ri(97)) -
Finalmente, pelo 1.6
afs(p(g™") et =fi(g7").
Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo de grupos e F; ¢é isomorfo a um subgrupo de Ej. ]
Teorema 1.17 [16] Sejam A um grupo abeliano livre com base X, G um grupo abeliano e
f: X — G uma funcgao. Entao existe um tunico homomorfismo ¢ : A — G estentendo

f tal que
p(r) = f(x), Vo e X.
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Teorema 1.18 (Propriedade Projetiva) [16] Sejam 5 : B — C wm homomorfismo
de grupos sobrejetor, A um grupo abeliano livre e o : A — C' um homomorfismo de
grupos. Entdao existe um homomorfismo v : A — B com diagrama comutando, isto é,

By = a. Além disso, se o é sobrejetora, entdo vy também o é. |

Teorema 1.19 Sejam

1—>Ni>E1ﬁ>G—>1

uma seqiiéncia exata de um grupo finito N, G um grupo abeliano livre de tor¢ao e v, um

homomorfismo transversal. Sejam A um subgrupo normal de G,

Suponhamos que existem uma seqiiéncia exata

1 — M3 FE, BBy —1

Tooag : M — maq (N)

E3
az(M)

um isomorfismo, onde w1 : By — FEy é a projecao canonica. Se h(Ey) = h(E3) e

é abeliano, entao Ey é isomorfo a um subgrupo de Ej.

Prova. Pelo o diagrama da Figura 1.2 e pelo Lema 1.9, basta verificar que existe um

homomorfismo de grupos injetor
p:G— Go, tal que ry0p=ry.

Sejam

rn:G— G ery: Gy — Gy

os homomorfismos sobrejetor. Como G ¢é abeliano livre temos, pelo Teorema 1.18, que

existe um homomorfismo sobrejetor
p:G — Gg, tal que ry0p=ry.

Como a seqiiéncia

1—>Ni>E1i>G—>1

cinde temos que




Logo, Gy é abeliano. Sendo N finito, obtemos, pelo Lema 1.2, que h (G) = h (E;). Por
outro lado, obtemos 7; o oy (IV) ¢ finito e, assim, M ¢ finito. Logo, h (G3) = h (FEj3). Por
hipétese, obtemos h (G) = h (G3). Como

G
kerp G2

temos que h (ker p) = 0. Assim, ker p é um subgrupo periédico de G. Logo, ker p = {1},

pois G é abeliano livre. Portanto, p ¢ um homomorfismo injetor. ]
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Capitulo 2

Anéis de Grupos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos sobre anéis, anéis de grupos e

subgrupo de dimensao que serao nescessarios para o desenvolvimento do préximo capitulo.

2.1 Anéis

Um anel é um conjunto nao vazio R equipado com duas operacoes bindrias, adicao

(z,y) — = + y e multiplicacdo (z,y) — xy, tal que as seguintes propriedades valem:
1. R é um grupo comutativo com a adigao.
2. z(yz) = (xy)z, para todo z, y, z € R.

3. z(y+2) =zy+axz, (r+y)z = vz + yz, para todo z, y, z € R.

Se um anel R satisfaz a propriedade:

4. Existe 1 € R tal que 21 = 1o = x, para todo x € R, dizemos que R é um anel com

identidade.

5. Se zy = yx, para quaisquer z, y € R, dizemos que R é um anel comutativo

Se um anel R satisfaz a propriedade:

6. Para todo z,y € R, zy = 0 = x = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

divisores de zero. Caso contrario, dizemos que R é um anel com divisores de zero.

Dizemos que um elemento x € R, x # 0, é reqular se x nao é divisor de zero. Se R é

um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que R ¢ um dominio.
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Um elemento x € R é dito uma unidade de R se existir y € R, tal que zy = yxr = 1.

Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = k" = R - {0},

dizemos que R é um corpo.

Sejam R um anel com identidade e x € R. Se n € Z, definimos nx € R por

(mn—1x+x, se n>0
nr=4 0, se n=>0

(—n)(—x), se n <0

Sejam R um anel com identidade ¢ S = {n € N: na = 0,Va € R}. Se S & nao vazio,
entao pelo principio da boa ordenacao, S contém um menor elemento, digamos k € S. O
elemento k é chamado de caracteristica do anel R. Caso contrério, dizemos que R tem
caracteristica zero.

Um subconjunto nao vazio S de um anel R com unidade ¢ um subanel de R se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. para todo z,y € S, tem-se x —y € 5
2. para todo z,y € S, tem-se xy € S}

3.1€5.

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

1. para todo x,y € I, tem-se x — y € [;

2. Paratodox €l er € R, tem-se rx e xr € I.

Um ideal I do anel R tal que I # 0 e I # R é chamado ideal prdprio.
Sejam R e S dois anéis. Uma fungao ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. ¢(z+vy) = ¢(x) + ¢(y), para todo z, y € R;

2. ¢lry) = 6(x)9(y), para todo z,y € R.
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Um homomorfismo de anéis ¢ : R — S é um isomorfismo se ¢ for bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre R e S dizemos que R e S sao isomorfos e denotaremos por

R~S.

Teorema 2.1 Sejam R e S anéis e ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Entao

ker o ~ [m ¢.

Seja R um anel comutativo com unidade. Um mddulo V sobre R é um grupo comu-

tativo aditivo, junto com uma funcgao
RxV — V (r,v) — v,
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. r(sv) = (rs)v, para todo r,s € Rev € V.
2. r(lu+v)=ru+rv,paratodor € Reu,vev.

3. (r+s)v=rv+sv,paratodor,sc RevelV.

4. 1v =v, paratodov € V.

Note que, se R é um corpo, entao um modulo V' sobre R é um espago vetorial sobre
R.

Um subconjunto W de um médulo V' sobre R é um submddulo de V se:

1. Para todo wy,wsy € W, tem-se w; — wy € W,
2. Paratodor € Rew € W, tem-se rw € W.
Sejam S um subconjunto de um médulo V' sobre R e
A={W :W ésubmédulode V e S C W}.
Entao

$)=Mw

WeA
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¢ o menor submdédulo de V' contendo S e serd chamado de submddulo gerado por S sobre
R.

Seja V' um mdédulo sobre R. Se v € V' pode ser escrito como
n
v Eizlnvl € Rev, eV,

entao dizemos que v é uma combinagao linear dos elementos vy, ..., v, sobre R. Neste

caso, o conjunto de todas as combinacoes lineares de vy, ...,Vv, é o submdédulo

(Vi, ..., V) = {vai:m GR},

i=1
gerado por vy, ..., v,. Quando existe um subconjunto finito S de um médulo V' sobre R
tal que V' = (5), dizemos que V' é um mddulo finitamente gerado sobre R. Se S = {v},

isto é, S consiste de um tinico elemento, temos
(vi={rv:r e R}

e (v) serd chamado de submddulo ciclico gerado por v sobre R.
Uma seqiiéncia finita vy,...,v, de elementos de um médulo V' sobre R é chamada

linearmente independente se

n
Zriviz()zw“l:rg:---zrn:().

i=1
Caso contrario, dizemos que a seqiiéncia é linearmente dependente. Um subconjunto S
de um médulo V' sobre R é dito linearmente independente se qualquer seqiiéncia finita de
elementos distintos de S € linearmente independente. Caso contrério, S é dito linearmente
dependente.

Um subconjunto S de um médulo V' sobre R é dito uma base sobre R se as seguintes

propriedades valem:
1. V=(S).
2. S é linearmente independente.

Um médulo V' sobre R é chamado de mddulo livre sobre R se possui uma base. A

cardinalidade da base sobre R é chamada de posto de V' sobre R.
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Seja V' um espago vetorial sobre um corpo F. Entao o conjunto de todos os operadores

lineares invertiveis sobre V' serd denotado por
GL(V).
Seja GG um grupo finito agindo sobre V. Dizemos que a acao de G sobre V' ¢é linear se

1. a(v+w)=av+aw, paratodoa € Gev,weV;

2. a(xv)=x(av), paratodoa € G,z € ReveV.

Observacao 2.1 FExiste uma correspodéncia biunivoca entre o conjunto de acoes lineares

de G em V' e o conjunto de homomorfismos de G em GL(V).

Um homomorfismo ¢ : G — GL(V') é chamado de representac¢do linear de G em V.
Neste caso, dizemos que V' é o espaco representacao e a dimensao da representacao é a
dimensao de V. Se p e ¢ sao representagoes do grupo GG com espagos representacao Vi e Va,
respectivamente, entao dizemos que p e ¢ sao representacoes equivalentes ou isomorfas

se existir um isomorfismo 7" de V; sobre V5, tal que
Tp(a) = p(a)T,Va € G.

Exemplo 2.1 (A representagao natural) Se G = S, entdo existe uma representagao
natural em termos de matrizes de permutagao. Denotaremos esta representacao por py-.
Seja

{v1,va, ..., v}
uma base para V. Definimos a transformagao linear de V-em V' por

pn(0)(vi) = Vo), 0 €G.

Exemplo 2.2 (A representagao regular) Sejam G um grupo de ordemn e V um es-

pago vetorial de dimensao n com uma base
{va:a € G}
Definimos uma transformagao linear de V-em V' por
prla)vy, = vap,a,h € G.
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Isto é a representagao regular de G. Em termos de matrizes, é conveniente ordenar os

elementos a; € G,1=1,2,...,n. Entao

1 ,sea; = apa;
prlar) =
0 ,sea; # aya;

e isto produz uma representacao matricial de G por matrizes de permutagao.

2.2 Anéis de Grupos

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes da teoria de anéis de grupos necessdrias
para o desenvolvimento do nosso trabalho. Para maiores detalhes consulte [17, 19].
Sejam R um anel e G um grupo. O suporte de uma funcao a : G — R é o conjunto

de todos os g € G, tais que a(g) # 0, isto ¢é,

supp(a) = {g € G+ a, # 0}

Seja
RG ={a = Zagg tay € R e |supp(a)| < oo}

geaG

o conjunto das somas formais sobre R tais que supp(«) seja finito. Dados
o= Zagg,u = Zugg € RG,
geaG geG
dizemos que

Q=& a, =,V €G.

Definimos em RG duas operagoes bindrias, adi¢cao e multiplicacao, por
a+u:Z(Ozg+ug)g e auzzykk,
geG keG

onde

Vi = Z Qglbp, = Z%/igflh

gh=k geG

Note que, estas operagoes sao bem definidas, pois

supp(A + p) € supp(\) Usupp(u) e supp(Au) € supp(A) - supp(p).
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Com estas operagoes RG é um anel, o qual serd chamado de anel de grupo. Apagando as

componentes zero da soma formal o podemos escrever

n
o = E o545,
i=1

onde n = [supp(«)|. Note que rg = gr, para todor € R e g € G e, assim,

(agg)(uph) = agp,gh,¥g,h € G.

Seja
S={r-eg:r€ R} = Reg,
onde e é o elemento identidade de G. Entao S é um subanel de RG isomorfo a R. Assim,

podemos identificar

R com Reg.

Portanto, 1 é o elemento identidade de RG. De modo andlogo, identificamos
G com 1G.

Com estas identificagoes

ra = Z(mzi)gi,Vr € R.

=1

Deste modo RG é um mddulo livre sobre R com os elementos de G' como uma base.

Observacao 2.2 RG é um anel comutativo se, e somente se, G e R sao comutativos.

A funcao € : RG — R definida por
gla)=¢ (Z agg> = Z%
geG geG

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor, chamada de funcdo de aumento de RG. O

Ap(G) =kere ={a= > a9 € RG: > a, =0}

geG geqG

é chamado o ideal de aumento de RG.

Seja N um subgrupo normal de GG. Entao a funcao ¢ : RG — R (%) definida por

pla) = ¢ (Z %9) =D agN

geG geG
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¢ um homomorfismo de anéis, com

ARr(G,N) =kerp = {Z az9 € RG - ZozggN = O}

geG geG
Como
G:ij N, onde k=[G : N]|
=1
temos que
k
= Z Agg = Z Z QgngiT Zgz (Z agm”) .
9eG i=1 neN neN
Note que
k
a € Ap(GN)& (@) =05 agp(g)en) =0
i=1 neEN
k
& Z(Zagl> gl—()(:)Zagn: ,
i=1 \neN neN
Portanto,
a = Zgz (Z agmn)
neN
= z:gZ (Z QlgnM — Z%z )
neN neN
= Zgzz%l (n—1)e(x—1:2€ N)p,

= neN

Em particular, Ag (G) = Ag (G, G).

Observagao 2.3 Se G ¢ finito e R é comutativo, entao Ag (G) é um R-mddulo livre de

posto |G| — 1.
Seja G um grupo. Denotamos por
U(ZG) ={a € ZG : o & inversivel}
o grupo das unidades de ZG e
U (ZG) ={a e U (ZG) : € (o) = 1},

o grupo das unidades normalizadas de ZG.
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Se u € U(ZG), entdo £(u) = £1. Como
U (ZG) <U(ZG) temos que U (ZG) = {£1} x U (ZG).

Os elementos g sao unidades em ZG com o inverso +¢—!. Estas unidades sao chamadas

unidades triviais.

Observagao 2.4 Seja G um grupo. Dizemos que G satisfaz a condicao do normalizador
se

Nuza) (G) = Z (U (2G)) G.

A &lgebra do grupo complexo CG tem uma involugao: para v = Z’y(g) g, seja y* =
geG

Zi(g) g~ !, onde — denota o conjugado complexo. Entao para todo v,3 € ZG e ¢ € Z

geG
temos que:

L (y+8)' =7+
2. (vB)" =By
3. () =nv

4. (ey*) =cy

Além disso,

o que implica que yy* = 0 se, e somente se, v = 0.
Proposigao 2.1 Para v € ZG, vy* =1 se, e somente se, v = +g, g € G. |
Seja R um anel e x, y € R. O comutador de Lie de x e y é o elemento
(z,y) = vy —yz

e [R, R] é o subgrupo aditivo de R gerado por todos os comutadores de Lie (z,y) ,x,y € R.
Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Entao (RG, RG) é um R-médulo com a
acao

r(z,y) = (rz,y),Vo,y € RG e r € R.
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Para cada

a:ZaggERG,

geG

ag: E ap,

h~g

definimos

onde ~ denota a conjugacao em G, isto é, h = aga™!, para algum a € G.

Lema 2.1 Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Entao:

1 (RG, RQG) é gerado por todas as combinagoes lineares de (g,h), g,h € G;

2 Seja a € (RG, RG). Entdo a, =0, para todo g € G. Em particular, a, = 0, para todo

z € Z(G).

Prova. 1) Sejam

B= B,9.7= 7,9 € RG.

geG geG

Entao

(8,7)

(Z By9, > vhh>

geCG heG

- Z 597]1 (g7h)

g,heG

= > By (gh—hg).

g,heG
2) Seja a € (RG, RG). Entao
o= ag(gh—hg).
g,heG
Como

g (hg) = (gh) g = hg =g~ " (gh) g,

temos que

a, =0,Yg € G.

Seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo de anéis de grupos.

isomorfismo normalizado se
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EHOY = E&a,

isto é, se o seguinte diagrama comuta

7G £ 7H
£ "\ /€H

A aplicacao

0" (Z agg> = age(p(9) e lg)

geG geG

¢ um isomorfismo normalizado. De fato,

copila) = ¢ <so* (Z agg>>
geG

= ¢ (Z age (9 (9) ' (9))

geG

= Y aele(9) e le(9)

geG

= Ya,

geqG

= e(a),Va € ZG.

Note que, como g € G é uma unidade de ZG e € é um homomorfismo sobrejetor temos
que € (g) ¢ uma unidade em Z. Nesta dissertagao, salvo mencao explicita em contrério,

todos os isomorfismo considerados sao os normalizados.

Proposigao 2.2 [17] Seja G um grupo finito e H um outro grupo tal que ZG ~ 7ZH.
Entao, 2 (G) ~ Z (H). [

Sejam G um grupo, R um anel comutativo e
{Ci}iel

o conjunto das classes de conjugacao de GG, o qual contém somente um nidmero finito de

elementos. Para cada ¢ € I, o conjunto

¢ chamado soma de classe de G sobre R.
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Teorema 2.2 [17] Sejam G, H grupos finitos e p : ZG — ZH um isomorfismo. Sejam
{Viticr € {0;},c; as somas das classes de G' e H, respectivamente. Entdao para cada 7;,

existe um unico 0; tal que ¢ (7y;) = 9;. [
Teorema 2.3 Sejam G um grupo e

L(G)={N:N<LG e |N| <}
o reticulado de subgrupos normais finitos de G. Se ZG = ZH, entao existe uma fun¢ao

p: £(G) — L£(H)
N +— ¢(N)

tal que:
1. Se Ny < Ny, entio ¢ (N1) < ¢ (Ny);

2. N[ =l (N)[;

2.3 Resultados sobre Anéis de Grupos

Proposigao 2.3 (Berman-Higman) Sejam G um grupo de ordem n e o = Zagg €
geG

7.G, tal que o™ = 1. Se a1 # 0, entdo a = £1.
Prova. Sejam pp : G — GL (n,C) a representacao regular e p}, : CG— M, (C). A

extensao de pp a CG,

pi (B) = piy (Z 6g9> => Byrrlg).

geG geqG

Em particular,

P (@) = agpr(g).

geG

Sendo pp (g) uma matriz de permutacao temos que

0 seg#l
|G| se g=1.

tr(pg (9)) =
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Assim, se g = 1, entdo tr (p} (o)) = a(1)n. Como o™ = 1 temos que p} () € raiz do
polinébmio z™ — 1. Logo, o polindmio minimal é divisor de ™ — 1. Como 2™ — 1 se
decompoe em C [z] em fatores lineares distintos temos que p}, () é diagonalizdvel e sua

matriz é semelhante a

Logo,

p=Am=|: i,
0 .- m

n

onde ¢;, 1 < i < n, sao raizes m-ésimas da unidade. Assim,

Sendo 0 # «/ (1) € Z, obtemos a igualdade e, assim,
€1 =€ =" =€,
Logo, €; = a (1) = %1 e o polinémio caracteristico de p%; (z) é
(x—e)(x—e) - (x—e€)=(r—€)"
e o polindbmio minimal é um divisor comum entre
™ —1le (x—6)",

isto é, m (x) = z — €;. Logo,

Como p}, € injetora temos que av = %1. [ |
Teorema 2.4 [19|Sejam G um grupo abeliano finito e H um grupo tal que
7G ~ 7H.

Entao G ~ H. [ |
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Corolédrio 2.1 Sejam o € ZG,a™ =1 e aw # £1. Entao oy = 0. |
Coroldrio 2.2 Seja A um grupo abeliano finito. Entao U (T(ZA)) = +£A.

Prova. Suponhamos que o € ZA,a™ = 1 e a(gg) # 0, para algum gy € A. Como A
é abeliano temos que ((ngofl)nlC =1, com g} = 1. Além disso, (agy') (1) = a(go) # 0.
Assim, pela Proposicio 2.3 temos que ag; ' = +1. Portanto, a = £gj. ]

Coroldrio 2.3 Seja G um grupo finito. Entio U (T(Z(ZG))) = £Z (G). [

Lema 2.2 Seja H subgrupo finito de Uy (ZG). Entdo H é um conjunto linearmente in-
dependente.

Prova. Suponhamos que
H={o,...,a,} CU (ZG) e cia1 + -+ cpa, =0, com ¢; € Z.
Multiplicando esta tiltima expressdo por a; ', obtemos
a4 e (agtar) + -+ e, (0 o) = 0.
Como H ¢ um grupo finito temos que «; 'a; = ; € H é de ordem finita e
c1+ caplg + -+ cppt, = 0.
Seja

i =) Higd-

geG

Entao p,; # 1. Pelo Coroldrio 2.1, obtemos p;; = 0 e, assim, ¢; = 0, Vi. Portanto H é um

conjunto linearmente independente. |
Lema 2.3 Seja H um subgrupo de Uy (ZG) tal que |H| = |G|. Entao ZG = ZH.

Prova. Claramente ZH C Z(G. Pelo Lema 2.2, H ¢é linearmente independente e, assim,
QG = QH. Logo,
nZG C ZH, para algum n € N.

Seja g € G. Entao
ng=> zhi,z €7 e h; € H.

Afirmagao. Cada z; ¢ um miltiplo de n.
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De fato, como
nghi' =3z (hhi') =z + 3 zi (hihi*) e hyhi' # £1
i#]

temos, pelo Corolério 2.1, que (h]‘hi_l) (1) = 0. Assim,
ngh™' (1) = z.
Logo, z; ¢ um multiplo de n. Portanto, ZG = ZH.

Lema 2.4 Seja G um grupo ordenado. Entao U, (ZG) = £G.

Prova. Suponhamos que

l

¢
U= Zuigi,u_l = Zvihi el (ZG),
i—1

i=1
com
N<Gp<--<g eh <hy<---<h.

1

Multiplicando u por v+, obtemos

1 = wu™!

(5 (520)

t 1
= Z Z UV gih;

i=1 j=1
= wuigihy + - +wughy,

com g1hy o menor e gy o maior dos produtos {g;h;}. Assim,

ghi=1=gh=h=g"eh=g"

Por outro lado,
n<g=9"'>g"

Logo,

1

hi=g; ehl:g[1:>h1>hl,

o que é uma contradigao. Portanto, U; (ZG) = +G.

Lema 2.5 Seja G um grupo nilpotente livre de tor¢ao. Entio U (ZG) = G.
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Prova. Suponhamos que
u€U(ZG) e Gy = (supp (u)) .

Logo, u € ZGy. Como Gy ¢ finitamente gerado, nilpotente e T' (Gy) = {1} temos que Gy

é um grupo ordenado. Portanto, pelo Lema 2.4 obtemos u € G, |

Lema 2.6 Sejam R um dominio de caracteristica 0, G e H grupos abelianos livres de
tor¢ao de posto n e m, respectivamente, e p : RG — RH um homomorfismo de anéis

sobrejetor. Entao n > m. [ |

Teorema 2.5 [11] Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Suponhamos que

ZG ~ ZH. Entao H é nilpotente finitamente gerado e T (G) ~T (H). [

Teorema 2.6 [7] Sejam G um grupo tal que T (G) seja um subgrupo finito e % um
grupo ordenado. FEntdo dado u € Z (U, (ZQ)), existem v € ZT (G) e g € G tais que

u=wvg. Além disso, existe um inteiro positivo n tal que g",v" € Z (U (ZG)). [ |

Coroldrio 2.4 Seja G como no Teorema 2.6. Entao Z (U, (ZG)) = £Z (G) se, e somente
se, U (ZT (G)) N Z(ZG) C T (G).

Prova. Suponhamos que
U (ZT (G))N Z (ZG) C T (G).

Dado
u e Z (U (ZQ)),

queremos provar que u € Z (G). Se o(u) < oo, entdo pelo Coroldrio 2.3 u € £Z (G).

Caso contrario, pelo Teorema 2.6, podemos escrever
u=wvg com v € ZT (G) e g € G,
e, ainda, pelo Teorema 2.6, existe n € Z tal que v" € Z (U (ZG)). Assim,
vt e Z(U (ZG))NZT (G) =U, (ZT (G)) N Z (ZG) .

Por hipétese, v" € T (G). Como T (G) é um subgrupo finito temos que existe r € N tal
que (v™)" = (v)"" =1. Sejam = o (v). Entao

m _m m

u™ = (vg)" =v"g" = g™
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Como o (u) = oo temos que A = (u™) & ciclico infinito. Seja

WZZG—>Z<%>.

Entdo m(u) € U(T(Z (5))). Como u & central temos que 7 (u) ¢ central e de tor¢ao. Pelo

Coroldrio 2.3, temos que 7 (u), 7 (v) € T (Z (£)). Logo,
|supp ()| = 1.
Sendo A livre de torgao obtemos, pelo Lema 1.3, que 7| () € injetora. Assim,
|supp (v)| = [supp ()] = 1.

Portanto, v é uma unidade trivial, isto é, u € £Z (G).

A reciproca ¢ imediata. |
Coroldrio 2.5 Sejam G e u = vg como no Teorema 2.6. Entdo

NS Nul(ZT(G)) (T (G)) .

Se
Nuyzre) (T (G)) = Z (U (ZT(G))) T (G),

entdao podemos tomar
ve Z (U (ZT (G))) e neste caso g € Z (Ca (T (G))) .
Prova. Como u = vg € Z (U (ZG)) temos que

uT (G) T(G)u

u T (G)u=T(G)
(v9) ' T (G) (vg) = T (G)
g v T (G)vg =T (G)

vl

VT (G)v=gT (G) g =T(G),
pois T'(G) < G. Portanto, v € Ny, zrc)) (T (G)). Finalmente, se
Nu@re) (T(G)) = Z (U (ZT (G))) T (G),
entao podemos escrever
v=wut, comteT(G) ewv € Z(U (ZT(Q))).
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Isto prova que neste caso podemos tomar v € Z (U (ZT (G))). Como
u€ Z(U (ZG)) e ve Z(U (ZT(GQ)))
temos que g = uv~! centraliza T (G). Além disso, se

g1 € Ce (T(G)),

entao
vg1g = (vg1) g = (910) g = g1 (vg) = gru = ugr = vgg:.
Assim,
919 = 991-
Portanto, g € Z (Cq (T (@))) . [ |

Lema 2.7 A condi¢do Ny, zc) (G) = Z (Us (ZG)) G € equivalente a Autz (G) = Inn (G),
onde Autz, (G) é o grupo dos automorfismo de G, que sao induzidos por conjuga¢io com

unidades normalizadas.

Prova. Queremos provar que
u € GZ U (ZG)) & ¢, € Inn G, onde ¢, (o) = u au.

Dado u € GZ (U (Z@G)), existem gy € G e z € Z (U (Z@)) tais que u = goz. Logo,

e, (9) = ulgu

= (902) " 9(902)

= 2" (g0 "99) 2

= (90"990) 2 'z

= gy 990

= ¢, (9),Y9 €G.

Portanto, ¢, (9) = ©,, (9), isto &, ¢, € InnG. Reciprocamente, suponhamos que ¢, €

Inn G, isto é, existe um gy € G tal que

0. (9) = ¢, (9),Vg €G.

Entao,
utgu =, (9) = ¢4 (9) = 9 990
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= g = gou 'gugy"
-1 _
S o= (") o (usi) Vo € G,
Fazendo ugy! = z € Uy (ZG), segue que
g=2'g2,¥g € G = 29g=gz,Vg € G =z ¢ Z(U (ZQ)).
Portanto,
u=goz € GZ (U (ZG)).

Teorema 2.7 Sejam p um niumero primo e P um p-subgrupo finito de um grupo G.
Entao para qualquer u € Ny, z¢)(G), existe © € supp(u) tal que u*gu = x gz, para

todo g € P.

Prova. Sejam u € Ny, z6)(G) e X = supp(u). Entdo ¢(g) = u'gu € G e gu = uyp(g),
para todo g € GG. Fazendo

u = Z u(h)h,

obtemos

gu=">_u(h)gh="> " u(h)he(g).

heG heG
Logo, para todo = € X, existe um tinico ¢, (z) € X tal que

Uy (x) = g zp(g)

e a fungao u : X — Z dada por x — u(x) é constante nas 6rbitas desta agdo. Restringindo
esta agdo a P, obtemos que |O(z)| divide |P|, para todo x € X. Portanto, |O(z)| é uma

poténcia de p ou 1. Assim, se z € O(x) entao u(z) = u(z). Como

X= U O
r,€X
temos que
u = > u(z)x
= 2 2 ul2)z
2€0(x;)
Logo,



onde p" = |O(x;)|, r; > 0. Portanto,
1=> u(z)p".
Assim, existe r;, = 0, caso contrario p | £1, isto é, |O(x;)| = p"io = 1. Logo,
O(wi,) = {,(iy) : g € P} = {3}, Vg € P.
Assim, gz, = ¢,(w3,) 0, (9) €
eu(9) = ;. g3y, Vg € P.
Portanto, tomando = = ;,, obtemos u~'gu = 1 gx, para todo g € P. [ |
Corolario 2.6 Seja G um grupo finito nilpotente. Entdo
Nu@za) (G) = 2 (U (ZG)) G.
Prova. Pelo Teorema 1.12 temos que G' = I1F;, onde P;, é o p;-subgrupos de Sylow. Seja
u € Nu@a) (G) .-
Entao pelo Teorema 2.7, existe z; € G tal que
u tgu = x; gx; Vg € P,
Sendo G nilpotente e g € P; pode-se tomar z; em P;,. Entao
wgu=a2"tgr,Vg € G com x = Ilz;,
pois x; comuta com x;. Assim,

uzr gz, Vg € G

qu
gqur ™t =ur'g,Vg € G
g (ux_l) = (ux_l) g9,Vg € G

ur™t € Z(G)

R S

ur ™ € Z (U (ZQ)).

Logo,
u=u(z"'z) = (va )z € ZU(ZAG))G
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e, assim,

Nuae) (G) € Z(U(2G)) G.
A outra inclusao ¢é imediata. Portanto,
Nuze) (G) = Z (U (2G)) G.

Proposigao 2.4 Sejam G um grupo arbitrdario e u € Uy. Entao u € Ny, (G) se, e somente

se, uu* € Z(ZQ). [ |

Proposigao 2.5 (Krempa) Seja G um grupo. Se u € Ny, (G), entio u* = go(u*u) €

GZ(ZG), para algum gy € G, isto é, o automorfismo de G determinado pela conjuga¢do

com u? é interno.

1

Prova. Suponhamos u € Ny, (G) e ¢ € Auty, (G), tal que ¢(x) = u tzu. Considere

v=u*u"! € U(ZQG). Assim,
vo* = vy () = ut (v ) e = wru(utu) T =1

e temos (v) = 1. Assim, v = g, para algum gy € G. Consequentemente, gy = u*u ™.

Logo, u* = gou e gou? = u*u = ¢ € Z(ZG). Mas,
©* (1) = o(p(2)) = p(utazu) = v zu® = ¢ tgowgy te = gowgy Vo € G
isto &, ¢* € Inn(G). |
Teorema 2.8 (Krempa) Seja G um grupo de ordem tmpar. Entdo
Niszey (G) = Z (U (ZG)) G.
Prova. Sejam |G| = s fmpar e u € Nyza) (G). Seja ¢ € Aut(G) dado por
©(9) =utgu,Vg € G.

Pela Proposicao 2.5, obtemos que ¢? ¢ um automorfismo interno e ¢* = Id. Como

mdc(s, 2) = 1 temos que existem [,t € 7Z tais que 21 + st = 1. Logo,

="' =" = (L") () =" = (¢')? = p € Inn (G).
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Assim,

Autz (G) =Inn (G).

Pelo Lema 2.7,
Nugze) (G) = Z (U (2G)) G.

Coroldrio 2.7 Sejam G um grupo como no Teorema 2.6 e
Z (U (2G)) = Z(G).
Se H C U (ZG) ¢é outra base para ZG, entio Z (H) = Z (G).

Prova. Seja

v 2G — ZH
um isomorfismo. Entao, pelo Teorema 2.3, obtemos
A(G.T(G)) = A(H,T),

para algum subgrupo normal 7' = ¢(T(G)) de H com |T'| = |T(G)| e, portanto, T ¢é finito.

Assim, pelo Teorema 2.1, obtemos

. (ch;)) - X G@) " 5T =7 (?)

pil
T

e, assim, 7Z (%) ¢ um dominio, pois & ¢é nilpotente livre de torgao. Logo, T'=T (H). Pelo

Lema 2.4, temos que as unidades de

sao triviais. Assim,

T(G) ~ T(H)

Em particular ¢ ordenado. Se u € Z (@), entao u € Z (U (ZH)), pois H é outro

_H
» T(H)
grupo base. Se o (u) < 0o, entao pelo Coroldrio 2.3 temos que v € Z (H). Caso contrério,

pelo Teorema 2.6, podemos escrever
u=vh comveZl(H) e heH
e existe um inteiro n tal que
" € Z (Ui (ZH)) C Z (Uh (ZG)) = Z(G).
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Logo,
Ve Z(G)NZT (H)=Z(T (H)).

Como s = |T'(H)| temos que v = 1. Seja o (v) = m. Entao
u™ = (vh)" =0 =h" = " e Z(G).

Sejam

A= (h™) eW:ZG—>Z<€).
A
Note que
_ a\
A(G,A)=A(H,A) eH:W(H)QZ(Z) ¢ uma base para ZG.

Sendo u € Z (G) obtemos que 7 (u) ¢ central e de tor¢ao. Pelo Corolério 2.3, temos que

7 (u) € H. Logo, ¥ € H e, portanto,

lsupp (7)| = 1.

Sendo A livre de tor¢ao e 7' (H) um subgrupo de H pelo Lema 1.3, obtemos que |7y €
injetora. Logo

supp (v)| = |supp (7)| = 1.

Logo, v é uma unidade trivial e, portanto, u € Z (H). Assim,

Z(G)C Z(H).

Por outro lado,

ue Z(H)= uh=hu,Vh € H.

Em particular,
ua = ou, Vo € Uy (ZG) = u € Z (U (ZG)) = Z(G).

Logo, Z (H) C Z (G). Portanto, Z (G) = Z (H). [

2.4 Subgrupo de Dimensao

Veremos agora a definicao de Subgrupo de Dimensao que serd necessédria para o de-

senvolvimento do préximo capitulo.
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Sejam G um grupo e

a sua série central descendente (inferior). Como
vlyTlay =1 = a7y (ay —yw)
= 2y e-Dy-1D-@y-1)@@-1)

temos que

72 (G) =1 C A*(G).
De modo indutivo, obtemos que
T (G) =1 C (A™(G)).

Logo,
Y (G) C (1+A™(G)),¥n € N.

O subgrupo
D,(G)=GnNn(1+A"(G)),VneN

& chamado n-ésimo subgrupo de dimensdo. E facil ver que D, (G) é normal em G. Por-

tanto, obtemos a série normal
G=D1(G) 2Dy (G)D---2D,(G)D---

Além disso,

T (G) € Dy (G),¥n € N.

E verificado que

D (G) =7, (G),

paran =1,2,3 e para n = 4 se |G| é fmpar. Porém em geral D,, (G) 2 v, (G).
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Capitulo 3

O Problema do Isomorfismo

Este capitulo trata do problema de isomorfismo para anéis de grupos sobre os inteiros
de grupos infinitos, e é dividido em trés secoes. Na primeira secao respondemos a questao
do Mazur, dando condigoes para que o problema do isomorfismo seja valido para anéis
de grupos sobre os inteiros, onde os grupos sao da forma G = N x A, com N um grupo
finito e A um grupo abeliano livre finitamente gerado. Nessa secao também mostramos
que o problema do isomorfismo para anéis de grupos sobre os inteiros de grupos infinitos
é bastante relacionado com a conjectura do normalizador. Na segunda secao informamos
sobre a conjectura do automorfismo com o propdésito de construir diferentes bases de
grupo para o anel de grupo sobre os inteiros de grupos infinitos. Finalmente, na terceira
secao, respondemos parcialmente o problema de Sehgal, isto é, mostramos que as classes
de nilpoténcia de um grupo G finitamente gerado é determinada por seu anel de grupo
sobre os inteiros, contanto que G tenha somente torcao impar. Quando G tem classe de
nilpoténcia 2, entao nao é nescessdria nenhuma restrigao. Portanto, junto com um resul-
tado de Ritter e Sehgal, estabelecemos o problema do isomorfismo para grupos nilpotentes
finitamente gerados de classe 2. Além disso, ressaltamos uma ligacao entre este problema

e o do subgrupo de dimensao.

3.1 Isomorfismo de Produto Direto

Nesta secao provamos o problema de isomorfismo para algumas classes de grupos
policiclicos-por-finito e damos uma condicao nescessdria e suficiente para que este pro-

blema seja védlido. Além disso, mostraremos como constuir contra-exemplos para o pro-
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blema de isomorfismo de grupos infinitos.

Lema 3.1 Seja G = Niy X N,. Entdo G satisfaz a condicao do normalizador se, e somente

se, N1 e Ny satisfazem a condi¢ao do normalizador.

Prova. Seja

0, G — Nj, @, (n1,n2) =m0 =1,2.

E claro que

G
N,L' ~ -,
N;

¢ um homomorfismo sobrejetor de ZG em ZN;. Suponhamos que G satisfaz a condicao

Ny =kerg;,i # j, e p; : LG — ZLN;

do normalizador e u € Ny, (zn,) (N1). Entao u normaliza G, pois G = Ny x Nj e, assim,
u=wyg, paraalgum g € G e w € Z (U (ZG)).

Logo,
u =y (u) =y (wg) = p; (W) @ (9).

Portanto, N; satisfaz & condicao do normalizador. De modo andlogo, obtemos que N-
também satisfaz a condi¢ao do normalizador.

Reciprocamente, suponhamos que N; e N, satisfazem & condicao do normalizador e
u € Nz,{l(zg) (G) .

Seja u; = ¢; (u). Entao
u; € Nuyznyy (Vi)

pois , € sobrejetora. Por hipétese, obtemos
u; = win;, com w; € Z (U, (ZN;)) e n; € N;.
Como w; € Z (U (ZN;)) temos que
w; € Z(ZG),

pois [Ny, No] = {1}. Seja

S |
W= uU; Uy

Afirmacgao: w ¢ uma unidade central.
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De fato, sejam

neN; e g=w"nw. (3.1)
Como w normaliza G temos que g € GG. Por outro lado,
g—n= wlnw —n = (w’ln,w) .

Pela demonstracao do Lema 2.1, obtemos que ¢ e n sao conjugados em G, isto é, existe
k € G tal que
knk™ = g = g =mn,, pois N; <G.

Logo, pela expressao 3.1, obtemos
w_lNiw = Nz
Assim,
wonw = g, (w_lniw) =n;, Vn; € N;
— w nw =n;,Vn;, € N,
= wn; = n;w,¥n; € N;.
Portanto, w é uma unidade central.
Logo,
u = U (uflul) (uglw) = uufl (ufluQ) Ug = uul_l (ug_lul) Ug
— u= (uuflugl) ULUY = WULUY.
Por hipétese, obtemos:
u = w(wing) (weng) = w (wing) (ngws)
= ww [(n1ng) we] = wwq [wy (n1n3)]

= (wwyws) (n1ng),

onde

wwiwy € Z (U (ZG)) e ning € G.

Portanto, G satisfaz a condigao do normalizador. ]

Teorema 3.1 Seja G = N x A, onde N é finito e A é abeliano finitamente gerado nao
periddico. Suponhamos que o problema do isomorfismo vale para N. Entdo a condi¢ao do

normalizador vale para N se, e somente se, o problema do isomorfismo vale para G.
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Prova. Sem perda de generalidade podemos supor que A ¢é livre de torgao. De fato, seja
A=DBXx Ay,
com B =T (A) e A; livre de tor¢ao. Assim,
G=Nx(BxA;)=(NxB)xA;.
Logo,
G =N; x Ay, onde Ny =N x B.

Agora mostraremos que o problema do isomorfismo vale para N;. Suponhamos
¢: LN, — ZK

um isomorfismo. Pelo Teorema 2.3, existe ¢ (B) C K tal que

Ny

6(B)| = |Bl,A (M, B) = A (K, 6 (B)) e Z (E) ~7 (%) |

Como Z (%) ~ ZN temos por hipétese que N ~ %. De maneira andloga, obtemos

(%) ~2(5m).

Como ZB~ Z (%) temos pelo Teorema 2.4 que B ~ =~

R Pelo Teorema 2.3 temos que

(1}=NNB— ¢(N)No(B).

Logo, ¢ (N)N¢ (B) = {1}. Como ¢ (N) I K e ¢ (B) < K temos que K = ¢ (N) x ¢ (B).
Assim,

K K
@: (N) eB:W

Portanto, K = ¢ (N) x ¢ (B) ~ N x B = Ny, isto é, o problema do isomorfismo vale para

~

~ ¢ (B).

N;. Como N e B satisfazem a condicao do normalizador, pelo Lema 3.1 obtemos que
N, =NXxB

satisfaz a condicao do normalizador. Por outro lado A; é livre de tor¢ao. Portanto, o
problema do isomorfismo vale para G.

Suponhamos

Nuyzny (N) = Z Uy (ZN)) N
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e H CU (ZG) um grupo base para ZG.
Seja
0:72G — ZH

um isomorfismo. Como N < G, pelo Teorema 2.3, temos que, existe
M < H, com |M|=|N|
tal que
O(N)=M e A(G,N)=A(H,M).
Seja
0 : LG — ZA,

um homomorfismo sobrejetor. Pelo Teorema 2.1, obtemos que

7G

ZA:—A(G,N)

¢ um dominio. Logo, M =T (H). Seja
A= (x1,29,...,2,),
com n o posto de A. Entao, existem

y17y27"‘ayn€H7

tais que

7G

m:Z(xl,xQ,...,xn> >~ 7Ty, Ugy - - Uy -

Pelo Coroldrio 2.5, podemos encontrar
v; € Z(U (ZM)) e h; € Z(Cqxg (M)),1 <i<n tal que z; = v;h;.
Como

(x1, %2, s Tn) = (U1, gy - -, Up)
sao as unidades triviais de aumento em ZA ~ Z (%), podemos supor que cada y; = h;.
Logo,
(V1,92 Yn)

¢ um grupo abeliano finitamente gerado. Seja

<y1;y2,~-;yn> :T(<y17y27”'7yn>) X B7
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onde B é um grupo abeliano livre de posto n. Como

H —
7 =B ¢ BCCr(M),

temos que H = M x B. Para provar que H ~ (G, basta mostrar que N ~ M. Seja
¢ LG — ZN
um homomorfismo sobrejetor. Entao pelos Lemas 1.3 e 2.3 temos que
ZN =Zp (M) .
Por hipdtese, obtemos
N~ ¢ (M)~ M e, portanto, G ~ H.

Portanto, o problema do isomorfismo vale para G.
Para provar a reciproca exibiremos no Teorema 3.3 um contra-exemplo no caso onde

GG nao satisfaz a condi¢ao do normalizador. [ |

Coroldrio 3.1 Seja G = N x A, onde N é finito e A é abeliano livre finitamente gerado
nao trivial. Entao o problema do isomorfismo wvale para G se, e somente se, tanto a

condicao do normalizador quanto o problema do isomorfismo valem para N.

Prova. Seja

@ : LN — ZM

um isomorfismo de ZN em ZM. Como
G=NxA com T(A)={1}

temos que

ZG = (ZA) [N].

Além disso, ¢ induz um isomorfismo
©: 272G — (ZA)[M]=7Z (A x M),

tal que
Plza =1d,
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onde

o(n)=¢(n),Vn e N.

Por hipétese, existe um isomorfismo de G em H, isto é,
T=pl¢c:G=NxA— H=MxA.
Pelo Lema 1.3, obtemos
T(NYCT(MxA) =M e 7' (M)CT(Nx A)=N.

Assim,
T(r7"(M)) ST (N)= M C7(N).
Logo, 7 (N) = M e, portanto,
N~7(N)=M.
A reciproca ¢é imediata, pelo Teorema 3.1. |
Note que a prova do Teorema 3.1 d4 muito pouca informacao até mesmo sem a su-
posicao da condi¢ao do normalizador. No contexto mais geral, obtemos somente que os

elementos

v; € Nul(ZM) (M) .
Teorema 3.2 Sejam H um grupo e G = N X A, onde N é um grupo finito e
A= (x1) X+ X (x)

é um grupo abeliano livre finitamente gerado. FEntao ZG ~ ZH se, e somente se, as

sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. M =T (H) é um subgrupo e ZN ~ ZM:;

2. Existem y1, Yo, ..., Yo € H tal que & = (y1 M) x -+ x (y, M) ¢é abeliano livre de

posto n;

3. Para cada i, existe v; € Ny zary (M) tal que v;y; é um elemento central. Além disso,

(1YL, -« Opln) ~ A.

Prova. (Ver [7, Theorem 3.4].) [
Agora mostraremos como construir contra-exemplos para o problema do isomorfismo

para grupos infinitos.
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Lema 3.2 Sejam
G=Nx,Z e H=N X, Z,

onde N é um grupo qualquer. Entio G ~ H se, e somente se, existe ¢ € Aut (N) tal que

go’lmp eT
sejam iguais médulo Inn (N).
Prova. Segue pela demostragao da Proposigao 1.3. ]
Seja
G =N x(z),

onde N é um grupo finito e (z) é um grupo ciclico infinito. Sejam u € Ny, zn) (N) e

Tu : N — N um automorfismo dado por

7w (n) = utnu.

Dado v = zu. Se n € N, entao

v e = (zu) ' n(zu)
= u 'z 'nzu

= u'nz"lzu

= u 'nu, pois z € Z(G).

Logo,

v e =u =7 (n),

e, portanto,

H =N x, (v) CU, (ZG),(N,v) ~ H.

Lema 3.3 Seja H = N X, (v). Entdo o grupo H é uma base para ZG.
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Prova. Queremos provar que H = N X, (v) = (N,v) e ZH = ZG. De fato, suponhamos

que

0 = Z Co V" = Z Cn kM (zu)k = Z Cn kT (zkuk)

neN neN neN
kEZ kEZ kEZ
= E coxnuZF) pois z € Z (G)
neN
kEZ
_ k _ k_k
= 0= Cp gV = Cppnu 2" € LN < z > .
neN neN
keZ kEZ

Como os elementos do < z > sao linearmente independentes sobre ZN, obtemos

Z cmknuk =0,k = (Z cmkn) W =0= Z cnin = 0,VEk,

neN neN neN

k

pois u” é uma unidade. Como os elementos de N sao linearmente independentes temos

que

ch,k =0,Yne N e k € Z.
Portanto, (N,v) ¢ linearmente independente. Sejam
R=7Z(N,v),u€ ZN e z € Z(G).
Entao v € R. Logo,
u v =u"t (zu) =u Tt 2u = 2utu = 2 € ZG.
Assim, R C ZG. Por outro lado,
ZG =7Z(N,2) C R.

Portanto, ZH = ZG. |

Observagao 3.1 : Sejam G = N x (z) e H= N %, (v). Entio G é isomorfo a H se, e

somente se, T é interno.
A prova desta, segue pela demonstragao do Lema 2.7. |
Teorema 3.3 Seja N um grupo finito. Se
New@ny (N) # Z (U (ZN)) N,

entao o problema do isomorfismo ndao vale para G = N x (z), com z de ordem infinita.
Além disso, isto nao vale para G = N x A, onde A é um grupo abeliano fintamente gerado

nao pertodico.
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Prova. Um exemplo é o grupo de ordem 22'972® dado recentemente por Hertweck. O

leitor interessado em maiores detalhes consulte [6, Pag. 115]. |

3.2 Automorfismo de Produto Direto

Agora mostraremos como os resultados das se¢oes anteriores dao informacgoes sobre
o automorfismo de certos anéis de grupo sobre os inteiros. O objetivo principal é a

construcao de diferentes grupos que sao bases.

Lema 3.4 Seja G um grupo e suponhamos que a conjectura do automorfismo vale para

G. Se H CU, (ZG) é um grupo base que é isomorfo a G, entio Z (G) = Z (H).

Prova. E imediato. |

O proximo resultado dé um critério para um subgrupo ser linearmente independente

sobre 7.

Lema 3.5 Sejam G um grupo residualmente finito, N C U, (ZG) um subgrupo e H =
(N,A). Se S=GNH tem indice finito em H, entdo H é linearmente independente sobre
7.

Prova. Suponhamos

> ah =0,

com ¢y, € Z e ¢, # 0. Seja X a unido do suporte (com respeito a G ) de h € H aparecendo

nesta soma. Como G e residualmente finito, existe um subgrupo normal M de indice

G

¢ injetiva sobre X. Por outro lado,

finito em G tal que

M<GeS<G= MS<G,

pelo Teorema 1.4, obtemos

MS S
M — MNS

Como M < MS < @ temos que
G:M]=[G:MS|[MS: M].
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Assim, [MS : M| < oo, pois [G : M| < co. Logo,
[S:MnNS] < oo.
Por hipétese,
[H:SNM]=[H:S][S:SNM] < o0,
Logo, 7 (H) é finito. Pelo Lema 2.2, temos que 7 (H ) é linearmente independente e, assim,

todo ¢, = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto, H é linearmente independente. |

Teorema 3.4 Seja G = N x A, onde N é finito e A é um grupo abeliano livre finita-
mente gerado nao trivial. A conjectura do automorfismo vale para G se, e somente se, as

sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. Z(U (ZG)) = Z(Q), isto é, Z (U (ZT (G))) é trivial;

2. Subgrupos de Uy (ZG), os quais sao isomorfos a N, sio racionalmente conjugados a

N.

Prova. Suponhamos que a conjectura do automorfismo vale para GG. Pelo Corolério 2.4

para provar a propriedade 1 é suficiente mostrar que, dado
uw €U (ZN)N Z (ZG)
temos que u € N. Suponhamos o contrario, isto é,
u €Uy (ZN)N Z (ZG) tal que u ¢ N.

Pelo Corolério 2.3, as unidades centrais de torcao sao triviais. Logo, u é uma unidade nao
periddica. Sejam

A=A1x<z> e B=A1x <uz >,
onde A; < A e < z > é ciclico infinito. Pelo Lema 3.3, obtemos que N x B é um grupo

base para ZG. E claro que
N x A~ N x B.

Como a conjectura do automorfismo ¢é vilida para G por hipétese, pelo Lema 3.4 temos
que

Z(G) =2 (N x B).
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Note que
(uz) € Z(N x B),

e, assim, uz € Z (G) . Logo,
ue (Z(G)NZN)= Z(N),
o que é uma contradicao. Portanto,
Z (U (ZG)) = Z(G).

Para provar a propriedade 2, suponhamos M C U, (ZG) e M ~ N. Seja H = M x A.
Note que G é policiclico-por-finito e, assim, residualmente finito. Pelo Lema 3.5, os

elementos de H sao linearmente independentes sobre Z. Seja
p:ZH — ZA

um homomorfismo sobrejetor de ZH em ZA. Pelo Lema 2.6, ¢ preserva as unidades

normalizadas de ZA. Logo,

H C Uy (ZG)

e, assim, o grupo H é base para ZG. Como

G~ H,
existe
¢ 2G — LG
um automorfismo, o qual aplica
¢o:G— H.

Como vale a conjectura do automorfismo para G e ambos N e M sao subgrupos carac-

terfsticos e, respectivamente, subgrupos de torcao, temos que existe uma unidade
u € QG, tal que M = uNu™'.

Reciprocamente, sejam ¢
¢: 126G — LG
um automorfismo e M = ¢ (V). Pela condicao 1), obtemos que
¢(G) = o(N xA)
= ¢(N)xo(4)
= M xA.
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Pela condicao 2, existe uma unidade
u e QG tal que M =uNu™t.
Logo,
ulo(Gu = u (M x A)u
= uw'MuxutAu
= u 'Mu x (u_lA) u
= Nx (Au_l) u
= NxA
= G.
Portanto, a conjectura do automorfismo ¢é valida para G. |
Como as unidades de torgao sao triviais nos anéis de grupo sobre os inteiros de um

grupo NN abeliano finito, é claro que a conjectura do automorfismo é vélida para ZN.

Também, para um grupo A abeliano livre finitamente gerado, as unidades de
Z (N x A)

sao triviais se, e somente se, as unidades de ZN sao triviais conforme Corolério 2.4. Logo,
como uma consequéncia imediata dos Teoremas anteriores obtemos uma caracterizacao de

quando a conjectura do automorfismo é valida para grupos abelianos finitamente gerados.

Coroldrio 3.2 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. A conjectura do automor-

fismo vale para G se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:
1. G é finito;
2. 7T (G) tem somente unidades triviais.

No caso onde G ¢é infinito a conjectura do automorfismo vale se, e somente se, ZG

tem somente unidades triviais. [ |

3.3 Isomorfismo Para Grupos Nilpotentes

Nesta se¢ao estamos preocupados com a seguinte questao de Sehgal. Seja G' um grupo

infinito nilpotente. Entao

7G ~7ZH = G~H ?
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Nao conhecemos nem mesmo se G e H tém a mesma classe de nilpoténcia, sabemos
apenas que qualquer grupo que é base para ZG é também nilpotente. A resposta para
este problema nao ¢ conhecida nem mesmo para grupos nilpotentes de classe 2, que nao
sao finitamente gerados. Ritter e Sehgal mostraram que, se G e H sao grupos nilpotentes

finitamente gerados de classe 2 tal que
7.G ~ 7H,

entao

G~ H.

Mostraremos também que a propriedade nilpotente de classe 2 é determinada pelo
anel de grupos sobre os inteiros. Note que nao assumimos que os grupos envolvidos sao

finitamente gerados.

Teorema 3.5 Sejam G um grupo nilpotente de classe 2 e H um grupo que é base para
Z.G. Entao H é um grupo nilpotente de classe 2.
Em particular, o problema do isomorfismo vale para qualquer grupo finitamente gerado

nilpotente de classe 2.
Prova. Como H C U, (ZG) temos que
A(G,T(G)) =A(H,T(H)).

Pelo Teorema 2.1, obtemos que

. (T?G)) ~ XGTE) = SETT) > (%) |

Assim, pelo Lema 2.5, temos que

Seja de
H=my(H)27H) 227, (H) 27,1 (H) ={1} e L=r,(H),

respectivamente, a série central inferior e o 1ltimo termo nao trivial desta série. Se L é
nao periédico, entao

L¢T(H).
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Logo,

H ) . o
H e T () tém a mesma classe de nilpoténcia.
Dat
H G
Logo, v(H) = 2.

Suponhamos que L seja de torcao. Como L é de torcao e central, pelo Coroldrio 2.3
temos que L C (. Para provar o resultado é suficiente mostrar que n < 2. Suponhamos

o contrdrio, isto é, n > 2. Como
V5 (H)=HnN (1+A%(H)) e A(G)=A(H),
(veja [5, Corollary IV]) temos que
LCGN(1+A%G)) =Ds(G) =75 (G).

Sendo v (G) = 2 temos que L é trivial, o que é uma contradigdo. Portanto, n = 2. ]
A seguir mostraremos que a classe de nilpoténcia de qualquer grupo nilpotente finita-

mente gerado é determinada pelo anel de grupo sobre os inteiros.

Seja F um conjunto de grupos nilpotente finitamente gerados tal que as seguintes

condigoes sao satisfeitas:

1. F é homomorficamente fechado;

2. Se H & algum grupo nilpotente finitamente gerado com 7' (H) ~ T (G), entdao H €
F.

Note que pelas observagoes feitas no comeco desta secao, qualquer grupo H que é
base de ZG com G € F é também um grupo nilpotente finitamente gerado e, assim, pelo

Teorema 2.5, obtemos que:

Logo, pela condicao 2, H € F. Seja F. o subconjunto daqueles grupos G € F cujos anéis

de grupos sobre os inteiros contém um grupo base H, tal que

V(G) # v (H).
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Como os grupos nilpotentes finitamente gerados livres de tor¢ao sao ordenados, pelo Lema
2.4, obtemos que o problema do isomorfismo ¢ vélido e, assim, os elementos de F,. nao sao

livres de torgao. Sejam

6(G) =h(G)+~(G)+|T(G)
e Fe 0 conjunto daqueles grupos G em F,, que tém ¢ (G) o menor possivel. Como TGG)
¢ um grupo ordenado, temos pelo Lema 2.4 que h(G) = h(H). Como T (G) e T (H)
também tém a mesma ordem temos que
6(G)—0(H) = h(G)—h(H)+7(G)—~H)+|T(G)] - |T(G)
= 7(G)—~(H).
Lema 3.6 Seja G € F,.. Entao T (G) é um p-grupo. Se o grupo H é uma base para

7.G, entao
Y(G) <y (H) <v(G)+1.

Além disso, sey (H) = v (G)+1, entdo o iltimo termo nao trivial da série central inferior
de G nao é de torcao enquanto o de H é de tor¢ao de ordem prima e é o unico subgrupo

normal de ordem prima. Em particular, Z (G) tem tor¢do ciclica.

Prova. Sejam as séries centrais inferiores

G:'Yl(G)2’)’2<G)2"'27n(G)27n+1<G):{1}

H=v(H) 27 (H) 2 271 (H) 27, (H) 2754 (H) = {1}

de G e H, respectivamente e n = v (G) e m = y(H). Como G e H € F. temos que

n < m. Para provar o resultado assumimos que n < m. Suponhamos que
A=7,(G) e B=v,,(H)

sao ambos de tor¢ao. Logo, A e B sao centrais e de tor¢ao, pelo Corolario 2.3, obtemos
que

AC(GNH) e BC(GNH).

Suponhamos B ¢ A. Como F é fechado por imagem homomdrfica temos que

1§
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o que é uma contradicao, pois n < m. Se B C A, entao

w20 (5) o (§) -

Como n < m temos que n = m — 1. Por outro lado,
] G H
n — = _ = _
\a)~7\A)

Yo (H) C A & central.

e, assim,

Portanto, m = v (H) = n, novamente uma contradigao.

Se ambos A e B nao sao de tor¢ao, entao pela prova do Teorema 3.5, obtemos que

=) = (zm) =

o que é uma contradigao, pois n < m. Agora provemos que A = v, (G) nédo é de tor¢ao.
Suponhamos o contrdrio. Entao pelas consideragoes anteriores B nao é de torcao. Pelo

Corolario 2.3, obtemos que

AC(GNH).
Logo,
) AGA=AHA ZG~ 26 __zH NZH
Ga=sua) o 2(3) =55 g = zmn=*(3)

Como G € F,,. obtemos

o) §)

0 que é uma contradi¢ao. Portanto, concluimos que A nao é de tor¢ao e B é de torcao.

Como G contém torcao, pela Proposi¢ao 1.8 temos que

T (z(G) #{1}.

Seja C' um subgrupo nao trivial finito e central de GG. Entao pelo Corolério 2.3, obtemos

que
Cc(GNH).
Logo,
G 7.G 7ZH H
A(G’C)‘MH’C)’Z(B) ~XG.0) A0 ‘Z<5>

66



b(9)<ro

OB}

Como G € F,,. temos que
Por outro lado,

pois A nao é de tor¢ao. Se B ¢ C, entdo

()

Logo, m = n, o que é uma contradigdo. Portanto, B C C. Pelo Teorema 1.13, T'(G) é
um subgrupo normal e finito de G. Além disso, para cada divisor primo p da ordem de
T (@), existe um elemento central gy € G de ordem p. Logo, podemos tomar C' como
sendo o grupo gerado por gy, isto é, C' =< go >. Assim, se existissem diferentes primos
dividindo a ordem de T'(G), terfamos que B estaria contido em todos eles e, portanto, B
seria trivial, o que é uma contradigdo. Dessa forma, T'(G) deve ser um p-grupo.

Se a torcao do centro de GG nao fosse ciclica chegarfamos & mesma contradigao: De
fato, a tor¢ao do centro de G' é um grupo abeliano finito e, assim, ¢ um produto direto de
grupos finitos e, portanto, um produto direto de grupos ciclicos. Tomando C' como um
fator deste produto direto terfamos que B estaria contido em cada fator direto. Porém
a interseccao dos fatores diretos da torcao do centro de G é trivial e, portanto, B seria
trivial. Assim, a tor¢ao do centro de G deve ser ciclica de ordem prima. Pelo fato citado

acima sobre grupos nilpotentes finitamente gerados, devemos ter que 7' (G) é um p-grupo.

oo (5)(§) -

temos que m = n + 1. Portanto,

Como

7(G) <v(H) <v(G)+ 1.

Proposicao 3.1 Seja G € F,,.. Suponhamos que existe um grupo H base de ZG com
n=7(G) #~y(H)=m.
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Entao v, (H) C D1 (G) e, assim, G é um contra-exemplo para o problema do subgrupo
de dimensao. Além disso, existe um p-grupo finito que é uma imagem homomorfica de G

e também um contra-exemplo para o subgrupo de dimensao.

Prova. (Ver [7, Proposition 5.3].) [

A Proposicao 3.1 aponta uma ligacao entre o problema do subgrupo de dimensao e o
segundo problema considerado nesta secao, isto é, a classe de nilpoténcia é determinada
pelo anel de grupo sobre os inteiros. O Teorema seguinte mostra que, se o problema do
subgrupo de dimensao vale para um grupo G nilpotente finitamente gerado, entao obtemos
uma solugao positiva para nosso problema. Recordamos que o problema do subgrupo
dimensao nao vale em geral, nem mesmo para grupos nilpotentes de classe de nilpoténcia
trés, j4 que existem contra-exemplos. Este exemplo tem as mesmas propriedades que
aquelas listadas na Proposicao 3.1. Embora que, se GG tem classe de nilpoténcia trés e
T (G) nao tem 2-tor¢ao, entdo podemos dar uma prova elementar para a solu¢ao de nosso
problema.

Para isto utilizamos que

Di(G) S (G),

para qualquer grupo G, (veja [5]). Logo, se G é um grupo nilpotente de classe trés e T'(G)
nao contém 2-tor¢ao, entdao Dy (G) é trivial. Também, se H é como na proposi¢ao 3.1

com 7 (H) # 3, entao pelo Lema 3.6
4=~(H).
Assim, pela Proposicao 3.1, obtemos que
{1} # 44 (H) C D5 (G) = {1},
0 que é uma contradicao.

Teorema 3.6 Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado tal que uma das segquintes

condicoes é satisfeita:
1. Todo elemento de F satisfaz a conjectura do subgrupo de dimensao;

2. As unidades centrais de ZG sao triviais e v (G) < 3;
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3. Z(ZT(G))N 2 (ZG) = Z(T (G)) e 7 (G) < 3.

Entao todos os grupos que sao bases de ZG tém a mesma classe de nilpoténcia.
Prova. (Ver [7, Theorem 5.4].) [

Coroldrio 3.3 Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Se G é sem 2-torsao,

entao todo grupo que é base de ZG tem a mesma classe de nilpoténcia.

Prova. Por um resultado de N. Gupta [4] temos que D, (G) = ~,, (G) . Portanto, pelo

Teorema 3.6, todos os grupos que sao base de ZG tém a mesma classe de nilpoténcia. ll
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