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Notacao

[] - indica referéncias.

M - indica o fim de uma demonstracao.

|G| - indica o nmimero de elementos ou a cardinalidade do grupo G.
H < G - H é subgrupo de G.

G ~ (' - indica que os grupos G e G’ sao isomorfos.

< - indica uma relagao de ordem (parcial ou total).

G @&p H - indica a soma direta lexicogréfica a direita dos grupos G e H.
G &g H - indica a soma direta lexicogréfica & esquerda dos grupos G e H.
End(G) - Conjunto dos endomorfismos do grupo G.

Aut(G) - Conjunto dos automorfismos do grupo G.

GG, - indica o conjunto dos elementos positivos do grupo G.

% - Grupo quociente de G por H.

U(R) - indica o conjunto de todas as unidades de R.

# - Conjunto de indices

N - Conjunto dos nimeros naturais

Z - Conjunto dos nidmeros inteiros

R - Conjunto dos nimeros reais

G - Grupo

ker ¢ - Niicleo do homomorfismo ¢

@ - Soma direta

(a) - Subgrupo gerado pelo elemento a

(a) - Subgrupo gerado pelo elemento a
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Introducao

Um grupo ordenado é chamado um grupo filtrante se dois elementos quaisquer deste
grupo possuem sempre uma cota superior (ou uma cota inferior).
Dado um dominio R, com corpo quociente K e U = U(R) o grupo das unidades de

R, existe um grupo ordenado G tal que G é o-isomorfo a G(R), onde

O grupo G, neste caso, é chamado o grupo de divisibilidade de R. E, sendo assim, existe
uma semi-valorizacao de K em G.

Nosso objetivo neste trabalho é exibir uma classe de grupos filtrantes que nao sao
grupos de divisibilidade.

Um exemplo de um grupo filtrante que nao é um grupo de divisibilidade, foi dado
primeiramente por Jaffard [6]. Ohm [9], dar um método para a construc¢do de uma classe
de grupos que nao grupos de divisibilidade. E Bastos [2] generaliza o exemplo de Jaffard,
definindo o que ele chama um “Grupo de Jaffard” e mostra que o mesmo nao é um grupo
de divisibilidade. E tomando como referencial o exemplo de Bastos, que desenvolveremos
o nosso trabalho.

O exemplo dado por Jaffard, foi
H={(z,y) € G:x+y=0(mod2)},

onde G = Z x Z, que segundo a definicao de Bastos é um grupo de Jaffard.

A definicao a seguir, para um “Grupo de Jaffard”, é a definicao dada por Bastos
[2]. Sendo G um grupo filtrante, dizemos que G é um grupo de Jaffard se existir um
V-homomorfismo

p:G— H,

vil



onde H é um subgrupo de

G:HGA

AEA

(produto direto ordenado de grupos totalmente ordenados G) tal que para algum par
M, M eNE=1,2
G, € Arquimediano, satisfazendo as seguintes propriedades:

(J1) Para cada r € R, r > 0, existe a € H tal que 7y, (a) # rmy,(a), com A, Ag € A e
A1 # Ao

(J2) H é um V-subgrupo de Hj,,;
(Jg) A1 A2 (H) g T (H) X ﬂ-)\z(H)'

O conjunto

H={(z,y) €ZXZ:2+y=0(mod2)}

é um grupo filtrante e nao é um grupo de divisibilidade. E também um Grupo de Jaffard,
pois:
(J1) Dado a = (0,2) € H, m),(0,2) # rmy,(0,2), para todo r > 0, r € R;
(J2) HC H/\Mz;

(J3) H nao coincide com os eixos R, ou seja, H é subgrupo nao préprio de Z x Z.

Com o objetivo de facilitar o desenvolvimento do trabalho, no capitulo 1, fizemos
uma lista de defini¢oes e resultados bdsicos da Teoria dos Grupos Ordenados. Como
precisamos mostrar que um grupo filtrante nao é um grupo de divisibilidade, no capitulo
2, organizamos os pré-requisitos para chegarmos ao tal resultado. Finalmente, no capitulo
3, mostraremos que um grupo de Jaffard nao ¢ um grupo de divisibilidade, mostrando a
relacao do grupo

H=A(z,y) €ZXZ:x+y=0(mod2)}

com a definicao de grupo de Jaffard, ou seja, que H satisfaz as condigoes da definicao de

Bastos para um Grupo de Jaffard.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados bésicos da Teoria dos
Grupos Ordenados, pré-requisitos para uma boa compreensao dos capitulos seguintes. O

leitor interessado em mais detalhes poderd consultar [5, 7, 10].

1.1 Grupos

Um conjunto nao vazio G munido com uma operagao bindria

*x: GxGE—d{d

(a,b) — ax*b
é um grupo se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. ax* (bxc) = (axb)*c, para todos a,b,c € G.
2. Existe e € G tal que e xa = a x e = a, para todo a € G.
3. Paratodoa € G, existe b € G tal que axb=bxa = e.
O grupo G é Abeliano ou comutativo se também vale
4. axb="0bxa, para todos a,b € G.

Com o objetivo de simplificar a notacao, usaremos ab em vez de a * b. A ordem ou
cardinalidade de um grupo G, denotada por |G|, é o nimero de elementos de G.
Sejam G um grupo e H um subconjunto de GG. Dizemos que H é um subgrupo de G,

denotado por H < G, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:



1. H # 0;

2. ab~! € H, para todos a,b € H.

Nesta dissertacao todos os grupos considerados sao, salve mencao explicita em con-
trario, grupos Abelianos escritos na forma aditiva.

Sejam G e G’ dois grupos. Uma aplicacao ¢ : G — G’ é um homomorfismo de grupos
se

Y(a+b) =1 (a)+1(b), Va,beG.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ é um isomorfismo se 1 é bijetora. Quando
existir um isomorfismo entre G e G', dizemos que G e G’ sao isomorfos e denotaremos
por G ~ G'. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ¢ : G — G.

Denotamos por
End (G) ={¢: G — G : ¢ é um homomorfismo},

o conjunto dos endomorfismos de G. Um automorfismo de um grupo GG é um isomorfismo

Y : G — G. Denotamos por
Aut (G) ={¢: G — G : ¢ é um isomorfismo},

o conjunto dos automorfismos de G.

1.2 Grupos Ordenados

Sejam G um grupo e “<” uma relagao em G. Dizemos que a relacao “<” é uma

relagao de ordem parcial em G, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. x <z, Vx eG;
2.z <yey<zr=zx=y, Yo,y €G;
. r<yey<z=—=ua<zVryzed.

Uma relagao de ordem parcial “<” em G é chamada compativel com a opera¢ao do
grupo G, se

a<b=a+x<b+x, paratodos a,b,x € G



ou, equivalentemente,
a<bec<d=a+c<b+d, paratodos a,b,c,de G.

Definicao 1.1 Um grupo G munido com uma relagao de ordem parcial, compativel com

a operacao deste grupo é chamado grupo ordenado.

Uma relagao de ordem parcial < em G é uma ordem total se x < youy < z,Vz,y € G.
Neste caso, dizemos que o grupo G é um grupo totalmente ordenado.

Sejam G um grupo ordenado e g € (G. Dizemos que g é um elemento positivo de G
se g > 0; g &€ um elemento negativo de G se ¢ < 0. Se g > 0 e g # 0, dizemos que g é
estritamente positivo e denotamos por g > 0. De modo andlogo, definimos um elemento
estritamente negativo.

Seja G um grupo ordenado. O cone positivo de G é o conjunto de todos os elementos
positivos de G, isto é,

Gy={geG:g=0}.

A proposicao seguinte nos garante que se GG é um grupo ordenado, entao G, determina

a ordem de G.

Proposigao 1.1 Seja G um grupo ordenado. Entao Gy satisfaz as sequintes propriedades:

1. 0 € G-l—;
2. GoN(=Gy) ={0};
3. G+ + G+ g G+,'

4. Se G é totalmente ordenado e g € G* = G — {0}, entdo G satisfaz apenas uma das

afirmagoes: g € G+ ou —g € G. [ |

Um subconjunto P de um grupo ordenado G satisfazendo as condicoes 1., 2. e 3. da

Proposigao 1.1 é chamado um subconjunto positivo de GG. Por exemplo,
P={0,2,4,6,...}

¢ um subconjunto positivo de Z com a ordem usual.

Como reciproca da Proposicao 1.1, temos o seguinte:



Coroldrio 1.1 Se P é um subconjunto positivo de G, entao a rela¢ao definida por
y>r&esy—xre P

¢ uma relagdo de ordem parcial compativel com a operacao do grupo G e P = G. Além
disso, se a condicao 4. da Proposicao 1.1 também vale para P, entao < é uma relacao de

ordem total em G. [ ]

Afirmagao. Se GG é um grupo ordenado e H um subgrupo de G, entao H, = HNG.,.
De fato, 0 € HN Gy, pois0 € He 0 € G,. Sehe (HNGL)N|[—(H NG,)], entao
he HNG, e —h € HNG.. Logo,

h>0e —h>0,

isto ¢, h = 0. Assim, (HNG,)N[—(HNG,)] = {0}. Finalmente, se a,b € HN G, entdo
a,be Heabe Gy. Logo,a+be Hea+be G,,istoé, a+be HNG,. Portanto,
H, = HNG.. Neste caso, dizemos que H é um subgrupo ordenado de G.

Sejam {G) }rea uma familia de grupos ordenados nao nulos e G = [[,., G o produto
direto dos grupos G, isto é, o conjunto de todas as fungoes

a: N — U G
AEA

com a(Ng) = ay, € Gy, Ao € A. Dados a = (ay)rea,b = (br)aea € G, definimos uma
relagao < em G por

a<b<say<by, VAeA.

E facil verificar que G é um grupo ordenado, com G = [L,ea(Gr)+, chamado o produto
cardinal ou produto direto ordenado dos Gy. A soma cardinal ou soma direta ordenada
dos Gy, denotada por H =), _, G\, é o subgrupo ordenado de G' = [],., G\, de todos
os elementos a = (ay)xea tais que ay = 0, para quase todo A (para quase todo, significa:
exceto para um nimero finito de indices A). Quando A é um conjunto finito o produto e
a soma direta coincidem.

Sejam GG e G’ grupos ordenados. Definimos uma relacao < em G x G’ por
(a,b) < (c,d) = a<coua=ceb<d.

E claro que < é uma ordem total em G x G’. Neste caso, dizemos que G x G’ é ordenado

lexicograficamente o esquerda e denotamos por G ©p G'.
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Sejam G e G’ grupos ordenados. Um homomorfismo de grupos a : G — G’ é um

homomorfismo de ordem ou um o-homomorfismo se

a<bem G= afa) <al) em G.

Uma condigao necesséria e suficiente para que um homomorfismo de grupos seja um o-

homomorfismo é dada pela seguinte proposicao.

Proposigao 1.2 Sejam G e G’ grupos ordenados. Um homomorfismo o : G — G’ é um

!
o-homomorfismo se, e somente se, a(G4) C G,

Prova. Suponhamos que « seja um o-homomorfismo. Entao, dado b € a(G.), existe
a € G4 tal que b = a(a). Como a(Gy) C G temos que b = «o(a) € G'. Assim,

b= a(a) > a(0) =0, pois @ > 0. Portanto, b € G, , isto é,

Reciprocamente, suponhamos que a(G4) € G',. Sejam a,b € G tais que a < b. Entao
b—ae Gy. Assim,
ab—a)€a(Gy) C G

Como « é um homomorfismo temos que
ala) < a(b).

Portanto, o é um o-homomorfismo. |
Exemplo 1.1 Seja G = [],., Ga. Entdo para cada X\o € A a fungdo
T - G — Gy,

definida por wy,((a))ren) = @, € um o-homomorfismo sobrejetor, chamado a projecao de

G sobre o grupo fator G,.

Corolario 1.2 Sejam G e G' grupos ordenados. Um homomorfismo o : G — G’ é um

o-isomorfismo se, e somente se, a é um isomorfismo e a(Gy) = G',. |

Definigao 1.2 Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que X é filtrante a
direita (filtrante a esquerda) se para todos a,b € X, existe c € X (d € X) tal que a,b < ¢
(d<a,b).



Proposigao 1.3 Seja G um grupo ordenado. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. Para todos a,b € G, existe ¢ € G tal que a,b < c;
2. Para todos a,b € G, existe d € G tal que d < a,b.

Prova. Suponhamos que para todos a,b € G, exista ¢ € G tal que a,b < c¢. Entao

a =c—aeb =c—bsao elementos de G. Assim, existe ¢’ € G, tal que d’,t/ < . Logo,
!/ / / /
a=c—a >c—c eb=c—-b>c——c.

Portanto, existe d = ¢ — ¢ € G, tal que d < a,b para todos a,b € G. Para provarmos a

reciproca, usaremos o mesmo argumento. |

Definigao 1.3 Um grupo ordenado G é filtrante ou dirigido se pelo menos uma das

condicoes da Proposicao 1.3 for satisfeita.

Proposicao 1.4 Seja G um grupo ordenado. Entao G ¢é filtrante se, e somente se, G

gera G como um grupo, isto é, G = (G4) = G, — G
Prova. Suponhamos que G seja filtrante. Entao para cada g € G, existe ¢ € G tal que
g,0 <c.

Assim, g=c— (c—g),comc € G, e c — g € G. Portanto, g € (G).
Reciprocamente, dados a,b € G, existem p,7,s,t € G4 taisquea=p—reb=s—t.
Assim,

a<a+r<p+seb<b+t<p+s.
Portanto, existe c = p+ s € G tal que a,b < ¢, isto é, G é filtrante. |
Exemplo 1.2 Sejan € Z,. E facil verificar que
P,={0,n,n+1,...}
é um subconjunto positivo de Z. Se
a<bsb—ace P,

¢ a ordem parcial em 7 induzida por P,, entao 7Z = P, — P,,, pois cada a € 7 pode ser
escrito na forma

a=lal—0 ou a=0-lal.

Portanto, Z ¢é filtrante com esta ordem.



Exemplo 1.3 Sejan € Z.,. E fdcil verificar que
P,={0,n,2n,...}
é um subconjunto positivo de Z. Se
a<bsb—ac P,

¢ a ordem parcial em 7 induzida por P, en > 1, entdo 7 # P, — P,. Portanto, 7 nao é

filtrante com esta ordem, exceto o caso em que n = 1.

Sejam X um conjunto parcialmente ordenado e Y um subconjunto nao vazio de X.

Dizemos que:

1. b € X é uma cota superior de Y se a < b, para todo a € Y

2. ¢ € X éuma cota inferior de Y se ¢ < a,para todo a € Y.

A menor (maior) das cotas superiores (inferiores) de Y é chamada de supremo (in-

fimo) de Y e serd denotada por b =supY (¢ =infY).
Teorema 1.1 Sejam G um grupo ordenado, X eY subconjuntos nao vazios de G. Entao:
1. Sesup X existe, entdo inf(—X) eziste e inf(—X) = —sup X;;

2. Sesup X esupY existem, entio sup(X +Y) existe e sup(X +Y) = sup X +supY.
Além disso, se sup X e sup(X +Y) existem, entdo supY existe e supY = sup(X +
Y) —sup X;

3. Sesup X emiste, entio sup(a+X) existe e sup(a+X) = a+sup X, para todo a € G;

4. Sesup{a, b} existe, entdo inf{a, b} existe e sup{a, b} +inf{a,b} = a+b, para todos
a,b € G (Relagao de Dedekind);

5. Sesup X = a, supY = b esup{a, b} existe, entao sup(XUY') existe e sup(XUY) =
sup{a, b}.

Prova. Provaremos apenas os itens 1. e 4..
1. Suponhamos que sup X = c¢. Entao a < ¢, para todo a € X. Logo, —c¢ < —a, para todo

—a € — X, isto é, —c é uma cota inferior de —X. Seja d € —X tal que d < b, para todo
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be —X. Entao —b < —d, para todo —b € X. Assim, por hipétese, ¢ < —d. Portanto,
d < —c, ou seja, —c = inf(—X).

4. Suponhamos que sup{a,b} = c. Entdoa < ceb < c. Assim, a+b—c<bea+b—c < a,
isto é, a + b — ¢ ¢ uma cota inferior de {a,b}. Seja d € G tal que d < a e d < b. Entao
b<a+b—dea<a+b—d. Assim,c<a+b—d, ouseja, d<a+b— c Portanto,

a+ b — c é a maijor das cotas inferiores de {a, b}, isto ¢, inf{a,b} =a+b—c. [

Sejam G um grupo ordenado e a,b € G. Dizemos que a e b sdo disjuntos se inf{a, b}

existe e inf{a,b} = 0. Neste caso,
sup{a,b} = a+b.
O sup{a, 0}, quando existe, é chamado a parte positiva de a, denotado por a™ e
a® = sup{a,0}.

Se at estd definido, entao existe a~, chamado a parte negativa de a, e
) ) 9

a” = inf{a, 0}.
Assim,
at —a” =sup{a,0} + inf{a, 0} = a,
ou seja,
a=at —a"

Proposicao 1.5 Sejam G um grupo ordenado e a,b,c,z,y € G.

1. Se sup{a,0} existe e a = x — y, onde x,y € Gy, entdo inf{x,y} existe, x =

at +inf{z,y} ey =a" +inf{z,y}. Em particular, a* <z ea” <y.

2. Sea=x—vy, ondex,y € Gy, einf{z,y} =0, entdo x =a* ey =a". Além disso,
inf{a*,a"} = 0.
3. Sea,b,c € Gy, inf{a,b} existe e inf{a,c} =0, entdo inf{a,b+ c} existe e inf{a,b+

c} = inf{a, b}.

4. Sea,b,c € Gy einf{a,c} = inf{b,c} =0, entao inf{a + b,c} = 0. Se inf{a,c} =0

ec<a+b, entao c <b.



5. Se sup{a,b} existe, entao sup{na,nb} existe e sup{na,nb} = nsup{a,b}, para todo

n € Z,. Um resultado similar é vdlido para inf{na,nb}.

Prova. Provaremos apenas os itens 1. e 5..
1. Suponhamos que sup{a, 0} exista. Entao sup{x — y,0} existe. Como
sup{z —y,0} = sup{—-y+z,—x+ 2}
= sup{—=z, -y} + =z,

temos, pelo item 3. do Teorema 1.1, que sup{—=z, —y} existe. Assim, pelo item 1. do

Teorema 1.1, inf{x, y} existe e inf{z,y} = —sup{—=z, —y}. Agora,

a” = sup{a,0}
= sup{z —y,0}
= x+sup{—z,—y}
= 1z —inf{z,y},
isto &, z = a™ +inf{z, y}. De modo inteiramente andlogo, prova-se que y = a~ +inf{z, y}.
Em particular, at <z ea” <u.
5. Como sup{a, b} existe, temos que (a — b)™ = sup{a — b, 0} existe. Logo,
a—b=(a—-b"—(a—0)",
onde
inf{(a —b)*,(a —b)"} =0.
Usando indutivamente o item 4., obtemos que
inf{n(a —b)",n(a—0)"} =0, VneZ,.
Além disso,
n(a—0b)=nla—0"—nla—0b)", VneZ,.
Assim, pelo item 1., sup{na — nb, 0} existe e
sup{na —nb,0} = n(a—b)"
= nsup{a —b,0}
= n[sup{a,b} — b

= nsup{a,b} —nb, Yn € Z,.

9



Consequentemente,

nsup{a,b} = sup{na —nb,0} + nb

= sup{na,nb}, Vn € Z,.
|

Defini¢ao 1.4 Seja G um grupo ordenado. Dizemos que G é um l-grupo se sup{a, b}

ezistir, para todos a,b € G. Neste caso, a ordem parcial de G é chamada de l-ordem.

Observagao 1.1 Todo l-grupo é um grupo filtrante. A reciproca nao verdadeira, como

mostra o sequinte exemplo.
Exemplo 1.4 Sejam G =7 X Z com a ordem usual e
H={(a,b) € G:a+b=0(mod?2)}

um subgrupo ordenado de G. FEntao H é filtrante mas nao é l-grupo. De fato, é facil
verificar que

Hy={(a,2k—a):a>0 ekzzg}.

Dado a € Z, se a > 0 e escolhendo ¢ € Z, tal que 2c + 2k — a > 0, obtemos que
(a,2k —a) = (a,2c¢+ 2k —a) — (0,2c) € H, — H,.
Se a < 0 e escolhendo —d € Z tal que 2d + 2k — a < 0, obtemos que
(a,2k —a) = (0,—2d) — (—a,—2d — 2k +a) € Hy — H,.
Portanto, H = H, — H., isto é, H ¢é filtrante. Sejam v = (1,1),v = (0,2) € H. Entao
Sgp{u, v} =(1,2)

e sup{u,v} ndo existe em H, pois se existisse (a,b) € H tal que (a,b) = sup{u,v}, entdo
(a,b) > (1,2). Como (1,1),(0,2) < (1,3) e (1,1),(0,2) < (2,2) temos quea <1 e b < 2.

Assim, (a,b) < (1,2). Portanto, (a,b) = (1,2) € H, o que é uma contradi¢ao.
Teorema 1.2 Seja G um grupo filtrante. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. G é um l-grupo;
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2. sup{a, b} eziste, para todos a,b € Gy;

3. inf{a, b} eziste, para todos a,b € G .

Prova. (1. = 2.) Segue da definigao.

(2. = 3.) Suponhamos que sup{a, b} existe, para todos a,b € G. Entao, pelo item 4.
do Teorema 1.1, inf{a, b} existe, para todos a,b € G.

(3. = 1.) Suponhamos que sup{a, b} existe, para todos a,b € G,. Dados z,y € G
temos, por hipétese, que existe t € Gtal quet <z et <y. Comoxz—t,y—t € G temos

que sup{x — t,y — t} existe e
sup{x - ta Yy — t} = sup{x, y} - t?
isto é, sup{x,y} existe, para todos z,y € G. Portanto, G é um l-grupo. |

Proposigao 1.6 Sejam G um Il-grupo e a,b € G. FEntdo as sequintes condi¢oes $ao

equivalentes:
1. a <
2. sup{a, b} = b;
3. inf{a,b} = a. [

Observacao 1.2 Todo grupo totalmente ordenado é um [-grupo.

Corolario 1.3 Seja G um grupo ordenado. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. G é um l-grupo
2. Para cada a € G ezistem x,y € G, tais que a = v —y e inf{x,y} = 0. [ |

Proposigao 1.7 Sejam G um l-grupo e {a;}"_; um subconjunto finito de G. Entao as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. inf{ay,...,a,} =0;

2. Para cada a € G, com a > 0, existem i € {1,...,n} ex € G com 0 < z < a tais

que inf{x,q;} = 0.
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Prova. (1. = 2.) Suponhamos que inf{ay,...,a,} =0 ¢ a > 0. Entdo
a > inf{a,a;} > --- > inf{a,a,...,a,} = 0.

Assim, se inf{a, a;} = 0, basta escolher x = a. Caso contrério, escolhemos i tal que

x =inf{a,ay,...,a;} >0,
enquanto
inf{a,a,...,a;41} =inf{z,a;41} = 0.
(2. = 1.) Suponhamos que inf{ay,...,a,} = b > 0. Entdo é claro que ndo existe 0 < z < b
tal que inf{x, a;} = 0, para algum i. [ |

Definigao 1.5 Seja G' um grupo ordenado. Um subgrupo ordenado H de G é chamado

isolado ou convexo, se
0<b<xrcomxe HbeG=beH
ou, equivalentemente,
r<b<ycomzx,yc Hbe G=bec H.

Definicao 1.6 Seja G um grupo ordenado. Um subgrupo ordenado H de G é chamado

fortemente isolado ou fortemente convexo, se para cada v € H e b € G,
r<bsbeH oub>0.

Proposicao 1.8 Todo subgrupo fortemente convexo de um grupo ordenado G é um sub-

grupo convexo de G.

Prova. Suponhamos que H seja um subgrupo fortemente convexo de G e z < b < v,
comz,y€ Hebe G. Entao x — b > x —y. Como x —y € H temos, por hipétese, que
r—b>0ouxz—be H. Sendox —b<0temosquex—be Heb=x—(z—b) € H.

Portanto, H é um subgrupo convexo de G. |

Proposigao 1.9 Sejam G um grupo ordenado, H um subgrupo ordenado de G e m o
homomorfismo canodnico de G sobre % Entao 7 (G4) é um cone positivo de % se, €

somente se, H é um subgrupo convexo de G.
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Prova. Suponhamos que 7 (G ) seja um cone positivo de % Sejam a € H e b € G tais

- (5)

H=7(0) <m() <m(a)=H,

que 0 < b < a. Como

temos que

pois a € H. Logo, w(b) = H, isto é, b € H. Portanto, H é um subgrupo convexo de G.
Reciprocamente, suponhamos que H seja um subgrupo convexo de GG. Entao é claro
que

H=0+H=n(0)en (),

pois0 € Gy. Sejax+H e m(GL)N(—7 (Gy)). Entdox+H e n(Gy)ex+H € —w (G,),
isto é, x + H = 7(a) e v + H = w(—b), para alguns a,b € G. Logo, w(a) = 7(—b), ou
seja, a +b € H. Como

0<a<a+bd

temos, por hipétese, que a € H. Assim, z+H = H. Finalmente, se v+ H,y+H € 7w (G,),
entdo existem a,b € G tais que x + H = 7w(a) e y + H = 7(b). Logo,

(z+H)+(y+H) = =n(a)+w(b)
= 7(a+0b) en(Gy),
pois a + b € G. Portanto, 7 (G ) é um cone positivo de % [ |

Sejam G um grupo ordenado e H um subgrupo convexo de G. Entao o grupo quociente

% ordenado por:
a+H<b+ H<+= existe ce H tal que a <b+c¢,

¢é chamado o grupo ordenado quociente de G por H. Isto é, a relagao de ordem determinada

pelo cone positivo ¢ dada por 7 (G).

Corolario 1.4 Se G é totalmente ordenado, entdao % ¢ totalmente ordenado.

Proposicao 1.10 Seja G um grupo totalmente ordenado. Se H e K sdo subgrupos con-

vexos de G, entao H C K ou K C H.

Prova. Sejam a € H e b € K. Como G é totalmente ordenado temos que 0 < a < b ou

0 < b < a. Assim, por hipétese, b € H ou a € K. Portanto, H C K ou K C H. [ |
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Definigao 1.7 Seja G um grupo totalmente ordenado. Se G tem somente um nimero
finito de subgrupos convexos, dizemos que o niumero de subgrupos convexos préprios de G

¢ o posto de G. Caso contrdrio, o posto de G é infinito.

Exzemplo 1.5 O posto do grupo Z, com a ordem usual, é igual 1, pois {0} é o nico

subgrupo convexo proprio de 7.

Observacao 1.3 Seja G um grupo totalmente ordenado. Entao G tem posto 1 se, e

somente se, G # {0} e os unicos subgrupos convexos de G sao {0} e G.

Proposigao 1.11 Seja G um grupo totalmente ordenado, com G # {0}. Entao as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. O posto de G é igual a 1;

2. G é Arquimediano (se a € G, com a > 0, entdo existe n € N tal que na > b, para

todo b € G);

3. G é o-isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo R.

Prova. (1. = 2.) Suponhamos, por absurdo, que existem a,b € G com a > 0 e b > 0 tais

que b > na, para todo n € N. Seja
S={ceG:0<c<na, para algum n € N}.
Entao b ¢ S. Dados z,y € S, obtemos
0<z<mae0<y<nsa.

Logo, 0 < x+y < ma, onde m =n; +ny € N, isto é, x +y € S. Seja H o subgrupo de GG
gerado por S. Entao
H={x—y:z,y€S}.

Consideremos um elemento de H, digamos z —y > 0,e 0 < d < z —y. Assim, se na > x
ey > 0, entao

0<d<d+y<uz<na.

Como d € S e H = (S) temos que d € H. Portanto, H é um subgrupo convexo préprio

de G com H # {0}, o que é uma contradigao.
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(2. = 3.) Suponhamos que a = inf G exista. Entao dado b € G, com b > 0, existe
n € N tal que

(n—1)a < b < na.

Assim,

O<b—(n—1a<a=b—(n—1)a=na,

isto é, b=mna. Se b € G com b <0, entdao b = —(—b) = (—n)a. Logo, G = (a). Portanto,
a fungao ¢ : G — Z definida por ¢(na) = n ¢ um o-isomorfismo.
Agora, suponhamos que inf G, nao exista. Seja a € G fixado com ¢(a) = 1. Entao

dado b € G, com b > 0, existem m,n € N tais que a < nb e b < ma. Sejam

Lb:{%e(@i:magnb}

Ub:{%EQi:ma>nb}.

Entao L; e U, sao nao vazios. Se

m
—ELbGBGUb,
n q

entao
mqa < ngb e ngb < npa.

Assim,

m. _p
mqga < npa e — < —.

noq

Logo, L, U (—Q4) e U, formam um corte de Dedekind dos nidmeros racionais. Portanto,
eles determinam um dnico nimero real positivo ¢(b). Fixemos ¢(0) = 0. Se ¢ € -G,
entao ¢(c) = —p(—c). Logo, a fungdo ¢ : G — R definida acima é um o-isomorfismo de G
em ¢(G). Portanto, em qualquer caso, existe um o-isomorfismo de G sobre um subgrupo
aditivo de R.

(3. = 1.) Seja K # {0} um subgrupo aditivo de R tal que G seja o-isomorfo a K.
Se L # {0} é um subgrupo convexo de K, entdo L contém um elemento positivo a. Seja
be K, comb>0. Como R é Arquimediano temos que existe n € N tal que 0 < b < na.
Assim, b € L, pois na € L. Portanto, K, C L, isto é, K = L. Assim, o posto de G &

igual a 1. |
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Sejam G um [-grupo e H um subgrupo ordenado de GG. Dizemos que H é um subgrupo
proprio de G se
zr,y € H= sup{z,y} € H.

Observagao 1.4 Essa terminologia “subgrupo prdprio,"nas condicées acima, significa
que o mesmo é um l-grupo. Portanto, ndo tem relacao com a defini¢io de subgrupo

proprio que conhecemos.

Proposigao 1.12 Todo subgrupo fortemente convero de um Il-grupo G é um subgrupo

proprio de G.

Prova. Suponhamos que H seja um subgrupo fortemente convexo de G. Basta mostrar
que = € H implica que z* = sup{z,0} € H, pois se x,y € H, entdo z —y € H. Logo,
sup{z —y,0} € H e

sup{z,y} =sup{zr —y,0} +y € H.
Dado z € H, temos 2t = sup{x,0}. Se x <0, entdo x* =0 € H. Sexz > 0, entdo z* > 0

e x7 < 2x. Como 2z € H temos, por hipétese, que 1 € H. [ |

Sejam G e G’ dois [-grupos. Dizemos que um homomorfismo ¢ : G — G’ é um

l-homomorfismo se

¢(sup{a,b}) = sup{e(a), ¢(b)}, Va,beG.
Observacao 1.5 Todo [-homomorfismo é um o-homomorfismo.

Exemplo 1.6 Seja G = [[ .5 G, onde cada Gy é um I-grupo. Entdo para cada Ay € A
a fungao

T - G — Gy,

definida por Ty, ((ax)aer) = @y, € um l-homomorfismo, pois
77,\(Sup{a, b}) = Sup{ﬂ-)\<a)7 7T)\(b)}7 VA eA.

Exemplo 1.7 Sejam H um grupo ordenado e G = [[,c, G, onde cada G é um grupo

totalmente ordenado. Se ¢, : H — Gy é um l-homomorfismo, entao

o: H — G
h = (¢r(h))rea

é um l-homomorfismo.
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Proposigao 1.13 Sejam G um l-grupo, H um subgrupo convero de G e ™ o o-homomorfismo
canonico de G sobre % Entao % serd um l-grupo e ™ um l-homomorfismo se, e somente

se, H é um subgrupo préprio de G.

&

7 seja um l-grupo e m um l-homomorfismo. Dado z € H,

Prova. Suponhamos que

obtemos x + H = H. Logo,
P+ H = 7(ah)
= m(sup{z,0})
= sup{m(z),7(0)}
= sup{z+ H,H}
= Ht
= H
ext € H, isto é, H & um subgrupo préprio de G.
Reciprocamente, suponhamos que H seja um subgrupo préprio de GG. Dados r, s € %,
existem a,b € G taisque r = a+ H e s = b+ H. Como ¢ = sup{a,b} € G temos que
a,b<cer,s <t,ondet =c+ H. Seja v = d+ H tal que r,s < x. Entao existem

g,h € H tais que
a+g<xzeb+h<ux.

Assim, a <x—geb <z —h. Logo,

sup{a,b} < sup{z —g,x—h}
= z+sup{—g,—h}

x > sup{a,b} —sup{—g,—h}
= sup{a, b} +inf{g, h}.

G

Como inf{g,h} € H temos que t < m, isto &, t = sup{r,s} € . Portanto, % é um

l-grupo. Finalmente,

m(sup{a,b}) = t
= sup{r, s}
= sup{m(a),w(b)}.
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Assim, 7 um l-homomorfismo. |

Exemplo 1.8 Sejam G =[],y G, onde cada G é um I-grupo, e H = 3, G. Entdo

H é um subgrupo convexo préprio de G. Logo, % é um l-grupo e ™ é um l-homomorfismo.

Proposigao 1.14 Sejam G e G’ I-grupos e ¢ : G — G’ um I-homomorfismo injetor.

Entao ¢ é uma o-imersao.
Prova. Seja a € G com a > 0. Entao
0 = ¢(inf{a.0}) = int{e(a), 0}.

Logo, ¢(a) > 0, isto é, ¢(G1) C G, N¢(G).
Reciprocamente, seja b € G', N ¢(G). Entao existe a € G tal que b = ¢(a). Como
0 = inf{b,0} temos que

¢(inf{a,0}) = inf{¢(a),0}
= inf{b,0} = 0.

Assim, inf{a,0} = 0, pois ¢ é injetora. Logo, a € G4, isto &, G’ N ¢(G) C ¢(G).
Portanto,

o(Gy) = G No(G),

isto é, ¢(G) é um subgrupo ordenado de G'. [ |
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Capitulo 2

Grupos de Divisibilidade

Neste capitulo apresentaremos uma familia de grupos filtrantes que nao sao grupos de

divisibilidade.

2.1 Anéis

Nesta secao apresentaremos algumas definigoes e resultados béasicos da Teoria dos
Anéis. O leitor interessado em mais detalhes poderd consultar [1, 8].

Um anel R é um grupo Abeliano aditivo munido com uma operacao bindria
(z,y) = zy,
chamada multiplicacao, satisfazendo as seguintes propriedades:
1. z(yz) = (zy)z, para todos z,y, z € R.

2. z(y+2) =zy+2xz, (x+y)z =xz+ yz, para todos x,y, z € R.

Se um anel R satisfaz as propriedades:

3. Existe 1 € R tal que 1 = 1z = x, para todo = € R, dizemos que R é um anel com

identidade.

4. xy = yx, para quaisquer x,y € R, dizemos que R é um anel comutativo.

Se um anel R satisfaz a propriedade:

5. Para todos z,y € R, zy = 0 = x = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

diwisores de zero.
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Dizemos que um elemento = € R é um divisor de zero se existir y € R, y # 0 tal que
xy = 0. Se x # 0, dizemos que x é um divisor préprio de zero. Se x € R nao é um divisor
de zero, dizemos que = é um elemento regular do anel R.

Se R é um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que
R é um dominio. Um elemento x € R é dito uma unidade de R se existir y € R tal
que zy = yr = 1. Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = R* = R — {0}, dizemos que R é um corpo.

Neste trabalho, todo anel R, salvo mencao explicita em contrario, serd um anel comu-
tativo com identidade.

Sejam R e R’ dois anéis. Um homomorfismo de anéis é uma funcao ¢ : R — R’ tal

que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. ¢(x +y) = o(x) + ¢(y), para todos z,y € R;
2. ¢(zy) = ¢(x)p(y), para todos x,y € R;
3. ¢(1) =1.

Um subconjunto nao vazio S de um anel R é um subanel de R se as seguintes condi¢oes

sao satisfeitas:
1. z—y €S, para todos z,y € S;
2. xy € S, para todos x,y € S;

3.1e€85.

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:
1. x —y € I, para todos x,y € I;
2. re € I, paratodoxr € [ er € R.

Um ideal I de R é dito finitamente gerado se existir um subconjunto finito S =

{z1,29,...,2,} de R tal que
I = <S>:RI1+RI2+"'+RZL‘7L

= {zn:nxz i1 € R}
i=1
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O ideal I = Rz = xR = (x) é chamado ideal principal gerado por x € R. Um dominio R
é um dominio de ideais principais se todo ideal de R é principal.

Sejam [ e J dois ideais de R. Entao

I+J={s+y:xzel, yeJ}

]J:{inyi:xi el, y;eJ}

=1

sao ideais de R.

Seja P um ideal de um anel R. Dizemos que P é um ideal primo de R se P # R e se
xy € P, para todos z,y € R, entao x € Pouy € P.

Um ideal M de um anel R é um ideal maximal de R se M # R e J é um ideal de R
tal que M C J C R, entao M = J ou J = R. Dizemos que R é um anel local se R tem

um unico ideal maximal. Neste caso, U(R) = R — M.
Observacao 2.1 Todo ideal maximal é primo.

Proposigao 2.1 Seja R um anel. Entdo M é um ideal maximal de R se, e somente se,

para todo x ¢ M existe r € R tal que 1 + xr € M.

Prova. Para cada x ¢ M temos que M C M + (z). Logo, por hipétese, M + (x) = R.
Como 1 € R temos que 1 € M + (x), isto &, existe r € R tal que 1 + zr € M.
Reciprocamente, seja J um ideal de R tal que M C J C R. Suponhamos que M # J.
Entao existe x € J tal que = ¢ M. Assim, por hipétese, existe r € R tal que 1+ xr € M.
Logo,
l=—azr+(1+rx)eJ

e J = R. Portanto, M é um ideal maximal de R. |

Seja R um anel. Dizemos que I é um ideal prdprio de R se I # R.
Um subconjunto A de um anel R é um sistema multiplicativo de R se as seguintes

condigoes sao satisfeitas:

1. 1€ A;

2. ab € A, para todos a,b € A.
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Consideremos em R x A a seguinte relagao de equivaléncia:
(x,a) ~ (y,b) & (zb—ya)c =0, para algum c € A.

A classe de equivaléncia de (z,a) serd denotada por £ e

= AR

~Y

Assim, podemos definir em A™'R as seguintes operacoes bindrias:

r Yy  brtay
a+b N ab
Ty oy

a b ab’

E facil verificar que estas operagoes estio bem definidas e A~'R é um anel comutativo com
identidade, chamado o anel das fragoes de R, onde % e %, para todo b € A, é o elemento
zero e o elemento identidade de A~'R, respectivamente. Neste caso, temos também um

homomorfismo de anéis

o:R— AR
definido por
x
p(x) = 1
Assim,
kerp ={r € R:xzb=0, paraalgum b€ A}.
De fato,
xr € keryp
o 0
11

< (r1—-0-1)b=0, para algum b€ A

< b =0, para algum b € A.
Note que, este homomorfismo nao é, em geral, injetor, pois
kero ={0} < 2b=0=2=0.
Lema 2.1 Sejam R um dominio e A = R*. Entao
K:A*le{%;a,beR e b0}
é um corpo, chamado o corpo quociente de R.
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Seja R um anel. Um R-mddulo V sobre R é um grupo Abeliano aditivo munido com
uma aplicacao
RxV —V
(x,v) — x-v

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. z(yv) = (zy)v, para todos z,y € Rev € V;
2. z(u+v) = zu+ v, para todo x € R e u,v € V;
3. (z+y)v=1av+ yv, para todos x,y € Rev € V;

4. lv = v, paratodo v € V.

Note que, se R for um corpo, entdo um R-mdédulo V' é um espaco vetorial sobre R.
Um subconjunto nao vazio W de um R-médulo V' é um R-submddulo de V' se as

seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. w—v e W, para todos w,v € W;

2. xw € W, paratodor € Rew € W.

2.2 Seqiiéncias Exatas

Uma seqiiéncia de homomorfismos de grupos

.HHLGLQ_%..

¢é dita exata em G se

Ima = ker 3

ou, equivalentemente,

Ba(h) =0,Yh € H

e cada g € G com f(g) = 0 tem a forma g = a(h), para algum h € H. Uma seqiiéncia &
dita exata se ela é exata em cada um dos grupos que a constituem. Por exemplo, se H é

um subgrupo de G, a seqiiéncia
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G

0—H--5G5 = —0,
onde ¢ ¢ a inclusao e 7 a projegao canonica, ¢ exata.
A seqiiéncia
a B
0—H—G—Q—0

é exata se, e somente se, « for injetora e 3 for sobrejetora. Uma seqiiéncia exata deste
tipo é dita seqiiéncia exata curta. Neste caso, dizemos que o grupo G é uma extensao de
H por (). Esta extensao ¢é dita cindivel ou fatordvel quando existir um homomorfismo

v : @ — G tal que By = Ip. Duas seqiiéncias exatas curtas

0—>HL>GLQ—>O

0— H- a2, Q—0
sa0 equivalentes se existir um isomorfismo ¢ : G — G’ tal que o diagrama

0 — H % ¢ 2 9 — o

! lo !
8

0 — H % @ 5 Q — 0
comuta.
Exemplo 2.1 Sejam H e QQ grupos. Entao a seqiiéncia exata curta

0—>Hi>Gi>Q—>O,

onde G = H x Q, a(h) = (h,0) e B(h,q) = q, é cindivel, pois existe vy : Q — G dado por
v(a) = (0,q) tal que by = Iq.

Definicao 2.1 Sejam H, G e ) grupos ordenados. Dizemos que uma seqiiéncia exata

0—H--6209—0 (2.1)
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é o-exata se
a(Hy)=a(H)NGy e B(Gy) = Q4.

Neste caso, é facil verificar que « e 8 sao o-homomorfismos. O grupo G é chamado uma

o-extensao de H por Q).

Observacao 2.2 Se GG é uma o-extensao de H por (Q, entdo H pode ser visto como um
subgrupo convezro de G identificando H com ker 5. Neste caso, a ordenagao de Q) serd a

ordem quociente de % De fato, como « é injetora temos que ker « = {0} e, assim,

H

— ~Ima.

{0}
Mas, Im o = ker 3; logo, H ~ ker 5. Agora, dados a,b € G tais que 0 < b < a ea € ker 3,
obtemos que B(a) = 0 e 0 = 5(0) < B(b) < B(a) = 0, ou seja, 0 < B(b) < 0. Dai,

B(b) =0, ou seja, b € ker 3. Portanto, H é convexo. Como [ é sobrejetora temos que

EZQ.

. - €
Logo, a ordem de Q serd a ordem quociente de %.

Definigao 2.2 Sejam « e 3 o-homomorfismos. Dizemos que a seqiiéncia exata (2.1) é
lex-exata se

Gi={aecG:p(a) >0 ouaecalH)}

Neste caso, o grupo G é chamado uma lex-extensao de H por Q).
Proposicao 2.2 Toda seqiiéncia lex-exata é o-exata.

Prova. Seja

0—>HL>GL>Q—>O

uma seqiiéncia lex-exata. Dado x € @4, existe a € G tal que z = B(a). Como f(a) > 0
temos que (a) > 0 ou B(a) = 0. Logo, se f(a) > 0, entdo a € G, e x € B(G,), isto
é, B(G1) = Q4. Se f(a) =0, entdo a € a(H,) e, assim, a € G4 e x € B(G,), isto &,
B(Gy) = Q4.

Finalmente, se a € a(H) NG, entdo existe r € H tal que a = a(r) e a € G.. Assim,
r >0, pois se r < 0, terfamos a = «a(r) < 0. Logo, a € a(H,), isto é, a(H,) = a(H)NG,.
|
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Exemplo 2.2 Se H e Q) sao grupos ordenados e G = H ©p Q, onde
Gy ={(a,b):b>0 oub=0 e a >0},

entao a seqiiéncia exata
0—H-->G-5Q—0,

é lex-exata.

Observacgao 2.3 Se a seqiiéncia exata (2.1) é lex-exata, entao H é um subgrupo forte-
mente convero. De fato, sendo a seqiiéncia exata (2.1) lez-exata, pela Proposicao 2.2,
essa seqiiéncia é o-exata e dai, pela Observacao 2.2, H ~ ker 3. Agora, sejam x € H e

b e G tais que x < b, ou seja, b —x > 0. Logo,
fb—x)>0 oub—z € a(H,).

De 5(b—x) > 0, vem B(b) > B(x). Mas, x € ker §; logo, B(x) = 0. Assim, f(b) >0 eb > 0.
Seb—z € a(H,), entdo existe a € Hy tal que b—x = a(a). Dat, f(b—x) = fa(a) =0,
e assim, B(b) — B(z) = 0. Mas, x € ker 3; logo, 5(b) =0 ebe H.

Dizemos que a seqiiéncia exata (2.1) é lez-cindivel se existir um o-isomorfismo ¢ :

G — H ®p Q tal que o diagrama

0 — H =% G i>Q—>O

l 1o i (2.2)
0 — H -5 HepQ = Q — 0

comuta.

Proposicao 2.3 Toda seqiiéncia lex-exata e cindivel é lex-cindivel.

Prova. Basta mostrar que ¢(G) = (H &p Q)+. Como
Gi={aeG:p(a) >0 ouacalH)}

temos que

o(Gy) = {(¢,r): (¢,7) = ¢(a), para algum a € G}
= {(e,r):r>00ur=0ec>0}
- (H @D Q)+,
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pois B(a) = wo(a) =1 e

(¢,r) = ola) € pa(H,) = i(Hy) = {(x,0) : v € Hi}.

Teorema 2.1 Sejam G uma lex-extensao de H por QQ e H, QQ # {0}. Entao:

1. G ¢é filtrante se, e somente se, Q) ¢ filtrante;

2. G é um l-grupo se, e somente se, H é um l-grupo e () é totalmente ordenado.

Prova. 1. Suponhamos que G seja filtrante. Dados z,y € @, existem a,b € G tais que
x = f(a) e y = B(b). Como G é filtrante temos que existe ¢ € G tal que a,b < ¢. Fazendo
z = [(c) € @, obtemos

z,y < z.

Logo, @ é filtrante.

Reciprocamente, suponhamos que () seja filtrante. Para cada a,b € G temos que
B(a), 5(b) € Q. Logo, existe B(c) € Q tal que f(a),5(b) < B(c). Como @ é filtrante e
Q # {0} temos que existe B(r) € Q tal que 5(r) > 0. Fazendo 3(e) = B(c + r), obtemos
que

B(a),5(b) < B(e) e a,b <e.

Assim, G é filtrante.

2. Suponhamos que G seja um l-grupo. Como G é uma lex-extensao temos que H é
um subgrupo fortemente convexo de GG. Logo, pela Proposicao 1.12, H é um subgrupo
préprio de G. Portanto, H é um l-grupo.

Suponhamos, por absurdo, que existam z,y € (@ tais que x i yeuy i xr. Sejam
a,b € G tais que x = f(a), y = B(b) e ¢ = sup{a, b} € G. Entdo z,y < z, onde z = [(c).

Como z e y nao sdo compardveis temos que x,y < z. Assim,
sup{c — a,c — b} = ¢ —sup{a, b} > 0,

o que é uma contradicao.

Reciprocamente, suponhamos que H seja um l-grupo e @) totalmente ordenado. Dados
a,b € G, temos que f(a),5(b) € Q. Podemos, sem perda de generalidade, supor que
p(a) < B(b). Entao a + ¢ < b, para todo ¢ € a(H), pois f(c) = 0. Se a = b, entdo
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¢ <0, para todo ¢ € a(H) e, assim, H = {0}, o que é uma contradigao. Logo, a < b e

b = sup{a, b} existe. Portanto, G é um l-grupo. [ |

Corolario 2.1 Se G é uma o-extensao de H por () e G ¢ totalmente ordenado, entdo a

seqliéncia é lex-exata e H e () sdo totalmente ordenados. |

Corolario 2.2 Se G é um l-grupo e H é um subgrupo fortemente convexo de G, entdo

% com a ordem quociente é totalmente ordenado.

Prova. Se H é um subgrupo fortemente convexo de GG, entao a seqiiéncia
G

0—>HL>GL>E—>O

é lex-exata, isto é, G é uma lex-extensao de H por % Portanto, pelo Teorema 2.1, % é

totalmente ordenado. [ ]

2.3 Grupos de Divisibilidade

Sejam K um corpo e K* = K—{0} o grupo multiplicativo de K. Uma semi-valoriza¢do

de K é uma funcao v de K* em um grupo ordenado G tal que, para todos x,y € K°,

L v(zy) = v(z) + v(y);
2. vz +y) > V}l;(f,){V(fC), v(y)}, com x +y # 0;
3. v(—=1)=0.
v(K*) é chamado o grupo de semi-valores de v.
A funcao v pode ser estendida a K definindo v(0) = 0o, onde co > g e
g+oo=00+g=00+00=00,YgE€ G e 00> 0.

Neste caso, os axiomas 2. e 3. podem ser substituidos por um tnico axioma

(2) v(r—y) = Vi(ng){V(x),V(y)}-
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Seja v uma semi-valorizagao de K. O conjunto
R,={x € K :v(x) >0}

é chamado o anel de semi-valorizacio de K. Sejam vq e vy duas semi-valorizagoes de
K tendo grupos de semi-valores (G; e G, respectivamente. Dizemos que v; e vy sao

equivalentes se existir um o-isomorfismo ¢ : Gi — G5 tal que o diagrama

K 2 &
N2 Lo
Go

comuta (i.e, ¢pv; = vs).
Sejam R um dominio, K seu corpo quociente e U = U(R). Vamos considerar a

operacao bindria no grupo quociente

como sendo aditiva, xU +yU = xyU, para todos x,y € K*. Dados zU, yU € G(R), vamos
definir

2U < yU < yr™' € Ry =ra para algum r € R.

Note que,
xU <yU < Ry C Rz,

onde Rx e Ry sao R-submdédulos ciclicos de K, gerados por x e y, respectivamente. Como
1. Rx C Rx, para todo = € K
2. Rx C Ry e Ry C Rx = Rz = Ry, para todos =,y € K;

3. Rt C Rye Ry C Rz — Rx C Rz, para todos z,y,2 € K,
temos que < é uma relagao de ordem parcial em G(R). Além disso,
Ry C Rr = Ryz C Rxz,Vr,y,z € K*.

Logo, a relacdo < é compativel com a operacao do grupo G(R). Portanto, G(R) ¢ um

grupo ordenado.
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A projecao canodnica
w: K — G(R)
definida por w(z) = 2U e w(0) = oo é uma semi-valorizagao de K.
Afirmacao. G(R); = w(R*) e G(R) ¢ filtrante.
De fato,

GR)y = {2Ue€GR):x € K" e 2U > U}
= {2U :z€ R}
= w(R").

Finalmente, dado g € G(R), existe v € K* tal que g = w(z). Como x = %, com r, s € R,

temos que

g = w(r)—wls)
= rU—-sU € G(R)y —G(R)4.

Portanto, G(R) = (G(R)4), isto &, G(R) é filtrante.

O grupo ordenado G(R) é chamado o grupo de divisibilidade de R. Esta terminologia
expressa a analogia com a situacao cldssica da divisao em Z. Mais geralmente, um grupo
ordenado G é chamado um grupo de divisibilidade se existir um dominio R tal que G é

o-isomorfo a G(R).
Exemplo 2.3 Seja R um dominio de fatoragao unica. Entao G(R) é o-isomorfo a

H=Y GG\ =1

AEA
De fato, sejam

P={pe R:p éum elemento irredutivel}
e K seu corpo quociente. Como R é um dominio de fatorac¢dao tunica temos que todo
x € K* pode ser escrito de modo tinico na forma

x:unpfk,p,\eP,ueU e ny € 7.
AEA

Seja
¢: GR) — H
zU = (ny)rea

Entao é facil verificar que ¢ é um o-isomorfismo.
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Uma semi-valorizacao v de K é chamada uma semi-valorizagao aditiva se
v(z) <v(y) = v(zr+y) =r(x), quando z+y € K.

Proposicao 2.4 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Entdo uma semi-

valorizacao v de K é aditiva se, e somente se, R, € local.

Prova. Suponhamos que v seja uma semi-valorizacao aditiva de K. Entao é fécil verificar

que

onde

M={ze K" :v(z)>0}

¢ um ideal maximal de R,. Portanto, R, ¢é local.
Reciprocamente, suponhamos que R, seja local. Sejam x,y € K*, com x +y € K* e

v(xz) < v(y). Entao

Assim, £ € M e 1+ £ ¢ M. Logo,

0=v(1+2) = vl +y) - v(x)
isto &,
v(z+y) =v(z).
Portanto, v é aditiva. |

Seja v uma semi-valorizagao de K com anel de semi-valorizagao R, e grupo de semi-
valores GG. Entao G é um l-grupo se, e somente se, G(R,) é um l-grupo. Neste caso, v é
chamada uma demi-valorizagao de K. G é um grupo totalmente ordenado se, e somente

se, v € R, ouxz~! € R,, para todo x € K*. Neste caso, v ¢ chamada uma valorizacio de

K.

Definicao 2.3 Um anel R é um dominio de Bézout se qualquer ideal principal de R é

finitamente gerado.

Teorema 2.2 (Krull-Jaffard-Ohm) [5,p.215] Seja G um I[-grupo. Entdo existe um
dominio de Bézout R tal que G é, a menos de o-isomorfismo, o grupo de divisibilidade de

R. |
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Sejam v e w duas valorizagoes de K tendo anéis de valorizagoes R, e R, respectiva-
mente. Dizemos que v e w sdo independentes se (0) é o tnico ideal primo de R, N R, ou,

equivalentemente, K = R, R,,,.

Teorema 2.3 (Teorema da Aproximacgao) [5,p.282] Sejam vy, ..., v, valorizagdes de
K, duas a duas independentes, a; € Gy,...,a, € G, e x1,...,x, € K. FEntao existe
x € K tal que

vi(r — x;) = a;,

para todo i =1,...,n. [ |

2.4 V-Homomorfismos

Sejam GG um grupo ordenado e ag, ay, ..., a, € G. Definimos a expressao
ag > iléf{al,a2, ce G}
por
ag > igf{al,ag, .., an} < ag > a para todo a € G tal que a < ay,aq,...,a,.

Sejam G e G’ grupos ordenados e ¢ : G — G’ um homomorfismo de grupos. Dizemos

que o é um V-homomorfismo se para quaisquer ag, ay, - .., a, € G,
ag > iréf{al, ag, ..., 4y} = o(ag) > ig/f{a(al), co0o(an)}

Um V-isomorfismo é um isomorfismo onde ele e seu inverso sao V-homomorfismos. Uma
V-imersao de G em G’ é um V-homomorfismo injetor. Um subgrupo H de G é um

V-subgrupo se a funcao inclusao ¢ um V-homomorfismo.
Proposigao 2.5 Todo V-homomorfismo é um o-homomorfismo.

Prova. Sejam G e G’ grupos ordenados, 0 : G — G’ um V-homomorfismo e a,b € G,
com a < b. Entao

b> irelf{a, b} = o(b) > iIGl,f{U(a)’ a(b)}.

Logo, o(a) < o(b). Portanto, ¢ ¢ um o-homomorfismo. [

32



Proposigao 2.6 Seja v uma semi-valorizacio de K com grupo de semi-valores G. Se [
¢ um V-homomorfismo de G em um grupo ordenado G', entao Sv é uma semi-valorizagao

de K.

Prova. Sejam v : K — G uma semi-valorizacao de K e # : G — G’ um V-homomorfismo.

Entao fv : K — G’ e para todos z,y € K*, obtemos
L pr(zy) =B (v(z) +v(y)) = B (v(z) + Blv(y) = Pr(z) + Br(y).
2. Como v(x +y) > infg {v(z),v(y)} temos que

fulety) > inf {A(@), B(y)}
= inf {Bu(a), Br()}

3. pr(=1) = B(v(-1)) = B(0) = 0.
Finalmente, Sv(0) = co. [
Exemplo 2.4 Sejam
P ={peN:p éum nimero primo}

e Q o corpo dos nimeros racionais. Como Z é um dominio de fatoracao unica temos que
todo x € Q* pode ser escrito de modo unico na forma
x:qu’;*,p,\ eP,uelU e ny€Z.
AEA
Sejam

H=Y G),G\=1,

AEA

e v uma semi-valorizagao de Q definida por v(x) = a € H, com a(\) = ny, A € A. Agora,

seja B : H — Z um o-homomorfismo definido por

AEA
Entao fv nao é uma semi-valorizagdo, pois fv(4) = 2, fr(9) = 2 e fr(4+9) = 1.

Portanto, a reciproca da Proposicao 2.6 € falsa.

Corolédrio 2.3 Se o : G — G e f : G — @ sao dois V-homomorfismos, entao (o

também o é. |
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Proposigao 2.7 Se G é uma lex-extensao de H por Q), entdo o é um V-homomorfismo.

Prova. Seja

0—H- g% 0—0
uma seqiiéncia lex-exata. Suponhamos que
ag > i%f{al,...,an},‘v’ao,al,...,an € H.
Logo, ag > a, para todo a € H tal que a < ay,...,a,. Como ay —a € H, temos que
a(ag) — a(a) € a(Hy),

ou seja,

alag) = afa),
para todo a € H tal que a(a) < a(ay),...,a(a,). Portanto,
alag) > igf {a(ay),...,ala,)},

isto é, @ € um V-homomorfismo.

Proposigao 2.8 Seja G uma lex-extensao de H por Q. Se G e QQ sao l-grupos, entao 3

é um V-homomorfismo, se e somente se, 3 é um I-homomorfismo.
Teorema 2.4 Seja G uma lex-extensao de H por ). Entao:

1. Se H filtrante, entao 3 é um V-homomorfismo.

2. Se H nao é filtrante, entao 5 é um V-homomorfismo se, e somente se, () satisfaz a

propriedade

para x,y € Q,y > z para todo z < x =y > . (2.3)

Prova. Seja

0—H--a209—0

uma seqiiéncia lex-exata. Suponhamos que
bo > llcl;f{bl, .. ,bn} ,Vbo,bl, .. -;bn e G.

Devemos provar que

Blbo) = inf {(b), ..., BB}
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isto é, B(bg) > x, para todo x € @ tal que

z < Bbr), -, B(bn)-

Seja b € G tal que f(b) = z. Entdo B(b; — b) > 0, paracada i =1,...,n.

1. Suponhamos que H seja filtrante. Se f(b; —b) > 0, entao b; —b > 0, ou seja, b; > b,
para cada ¢ = 1,...,n. Se f(b; —b) = 0, entdo b; — b € o(H,), para cada i = 1,...,n.
Em qualquer caso, a; < b; — b, para algum a; € a(H), ou seja, b < b; — a;, para algum
a; € a(H). Como H é filtrante temos que existe a € a(H) tal que a < ay, ..., a,. Logo,

b<b—aeb+a<by,..., b, Como
>
bO il HGl,f {blv 7bn}
temos que by > b+ a. Portanto,

B(bo) = B(b+a) > B(b) = .

2. Suponhamos que H nao seja filtrante e que [ seja um V-homomorfismo. Sejam
Y,z € @ tais que z > w para todo w < y. Entao existem c,d € G tais que y = f(c) e
z = f(d). Como H nao é filtrante, podemos encontrar r,s € «(H) tais que nao existe
t € a(H) com t < r,s. Suponhamos que e < ¢+ r,c+ s. Entao f(e) <y. Se (e) =y,
entdo e = ¢ + u, para algum u € a(H). Assim, t < r, s, 0o que é uma contradigao. Logo,
p(e) < y. Por hipétese, B(e) < z. Logo, d > e. Como 5 ¢ um V-homomorfismo temos
que

2 inf {f(c + 1), flc+s)} = Ble) = .

Reciprocamente, suponhamos que H nao seja filtrante e que () satisfaca a propriedade
2.3. Seja w € @ tal que w < x. Para cada ¢ € G tal que (c) = w temos que b; > c,
para cada i = 1,...,n, pois 8(b;) > = > w. Logo, by > ¢. Assim, by > ¢ + a, para todo
a € a(H), pois f(a) = 0. Se by = ¢, entao a < 0, para todo a € a(H). Logo, H = {0},
o que é uma contradi¢do, pois H nao é filtrante. Assim, by > ¢, para cada ¢ € G tal que
B(c) = w, isto &, 5(by) > [(c) = w. Portanto, pela propriedade 2.3, 5(by) > x, ou seja, [

¢ um V-homomorfismo. [ |

Corolario 2.4 Seja G uma lex-extensao de H por (). Se () é um l-grupo, entao 3 é um

V-homomorfismo. ]
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2.5 Grupos que nao sao Grupos de Divisibilidade

Nesta secao apresentaremos um método para construir uma classe de grupos filtrantes
que nao sao grupos de divisibilidade. O primeiro exemplo de um grupo filtrante que nao

é um grupo de divisibilidade foi apresentado por Jaffard, o qual mostraremos a seguir:

Exemplo 2.5 Seja
H = {(a,b) € Z* - a+ b= 0(mod 2)}.

Sabemos pelo Exemplo 1.4 que H é um grupo filtrante. Vamos provar que H ndo é um
grupo de divisibilidade. Suponhamos, por absurdo, que H seja um grupo de divisibilidade.
Entao existe um dominio R tal que H é o-isomorfo a G(R). Sejam K o corpo quociente
de R e w uma semi-valorizagio de K tendo G como seu grupo de semi-valores. Sejam
r,s € R tais que

w(r) =(2,2) e w(s)=(3,1).

Entao

(c,d) = w(r+5s)
> inf{(2,2),(3,1)}

> (1,1),(2,0).

Assim, c>2 ed>1. Sec=2, entiod > 2. Sed =1, entdo ¢ > 3. Logo, em qualquer
caso, w(r +s) > w(r) ou w(r +s) > w(s). Portanto, temos a relagao entre os ideais
ciclicos (r + s) C (r) ou (r +s) C (s), isto é, w(r) > w(s) ou w(s) > w(r), o que é uma

contradicao.

Lema 2.2 Sejam G uma lex-extensao de H por Q, v uma fungao de K* sobre G ew = [v.
Se H # {0} e existem x,y € K* tais que w(rx+y) < w(z),w(y), entdo v ndo é uma semi-

valorizacao de K.

Prova. Seja

O%HLGLQHO

uma seqiiéncia lex-exata. Como w(z+y) < w(z),w(y) temos que v(x+y)+a < v(x), v(y),

pois B(a) = 0, para todo a € a(H). Agora, suponhamos, por absurdo, que v seja uma
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semi-valorizacao de K. Entao,

viz+y) > inf{v(z),v(y)}

> v(r+y)+a.

Logo, a < 0, para todo a € a(H) e, assim, H = {0}, o que é uma contradicao. [ |

Sejam G = [],., G, onde cada G é um grupo filtrante, ¢ uma imersdo do grupo
ordenado () em G,
7wy G — G,

a projecao de G sobre o grupo fator G e iy = m) o 7. Entao ¢é fécil verificar que
i=]]x
AEA
Como as 7, sao sempre V-homomorfismos temos que 7 ¢ um V-homomorfismo se, e so-
mente se, todas as i, s@o V-homomorfismos. Além disso, se w é uma funcao de K* sobre
G e i ¢ um V-homomorfismo, entao w é uma semi-valorizacao de K se, e somente se, cada
A = iyw é uma semi-valorizacao de K. Se R,, e Ry sao os anéis de semi-valores de w e A,

respectivamente, entao

R, = () Rx

AEA
Lema 2.3 Sejam G = [],., G, onde cada G\ é um grupo totalmente ordenado, i uma
V-imersao do l-grupo Q@ em G e w uma semi-valoriza¢ao de K com grupo de semi-valores

Q. Se Q) satisfaz a propriedade

evistem a,b € @ tais que a i beb i a e tal que (2.4)
in@) # ir(B), YA€ A,

entdo existem x,y € K* tais que w(z +y) < w(x),w(y).

Prova. Como w ¢ sobrejetora temos que existem z,y € K* tais que w(z) = a e w(y) = b.
Seja A = iyw. Desde que A é uma semi-valorizagao de K, iy(z) # ix(y),VA € A, e Q um
l-grupo temos que
Az +y) = inf{A(z), A(y)}.
Logo,
iw = H A e w(x+y)=inf{w(z),w(y)}.

AEA
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Como a e b nao sao comparaveis temos que

inf{w(z), w(y)} <w(z),w(y),
isto &, w(z +y) < w(x),w(y). [ |
Exemplo 2.6 Se Q) =7 X Z, entao Q satisfaz a propriedade (2.4).

Teorema 2.5 Sejam G uma lex-extensao de H por (), com ) um l-grupo que satisfaz a

propriedade (2.4) e H # {0}. Entao G nao é um grupo de divisibilidade.

Prova. Seja

0—>HL>GL>Q—>O

uma seqiiéncia lex-exata. Suponhamos, por absurdo, que G seja um grupo de divisibil-
idade. Entao existe um dominio R tal que G é o-isomorfo a G(R). Sejam K o corpo
quociente de R e v uma semi-valorizacao de K tendo G como seu grupo de semi-valores.
Como () é um l-grupo temos, pelo Coroldrio 2.4, que $ é um V-homomorfismo. Logo,
pela Proposicao 2.6, w = fv é uma semi-valorizagao de K. Assim, pelo Lema 2.3, existem
xr,y € K* tais que
wlx+y) <w(x),w(y).

Mas pelo Lema 2.2, ¥ nao é uma semi-valorizacao de K, o que é uma contradi¢ao. Por-

tanto, G nao é um grupo de divisibilidade. |

Corolario 2.5 Todo grupo ordenado H é um subgrupo ordenado de um grupo ordenado

G, o qual nao é um grupo de divisibilidade.

Prova. Seja () qualquer l-grupo satisfazando a propriedade (2.4). Entao basta tomar

G=H&pQ. |

Exemplo 2.7 Sejam Q =7 X Z e H = 7. Pelo exemplo 2.2 e o exemplo 1.6 temos que
G = H ®p @ é uma lex-extensao. Portanto, pelo Teorema 2.3, G nao é um grupo de

divisibilidade.
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Capitulo 3

Grupos de Jaffard

Neste capitulo apresentaremos uma nova classe de grupos filtrantes que nao sao grupos

de divisibilidade. Estes grupos foram introduzidos por [2] e chamados “grupos de Jaffard”.

3.1 Grupos de Jaffard

Sejam G = [[,c, G, onde cada G ¢ um grupo totalmente ordenado e [A| > 2, e
m G — Gy

é a projegao de G sobre o grupo fator G.
Dados A1, A2 € A e H um subgrupo de G, fixemos
T A1) - G — G>\1 X G)Q

(GA)/\EA = (a)q ) aAz)

Hy, = {a: (ax)aea € G: HN [ ﬂ 7T>\1(CL,\)] 7&@}

AFEAL A2

Proposicao 3.1 H),,, é um subgrupo de GG, contendo H.

Prova. Como 7y (0) = 0, para todo A € A, temos que 0 € 7, *(0), para todo A € A, isto

¢,

Assim,



exceto talvez nas posigoes A\; e \y. Portanto, 0 € Hy,),.

Sejam a = (ay)ren, b = (bx)aca € Hyn,- Entao

a,bGHﬂ[ ﬂ 7T/\1(CL)\>].

A£AL A2
Logo, a,b € H e
a,b e m 7 (ay).

AFEA, A2
Assim,a — b€ H e
a—be ﬂ 5 (ay)-
A£AL A2

Portanto, a — b € Hjy,»,, ou seja, H),», ¢ um subgrupo de G.
Finalmente, se a = (ay)xea € H, entdo a € m, '(ay), para todo A € A, exceto talvez
nas posigoes A\; e A\y. Logo,

a€ ﬂ 5 (ay).

A#EAL A2
Assim,
ac€ HN [ ﬂ 7T/\1(CL)\)] :
AF#AL A2
Portanto, H C H),»,. |

Um reticulado em R? ¢ um subgrupo aditivo discreto infinito de R? ou, equivalente-
mente, o subconjunto

I'={zaq +yag : 2,y € Z},

onde os vetores aq, ay estao em R?, isto é, I' é um Z-mdédulo sobre R2.
Exemplo 3.1 Za, onde a = (z,y) comxz # 0 ouy # 0, e Z x Z sao reticulado em R2.
Um reticulado I' em R? é prdprio se o posto de I' é menor do que 2 ou
I'=m (') x ma(T),
isto é, os geradores a; e as ficam nos eixos R. Neste caso,
I' =Zaoy ® Zas.
Caso contrario, o reticulado I' é nao prdprio.

Proposigao 3.2 Todo reticulado em R é da forma Za, para algum o > 0.
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Prova. Seja I' um reticulado em R. Suponhamos que I" # {0}. Entao I'y # (), pois se
pelef#0,entao —f €l e >00u—F>0. Seja 0 <a=infl,.
Afirmagao. a €', e I' = Za.

De fato, se a ¢ ', entao existem 3,y € 'y tais que

(0% «
04</6’<7<04+§:>7—5<§<a.

Logo,v—p €Ty, com v — 3 < a, 0 que é uma contradigao. Como todo 3 € I pode ser
escrito na forma

B=qa+r, comqgeZe<r<a

temos, pela escolha de a, que r = 0, pois r = § — qa € I'. Portanto, 8 € Za, isto é,

I' = Zoao. [ ]

Um grupo filtrante G’ é um grupo de Jaffard se G’ pode ser aplicado V-homomorficamente

sobre um subgrupo H de G = [[,., G\, tal que para algum par
/\1,/\2 € A, k= 1,2,
G, € Arquimediano e as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(J1) Para todo r € R*, existe a € H tal que 7y, (a) # rmy,(a), para todos A, A2 € A e
AL # Ag;

(J2) H é um V-subgrupo de Hj,,;
(Jg) T A1)z (H) SZ T (H) X 7T>\2<H)'

Observacao 3.1 A definicao acima foi inspirada no Lema 2.3, no Teorema 2.5 e no

Ezxemplo 1.4.

Um subgrupo H de G é chamado um subgrupo de Jaffard de G se a aplicacao identidade
de H é a mesma da definicao de grupo de Jaffard para H.

Teorema 3.1 Um grupo de Jaffard nao é um grupo de divisibilidade.

Prova. Seja G' um grupo de Jaffard. Entao existe um V-homomorfismo ¢ : G' — H,
onde H ¢ um subgrupo de G = [],., Gi. Suponhamos, por absurdo, que G’ seja um

grupo de divisibilidade. Entao existe uma semi-valorizacao w : K* — G’, para algum
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corpo K. Como pw é uma semi-valorizacao de K podemos supor G’ = H. Definimos
wy : K* — Gy, pondo wy, = my,w, k=1,2.
Afirmacgao. w; sao valorizagoes independentes.

De fato, é claro que

wi(zy) = myw(zy)
= my(w(z) +w(y))
= myw(T) + T w(y)

= Wk(lli’) + wk(y)7

para todos x,y € K*. Dados x,y € K, com = + y # 0, obtemos que

w(z +y) > nf{w(z), w(y)}-

Por (J2), a fungdo ¢ : H — H,,,, definida por ¢(a) = a, para todo a € H, é um
V-homomorfismo. Logo,

(Yw)(z) = w(x), Vo € K.

Assim,

w(z+y) > inf {wx),wy)}

Hxixg

Como H ¢ filtrante podemos escolher a = (ay)rea € H tal que a < w(z),w(y). Fixados

by =ayse X\ # A, A e
b>\k = mln{wk<x)7wk<y)}7 k= 1727

obtemos que
b= (by)aea € H ¢ b < w(z),w(y).
Como
inffw(z), w(y)} <w(@) wly)
temos que
b < inf{w(z), w(y)}-

Assim, b < w(z + y). Logo,

wk(x + y) = Wkkw(x + y) > T, (b) = b/\k = inf {wk(x)’wk(y)}a

ISRV
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ou seja,

wi(z +y) > inf {wy(2), wi(y)}-

A1A2

Além disso, se w(x) = (ay)xea, entao, por (J1),

wi(z) = 7 (w(z))

# rax,

i, (W(@))

rwy(x),

ou seja, wy e wo sao valorizagoes independentes.
Finalmente, pelo Teorema 2.2, dado (cy,,cy,) € ma, (H) X 7y, (H), existe € K* tal
que

wi(z) = ¢y,

Seja w(x) = (cx)rea € H. Entao

7T>\1>\2<W(I>) = (C>\17C>\2)
= (wi(7),w2(2))

= (W)\lw(x)ﬂﬂ)aw(x)) € 7T)\1(H) X 7T/\2(H)'

Logo,
7T>\1>\2(H> - T (H> X 7T)\2(H)'

o que contradiz (J3). Portanto, um grupo de Jaffard nao ¢ um grupo de divisibilidade.ll

3.2 Grupos de Jaffard em 7Z x Z

Nesta secao vamos considerar G = GG X Gg, onde G; = Z é o grupo dos inteiros com

a ordem usual.

Proposigao 3.3 Se H é um reticulado préprio nao trivial de G = Gy x Go, entdo H nao

é um grupo de Jaffard.

Prova. Como H ¢é um reticulado préprio de G' hé dois casos a serem considerados:
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19 Caso. Se H = Za, onde o = (x,y) € G, com z # 0 ou y # 0, entdo
H+ - H ﬂ G+.

Se xy > 0, entao H é o-isomorfo a Z, isto é, H é um l-grupo. Assim, pelo Teorema 2.1,
H & um grupo de divisibilidade. Se zy < 0, entdao H,; = {0}, ou seja, H ¢ trivialmente
ordenado. Assim, H nao é filtrante. Portanto, em ambos os casos, H nao pode ser um
grupo de Jaffard.

20 Caso. Se H = 71 (H) x mo(H), entao H ¢ um l-grupo. De fato, dados u = (r, s),v =
(x,y) € H e tomando

t = min{r, z} e z = min{s, y},

obtemos que

w=(t,z) =inf{u,v} € H.

Assim, pelo Teorema 2.2, H é um grupo de divisibilidade. Portanto, H nao pode ser um

grupo de Jaffard. [ |

Teorema 3.2 Seja H um reticulado de G. Entao H é um reticulado nao prdprio se, e

somente se, H é um grupo de Jaffard.

Prova. Suponhamos que H é um reticulado nao préprio de G. Entao existem vetores

a1, o € G linearmente independentes tais que
H = Zaoy X Zas.
Assim, dado a € H, existem z1, 2o € Z tais que
a = 21001 + 2200
Como 71(a) = z1a e ma(a) = 2205 temos que
2101 + rzaan #£ 0,Vr € QF,

ou seja, mi(a) # rma(a). Assim, a condigao (J1) esta satisfeita.

Vamos provar (J2). Seja ¢; = (a;,b;) € H, i =0,1,...,n, e suponhamos que

o Zi%f{cl,...,cn}.
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Mostraremos que

Co ZifGlf{Cl,---,Cn}-

Para cada g € G,

ggci:>g§igf{cl,...,cn}Scl,...,cn.

Escolhemos g = (a,b), onde

a= 1217;1§nn{ai} e b= llélzléln{bz}

Afirmacgao. g < ¢.

De fato, se a; = (z4,9;), i = 1,2, vamos determinar o’ € Z tal que
a <aed=(db)eH,
ou seja, vamos determinar p, q € Z tais que

rp+rq < a

y1p + y2q = b.

Se d = mdc(y,y2) divide b, entdo podemos determinar pg, gy € Z tais que

Y1Po + Y2qo = b.

A solucao geral da equacao Diofantina é dada por

Y2
d

Y1

p=po+k eq:q()—kd,VkeZ.

Assim, se a' = x1pg + x2qo, entao

k<$1y2 - xzyl) <a

T1p + T2q = T1Po + T2qo + P )

pois x1ys — T2y1 # 0. Entao,
o =poar+qaz € Hed <g<g

Desde que
Co Z iII_lIf{Clv B 7cn}

segue-se que o < ¢g. Em particular, b < by. Analogamente, mostra-se que a < ag. Entao
g < cg, isto é,

o ZifGlf{Cl,---,Cn}-
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Portanto, H é um V-subgrupo de G.
Reciprocamente, suponhamos que H é um grupo de Jaffard de GG. Entao, pela condi¢cao

(J3), temos que H # m(H) x mo(H). Portanto, H é um reticulado préprio de G. [
Exemplo 3.2 Seja
H={(a,b) € ZxZ:a+b=0(mod2)}.

Entao H é um grupo de Jaffard, pois H é um reticulado nao préprio.
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