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Lista 7

Exercícios

1. Calcule
∫
B
f , sendo:

a) f(x, y) = x cos(y) e B = {(x, y) ∈ R2;x ≥ 0, x2 ≤ y ≤ π};

b) f(x, y) = xy e B = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ 2; y ≤ x;x ≥ 0};

c) f(x, y) = x e B o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0);

d) f(x, y) = x+ y e B a região formada entre os grá�cos das funções y = x e y = ex, com 0 ≤ x ≤ 1;.

2. Inverta a ordem de integração:

a)

∫ e

1

∫ x

ln x

f(x, y)dydx; b)

∫ 1

0

∫ 1

x2

f(x, y)dydx;

c)

∫ π/4

0

∫ cos(x)

sen(x)

dydx; d)

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√
1−x2

f(x, y)dydx.

3. Calcule:

a)
∫
B
x2 + 2y, onde B é o círculo x2 + y2 ≤ 4;

b)
∫
B

3
√
y−x

1+y+x , onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1).

c)
∫
B

√
x2 + y2, onde B é o quadrado 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1.

4. Calcule:

a)
∫
B
x, onde B é o conjunto 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 e x+ y ≤ z ≤ x+ y + 1;

b)
∫
B

1, onde B é o conjunto x2 + y2 ≤ z ≤ 2x;

c)
∫
B

√
1− z2, onde B é o conjunto 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ z.

5. Veri�que que ∫
γ

Pdx+Qdy =

∫
B

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1), γ é a fronteira de B orientada no sentido anti-horário,

P (x, y) = x2 − y e Q(x, y) = x2 + y.

6. Seja B o triângulo da questão anterior e γ a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. Veri�que

que ∫
γ

Pdx+Qdy =

∫
B

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,
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onde P e Q são de classe C1 num aberto Ω contendo B.

Dica: Calcule
∫
B
∂Q
∂x dxdy �xando y inicialmente e calcule −

∫
B
∂P
∂y dxdy �xando x inicialmente. Compare,

em seguida, com as integrais
∫
γ
Qdy e

∫
γ
Pdx.

7. Veri�que a relação do exercício anterior supondo B o quadrado de vértices (−1,−1), (1,−1), (1, 1) e

(−1, 1), com γ a fronteira orientada de B no sentido anti-horário.

8. O campo abaixo é conservativo?

a) F (x, y) = (y, x);

b) F (x, y, z) = (x− y, x+ y + z, z2);

c) F (x, y) =
(

x
x2+y2 ,

y
x2+y2

)
.

9. Calcule:

a)
∫
γ
ydx+ xdy, onde γ é uma curva C1, γ : [0, 1]→ R2, com γ(0) = (1, 1) e γ(1) = (2, 2);

b)
∫
γ
ydx+ x2dy, onde γ é uma curva C1, γ : [0, 1]→ R2, com γ(0) = (1, 1) e γ(1) = (2, 2);

10. (Teorema de Green para círculos): Seja B o círculo de centro na origem e raio r. Seja γ(y) =

(r cos(t), rsen(t)), 0 ≤ t ≤ 2π. Suponha que P e Q sejam C1 num aberto Ω contendo B. Prove que∫
γ

Pdx+Qdy =

∫
B

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

11. Usando o teorema de Green (obtido na questão anterior), transforme a integral de linha∫
γ

(x4 − y3)dx+ (x3 + y5)dy

numa integral dupla e a calcule, onde γ é dada por γ(t) = (cos(t), sen(t)), 0 ≤ t ≤ 2π.
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