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Capitulo 1

Vetores

1.1 Introducao

O estudo devetoresiniciou-se no final do &culo XIX. Eles constituem os instrumentos
ideais para o desenvolvimento de muitos conceitos importanteisida E da Mate#tica.

Existem basicamenteéts maneiras de se introduzir o estudo de vetores: geometricamente,
analiticamente e axiomaticamente.

No método georatrico, 0s vetoresa® representados por segmentos de reta orientados (se-
tas) e as operé@es com elesd definidas geometricamente.

No método anatico, os vetores e correspondentes opgeaciio descritos em termos de
nimeros, chamadasomponenteslos vetores. A descip andltica resulta naturalmente da
descri@o geongtrica, desde que seja introduzido um sistema de coordenadas.

No método axiomatico rao se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as
operafes algbricas com vetores. Neste caso, vetores e ofesagetoriais 0 considera-
dos conceitos @0 definidos, relativamente aos quais sabe-se apenas que eles satisfazem um
certo conjunto de axiomas. Um tal sistemaéhigco, com axiomas apropriados, chama-se
espaco vetorial Em todos os ramos da Matética se encontram espagos vetoriais e éles s
apresentados em cursosAlgebra Linear.

Neste texto, inicialmente introduzimos vetores geometricamente. Depois, utilizamos o
método andtico para introduzir outros conceitos.

1.2 Segmentos orientados e vetores

Nesta sego 10 definidos geometricamente segmentos orientados e vetores. Tentamos de-
finir formalmente todos os conceitos envolvidos, algo que nem seenfa! de ser colocado
em pi@atica mantendo-se a simplicidade do texto.

1.2.1 Definig¢o de segmento orientado

A reta suportede dois pontos daddse B, € alnica reta que passa por eles. O conjunto de
pontos formado poh, B e os pontos da reta suporte que estejam entre eles chasegrsento
AB, denotado poAB. Neste casoA e B chamam-se oextremosdo segmento. A figurd.J
mostra um segmento de extremfs B, com reta suporte.

. —2 , _ —_— .
Um segmento orientaddB & definido por um segmen&B mais a escolha de um dos seus

extremos. O extremo escolhido chamassato inicial (ou origen) do segmento orientado e o
outro extremo chama-g®nto final
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Figura 1.1:SegmentcA\B Figura 1.2:Segmento orientado Figura 1.3:Segmentos colineares

Graficamente, um segmento orienta® costuma ser representado como sendo uma seta
- - ﬂ - -
deA paraB (figurall.2). Formalmente, um segmento orienta&i®pode ser definido como um
par (AB, A) formado pelo segmentB e um ponto inicialA.

. 2 -—
A reta suporte de um segmento orienta&l® &€ a mesma reta suporte do segmehk
Dizemos que dois segmentos orientadisc®linearesquando elesdm a mesma reta suporte

(figurald).

1.2.2 Mobdulo, direcdo e sentido

O moddulo ( ou comprimentaou norma deNB), denotado poﬂﬂ?ﬁ” (ou ]N?:D € o compri-
mento do segmentdB, ou sejag a dishncia entre os pontadse B.

Dizemos que dois segmentos orientadas & mesmadirecdo quando elesdm retas supor-
tes coincidentes ou paralelas.

Figura 1.4:Diversos sentidos e dirées

Exemplo 1.1 Todos os segmentos da figlral, com exce@o deEF, t8m a mesma dirép.

Figura 1.5:Mesmos sentidos Figura 1.6:Sentidos confrios
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1.2. SEGMENTOS ORIENTADOS E VETORES

SeAB e CD tiverem a mesma dir@p e rao forem colineares, dizemos gaB eCD tém o
e — - —> —
mesmo sentidquandoACNBD = 0. (figurall.5). CasoACNBD ## 0 dizemos queAB e CD

témsentidos confrios. (figurall.6).
— = i - . — — /—7
SeAB e CD forem colineares, eab comparamos os sentidosAlB comC'D’, ondeC'D
: ~R o . — =
€ edlivalente aCD situado em outra reta suporte e, neste caso, dizemoABe«D tém os
. — , .
mesmos sentidos se e somentéBae C'D’ tamkem tiverem.

Observages:

e Sob um ponto de vista formal, a diéex do segmento orientadoo conjunto de retas
formado pela reta suporte e todas as suas paralelas.

e Dados dois pontoA e B, podemos definir a partir deles dois segmentos orientaBas

BA. Neste caso dizemos gue eles um délesopostodo outro e que ele€ sentidos
contrarios.

e Nao faz sentido comparar sentidos de segmentos orientados déedidiferentes. Por

. . T2 =2 A . ~
exemplo, na figurd.4 nada podemos afirmar #d3 e EF tém o mesmo sentido oo —
simplesmente seus sentidd@orse comparam.

QuandoA = B 0 segmentdB reduz-se ao pontA e, neste caso, o0 segmento orientado
é chamadsegmento orientado nuldeste caso, o sentido e a didecgo indefinidos.

1.2.3 Edqiivaléncia de segmentos orientados

Dizemos que dois segmentos orientadB® CD saoequlivalentegouedlipolenteg quando
eles €m o mesmo ddulo, mesma dir€p e 0 mesmo sentido.

Outra maneira de definir segmentodirglentes: os segment@@ e CD si0 edlivalentes
guando o ponto &dio do segmentAD coincidir com o ponto radio do segmentBC.

Segue da defin@p de egivaléncia que o segment/éTB € ediivalente a si gprio e que
é - —) - - H - —) Ve - _) . _) —)
AB eqlivalente aCD |mpI|_c>a CD equivalente aAB. Além dissoAB eqiivalente aCD e CD

— —r
ediivalente e&EF implica AB eqiiivalente &EF (figuralld).

2

Figura 1.7:Segmentos orientadosi@galentes

Exemplo 1.2 Todos os segmentos orientados da figlird ttm o mesmo adulo, a mesma
direcio e 0 mesmo sentido; log@sedqiivalentes.
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1.2.4 \etores

O vetordefinido pelo segmento orientad@ é o conjunto de todos os segmentos orientados

gue {0 edjivalentes AB. Qualquer um dos segmentos orientados desse corguftamado
representantelo vetor.

Exemplo 1.3 Na figurall.40s nove segmentos orientados mostra@asdstintos. Mas, como
~ s . —
eles 0 edlivalentes, podem ser considerados como sendo representantes do mesiAB.vetor

Usaremos a mesma nom@) para representar tanto o segmento orientado quanto o vetor
determinado por ele. Aquigho que se chamabuso de nota#o: dois conceitos distintos
denotados da mesma maneira.

Vetores tambm si0 denotados por letras latinas Béculas encimadas por uma setinéia (

..) ou por letras latinas em negrita, p, G ...).

Dlzemos gue dois vetore@@iguais quando 0s segmentos orientad® e CD gue os re-
presentam @o edjivalentes. Neste caso escrevemds— CD para denotar a igualdade de
vetores.

A B A
Figura 1.8:Hexagono regular e paralelg@do rehngulo

Exemplo 1.4 Considerando o hé&gono regular da figurd.8 temos as seguintes igualdades
de vetores:

| 8 8l

e ED=FO=0C=AB

| ml %
liSl @l
l% ol

Considerando agora o paralelgpedo redngulo da mesma figura, temos as seguintes igualda-
des:

° A/B/ — D/c/ — H/G/ — E/F/
° A/E/ B/F/ D/H/ C/G/
e AD'=BC =E'H' =F'CG

O vetor nulg denotado po#, & definido como sendo aquele que tem por representante um
segmento orientado nulo.

Sed for um vetor representado p@, definimos ovetor oposto & como sendo o vetora
. , —
Cujo representanteBA.

Observag@o:
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e Os conceitos de vetor e segmento orientado costumam ser confundidos. &\Mator
conjunto, enquanto que segmento orientadgpenas um dos elementos desse conjunto.

Costuma-se escrevéretor AB’ guando o correto seriaetor do qualﬂé € um repre-
sentante”.

e O que estamos definindo como vetor costuma ser chamado por alguns auteedsrde
livre. Um segmento orientado tamn costuma ser chamado aetor ligada

1.3 Operages com vetores

Definimos agora &s opera@es com vetores: produto por escalar, adie subtrago.

1.3.1 Produto de um escalar por um vetor

Algumas grandezagdicas como massa, densidade, temperatura, volume, energia se defi-
nem sem a necessidade de uma @ocegu um sentido. Essas grandeZas chamadasscala-
res Neste texto, usaremos a palaescalarcomo sendo umdamero real.

kAR
A B k=0

kAB
E<0 A B

Figura 1.9:Produto por um escalar

Dadosk # 0 e AB + 0, denotaremos pd(ATB) 0 novo vetor que tem a mesma diéecque
AB, tem comprimento igual tk|||ﬂ3>||, tem o mesmo sentido qlﬁ?: sek > 0 e tem sentido
contiario aAB sek < 0 (figurall.9). Além disso, definimo8AB = 0 e k0 = 0.

Note que, por definio, os vetoreg e kv sdo sempre colineares, para qualquer es&adaR
e qualquer vetov.

1.3.2 Adicao e subtra@o de vetores

A a+b C
Figura 1.10:Soma e diferenga de dois vetores

A somade 3 e b, denotada pod& + b, & um novo vetoie gue satisfaz uma das seguintes
alternativas:
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e Sedeb forem colineares de mesmo sentido Zer tem comprimento iguad soma dos
comprimentos dé e b, mesma dirego e mesmo sentido que eles.

e Sed e b forem colineares e de sentidos cémtos, endo & tem comprimento igual ao

maior menos o menor comprimento @e b, mesma direo e 0 mesmo sentido do vetor
de maior comprimento.

e ¢ & dado pela diagonal do paralelogramo cujos ladosi® b (figural.10).

A diferencad — b dos vetoresi e b & definida como sendo a somaaleom o vetor oposto
ab (figurall.10), istoé,

Figura 1.11:Soma de &rios vetores

A soma de rios vetores (digamo4, b, €, e d) pode ser feita arrumando-se representantes
dos vetores colocados de tal forma que o ponto final de um corresponda ao ponto inicial de

outro (figurdl.1J); com isso, a somad+ b+ &+ d & o vetor cujo ponto iniciad o ponto inicial
do primeiro veto@ e cujo ponto finaé o ponto final dailtimo vetord.

Observages:

e Em um paralelogramo cujos lados Zstrelacionados cord e b, uma diagonal corres-
pondea soma e a outra corresporadiferenca entré eb.

e Tamtem & possvel definir a soma da seguinte maneira: considerandcoguloABC
— — — -
com ladosAB e BC, o terceiro lado do téinguloé a soma\B+ BC. Isto edjlivale a definir
— — =
AC=AB+BC.

Sed, b e ¢ s30 vetoresm e n s3o escalares, i 0 \alidas as seguintes propriedades:

1.d+b=b+a 2.8+ (b+¢) = (d+b)+¢
3.d+0=4d 4.8+ (—d)=0
5.1d=4a 6. m(nd) = (mn)a = n(md)
7. (m+n)d=ma+na 8. m(a@+b) = ma+nb

Gracas a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com vetores coresSersetv

trabalhando commero reais. Por exempld+b=¢=—>d=¢—Dbe tamem3x =& —
X=1a
3
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®|
o)

(@th)+e=a+(b+c)

Figura 1.12:Comutatividade Figura 1.13:Associatividade

As demonstrafies dessas propriedadé@® onsegéncias imediatas das defidgs. A co-
mutatividade e a associatividade da adi¢propriedades 1 e 2) astilustradas nas figurdsi2
e[l.13 respectivamente.

1.4 Sistema de coordenadas

Tendo em vista o estudo aftado de vetores, vamos agora introduzir sistemas de coordena-
das.

1.4.1 Coordenadas no plano

Em um plano, podemos considerar duas retas que se cruzem a@magponto, definir um
lado positivo e um lado negativo para cada reta, uma escala de unidades nessas retas e chamar
o ponto de encontro dessas retaodgem Neste caso, chamamos cada uma dessas retas de
eixos

Y13
2 P
brj—-==
| X
32 7 (071 2a 34
1.7
2

Figura 1.14:Sistema de eixos no plano

O usualé considerar os eixos perpendiculares e identificar o ponto de encontro deles por
0= (0,0).

Dado qualquer ponto do plano, as pr@eg desse ponto nos eixos escolhidos chamam-se
coordenadaslo ponto. A projego de cada pontB & obtida atrag@s da interseé de um eixo
com uma reta que passe [@ore que seja paralela ao outro eixo. Assarpossvel associar
a cada ponto do plano um par ordenado de coorden@lbs Reciprocamente, podemos
associar a cada par de coordenadas um pBrdo plano (figurdl.14). Vamos fazer algo
parecido com iSso no espaco tridimensional.
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Az
T3
T2
3 z
T1 1—2 Plano yOz
| H ! L I
1 T T T T ol
3 2 14 Oy . 3 ¥ Plano
s xQz
3
A O y
+=3 Plano xOy
x
Figura 1.15:Sistema de eixos ortogonais Figura 1.16:Planos coordenados

1.4.2 Coordenadas no espaco

Consideremos no espaco euclidiano tridimensional,sistema de eixos ortogonaigie
consista em #&s eixo0x, Oy e Ozdois a dois ortogonais e com uma origem conm@igiigura
[1.15. Esses eixosa® chamadosixos coordenados

Nesse sistema, os planos que éomtos pares de eixd®©x, Oy), (Ox, Oz) e (Oy,0z) sao
denotados pokOy, xOz e yOz respectivamente (figuf16f. Esses planosae chamados
planos coordenados

Para cada pont® do espaco tridimensional, podemos associar um conjunto ordéaddo)
formado por tés ruimero reais (chamaderno de rimero reai} da seguinte formaa, b e c
S0 as projeges deP nos eixo0x, Oy e Oz, respectivamente. Cada prag@cpode ser obtida
atra\es da intersé com o eixo com um plano paralelo a um dos planos coordenados que
passe poP (figurall.13).

O conjunto de todos os ternos ordenadatenotado paR3. Simbolicamente,

R3={(xy,2) | x,y,z€ R}

Cada terno(a,b,c) € R® pode ser associado a um porao espaco tridimensional da
seguinte forma: identificamos no eixax o ponto de coordenadae no eixoOy o ponto de
coordenadd. Considerando as retas paralelas a esses eixos que passam por esses pontos,
0 ponto de encontro del@dsum pontoP’ = (a,b,0). Finalmente, “subimos” (se > 0) ou
“descemos” (se < 0) tantas unidades quanto for o valoragigurall.17).

Exemplo 1.5 Para marcar o pont® = (—1, —2,4), inicialmente identificamos o ponte-1, —2,0);
depois, “subimos”4 unidades. Veja figurd. 18

Analogamente, para desenharmos o pd@te (1,3, —2), marcamog1,3,0) no planoxOy
e, depois, “descemos? unidades (figd.19.

1.4.3 \Vetores unifirios

Dizemos que? & unitario @ quando seu comprimento for igual a 1. Denotam-se os vetores
unitarios nas direies e sentidos positivos dos eixqsy, z pori, TeR, respectivamente. Ou
seja, conS|derando 0s pont@s_ (O 0,0), A= (1,0,0), B=(0,1,0) eC = (0,0,1) (figura
[1.20 temosi = OA, j= OBek=0C.

1TamkEm chamadweersor
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I -
P (a b, 0) 5 x ¢
Figura 1.17:Ponto no espacgo Figura1.18P = (-1,—-2,4) Figura1.19.Q = (1,3,—-2)

z

(0.0,1)
k

I,
L0  (0,1,0) y
(1,0,0)

X
Figura 1.20Vetores i, j, k

Dado qualquer pontB do espacgo, podemos associar a esse ponto um vetor que tenha como
representante o segmento orientado que vai da oriQeanP. Reciprocamente, para cada
vetor, considerando um representaﬁ%que inicie na origem podemos assBd ao seu ponto
terminal P. Dessa forma, as coordenadasy,z) do ponto P podem sedentificadascom o
vetorV = Xi +yj + zk comx,y,z € R. Temos aqui mais um abuso de néag costuma-se
escrever L

V=X+Yyj+zK=(xY,2).
— —> —

SejamA = (aj,ap,a3) e B = (by,by,b3) dois pontos dados. Con@A+ AB = OB, temos

— = =

AB = OB—- OA. Portanto,

— -

B= (by—a1)i+ (bp—a2) ]+ (b3 — ag)k.

1.4.4 Definig@o anaitica das opera@es com vetores

Podemos dar uma defigig anditica das operdies com vetores: sejain=vii -+ Vo] + V3K,
W= wii+Wo] +WwWsk ek € R, enfio definimos:

- - -

kV = (kva)i + (kv2) j + (kvs)k
VW = (V1 + W)+ (V2+Wo) [+ (V3 +Wa)k.

Equivalentemente, podemos denotar as exjiesacima porv = (Vi,Va,V3), W= (Wq, W2, W3)
e definir
kv = (kvi, kv, kvg)

V+W= (V1+W1,V2—|-W2,V3—|—W3).

Definimos tamBm —V = —vii — Vo] — Vak = (—V1, —Vo, —V3).



10 CAPITULO 1. VETORES

—

Exemplo 1.6 Sejamv = 2 + j+ 3k e W = 4i — 5] — 2k. Entio 5V = 101 + 5] + 15k, —W
— A+ 5]+ 2k, V— AW = —14i + 21] + 11k.

1.5 Comprimento de um vetor

Sejav = ai + bj. Usando o Teorema de Biforas no tAngulo rengulo da figurd.2],

temos:||V||? = a®> + b? e dd
V| = Va2 + b2

Zz
¥ T~ P=(abc
|
|
—>" 7 1
by :

~ [

Y 0 ! y
= S o 8=10.b0
J r . N E/ . - ( )
ol 7 ar % x R-@og  Q=@bo

Figura 1.21:Vetor no plano Figura 1.22:Metor no espaco tridimensional

Consideremos agofa= ai + bf+ ck. No triangulo renguloORQda figurdL.22 temos
10012 = ||OR?+ |[RQ?. Como||OR| = a e |[RQ| = b, temos||OQ||2 = a2+b2 Usando
tamkem o Teorema de Rigoras no ténguloOQP, temosHOPH2 = HOQ|]2+ HQPHZ, e dd

|OP||2 = a2+ b? + 2, ou seja,
V]| = v a2+ b2+ c2.

Exemplo 1.7 O comprimento d& = 27— 3]+ 5k & ||V|| = /22 + (—3)2+ 52 = v/38. Um vetor
unitario com mesma dirép e mesmo sentido qui& dado port = % = —2-j — — |

1.6 Ponto nedio de um segmento de reta

SejamA = (aj,ap,a3) € B = (by, by, b3) dois pontos nd&R3. SejaM = (myg, mp, mg) 0 ponto
P — —
médio deAB. EnioAM = MB, ou seja{m —aj,mp — ap,mg—ag) = (by —m,bp —mp, bz —
mg). Comparando cada coordenada, obtemos

ap+b
ml—alzbl—m1:m1: 1_|2— 1
a+b
m—a=bh—m=—m= 22 2
az+Db
mg—ag=bz3—M =g = 32 3

Assim as coordenadas do pont@dio & a nedia aritnética das coordenadas dos pontos
extremos do segmento. Por exemplo, o ponéalimM do segment@&B ondeA= (—1,3,7) e
B=(5,4,1) & dado poM = (=52, 304 TH) = (2,7/2,4).
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1.7 Dependncia e indepenéncia linear

Umacombina@o linearden vetoresvy, Vo, - - -, Vy dados € um vetor da forma
U=aiVi+agVo+---+anVh

ondeg; € R sao escalares quaisquer.

Em particular, uma combinag linear de dois vetore@se b & um vetor da form& = xa+ yb,
ondex,y € R e uma combinggp linear de &s vetores, b e € &€ um vetorw = xd+ yb + zC,
X, y,z€ R.

Exemplo 1.8 Sejamd = 37+ 2] eb =i — 4]. S0 exemplos de combiregs lineares d& e b
os vetoresi = 54— 2b = 13+ 18] e V= —a+ 7b = 4i — 30j.

Dizemos quen vetoresvy, Vo, ---, Vi, dados &o linearmente independentes (ldyando a
Unica solu@o da equaio .
Vi +aVo+---+apVh =0

forag =ay; =--- =a, = 0. Se a equap vetorial anterior admitir pelo menos wn£ 0 como
solu@o, endo os vetores;, - - -, V, chamam-séinearmente dependentes (LD).
Em particular, dois vetorese b sao linearmente independentes quando

x§+yB:0:>x:y:0.

Se existirenx # 0 ouy # 0 que satisfacam a equagxad + yb =0 en&od e b sdo linearmente
dependentes.
Trés vetores, b e € sdo linearmente independentes quando

xé+y5+sz:0:>x:y:z:0.

Se existirenx # 0 ouy # 0 ou z+# 0 que satisfacam a equaEagxa + yb+z¢=0entod bet
sao linearmente dependentes.

Exemplo 1.9 Os vetorest =i + 2], b= 3 —k e €@ = 5 + 4] — k sd0 linearmente dependentes
porque podemos observar qde- 2d+ b, ou seja,2d+ b — ¢ = 0 de onde conclunos que a
equa@oxd+yb+zC= 0admite asolugox=2,y=1ez= —1. Logo, 0s vetoress® LD.

Sed eb forem LD, ento, por defini@o, existenx £ 0 ouy # 0 tais quexd+ yB —0. Se
X # 0, enfio podemos obter que= (—y/x)B. Dd, & eb sdo colineares. Sg+# 0 obtemos algo
semelhante. Reciprocamente,ae b forem colineares, existe< R tal qued = kb e, neste
caso, temos&— kb = 0 de onde podemos concluir qée b sio LD.

Suponhamos agora qﬁeB eCsao LD. Enko, por definigo, existex = 0ouy #0ouz+#0
tais quexd+ yb+ z¢ = 0. Sex £ 0, enfio podemos obter que= (—y/X)b+ (— z/x)é Dai, & b
eCsao coplanares. Se#£ 0ouz+# 0obtemos algo axlogo. Reciprocamente, éeb ecforem
coplanares, existeRy € R ek, € R tais qued = k1b+ koC e neste caso temas- klb kot =0
de onde podemos concluir qée b sio LD.

Mostramos assim que dois vetoré®od D se e somente se forem colineares e gés tr
vetores 80 LD se e somente se forem coplanares.

Se um conjunto de vetores cént o vetor nulo, e@do esse conjunto de vetoresaee-
cessariamente LD. Por exemplo, os vetages O, betsio LD porquela + 0b+ O = 0.
consedgientemente, se um conjunto de vetores for LIaermenhum desses vetores pode ser
nulo.
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ZE T -
xa |
P /a
H |
i o )
a, I yi
f ~ . ! ~
xf —_— — — — : \4\)/ i
b yzv)
Figura 1.23:Combinaéo linear dos vetores Figura 1.24:Combinaéo linear dos vetores
eb dbec

Sed e b forem LI, enfio consideremos uma combidaclinear dele¥ = xd + yB (figura
[1.23. Variando os valores dos escalareg no conjunto dos iimeros reais podemos obter
todos os vetores do plano. Dessa forma, qualquer wethr plano pode ser escrito como
combinago linear de e b.

Analogamente, s@&, b e ¢ forem LI (por exemplogd =1, b = | e @ = k) consideremos
V = xa+ yb+ z¢ (figurall.Z4). Podemos assim obter todos os vetores do espaco tridimensional
se atribuirmos &,y,z valores reais.

No espaco tridimensional, qualquer conjunto @s tretores LE chamado umbase

Exemplo 1.100s vetores{T, T,R} nao f40 coplanares. Logo,&® LI, e, consedgentemente,
formam uma base do espaco tridimensional. Neste caso dizemos qu&ceddsase cadnica
do espaco tridimensional.

Se {a,b’, C} for uma base, efib qualquer vetoV do espaco tridimensional se escreve de
mododnico na forma B
V=xa+yb+zC
(veja exertgcio R7 a seguir). Neste caso, dizemos guez sao ascoordenadasle V na base
{a,b,c}.
Uma base deve ser considerada como sendo um conjunto ordenadoaorséedeve trocar

a ordem dos vetores. Por exemplo, as bfises {&,b,c} e B2 = {¢ b,a} sao consideradas
distintas.

1.8 Exerdcios resolvidos
R 1 Dadosii =i — 2] +k eV = 2 — 5k, determine o vetow tal que
1
20+ 3w = év_\’/— V.

Solugdo: Com rela@o as opera@es de adigo, subtrago e produto por escalar, podemos
operar com vetores como se eéigemos operando corameros reais. Por exemplpassar
um termo para o outro membro da egéactrocando o sinal do mesmo”’Dessa forma a
equado dadaé ediivalente a3W — 1w = —20 -V, ou seja,3W = —2(i — 2] + k) — (2 — 5k)
= W=2(—4i+4]+3k) = - &'+ 8]+ &k.

R 2 Sejamt = 37— [+ 1k e V= ni +m?] — mk. Determinemen de modo qué tenha sentido
contiério ad e seja 4 vezes maior do que
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Solugio:  Devemos ter neste caso que- —4d, ou sejani +m?j —mk = —4(37 - [+ 1K)
= —T+4]— 2K. Comparando os coeficientesTdéeR nos dois membros obtemos as seguintes
igualdadesn= —1, n* =4, —-m=—2, ou sejam=2,n= —1.

R 3 Consideremos os vetor@s= a;i +azj + ask, b= byl +byj+bsk, €= i + o] + ook e
seja
a a2 ag
D=|b; by bs
Ci C C3

Mostre que s® = 0 enfiod, b e €30 LD e seD # 0 enfiod, b e € o L.

Solugio: Sejamx,y,z < R tais quexd-+yb+ z& = 0. Enio,x(ai +az] + azk) +y(bii +baj +
bak) +2z(c1i+ 2]+ cok) = 0 que ediivalente gaix+bry+C12)i + (apX+bay+Co2) [+ (aax+
bsy+ c3z)k = 0 de onde obtemos quey, zdevem ser sol@p do sistema

aiXx+biy+ciz = 0
aX+hbyy+cz = 0
agX+ bgy—l— czz = 0

E claro quex =y = z= 0 & soluo desse sistema. &h disso, s® 0 essa solugoé (nica
e, portanto, os vetores dadd@os.l. SeD = 0 o sisteméae indeterminado, isté, admite uma
infinidade de soluges e consdtgntemente os vetores dadas £D.

R4 Sejamii=2— [, V=] +2kew=7+2]—k.
a) O conjuntc = {U,V,W} & uma base d&3?
b) Escreva o vetadl = 4i + 2] — 4k como combina&o linear dei, V e W.

2 -1 0
Soluggo: a)Sejab=|0 1 2 |.Desenvolvendo este determinante obteMes—12+#
1 2 -1

0. Logo, os vetoresa® LI e portanto formam uma base B8.
b) Sejanx,y,z € R tais qued = XU+ YW+ 2W = 4i + 2] — 4k = x(2 — ) + y(j + 2K) + z(i +

2] —K) = 4+ 2] — 4k = (2x+2)i + (—x+y+22) [ + (2y — 2)k. Portanto,x,y,2) & solu@o
do sistema

2X + z = 4
X + Yy + 2z = 2
2y — z = -4

Resolvendo este sistema obtemoes 1,y = —1,z= 2 e da conclumos qued = U — V+ 2W.

R 5 SejamA(1,2,4),B(2,3,2) eC(2,1,-1).
a) Os pontod\, B e C sao \ertices de um téngulo?
b) DetermineD de modo quéABCD seja um paralelogramo.

Solucgo: a) Os pontos dadoses \ertices de um téngulo se 0s vetoresB e AC nao forem
colineares. Com@B=B— A= (1,1,-2) e AC=C-A= (1,—1,—5) devemos verificar
se existek € R tal queATB): KAC = (1,1,-2) = (k,—k,—5k) = k=1lek=—-1lek=
2/5, 0 queé absurdo — &o existe tak. Logo, os vetoredAB e AC n&o o colineares e,
consedjentemente, os pontos dados formam uangjulo.

b) Basta determinad = (Xx,y,z) tal que/ﬁD> — AB+AC. Temos eriio queD—A=(B—
A)+(C—A)ousejax—1y—-2z—-4)=(1,1,-2)+(1,-1,-5 = (x—1y—2,z—4) =
(2,0,—7) de onde obtemos= 3,y = 2,z= —3. Portanto o pont® procurad@D = (3,2, —3).
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R 6 Se{U,V,W} for uma base d®3, mostre que{d+ V,U — 2w, U+ 3V — W} tamkem é uma
base do mesmo espaco.

Solugio:  Sejamx,y,z € R tais quex(t+ V) + y(t— 2W) 4 z(t + 3V — W) = 0. Efetuando os
produtos pelos escalares indicados, obtenxdisi XV + yl — 2yw + zU + 32V — 2W = 0 queé
eqlivalente axti+ yl+ zU+ xV+ 32V — 2yW— 2W = 0, ou seja X+ Y+ 2)U+ (X+32)V+ (—2y —
z)W = 0. Comol, V e W sio LI, devemos ter:

X + vy 4+ z =20
X 4+ 32 =0
-2y — z =0
O determinante dos coeficientes)dg z nesse sistema
1 1 1
1 0 3 |=5#0.
0 -2 -1

Portanto, o sistema linear anteriér@ossui a SOl trivialx =y =z= 0 e, consegentemente,
0s tiés vetoresi+ V, U — 2w, U+ 3V — W sio LI, logo, formam uma base &.

R 7 Sejamu, V e w vetores LI ea um vetor tal ques = x1U+ y1V+ z1W e 8 = XoU + YoV + oW
ondexi, X2,Y1,Y2,21,Z € R. Mostre que neste casg =X, y1 = Y2 €21 = 2.

Solugao: Sed = x U+ y1V+ z1W e d = xoU + YoV + W enfio subtraindo as duas eqbas
membro a membro obtemoB:= (x; — X2)U+ (Y1 — Y2)V+ (z1 — z2)W. Comol,V e W so LI,
devemos teky —xo =y1 — Yo =21 — 2 = 0, oU Sejaxy = X, Y1 = Y2 € 1 = Z». Mostramos
assim que & existe uma maneira de escrever um vet@omo combinago linear de outros
vetores LI.

R 8 Mostre que as diagonais de um paralelogramo interceptam-se ao meio.

Solugdo: Na figurall.25 sejaP o ponto de encontro das duas diagonais do paralelogramo
. — — — — e _— - —

ABCD. Sejamd=AD =BC, b=AB=DC, c=AP,d=PC, d=DP e f = PB. Devemos
mostrar quUeE = de ques = f. Nos tréngulosAPB e DPC temos as seguintes igualdades de
vetoresb=¢+ feb==8+d. Dd, ¢+ f=&+d.

Comot ed sdo colineares, temos gue exikiec R tal queoT: kiC. Analogamente, existe
ko € Rtal queF: ko8. Substituindo na igualdadgt- f =8+d, obtemo+ ko8 =8+ ki, ou
seja,(1—ky)C+ (ko —1)8= 0. Comoct e & s30 LI, temos qud—k; =0eky,—1=0. Logo,
ki =k, =10 que implicat=d e&= f.

R 9 SejaABCDum quadriatero qualquer €, Q, R e Sos pontos radios dos ladosB, BC,
CD e DA, respectivamente. Mostre gi&RSe um paralelogramo (figufa26).

~ . . — _— — — — — —_— — — —
Soluggdo: Na figurdl.2g sejamd =DS=SAb=AP=PB,c=BQ=QCed=CR=RD.
Estamos usando acgi o fato de que os PORLOS), RiSsﬁg pontos radios dos lados do
guadribtero. ComaoSP= d+DbeQR=2c+d, temosSP+ QR= &+ b+&+d. Por outro

— —> —> — = — — - - — =
lado,AB+BC+CD+ DA =0, ou sejagd+2b+2c+2d =0= d+b+Cc+d=0. Logo,
—_— = - — — —> — e .
SP+ QR= 0= SP= —-QR= SP= RQ Pela defini@o de igualdade de vetores, temos que
PQRSEé um paralelogramo.

R 10 No triangulo edjilateroABC sejamM e N os pontos radios dos ladosB e BC, respec-
tivamente. Mostre quBsIBN tamkemeé um tréngulo edjilatero (figurdl.23).
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C
N
A M B
Figura 1.25:Exerdcio R8 Figura 1.26:Exerdcio R9 Figura 1.27:Exerdcio R10
Solugio: Na figura{ﬂ]temosHA_éH = H_éy ICA| =1 e |MB|| = ||BN|| = /2. Resta
— —> —

I\)IH ||

1 1—> —
mostrar apenas q¢|eMN|| =1/2. ComoMN = MB+BN = 1AB+ +3BC= 5AC, temos|MN|| =
§||ACH =1/2. Portanto, o té@nguloMBN & edqlilatero pois tem seusds lados medindby 2.

1.9 Exerdcios propostos

A1 Em uma paiftula esio atuando as forcad =i+k, Fo = 37— 4]+ k e F3 = 3]+ 4k.
Determine o mdulo da resultante das for¢as que atuam nesseplarfOBS.: a resultanté a
soma de todas as for¢as que atuam na jgait).

A 2 No hexagono regulaABCDEF de centradO da figurdl.28calcule as seguintes somas dos
vetores:

_— = = = = — =
a) OA+ OB+ OC+ 0D+ OE + OF b) AE + AC+ DO
— —_— = = =
c)AO+FO d) AF + AB+DF + DB
F E H e
£ F
A D
Ml
D C
B c 4 B
Figura 1.28:Exerdcio A2 Figura 1.29:Exerdcio A3

— == = = —

A;)S Ngcubo da figurd.29 calcule as somas de vetonFE+AB+ FG+FA e CM+MG+
AB+AD
A 4 Verifique se os ponto&(3,4,1), B(—1,0,2) eC(0,1,1) sio \ertices de um téingulo. Se

forem, determine um pontD de tal forma queABCD seja um paralelogramo e o ponto de
interse@o das diagonais desse paralelogramo.

A5 D& exemplo de dois vetores uamitos que tenham a mesma diequev = —3i + | — 4k.

A 6 Determinem para que os ponto&(3,1,0), B(1,0,1) eC(—1,m,2) sejam colineares.
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A7 Sejami=i— 2T+R eV = 2i+ j. D& exemplo de dois vetores cujas normas sejam o triplo
da norma dei+ V.

A M B A B
Figura 1.30:Exerdcio A8 Figura 1.31:Exerdcio A9

A 8 No paralelogram@BCDda figurdl.30 os pontosvl e N sdo, respectivamente, 0s pontos
médios dos ladoAB e AD. Mostre que

3—

—
CN+CM=-CA

N

A9 Na figural.31 M & o ponto nedio doss_e)gmg\)tdsc e diDB. Mostre queABCD & um
paralelogramo. (Sugesi: basta mostrar qu&D = BC ou queAB = DC.)

A 10 Considere os vetoreb=i+ [ —k, V= ]+ keWw = 2— j+k. Mostre que{T,V,W} & uma
base do espaco tridimensional e obtenha as coordenadas die- 2k nessa base.

A 11 Mostre que para quaisquer vetoﬁeB, ¢os vetoresi+ b, 3+ cet—asio coplanares.

A 12 Considere a basf#, b,c}. Mostre que os vetored+2b— ¢ 35— b+t e —d+5b— 3¢
sao LD.

A 13 Dados vetoresi, b e & ndo coplanares, determine escalakes |1 para que 0s vetores
Ad+ pb-+Ced+ Ab+ pc sejam colineares.

A 14 Determine vetoreg ey que satisfacam o sistema de egies;

{HZV = 3T
K4y =

A 15 Verifique se os ponta&(2,2,1), B(3,1,2), C(2,3,0) e D(2,3,2) sdo coplanares.

—

-3

‘—l

B 1 Em um tranguloABC considere um pont& no ladoAB e um pontoD no ladoAC que
. — Irv-Sry=- 27 — e~ . — —
satisfazemAD = 3AC e AE = SAB. Escreva o vetoDE como combinago linear deBA e BC.

B 2 Mostre que o segmento de reta que une os ponéaion de dois lados de umariguloé
paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

B 3 SejaABCDum paralelogramo & o ponto de encontro de suas diagonais. Determine os
vérticesC e D conhecendo as coordenadaside, 2,3), B(0,2,5) e G(1,0,1).

B 4 No cubo da figurd.29 sabendo un éo ponto nédio do segmentBF, escreva o vetor
HM como combinago linear dos vetore%B AD e AE.
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B 5 Em um tranguloABC sejamM, N e P os pontos radios dos ladoB, AC e BC, respecti-
vamente. Mostre que
—> —_—> — —
AP+CM+BN=0.
H

, — — —
C 1 Em um hexagono regulaABCDEFtemosAB = U e BC = V. Escreva os vetoré&3D, DE,

—_— = = —

EF, FA AC, AD e AE em termos dé e V.

C 2 Dizemos que uma bad@ = ai + apj + ask,b = byi + bo ]+ b3k, & = c1i + coj + c3k} &
positiva(respectivamentaegativg quando o determinante

a az ag
D=|b; by bs
Ci C C3

for positivo (respectivamente, negativo). Baseado nesta dadinmostre que as basps=
{T,],k} eB2 = {3i,— ] —k,—2i — 5k} s4o positivas, enquanto qfie = {j,i,k} eBs= {i+ ]+
k,j+k, ]} sao bases negativas.

. — . —> - — - =
C 3 Sejamd e b vetores LI tais qu&AB=da+2b, BC= —-4a—beCD
ABCDeé um tragzio.

—53—3b. Mostre que

C 4 a) Mostre que os vetor@s=i+ 2], b= —2(+ k e€ = 4] + k n&o formam uma base d®>.
b) Mostre que Boé posével escreveli =i — k como combinago linear deg, bed Inter-
prete geometricamente esta sithag
c) Mostre quez posével escrevem = 37 + 2] — k como combinaio linear ded, b e € de
uma infinidade de maneiras.

C 5 O segmento de extremidad&g,y1,21) € B(X2,Y2,22) € dividido pelo pont&(x,y,z) na
razao de 1 para (istoé, H%.% = 1). Mostre que
— X1+A2  YitAy2 _ za+Az
DA D N D

Usando este resultado, determine por@oe D que dividem o segmento de extremidades
A(0,1,2) eB(4,—2,1) em tiés partes de mesmo comprimento.
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Capitulo 2

Produtos de vetores

2.1 Introducao

Neste cafiulo introduzimos diversos tipos de produtos vetoriais. Es&asdio inspiradas
em conceitosisicos e #ém aplicafes a diferenteareas da Mateatica. Em particular, nos
exemplos e nos exdmos resolvidos usamos produtos vetoriais para demonstrar resultados de
Geometria Plana ou de Trigonometria bastante conhecidos tais como TeoremagoeaBijt
Lei dos Senos para umangulo qualquer, cosseno e seno da diferenca deadgislos, entre
outros.

2.2 Produto interno

A motivacao para a definfio de produto interno vem da Masdca. Consideremos uma
forca representada pelo veteratuando sobre um corpo de tal forma que lhe provoque um
deslocamento representado pelo véfc@Figura[ﬂ). Ento define-se trabalhoW realizado
pela forcaF como sendo odmero real dado por

W = ||F||||d]l cosu

ondea & oangulo entre os vetorésed.

Figura 2.1:Trabalho realizado pela forda Figura 2.2:Angulo entre vetores

—

Sejamd e b vetores @o nulos. Denotemos angul@ entre eles pof(d, B). No calculo da
medida daangulo, podemos considerar representantes para esses vetores que tenham o mesmo
ponto inicial (Figurd.2). O produto internodos vetoresi e b & denotado paa- b e & definido
por
d-b = ||a]||bllcos(,b).

Seda=0oub =0, enfio definimosi-b = 0.

1 Estamos nos referindo anenorangulode0 a Ttradianos (d® a 180graus).

10
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—_—

Exemplo 2.1 Os vetores, | ek s0 unitarios e tais que, j) — (i.K) = (].K) = 'L ogo,
i

i= |l HIIJHCOS——llO 0

Tt
K=|[l||[K| cos; =1-1-0=0

T
—!|J||Hk||cos§_1 1-0=0.

/\

Alem disso, comd, i 3 )= ( k) = 0, temos
i-T=|i]|lflcos0=1-1-1=1
i-7=1illlillcos0=1-1-1=1
k-k=|K||K|cosO=1-1-1=1.

Observages:

e Observe o produto assim definido envolve dois vetores como fatores mas tem como resul-
tado um rumero real, ou seja, um escalar. Por isso, tal produto&amébconhecido pelo
nome deproduto escalar

e O produto interno dos vetorése b tamtem costuma ser denotado fét b).

2.2.1 Proje®es ortogonais

Dados dois vetores e U + 0, consideremos a reta suportele um representante de
2 chamamoprojegio ortogonalde & na dire¢o del ao vetor representado pelo segmento
—

orientadoA’B’ ondeAB & um representante dee os ponto#\' e B’ sdo os pontos de intersig
de retas perpendiculares gue passam pok e B, respectivamente (Figuia3. Neste caso,
—
denotamosA'B’ por proj;a.
Observe que nessa defia@; interessa apenas a diéecdo vetort. Consegientemente,
projz& = projyd se V+# 0 for um vetor paralelo &.
Suponhamosi unitario, a = (é, U) e0<a < 5. Na Figurd2.3 temos”HA/B/”H = CoS0l =

AB| = |AB Portantoproi.a = (& 0= (|lal|ld U edd
|A'B'|| = ||ABJ| cosa. Portantoproj;a = (||d|| cosa )t = (||dl|||Tf| cosn)U, e da
proj;a = (a- u)u.

De maneira aaloga podemos obter esse mesmo resultado se tivéjmaes< 1. Dai, podemos
deduzir qued- u| = ||d||||t||| cosa| = ||projzdl|. Geometricamente, isso significa que 6dulo
do produto interno de um vet@ por um vetor unério U corresponde ao comprimento da
proje@o ded sobreu.

Sev for um vetor r&o nulo erdol = %‘ € unitario e, usando o que foi visto anteriormente,

temos proj,a = proj;a = (d- i)t = (é HV”> > ou seja,
a-v
proja = HVHZV
Destaquemos a seguinte propriedade das @eggrtogonais:

projy(d+B) = projga-+ projgb.

Essa propriedade uma consdigncia imediata da igualdadéC’ = A'B' + B'C’ na Figurd2.4

2 Dois vetores quaisquére U possuem representantes géie segmentos orientados coplanares
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Figura 2.3:Proje@o ded na dire@o dell Figura 2.4:Projeéo ded+bna dire@o deli

2.2.2 Propriedades do produto interno

Para quaisquer vetor@sh, ¢ e gualquer escalarsao \alidas as propriedades mostradas a
seguir, com suas respectivas demongieac

[11] & -b=b-&(comutatividade)

=||3H||5||COS(3, b) = ||| cos(b. &) = b-4

—

[12] (x@)-b=x(d-b)=a-(xb)
Figura 2.5:Angulo entrexd e b comx > 0 Figura 2.6:Angulo entrexd eb comx < 0

—

Sex > 0, o angulo entrei eb & 0 mesma@ngulo qued e b (FiguraZ.). Logo, (xd) - b=

Ixai ||| cos(xa b) = [x]||]] ||| cos(&,b) = x(&- b).

Sex < 0 ento (xd,b) = i— (&,b) (FiguraZ.6). Logo, (xa) - b = ||xa]|||b|| cos(xa,b) =
Bl cos( - (& b>) — x|l Bl (- cos(aF) ) ~x(aB
Alem dissod- (xb) = (xb) - &= x(b- &) = x(&-b).

[13] (d+Db) -¢=4& ¢+ b-& (distributividade com reldpa soma de vetores)
Sec = 0 a igualdade® imediata pois reduz-sele= 0+ 0.

Suponhamog+ 0. Enfio temogprojs(a+ b) proj.a+ prOJébe da obtemos<( Hé\l) >6—

H6”26+ WC‘ que multiplicando pofic||? fornece: ((&+Db) - &)¢ = (a-&)c+ (b- )¢, ou
seja,((d+b)-c—&-¢—b-&)c=0. Comoc+ 0, temos(@+b)-c—&-¢—b-c¢=0queé
equivalente 48+b)-c=4&-¢+b-¢.

Usando a comutatividade do produto interno, temos &mb que
d-(b+¢C)=(b+C)-d=b-d+c-d=4d-b+4a-cC. Logo,

- (b+c¢)=d.-b+a-c
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[14] Dois vetores &0 nulosa ebsio ortogonais se, e somente deh=0

Sed e b forem ortogonais, efib (&,b) = J e dd &-b = & ||b|| cos] = ||&]||[b]| -0 = 0.
Reciprocamente, s&-b = 0, enfio ||d||||b]| cos(&,b) = 0. Comol||d|| % 0 e ||b|| # O,
devemos tecos(d,b) = 0. Logo, (&,b) = T, isto&,d e b sio ortogonais.

Convencionamos que o vetor nudoortogonal a qualquer outro vetor. Com isso esta
propriedade pode ser estendida com o seguinte enunciadis vetores §o ortogonais

se e somente se seu produto inteenaulo.”

[15] [|&]>=4-a (ou ||&]| = va-3&)

E claro qued- 0 = |[0]|?. Sed # 0, enio, como(d, d) = O temosd- & = |||/ cosQ ou
seja,d-a=||d°.

[16] [a-b| < ||a]]|b]

Esta desigualdade conhecida com o nome @esigualdade de Schw&z Basta usar a
definicdo de produto interno e que ceiulo do cosseno de uamguloé menor do que ou

igual a 1:/a-b| = ||]||b]|| cos(&,b)| < ||a]lb]

2.2.3 Produto interno em coordenadas

Consideremos 0s vetorés= aii + a»] + agk e b = by + by j + bsk. Vamos determinar uma
maneira simples de calculdrb usando apenas as coodenadad eeleb.

Usando as propriedad@d], [12], [I3]% e os resultados obtidos no exem@ld podemos
obter uma érmula muitodtil para o @lculo de produto interno:
§~§ = (a1T+ axj + §3R) . (bl?—f— boj + bgR) = ai- (b1T+_t?2 i+ b3R) +ap]- (b1T+ by + b3R) +
ggk- (bJ—tbgT—l— bgk) = albl(?-T) —I: 8;1b2(?- D + albg(T- k) + azbl(T-B -+ azbz(r D + azbg(r-
K) +agby (k-1) + agbp (K- |) +agba(k-K) = arby - 1+ ajbp - 0+ agbs - Oaghy - 04 agh, - 1+ aphs -
Oazby - 0+ agby - 0+ agbs - 1. Portanto,

&-b = ayby + apby + aghs.

Exemplo 2.2 Sejama = 2i + 3] + 4k eb = —5( — 2] + 2k. Entdo o produto interno entré e b
pode ser rapidamente efetuado da seguinte maneira:

d-b=2-(-5)+3-(-2)+4.2=-10-6+8=-8.

Exemplo 2.3 Dadosi = 8 — 2] + 2k e V = 37+ 13] + k. Para verificar se esses vetore&os
ortogonais, basta verificar se o produto interno dedesulo. Comai-V=8-3+(—2)-13+2-
1=24—-26+ 2= 0temos quei eV sAo ortogonais.

Exemplo 2.4 Dados dois vetore&= aji +azj +agk eb = byi + b, + bsk, podemos determinar
0 angulo entre eles usando a defiag;

cos(a/%) __ab
’ Ia/|/b]

3 Hermann Schwarz (1843 — 1921), mafivo alendo
4 Gragas a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com produtos internos de vetores coessesaosstiperando com
produtos de imeros reais.
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e as brmulasd- b = ajby + apby + aghs, ||d]| = /a8 + a5+ a3 e ||B]| = |/b?+ b3 + bZ. Por
exemplo, sejand = 5 — j +k e b = 2 4 3]+ 3k. Temos:d-b=10-3+3 =10, ||| =
V25+1+1=+/27e|b|| = V4+9+9= /22 Portanto, sex = @\B) engio
10 10
V2Tv22 /594
OU Seja,a = arccos—— \/@ Em geral, deve-se deixar esse tipo de resposta da maneira como

esh, usando a furgo arco-cosseno. Aittlo de curiosidade informamos que usando uma
calculadora ou um computador, pode-se obter uma boa aproX¥imparaangulos desse tipo.
Neste exemplo, temas~x 65°46'34".

Cosa =

2.2.4 Bases ortogonais e ortonormais

Uma bas€d, [}) ¢} do espaco tridimensionalchamad&ase ortogonatjuando seus vetores

forem dois a dois ortogonais, ou seja, quagdb = &- &= b- &= 0. Se aém de ortogonais 0s
vetores forem undtrios endio a base chama-base ortonormal.

- -

Exemplo 2.5 A base cafnica doR3, {l i, k} & uma base ortonormal paisj = ?R:j-R:O
e [lill = (171l = [k = L.

Exemplo 2.6 A basef; = {8 =T—2] —2k,b = 2/ + 2] + k,&¢ = —2 + [ + 2k} & ortogonal
porqued-b=a-&=Db-&= 0, mas @o & ortonormal porque|d|| = vV1+4+4 =3, ||b|| =
V4+4+1=3e|C| =v4+1+4=3. A partir de 31, podemos construir facilmente uma
outra base que seja ortonormal: basta dividir cada vetordepela sua norma. Obtemos
assim a seguinte base ortonormal:

8 a b ¢ {L 2]+2k2|+21+1k 2|+1T+2F<}
2 — M= 020 1=l = A s s .
&l |1b|| " II<ll 3 373 3 3 '3

A vantagem em se ter uma base ortogonal ou ortonogradhcilidade com que escrevemos
um vetor dado como combinag linear dos vetores da base.

Seja{a, [}) ¢} uma base ortogona¥,um vetor doR3 e x,y,z € R tais quev = xa+yb+ 2.
Fazendo o produto interno de&omd, depois conb e comc, obtemos:

2
V-d=x3-d+yb-a+zc-d= xy\a||2+o+oz>x_W,
) v-b
V-b=xa-b+yb-b+z&-b=0+y|bP+0=y= T
) V-

V.-8=xd-8+yb-¢+ 28 €=0+0+7¢|?> = z= ez

Em particular, s€d, b, C} for ortonormal, eriox=Vv-&y=V- b,z=V-¢

Exemplo 2.7 Vamos calcular as coordenadas do velioe 41 — 3] + 2k na base{d, b,c} onde
a= 3| — —j + 3k b= 3| + 5 J+ 1k, ¢ = ——| + 3 J + 3k Note que essa bage ortonormal

(veja %xempI@). Dai, sev x§+yb+zé enﬁox—v d=4-(3)-3(-%+2-(3) =%,
y=V-b=4-(%)-3(3)+2-(3) = 3. 2=V- 6 4-(—-3)—3(3)+2- (%) = — 1. Portanto, as

coordenadas dé na base dada@ 4!, 3 e -2
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2.3 Produto vetorial

Definiremos agora outro tipo de produto com vetores: o produto vetorial. A matiyzara
sua definigo tam@m vem da ksica. Nas definiges domomento de uma for¢aelocidade
angulare decampo magaticoocorrem vetores ques ortogonais a dois outros vetores.

Antes de dar uma defirag formal vamos fazer algunsalculos gue justifiguem nossa
definicao. Dados d0|s vetores= aji + azj + agk eb=byi+ sz + b3k ‘queremos determinar
um vetorV = Xi + yj + zZk que seja simultaneamente ortogonal a ab. Entio devemos ter
V-3=0eV-b=0, ou seja,

{ aiXx+agy+agz = 0
bix+ b2y—|— bsz = 0
gueé equivalente a
{ axX+ayy = —agz
bix+byy = —bzz

de onde podemos obter os valoresxaey em fun@o dez

_ agbg— <”:l3bzZ _aghy — alb3
a1b2 — azbl ’ a1b2 — a2b1

Para cada valor dec R obtemos uma sol@p para o sistema. Em particular, podemos escolher
Z= aihy, — ayby (para “eliminar” o denominador das fi@es) e datemos a seguinte solag
para o sistema:

X = a2b3 — agbz

y = agh1 — aibs
zZ = a1b2 — a2b1

Obtivemos dessa forma o vetér= (axbz — a3b2)T+ (aghy — aibs) T+ (azhy — azbl)E queé
simultaneamente ortogonalae b. Chamamos o vetor assim obtido d@roduto vetorialde @
porb e denotam&porv = & x b.

Note que nessa defirfigV for escrito usando determinantes:
a az |v T

: a3 a
by by |t

bs b

a a

axb= by by

i+

Entretanto,& mais conveniente memorizar a defaocde produto vetorial como sendo o se-
guinte determinante:
T Tk
dxb=|a a ag
by by Dbs
Nem todas as propriedades de determinardes\alidas neste caso. Por exempl@onfaz

sentido somar a primeira linha com a seg&hparque uma linh@ formada por vetores e a
outra por escalares.

Exemplo 2.8 Calcular o produto vetorial dos vetores= 5 + 4]+ 3] e b = i + k. Temos
DU S I }
V=axb=|5 4 3|=4i—2j—4k Observe qué& & ortogonal ad e ab porqued-v =
101

5.4+44.(—2)+3-(—4)=0eb-V=1-440-(—2)+1-(—4) =0.

50 produto vetorial tamem costuma ser denotado o anD
6 Esse determinant&x 3 & apenas um determinarsientolico, & um artifcio (til para lembrar da definép de produto vetorial.
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Lo LT Tk
Exemplo 2.9 Vamos calculaf x |, ] x kek xi. Usando a defini@o, temosixj=| 1 0 0|=
010
IR R 'S T Y A A A
K,jxk=|0 1 0|=i,b,kxi=|0 0 1|=].
0 01 100
E Gtil memorizar esses resultados paraatles posteriormente. A Figufd 7 ajuda nessa
memorizago.
5
axb
b
- — |
J k |
— = B : a
xay
Figura 2.7:7x [ =k, xk=T, o
kxi=] Figura 2.8:Regra da riio direita Figura2.9:@xb=—-bxa

Do calculo de um produto vetorial sempre resulta um vetor ortogonal a cada um dos fatores
envolvidos. Aem disso, s&, b e & x b nao forem nulos, o sentido do produto vetorial pode
ser determinado pela seguinte regra:aseb apontar para o observadoreor girado para
ocupar a posio deb, enfio o sentido de rotép devea ser anti-hdario. Esse fato costuma ser
ilustrado com o nome deegra da Mo Direita: colocando-se &s dedos da &o direita como
na Figurd2.8, se o dedo indicador representar o vet@ o dedo nadio representaﬁ, enBoo
polegar aponta paigx b.

2.3.1 Propriedades do produto vetorial

Para quaisquer vetorés.B, € e qualquer escalarsao \alidas as propriedades mostradas a
seguir (com suas respectivas demonétesag:

[V1] axd=0
[
De acordo com a defirfpaxd=| a; a, az | =0, porque neste caso temos um de-
a adx ag

terminante com duas linhas iguais.
Em particulai x i = ] x j =k x k=0.
[V2] dx b= —bx & (FiguraZ.9)
Quando trocamos duas linhas de um determinante, seu sin@nafida trocado. Devido

T Tk i J k B
aissoldxb=|a; a az|=—|by by b3 |=-bxa
b1 by bs ap ap ag
Usando essa propriedade e o que foi obtido no exeBiflitemosj x i = —k, kx j= —T

eixk=—].
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[V3] dx (b+¢) =dxb+ax¢c
ComoB+C‘: (b1+Cl) (bg—l—Cz)T (b3+Cg)R
3 i i K i
dx(b+0)=| a ap a |=|a
bi1+c1 ba+cy bz+cs by
[V4] (x8) x b= x(axb) = ax (xb)
B i 7 kK B [
xaxb=x|a a az|,(X@)xb=| xa xa
bl b2 b3 bl b2
B i 7 kK i 7 kK
dx(xb)=| ay a a3 |[=X|a a a3
xby xbp xbs by by bs
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, temos:
j k ik i}
a az |+| a; a» az |=dxb+axC.
b2 b3 CL C C3
Kk i 7 kK
Xag | =Xl a1 a ag |,
b3 b1 by bz

Nos tiés casos obtivemos a mesma exesss segundos membros das igualdades.

—

[V5] ||&xb||? = ||&]?|[b]|* - (a-b)?
Esta igualdadé conhecida pelo nomédentidade de Lagrandé.Comoa x b = (aghs —
aghy)i + (agby — arbg) [ + (a1h, — axby)k temos||d x b||2 = (aghs — aghp)? + (agby —
arhs)? + (aiby — aghy)?.
Por outro lado||&]|?||b||? = (a2 + a5+ a3) (b2 + b3 + b3) e (&-b)? = (arb; + agby + aghg)?.
Desenvolvendo os quadrados indicados obtemos a identidade desejada.

[V6] ax b= ||a]||[b||ser, ondea = (&,b)
Usando a Identidade de Lagrange e a dedimige produto interno, temos:
Hax b2 = ||a|2[[b]|2— (&-B)? = [|&|?|[b]|> - (||a]|[b| coson)? = [|&]|?|[b]|*(1—cofa) =
|&]|2||b|2serfa. Como0 < a < 11, temossern > O e dd, ||& x b|| = ||&]|||b|| sero.

[V7] ax b= 0 se e somente skeb forem paralelos.

Convencionamos quéé paralelo a qualquer vetor. Logo, @e- 0 ou b =0 enfio essa

propriedade 6bvia e rdo & 0 que mostrar.

Suponhamog # 0 eb £ 0. Entio:de b sdo paralelos<:> a
|&]||[b]|sena = 0« dx b=

— sem =0« ||d@xb|| =

0.
O produto vetorial Ao possui a proprledade associativa, ou 6
igual a@ x (b x €). Por exemplo(i xT) x =0x j=0eix (ix]) =

2.3.2

Consideremos o paralegrarABCDda FigurdZ. 10 Sejama = NB), b—=ADea =

—

(&,b) = 0 oumtradianos

a,b) x ¢ em geral Aoé
ixk=—J.

Interpretacido geongtrica do modulo do produto vetorial

(a,b).

A area de um paralelograngodada pelo produto da medida da base pela altura, oueseja,

igual a||a]|-h = | &) |[b]| sena = [|&x b].

Mostramos assim que oddulo do produto vetorial d&porb & numericamente igualarea

do paralelogramo determinado por eles.

7Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), maitioo italiano
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S
=

(44

A B

a

Figura 2.10:Area do paralelogramAdBCD

Exemplo 2.10Calcular a area do paralelogramo deérticesA = (1,—-2,1), B=(2,—1,4),
— —
C=(0,—2,6)eD=(-1,-3,3). ComoAB=B—-A=(1,1,3) eAD=D-A=(-2,-1,2),
—_— — i J k - [ , , —
temosABxAD=| 1 1 3|=5 —8j+k. Portanto adrea deABCD & dada porj|AB x
-2 -1 2

AD| = v/25+ 64+ 1= 3/10.

2.4 Produto misto

Nesta sego definimos mais um produto de vetores. Assim como o produto interno, o resul-
tado obtido nesse produto taérhé um escalar.

Dados os vetored = aji + ap T+ agﬁ, b= byi+ b2T+ b3r< et=cyi+ CzT+ CgR chamamos
produto mistode &, b e & (considerados nessa ordem) donero red & x b- & Denotamos o
produto misto dei, b e & por[4, b, d.

i J k

Considerando a defirip de produto vetorial, temd@x b = | a; ;2 az | = (aghs —

by by bs

(azhy — azbl)R. Fazendo o produto interno catrobtemos:

-

aghy)i + (agby — aghg)j +

ax B -C= a1b203 + azbgcl + %blcz — a1b302 — azblcg — &3b201.

a a ag
Como| b1 by bz | =ajbyc3+ asbscy +agbico — ajhscy — apbicz — agbocy, obtemos
Ci1 C C3
. a a a
[a7b76]: bl b2 b3
Ci C C3

Exemplo 2.11 Calcular o produto misto dos vetorgs= 2i + 3] +5k, b= -+ 3]+ 3k e
e=4i—3]+2k

) 2 3 5
Ebg=|-1 3 3|=27
4 -3 2

2.4.1 |Interpretacdo geonétrica

Consideremos o paraleligedo ABCDEFGH definido pelos vetored = NB) b=AD e
—
€ = AE (Figural2.11). O volumeV desse paralel@pedoé o produto darea da base (que

8 Nao Ha necessidade do uso deéateses nessa defifi comad x (- €) nao faz sentido, &nica possibilidadé considerafd x b) - €.
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igual a||a x b||) pela alturah.

H G
o E F
e
2 YA
of. D/
) | C
A a B

Figura 2.11:Molume do paraleleipedoABCDEFGH

Sendoa = (b, ), temosh = ||g|||cosa| e dd V = ||& x b|]|h = ||d x b||||&||| cosar| = || (& x
b)-g|.

2.4.2 Propriedades do produto misto
Sejamd, b, ¢, d vetores quaiquer ey € R. Ento f0 \alidas as seguintes propriedades:

[M1] O produto misto troca se sinal se trocarmos a ordem de dois dos vetores
Esta propriedadé uma consdggncia da propriedade de determinantes que diZ‘goe
trocarmos duas linhas, o determinante muda de sinal”.

[M2] O produto mistce nulo se pelo menos dois vetores forem iguais.
Um determinante que tenha duas linhas igéaisilo. Portantojd, &4 = 0, [&, 3,5] =0,
[d,b,b] =0, etc.

[M3] [4,b,& = 0se e somente s becforem LD;

Se os vetores forem LD, e um deleg€ combinago linear dos outros. Suponhans
xb+yc. Entao [& b, T] = [xb+ YT, b, ] = 0 porque temos um determinante cuja primeira
linhaé& uma combin&gpo linear da segunda e da terceira linhas.

Se os vetores forem LI, € eles Ao f0 coplanares e da volume do paralelépedo
definido por ele€ diferente de 0 e, neste cafb,c| # 0.

[M4] O produto misto independe da ordem circular dos vetores,éi$iob,d = [b,c,a] =
[ &b
Usando a propriedad®1], temos:[d, b, = —[b,4,d = [b,¢,a = —[&,&,b] = [¢,&,b].
[M5] d-bxe=axb-g ou seja, podemos permutar as opées;*” e “ x” sem alterar o produto
misto.

Basta observar qu bx &=bx & -d= [b,& a) = [a,b,c2.

e

[M6] [xa+yb,c,d] =x[a,c,d]+y[b,c,dl, (&xb+ye,d] =
x[a,b,c] +y[a,b,d.

9Foi usada nailtima igualdade a propriedadel4]

— —

.d]+y[a g d], [db,xc+yd]

ol

X[?
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Tamlemé consegéncia imediata de propriedades de determinantes. Por exengio,

L Xap+ybr Xap+yby xaz+ybs a a ag by by bs
yb,c.d] = C1 C2 C3 =X|C C +y|C C C|=
d; d> ds d do d3 d do d3

—

x(d,¢,d] +y[b,&,d].

Observages:

Sejama, b e ¢ vetores. Erito:
e 3-b=0se e somente see b forem ortogonais;
e dx b= 0se e somente se b forem paralelos;

e [a,b,c = 0se e somente sk b e & forem coplanares.

2.5 Exerdcios resolvidos

R 11 Mostre que:
a) [|a-+D||? = ||&]*+2&-b+||bj>
b) (a+b) - (&—b) = ||&|* - b

Solugao:
a)||a+b||?=(d+b)-(d+b)=4&-d+a-b+b-d+b-b=||d|?+2a-b+||b|2
Da mesma forma podemos obter tambquel|d— b||2 = ||&]|2 — 2a- b+ ||b||2.
b) (d+Db)-(@—b)=4&-d+a-b—b-a—b-b=||a]2—||b||.

R 12 Sejami eV vetores tais qué- V=4, ||V| = 3\/§e(63) = 11/6. Calcule||U]| e ||+ V|.

Soluggo: - Comod-v = [d] 7] cos(d, V), temosA = ] - 3v/3- cog(1/6) => 4 = 3| =
= $.

UsandoR 1, temos:||t+ V|2 = |[T]|? + 20 - V+ [[V][2 = (8/9)2 +2- 4+ (3v/3)% = 64/81+
35=2899/81 = ||U+V| = ,/2899/81.

R 13 Mostre quef|d+ b < ||a]| +|/b].

Solugio: Comol|a+Db||2 = ||d||2+24-b+||b||2, ed-b < |d-b| < |&|||[b], temos:||d+b]||2 <
18>+ 2/j]|[[b]| + [[bi|> = (||&]| + [Ibi)>. Portanto, ||&+ b|| < ||&] +|b].

Esse resultad@ conhecido com®esigualdade Triangulae pode ser interpretado geo-
metricamente da seguinte maneira: o comprimento do lado de @mguwio (o||&+ b||) ndo
ultrapassa a soma dos comprimentos dos outros dois Ig@is ||b]|).

R 14 Seja{d,b,&} uma base ortonormal. Calcul&+b+g].

Soluggo: Para evitar raiz quadradaé mais conveniente iniciar com o quadrado da norma.

Hé+b+6|]2 (a+b+6) (8+b+C)=4da-d+d-b+ac+b-d+b-b+b-c+c-d+C-b+C-C=

18|12+ ||B]|2+ ||&||2+2(-b+&-E+b-8) = 1+ 1+1+2(0+0+0) = 3. Logo, ||a+b-+g|| = v/3.
Geometricamente, calculamos a diagonal de um cubo de aresta 1.
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R 15 Mostre que se 0s vetoredmnulosg, b e&forem dois a dois ortogonais, € eles 8o LI.

Solugao: Sejamx y,z € R tais quex§+ y5+26 0. Fazendo o produto interno com
obtemosa- (ad+yb+zC) = xa-d+yd-b+z4-¢ = &-0= 0. Logo,x||&]|2 = 0 = x = 0.

Analogamente, fazendo o produto interno domcome obtemos/ = 0ez= 0, respectiva-
mente.

R 16 Considere os vetordas= 3 — 7]+ k e V= — + 3k.

a) Mostre quel e V sdo ortogonais e determine um vet@rde modo qued,V, W} seja uma
base ortogonal ddR3.

b) D& exemplo de uma base ortonomﬁé]B, C} tais qued, bet sejam paralelos @, Vew,
respectivamente.

Soluggo: a)u-v=-3+0+3=0, logo, U e V sdo ortogonais. Para encontrak que seja
simultaneamente ortogonalibe aV, uma boa opgo é consideram = U x V.

[
W 3 -7 1|=-21-10j]—7k
-1 0 3
b) Comal, Vew sao ortogonais, basta considerar os vetores andsa = ﬁ b=V T ec=
w 1 g ho— liy 83 Fge_ 217 107 7§
Tl Obtemos assing = \/—gl—ﬁ]—l—\/—gk b NeTL ﬁk C= 7596 ~ 7590 \/%k'
C
C
a+b z
R
Figura 2.12:Teorema de Pégoras Figura 2.13:Triangulo inscrito em semiiculo

R 17 Considere o téingulo renguloABCda Figural2.12 Demonstre o Teorema de &gforas:
|1&-+b]|> = [|&]| >+ [|b]>.

Solugio: Comoa-b = 0, temos qué{a+ b||2 = ||| +2a- b+ ||b||2 = [|&]|2+ ||b]|%.

R 18 Mostre que todo téngulo inscrito em um seniculo € um tréngulo refingulo.

Solucgo: Consideremos um finguloABC inscrito em um semiculo de raioR e centroO
—> —
(Figural213. Queremos mostrar que os vetof@A e CB sao ortogonais. Para isso, basta
— — —_— — — — — —
calcular seu produto interno. Com©A = CO+ OA CB=CO+ OB e OA= —OB, temos
— — — - — —> —
CA-CB= (CO+OA)- (CO- OA) = ||CO||? - || A2 =R — R = 0.

R 19 Consideremos um ﬁngquABC com lados deflnldos pelos vetords= AB, b= _C>,
¢=CAe angulos internost = ACB, B = BACey = ABC (FiguralZ.19).
a) Mostre queEx b=bx&=¢€x a.
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Y
] B
A
5
= X
e, /U
Figura 2.14:Lei dos senos Figura 2.15:Cosseno e seno - o

c) Demonstre a Lei dos Senos:

sem  ser3  sery
[ I [R— ]

Solugao:

a)d+b+¢=AB+BC+CA=AA=0. ) )

Fazendo o produto vetorial deeca+ b+ € coma obtemos(d+b+¢) xd=a8x 0=
bxd+Cxd=0=Cxd=-bxd=Cxd=axb S )
B Analogamente, fazendo o produto vetorial doobtemosix b+Txb=0, ou sejadx b=
bxC.

c) Usando a propriedadfv6] do produto vetorial para calcular as normas dex b e de
¢ x &temos|a|||b|| sen(ri—) = |[c||||a]| sen(Ti— B), ou seja,|[b]| sery = [|¢]| serp — bef =
sery

el -
Analogamente, de x & = € x &, obtemog|b||||&|| sen(m— a) = ||&||||&]| sen(t— B), ou seja,

[l sern = | serp — serm — P,

Pode-se tamém obter que|a x b|| = ||b x &|| = ||& x &|| calculando-se area do trangulo
ABC.

R 20 Na FiguralZ.15temos uma circunféncia de centro na orige® = (0,0) e raio 1 e os
pontosA, B eU = (1,0) nessa circunfé@ncia de tal forma que as medidas (frm;ulostme
UoB sejama e 3 respectivamente. Determine exp@ss parad = OAeb= OBe o cosseno
do angulo entred e b.

Soluggo: Ded= cosai+ semnj eb=cosBi+ ser3j, obtemosi-b= cosa cosB+ ser serp.
Por outro lado, comdd e b sdo unitrios e a medida d@ngulo entre ele€ 3 — a, temos
= ||a]|||b|]|cogB — a)|| = coqa — B). Portanto,coga — ) = coso cosp3 + sen serB.

R 21 Com os mesmos vetor@s b do exerécio R 10com a restri@o0 < a < B < 1/2, calcule
0 produto vetorial x b e obtenha umadfmula parasen(f — a).

i ik
Solugdo: dxb=| cosu sejm( 0 | = (serBcosa — sern cosB)k. Como0 < a < B < T1/2,
cosB sem3 O
temosgga < tgB = &M < §§$ — sencosa — semi cosP > 0 = ||dx b|| = serBcosa —
sem cosp.
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Por outro lado, ||& x b|| = ||&]|||b|]|sen(p — a) = sen(B — a). Portanto, sen(p — o) =
sen3cosa — sem cosp.

R 22 Mostre qued+b,b+¢ d+¢ = 2[d,b,d.

Solugdo: Usando as propriedadg#2], [M4] e [M6], temos[d+b,b+¢ ad+d = [a,b+
¢ a+c+[b,b+¢ d+c =[ab,a+c+[d¢c a+d+ [b,b,a+c +[b,c ad+d =[ab,a +[db,d+
S——— S——

0 0
¢ d+[dcd+[bea+[bed =[ab,c+[db,c =2[b,d.
0 0 0

R 23 Na mokcula de metano (Ch), o atomo de carbono ocupa o centro de um tetraedro
regular em cujos értices esio osatomos de carbono (Figurid.16. Os livros de Qimica
mencionam, sem maiores explidag, que cangulo entre duas vahcias do carbon@ de
109°2816". Na FiguraZ.I7temos o tetraedr8DE G incrito no cuboABCDEFGHde aresta
2, ondeA = (2,0,0), B = (2,2,0), C = (0,2,0), D = (0,0,0), E = (2,0,2), F = (2,2,2),
G=(0,2,2),H=(0,0,2).

a) Mostre queBDE G é um tetraedro regular;

b) Mostre queP = (1,1,1) € o centro do tetraedro regul&DEG,

A = == . . . .
c¢) Calcule ocangulo entre os vetoreRE e PG, queé mencionado nos livros de @uica.

Z

H G

E F
P.
Y

D \ <

A
B
X
Figura 2.16:Molécula de metano Figura 2.17:Tetraedro inscrito em um cubo

Solugdo: a) Cada aresta do tetraedro corresponde a uma diagonal de uma face do cubo.
Logo, elas&m o mesmo comprimento e, corisgiemente, o tetraedéoregular.
b) Para mostrar qud® € o centro do tetraedro, devemos mostrar quetedgjlidistante dos
L. ) — — — — —
vértices, ou seja, qugPB|| = ||PD|| = ||PE|| = ||PG||. ComoPB=B—-P = (1,1,—1), temos
— — — —
IBP|| = v/3. Analogamente obtemd®D|| = ||PE|| = ||PG| = V3.
c) Da defini@o de produto interno, obtemos

g PE.PG
cos(PE,PG) = ————.
IPE[|[IPG]|
ComoPE -PG= (1,-1,1)-(-1,1,1) = —1— 1+ 1= —1, obtemos:
= = -1 1
Cos(PE,PG) = ——= =

Portanto oangulo procuradc arccog—3) ~ 1092816,
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R 24 As expresiesa x (b x €) e (3 x b) x & sao conhecidas comprodutos vetoriais triplos.
Mostre que
dx (bxc) =(a-c)b—

(@x D) xc=(a-¢)b—

Solugio: Calculemos inicialmente as coordenadas dos vetaresb x €) e (a-€)b— (&-b)¢
na base ortonorma{T, [ k}. Para isso, basta calcularmos os produtos internos desses vetores

com os vetores da base (8e@.2.9).
1 0 0

i-dax (bxe)=[i,abxd= a a as — ap(b1Cy— bpcy) —
b203 — b302 b3C1 — b103 b1C2 — b2C1

ag(bscy — b1Cs) = @h1Cz — @2bpCy — agbscy +aghsCs.

Por outro lado,i - ((&-€)b— (&- b)) = (ayC1 + axCz + azcz)by — (a1by + aghy + aghs)cy =
axb1Cy —aphyCy —ashscy +ashics. B . L . L

Analogamente; dax (bxc)=[],dbxcd =] ((@cb—(d-b)e)ek-ax (bxc) =k a&bx
¢ =k-((d@-t)b—(a-b)e).

Como os vetoredx (b x €) e(a-¢)b— (&-b)&tém as mesmas coordenadas na basécaa
{T, .k} concliimos que elesd® iguais.

A segunda igualdade pode ser demonstrada a partir da primeaa B) X C= —Cx (dx
b) = —[(¢-b)a— (¢-a)b] =& -cb—¢-ba.

R 25 Mostre a Identidade de Jacd8i
(U X V) X W (W x T) x V+ (Vx W) x i = 0.

Soluggo: Usando teés vezes abfmula provada no exefrcio R 14 temos: (U x V) x W =
(U-W)V— (W-V)U, (Wx U) xV=(W-V)u— (V-U)W, (Vx W) x U= (V-U)W— (U-wW)V. Somando
as trés equages anteriores obtemos o resultado desejado.

2.6 Exerdcios propostos

A 16 Determinex € R de modo que os vetore8 = xi +2] —k e V= 3i+xj+10k sejam
ortogonais.

A 17 Calcule(d,b), ondeda= 2+ 2] +k e b=3+4J.
A 18 Encontre a projeio ortogonal do vetotr = 2i + | — k sobre o vetofi =+ .

A 19 Determine um vetor de adulo igual a 5 que seja simultanemente ortogonal aos vetores
U=7+2]+k e v=21+j—k.

— —)

A 20 Sejamd =i+ ], b=21—3]+ket=4]—3k. Mostre queix (bx ) # (Axb) x €.

A 21 Mostre que:
a)d-b= 3(||a+b]* - [|&|?— [|b||?)
b)&-b= Z(||a+b]>— |&—b||?)
) [|&+bl[2+[&—bj2 = 2(|&]|? + [|bl[?)

10k arl Gustav Jacobi (1804 — 1851), matetino alenéo
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A 22 Sejama e b vetores unirios tais qued, b) = 1/6. Mostre quel|(3— b) x (d+ 2b)|| =
1/2.

A 23 Mostre qued e b so vetores ortogonais se e somentéae b|| = [|d—b||.

A 24 a) Calcule a@rea (usando produto vetorial) e a medidadgulo interno oposto ao maior
lado do tranguloPQRondeP = (0,0,0), Q= (6,0,0) eR= (3,4,0)

b) Represente o inguloPQRem um sistema de eixos coordenados e calcule novamente a
area usando a conhecidarula

(base - (altura
> .
Verifique se o resultado encontrado coincide com o que foi obtido no item (a).

Area, =

A 25 Calcule aarea do ti@ngulo cujos @rtices 80 os pontof = (1,0,1), B= (3,2,—-1) e
C = (6,—1,5). Mostre que esse &nguloé reingulo.

A 26 Mostre que sai for ortogonal av — W e V for ortogonal all — V, enfilow & ortogonal a
a—v.

A 27 Sejad, b e uma base ortonormal. Calculé@—b—¢|| e (@553— %%) -(58).
A 28 Sejami = mi+ j —k eV = mi+mj + 2k

a) Determinan de modo quei seja ortogonal &.

b) Com o valor positivo den obtido no item (a), determin& de modo qu€/U,V,w} seja
uma base ortogonal d&®.

c) Obtenha as coordenadasate 7+ 7j + 2k na bas€[t, v, W} do item (b).

A 29 Determinex para que os pontod = (1,1,1), B=(0,1,2), C=(2,1,0) e D = (x,2,3)
sejam coplanares.

A 30 Determinex de modo que o volume do paralelpedo com arestas definidas pelo vetores
d=—2i+xj,b=xi— ] +k, ¢=i+ksejaigual a 2 unidades de volume.

A 31 Seja{a,b,c} uma base ortogonal tal qiié|| = 2, ||b|| = 3 e |&|| = 5. Calcule|[d,b,d]|.
A 32 Calcule o volume ddetraedro (piramide com 4 faces triangulares) cujcartices &0
0s pontosA = (1,2,1), B= (7,4,3), C = (4,6,2) e D = (3,3,3), sabendo que o volume do

tetraedro definido po&, b, ced & 1/6 do volume do paralelépedo definido pelos mesmos
vetores.

B 6 Sendad e b vetores quaisquer, mostre g+ b) x (A—b) = 2(b x &). Interprete geome-
tricamente esse resultado.

B 7 Calcule aarea de um paralelogran®BCD cujas diagonaisa® AC=27—3keBD=
2i +5]—k.
B 8 Demonstre que as diagonais de um losar@goperpendiculares entre si.

B 9 Determine a solugo X do sistema

Xx (20+3]-Kk) =
X-(4i-2f+k = 2

ol
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B 10 Sejamd e b vetores tais quéal = 3, ||b|| = 5, (&,b) = 1/3. Determine o valor dende
modo que:
a)d+ mb ed— mb sejam ortogonais

b) &+ mb e &— mb sejam paralelos

-

B 11 Achel ortogonal & = 4i — [+ 5k e aW = i — 2] + 3k que satisfaca - (i+ j +K) = 2.

B 12 Sejamd, b e € vetores unrios tais quei+b+¢= 0. Mostre qued-b—+&-¢+b-¢=
-3/2.

B 13 Conslderemos vetor@sB eccom ajé 0.
a) Sed-b = &- ¢ podemos concluir quie= c?
b) Sed x b = & x € podemos concluir quie = &?

B 14 Considerando um @ingulo com lados definidos parb e @ = a— b, mostre o resultado
conhecido comaei dos Cossenos:

[S][” = |[a|+ |[b]|* — 2|/l |[b]| cos(&, b)
(Sugesto: ¢-¢= (d—b)-(a—h))

B 15 Os cossenos diretorede um vetow sao os cossenos désgulosa, B ey queV forma
com os vetores | ek, respectivamente. Seja= xi +yj + zZk. Mostre que:
X z
a)cost = —— cosB = Y ecosy=

2 +y2+ 72 /}24+y2 + 72 /}2+y2 + 72

b) coga +cosB+cosy= 1.

C 6 Um vetorV de comprimento 5 tem dois de seus cossenos diretores dadosspos 1/3

ecosP = 1/4, ondea = (V,i) e = (V, ). Determine as coordenadaswtiea base caimica do
R3.

C 7 SejaB o angulo entre 0s vetords = X +Y1j + z1K € Vo = Xoi + Y2 ] + oK. Mostre que
COSB = CcOos0 1 - COSO2 + COSB1 - COSB2 + COSy; - COSY-

ondecosa1, cosf1, COSy;, COSO2, COSP2, COSY> SA0 0S cossenos diretoresWdee Vo, respecti-
vamente.

C 8 Sejam, V e w vetores @o nulos. Mostre qugu, vV, wW]| < ||d||||V||||W|| e que vale a igual-
dade se e somente se 0s vetoggsa@rtogonais dois a dois.

C 9 Mostre que s& x b+bx &+&xa=0, entiod, becsio LD.

(Sugesdo: Facga o produto interno coty)

C 10 Mostre que

30 &V aw
[d,b,d[U,V,W]=| b-0 b-Vv b-w
¢u ¢V cw

(Sugesio: detA) detB) = det AB'))
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C 11 Seja{d, b, ¢} uma base d&3 e V um vetor no espaco tridimensional. Mostre que

V=02 . e F}
@b  [abd  [4Dbc

(Sugesdo: Sendo/ = xé+yB+ z¢, faca o produto vetorial pag. Depois, faca o produto
interno porb para obter o valor de. )

C 12 Mostre que
(@xb)-(Exd)+(bxd)-(@xd)+(@xa)-(bxd)=0.
(Sugesto: Use a propriedadd5 e o exercio R 15)

C 13 Seb for um vetor ortogonal &, en€io existe um vetot tal queb =& x .
(Sugesdo: Consider& = %‘é e use o exeiicioR 14.)

C 14 Mostre que(@x b) x (€ x d) = [&,b,d]c— [&,b,dd.

C 15 Considere a equagd- X = b, onded & um vetor @o nulo eb € R sao dados & & um
vetor a ser determinado.

a) Mostre que s&; e X; sao duas soluies dessa equag, enhoX; = Xp + € ondec & um
vetor ortogonal &. Conclua a partir deque existe um vetor tal quex; = Xo +ad x V.

b) Mostre queX = ﬁz € uma solugo particular da equag dada.

¢) Mostre que @&olu@o geralda equagod- X = b & dada por

ba
X= —— 4+ &xV
(R

ondeV & um vetor arbifario.

C 16 Considere a equagd x X = b, onded & um vetor @o nulo eb & um vetor ortogonal &
sao dados & &€ um vetor a ser determinado.
a) Mostre que s&; e X; sao duas soluies dessa equag, enhoX; = Xp + € ondec & um

vetor paralelo &. Cor]clua a partir dagquex, = X + kd ondek & um escalar.
b) Mostre queX = ﬁ)a% € uma solu@o particular da equag dada.
(Sugesio: user 14.)

c) Mostre que aolugo geralda equagod x X = b & dada por

bxa

X=-—>
a2

+ka

ondek & um escalar. o o
d) Determine todas as soligs de (3i — j+5k) x x=1—2j —

~i

C 17 Mostre que a solipX do sistema
axX =
C-X = m
comad-b=0,3 ¢+ 0eme R & dada por

bxa (mja|*+[ab.
X = + a
a2 ( (@c)fal?

ol
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Sugesdo: Use a primeira equag e o exercio C 11 para obteR em fungo ded, bekeR.
Depois, substitua na segunda ecd@para calcular o valor de
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