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1 Introducéao

Este é um manual introdutério sobre o programa de calculo simbdlico Maxima,
sucessor direto do lendario MACSYMA.

O objetivo do manual é facilitar o acesso a este programa a todas aquelas pessoas
gue pela primeira vez se interesam por ele.

Maxima € um programa cujo objetivo € a realizacdo de célculos matemati-
cos, tanto numéricos quanto simbdlicos, capaz de manipular expressées algebricas,
derivar e integrar func6es e montar diversos tipos de gréfico.

As origens do Maxima temos que procura-las a partir do ano de 1967 no MIT Al
Lab (Laboratorio de Inteligéncia Artificial do Instituto Tecnolégico de Massachus-
sets) como uma parte do projeto MAC (Machine Aided Cognition - Cognicdo Aux-
iliada por Maquina). O programa receberia o0 nome de Macsyma (MAC’s SYm-
bolic MAnipulator - Manipulador Simbélico do MAC ), do qual o MIT mandaria
uma copia em 1982 ao DOE (Department Of Energy - Departamento de Energia),
um dos organismos que contribuiram financeiramente para o desenvolvimento do
projeto; esta primeira versao € conhecida como DOE-Macsyma. Posteriormente, o
DOE concede alicenca de exploracéo do programa a empresa Symbolics, que segue
desenvolvendo o projeto durante alguns anos. Em 1992 o programa é adquirido por
uma empresa que se chamaria precisamente Macsyma Inc, e o programa iria per-
dendo fblego progressivamente diante a presenca no mercado de outros programas
similares como Maple ou Mathematica, ambos inspirados em suas origens pelo
préprio Macsyma.

Ocorreram duas histérias paralelas. Desde o ano de 1982, e até seu falec-
imento em 2001, William Schelter na Universidad do Texas manteve uma ver-
sédo deste programa adaptada ao Lisp Comum padréo, a qual se conhecia com o
nome de Maxima para diferencia-la da versédo comercial. No ano de 1998 Schel-
ter conseguiu do DOE permisséao para distribuir Maxima sob a licenca GNU-GPL
(www.gnu.org); com esse passo, muito mais pessoas comecaram a dirigir seu ol-
har na diregdo do Maxima, justo no momento em que a versdo comercial estava
praticamente morta. Atualmente, o projeto esta sendo liderado por um grupo de de-
senvolvedores oriundos de varios paises, tanto do meio unversitario como do meio
empresarial, assistidos e ajudados por outras muitas pessoas interessadas no Ma-
xima e que mantém um canal de comunicacao através de uma lista de e-mails (ma-
xima.sourceforge.net/maximalist.html).

Devido ao fato de que Maxima é distribuido sob a licenga GNU-GPL, tanto o
codigo fonte como os manuais sao de livre acesso através da pagina web do projeto
(maxima.sourceforge.net).

Como professor de matematicas, nao resisto a traduzir umas linhas do capitulo
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introdutério do manual oficial do programa:

Aquele que se prestam a utilizar o computador para fazer matematica,
particularmente os estudantes, devem ter sempre em mente que estes
ambientes ndo sao substitutos do trabalho manual com as equacdes nem
do esforco de compreender os conceitos. Estes meios ndo ajudam a
formar a intuicdo nem a reforgar os conhecimentos fundamentais... N&o
se deve utilizar o computador como um substituto da formagé&o basica.

Sem impedimentos, o dominio do computador e das ferramentas matemati-
cas computacionais sdo cruciais na hora de abordar o grande nimero
de problemas que ndo podem ser resolvidos simplesmente com lapis e
papel. Em muitos casos, problemas que demorariam anos para serem
resolvidos de forma manual podem ser resolvidos em questéo de segun-
dos com um computador... Além disso, em caso de erro, sua corre¢ao
sera mais rapida e simplesmente voltando a executar um codigo ja es-
crito, mas convenientemente modificado para sanar a falha.

Se bem que o computador pode corrigir erros humanos, o humano
por sua parte tampouco deve confiar no computador de forma inques-
tionavel. Todos estes sistemas possuem seus limites e quando esses
limites sdo alcancados, é possivel obter respostas incorretas... Dessa
forma, ndo se pode abrir m&o de revisar os resultados que forem obti-
dos. O computador ndo diz sempre a verdade, e se a disser, certamente
nao sera completa.

Ferrol-A Coruia
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2 Instalacao

E possivel ter o programa Maxima tanto em Linux como em Windows. A infor-
macao para a instalacao nestes dois sistemas pode ser encontrada nagadina
projeto.
No que se refere ao Linux, o pacote basico tem o programa Maxima no ambi-
ente do console de texto, Figutamas também é possivel a instalagdo de médulos
ou programas adicionais que permitam a utilizacdo do programa através de um am-
biente gréafico; aqui se pode escolher varias op¢es: xmaxima, Fgbeseado
em Tcl-Tk e disponivel na propria pagina do projeto Maxima; wxmaxima (wxmax-
ima.sourceforge.net), Figu® baseado em wxWidgets que surgiu mais recente-
mente; também existe a possibilidade de acessar o Maxima a partir de uma sesséo
do editor de texto WYSIWYG TeXmacs (www.texmacs.org), Fighirque ao fazer
uso das fontesgX
(www.tug.org/teTeX) aumenta consideravelmente a qualidade na impresséao de for-
mulas e expressfes matematicas. Um programa adicional que ndo deve faltar € o
gnuplot (www.gnuplot.info) para a representacédo de graficos em 2D e 3D. Todos
estes programas podem ser baixados gratuitamente da internet. Para a instalagéao
destes programas deve-se ler a documentacao correspondente a cada caso.
Também, e para os mais valentes, € possivel baixar o codigo fonte e compila-lo,
para o que sera necesario ter operacional um ambiente Lisp na maquina, como GCL
(www.gnu.org/software/gcl), CLISP (clisp.cons.org) o CMUCL (www.cons.org/cmucl).
Quanto ao Windows, também a partir da pagina do projeto pode-se baixar um
executavel que instala xmaxima, com uma aparéncia similar a da Riguse
0 wxmaxima tiver a preferéncia, uma vez instalado o pacote anterior (xmaxima),
se fard uso do executavel para este sistema operacional que se encontrara no sitio
wxmaxima.sourceforge.net.
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Figura 1: Maxima operando no console modo texto.
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< wxMaxima 0.5.4
File Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plotting Mumeric Help

wxMaxima 0.5.4 http: fAxnaxina. sourceforge. net

Maxima 5.9.1 http://maxima.sourceforge.net

Tzing Lisp Ewvoto Common Lisp GCL 2.6.5 [(aka GCL)

Distributed under the GNT Public License. 5See the file COPYINI(
Dedicated to the memory of William 3chelter.

Thiz iz a development wersion of Maxima. The function bug repi

provides bugy reporting information.
[%1l) s=solwe (X Z4+x+l):

A o8+l A o8- 1

(%ol [ x = - ;K= ]
by =

[%312) 'integrate(sini(x)¥expi(x) , x,0,%pi):;

*ni

(%02 {%Ex sinlf:-:]] d

1]

(%13) ident(3):

(03] |0 1 0

< b

INPUIT: | ﬂy

| Simply || Simpliw() || Factor || Espand || Simpiy () || Expand(y) || |
| Solve || Solve ODE ” Coiff || Integrate ” Lirmit || Senes |

Feady for user inpuk

Figura 3: wxmaxima: Maxima sendo executado no Windows.
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Figura 4. Maxima trabalhando no TeXmacs.
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3 Primeira sessao com Maxima

Uma vez que entramos no Maxima, 0 que veremos primeiro sera a seguinte infor-
macao:

Maxima 5.9.2 http://maxima.sourceforge.net

Using Lisp CLISP 2.33.2 (2004-06-02)

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

This is a development version of Maxima. The function bug_report ()
provides bug reporting information.

(%11)

Tras a informacéo sobre a licenca, GNU-GPL, nos informa sobre a versao que
estamos trabalhando e a pagmabdo projeto. A continuacdo, muito importante,
aparece o indicadorzi1l) esperando nossa primeira pergunta. Se queremos calcu-
lar uma simples soma teclamos a operacao desejada seguida de um ponto e virgula
(;) e uma apertamos a tecla Enter

(%11) 45 + 23;
ao que Maxima nos respondera

(

ol) 68
(512

)

o° o\

indicando(%12) que Maxima espera nossa segunda instrucao.

-

x:34578; y:984003; x*y;
34578
984003
34024855734

O

o® o o o oe
o O
g DD

-

€ conveniente prestar atencao ao fato de que a atribuicdo de um valor a uma variavel
se faz com os dois pontos, ndo com o sinal de igualdade, que se reserva para as
equacoes.

E possivel que ndo desejemos os resultados intermediarios que Maxima vé cal-
culando ou, como neste caso, que se deseje apenas as atribui¢cdes as variaveis; em
tais situagbes convém fazer uso do delimitagloque ndo devolve ao console os
resultados que forem sendo calculados. Repetindo o célculo da forma
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) x:34578% y:984003$ x*y;

(%15
o7) 34024855734

(

o\° o\

podemos conseguir uma saida mais limpa. As atribuicBes a varidveis permanecem
ativas enquanto durar a sessdo com o Maxima, pelo que podemos subtrair as varia-
veisx ey anteriores

(%508) - 949425
Esta operac&o deixa um resto; se queremos resolver a eqdac8r+1 =0,

(%19) solve (x"2-3*x+1=0, %) ;
A number was found where a variable was expected -‘solve’
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode (true);

nos devolve uma mensagem de erro, uma vez que onde se supde que ha uma in-
cognita, o que realmente encontra € um nimero, neste caso 34578. O problema se
resolve esvaziando o conteudo da variavelediante a funcépill,

($110) kill(x)$
(%111) solve (x"2-3*x+1=0,x);

sqrt (5) - 3 sqrt (5) + 3
(%011) [Xx = = ——————————- , X = —mmmmmm e ]

logo as solugdes da equacao formam o conjl{nte%@, f5T+3}. Vemos que em
Maxima a raiz quadrada se calcula com a fungéa:.

Os rétulos(e%ix) e (%ox), sendox um ndamero inteiro, podem ser utilizadas
ao longo de uma sesséo a fim de evitar ter que voltar a escrever expressoes; assim,
se queremos calcular o quocieﬁ}—’a— y, comx = 34578 yy = 984003, podemos
aproveitar os resultadaso7) y (%08) e fazer

(%112) %07/%08;
11341618578

(3012) -
316475

Os rotulos que indicam as entradas e saidas podem ser modificadas a vontade
fazendo uso das varidveischar e outchar,
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inchar;

- O b
o\°
-

O
o\
(]

)
)
) outchar;
)
)

inchar: "entrada";

-

i13
13
i14
14
115
15

o°® o o o° o° oP°

@)

(

(

(

(

(

( ) entrada
(mendal5) outchar: "saida";
(lerendalb) "saida"
(mendal6) 2+6;

(lerendalb) 8
(mendal7) inchar:"%i"$ outchar:"%o"$
(%117)

No caso de que se pretenda realizar novamente um calculo ja indicado devera
escrever-se dois apostrofag J, ndo aspas, junto com o rotulo da instrucéo desejada

(%018) x - 984003

Observe que ao usarsem valor numérico, agora o resultado é outro. Quando
deseja fazer referéncia ao ultimo resultado calculado pelo Maxima pode ser mais
simples fazer uso do simbokg de forma que se queremos subtraida Ultima
expressao podemos fazer

(%019) - 984003

Certas constantes matematicas de uso freqtiente possuem um simbolo especial
em Maxima: a base dos logaritmos natura)s ¢ quociente entre o comprimento
de uma circunferéncia e seu diametry, (a unidade imaginaria & v/—1) e a
constante de Euler-Mascherogi= — [;° € *InxdX), se representaréo p&s, %p1,
%1 e %gamma, respectivamente.

E muito simples pedir ao Maxima que nos informe sobre alguma funcdo de sua
linguagem; a técnica nos servira para ampliar informacao sobre qualquier instrugéo
gue se faga referéncia neste manual, por exemplo,

($120) describe (sqrt);

0: isqrt :(maxima.info)Definitions for Operators.
1: sqrt :Definitions for Operators.
2: sqgrtdispflag :Definitions for Operators.



3 PRIMEIRA SESSAO COM MAXIMA 13

Enter space-separated numbers, all’ or ‘none’: 1

Info from file /usr/local/info/maxima.info:

- Function: sqgrt (<x>)
The square root of <x>. It is represented internally by

‘<x>"(1/2)". See also ‘rootscontract’.

‘radexpand’ if ‘true’ will ...roots of factors of a product

which are powers of n to be ...outside of the radical, e.g.

‘sqrt (16*x72)" will ...'4*x’ only if ‘radexpand’ is ‘true’.
(%020) false

Inicialmente mostra um simples menu no qual devemos selecionar que informacao
concreta desejamos; nesta ocasiao se optougue € o numero associado a funcao

gue interessava.
A fim de nado perder os resultados de uma sessdo com Maxima, talvez com o

objetivo de continuar o trabalho em préoximas jornadas, podemos guardar em um
arquivo aqueles valores que nos podem interessar; suponhamos que necesitamos
armazenar o contetdo da variavetal como o definimos na entradais), assim

como o resultado da said&o11), junto com a instrucdo que a gerou, a entrada

(%111),
($121) save("minha.sessao",y,resultado=%0l1l, equacao=%i11)$
Note que o primeiro argumento deve € 0 nome do arquivo, junto com seu cam-

inho se se considera necessario, que a variaselescreve tal qual, porém as refer-
éncias as entradas e saidas devem ser acompanhadas de um nome que as faca pos-

teriormente reconheciveis.
Por ultimo, a forma correta de abandonar a sessdo de Maxima é mediante

(%122) quit();

Abramos agora uma nova sessao com Maxima e coloquemos na memoéria 0s
resultados da anterior sesséo,

($11) load("minha.sessao")$

(%12) vy,

(%02) 984003
($13) equacao;
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(%03) solve(x -3 x+1=20, x)
(%14) resultado;
sqrt (5) - 3 sqrt (5) + 3
(504) [X = - ——————————~ , X = ——————————— ]
2 2

Se agora quiséssemos recalcular as solu¢des da equacao, modificando-a de maneira
gue o coeficiente de primeiro grau seja substituido por outro nimero, simplemente
fariamos

Q

(%15) subst (5,3,equacao);

2
(%05) solve(x - 5x+1=20, x)
(%16) ev(%);
sqrt (21) - 5 sqrt (21) + 5
(%06) [X = = ———————————— , X = —m—m———————— ]
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4 Operagoes aritmeticas

Os operadores aritméticos mais comuns sao:

+ adicao

- subtracaqg

* produto

/ diviséo
~ou** | poténcia

Maxima devolve os resultados de forma exata, sem aproximacdes decimais; as-
sim temos que, para realizar o calculo da expressao

-1
3 L7
4+3 9

($11) ((3"7/(4+43/5))"(-1)+7/9)"3;
620214013952

3

fazermos

1307544150375

obtendo o resultado em forma de fragao simplificada.
De outra forma podemos solicitar o resultado em forma decimal; por exemplo,
se queremos a expressao decimal do ultimo resultado,

(
(

i2) %,numer;
02) .4743350454163436

o\°  oe

Maxima pode trabalhar com precissao arbitraria. Para calcular o valor do quo-
ciente% com 100 casas decimais, deveremos especificar primeiro a precissao re-
querida atribuindo a variaveébprec o0 valor 100 e em seguida realizar o calculo,
solicitando a expressao decimal com uma chamada a furigaat:

($13) fpprec:100$ bfloat (%e/%pi);
(%04) 8.652559794322650872177747896460896174287446239085154
5394543302889480450445706770586319246625161845173B~-1

Note que quando um resultado é devolvido no formdtmat se escreve a letra
em lugar da classicapara indicar o expoente.
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Na instrucécs i3 se estabelece a precisédo desejada e logo se transforma o valor
simbolico%e/%pi mediante a funcdbfloat. Lembre-se que o simbokoserve
como delimitador entre instrucdes.

A fatoracdo de um numero inteiro em fatores primos € um problema dificil de
resolver para quantidades grandes; de fato, alguns algoritmos de encriptacao (ocul-
tacdo/embaralhamento de informagdes) se baseiam nesta dificultade.

(%15) factor(1303948800000);
12 3 5 3
(%05) 2 35 7 11

Na seguinte fatoracdo fazemos uso da variavel glebalbtime para saber o
tempo que leva executar o célculo,

($16) showtime:true$ /* ativamos o contador de tempo */
Evaluation took 0.00 seconds. (0.00 elapsed) using 80 bytes.
($17) factor(27300-1);
Evaluation took 349.35 sec. (352.10 elap.) using 21866187.852 KB.
2 3

(%07) 3 5 7 11 13 31 41 61 101 151 251 331 601 1201 1321

1801 4051 8101 63901 100801 268501 10567201 13334701

1182468601 1133836730401

(%$18) showtime:false$ /* desativamos o contador */

O texto que se escreve entree */ sdo comentarios que Maxima ignora.
Em relagdo aos numeros primos, para saber se um nimero € ou ndo primo,

(

%
(%

i9) primep(3756-1);
09) false

E para solicitar ao Maxima que comprove se um ndmero € par ou impar necessita-
mos lancar méo das fung¢desenp ou oddp, respectivamente,

(5110) evenp(42);
(%010) true
(%111) oddp(31);
(%011) true

Solicitamos ao Maxima que nos faca uma lista com todos os divisores de um
namero,

(%112) divisors(100);
(%012) {1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100}
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No que concerne a divisao, pode ser necessario conhecer o quociente inteiro e 0
resto correspondente; para isso se dispde das fungbéesent e remainder,

($113) quotient (5689,214);
(%013) 26
(%$114) remainder (5689,214);
(%014) 125
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5 NuUmeros complexos
Como ja se comentou mais acima, a unidade imagingrid se representa em
Maxima mediante o simbokai,
($11) %i"2;
(%01) -1
Esta disponivel as operacdes basicas com numeros complexos,
($12) 21:3+5*%1$ 22:1/2-4*%1S /*z1 y z2*/

(%14) z1 + z2; /*adicdo*/
7
(%04) %1 + -
2
(%$15) z1 - z2; /*subtracao*/
5
(%05) 9 %1 + -
2
($16) z1 * z2; /*multiplicacédo*/
1
(%06) (= =4 %1) (5 %1 + 3)
2
($17) z1 / z2; /* divisdo */
5 %1 + 3
(%07  mmm————
1
- -4 %i
2

E possivel que estes dois Ultimos resultados nos parecam frustrantes e os de-
sejemos em outro formato, resultado das operacdes indicadas; com esse objetivo
podemos pedir a Maxima que nos devol¥ac) y ($07) em forma cartesiana,

(%18) rectform(%06);

43 19 %i
(%08) T T

2 2
(%$19) rectform(%o7);

58 %1 14

(309) ———— -
65 65
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As fungdesrealpart e imagpart extraem do nimero complexo suas partes real
e imaginaria, respectivamente. Podemos utiliza-las para comprovar que o resultado
obtido em(%09) € o correto,

($110) realpart (%07);

74
(%010) - -
65
(%111) imagpart (%07);
58
(%011) -—
65

Antes haviamos optado pelos resultados em formato cartesiano; mas também é
possivel solicitar na forma polar,

($112) polarform(%07);

$i (%pi - atan(29/37))
2 sqrt (34) %e

(%012) @
sqrt (65)

(%$113) %, numer; /*radio y argumento reales*/

2.4768181587724474 %i
(%013) 1.4464811413591583 %e

A norma (modulo) de um ndmero complexo se calcula com a fuagéce
admite o argumento tanto em forma cartesiana como em forma polar,

(%114) abs (%09);

2 sqrt (34)
($014)  mmm——————
sqrt (65)
(%115) abs (%012);
2 sqrt (34)
($015) e
sqrt (65)

Por ultimo, o conjugado de um namero complexo se calcula com a fungéo
conjugate, porém seu uso requer a colocacdo na memoria do arguiyen.
Como se vé neste exemplo, o resultado dependera do formato do argumento, carte-
siano ou polar,
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(%116) load(eigen)s

($117) conjugate (%09); /*forma cartesiana*/
58 %1 74
(5017) - === = —=
65 65
($118) conjugate (%012); /*forma polar*/

%1 atan(29/37)
2 sqrt (34) %e
(%018) e

20
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6 Manipulacdes algebricas

Sem duavida uma das capacidades mais importantes do Maxima € sua habilidade
para manipular expressdes algébricas. Desenvolvamos um exemplo que comeca
por atribuir a variavet; uma expressao literal:

(%$11) qg: (x+3)"5-(x-a) "3+ (x+b) " (-1)+(x-1/4)"(-5);

Se observa que em principio Maxima néo realiza nenhum calculo. A furgaad
se encarrega de desenvolver as poténcias,

(%12) expand(q);

1 1 5
(%02) -——m—————————————— + - + x
4 3 2 X +Db
5 5 x 5 x 5 x 5 x 1

X - —— 4+ ——= - ———= + - - ———

4 8 32 256 1024
4 3 2 2 2 3
+15x%x +89x +3ax +270x -3a x + 405 x + a

+ 243

N&o obstante é possivel que ndo nos interesse expandir toda a expresséao, entre out-
ras coisas para evitar uma resposta grande e dificil de interpretar; em tal caso pode-
mos utilizarexpand adicionando dois argumentos e fazer da seguinte maneira

(%13) g, expand(3,2);

+ a

Com o primeiro argumento indicamos que queremos a expansao de todas aquelas
poténcias com exponente positivo menor ou igual a 3 e das que tendo o exponente
negativo sejam menores ou iguais a 2.



6 MANIPULACOES ALGEBRICAS 22

Dada uma expressao com valores literais, podemos desejar sustituir alguma letra
por outra expressao; por exemplo, se queremos fazer as aeeds b = 2c no
altimo resultado obtido,

Nestes ultimos exemplosi(3 e $14) apareceram sentencas com elementos sep-
arados por virgula,(. Esta é uma forma simplificada de utilizar a fungég
gue avalia a primera expressao atribuindo os valores que se lhe vao indicando em
seguida; por exemplo(%i3) se podia ter escrito da former (q, expand (3, 2))
e (%14) comoev (%,a=2,b=2*c). Outra forma é usar da variante cam esta
mais indicada para ser utilizada dentro de expressdes mais amplas. Observe-se o
resultado seguinte

(%$15) 3*x"2 + ev(x"4,x=5);
2
(%05) 3 x + 625

onde a substitucéw= 5 foi realizada exclusivamente dentro do ambiente delimi-

tado pela fungaev.

De forma mais geral, a fungc@abst substitui subexpressodes inteiras. no seguinte
exemplo, introducimos uma expressao algébrica e a seguir substituimos todos os
binbmiosx+y pela letrak,

(%16) 1/ (x+y)—-(y+x)/z+ (x+y) "2;

y + X 2 1
(%06) - - Ty v %)+ o
7 y + X
(%$17) subst (k,x+y, %) ;
k 2 1
(%07) - -+ %k + -
z k

N&o obstante, o seguinte resultado nos sugere que devemos ser cuidadosos com o
uso desta funcgéo, ja que Maxima algumas vezes nao interpretara como subexpressao
aguela que para nés € uma subexpressao:
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($18) subst (sqrt (k),x+ty, (x+y) "2+ (x+y));
(%08) y +x+k
Como uma aplicagéo pratica gdebst, vejamos como podemos utilizi-la para obter
o conjugado de um nimero complexo,

19) subst (-%i,%1i,atb*%1i);

(%19
09) a-%1ib

(%
A operacdao inversa da expanséo é a fatoracdo. Fagcamos a expansao e a fatoracao
sucessivamente de um polindmio para comprovar os resultados,

(5110) expand((a-2)*(b+1)"2* (atb)"5);

7 7 2 6 6 6 3 5
(%3010) ab -2b +5a b -8ab -4b +10a b
2 5 5 5 4 4 2 4 4
-10a b -19ab -2b +10a b -35a b -10ab
5 3 4 3 3 3 2 3 6 2
+5a b +10a b -30a b -20a b +a b
5 2 4 2 3 2 6 5 4
+8a b -10a b -20a b +2a b+a b-10a b
6 5
t+a -2a
(%111) factor (%);
2 5
(%011) (a-2) (b+1) (b+ a)

Afuncdoratsimp simplifica qualquer expressao racional, assim como as subex-
pressdes racionais que sao argumentos de fun¢des quaisquer. O resultado é retor-
nado como o quociente de dois polindmios. Em algumas ocasides néo é suficiente
com uma Unica execucdo det simp, pelo que sera necesario aplica-la mais vezes,
isto € o que faz precisamente a fungaa lratsimp; solidifiquemos isto com um

exemplo:

($112) (x"(a/2)-1)"2*(x"(a/2)+1)"2 / (x*a-1);
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a/2 2 a/2 2
(x - 1) (x + 1)
($012) = mmmmmmmmm e
a
x -1
($113) ratsimp(%); /* simplificamos uma vez */
2 a a
X -2x +1
($013) e
a
x -1
($114) ratsimp(%); /* simplificamos outra vez */
a
(%$014) x -1
($115) fullratsimp(%012); /* simplificamos tudo de uma vez! */
a
(%015) x -1

Dada uma frac&o algébrica, podemos obter separadamente o numerador e o de-
nominador,

(%$116) fr: (x"3-4*x"2+4*x-2)/(x"2+x+1);

(5016) e

($117) num(fr);

(%118) denom(fr);

(%018) Xx +x + 1

O maximo divisor comum de um conjunto de polinbmios se calcula com a
funcdogcd e 0 minimo multiplo comum comcm

($119) pl: x"7-4*x"6-T*x"5+8*x"4+11*x"3-4*x"2-5*%x;
7 6 5 4 3 2
(%019) x -4 x - Tx +8x +11x -4x -5x
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(%120) p2: x"M4-2*x"3-4*x"2+2*x+3;

4 3 2
(%020) X - 2x -4x +2x+3
($121) gcd(pl,p2);
3 2
(%021) Xx +x -x-1
($122) load(functs)$
($123) lcm(pl,p2);
2 3
(%023) (x =5 (x-3) (x-1) x (x + 1)

Em (%119) e (%i20) definimos os polinbmiog1 y p2, a seguir calculamos seu
maximo divisor comum (mdc) engi21) e antes de pedir o minimo multiplo co-
mum em(%1i23) colocamos na memaria o0 arqui¥ancts.mac no qual se encontra
definida a fungdacn. E possivel que desejemos dispor do mdc fatorado, pelo que

fazemos

(%124) factor(%021);

(5024) (x = 1) (x + 1)
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7 Equacoes

Atribuir um rétulo a uma equacéo é tao simples como fazer

(311) eq: 3 * x =1 + x;
(%01) 3x=x+1

A partir dai, aquelas operagfes nas quais usava-se um rotulo serdo realizadas a
ambos os membros da igualdade; subtraimoes dois lados e a seguir dividimos

0 que resta pot,

(312) %-x;
(302) 2 x =1
(313) %/2;

1
(303) X = -

2

obtendo desta maneira a solugcdo da equacdo como se tivéssemos feito manual-
mente.

Tem-se que dizer que a equacao anterior pode ser resolvida de um modo mais
imediato,

(%14) solve(eq);

A instrucdosolve pode admitir como segundo argumento a incognita em re-
lacdo a qual se pretende calcular o valor, o que resultara de utilidade quando na
equacao aparecerem constantes literais,

(%$15) solve((2-a)/x-3=b*x+1/x,x);
saqrt ((4 - 4 a) b + 9) + 3

As solucdes das equacdes serdo provavelmente utilizadas em célculos posteriores,
pelo que nos interesard poder extrai-las da lista anterior; a seguir tomamos o primeiro
resultado calculado por Maxima mediante a fungéo: e depois atribuimos a va-

riavel sol o resultado numérico,
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sqrt ((4 - 4 a) b+ 9) + 3

A funcdorhs retorna o lado direito da igualdade, enquanto tuefaria a mesma
coisa com o lado esquerdo.

E possivel resolver equacdes polinomiais de gtaly porém desgracadamente,
como é de se esperar, Maxima nado dispde de um método algébrico que permita
resolver equagdes polinomiais de grau maior que quatro,

(%$18) solve (x5 - 3*x™ + 2*x"3 -2*x"2 - x + 4 = 0);
5 4 3 2
(%08) [0 =x -3 x +2x -2x -x+4]

pelo quesolve devolverd a mesma equagéo sem resolver.

Maxima dispbe de outra fungdo para resolver equagdes e sistemas, que em
muitas ocasides sera mais Util guelve. Vejamos como trata a instrugdagsys
a equacao polinomial anterior,

9) algsys([x"5 - 3*x™4 + 2*x"3 -2*x"2 - x + 4 = 0], [x]);
9) [[x = 2.478283086356668],

.1150057557117294 - 1.27155810694299 %i],
1.27155810694299 %i + .1150057557117294],

- .8598396689940523], [x = 1.151545166402536]]

XXX
[

Como se V&, ao ndo ser capaz de resolvé-la algebricamente, nos brinda a opor-
tunidade de conhecer uma aproximagdo numérica da solugdo. A fahgaps
reconhece a variavel globakalonly, que quando toma o valarrue, fara com

gue se ignorem as solugdes complexas,

(%110) realonly:true$
($111) '’'%i9; /* recalcula a entrada %i9 */
(%012) [[x = 2.478283086356668], [x = 1.151545166402536],

[x = - .8598396689940523]]
($113) realonly:false$ /* lhe devolvemos o valor padrdo */
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Tratando-se de equacdes polinomiais, para for¢ar o célculo numérico de suas
raizes se pode fazer uso também da instru¢deoots, que obtém tanto as raizes
reais como as raizes complexas,

) allroots(x"5 - 3*x"4 + 2*x"3 -2*x"2 - x + 4 = 0);
) [x = 1.151545173424091, x = - .8598397137271315,
1.27155810694299 %i + .1150057557117294,
.1150057557117294 - 1.27155810694299 %i,
2.478283028879582]

XX X~ ~
o

donde se recordara que o simbslorepresenta a unidade imaginaria v/—1.
Vemos a seguir como resolver um sistema linear de equacdes mediasie.
Sejam as equacoes

2X — 4y + 2z = -2
X 4+ 2y + 92 = Xty
—4X + V2y + z = 3y

se fara
(%115) algsys([ 2 * x -4 * y + 2 * z = =2,
1/3* x + 2 *y + 9 *z=x+y,
-4 * x + sqrt(2) *y +z =3 *y]l,
[x,¥,2]) 7
27 sqrt(2) - 84 106
(%015) [[x = - ———————————————— , Y = — mmmmmm e ,
29 sqrt(2) - 314 29 sqrt(2) - 314

575 sqrt(2) - 2884

R 1]
9106 sqrt(2) - 50139

note-se que as equacdes estao entre colchetes e se separaram por virgulas e que o
mesmo se deve fazer com 0s nomes das incognitas.
Também a funcdalgsys permite a resolucdo de sistemas de equacgbes nao
lineares como
-y = 2°+4
{ X+7y =1

Podemos proceder como se indica a seguir,

(3116) algsys ([3*x 2-y=2%y"2+4, 5*x+7*y=11, [x,vy]);
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7 sqrt (1685) + 55

(3016) [[x = - ————————————————- ,
194
5 sqrt (5) sqrt(337) + 67
D 1y
194
7 sqrt (1685) - 55 5 sqrt (5) sqrt(337) - 67

[x = —==mmmmmmmm p Y S T TTTTTTTToo oo 1]

194 194

cujo resultado € uma lista com dois pares ordenados, solu¢cdes ambos do sistema
proposto. Uma maneira alternativa de proceder neste caso poderia consistir em
solicitar primeiro ao Maxima que nos eliminasse uma das variaveis e resolver a
seguir para a outra, tal como indica o seguinte cédigo,

(%117) eliminate ([3*x"2-y=2*y"2+4, 5*x+T*y=1], [y]);

2
(%017) [97 x + 55 x - 205]
(5118) algsys(%, [x]);
7T sqrt (1685) - 55 7 sqrt (1685) + 55
(5018) [[x = —=====————=—=———= Iy [x= - ——=——mmmmm 1]
194 194

Em (%117) pedimos que nos elimine a incégnitaobtendo como resultado uma
equacao de segundo grau, a qual se resolve a seguir. Note-se que na expressao
(%017) falta uma igualdade, o que havera de interpretar-se como igualada a zero,

sendo equivalente a 7+ 55x— 205= 0.
J& para terminar, resolvamos uma equacao indeterminada obtendo a solucdo em

forma paramétrica,

(5119) algsys([3*x"2-5*y=x], [x,y]);

2
3 %rl - %rl
(5019) [[x = %rl, y = ———————————— 1]
5
($120) %, %rl:1;
2

(5020) [(x =1,y =-]]
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Maxima nomeia os patretros seguindo o esquerigx, sendax um nimero inteiro
positivo. Na entradai20 pedimos que ento19 se substitua o parametro pela

unidade.
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8 Matrizes

A definicdo de uma matriz é extremadamente simples em Maxima,

(%11) ml: matrix(I[3,4,0],1[6,0,-21,100,6,al);
[ 3 4 0 ]
( ]
(%01) [6 0 -2]
[ ]
[0 6 a ]

Também & possivel definir uma matriz de forma interativa tal como mostra o
seguinte exemplo,

(%12) entermatrix(2,3);
Row 1 Column 1:
4/7;

Row 1 Column 2:
0;

Row 1 Column 3:
%pi;

Row 2 Column 1:
sqrt (2);

Row 2 Column 2:
log(3);

Row 2 Column 3:
-9;

Matrix entered.

[ 4 ]
[ - 0 spi ]
(302) [ 7 ]
( ]
[ sqrt(2) 1log(3) - 9]

Existe um terceiro método para construir matrizes que € util quando o elemento
(i, j)-ésimo da mesma é fungéo de sua posicao dentro da matriz. A seguir, se fixa
em primeiro lugar a regra que permite definir um elemento qualquer e logo com
base nela se constr6i uma matriz de dimensdes 2

(%13) ali,jl:=1i+3s$
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4

2 3 4 5 6]

(%14) genmatrix(a,2,5)
[
(
[ 3 4 5 6 7]

Observe-se que o simbolo de atribuicdo para o elemento genérco é
Podemos acessar aos diferentes elementos da matriz fazendo referéncia a seus
subindices, indicando primeiro a linha e depois a coluna:

(
(

i5) ml(3,1];
05) 0

o° o\

Se pode extrair uma submatriz com a fungéomatrix, tendo em conta que 0s
inteiros que precedem ao nome da matriz original sdo as linha a eliminar e os que
se colocam por detras indicam as colunas que nao interesam; no seguinte exemplo,
gueremos a submatriz que nos restantlelepois de extrair a primeira linha e a
segunda coluna,

(%15) submatrix(l,ml,2);

[ 6 - 2]
(%05) [ ]
[0 a ]
Outro exemplo € o seguinte,
(%16) submatrix(1l,2,ml,3);
(%06) [ 0 6]

na qual eliminamos as duas primeiras linhas e a ultima coluna.
Da mesma forma que se extrai submatrizes, € possivel adicionar linhas e colunas
a uma matriz dada; por exemplo,

(517) addrow(ml, [1,1,1],102,2,2]);
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[ 3 4 0 ]
( ]
[6 0 -2
[ ]
($07) [0 6 a |
[ ]
[1 1 1 ]
( ]
[ 2 2 2 ]
(%18) addcol (%, [7,7,7,7,71);
[ 3 4 0 T ]
[ ]
[ 6 0 -2 7]
[ ]
(%08) [0 6 a 7]
[ ]
[1 1 1 7]
[ ]
[ 2 2 2 7]

A matriz identidade é mais facil construi-la mediante a fungiot,

($19) ident (3);

[ 1 0 0]
[ ]
(%09) [ 0 1 0]
[ ]
[0 0 11

e a matriz com todos seus elementos iguais a zero,

(%110) zeromatrix(2,4);

(5010) [ ]

Também, uma matriz diagonal com todos os elementos da diagonal principal iguais
pode construir-se com uma chamada a funt&@matrix,

(%111) diagmatrix(4,%e);
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(
[
[
(5011) [
(
(
[ 0 0 0 se

]
]
]
]
]
]
]

Em todo caso, deve ter-se cuidado em que se a matriz ndo for construida de
forma apropriada, Maxima n&do a reconhece como tal. Para saber se uma expressao
€ reconhecida como uma matriz se utiliza a fungétori xp; a seguinte sequéncia
permite aclarar o que se pretende dizer,

(%112) matrix([[1,2,3],1[4,5,6]]1); /* construcao correta */
(%012) [ [1, 2, 31 1[4, 5, 6] ]

($113) matrixp(%); /* é a anterior realmente uma matriz? */
(%$013) TRUE

(%114) [[7,8,9],10,1,2171; /* outra matriz */

(%014) (17, 8, 91, [0, 1, 2]]

($115) matrixp(%); /* sera uma matriz? */

(%015) FALSE

Casos particulares de submatrizes sao as matrizes linha e as matrizes coluna; os
exemplos se explicam por si so:

(%116) col(ml, 3);

[ 0 ]

[ ]
(%016) [ - 2 ]

[ ]

[ a |
(%117) row(ml,2);
(%017) [ 6 0 - 2]

Com as matrizes se pode realizar multiplas operacées. Comecemos pelo calculo
da poténcia de uma matriz:

(5118) m1""2;
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33 12 -8

[ ]
[ ]
(5018) [ 18 12 -2 a ]
[ ]
[ 2 ]
[ 36 6a a - 12 ]
Note-se que se utiliza duas vezes o simbolantes do exponente; em caso de
escrevé-lo uma soO vez se calculariam as poténcias de cada um dos elementos da
matriz independentemente, como se indica no seguinte exemplo,

($119) m2:ml1"2;

[ 9 16 0 ]
( ]
(%019) [ 36 O 4 ]
( ]
[ 2]
[ 0 36 a ]

Para a adicao, subtracdo e produto matriciais se utilizam os operageres,
respectivamente,

(%120) ml4m2;

(%5020)

.—..—..—..—.,—‘.—.
o~
[N}
(@]
[N}
e e e e e

($121) ml-m2;

(%021)

(%122) ml.m2;
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[
[
(%5022) [ 54
[
[
[ 216

36

48 16 ]
]

2 ]

24 -2 a ]
]

3 ]

36 a a + 24 ]

Sem impedimentos, tanto o produto elemento a elemento de duas matrizes,
como a multiplicacdo por um escalar se realizam mediante o operagdmmo
indicam os seguintes dois exemplos,

(%123) ml*m2;

(%023)

(5124) 4*ml;

[
[
(5024) [
[
[

64 0 ]
]
6 0 - 8 ]
]
3 ]
216 a ]
2 16 0 ]
]
4 0 - 8]
]
24 4 a ]

Outros calculos frequentes com matrizes sdo a transposicdo, o determinante,
a inversao, o polinbmio caracteristico, assim como os autovalores (eigenvalues) e
autovetores (eigenvectors) proprios; para todos eles existe fungdes em Maxima:

($125) transpose(ml);

(%025)

($126) determinant (ml);
(%026)

(%127) invert (ml);

[
[
[
[
[

/*a transposta*/

3 6 0]
]
4 0 6 ]
]
0 -2 a]
/*o determinante*/
36 - 24 a

/*a inversa*/
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[ 12 4 a 8 ]
[ - - e - e ]
[ 36 - 24 a 36 - 24 a 36 - 24 a ]
[ ]
[ 6 a 3 a 6 ]
(%027) [ - ]
[ 36 - 24 a 36 - 24 a 36 - 24 a ]
[ ]
[ 36 18 24 ]
[ ——- - T - T ]
[ 36 - 24 a 36 - 24 a 36 - 24 a ]
($128) invert (ml),detout; /*a inversa, com o determinante fora*/
[ 12 -4a -8 ]
[ ]
[ -6 a 3 a 6 ]
[ ]
[ 36 - 18 - 24 ]
(%028) e
36 - 24 a
($129) charpoly(ml,x); /*pol. caract. com varidvel x*/
(%029) (3 - x) (12 - (a - x) x) - 24 (a - x)
($130) expand(%); /*pol. caract. expandido*/
3 2 2
(%030) - x +ax +3x -3ax+12x- 24 a + 36

Vamos supor agora que a variavem (%030) vale zero e calculemos os valores
préprios (autovalores) da matriz,

(%131) ml,a:0;

[ 3 4 0 1]
[ ]
(5031) [ 6 0 -2 ]
( ]
[ 0 6 0 ]

)
sqrt (15) %i + 3 sqrt(l5) %i - 3

O resultado que se obtém é uma lista formada por duas sublistas, na primeira se
encontram os valores proprios, que neste casa;_s&o—% — @i, A= —% + @i
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eA3 = 6, engquanto que na segunda sublista se encontram as multiplicidades de cada

uma das\;.
Para o calculo dos vetores préprios (autovetores),

($133) eigenvectors(%031l);

sqrt (15) %i + 3 sqrt(l5) %i - 3
(%033) [[[_ _______________ /25 ’ 6]/

O que se obtém €, em primeiro lugar, os valores proprios (autovalores) junto com
suas multiplicidades, 0 mesmo resultado que se obtém com a fahgéoralues;
a seguir os vetores proprios (autovetores) da matriz associados a cada um dos va-
lores proprios (autovalores). As vezes interessa que 0s vetores sejam unitarios, de
norma (médulo) 1, para o que sera de utilidade a fungdaeigenvectors, que
se encontra definida no pacetegen.1isp, 0 que significa que antes de fazer uso
dele teremos que executar o comanded (eigen).

Outros célculos possiveis com matrizes,

($134) minor(%031,2,1); /* ou menor complementar de um elemento */
[ 4 0]

(%034) [ ]
[ 6 0]

(%$135) rank(%031); /* ou posto da matriz*/

(%035) 3

($136) matrixmap(sin, %031);
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[ sin(3) sin(4) 0 ]
[ ]
(%036) [ sin(6) 0 - sin(2) ]
( ]
[ 0 sin(6) 0 ]

Neste ultimo exemplo, aplicamos a fung&o seno a todos os elementos da matriz.
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9 FuncOes matematicas

Em Maxima estao definidas um grande nimero de fungbes, algumas das quais se
apresentam na FiguBa A seguir se desenvolvem alguns exemplos sobre seu uso.

As funcdes exponenciais sempre sdo positivas, independentemente do argu-
mentox,

($11) limit(1/(x-1),x,1,minus);
(%01) minf
(%12) abs(3"-x);
1
(%02) -
X
3
(313) signum(3"-x);
(%03) 1

Afuncdogenfact (m, n,p) € o fatorial generalizado, de forma gienfact (m, m, 1)
coincide conm!,
(%

(

i4) genfact(5,5,1)-5!;
04) 0

o\

egenfact (m,m/2,2) €igual am!!,

(%

(

i5) genfact(5,5/2,2)-5!!;
05) 0

o\

Maxima sempre devolve resultados exatos, que podemos solicitar em formato
decimal,

(%16) asin(l);

pi
(%06) -
2
(%17) %, numer;
(%07) 1.570796326794897

Recordemos que o formato decimal podemos pedir com precisséao arbitraria,

($18) fpprec:50$ bfloat (%06);
%09) 1.5707963267948966192313216916397514420985846996876B0

(
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abs (x) abgx)
min(xl,x2,...) min(xg, Xz, . ..)
max (x1,x2,...) max(X1, Xz, .. .)
-1 six<0
signum(x) sinalx) = 0 six=0
{ 1 six>0
x| x!
x!! x!!
binomial (m, n) rrr]1 = m(m—1)...n[!m—(n—1)]
genfact (m,n,p) | m(m—p)(m—2p)...[m—(n—1)p|
sqrt (x) VX
exp (x) et
1og (x) In(x)
sin(x) sin(x)
cos (x) cogX)
tan (x) tan(x)
csc (x) csaXx)
sec (x) se¢Xx)
cot (x) cot(x)
asin(x) arcsinx)
acos (x) arccosx)
atan (x) arctargx)
atan2 (x,y) arctani§) € (—mm)
sinh (x) sinh(x) = %(ex—e—x)
cosh (x) cosh(x) = 3(e*+e¥)
tanh (x) tanh(x) = Sgns:(&))
asinh (x) arcsinh{x)
acosh (x) arccoslx)
atanh (x) arctanttx)
gamma (x) r(x) = fg’ e U 1Iduvx >0
beta (x,y) B(x,y) = rr(ﬁi%)
erf (x) erf(x) :fa‘%[e_uzdu

Figura 5. Algumas funcdes do Maxima.

41
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A funcéoerror esté relacionada com a funcao de distribuicdo da variavel aleatoria
normalX ~ A(0,1) da forma

pelo que a probabilidade de que esta variavel tome um valor menor.5jéedh
ordem de

($110) 0.5+0.5*erf (1.5/sqrt(2)),numer;
(%010) 0.9331927987311419

Uma forma mais elegante de fazer o anterior € definir nossa propria funcao de
distribucédo a partir da derror, para o que se faz uso do simbotg

~

F(x):=1/2+erf (x/sqrt(2))/2$
F(1.5),numer;

o\° o oP°
O P k-
—
NN

0.9331927987311419

N&o terminam aqui as funcdes do Maxima; junto as ja expostas teriamos que
incluir as funcdes de Airy, elipticas e de Bessel, sobre as quais se podera obter mais
informagé&o executando a instrucgiscribe e utilizando como argumenta ry,
elliptic oubessel, conforme o caso. Por exemplo,

(%113) describe (airy);

: alry :(maxima.info)Definitions for Special Functions.
: airy_ai :Definitions for Special Functions.
: airy_bi :Definitions for Special Functions.
: airy_dai :Definitions for Special Functions.
4: airy_dbi :Definitions for Special Functions.
Enter space-separated numbers, all’ or ‘none’: 1

w NN - O

Info from file /usr/local/info/maxima.info:

- Function: airy_ai (<x>)
The Airy function Ai, as defined in Abramowitz and Stegun,
Handbook of Mathematical Functions, Section 10.4.

The Airy equation ‘diff (y(x), x, 2) - x y(x) = 0’ has two
linearly independent solutions, ‘y = Ai(x)’ and ‘y = Bi(x)’. The
derivative ‘diff (airy_ai(x), x)’ is airy_dai(x)’.
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\

If the argument ‘x’ is a real or complex floating point number,
the numerical value of airy_ai’ is returned when possible.

See also ’'airy_bi’, ’airy_dai’, ’'airy_dbi’.
(%5013) false
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10 Limites

Sem mais preambulos, vejamos alguns exemplos de como calcular limites com a
assisténcia do Maxima. Em primeiro lugar vemos que é possivel fazer com que a
variavel se aproxime ao infinitx (~ o) fazendo uso do simbolonf, ou que se
aproxime ao menos infinitox(— —) fazendo uso deinf,

1 limit (1/sqrt(x),x,1inf);

o\ o o°
O

1)

1)

i2) limit ((exp(x)-exp(-x))/ (exp(x)+texp(-x)),x,minf);
2) -

gue nos permite calcular lim,c \%( elim_ . o %, respectivamente.
Os seguintes exemplos mostram limites nos quais a vaneselaproxima de
pontos de descontinuidade,

(%$13) limit ((x"2-x/3-2/3)/(5*x"2-11*x+6),%,1);

5
(%03) - -
3
($14) limit(1/(x-1)"2,%,1);
(%04) inf
de onde obtivemos os resultados
im C=5°5 _ 5
x—15x2 — 11X+ 6 3
e
lim ; =
x—1(x—1)2

Sem impedimentos, certos limites ndo podem ser resolvidos sem informacao
adicional, tal € o caso de lim4 le1 para o qual podemos fazer

($15) limit (1/(x-1),x,1);
(%05) und

de onde Maxima nos responde com o0 simholé de undefinedu indefinido. Em
tais situacfes podemos indicar ao assistente que a vaxiagedproxima de 1 pela
dereita K — 1%) ou pela esquerdx (~ 1),

(%16) limit (1/(x-1),x%,1,plus);
(%06) inf
(%$17) limit(1/(x-1),x,1,minus);
(%07) minf
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11 Derivadas

Maxima controla o calculo de derivadas mediante a instrdgda. A seguir se
apresentam alguns exemplos sobre seu uso,

($11) diff (x"log(a*x),x);
log(a %) log(a x) log (%)
(%01) X (-———————- + - )

($12) diff(x"log(a*x),x,2); /*derivada segunda*/
log(a x) log(a x) log(x) 2

(%02) x (=== + === )
X b
log(a x) log(a x) log (%) 2
+ X (= ———————— = ————— + —-)
2 2 2
X X X
(%13) factor(%);
log(a x) - 2 2
(%03) x (log (a x) + 2 log(x) log(a x)
2

- log(a %) + log (x) - log(x) + 2)

de onde se calculadou a primeira e segunda derivadas da fyrcd®®). Note-se
gue na entradasi3) se pediu ao asistente que simplificasse a seida) .
Também se pode calcular derivadas parciais, tal como se mostra a seguir,

($14) diff (x*cos(y)+y*sin(x*y),x,1,v,2);

2 2
(%04) - 4 x y sin(x y) - x y cos(x y) + 2 cos(x y)
- cos (y)
(%15) diff (exp(x)*sin(y)*tan(z),x,3,v,5,2,2);
X 2
(%05) 2 %e cosl(y) sec (z) tan(z)

de onde se obteve os resultados
93 _ _
xgy2 XCOSY) +ysin(xy)) = —axysin(xy) - x2y2 COg(Xy) + 2 COgxy) — COgY)
e
'810

9992 (€*sin(y) tan(z)) = 2e*cogy) sec(z) tan(2).
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Maxima também nos pode ajudar a hora de aplicar a regra da cadeia no calculo
de derivadas de funcdes vetoriais com variavel também vetorial. Suponha-se que

certa variavek depende de outras duagy, as quais por sua vez dependenude

v. Vejamos como se aplica a regra da cadeia para @@1% ou g2z

) depends(z, [x,y], [X,¥], [u,Vv]);
[z(x, ¥), x(u, v), y(u, v)]
diff(z,v,1);

o o oe
F- O -
~J o O

2 2
dy d z dx d z
(%08) = - t = ==
dv 2 dv dx dy
dy
(%19) diff(z,u,1,v,1);
2 2 2
dy dy d z dx d z dy dz
(%09) — (— -— + = === ) + = ==
du dv 2 dv dx dy du dv dy
dy
2 2 2
dx dx d z dy d z d x dz
+ - (= —— R —— R ——
du dv 2 dv dx dy du dv dx
dx

A gualquer momento podemos solicitar ao Maxima que nos recorde o quadro
de dependéncias,

($110) dependencies;
(%010) [z (%, ¥), x(u, v), y(u, v)]

ou também podemos eliminar dependéncias,

[

remove (x, dependency) ;
done

[

dependencies;

o\° o o o°
- O -
— ol

[©]
—
DN

[z(x, ¥), y(u, v)]
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(%113) diff(z,vy,1,v,1);

(3013) =

dy

Vejamos como Maxima deriva func@es definidas implicitamente. No seguinte
exemplo, para evitar queseja considerada uma constante, a declararemos depen-
dente de;,

($114) depends (y,x)$S
($115) diff (x"2+y"3=2*x*y,x);
2 dy dy
(5015) 3y ——+2x=2%x-—+2y
dx dx

Quando se solicita o célculo de uma derivada sem especificar a variavel em
relacdo a qual se deriva, Maxima utilizara o simb@do para representar as difer-
encias,

($116) diff(x"2);
(5016) 2 x del(x)

O que se interpretara comad®x Se na expressao a derivar existe mais de uma
variavel, teremos diferencias para todas,

(%117) diff (x"2+y"3=2*x*y);

2 2 dy
(%017) 3y del(y) + 3y -+ 2 x) del(x) =
dx
dy
2 x del(y) + (2 x —— + 2 y) del(x)
dx

Recorde-se que durante este calculo estava todavia ativa a dependéncia declarada
na entrada$i14).

Finalmente, para acabar esta se¢éo, facamos referéncia ao desenvolvimento de
Taylor de terceiro grau da funcao

xInx

x2—1

em torno dex =1,
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($118) taylor((x*log(x))/ (x"2-1),x%,1,3);

2 3

1 (x = 1) (x = 1)
($018)/T/ - - ——— + - + .

2 12 12
(%119) expand(%);

3 2
X X 5 x 1

(%019) -— - ==+ —— + -

A seguir um exemplo de desenvolvimento multivariante da fugiedexp(x? sin(xy))
ao redor do pont@2,0) até grau 2 com relagéo a cada variavel,

(%120) taylor(exp(x*2*sin(x*y)), [x,2,2],1[y,0,2]);

2

(%020)/T/ 1 + 8y + 32y + .

2
+ (12 y+9% vy + . . .) (x - 2)

2 2
t+ (6y+120y + . . .) (x—-2) + .
(%121) expand(%);

2 2 2 2 2

(%021) 120 x y - 384 xvy + 320y +6x y-12xy+ 8y
+ 1
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12 Integrais

A funcdo do Maxima que controla o calculo de integraisi€egrate, tanto para
as definidas como para as indefinidas; comecemos por estas ultimas,

($11) integrate(cos(x)"3/sin(x)"4,x);

2
3 sin (x) -1
(%01)  mmmmmm
3
3 sin (x)
($12) integrate(a[3]1*x"3+a[2]*x"2+a[l]*x+a[0],x);
4 3 2
a x a x a x
3 2 1
(%02) === + ————- + ———— +a X
4 3 2 0

gue nos devolve os resultados

dx=
sin*x 3sirx

/cos3x _ 3sirfx—1

axt  ax® ax?
/(a3x3+a2x2+a1x+ao)dx: 34 + 23 + 12 + apX.
Além disso, este ultimo exemplo nos oferece a oportunidade de ver como escrever

coeficientes com subindices.
Agora um par de exemplos sobre a integral definida,

($13) integrate (2*x/((x-1)*(x+2)),%,3,5);
2 log(7) + log(4) 2 log(5) + log(2)

(%03) 2 (- = )
3 3

(%$14) %,numer; /*aproximacdo decimal*/

(%04) 0.91072776920158

($15) integrate(asin(x),x,0,u);

I u

positive, negative, or zero?

positive;
2

(%05) u asin(u) + sgrt(l - u ) -1
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isto é,

5
/ LdXz 0.91072776920158
3 (X—1)(x+2)

u
/ arcsinx)dx = uarcsin(u) + v/1—u2—1vu > 0.
0

Note-se neste Ultimo exemplo como antes de dar o resultado Maxima pergunta se
€ positivo, negativo ou nulo; respondemos escrevendaot ive; (ponto e virgula
incluido) obtemos finalmente o resultado.

A transformada de Laplace de uma fun¢dm) se define como a integral

L(p) = [ 19 P'dx

sendop um nimero complexo. Assim, a transformada de Laplack(xe= ke
é

(%16) laplace (k*exp (-k*x),%,p);

e calculando a transformada inversa voltamos ao ponto de partida,

Q

(317) 1ilt(%,p,x);

(%507) k %e

A transformada de Fourier de uma funcéo se reduz a de Laplace quando o argu-
mentop = —it, senda a unidade imaginariatec R,

F(t) = /Ow F(x)edx

Desta maneira, a transformada de Fourief e = ke k< é

(%18) laplace(k*exp(-k*x),x,-%1i*t);



12 INTEGRAIS 51

Note-se que se > 0, a f(x) anterior € precisamente a fungédo de densidade de uma
variavel aleatoria exponencial de paramédrpelo que este ultimo resultado coin-

cide precisamente com a funcéo caracteristica desta mesma distribuicdo. Tenha-se
em conta que Maxima calcula a transformada de Laplace integrando na semi-reta
positiva, pelo que o célculo anterior ndo é valido para calcular fungbes caracteristi-
cas de variaveis aleatdrias que possam tomar valores negativos, como por exemplo
a distribugéo normal. Uma possivel solugédo a esta situacéo é integrar diretamente
para calcular a fung¢éo caracteristica da distribu¢cdo noxmai((0,1),

(%19) integrate(1/sqrt (2*%pi)*exp(-x"2/2) *exp (%i*t*x),x,minf, inf);

)
0) ratsimp(%); /* Ojo: %$i”2=-1 */

(3010) 5o
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13 Equac0es diferenciais

Com Maxima se pode resolver analiticamente algumas equacdes diferenciais or-
dinarias de primeira e segunda ordem mediante a instrug&o

Uma equacdo diferencial de primeira ordem possui a forma géxay,y') =0,
de ondey = g—i. Para expressar uma destas equacodes se faz dsafle

($11) /* equacdo de varidveis separadas */
eq: (x-1)*y"3+(y-1) *x"3*"diff (y,x)=0;
3 dy 3
(%01) x (y-1) —+ (x - 1) y =0
dx

sendo obrigatorio o uso do apostrof &ntes deli £ £ com o objetivo evitar o cal-

culo da derivada, que por outro lado daria zero ao nao haver-se declarado a variavel
y como dependente de Para a resolucdo desta equacédo tdo somente teremos que
fazer

(%12) ode2(ec,y,x);

de ondexC representa uma constante, que se ajustara de acordo a condicéo inicial
gue se lhe imponha a equacdo. Suponha-se que se sabe que xjealAddeve
verificar-se qugy = —3, 0 qual faremos saber ao Maxima a través da fungép

(513) 1cl(%02,x=2,y=-3);

Vejamos exemplos de outros tipos de equacdes diferenciais que o Maxima pode
resolver,

($14) /* equacdo homogénia */
ode2 (x"3+y"3+3*x*y 2*'diff (v, x),y,x);



13 EQUACOES DIFERENCIAIS 53

Neste caso, quando nao se inclui o simbolo de igualdade, se da por certo que a
expressao é igual a zero.

(%15) /* redutivel a homogénea */
ode2 ("diff (y,x)=(x+y-1)/(x-y-1),y,X);
2 2 x -1
log(y +x -2 x+ 1) + 2 atan(-————- )

(%16) /* equacdo exata */
ode? ((4*x"3+8*y) +(8*x-4*y"3)*"diff (y,x),v,x);
4 4
6) -y +8xy+x =%
7) /* Bernoulli */
ode2 ("diff (y,x)-ytsqgrt (y),y,x);

Q

(%07) 2 log(sgrt(y) - 1) = x + %cC
(%18) solve(%,v);

X + %cC x/2 + %c/2
(%08) [y = %e + 2 %e + 1]

Neste Ultimo caso, optamos por obter a solugdo em sua forma explicita.
Uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem possui a forma general
F(x,y,Y,Y’') =0, sendg/’ a segunda derivada geom relacdo & Como exemplo,

(%19) 'diff(y,x)=x+'diff (y,%x,2);
2
dy dy
(%09) -—— = ——— + X
dx 2
dx
(3110) ode2(%,y,x);
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(5010) y = %kl %e + ———————————— + k2

Maxima nos devolve um resultado que depende dos parametosg k2, que
para ajusta-los necessitaremos proporcionar certas condic¢des iniciais; se sabemos

que quandx =1 entdoy= -1 ey = %{ = 2, faremos uso da instrucde?,
X=

(%111) ic2(%,x=1,y=-1,diff (y,x)=2);

(3011) Y = e - -

No caso das equacdes de segunda ordem, também é possivel ajustar os parametros
da solucéo especificando condi¢des de contorno, isto €, fixando dois pontos do plano
pelos quais passe a solugéo; assim, se a solucao obtidacem deve pasar pelos
pontos(—1,3) e (2,3), fazemos

($112) bc2(%010,x=-1,y=3,x=2,y=5/3);
x + 1 2 3

Note-se que este calculo se solicita ao Maxima taem

A resolucao de sistemas de equacdes diferenciais se faz com chamadas a fungéo
desolve. Neste contexto é preciso ter em conta que se deve utilizar notagéo fun-
cional dentro da express&@a ff; um exemplo aclarara este ponto, resolvendo o

sistema
df  — 3f(x) —2g(x
= —2g(x

)
)

(%113) desolve(['diff
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Como se V€, as referéncias as funcgdes devem incluir a variavel independente e as
equacdes estardo entre colchetes, assim como os nomes das fun¢des. Observamos
na resposta que nos da Maxima a presenca(de e g (0), o que é devido ao fato
de se desconhecerem as condi¢des de contorno do sistema.

Neste ultimo exemplo, suponhamos que queremos resolver o sistema de equacdes

diferenciais
df(x

=

) 8(’§<) i f(x)+ Séx) + 3h(x)
B 9(x) — 2h(x)
< f(x) + h(x)

sob as condi¢gbel§0) = —1,9(0) =3y f(0) = 1. em primeiro lugar introduziremos
estas condi¢cdes com a funcéoralue, para posteriormente solicitar a resolugéo do
sistema,

(%$114) atvalue(f(x),x=0,-1)$
($115) atvalue(g(x),x=0,3)S
($116) atvalue(h(x),x=0,1)$
($117) desolve(['diff (f(x),x)=f(x)+g(x)+3*h(x),
"diff (g (x),x)=g(x)-2*h(x),
"diff (h(x),x)=f(x)+h(x)], [£(x),9(x),h(x)]);
2 X 2 X - X
(%017) [f(x) = x %e + %e - 2 %e ,
2 X 2 X - X
g(x) = - 2 x %e + 2 %e + %e ,
2 X - X
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14 NuUmeros aleatorios

Se seu argumento € um namero inteiro positivo, a fungfaiom (n) gera um
numero pseudoaleatorio com distribuigcdo uniforme discreta entre-0k ambos
inclusive; assim, uma simulagcéo do lancamento de um dado seria

(%11) random(6)+1;
(%01) 5

y uma serie de 100 lanzamientos de uma moneda,

(%12) makelist (random(2),1i,1,100);

($02) [0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, O, 21, 1, 1, 0, 1, 0, 1,
i, 1, 1, 1, 0, 0, O, 1, 1, O, O, 2, 1, O, O, O, 1, O, 1, O,
i, 1,1, 1,40, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, O,
o, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, 2, O, O, 1, 1, 1, O, O, 1, 1,
o, 1, 0, 1, 1, 0, O, 2, 1, 1, 1, 0, 1, O, 1, O, 1, O, 1, 1,
1, 1, 1]

14 14

Quando o argumento € um numero decimal positivo, a variavel aleatoria que se
simula é a uniforme continua, dando como resultado um nimero real pertencente
ao intervalol0,r),

(%$13) random(6.0);
(%03) 1.171107706786732

O algoritmo gerador dos nimeros pseudoaleatdrios é determinista, de maneira
gue partindo de uma mesma semente ou valor inicial, se gerara a mesma sequéncia
de numeros. Para controlar o valor desta semente dispomos das fasighesindom_state
e set_random_state; por exemplo, para definir uma semente que se gere a partir
do estado atual do relégio do sistema faremos

(%$14) nova_semente: make_random state (true)$

Sem impedimentos, para que tal semente se ative no gerador, devemos indicar ex-
pressamente fazendo

(%$15) set_random_state (nova_semente)$

O argumento da fung@mke_random_state pode ser também um namero in-
teiro, como se faz no exemplo de mais abaixo.

Vejamos um caso de aplicacéo de tudo isto. Suponhamos que queremos simular
diferentes séries estocasticas, de forma que todas elas sejam iguais. Se fazemos
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makelist (random(6),1i,1,10);
(o, 2, 2, 4, 3, 0, 3, 3, 5, 3]
makelist (random(6),1i,1,10);
(5, 4, 4, 5, 0, 1, 3, 1, 3, 4]
)
2

- O -

makelist (random(6),1,1,10);
14 5/ 5! 2’ 3}

-

[41 4/ 3/ 4! 5!

o°® o o o° o° oP°
(@] (@]
O OO J 1 o O

0 mais provavel é que obtenhamos trés seqiéncias distintas, como no exemplo. Se
fazemos

semente: make_random_state (123456789)$
set_random_state(semilla)$ makelist (random(6),1,1,10);
(4, 4, 0, 1, 0, 2, 5, 4, 4]

e
)
3,
set_random_state(semilla)$ makelist (random(6),1,1,10);
3
)
3

- O B b

O

(4, 4, 0, 1, 0, 3, 2, 5, 4, 4]
set_random_state(semilla)$ makelist (random(6),1,1,10);
[4l 4/ OI 1’ Ol 14 2/ 5/ 4’ 4]

N o o o° o° o° o
- |—-
e Sy S G )

o
g N RO

—_ — — — — ~—

se vera que as trés sequéncias séo iguais, ja que antes de gerar cada amostra aleatoria
reiniciamos o estado do gerador.

Outra variavel aleatéria que interessa simular € a normal ou gaussiana com
médiap = m € R e desvio padré@ = s > 0, para o qual se dispbe da funcéo
gauss (m, s),

(%116) gauss(31.45,1.23);
(%010) 32.2873298461951

O gerador de nameros aleatérios normais opera independentemente do mecanismo
de semente comentado mais acima.
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15 Graficos

Maxima nao esté habilitado para realizar graficos, pelo que necesitara de um pro-
grama externo que realize esta tarefa. NOs a partir do Maxima nos encarregaremos
de ordenar que tipo de grafico queremos e Maxima se encarregara de comunica-lo
a aplicacao grafica que esta ativa nesse momento, que por padrao sera o Gnuplot.

Veremos em primeiro lugar alguns exemplos de como gerar graficos a partir do
Maxima com Gnuplot e logo trataremos brevemente sobre como podemos modificar
algumas das opc¢des padrao do ambiente grafico.

O mais simples é desenhar uma fungéo no plano, por exqranTXz, emum
intervalo tal comd—2, 5],

(%11) plot2d(exp(-x"2),[x,-2,5])$

cujo resultado se pode observar na regiida Figura6. Na regidob) da mesma
figura se pode ver como € possivel representar varias funcdes de uma so vez,

($12) plot2d([-x"2,1+x,7*sin(x)], [x,-2,5])$

Para a realizacao de funcdes definidas na forma paramétrica necessitamos fazer
uso do simbol@arametric, Figura?,

($13) plot2d([parametric,t,t*sin(1/t), [t,0.01,0.2]1]1)$

O resultado que se obtém é o da re@dioMaxima calcula por padrdo um numero

fixo de pontos da funcéo que logo utilizara para representa-la; como esta é uma
funcdo que varia muito perto da origem, pediremos que nos faca o desenho com um
maior nimero de pontos, o que se fara mediante a apgéads, tal como se indica

a sequir,

($14) plot2d([parametric,t,t*sin(1/t),[t,0.01,0.2], [nticks,500]])$

Se comprova que o0 aspecto mudou apreciadamente.

O seguinte exemplo mostra a presenca em um mesmo grafico da fuagao
x3 + 2 junto com a circunferéncia de raio unitario, expressa na forma paramétrica,
gue na regid@) da Figura8 se vé como uma elipse devido a diferenca de escalas
nos eixos,

(%15) plot2d([x"3+2, [parametric,cos(t),sin(t), [t,-5,5]]1,
(%16) [x,-1.3,1.3], [nticks,500])S

Também é possivel a geracdo de superficies em 3D definidas da Zeema
f(x,y), regidob) da Figura,
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Figura 8: Mais tipos de gréaficost) combinando fun¢des paramétrica e nao para-
métrica;b) superficie em 3D.
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(517) plot3d(exp(-x"2-y"2),[x,-2,2],[y,~2,0])3

Finalmente, do manual de Maxima se extraiu a superficie (cinta) de Mdbius
como um exemplo de superficie paramética, regiéaa Figurad,

(%$18) plot3d([cos(x)*(3+y*cos(x/2)),
sin(x)* (3+y* cos(x/Z)),y*sin(x/Z)],
[x,-%pi, %pil, [y,-1,1],["grid, 50,15]);

A funcdoplot3d é capaz de gerar uma curva paramétrica em trés dimensoes,
como o prova esta hélice, que se pode ver na rdgida Figurad,

(%19) plot3d([cos(t),sin(t),2*t], [t,-%pi,%pi], [u,0,1]);

O controle das opc¢des graficas se consegue manipulando a variavebglabalpt i ons,
cujo estado por padrédo é

($110) plot_options;

($010) [[x, - 1.755559702014e+305, 1.755559702014e+305],
[y, - 1.755559702014e+305, 1.755559702014e+305],

[t, - 3, 31, [GRID, 30, 30], [VIEW DIRECTION, 1, 1, 11,
[COLOUR_Z, FALSE], [TRANSFORM_XY, FALSE],

[RUN_VIEWER, TRUE], [PLOT_FORMAT, GNUPLOT],
[
[
(
(

o\ o\°

GNUPLOT_TERM, DEFAULT], [GNUPLOT_OUT_FILE, FALSE],

NTICKS, 10], [ADAPT_DEPTH, 10], [GNUPLOT_PM3D, FALSE],
GNUPLOT_PREAMBLE, ], [GNUPLOT_CURVE_TITLES, [DEFAULT]],
GNUPLOT_CURVE_STYLES, [with lines 3, with lines 1,
with lines 2, with lines 5, with lines 4, with lines 6,
with lines 7]], [GNUPLOT_DEFAULT_TERM_COMMAND, 1,
[GNUPLOT_DUMB_TERM_COMMAND, set term dumb 79 22],
[GNUPLOT_PS_TERM_COMMAND, set size 1.5, 1.5;set term postsc#
ript eps enhanced color solid 24]]

Para maior informacao sobre o significado de cada um dos elementos desta lista
seria aconselhavel executar o0 comanédecribe (plot_options).

Ja se comentou que a menos que se lhe indique o contrario, Maxima invocara
o programa Gnuplot para a representacao de um grafico, pode ser que prefiramos o
programa Openmath, que faz parte da distribucédo de Maxima; em tal caso teriamos
gue modificar previamente as opcfes guardadaslem options € a seguir So-
licitar o grafico desejado, como neste caso no que se representa a funcdo gamma e
sua inversa, cujo resultado se observa na regjifia FiguralO
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($111) set_plot_option([plot_format, openmath])$
($112) plot2d([gamma (x),1/gamma(x)], [x,-4.5,5],[y,-10,10])$

Openmath também é capaz de realizar graficos em trés dimensdes definidas em

coordenadas polares e que se representa na fiegéFiguralO. Note-se como

a partir da prépria funcao € possivel alterar as opc¢des graficas; sem impedimentos,

feito desta maneira as trocas s0 possuem efeito para a realizacao do grafico presente,
sem alterar as op¢oes globais do Maxima.

($113) plot3d(r"0.33*cos(t/3),[r,0,11,[t,0,6%*%pi],
["grid,20,80], ["transform_xy,polar_to_xy])$

As Figuras que foram representadas até agora nesta se¢do sdo capturadas da
janela do monitor gerada por Gnuplot ou por Openmath e guardadas no disco em
formato PNG. Sem impedimentos, podemos fazer com que o programa grafico gere
diretamente um arquivo PNG em lugar de mostrar no monitor. Voltemos ao Gnuplot
e obtenhamos diretamente deste programa um arquivo com este formato (png) de
um dos gréficos que ja realizamos anteriormente,

($114) set_plot_option([plot_format, gnuplot])$
(%115) plot3d(exp(-x"2-y*2), [x,-2,2],1y,-2,0],
[gnuplot_preamble, "set terminal png size 420,320;
set out ’'grafico.png’"])$

\O

Depois de alterar globalmente o programa grafico, voltemos a representar a super-
ficie tridimensional que ja vimos na regipda Figura8. Veja-se como se mudou
0 parametro graficognuplot_preamble para indicar ao Gnuplot que gere um ar-
quivo em formato PNG de certas dimensdes dadas e que o guarde com 0 home
grafico.png. O resultado o vemos na regiapda Figurall Quando se trabalha
em Gnuplot, o parametrguplot_preamble permite passar a este programa uma
série de comandos que aperfeicoam os detalles; estes comandos devem ir separa-
dos por ponto e virgula e devem ser os proprios da linguagem do Gnuplot. Para
um melhor dominio destes detalhes é aconselhavel recorrer a documentacao deste
programa (www.gnuplot.info).

Por dltimo, se se quer um arquivo grafico em Postscript, repitamos o ultimo
exemplo solicitando este formato,

(%116) p10t3d(eXp(_XA2_YA2) ’ [X1_212] ’ [YI_ZI OJ ’
[gnuplot_preamble, "set terminal postscript eps;
set out ’'grafico.eps’"])$
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Figura 10: Gréaficos em Openmath):no plano;b) em trés dimensdes.
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O resultado enontra-se na regiipda Figurall. Os graficos armazenados em
formato Postscript, os que possuem extensdo EPS, sdo adequados quando se planeja
criar um documento baseado e pgXIATEX.

Posto que estamos falando é@&3X, este € um bom lugar para fazer referéncia
a uma funcdo que transforma uma expressao de Maxima para o forpxatder
maneira que o resultado que se obtenha possa ser incorporado facilmente (copiar e
colar) a um arquivo fonte d&TgX; a modo de exemplo, calculemos uma derivada
para posteriormente transforma-la,

(%117) ’'diff (sin(x"x)*sqrt(log(x)),x)=
diff (sin(x"x) *sqrt (log(x)),x);
d X
(3017) -- (sqrt(log(x)) sin(x )) =
dx

sin(x ) X X
———————————————— + x sqrt(log(x)) (log(x) + 1) cos(x )
2 x sqrt(log(x))
(%118) tex(%);

$${{d}\over{d\,x}}\,\left (\sqrt{\log x}\,\sin x*{x}\right)={{\sin x"{
x}\over{2\,x\, \sqgrt{\log x}}}+x*{x}\, \sgrt{\log x}\,\left (\log x+1
\right)\, \cos x"{x}$$
(%018) false

O apostrofo que se coloca na entrada17) antes da funcaaiff serve para de-
volver a expressdo sem avalia-la, tal como aparece no membro esquerdo da igual-
dade(%017). Uma vez copiada e colada a resposta da entrades) em um fonte

IATEX, sua compilagdo dara como resultado a expressao

1 X
d (\/Iogxsinx") _ S +x*4/logx (logx+ 1) cosx*

dx ~ 2x4/logx

mais facil de interpretar por um humanao.
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16 Listas

As listas sdo objetos muito potentes a hora de representar estruturas de dados; de
fato, toda expressédo de Maxima se representa internamente como uma lista, o que
nao € de estranhar tomando-se em conta que Maxima esta programado duost.isp (
Processing Vejamos como podemos ver a representacao interna, isto € em Lisp,
de uma simples expressao tal comé 3a,

($11) :lisp #$1+3*as$
((MPLUS SIMP) 1 ((MTIMES SIMP) 3 $Sa))

Note-se que o formato geral € daformasp #Sexpr$, sendexpr uma expressao
gualquer na linguagem do Maxima.

Todavia a nivel de usuario que néo esta interesado nas interioridades de Maxima,
também se pode trabalhar com listas como as definidas a seguir, sempre encerradas
entre colchetes,

(%12) q:([b,5,a,d,1,3,7]$
(%13) r:[1,[a,3],sqrt(3)/2,"Don Quijote"];
sqrt (3)
(%03) 1, la, 31, ———- , Don Quijote]
2

Vemos que os elementos de uma lista podem por sua vez serem também listas,
expressdes matematicas ou cadeias de caracteres incluidas entre aspas duplas, o
gue pode ser aproveitado para a construcdo e manipulacdo de estruturas mais ou
menos complexas. Extraiamos a seguir alguma informacé&o das listas anteriores,

listp(r); /* é r uma lista? */
true
first(r); /* primeiro elemento */
1

F- O k-

N o o o° o° o° o
(@]
-~ O O U1 U1 B P

1 second(r); /* segundo elemento */

0o [a, 3]

1 third(r); /* ...até o décimo somente */

sqrt (3)
(%07) ===
2

($18) last(r); /* o Ultimo da lista */
(%08) Don Quijote
($19) rest(r); /* todos menos o primeiro */
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sqrt (3)

(%09) [la, 31, ——————= , Dom Quixote]

2
($110) part(r,3); /* pegco o que quero */

sqrt (3)
($010) ===

2

($111) length(r); /* quantos existem? */
(%$011) 4
($112) reverse(r); /* invertemos */

sqrt (3)
(%012) [Dom Quixote, —-—————- , [a, 31, 1]

2
($113) member(a,r); /* é a um elemento?*/
(5013) false
(%$114) member([a,3],r); /* ou é [a,3]? */
(%014) true
($115) sort(q); /* ordeno */
(%015) (1, 3, 5, 7, a, b, d]
($116) delete([a,3],r); /* apago o elemento */
sqrt (3)
(%016) 1, ————- , Dom Quixote]
2

Note-se que em todo este tempo a listéao foi alterada,

(%117) r;

(%018) (1, [a, 3], —————- , Dom Quixote]

Algumas func¢des de Maxima permitem adicionar novos elementos a uma lista,
tanto ao inicio como ao final,

- O -
O O W WO

o o° o o
o
NN =

Neste exemplo observamos também que adisi@o foi alterada; se o que queremos
€ atualizar seu conteudo,
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($126) g: endcons(x,cons (1+2,9))$
(%127) q;
(%027) (3, b, 5, a, 4, 1, 3, 7, x]

E possivel unir duas listas,

($128) append(r,q);

(%028) [1, [a, 3], ————— , Dom Quixote, 3, b, 5, a, d, 1,

3, 7, %]

Quando os elementos de uma lista obedecem a um certo critério de construcéo,
podemos utilizar a fungaekelist,

(%$129) s:makelist (2+k*2,k,0,10);
(%029) (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22]

de onde indicamos ao Maxima que nos construa uma lista com elementos da forma
2+2*k, de modo qué& tome valores inteiros de 0 a 10.

A funcéoapply permite fornecer a outra fungéo todos os elementos de uma lista
como argumentos, assim podemos adicionar ou multiplicar todos os elementos da
listas recém criada,

(%130) apply("+",s);

(%$030) 132
($131) apply("*",s);

(%031) 81749606400

ainda que estas duas operacdes tivessem sido melhor realizadas com assfuincgdes
€product.

As vezes interessara aplicar uma mesma funcéo a varios elementos de uma lista
de forma independente, para o que faremos useagdea seguir um exemplo de
célculo de fatoriais e outro trigopnométrico,

($132) map("!",s);

(%032) [2, 24, 720, 40320, 3628800, 479001600, 87178291200,

20922789888000, 6402373705728000, 2432902008176640000,

1124000727777607680000]

($133) map(sin,s);

(%033) [sin(2), sin(4), sin(6), sin(8), sin(10), sin(12),
sin(14), sin(16), sin(18), sin(20), sin(22)]
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Por ultimo, as listas também podem ser utilizadas em operacdes aritméticas,

(%$134) [1,2,31+[a,b,c];

(%034) [a +1, b+ 2, ¢+ 3]
($135) [1,2,3]*[a,b,c];

(%$035) la, 2 b, 3 c]
(%136) [1,2,3]1/[a,b,cl;

[112/ 3]_[alb! C];

(%$137)
(%037) (1 -a, 2 -Db, 3 -1c]
(%138) [1,2,3].[la,b,c]l; /* produto escalar */
(%038) 3¢c+2Db+a
(%$139) [a,b,c]”3;
3 3 3
(%039) [a, b, c]
(%$140) 3"*[a,b,c];
a b c
(%040) (3, 3, 3]

Para que estas operacdes possam realizar-se sem problemas, a variavel glabath
deve tomar o valot rue, caso contrério o resultado sera bem diferente,

($141) listarith:false$
($142) [1,2,31+[4,5,6];
(%042) (4, 5, 6] + [1, 2, 3]
($143) listarith:true$

Como ja se viu no comego desta secdo, uma lista pode ser elemento de outra
lista, se queremos desfazer todas as listas interiores para que seus elementos passem
a fazer parte da exterior,

(¥144) flatten([1,[a,b],2,3,[c,[d,ell]);
(%044) [1, a, b, 2, 3, ¢, d, e]
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17 Operacdes com conjuntos

Se define a seguir um conjunto mediante a fung&o

($11) cl:set(a, [2,k],b,sqrt(2),a,set(a,b),
3,"Sancho",set (),b,sqrt (2),a);
(s01) {3, sqrt(2), {}, [2, kI, a, {a, b}, b, Sancho}

Como se V€, se admitem objetos de mui diversa natureza como elementos de um
conjunto: numeros, expressodes, 0 conjunto vagjg, (listas, outros conjuntos ou
cadeias de caracteres. Quando se trabalha com listas, pode ser de utilidade con-
siderar seus componentes como elementos de um conjunto, logo se necessita uma
fungéo que nos transforme uma lista em conjunto,

i [[2,k],sqrt(2), set
[[2, k], sqgrt(
c2:setify (%) ;
{sgqrt(2), [2, k1, {a, b}, [k, 2], Panca}

(b,a), [k,2],"Panca"];
2), {a, b}, [k, 2], Panga]

(
(
(
(

—_ — — ~—

(@] O
w W NN

o\ o oP°
=

a mudanca na natureza destas duas colecdes de objetos se aprecia na presenca de
chaves frente aos colchetes. De igual maneira, podemos transformar um conjunto

em lista,

) listify(%o0l);

(%14
o4) [3, sqrt(2), {}, [2, k], a, {a, b}, b, Sancho]

(%
Comprovemos rapidamente qugrepresenta o conjunto vazio,

(%

(

Recorde-se quesubstitui a Ultima resposta dada por Maxima, que neste caso havia
sido uma lista, pelo que[3] faz referéncia a sua terceira componente.
Para comprovar se um certo objeto faz parte de um conjunto fazemos uso da

instrucdcelementp,

i5) emptyp(%[3]1);
05) true

o\

o\

i6) elementp(sqrt(2),cl);
06) true

(
(

E possivel extrair um elemento de um conjunto e logo adicionar-lhe outro diferente

o\
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) cl: disjoin(sqrt(2),cl); /* sqrt(2) retirado */
) {3, {}, [2, k], a, {a, b}, b, Sancho}

) cl: adjoin(sqrt(3),cl); /* sqrt(3) dentro */

) {3, sqrt(3), {}, [2, k], a, {a, b}, b, Sancho}

o\ o o
O +H- O -
cO OO J I

A substituicdo que se acaba de realizar se podia ter feito com a fenigéio,

($19) /* novamente coloca-se sqrt(2) */
subst (sqrt (2),sqrt (3),cl);
(509) {3, sqrt(2), {}, [2, k], a, {a, b}, b, Sancho}

A comprovacao de que um conjunto é subconjunto de outro se faz com a fungéo
subsetp,

(5110) subsetp(set([k,2],"Pancga"),c2);
(%010) true

A seguir alguns exemplos de operac¢des com conjuntos,

(%111) union(cl,c2);
(5011) {3, sqrt(2), sqrt(3), {}, [2, k], a, {a, b}, b,
[k, 2], Panca, Sancho}

(%112) intersection(cl,c2);

(%012) {12, kI, {a, b}}

(%113) setdifference(cl,c2);

(%013) {3, sqrt(3), {}, a, b, Sancho}
($114) cardinality(%);

(%014) 6

Vemos aqui também como pedir o cardinal de um conjunto.
Igual ao que se viu em como aplicar uma funcéo a todos os elementos de uma
lista, podemos fazer o mesmo com os elementos de um conjunto,

($115) map(sin,set(1,2,3,4,5));
(%015) {sin(1l), sin(2), sin(3), sin(4), sin(5)}

Por ultimo, o produto cartesiano de trés conjuntos,

6) cartesian_product (set (1,
6) {[1, a, xI, [1, a, y], [
r Cr x1, [, ¢, vl 12, &, %],
b, vl, [2, ¢, x], [2, ¢, y]}

2),set(a,b,c),set(x,y));
1, b, xI, [1, b, y],
(2, a, yl, [2, b, x],
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18 Operacoes logicas

Como qualquer outro interpretador ou ambiente de programacao, Maxima dispde
também da capacidade de avaliar predicados logicos, aqueles que podem ser ou
verdadeirost(rue), ou falsos false). Os predicados mais simples sdo funcdes que
devolvem um destes dois valores l6gicos; exemplos dessas ja apareceram em secdes

anteriores,

(511) listp([[1,2],[a,b]]);

(%01) true
(%12) matrixp([[1,2],[a,b]]);
(%02) false
(%13) evenp(2"3);

(%03) true

Posto que Maxima € um ambiente de processamento matematico, é frequénte
ter que comparar duas quantidades. Os operadores de comparacdo se resumem na
seguinte tabela,

= ...igual a...
# ...diferente de...
> ...maior que...

< ...menor que...
>=| ...maior ou igual a...
=< | ...menor ou igual a...

Se se quer saber se um nimero € menor que outro podemos fazer uso da funcao
is,

4) is(sqrt(7895)<85);

4) false
%15) is(4712#16777216);

5) false

No primeiro caso comprovamos $67895 é estritamente menor que 85 e no se-
gundo comprovamos se a poténcld é diferente de 16777216.

Junto com estes predicados simples, 0s coneciaresr e not permitem con-
struir formas mais complexas. a tabela adicional resume o comportamento destes

operadores,



18 OPERACOES LOGICAS 75

p q pandq | pPporQq| notp

false | false false | false | true
false | true false true true
true | false false true | false
true true true true | false

Na hora de escrever expressodes légicas convém ter em conta a ordem de pre-
cedéncia; primeiro se avalimt, a seguirand e, finalmenteor; em caso de duvida
sempre se pode recorrer aos paréntesis. Um exemplo,

(
(

16) 1is(not 3<4 or 5<5);
06) false

o\°  o°

Aqui, primeiro se avaliaot 3<4, que da como resultad@lse; a seguir, se avalia
se € certo ou ndo quecs, o qual é também falso, finalmente se obtém o resultado
correspondente géalse or false.

O leitor deveria ser capaz de justificar as seguintes respostas,

(%17) 1s(3#4 and not 7<=2);

(%07) true

($18) 1s((5<8 or 8<2) and oddp(3) and evenp(sqrt(16)));
(%08) true
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19 Programacao no Maxima

Com vistas a optimizacdo de tempo e esforco sera interessante poder definir de
uma sé vez nossas proéprias fungbes e poder logo reutilizi-las quantas vezes seja
necessario.

A programacao de func¢des requer certas sentengas de controle que sdo comuns,
com mais ou menos matrizes (nuances) em sua sintaxe, em todas as linguagens de
programacao.

Um elemento imprescindivel no controle do fluxo € a sentenca condicional
cuja estrutura é

if <cond> then <exprl> else <expr2>

tal como em

(%11) x:30!$ y:exp(30)$

($13) if (x>y) then 0 else 1;
(%03) 0

A condicdo<cond> € uma expressao logica que admite os operador@sor
enot, sendo seus argumentos predicados légicos, cujo valor s6 poderdadero
oufalsg,

Outra sentenca que nunca falta em uma linguagem de programacéo é a que
controla as iteracdes e os ciclos. Maxima oferece aqui vérias possibilidades. Em
primeiro lugar,

for <var>:<vall> step <val2> thru <val3> do <expr>

O seguinte exemplo escreve, fazendo uso da fupgéot, 0s cinco primeiros cu-
bos inteiros positivos,

(%14) for i:1 thru 5 do print (i”3);
1
8
27
64

125
(%04) done

Outra possibilidade de controlar as iteracdes € com a versao

for <var>:<vall> step <val2> while <cond> do <expr>
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gue no seguinte exemplo se utiliza para calcular as quintas poténcias de todos os
numeros impares menores que 20; note-se como tras a seniehga jode escr-
ever varias expressoes separadas por virgu)asé€ncerradas entre paréntesis,

($15) for i:1 step 2 while i<20 do(j:i"5,print(j));
1

243

3125

16807

59049

161051

371293

759375

1419857

2476099

(%05) done

Também existe uma versao da sentefigamui a proposito para trabalhar com
listas,

for <var> in <lista> do <expr>

como se mostra no seguinte exemplo, de onde se imprime todos os elementos de
uma amostra simulada de niameros aleatérios, aumentados em uma unidade,

(%17) m:makelist (random(4),1i,1,10);
(%07) (2, 0, 3, 2, 2, 3, 0, 1, 1, 3]
(%18) for 1 in m do print (i+l);

3

1

4

3

3

4

1

2

2

4

(%08) done

Em geral, a definicdo de uma nova fungdo em Maxima tem a estrutura
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f (<argl>,<arg2>,...) :=<expr>

de ondecargi> Sa0 0S argumentosexpr> € uma expressao sintaticamente valida.
Por exemplo, j& que Maxima nao dispde da fun¢éo logaritmica em base arbitraria,
a podemos definir por nossa conta,

(%19) logb(x,b):=log(x)/log(b)s$
(%$110) logb(234,10);
log(234)
($010)
log (10)
(%111) %, numer;
(%011) 2.3692157

Em algumas ocasifes, a funcao é o suficientemente complexa como para neces-
sitar tanto de variaveis locais que guardem valores temporarios, como de expressdes
gue os calculem; em tais casos teremos que langcar mao do ambiente de bloco com
ainstrucamlock, cuja estrutura é

f (<argl>,<arg2>,...):=block([<varlocl>,<varloc2>,...],
<exprl>,
<expr2>,

<exprm> );

sendo o resultado devolvido o da ultima expressao avaliada{m>). As varia-

veis locais as quais se fizeram referéncia se declaram entre colchetes
(<varloci>) dentro do bloco, de onde podem ser inicializadas e cuja vida se ex-
tende durante o tiempo que dure o calculo do bloco; além do mais, se uma destas
variaveis temporarias se chama igual a outra global da sessdo do Maxima, néo in-
terferirh com ela e qualquer referéncia a variavel se considerara que € a local, e
em caso de que esta ndo estiver declarada, a referéncia sera a externa a funcdo. A
seguir, um exemplo no qual se define uma funcao que calcula a média de uma lista
de numeros,

(3112) media(lista) :=block([n:length(lista),sumal,
if not listp(lista)
then return("Atencdo: ndo é uma lista"),
suma: sum(listal(k],k,1,n),
suma/n )$
(%$113) media([45,25,87,23,65,31]1);
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(%013) 46
(%114) media([[2,3],16,3],[4,7]1,[2,6]1);
7 19
(5014) (=, -]
2 4
($115) media([1/3,sqgrt(5),logb(5,2),x]);
log (5) 1
X + === + sqrt(5) + -
log(2) 3
(%015) e
4

($116) solve(%=10,x); /* quanto vale x para a m\’edia 10? */
3 log(5) + (3 sqrt(5) - 119) log(2)
(3016) [X = = =mmmmmmmmm e ]

Este ultimo calculo ndo tem nada a ver com 0 que se comenta nesta secdo, porém
mostra como integrar nossa funcdo em uma sessao rotineira. Examinando o cédigo
da func@anedia reparamos na presenca da instrucgéairn, que é uma forma al-
ternativa de sair do contexto marcado posck; neste caso, o resultado que devolve

afuncdo é o indicado pelo argumentor@deurn, € dizer a cadei®atencio: ndo ¢ uma lista".

Também se observa que se declaram duas variaveis lacaisma, atribuindo a
primeira 0 numero de elementos da lista; junto com estas existe outra variavel lo-
cal, ak da instrugdaumn, que so esta ativa durante o calculo desta soma, ndo sendo
necessario declara-la em todo o contexto do bloco.

As vezes € necessario definir fungdes cujo nimero de argumentos ndo se con-
hece a priori. Por exemplo, tal como esta programada a fungiiem Maxima, a
gue calcula o maximo divisor comum, ndo admite mais de dois argumentos; pode-
mos suprir esta caréncia desenhando uma funcéo, que chamarainesjue ad-
mita um numero arbitrario de nimeros,

(%117) mcd(a,b, [c]) :=block([n],
n: length(c),
r: gcd(a,b),
if n>0 then
for i in ¢ do r: gcd(r,i),
r)s
(%118) mcd(120,300,480,825);
(%018) 15
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Por ultimo, se adiciona um exemplo no qual se define uma funcéo fazendo uso
de algumas das sentencas comentadas nesta se¢cdo. Como se V€, a funcéo se lhe
atribui o nome de-ransafin e sua acao € a de aplicar uma transformacéo afim a
uma lista de pontos,

/*Assim se escrevem os comentdrios. */
/*pts deve ser uma lista de pares: */
/* [Ix1,y1], [x2,y2],[x3,y3],...1 */
transafin(pts, a, b, ¢, d, e, f):=
block([pts2, n, i, %, vyI,

pts2: copylist (pts),

n: length(pts2),

for i:1 thru n do(

x: pts2[i][1],

y: pts2[i][2],

pts2[i] [1]: a*xtb*y+tc,

pts2([i] [2]: d*xte*y+f ),
return (pts2) )S$

A funcdotransafin, e qualquer outra dentro desta secéo, se pode escrever em
Maxima ee logo chama-la para que realize sua acao; sem impedimento, talvez seja
melhor escrevé-lala diretamente com um editor de texto qualquer e guarda-la em um
arquivo, ponhamos o nome .mac, para fazer uso dela no futuro; assim, uma vez
dentro de Maxima executariamos a instrugéoch ("t f.mac") e logo fariamos

) cuadrado:[[0,0],[1,0],[1,1 ],[0
) transafin(cu adrado, 1,0,-1,0,1,
1, 1 2

(- 11, [= 2,

4

(R
OISR
o o w

o° o oe

I

@)

obtendo assim o resultado de aplica-la aos vértices do quadrado unitario uma simetria
com relacdo ao eixho das ordenadas seguida de uma traslacdo ao longo do vetor
v=(-11).
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20 GNU Free Documentation License

Version 1.2, November 2002
Copyright(©2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.

59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA
Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document "free"in the sense of freedom: to assure everyone the
effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for the author
and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft", which means that derivative works of the document must themselves be free in the same sense. It complements the GNU
General Public License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software needs free documentation: a free program should come
with manuals providing the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work, regardless
of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by the copyright holder saying it can be distributed under
the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated herein. The
"Document”, below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and is addré'yser] asrou accept the license if you copy,
modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Version" of the Document means any work containing the Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or
translated into another language.

A "Secondary Section"is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors
of the Document to the Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document
is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the
subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections" are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that the
Document is released under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The Document
may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The"Cover Texts" are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is
released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification is available to the general public, that is
suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely
available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy
made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart ér discourage subsequent modification by readers is
not Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount 6f text. A copy that is not "TransparentOpaglied .

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML &r XML using a
publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image formats include
PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD
and/or processing tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The"Title Page" means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires to
appear in the title page. For works in formats which do not have any title page as such, "Title Page"means the text near the most prominent appearance of the work's
title, preceding the beginning of the body of the text.

A section"Entitled XYZ" means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that
translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below,"swsin@sledgements"”, "Dedications”, "Endorse-
ments", or "History" .) To "Preserve the Title" &f such a section when you modify the Document means that it remains a section "Entitled XYZ"according to this
definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are
considered to be included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers may have is
void and has no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices, and the
license notice saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add néo other conditions whatsoever to those of this License. You
may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept compensation in
exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY
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If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document’s license
notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and
Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as
they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and
continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy along
with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access to download using
public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent
steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one
year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that &dition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to give them a chance to
provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified
Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified Version
to whoever possesses a copy 6f it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions (which should, if there
were any, be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that version gives
permission.

B. Liston the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified Version, together with at
least five of the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
D. Preserve all the copyright notices of the Document.
E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under the terms of this License,
in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document’s license notice.
H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified
Version as given on the Title Page. If there is ndo section Entitled "History"in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher of the
Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations
given in the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the "History"section. You may omit a network location for a work
that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled "Acknowledgements”or "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the substance and tone of
each of the contributor acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of
the section titles.

M. Delete any section Entitled "Endorsements”. Such a section may not be included in the Modified Version.
N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements"or to conflict in title with any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain ndo material copied from the Document,
you may at your option designate some or all 6f these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the Modified Version’s license
notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various parties—for example,
statements of peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list 6f Cover Texts in
the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one entity. If the
Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may
not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of
any Modified Version.



20 GNU FREE DOCUMENTATION LICENSE 83

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions, provided
that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your combined
work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are
multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of
the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the
license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History"in the various original documents, forming one section Entitled "History"; likewise
combine any sections Entitled "Acknowledgements”, and any sections Entitled "Dedications”. You must delete all sections Entitled "Endorsements".

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of this License
in the various documents with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of the
documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy of this License into the
extracted document, and follow this License in all 6ther respects regarding verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium,
is called an "aggregate"if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights 6f the compilation’s users beyond what the individual works
permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of
the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate,
the Document’s Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the électronic equivalent of covers if the Document is in
electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections
with translations requires special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the 6riginal
versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided
that you also include the original English version of this License and the original versions 6f those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the
translation and the original version of this License or a notice 6r disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements", "Dedications", or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will
typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for under this License. Any other attempt to copy, modify,
sublicense or distribute the Document is void, and will automatically terminate your rights under this License. However, parties who have received copies, or rights,
from you under this License will not have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions 6f the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar
in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License "or any later
version"applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified version or &f any later version that has been published (not as a
draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not as a draft)
by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents
To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices just after

the title page:

Copyright ©YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document under the terms of the GNU
Free Documentation License, Version 1.2 or any later version published by the Free Software Foundation; with ndo Invariant Sections, ndo
Front-Cover Texts, and ndo Back-Cover Texts. A copy of the license is included in the section entitled "GNU Free Documentation License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with...Texts."line with this:
with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.
If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these examples in parallel under your choice of free software license,
such as the GNU General Public License, to permit their use in free software.
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