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Prefacio

A idéia de escrever este livro surgiu da inexisténcia de um texto na literatura matemaética
nacional que atendesse as demandas do programa da disciplina Matematica Elementar,
integrante dos cursos de graduacao em Matematica da Universidade Federal da Paraiba -
Campus I. E oportuno salientar que os textos disponiveis ou estao muito acima ou muito
aquém do patamar em que se situa o conteido da referida disciplina. Por estas e por
outras razoes, decidimo-nos pela adocao de uma obordagem objetiva sem, contudo, des-
curar do rigor compativel com o que hd de indispensédvel para a formagao de licenciados
e bacharéis portadores de indiscutivel qualificacao.

E nossa expectativa que este texto assuma o cardter de espinha dorsal de uma expreién-
cia permanentemente renovavel, sendo, portanto, bem vindas as criticas e/ou sugestoes
apresentadas por todos - professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si mesmo em termos das
novas defini¢oes, incluimos no final de cada secao uma extensa lista de exercicios.

No capitulo 1 apresentaremos algumas definicoes e resultados sobre sentencas, conjun-
tos e familias indexadas que serao necessérias para o entendimento dos préximos capitulos.

No capitulo 2 apresentaremos as nocoes de relacao, relacao de equivaléncia e fungoes.

No capitulo 3 apresentaremos as nocoes de conjuntos ordenados, o Axioma da Boa
Ordenagao, o Principio de Indugao e resultados sobre conjuntos finitos, infinitos, contaveis
e nao-contdveis.

No capitulo 4 apresentaremos algumas definicoes e resultados béasicos da Teoria dos
Ntmeros Elementar.

O capitulo 5 é dedicado ao estudo da Aritmética Modular.

Finalmente, no capitulo 6 aplicaremos os conhecimentos sobre nimeros primos e con-
gruéncias para apresentar uma introdugao aos sistemas de criptografia cldssicos e com
chave prblica.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matemdtica que direta ou
indiretamento comtribuiram para a realizacao deste trabalho.

Finalmente, nosso agradecimento aos diversos autores cujos livros influenciaram este
trabalho. Em particular, L. H. Jacy Monteiro, Elementos de Algebra, Elementos de
Matematica, IMPA, 1969 e E. L. Lima, Curso de Andlise, Vol. 1, Projeto Euclides,
IMPA, 1976.



v



Sumario

Prefacio
I Conjuntos e Relacoes
1 Conjuntos
1.1 Sentencas . . . . . . . . e
1.2 Conjuntos . . . . . . . .
2 Relagoes e Funcgoes

2.1 Relagbes . . . . . .o
2.2 Fungoes . . . . ... e

Relacao de Ordem e Enumerabilidade
3.1 Conjuntos Ordenados . . . . . . . . . . ... ..

3.2 Conjuntos Finitos e Infinitos . . . . . . . . .. . ... 0oL

A origem das fragoes

II' Numeros e Criptografia

5

Teoria dos Numeros

5.1 Algoritmo da Divisao . . . . . . . . . ...
5.2 MDC e MMC . . . . . .
5.3 Teorema Fundamental da Aritmética . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

Aritmética Modular

6.1 Congruéncias . . . . . . . . ... e
6.2 Congruéncias Lineares . . . . . . . . . .. ...
6.3 Teoremade Euler . . . . . . .. .. ..o
6.4 Triangulos Pitagorianos. . . . . . . . . . ... Lo

iii

vii

21
21
31

47
47
60

75

91

93
93
101
113



vi

7 Criptografia

7.1 Cripto-sistemas . . . . . .. ... ... ... ... ..

7.2 Sistema Criptografico com Chave Publica

7.3 Sistema de Criptografia DH . . . . ... ... ... ..
7.4 Sistema RSA . . ... .. ... o oL

A Decimais

Bibliografia

SUMARIO

159



Parte 1

Conjuntos e Relacoes

vii






Capitulo 1
Conjuntos

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados cldssicos de légica sim-
bélica e da teoria dos conjuntos que serao necessarios para cursos subsequentes. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [6, 15, 17].

1.1 Sentencas

Nesta secao discutiremos alguns conceitos elementares de l6gica simbdlica de um ponto
de vista intuitivo que serao necessdrios para uma melhor compreensao das provas dos
Teoremas. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [15, 17].

Uma sentenc¢a (ou proposi¢do ou afirmagdo) significa uma oragao declarativa a qual,
num dado contexto é, sem equivoco, ou verdadeira ou falsa e nao ambos.

7

Por exemplo, “Brasilia ¢ a capital do Brasil” é uma sentenca verdadeira, “dinheiro
cresce em arvore” é uma sentenca falsa e “onde é que vocé vai?” nao é uma sentenca por
nao ser nem verdadeira nem falsa. A validade ou falsidade de uma sentenca é chamada
de wvalor verdade.

Usaremos as letras p, q,r, s, etc. para denotar sentencas. Sentencgas podem ser com-
binadas de vdrias maneiras para formar sentencas mais gerais. Freqiientemente, o valor
verdade da sentenca composta ¢ completamente determinado pelo valor verdade das sen-
tencas componentes. Assim, se p € uma sentenca, entao uma das sentencas mais simples
que podemos formar, a partir de p, é a nega¢do de p, em simbolos —p, (lé-se nao p). O
valor verdade da negacao de uma sentenca satisfaz: se p é verdadeira, entao —p é falsa; se
p é falsa, entao —p é verdadeira. Por exemplo, seja p a sentenca “este é um curso fécil.”
Entéo sua negacéo —p representa a sentenca “este ndo ¢é curso facil.” E conveniente exibir
a relacao entre —p e p numa tabela, a qual é chamada tabela verdade, onde V e F denotam

os valores verdade, verdadeiro e falso, respectivamente.

H <

-p
F
\Y



2 CAPITULO 1. CONJUNTOS

A lei da contradigio afirma que dadas duas sentencas contraditérias, isto €, tais que uma
é a negagao da outra, uma delas é falsa. O principio do terceiro excluido afirma que dadas
duas sentencas contraditérias uma delas é verdadeira.

Se p e ¢ s@o sentengas, a conjun¢io de p e ¢, em simbolos p A g, (1&-se p e ¢) é uma
sentenca cujo valor verdade é verdadeiro se p e ¢ forem ambas verdadeiras e falso caso

contrario (confira tabela).

Plq|pPAg
ViV V
VIF| F
F|V]| F
F|F| F

Se p e g sdo sentengas, a disjun¢do de p e ¢, em simbolos p V ¢, (1é-se p ou ¢ com
sentido de e/ou) é uma sentenca cujo valor verdade ¢ falso se p e ¢ forem ambas falsas e

verdadeiro caso contrério (confira tabela).

PlqglpVy
ViV V
VIiF|] V
F|V] V
F|F| F

Uma operacao importante em sentencas, principalmente em matemaética, é a impli-
cagdo: se p e g sdo sentengas, entdo p — ¢, (16-se p implica em ¢). Note que: em uso
comum, se p é verdadeiro, entao q é verdadeiro significa que existe uma relacao de causa
entre p e ¢, como em “se José Augusto passa no curso, entdao José Augusto pode colar
grau.” Em matemadtica, portanto, implicacao é no sentido formal: p — ¢ é verdadeiro
exceto se p é verdadeiro e ¢ é falso, isto é, quando na tabela verdade de p e ¢ nao temos
simultaneamente p verdadeira e ¢ falsa, confira tabela. Neste caso, dizemos que “p é

condicao suficiente para ¢” e “q é condi¢ao necessdria para p.”

p|lqa|p—4g
VIV v
VI|F F
F |V \Y
F|F \Y

Por exemplo, sejam p a sentenca “dois &ngulos opostos pelo vértice” e ¢ a sentenca “dois
angulos congruentes.” Entao comprove intuitivamente a tabela da sentenca p — ¢: sendo

verdadeira se podemos desenhar o diagrama dos dngulos, caso contrario falsa.

Teorema 1.1 Sejam p e q duas sentencas. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
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1. p—pVyg.
2. q—pVaq.
3. pANqg—np.
4-PNG—q.

Prova. Provaremos apenas o item (1). Basta provar que se p e ¢ sdo duas sentengas
quaisquer, entao a sentenca p — p V g é sempre verdadeira. Para isto derivamos a tabela

para a sentenca p — p \V ¢ como segue.

pPlq|pVg|lp—pVyg
ViV V \Y
VIF| V \Y
F|V]| V \Y
F|F| F \Y

Teorema 1.2 Sejam p,q e r trés sentencas. Entao a sequinte sentencga é verdadeira
(p—=a)N(g—=r)]—(p—r1)

Prova.Vamos denotar por s a sentenca
(p—= )N (g—=r)]—(p—T)

e derivar a tabela para a sentenca s.

pla|r|p—=alg—r|(p—>aAN(g—r1)|p—or]|s
VIiV|V] V v v vV |V
VIV|F| V F F F |V
V|IF|V| F \Y% F vV |V
V|F|F| F \% F F |V
F|V|V|] Vv \Y% \Y% vV |V
FIV|F| V F F vV |V
F|F|V| V \Y% \Y% vV |V
FIF|F| V \Y% \Y% vV |V

Como a ultima coluna da tabela verdade é constituida de valores “verdadeiros” temos que

s ¢ uma sentenga verdadeira. |

Teorema 1.3 Sejam p,q e r trés sentencas. Se ¢ — r é uma sentenca verdadeira, entao

as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

1. (pVaq) — (pVr);
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2. (pNgq)— (pAT).

Prova. Provaremos apenas o item (1). Vamos derivar a tabela para a sentenca (pVgq) —
(pVr).

(PVag) —(pVr)

Vv

[
3
<

<H << << <<
<mH << <<

H o mhH<d <<
M < < 1 Hh < <<
< m < mH< "<
bM< < << <<

=S|
=S|
o
=S|
=S|

v

Como, por hipétese, a sentenga ¢ — r é verdadeira, nao podemos ter simultaneamente ¢

verdadeira e r falsa. Assim, podemos descartar a sexta linha da tabela verdade. Portanto,

a sentenca (p V q) — (p V r) é verdadeira. [ |

A sentenca
(p—q)A(g—p)
significa p se, e somente se, ¢; em sfmbolos p < ¢. O valor verdade da sentenca p < ¢
satisfaz: p < ¢ é verdadeira se p e ¢ tém o mesmo valor verdade; caso contrério, é falsa,
confira tabela. Neste caso, dizemos que “p é condi¢ao necessdria e suficiente para ¢” e “q

é condicao necesséria e suficiente para p.”

pPlqa|p—4g
VIV \%
VI|F F
F |V F
F|F \Y

Duas sentencas sao chamadas logicamente equivalentes (ou simplesmente equivalentes)
se suas tabelas verdade sao idénticas, isto é, duas sentencas p e ¢ sao equivalentes se p é

verdadeira quando ¢ é verdadeira e p é falsa quando ¢ é falsa.

Exemplo 1.4 Sejam p e q duas sentengas. Mostrar que as senteng¢as p — q e =pV q sao

equivalentes, isto €, (p — q) < (-pV q) (ou (p — q) = (-pV q)).

Solugao. Basta derivar a tabela para a sentenga (p — q) = (—p V q).

pla|-p|-»Va|(p—yq
VI V| F AY Vv
V|F| F F F
FIV|V]| V \Y%
FIF|V | V \Y%




1.1. SENTENCAS 5

Dadas duas sentencas p e ¢, existem quatro sentencas, as quais resultam do uso de —
para conectar p e q. Elas sao:

p—q condicional
q—p reciproca
—q — —p contrapositiva

-p — g Inversa

Note que, a condicional e a contrapositiva sao sentencas logicamente equivalentes. De

fato, basta derivar a tabela para a sentenga (p — ¢) = (=g — —p).

pPlq|™q|p|P—=q]|q =P
VI V| F|F \Y \Y
VIF|V|F F F
F|V|F |V \Y \%
F|F| V|V \Y \%

Também, a reciproca e a inversa sao sentengas logicamente equivalentes (prove isto!).

Frases que exprimem a idéia de quantidade sao chamadas de quantificadores. Por
exemplo, “para todo nidmero z,” “existe um nimero z” e “para nenhum nimero z.” O
quantificador para todo, em simbolos V, é chamado de quantificador universal e o quan-
tificador existe, em sfmbolos d, é chamado de quantificador existencial. Uma expressao
alternativa para o quantificador universal é para qualquer e para o quantificador existencial
é para algum.

E importante considerar a negacio de afirmagdes envolvendo quantificadores. A ne-
gacao do quantificador universal é o quantificador existencial e vice-versa. Por exemplo,
a negacao de “para todo niimero x” é “existe um nimero z.”

Freqiientemente, um Axioma em Algebra Moderna ¢ afirmado como segue: “Existe
um unico elemento x satisfazendo a propriedade P.” Para negar isto, devemos usar uma
das leis De Morgan, confira Exercicio 3 abaixo. “Nao existe um elemento x satisfazendo
a propriedade P ou existe mais de um elemento x satisfazendo a propriedade P.”

Muitos dos Teoremas em Algebra Moderna séo expressos como afirmagio condicional.
Por exemplo, se #? ¢ um nimero par, entdo  é um ntimero par. Como provar essa

afirmacao? Primeiro observe que, se p é a sentenca “2

¢ um ndmero par” e g é a sentenca
“r ¢ um numero par,” entao a afirmacao que devemos provar é p — ¢. Logo, para
prova p — ¢, € suficiente provar qualquer uma das sentencas logicamente equivalentes do
Exercicio 4 abaixo. Neste caso, dizemos que é uma prova indireta ou prova por absurdo.
Assim, a prova indireta de nossa afirmacao é como segue:

Suponhamos que z* seja um nimero par e x seja um nimero impar (p A —q). Entao

xr=2n+1, para algum n € N. Logo,

2 =2(2n* + 2n) + 1
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e, assim, x> é numero impar (—p), o que é uma contradi¢do. Assim, se 2% é um nidmero

par, entao x deve ser um niumero par.
Neste argumento, provamos que a seguinte sentenga (p A —q) — —p € verdadeira.
Portanto, p — ¢ é uma sentenca verdadeira.

Agora, vamos provar que: se £ é um nimero par, entdo 2 ¢ um ntimero par. Primeiro

observe que, se p ¢ a sentenca “r é um niimero par” e ¢ é a sentenca “r? ¢ um ndmero

par,” entao a afirmacao que devemos provar é p — ¢. Para provar que p — ¢, daremos
uma prova direta, isto é, partindo de p até chegar a ¢q. Assim, a prova direta de nossa
afirmagao é como segue:
Suponhamos que x seja um nimero par. Entao x = 2n, para algum n € N. Logo,
= 2(2n?)
e, assim, x* é niimero par. Assim, se x é um nimero par, entio x® deve ser um nimero

par.
EXERCICIOS

1. Sejam p, q e r trés sentengas. Mostrar que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

2. Sejam p e ¢ duas sentengas. Mostrar que as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

(a) ~(=p) = p.
(b)
()
(d)
)
)

(p—q) < (g — —p).
(p—q) < (-pVa).
(p—q) < ~(pA—g).
) pA(P— )] —q

() [(pVa)A-p)l —q.

3. Sejam p e q duas sentencas. Mostrar que as seguintes afirmagoes sao verdadeiras
(Leis De Morgan):
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(a) ~(pAq) < (=pV —q).

(b) =(pVaq) < (=pA—q).

4. Sejam p e q duas sentencas. Mostrar que as seguintes afirmagoes sao logicamente

equivalentes:

5. Sejam p, q e r trés sentengas. Mostrar que as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

@) [p—=aNA(r—q]=[pVr)—q.

®) [p—=aANp—=7)]<p— (@A)

6. Sejam p, q e r trés sentencgas. Se ¢ < r é uma sentenca verdadeira, entao as seguintes

afirmacoes sao verdadeiras:

(a) (pVq) = (pVr).
(b) (PAq) < (pAT).

€ (p—aq) = {@—r)
7. Sejam p, q,r e s quatro sentencas. Se p — ¢ e r — s, entao:

(a) pVr —qVs.

(b) pAT — g As.

8. Sejam m,n € N. Mostrar que se m +n > 20, entao m > 10 ou n > 10.
9. Seja x € R,. Mostrar que se para todo € > 0, tem-se 0 < = < €, entao x = 0.

10. Seja x € R. Mostrar que se x > 0, entao % > 0.
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1.2 Conjuntos

A nocao de conjunto é a prépria estrutura para o pensamento da matemética ab-
strata. Assim, sem divida, para atacar a lista de nog¢oes indefinidas e os vérios axiomas,
relacionando-os, serd tomada uma abordagem informal e/ou formal do assunto.

Um congunto (ou colegdo) € formado de objetos bem definidos. Os objetos que com-
poem um conjunto particular sao chamados de elementos ou membros.

Conjuntos e elementos serao indicados, salvo mencao explicita em contrério, por letras
maitsculas e minisculas do nosso alfabeto, respectivamente. Em particular, empregare-

mos as seguintes notagoes:

e N denota o conjunto de todos os nimeros naturais 1,2, 3, ...

Z é o conjunto de todos os nimeros inteiros 0, 1, £2, £3, ...

e Q ¢ o conjunto de todos os mimeros racionais - isto ¢, fragoes ™, onde m,n sao

nimeros inteiros e n # 0.
e R é o conjunto de todos os niimeros reais.

e C ¢ o conjunto de todos os mimeros complexos a + bi, onde a, b sao nimeros reais e

i? = —1.

Quando um objeto x é um dos elementos que compoem o conjunto A, dizemos que x

pertence a A, escreveremos = € A; caso contrario, escreveremos x ¢ A. Por exemplos,
1
2eN,-2¢N,-1 €z, ¢7,v2¢ Q,V2eR, et

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A e B sao iguais, em simbolos A = B, se eles

consistem dos mesmos elementos, isto é,
re A& x e B.

Caso contrério, A # B. Assim, um conjunto é completamente determinado se conhecemos
seus elementos.
Um conjunto com um nidmero finito de elementos pode ser exibido escrevendo todos

os seus elementos entre chaves e inserindo virgulas entre eles. Assim,
{1,2,3}

denota o conjunto cujos elementos sao 1,2 e 3. A ordem em que os elementos sao escritos
nao altera o conjunto. Assim,
{1,2,3} e {2,3,1}

denota o mesmo conjunto. Também, repeticao de um elemento nao tem efeito. Por
exemplo,
{1,2,3,2} ={1,2,3}.
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Dado um conjunto A e uma propriedade P(z), existe um tnico conjunto B cujos
elementos sdo precisamente aqueles elementos = de A tais que P(x) é verdadeira, em

simbolos
B={zxe€ A: P(x)},

onde “” lé-se tal que. Por exemplo,
{0,1} = {z e R: 2* = z}.

Um modo de representar os elementos de um conjunto é através de pontos interiores a
uma linha fechada e nao entrelacada, quando a linha fechada é um circulo chamamos de

diagrama de Venn (Matemético Inglés John Venn, 1834 - 1923). Por exemplo,

Figura 1.1: Diagrama de Venn.

Definigao 1.5 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é um subconjunto de B se todo

elemento de A é um elemento de B, isto é,

r€A=x€B.

Figura 1.2: A subconjunto de B.

Se A & um subconjunto de B, denotaremos por A C B (O simbolo C significa “estd
contido ou igual”): Na defini¢do, acima, nao esta excluida a possibilidade de A e B serem
iguais. Se A C B e A # B, dizemos que A é um subconjunto préprio de B e denotaremos
por A C B. Se o conjunto A nao estd contido no conjunto B, denotaremos por A ¢ B.

Por exemplos,
NcZcQcRcC

O termo conjunto-universo (ou universal) €, as vezes, usado para um conjunto U que

contém todos os conjuntos em um dado contexto. Por exemplo, na Geometria Plana, o
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universo é o conjunto de todos os pontos do plano. Assim, admitiremos, no que segue, que
todos os conjuntos considerados sejam subconjuntos de um conjunto-universo U/. Note
que se
A={zxelU:P(x)} e B={zeclU:Q(x)},
entdo a afirmacao P(z) = Q(z), significa que A C B.
E possivel citar uma propriedade que ndo possa ser gozada por qualquer elemento.
Neste caso, o conjunto

{relU: P(x)}
nao possui elemento algum. Esse conjunto é conhecido como o conjunto vazio, denotare-
mos por (.
Exemplo 1.6

0={x€Z:x+#x}.
Note que o conjunto vazio () estd contido em qualquer conjunto, de fato:
r¢ A=z ¢,
pois () nao contém nenhum elemento.
Teorema 1.7 Sejam A, B e C subconjuntos de U. Entao:
1. AC A CA.
2. A=B<s ACBeBCA.
3. ACh< A=0.
4. € As {z} C A
5 Se ACBeBCC, entao ACC.
Prova. Exercicio. |

Definigao 1.8 Sejam A e B subconjuntos de U. A uniao de A e B, em simbolos AU B,
é o conjunto
AUB={zxel:x € A ou x € B}.

S o)

AUB AUB AUB=8B

Figura 1.3: A uniao de A e B.
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Definicao 1.9 Sejam A e B subconjuntos de U. A intersecao de A e B, em simbolos
AN B, é o conjunto

ANB={relU:x€ A e x € B}.

ANB ANB=10 ANB=4

Figura 1.4: A intersecao de A e B.

Definicao 1.10 Sejam A e B subconjuntos de U. A diferenca de A e B, em simbolos
A — B, é o conjunto

Teorema 1.11 Sejam A e B subconjuntos de U. Entao:

A-B={xelU:x€ A ez ¢ B}

Figura 1.5: A diferenca de A e B.

1. ACAUBeBCAUB.
2. ANBCAeANBCB.
3. A—BCA.
4. AUB=(ANB)U(A—-B)U(B—-A).
Prova. Exercicio. |

Se A C B, entao B — A é chamado o complementar de A em B. Os conjuntos A e

B sao chamados disjuntos se AN B = (). O complementar de A em U/ é simplesmente
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chamado de complementar de A, em simbolos A" ou A¢, sem referéncia explicita a U.
Assim, A— B=AND0B.

Figura 1.6: O complementar de A.

Exemplo 1.12 Sejam U = {0,1,2,3,4,5,6}, A={1,2,4}, B =1{2,3,5}. Entao:

AUB = {1,2,3,4,5}
AnB = {2}

A—-B = {1,4}
B—A = {3,5}

Al = {0,3,5,6}
B’ = {0,1,4,6}.

Note que (A—B)N(B—A)=0e, em geral, A— B# B— A. A= B se, e somente
se, A— B=B— A={. E ficil verificar que:

r ¢ AUBear¢Aexé¢B.
r ¢ ANBsar¢Aoux¢B.
r ¢ A—Bsax¢ AouzxceB.
r ¢ AszeA.

Teorema 1.13 Sejam A, B e C' subconjuntos de U. Entao:
1. AUA=A AnA=A.
2. AUB=BUA, ANB=BnNA.
3. AU(BUC)=(AuB)UC, An(BNC)=(AnB)NC.
4. AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AnN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C).
5. AUD=A, AnD=10.

6. AUU=U, ANU= A.
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Prova. Provaremos apenas a primeira parte do item 4.

reAU(BNC) & z€AouzxzeBnC

r€Aou (reBexel)
(reAouzeB)e (xreAouzxel)
reAUBexe AUC
re(AUB)N(AUCQ).

te e

|
Note que a lei do cancelamento nao vale para a uniao e intersecao de conjuntos, isto
é, AUB=AUC ou AN B = AN nao implica, em geral, que B = C'. Para ver isto,

basta tomar A = U na primeira equagao e A = () na segunda.
Teorema 1.14 Sejam A e B subconjuntos de U. Entao:

1. (A = A.

2.0 =U, U =0.

3. AUA =U, AnA =1.

4. ACB< B CA.

5. (AUB) =AnNnB, (AnB)=AUDRB".
Prova. Provaremos apenas a primeira parte do item &.

re(AUB) & ¢ AUB
& x¢Aeax¢B
& reAevebB
s reANB.

[
O item 5. do Teorema acima é chamado as Leis De Morgan (Matematico Inglés Au-
gustus De Morgan, 1806 - 1871).

Definigao 1.15 Seja A um conjunto qualquer. FEntao o conjunto cujos elementos sao

subconguntos de A é chamado o conjunto de poténcias de A, em simbolos P(A), isto é,
PA) ={X: X C A}

Note que o conjunto vazio () e o conjunto A (ele préprio) sao subconjuntos de A e,

portanto, sdo elementos de P(A).
Exemplo 1.16 Seja A ={0,1}. Entdo os subconjuntos de A sao (),{0},{1} e A. Logo,

P(A) = {0,{0}, {1}, A}.
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Se A é o conjunto vazio (), entdao P(A) tem um elemento: (). Note que x e {z} nao
S0 0 mesmo, pois x representa um elemento, enquanto, {x} representa um conjunto. Se
r € A, entdo {z} € P(A).

Sejam [ um conjunto qualquer nao-vazio e com cada i € I associaremos um conjunto

A; CU, a familia de conjuntos

é chamada a familia inderada pelos elementos de I e o conjunto I é chamado o conjunto
de indice, isto é, a familia indexada {A;};c; € a regra que associa a cada elemento i € I
seu objeto A;. Por exemplo, se I = {1, 2}, entao a familia indexada sao pares ordenados
{A1, As}.

Seja {A;}icr uma familia indexada de subconjuntos de Y. A unido dos conjuntos A;
consiste de todos os elementos de U que pertencem a pelo menos um conjunto A;, em
stmbolos

UAi ={z el :x € A;, para pelo menosum i € [}.
iel
A intersecao dos conjuntos A; consiste de todos os elementos de I/ que pertencem a todos

os conjuntos A;, em simbolos

mAi:{xGU:xeAi, para todo i € I} .

iel
Observacao 1.17 Quando I = N, usaremos a notacao:
[e.e] [e.e]
iel i=1 iel i=1

Exemplo 1.18 Seja {A;}ien uma familia indexada de subconjuntos de R, onde

| =

1
< -1
._I_Z.}

Ai:{xGR:—

~

Entao . -
JAi=41 e (A = {0}.
i=1 i=1
Teorema 1.19 Seja {A;}ic; uma familia inderada de subconjuntos de U.
1. Se A; C B para qualquer i € I, entdo | J;.; Ai C B.
2. Se B C A; para qualquer i € I, entdo B C ()¢ Ai-

Prova. Provaremos apenas o item 1. Suponhamos que A; C B, para qualquer 7 € I. Se
x € |J,e; Ai, entdo existe i € I tal que & € A;. Logo, por hipétese, x € B. [ |
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1.

10.

EXERCICIOS

Numa faculdade em que estudam 250 alunos houve, no final do semestre, reposicao
nas disciplinas de Matematica e Portugués, sendo que 10 alunos fizeram reposicao
das duas matérias, 42 fizeram reposicao de Portugués e 187 alunos nao ficaram em

reposicao. Determinar:

(a) Quantos alunos ficaram, no total, em reposi¢ao?
(b) Quantos fizeram reposi¢ao apenas em Matemdtica?

(c) Quantos ficaram em apenas uma matéria?

Sejam A, B e C subconjuntos de « com A C B. Mostrar que:

Sejam A e B subconjuntos de /. Mostrar que:

ANB=0<A—B=Ae B—A=B,.

Sejam A e B subconjuntos de Y. Mostrar que:

(a) ACB« AUB=B.
(b) ACB< ANB = A.

Sejam A e B subconjuntos de Y. Mostrar que:
(a) AU(ANB) = A.
(b) AN(AUB) = A.

Sejam A, B e C' subconjuntos de Y. Se AUB = AUC e ANB = ANC, entao
B=C.

Sejam A e B subconjuntos de Y. Mostrar que A C B < ANB = 0.

Sejam A e B subconjuntos de Y. Mostrar que AN (A'UB) =ANB.

Sejam A, B e C subconjuntos ded. Se ANB=0e AUB=U, entao A = B'.
Sejam A, B e C' subconjuntos de U. Mostrar que

A=B& (ANnB)YU(ANB)=10.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Sejam A, B e C' subconjuntos ded. Se AC Be(C =B — A,entao A=B —C.

Sejam A e B subconjuntos de U e seja X um subconjunto de & com as seguintes

propriedades:
(a) ACX eBCX;
(b) Se ACY e BCY,entao X C VY, paratodo Y CU.
Mostrar que X = AU B.
Enuncie e demonstre um resultado anédlogo ao anterior, caracterizando A N B.
Sejam A e B subconjuntos de /. Mostrar que:
(a) (ANB)N(A—B)=0.

(b AnNB=A—-(A-DB).

(c) A=(ANB)U(A - B).

Sejam A e B subconjuntos de . Usando A — B = AN B’ mostrar que:
(a) A=10.

(b) B=A—-(ANnB)=(AUB)—B.
(c) (A—B)Nn(B—-A)=10.

(d AUB=(ANB)U(A—-B)U(B—-A).

A —
A —

Sejam A, B e C subconjuntos de Y. Mostrar que:

)

b) A-(B-C)=(A-B)U(ANCQO).
(c) AU(B—C)=(AUB)—(C—A).
(d) AN(B-C)=(ANB)—(CNA).

Sejam A, B e C' subconjuntos de U. Mostrar que:
(a) AUB=AU(B—A),com AN (B—A)=10.

(b) B=(B—A)U(ANB), com (B — A)n (AN B) = 0.

Sejam A e B subconjuntos de ¢. Usando A x B = A’ N B’ como defini¢do mostrar

que:

(a) Ax A=A
(b) (AxA)x(BxB)=ANB.
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(c) (A*B)*(AxB)=AUB.

19. Sejam A, B e C' subconjuntos de U. A diferenca simétrica ou soma Booleana de A
e B é o conjunto AA B=(A— B)U(B— A). Mostrar que:

(a) AAD = A.

(b) AAB=0< A=B.
(c) AANB=(AUB)—(BnA).
(d) AAB=BAA.

(e) ANAB=AANC = B=C.

(f) AAN(BAC)=(AAB)AC.

g) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
h) AUC=BUC< AABCC.

(i) (AuC)A(BuC)=(AAB)-C.

(
(

20. Seja B um subconjunto de U com pelo menos dois elemento, se A C Be B—{z} C A,
para todo = € B, entao A = B.

21. Durante a verificacao de controle de qualidade de uma amostra com 1.000 TV’s
foram encotradas 100 TV’s tendo um defeito no tubo de imagem, 75 TV’s tendo um
defeito no sistema de som, 80 TV’s tendo um defeito no controle remoto, 20 TV’s
tendo um defeito no tubo de imagem e controle remoto, 30 TV’s tendo um defeito
no tubo de imagem e sistema de som, 15 TV’s tendo um defeito no sistema de som
e controle remoto, e 5 TV’s tendo todos os defeitos relacionados acima. Use um

diagrama de Venn para mostrar que:

(a
(b

) 195 tém pelo menos um defeito.
)

c¢) 55 tém somente um defeito no tubo de imagem.
)
)

805 nao tém defeitos.
(
(d) 35 tém somente um defeito no sistema de som.

(e) 50 tém somente um defeito no controle remoto.

22. Sejam {A;};c; uma familia indexada de subconjuntos de & e X um subconjunto de

U com as seguintes propriedades:

(a) Para todo i € I, tem-se X C A;;
(b) Se Y C A; para todo i € I, entdo Y C X.

Mostrar que X =)

ZEI
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23. Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao anterior, caracterizando | J,.; A;.

24. Seja {A;}icr uma familia indexada de subconjuntos de U. Mostrar que:

(a) (Uz‘el Ai)/ - ﬂz‘el A;'
(b) (ﬂie[ Az’)/ = UieI Ag-

25. Sejam {A;}ie; uma familia indexada de subconjuntos de U, onde I = {1,2,... n}

e A um subconjunto de U. Mostrar que:

26. Seja { A, }ien uma familia indexada de subconjuntos de Y. Defina a familia indexada
{Bi}iGNa onde

1—1
By = A, Bi=A;— | An.

n=1

Mostrar que os elementos da familia {B;};en sao disjuntos aos pares e |Jo; B; =
U?; A;.

27. Seja {A;}ieny uma familia indexada de subconjuntos de U. Mostrar que:

a) Se
“ A={z €Uz € A; para uma infinidade de valores de i},

entao e

A:ﬂ<UAO.
i=1 \n=i
(b) Se
A={z €Uz e A; exceto um nimero finito de valores de i},
entao

(Sugestao: Se x € (2, (U, An), entdo z € |J,—, Ay, Vi € N. Logo, existe um
primeiro 7; € N tal que z € 4;,. Como z € U;o:ilﬂ A,, temos que existe i, € N

com is > i1 tal que x € A;,, e assim por diante.)

28. Seja {A;}ieny uma familia indexada de subconjuntos de R, onde

1 41
Az:{$€R——§$SZ+ }

7 ]

Determinar o conjunto A do exercicio 26.
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29.

30.

31.
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Seja {A;}ieny uma familia indexada de subconjuntos de R, onde
) )

Ai:{xER:lng?)—l}.

Determinar o conjunto A do exercicio 26.

Seja {A;}ieny uma familia indexada de subconjuntos de R, onde

4 (—1, %], se i & par
’ (—1,1], se i ¢ fmpar.
Determinar o conjunto A do exercicio 26.

Seja {A,;}ien uma familia indexada de subconjuntos de R?, onde

A; = {(z,y) ERZ:(:C—<_T,1)i)2+y2< 1}.

Determinar o conjunto A do exercicio 26.

19
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Capitulo 2
Relacoes e Funcoes

Neste capitulo apresentaremos dois tipos de relacoes, as quais sao bésicas para todos
os ramos da Matematica: relagoes de equivaléncia e fungoes. O leitor interessado em mais
detalhes pode consultar [13, 17].

2.1 Relacoes

Definicao 2.1 Sejam x ey elementos de um conjunto A. Entdo o conjunto {{z},{z,y}}
¢ chamado par ordenado, em simbolos (z,y); x é chamada a primeira componente (ou

coordenada) e y a segunda componente (ou coordenada).

Provaremos que (z,y) = (z,w) &z =zey =w.
De fato, se x = z e y = w, entao trivialmente (x,y) = (z,w). Reciprocamente, seja
(z,y) = (z,w). Entao

ek Az yhy = Heh {7z wh)

Pela definicao de iguadade de conjuntos, obtemos

{z} = {2} ou {a} = {z, w},

Se {z} = {z}, entao devemos ter {z,y} = {z,w}. Assim, x = z e y = w. Se, por outro
lado, {z} = {z,w}, entdo devemos ter {z,y} = {z}. Logo, z = 2z =wex =y = z.

Portanto, r = 2z =y = w.

Definicao 2.2 Sejam A e B dois conjuntos. O conjunto de todos os pares ordenados
(z,y), onde xz € A ey € B, é chamado o produto cartesiano de A e B, nesta ordem, em

stmbolos A x B, isto é,
Ax B={(z,y) :x € Ay € B}.

Quando A = B, temos o produto cartesiano A2 = A x A. O subconjunto
D = {(a,b) € A* : a = b}
¢ chamado a diagonal de A?.

21
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Exemplo 2.3 Se A ={0,1} e B=1{0,2,4}, entdo

Ax B =1{(0,0),(0,2),(0,4),(1,0), (1,2), (1,4)}

B x A=1{(0,0),(0,1),(2,0),(2,1),(4,0),(4,1)}.
Assim, claramente Ax B # B x A. De fato, Ax B=BxA& A=B,A=0 ouB = .
O termo “cartesiano” é tomado emprestado da geometria de coordenadas, onde um
ponto no plano é representado por um par ordenado de nimeros reais (z, y), chamado suas
coordenadas cartesiana. O produto cartesiano R x R é entao o conjunto das coordenadas
cartesiana de todos os pontos do plano.
Note que, se o conjunto A contém m elementos e B contém n elementos, entao A X

B contém mn elementos, pois no par ordenado (z,y) existem m possibilidades para a

primeira componente e n possibilidades para a segunda componente. E fécil verificar que:
(x,y) ¢ AxB<saxé¢ AouyéB.
Teorema 2.4 Sejam A, B,C e D conjuntos. Entao:
1. Ax (BNC)=(Ax B)N(AxC);
2. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC);
3. Ax(B-C)=(AxB)—(Ax();
4. (AxB)N(C x D)= (ANC) x (BN D);
5. 8eCxD#0,entioCxDCAxB&CCAeDCB.

Prova. Provaremos apenas o item (1).

(x,y) € Ax (BNC) reAeye(BNO)
reAeyeBeyel
(x,y) e AxBe (z,y) e AxC

(r,y) € (Ax B)Nn(Ax C).

t e

Definigao 2.5 Sejam A, B conjuntos e R um subconjunto de Ax B. Entdo R é chamado
uma relagao de A em B. Se (z,y) € R, entdo dizemos que x estd relacionado com y, em

stmbolos x*Ry. Quando A = B dizemos que R é uma relacao bindria em A.

Note que, uma relacao é determinada por trés conjuntos A, B e um subconjunto R de
A x B, embora chamamo-a simplesmente de relacao. Se R ¢ uma relacaio de Aem Be S
uma relacao de C' em D, entao R e S sao iguais, em simbolos R = S, se, e somente se,
A=C,B=DexRy< xSy, paratodoxr € Aey € B.
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Exemplo 2.6

Ri = {(z,9) ERxR:2? +y2=1}; Ry={(n,y) €EZXxZ:y=2x} e
Ry = {(2,y) €ZxZ:2*+y* =4} = {(£2,0),(0,+2)}.

Definicao 2.7 Seja R uma relacio de A em B, entio R~ definida por
R '={(y,r) € Bx A: 2Ry}
é uma relagdo de B em A, chamada relagao inversa de R.
Exemplo 2.8 Seja A ={0,1,2,3}. Se
R =1{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3)}, entdo R~' ={(1,1),(2,1),(2,2),(3,2)}.

Definigao 2.9 Sejam R uma relagao de A em B e S uma relagio de B em C. Entdo a

relacao composta de A em C, em simbolos S o R, é dada por
SoR=A{(x,z) e AxC:3 ye B tal que Ry e ySz}.
Exemplo 2.10 Seja A ={0,1,2,3}. Se
R={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3)} ¢ S ={(1,0),(2,1),(3,2)}
sao duas relagoes em A, entao
SoR ={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2)} e RoS=1{(2,1),(2,2),(3,2),(3,3)}.

Teorema 2.11 Sejam R uma relacao de A em B, S uma relacao de B em C' e T uma

relagao de C' em D. Entao as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. (R°H1T=R.
2. (SoR)'=R1oS.
3. (ToS)oR=To(SoR).
Prova. Provaremos apenas o item (1).
(r,y)) e R H) e (y,2) e R & (1,y) € R.
[ |

Seja R uma relacao de A em B. Entao o dominio de R, em simbolos DomR, é o

conjunto
DomR ={z € A: 3 y € B tal que xRy}

e a tmagem de R, em sfmbolos Im R, é o conjunto
ImR={ye B:3 z € A tal que zRy}.

Note que DomR C A, ImR € B e R C DomR x ImR. O conjunto B é chamado o

contradominio da relacao R.
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Teorema 2.12 Sejam R uma relagao de A em B e S uma relagao de B em C. Entao:
1. DomR =ImR .
2. ImR = DomR 1.
3. Dom(SoR) C DomR.
4. Im(SoR) CImS.
Prova. Provaremos apenas os itens (1) e (3).

r € DomR < Jye€ B talque (z,y) € R
& JyeBtalque (y,r) e R7!
& relmRL

r€Dom(SoR) = T zeC talque (z,2) ESoR
= dyeBtalque (z,y) e R e (y,2) €S
= 1w € DomR.

Definicao 2.13 Uma relagio R em um conjunto nao-vazio A é uma relacao de equiv-

aléncia em A se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. 2Rz, ¥ = € A (reflexividade e DomR = A);
2. Se xRy, entio yRz,¥ x,y € A (simetria);

3. Se xRy e yRz, entio xRz (transitividade).

Observagao 2.14 Quando uma relagio R em um conjunto A for uma relagao de equi-
valéncia, adotaremos, em geral, a notacao ~ em vez de R e dizemos que x é equivalente a

y médulo ~; quando nao existir perigo de ambiguidade, escreveremos simplesmente x ~ .
Exemplo 2.15 Seja A um conjunto nao-vazio. Para x,y € A, definimos
T~YyST =1y,
Entao é facil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A.
Exemplo 2.16 Seja A =R x R. Para (a,b),(c,d) € A, definimos
(a,b) ~ (¢,d) & a—c,b—deZ.

Entao ~ é uma relagdo de equivaléncia em A.
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Solugao. (a,b) ~ (a,b), poisa—a=b—b=0 € Z. Se (a,b) ~ (¢,d), entdo (c,d) ~ (a,b),
pois

c—a=—(a—c),d—b=—(b—d) € Z.

Finalmente, se (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (z,y), entdo (a,b) ~ (x,y), pois
a—zrx=(a—c)—(x—c)y—b=(y—d)— (b—d) € Z.
Exemplo 2.17 Seja A =N. Para x,y € A, definimos
r~y&sx+y=10.
Entao ~ nao é uma relagao de equivaléncia em A, pois ~ nao é reflexiva:
444#10=4~=4.
Exemplo 2.18 Seja A =7. Para x,y € A, definimos
T~y T—Yy=3n,n¢cL.
Entao é facil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A.

Seja ~ uma relacao de equivaléncia em A. Para z € A, T denota o subconjunto de A

formado pelos elementos de A que sao equivalentes a x, isto &,
T={yeA:y~ua}.

Esse conjunto é chamado a classe de equivaléncia de x mddulo ~ determinada por x.

O conjunto quociente de A pela relagao de equivaléncia ~, em simbolos

A

)
[

é o conjunto de todas as classes de equivaléncias médulo ~. Assim,

é:{E:JEEA}.

Exemplo 2.19 Seja A ={0,1,2,3,4}. Entdo

R = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(2,2),(2,3), (3,2),

é uma relagdo de equivaléncia em A e
0=1={0,1} e2=3=4={2,3,4}.

Assim,
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Exemplo 2.20 Seja ~ a relagio do Exemplo 2.18. Entao

A

£ - {0.1,7).
Solucgao.
= {r€eA:2~0} = {re€eA:x=3nn¢ecl}
{reAd:z~1} = {x€eA:x=3n+1nelZ},
= {z€eA:x~2} = {ze€A:x2=3n+2,n€Z},

ol = Ol
I

e0=3,1=4,2=05, etc.
Teorema 2.21 Seja ~ uma relacao de equivaléncia em A. Entao:

1. T#0, para todo x € A.

Prova. (1) Como x € T, para todo x € A, temos que T # ). (2) Se y € T, entéo y ~ z.
Agora,
ZEYS Z~NY e Y~NTESLZ~NT S ZET.

Logo, T = 7. (3) direto do item (2). (4) direto do item (3). Para provar (5), como T C A,
V x € A temos que
Uzca

TEA

Reciprocamente, x € T = {z} C 7. Assim,

A:U{x}g UE

T€EA T€EA

Definicao 2.22 Seja A um conjunto nao-vazio. Dizemos que um conjunto P C P(A) é

uma particao de A se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. 0 ¢ P;
2. X =Y ouXNY =0, para todos X,Y € P (disjuntos aos pares);

3 Uxep X = A,
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Note que a definicao acima é equivalente a: cada elemento de A pertence a um e
somente um elemento (ou bloco) de P. Note, também, que cada subconjunto préprio e

nao-vazio X de A determina uma particao de A em dois subconjuntos, a saber,
P={XA-X}.
Exemplo 2.23 Seja A ={1,2,3,4,5,6,7}. Entdao
Pr={{1,3,5},{2,7},{4,6}}
é uma particao de A mas
Py ={{1,2,3},{2,3,4,5},{5,6,7}} e Ps={{1,3},{4,7}}

nao o $ao.
Exemplo 2.24 Se A =R, entao P = {X,Y, Z}, onde

X=]-00,0[, Y=10,3] e Z=1]3,+00],
é uma particao de A.
Exemplo 2.25 Se A =7, entio P = {X,Y}, onde

X ={0,42,44,...} e Y = {£1,+3,45,.. .},
é uma particao de A, pois todo inteiro é par ou impar. Note que
R={(z,y) e AxA:dneA tal que v —y = 2n}

é uma relacio de equivaléncia em A tal que 0 = X e 1 =Y. Mais geralmente, temos:

Teorema 2.26 Se P é uma particao do conjunto A, entdo existe uma tunica rela¢do de

equivaléncia em A cujas classes de equivaléncia sao precisamente os elementos de P.

Prova. (Existéncia) Dados a,b € A, definimos
aRb & existe X € P tal que a,b € X.

Entao R é uma relacao de equivaléncia em A. De fato, dados a, b, c € A temos que: aRa,
por definicao. Se aRb, entao existe X € P tal que a,b € X; como b,a € X temos que
bRa. Finalmente, se aRb e bRc, entao existem X,Y € P tais que a,b € X e b,c € Y.
Como b € X NY temos, por definicao, que X =Y. Logo, a,c € X e aRc.

Agora, vamos mostrar que

= =P
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Se X € P, entao existe a € A tal que a € X , pois X # (; assim,
be X & bRa<beT;

isto é, X = @; logo, P C %. Reciprocamente, sejam @ € % e X o elemento de P tal que
a € X. Entao
beas bRa<be X,

isto é, a = X; logo, % CcP.
(Unicidade) Sejam R e R duas relagdes de equivaléncias em A tais que
A A
o P = R
Entao, para todos a,b € A,
(a,b) € Ry < existe X € P tal que a,b € X < (a,b) € Ro.
Portanto, R = Ro. |
Exemplo 2.27 Seja A =R x R. Para (a,b),(x,y) € A, definimos
(aab) ~ <x7y) <:>a_x:b_y'

Entao é facil verificar que ~ é uma relagdo de equivaléncia em A. Agora, para (a,b) € A,

(a,0) ={(z,y) € Ary=a+b—a},

isto €, as classes de equivaléncia em A sao retas de coeficiente angular igual a 1 passando
pelo ponto (a,b). Assim, a relagio ~ pode ser vista como uma particao de A numa familia
de retas paralelas.

EXERCICIOS

1. Teste a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva para as relacoes
R em A ={1,2,3} dadas abaixo. Descreva a particao associada a cada relagao de

equivaléncia:
(a) B ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)};
(b) R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(
)
)

() R={(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),(1,3),(3, )}
(d) R=Ax A

2. Seja A =N x N. Para (a,b), (¢,d) € A, definimos
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=>b+c.

Mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A. Descreva suas classes de

equivaléncia e o conjunto quociente.
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3. Seja A =7 x Z*, onde Z* = Z — {0}. Para (a,b), (c,d) € A, definimos
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A. Descreva suas classes de

equivaléncia e o conjunto quociente.
4. Seja A =C. Para z =a+ bi,w = c+id € A, definimos
z~w e a®+ b =7+ dE
Mostrar que ~ ¢ uma relacao de equivaléncia em A. Descreva a classe 1 + 1.

5. Teste a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva para as relacoes ~

em Z dadas abaixo. Descreva a particao associada a cada relacao de equivaléncia:

8

2
<
(3
8

|
<

I
[\)
S
_|_
—
(@]
o
B
N
m
N

6. Teste a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva para as relagoes
bindrias através dos seguintes subconjuntos R se R2. Descreva a parti¢ao associada

a cada relacao de equivaléncia:

) R={(z,y) eR?*:2>0ey >0}
) R={(z,y) eR?: y =z}
) R={(z,y) eR?:2<0ey>0};
) R={(z,y) e R?: 2 +y* < 4};
) R={(z,y) eR?*: -1 <y—x <1}
7. Seja R uma relagao em A. Dé um exemplo para mostrar que o seguinte argumento é
)
falso. Se 2Ry, entao por simetria yRx e por transitividade zRx, isto é, reflexividade

¢ uma condicao supérflua na defini¢do de relagao de equivaléncia em A. (Sugestao:

Observe o dominio da relacao R.)

8. Sejam R uma relacdo em A e D = {(z,x) : x € A}. Mostrar que:

(a) R é reflexiva se, e somente se, D C R;
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(b) R é simétrica se, e somente se, R = R™1;

(c) R é transitiva se, e somente se, RoR C R.

9. Seja R uma relacao reflexiva em A. Mostrar que R é uma relagao de equivaléncia

em A se, e somente se, Ro R '=TR.
10. Seja A = R. Para a,b € A*, definimos
an~bs ab= 2?4197
para alguns z,y € A. Mostrar que ~ é uma relagao de equivaléncia em A*.

11. Seja R uma relacao reflexiva em A. Mostrar que S C RoS e S C S o R para

qualquer relagdo S em A.

12. Sejam R e S duas relagoes de equivaléncia em A. Mostrar que S o R é uma relagao

de equivaléncia em A se, e somente se, SoR =RoS.

13. Sejam R e S duas relagoes de equivaléncia em A. Mostrar que R US é uma relacao
de equivaléncia em A se, e somente se, SoR CRUSeRoSCRUS.

14. Seja {R;}ic;r uma familia indexada de relages de equivaléncia em A. Mostrar que

Nic; Ri € uma relacao de equivaléncia em A.
15. Seja A C B fixado. Para X,Y € P(B), definimos

X~Y e ANX =ANY.

Mostrar que ~ ¢ uma relagao de equivaléncia em P(B).

16. Mostrar que as seguintes relacoes ~ sao relacoes de equivaléncia em R2.

17. Dé exemplos de relagoes de equivaléncia ~ em um conjunto A tais que:

—
&
~
2 I

= {4}
={z},V z € A

°
S

seja um conjunto infinito e o conjunto % contenha exatamente 5 elementos;
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(d) A seja um conjunto infinito e 24 também o seja.

18. Seja L o conjunto de todas as retas no plano. Sejam R, e R, as seguintes relagoes
em L:
Ri={(r,s):r| s},Ro ={(r,s) : v L s}.

Mostrar, argumentando informalmente, que:

(a) Ry é uma relagao de equivaléncia em L;
(b) R20R1 :RQ eR10R2 :RQ;

(c) R1 URs é uma relagdo de equivaléncia em L; descreva suas classes de equiv-

aléncia.

19. Uma relacao ~ em A é chamada circular se © ~ y e y ~ z implica que z ~ = para
todos x,y, z € A. Mostrar que ~ é uma relagao de equivaléncia se, e somente se, ~

é reflexiva e circular.
20. Sejam R uma relagao em A e
S={(a,b):IneNeuz =a,xq,...,0,=> tal que (z;,z,41) € R}.
Mostrar que:

(a) S ¢ um relagao transitiva em A e se 7 ¢ uma relagdo transitiva em A tal que
RC7T,entao S C 7.

(b) Se R é reflexiva e simétrica, entdo S ¢ uma relagao de equivaléncia em A.

21. Seja a € N. Mostrar que a familia indexada {A, },cz, onde A, = [na, (n + 1)a[, &
uma particao de R.

22. Descreva a relagao de equivaléncia correspondente a seguinte particao de Z:

{...,—8,-4,0,4,8,..yu{...,—7,-3,1,5,.. } U
{...,—6,-2,2,6,..}U{...,=5,—1,3,7,...}

2.2 Funcoes

O conceito de fungao é um dos mais bédsicos em toda a Matemédtica. Uma fungao é,
geralmente, definida como segue: Se A e B sao dois conjuntos, entdo uma funcao de A
em B é uma “regra” que a todo elemento x € A associa um tnico elemento y € B; para
indicar a conexao entre x e y usualmente escreve-se y = f(z).

Se f é uma fungao de A em B, entao o grdfico de f é o conjunto de todos os pares

ordenados (z,y) tais que y = f(z), isto é,

graf(f) = {(z,y) € AX B :y = f(z)}.
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Exemplo 2.28 Sejam A ={-1,0,1,2}, B=1{0,1,2} e f a funcdo definida pela tabela

v |10 1 2
f@)] 00 2 1

Entao o grdfico de f é

graf(f) = {(_17 0)7 (07 0)7 (17 2)7 (27 1)}

Claramente, podemos usar as informagoes contidas na tabela para construir o grafico
de f e usar as informacoes contidas no gréafico para construir a tabela de f. Assim, uma
funcao determina completamente seu grafico e, reciprocamente, seu grafico determina
completamente a fungao. Logo, nao existe necessidade de distinguir entre uma funcao e

seu grafico. Por essa razao usaremos um tratamento rigoroso para definir funcao.

Definicao 2.29 Uma funcgao ou aplicacao de A em B é uma relacao f de A em B tal
que se (z,y1) € f e (z,y2) € f, entdo y, = ya.

Escrevemos f : A — B para indicar que f é uma funcao com dominio A e con-
tradominio B. Se (x,y) € f dizemos que y é o valor ou a imagem de x com respeito a
f, em simbolos y = f(z), também dizemos que x é a pré-imagem de y com respeito a f.
Assim, a definicao acima é equivalente a: para cada elemento x € A corresponde a uma
Unica imagem y € B. Note que, se y1 = f(x1), y2 = f(x2) e 11 = x5, entdo y; = yo;
dizemos que a funcao f estd bem definida, isto é, se x1 = o, entdo f(z1) = f(x2). O
leitor, sempre que possivel, deve fazer o grifico de uma func¢ao, pois é muito importante

ter uma idéia geométrica da mesma.
Exemplo 2.30 Se f = {(—1,0),(0,0),(1,2),(2,1)}, entdo f é uma funcao com

Domf = {-1,0,1,2},Im f = {0,1,2}

f(=1)=0,f(0)=0,f(1) =2,f(2) = 1.
Exemplo 2.31 Se R = {(z,y) € R x R: 2%+ y*> = 25}, entio R é uma relagdo, mas R

nao é uma fungao, pois (3,—4) € R e (3,4) € R com —4 # 4.

Exemplo 2.32 Sejam f:R — R e g: R — R duas fungdes definidas por f(z) = Va2 e
g(x) = ||, respectivamente. Entdo f = g, pois Va? = |z|, ¥V = € R.

Exemplo 2.33 Sejam f : R - Reg: R —> R, = {x € R: x > 0} duas fungoes
definidas por f(z) = 2% e g(x) = 22, respectivamente. Entdo f # g, pois R # R,.

Seja f : A — B uma funcao. Entao Im f C B. Se Im f = B dizemos que f aplica A
sobre B ou que f é sobrejetora, isto é, dado qualquer y € B existe pelo menos um z € A

tal que y = f(x).
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Exemplo 2.34 Seja f : R — R, uma funcdo definida por f(x) = x®. Entdo [ é

sobrejetora, pois dado y € R, sempre existe x € R tal que
T=\/y ouy=21>
Uma fungao f : A — B é chamada injetora se f satisfaz a seguinte condigao:
(z1,9) € f e (z9,y) € f = 11 =22,V 71,20 € A
ou, equivalentemente,
f(xz1) = f(xe) = 21 = 29,V 1,29 € A.

Exemplo 2.35 Seja f: R — R uma funcao definida por f(x) = x3. Entdo [ ¢é injetora,

pots
f(z1) = f(zg) = x‘;’ = x% = x‘;’ — acg =0=(r; — :Bg)(x% + 1129 +x§) =0.

Logo,

2 2
1 — 22 =0 ou 27 + 2129 + 25 = 0.
Assim, ©1 = 19 ou

T2

2)2:O:>l’1:l'2:0.

X
22 + mymy + 2 = (71 + 72)2 + 3

Uma funcao f : A — B é chamada bijetora ou casada se f é sobrejetora e injetora.
Note que, se f : A — B é bijetora, entao todo elemento de A tem exatamente uma
imagem em B e todo elemento de B tem exatamente uma pré-imagem em A. Assim,
todos os elementos de A e todos os elementos de B sao associados aos pares. Por essa
razao, se f : A — B é bijetora, dizemos, as vezes, que f é uma correspondéncia biunivoca

entre A e B. Em particular, se f : A — A é bijetora, dizemos que f é uma permutacao
de A.

Exemplo 2.36 Seja f: R — R uma fungdo definida por f(x) = |z|, onde |x| é igual

ao maior inteiro menor do que ou igual a x, isto é,
|z] =max{n € Z:n < x}.

Entao f ndo é bijetora, pois

Bl=2=0cl#lavacr

Dizemos que |x| é a parte inteira de = e que o mimero real xty = x — |x] é a parte

fraciondria de x. Além disso, xo satisfaz a propriedade

0< 2y <1
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Seja A um conjunto nao-vazio. A funcao I, : A — A dada por
Ij(x)=2z,Vx €A

é chamada a funcao identidade. Note que I4 é sempre bijetora.

Sejam A, B dois conjuntos e b € B. A funcao k : A — B dada por
k(x)=b¥Y x € A

é chamada a funcdao constante. Note que, se A tem pelo menos dois elementos, entao k
nao ¢ injetora e se B tem pelo menos dois elementos, entao k£ nao é sobrejetora.
Sejam A um conjunto e X C A. A funcao i : X — A dada por

ix) =2,V oelX

é chamada a funcao inclusao. Note que, ¢ é sempre injetora, portanto, se X # A, entao ¢
nao é sobrejetora.
Sejam f : A — B uma funcao e X C A. Entao f induz uma fungao fx : X — B dada
por
fx(@) = f(x),V z e X,

a qual é chamada a restricio de f para X, em simbolos fx = f |x. Por outro lado, se
A C C, entao a fungao F': C' — B dada por

F(z)=f(z),VzeA

é chamada a extensio de f para C. Note que, f = F' | 4.

Sejam f : A — A uma funcao e X C A. Dizemos que X é invariante sob f se
f(z) € X, para cada z € X, isto &, f(X) C X. Assim, se X ¢é invariante sob f, entao a
fx ¢ uma funcao de X em X. O conjunto

Ar={z e A: f(z) ==z}
é o conjunto de pontos fixos de f e é claramente invariante sob f.

Teorema 2.37 Sejam f: A — B eg: B — C duas funcoes. Entio go f: A — C é

uma fungao.
Prova. Pelo Teorema 2.12, temos que
Dom(go f) C Domf =A e Im(go f) CImg C C.

Agora, se x € Domf, entdo existe y € B tal que (z,y) € f. Como Domg = B temos que
existe z € C tal que (y,2) € g. Assim, existe y € B tal que (z,y) € f e (y,2) € g, para
algum 2z € O, isto é, (z,2) € go f. Logo, Domf C Dom(g o f). Finalmente, suponhamos
que (x,z1) € go f e (x,22) € go f. Entao existem y;,y2 € B tais que (x,y;) € f e
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(y1,21) € g, (I,yg) S f € <y2722) € g, isto é7 (xvyl) S f € (xva) € f ) (ylazl) cge
(y2,22) € g. Como, por hipétese f é uma funcao, temos que y; = yo. Logo, (y1,21) € ¢
e (y1,22) € g. Como, por hipétese g é uma fungao, temos que z; = z,. Portanto, go f é

uma funcao. [ ]

A funcdo g o f é chamada a composicao de f com g. Note que z = (g o f)(z) se, e
somente se, (z,2) € go f se, e somente se, existe y € B tal que (x,y) € f e (y,z) € g se,

e somente se, existe y € B tal que y = f(x) e z = g(y). Logo,

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Assim, para obter o valor da composi¢ao de f com g em z primeiro encontramos o valor
de f em x para depois encontrarmos o valor de g em f(z).
A compoicao de duas fungoes f : A — B e g : B — C pode ser representada pelo

diagrama
A — B
! |
A —- C

Se h: A — C éuma fungao tal que hol,(z) = go f(x),V = € A, dizemos que o diagrama
comuta. E claro que o diagrama comuta se, e somente se, h = g o f.
Uma funcao f : A — B é chamada invertivel se f~': B — A for uma funcao. Seja

f A — B uma funcao invertivel. Entao
y=f)e @y efer)efea=[(y

Teorema 2.38 Se f : A — B ¢é uma funcao bijetora, entao f~!: B — A é uma fungado

bijetora.
Prova. Pelo Teorema 2.12, temos que

Imf'=Domf=A e Domf ! =Im f = B.
Agora, vamos mostrar que f~! é uma funcao.

(y,z1) € fh e (y,22) € [ = (z1,y) € [ e (22,y) € f = 21 = 22,

pois f ¢é injetora. Como Im f~! = A temos que f~! é sobrejetora. Finalmente, dados

Y1, Y2 € B,

= (y17:r> € fil € (y2>$) € fil
= (@Zh) € f € ($,y2) € f
= =Y

= f"n) = ()

2

pois f é uma funcao. Logo, f~! & injetora. |
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Teorema 2.39 Se f: A — B é uma funcao invertivel, entao f : A — B é uma fung¢ao

bijetora.

Prova. Como, por hipétese f : A — B é uma funcao invertivel, temos que f~!: B — A é
uma funcdo. Assim, pelo Teorema 2.12, temos que Im f = Domf~! = B. Como Im f = B

temos que f é sobrejetora. Finalmente, dados x1, x5 € A,

y=[f(z1)=f(z2) = (z1,y) €[ e (z2y)€f
= (yvxl) S f_l e (yva) S f_l
= I = T2,

pois f~! ¢ uma funcdo. Logo, f & injetora. |
Teorema 2.40 Seja f: A — B uma func¢ao invertivel. Entao:

1. f7lof =1,

2. fofl=1Ig.

Prova. Provaremos apenas o item (1).
Dado z € A = Domf. Entao existe y € B tal que y = f(z). Como f é invertivel
temos que z = f~!(y). Logo,

(fro @) = fH(f@) = fHy) =2 = La(a),V z € A,
istoé, f~lo f =1, [ |

Teorema 2.41 Sejam f: A— B eg: B — A duas fungoes. Se gof =14 e fog=1Ig,
entio f: A — B ¢é bijetora e g = f~1.

Prova. Exercicio. [ ]

Sejam f : A — B uma funcao e X C A. A imagem direta de X sob f, em simbolos
f(X), é o seguinte subconjunto de B:

f(X) = {yeB:3 ze X talque y = f(z)}
{f(z):x € X} ClIm f.

Sejam f: A — B uma funcao e Y C B. A pré-imagem ou imagem inversa de Y sob

f, em simbolos f~(Y), é o seguinte subconjunto de A:
ffY)={xc A: f(x) €Y}.

Observacgao 2.42 1Y) faz sentido sempre, mesmo quando [ ndo ¢é injetora e nem
sobrejetora. Se f nao é injetora, entdo f~H(Y) pode ter mais de um elemento, mesmo
sendo Y um conjunto unitdrio; se f nao é sobrejetora, entio f~*(Y) pode ser vazio com
Y # 0. Quando Y = {y}, denotaremos f~'({y}) por f~'(y) e, neste caso, f~(y) é
chamada a fibra de f sob y.
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Exemplo 2.43 Sejam A ={1,2,3,4,5,6}, B ={0,4,6,8} e

f= {(1> 0)7 (2’ 0)7 (3> 0)7 (47 4)’ (57 6)> (67 6)}

Entao

f({1,2,3,4}) ={0,4}, f({6}) = {56} e f'(8) =0.

Exemplo 2.44 Seja f: R — R uma funcao definida por f(z) = z* — 3z + 2. Entdo:

f7H0) = {12},
70, 400]) = ] =00, 1JU 2,400,

S =o00)) = [1,2],
S, 2)) 0, 552) U [2572,3].

Exemplo 2.45 Seja f: A — B uma func¢ao. Para x,y € A, definimos

z~y s fr)=f(y)

Entao ~ é uma relagcao de equivaléncia em A chamada relagao de equivaléncia associada
a funcao f ou o nicleo de equivaléncia de f. Reciprocamente, se ~ é uma relagao de

equivaléncia em A, definimos uma fungao

.

Fia—=2 por fla)

E facil verificar que f é bem definida e sobrejetora; f é chamada a funcdo canonica de A

sobre 4.
Teorema 2.46 Seja f: A — B uma func¢do. Entao:
1. f(f7YY)) CY, para todo Y C B.
2. X C f~Yf(X)), para todo X C A.
3. f(f7YY)) =Y, para todo Y C B & f é sobrejetora.
4. X = fHf(X)), para todo X C A< f é injetora.

Prova. Provaremos apenas o item (3). Suponhamos que f(f~'(Y)) = Y, para todo
Y C B. Dadoy € B = f(f(B)), temos que y = f(z), para algum = € f~}(B) C A;
logo, y = f(x), para algum x € A, isto é, f é sobrejetora.

Reciprocamente, pelo item (1), f(f*(Y)) C Y, para todo Y C B. Por outro lado, se
y € Y C B, entao existe, por hipétese, = € A tal que y = f(z) e, portanto, para algum
r e YY), pois f(x) € Y; assim,

y=f(z) € f(fH(Y)).

Logo, Y C f(f71(Y)). u
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O produto cartesiano de dois subconjuntos A e B de U foi definido como o conjunto
Ax B={(z,y):x €A, ye B}.

Essa definicao pode ser estendida, de modo natural, para um nimero finito de subcon-
juntos Aq, As, ..., A, de U. O produto cartesiano

A X Ay X - X A,
é o conjunto de todas as n-uplas ordenadas
(x1, T2, ..., Tp),
onde x; € A; para cadai=1,2,...,n, isto é,
Ay X Ag x -+ x Ap = {(x1,29,...,xp) t; € Ay, i =1,2,...,n}.

E claro que {A;};c; ¢ uma familia indexada de subconjuntos de I, onde I = {1,2,... n}.
Assim, uma n-upla ordenada pode ser vista como uma funcao que associa a cada i € [
um elemento x; € A;. Se f é essa funcgao, entao f é descrita pela tabela abaixo. Usando
a tabela abaixo podemos construir a n-upla ordenada (xy, za, ..., x,); reciprocamente, se

foi dada a n-upla ordenada (z1,xs, ..., z,), entdo podemos construir a tabela

x‘12~~n

fac)‘xl Ty coc Ty

Portanto, a funcao f e a n-upla ordenada (xy,zs,...,x,) sdo, essencialmente, a mesma
coisa. De um modo geral temos a seguinte definicao:

Definigao 2.47 Sejam {A;}icr uma familia indexada de subconjuntos deld e A = | J,c; A;.
O produto cartesiano dos subconjuntos A; é

HAi:{f:]—>A:f é uma fungao e f(i) € A,V i€ 1}.

el

Exemplo 2.48 Sejam I = {1,2}, A, = {a,b} e Ay = {c,d}. Entio [[._, A; consiste de
todas as fungoes f: {1,2} — {a,b,c,d} tais que f(1) € Ay e f(2) € Ay. E facil verificar

que existem quatro fungoes. Assim, podemos identificd-las com os quatro pares ordenados
(a,¢),(a,d), (b,c) e (b,d),

repectivamente. Portanto,

2
HAz:Al XAQ.

=1
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Se

x = (21, T, .

..,l’n,...) EHA,L',

i€l
dizemos que A; ¢ a i-ésima componente de [[,.; A; e x; € A; é a i-ésima coordenada da
familia

X = (T1,%9, ..., Tp,.-.).
Quando I C N, dizemos que

X = (T1,%2, ..., Tp,...)
¢ uma seqiéncia. Seja A =[]

se1 Ai. Para cada indice i € I definimos uma fungao p; de
A em A; por

pi(x) =x;,V x € A.

A funcao p; é chamada a i-ésima projecdao de A sobre A;.

EXERCICIOS
1. Determinar todas as funcoes de A = {1,2,3} em B = {1,2}.
2. Verificar se as seguintes funcoes f sao bem definidas:

(a) f:Q — Z definida por f(2) = m;
(b) f: Q — Q definida por f(%

— m?
= m

3. Dé exemplo de uma funcao f : R — R que

(a) seja injetora mas nao seja sobrejetora;

(b) seja sobrejetora mas nao seja injetora.
4. Mostrar que as seguintes fungoes sao bijetoras:

(a) f:R — ]0,400[ definida por f(z) = e”;
(b) g: ]0,+00[ —]0, 1[ definida por g(z) = 13;
(c) h:R — |0, 1] definida por h(z) = 1fex

5. Para a,b € R, defina f,, : R — R pela férmula f,;(x) = ax + b para cada = € R.
Mostrar que:

(a) fuo fao = fab;

(b) Se a # 0, entdo f,; é bijetora. Obtenha f,'

6. Seja f : R — R uma fungao. Sendo f(2z — 3) = 22, determinar f(z).
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10.

11.

12.
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Seja f : R — R a fungao definida por
flz)=2* - 2cx+* —2c — 1.

Sabendo que k e m sao as raizes de f, determinar todos os valores reais de c tais

que

seja um numero inteiro.
Seja f : [0,1] — [a,b] a fungao definida por

f(z) =a(l — )+ bz.
Mostrar que f € bijetora. Definir sua inversa.

Seja f : R — {—4} — R — {2} a fungao definida por

axr +b
@)= cr+d’

onde ad — bec # 0. Mostrar que f é bijetora. Definir sua inversa e mostrar que f

pode ser escrita como compostas de funcoes da forma

To(z) =z +k e Sp(z) = %
Seja f: ] —1,1[ — R a fungao definida por

o
L=l

f(x)

Mostrar que f é bijetora. Definir sua inversa.
Seja f : [0, +o00[ — [12,400[ a fungao definida por
f(z) = 2%+ 2kz + k* — 4,

onde a constante real k faz com que a fungao f admita inversa. Sabendo-se que g

é a fungao inversa de f, calcular g(21).

Sejam f: A— Beg:B — (C duas fungoes. Mostrar que:

(a) Se go f é sobrejetora, entdo g também o &;

(b) Se go f & injetora, entdo f também o &;

(c) Se f e g sdo ambas bijetoras, entao go f também o ¢ e, além disso, (go )™ =

[rog™t
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Seja f : A — B uma funcao. Mostrar que:
fOIA:f:IBOf.
Sejam f : A — B uma funcao e X7, Xo C A. Mostrar que:

(a
(b
(c
(d

) f(X1UXp) = f(X1) U f(Xp);

) f(XiNXy) C F(X0) N f(X);

) f(X1) = f(X2) C f(X1 — Xo);

) Se X7 C X,, entdo f(X7) C f(X2).

Seja f : A — B uma funcao. Mostrar que f é injetora se, e somente se,
f(X1NXy) = f(X1) N f(Xy),
para todos os subconjuntos X7, Xy C A.

Sejam f : A — B uma funcao e Y1,Y; C B. Mostrar que:

[T uYy) = A1) U fTH(Ye);
[~ ﬂYz) = f71V) N (Ye);
S
S

(a
(b
(c
(d

)
)
) fTH ) = fH(Ye) = [T = Ya);

) Se ¥i C Y; entdo f1(V1) C £-1(Va).

Sejam f: A— Beg: B — A duas fungoes tais que go f = I4 e f & sobrejetora ou

g ¢é injetora. Mostrar que f e g sao bijetoras. Conclua que fog = Ig.

Seja f : A — B uma fungdo com A nao-vazio. Mostrar que: f : A — B é injetora
se, e somente se, existe uma fungdo g : B — A tal que go f = I4. (Sugestao:
Se f : A — B é injetora, entao f : A — C ¢ bijetora, onde C' = Im f. Assim,
f71:C — A éuma funcdo. Seja a € A fixado. Entao defina g : B — A por

_J [T'(y), seyeC
g(y)—{ a, se y ¢ C.

Continue.)

Seja f : N — N definida por f(n) = n+ 1. Mostrar que existem infinitas fungoes

g : N — N tais que g o f = Iy mas nao existe inversa a direita.

Seja f : A — B uma fungdo com A nao-vazio. Mostrar que: f : A — B é sobrejetora
se, e somente se, existe uma funcdo g : B — A tal que f o g = Ig. (Sugestao: Se
f : A — B é sobrejetora, entao f~1(y) # 0, para todo y € B. Logo, para cada
y € B, podemos escolher x = z(y) € f~!(y). Agora, defina g : B — A por g(y) = x

continue.)
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21. Seja f : N — N definida por

se n € par

“2=, se n & impar.

Mostrar que existem infinitas funcoes g : N — N tais que f o g = Iy mas nao existe

inversa a esquerda.

22. Mostrar que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) f: A — B é sobrejetora;

(b) Para todas as fungoes g,h : B — C,
gof=hof=g9g=h;
(c) Para cada subconjunto
X CA, B f(X)C f(A-X).

(Sugestao: Suponha, por absurdo, que exista X C A tal que B — f(X) €
f(A—X), isto é, existe yp € B — f(X) eyo ¢ f(A— X). Entao yo # f(x),
para todo x € A. Agora, fixado b € B com b # y,, defina g : B — B por

)y, seyFwo
9(y) = ;
, Se Y =1yo

e seja h = Iz. Entao

f(@)=(gof)(x) e f(x) = (ho f)(x),V €A,

isto é, go f = ho f. Logo, h = g, o que é uma contradicao.)
23. Mostrar que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) f: A — B éinjetora;

(b) Para todas as funcoes g,h: C — A,
fog=foh=g=h
(c) Para cada subconjunto X C A,
f(A=X)C B - f(X).
24. Sejam f: A— B, g: B— A duas fungoes e X C A, Y C B. Mostrar que:

(a) (gof)Ix=go(fIx);
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(b) (f [x)7'(¥Y) =X N f(Y).

Sejam f : A — C e g : A — B duas fungbes. Mostrar que existe uma funcao

h: B — C tal que f = h o g se, e somente se,

9(x) = g(y) = f(x) = f(y),V z,y € A.
Mostrar que h é tnica.

Sejam f: C — Aeg: B — A duas funcoes com ¢ bijetora. Mostrar que existe
uma funcao h : C' — B tal que f = g o h se, e somente se, Im f C Img. Mostrar

que h é unica.

Seja f : Z — Z uma funcao tal que:

(a) flz+y)=f(x)+fy),V 2,y €Z
(b) f(z-y) = f(z)- f(y),¥Y x,y € Z. Mostrar que f = Iz ou f =0.

Seja f: Q — Q uma fungao tal que:

(@) flz+y)=fl@)+ f(y),V 2,y € Q
(b) f(z-y) = f(x)- f(y),V x,y € Q. Mostrar que f = Ig ou f =0.

Seja f : R — R uma fungao continua tal que:

(a) flz+y)=flx)+fY),V 2,y R,
(b) f(z-y) = f(z)- f(y),¥ z,y € R. Mostrar que f = Ig ou f = 0.

Seja f : A — B uma funcao bijetora. Mostrar que ]?: P(A) — P(B) também o é.
(Sugestdo: Mostrar que f : P(A) — P(B) definida como f(X) = f(X), para todo
X C A é uma funcao bijetora.)

Seja A um conjunto qualquer. Mostrar que nao existe uma correspondéncia bi-
univoca entre A e P(A). (Sugestdao: Primeiro note que a fungdo i : A — P(A)
definida por i(z) = {z} injetora. Agora, suponha, por absurdo, que exista uma
fungao f : A — P(A) bijetora. Entao para cada = € A, temos que f(z) C A, assim,
z € f(r)oux ¢ f(x). Agora, seja

X={rxcA:x¢ f(x)}
Entao X € P(A) continue.)

Seja f : A — A uma funcao injetora tal que f(A) # A. Tomando = € A — f(A),
mostrar que z, f(z), f(f(x)), ... sdo dois a dois distintos.
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33. Seja f : A — A uma fungao injetora com A finito. Mostrar que f é sobrejetora.
34. Para cada subconjunto A C U, seja x4 : U — {0,1} a fungdo dada por

1, sexe A

Xa(@) :{ 0, se x ¢ A.

Mostrar que:

(&) Xans =Xa Xp, V A, BCU;

(b) Xaus =Xa+XB—Xa Xp VA BCU;

(©) XauB=Xatxpe ANB=0,Y A,BCU;

(d) xya=1—-x41eACBsx,<xp VABCU.

35. Seja F = {f : U — {0,1} : f é uma funcdo}. Mostrar que existe uma corre-
spondéncia biunivoca entre F e P(U). (Sugestdao: Note que x4 € F edado f € F

temos que

Ap = 70 = {w €U () = 1} CU
e Xa, = [. Agora, defina IE PU) — F por f(A) = x4 = [, para todo A € P(U).)

36. Seja f : A — B uma funcao sobrejetora. Para x,y € A, definimos

z~y <& fr)=[f(y)

Mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A cujas classes de equivaléncia sao
as fibras de f.

37. Descreva as classes de equivaléncia e os conjuntos quocientes em relacao a ~, asso-

ciadas as seguintes fungoes:

) f:R — R definida por f(z) = 2> — 5z + 6;
b) f:7Z — 7 definida por f(x) = 2? — 7z + 10;

) f:R xR — R definida por f((z,y)) = v;

) f:R xR — R definida por f((z,y)) = /22 + y2.
38. Para z,y € R, definimos
r~y&ST—YE L

Mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia em R e que existe uma correspondéncia

biunivoca entre £ e

S'={(z,y) e R*: 2 +¢* = 1}.

(Sugestao: Seja x € R. Entao, tomando |z a fungdo maior inteiro, obtemos

r~z—|z] ex—|x]€[0,1].
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Assim, para cada x € R existe g = 2 — |x] € [0, 1] tal que T = Ty, isto &,

B _ 1L

Y

Agora defina
f:[0,1] — S por f(To) = exp(2mizo),

onde 72 = —1.)

Seja f : Z — S! definida por f(n) = exp(2minz). Mostrar que f é injetora se e

somente se z ¢ Q. Conclua que
{neZ: f(n)=1} ={km: k€ Z} ="Zm,
para algum m € Z fixado.
Seja x € R. Mostrar que |z +n] = |z] + n, para todo n € Z.
Para (a,b), (z,y) € R x R, definimos
(a,b) ~ (z,y) & a—x,b—yeZ.

Mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre

R xR

Y

e St x St

Sejam
Cl0,1] ={f:[0,1] = R : f é uma funcado continua}

C0,1]={f:[0,1] = R: f(0)=0 e f €C[0,1]}.
Mostrar que a fungao D : C*[0,1] — C|[0,1] definida por D(f) = f’ é bijetora.

Sejam {A;}ier € {B;}jes duas familias indexadas. Mostrar que:

(@) (Uier 4) N (Ujes Bi) = Ui jyerxs(4i N Bj);
(®) (Micr 4 U (Njes Bi) = N jyerxs(4i U B));
(©) (Mier Ai) X (Njes Bi) = N jyerxs(Ai X Bj);
(d) (Uier Ai) x (UjeJ Bj) = U(i,])E[XJ(Al X Bj).

Dizemos que uma familia indexada {A;}ic; ¢ uma cobertura de A se A C |J,; Ai.
Sejam {A;}ier € {B;}jes duas coberturas distintas de A. Mostrar que a familia

{Ai N B} jerxs € uma cobertura de A.

Sejam {A; }icr e { B }jes particoes de A e B, respectivamente. Mostrar que a familia

{A; X Bj}ijerxs € uma particao de A x B.
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46. Sejam f : A — B uma fungdo e {4;}icr, { B, }jes familias indexadas de subconjuntos

de A e B, respectivamente. Mostrar que:

(@) f(U,,4) = Uz‘e[‘f(Ai)'

(b) f(Mier Ai) € Nier /(Ai).

(©) fH(Njes Bi) = Njes f7H(B)).
(d) [ (Ujes Bj) = Ujes f71(B)).

47. Sejam f : A — B uma funcao sobrejetora e {B;};c; uma particdo de B. Mostrar
que {f~1(Bj)}jes € uma particao de A.

48. Sejam f : A — B uma fungao injetora e {A;};c; uma partigdo de A. Mostrar que
{f(A;)}icr € uma particdo de f(A).



Capitulo 3

Relacao de Ordem e

Enumerabilidade

Neste capitulo apresentaremos o Principio de Indugao Finita (1.* e 2. Forma), al-
gumas defini¢oes e resultados cldssicos sobre conjuntos bem ordenados, finitos, infinitos,
enumeraveis e nao enumerdveis que serao necessarios para cursos subsequentes. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [6,17].

3.1 Conjuntos Ordenados

Definicao 3.1 Uma relagao bindria R em um conjunto nao-vazio A é uma ordem parcial

em A se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. xRx,¥ x € A (reflexividade).
2. se ¥Ry e yRz, entio v =y (anti-simetria).

3. se ¥Ry e yRz, entao xRz (transitividade).

Quando uma relagao R em um conjunto A for uma ordem parcial, em geral, adotare-
mos a notagao < em vez de R e dizemos que x é menor do que ou igual a y ou x precede
y. A notacao < significa que x = y e x # y, neste caso, < nao é uma relacao de ordem

parcial em A.

Exemplo 3.2 Seja A =R. Para x,y € A, definimos
rysry,

onde “<” é a ordem natural em R. Entao é facil verificar que < é uma ordem parcial em

A.

47
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Exemplo 3.3 Seja A =R x R. Para (a,b),(c,d) € A, definimos
(a,b) 2 (¢,d) a<coua=ceb<d.
Entao < é uma ordem parcial em A.
Solugao. (a,b) < (a,b), poisa=aeb<b. Se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) = (a,b), entao

a<coua=ceb<d

c<aoua=ced<hb.
Como a possibilidade a < ¢ e ¢ < a nao pode ocorrer, temos que a =
d < b. Logo, a = ¢ eb = d. Portanto, (a,b) = (¢,d). Finalmente, Se (a,b
(¢,d) = (z,y), entdo (a,b) < (x,y). (Prove isto!)

~ O

Exemplo 3.4 Seja A =N. Para x,y € A, definimos
xr 2y & x é um multiplo de y.
Entao é facil verificar que < é uma ordem parcial em A.

Exemplo 3.5 Sejam A um conjunto nao-vazio e P(A) o conjunto de poténcias de A.
Para X,Y € P(A), definimos
XY& XY

Entao é facil verificar que =< é uma ordem parcial em A.

Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto A munido com uma ordem parcial.

Se B é um subconjunto de A, entdo A induz uma ordem parcial em B do seguinte modo:
r=y, Ve,ye B&r <y em A

Um conjunto parcialmente ordenado A ¢é totalmente ordenado ou uma cadeia ou linear-
mente ordenado se

r=youy=xV xyecA

isto é, quaisquer dois elementos de A sao comparédveis. Por exemplos, N, Z, Q e R sao
totalmente ordenados pela ordem natural, enquanto os exemplos 3.4 e 3.5, acima, nao sao
totalmente ordenados.

Sejam A conjunto parcialmente ordenado e X um subconjunto de A. O menor (maior)
elemento de X é um elemento a € X tal que a < = (z < a) para todo = € X. Dizemos
que X ¢ limitado inferiormente (superiormente) se existir a € A tal que a < z (z < a)
para todo z € X. Note que o elemento a nao necessariamente pertence a X. O elemento
a & chamado de cota inferior (superior) de X. Um subconjunto de A é limitado se ele é

limitado inferior e superiormente.
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Observagao 3.6 Para mostrar que um elemento a € A nao é cota inferior de X C A

devemos exibir um elemento xo € X tal que xg < a.

Exemplo 3.7 N contém um menor elemento 1 com a ordem natural, nao contém maior
elemento, pois a < a + 1 para todo a € N (cf. teorema 3.11 a sequir), enquanto Z nao

contém menor nem maior elemento.

Um conjunto parcialmente ordenado A é bem ordenado se todo subconjunto nao-vazio
de A contém um menor elemento.
Note que qualquer conjunto A bem ordenado é totalmente ordenado, pois se a,b € A,

entao o subconjunto

{a,b} C A

contém um menor elemento a ou b, isto é, a < b ou b X a.

Exemplo 3.8 Os conjuntos Z, Q e R com a ordem natural nao sao bem ordenados, pois
o subconjunto

X={..,-3-2-1,0

¢ nao-vazio mas nao contém menor elemento. Embora, sejam todos totalmente ordenados.

Portanto, hd conjuntos totalmente ordenados que nao sao bem ordenados.
Um dos axiomas que serd usado implicitamente muitas vezes, é o seguinte:

Axioma 3.9 (da Boa Ordenagao) Todo subconjunto nao-vazio de N contém um menor

elemento.

Exemplo 3.10 Sejam a,b € N. Mostrar que existe n € N tal que na > b.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que na < b, para todo n € N. Seja
X ={b—na:neN}

Entao X # (). Assim, pelo Axioma 3.9, existe 79 = b—nga € X tal que 7y < x, para todo

z € X. Como b— (ng+1)a € X, pois X contém todos os inteiros desta forma, temos que
b—(ng+1)a =9 —a < x,

o que é uma contradicao.

Teorema 3.11 Sez,y € N com x <y, entao x +1 < y.

Prova. Se = < y, entao y — = > 0. Assim, basta mostrar que o conjunto

X={reN:0<z<1}
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é vazio. Suponhamos, por absurdo, que X # (). Como X C N e N ¢ bem ordenado temos,

pelo Axioma 3.9, que existe xg € X tal que zo < z,V x € X. Sendo 7y € X temos que

O<zp<1l=0<a)<mg<l.

Mas entao zZ ¢ um elemento de X menor do que que zy, o que ¢ uma contradigio.

Portanto, y —x > 1,isto é, x + 1 < y. [ |

Exemplo 3.12 Todo subconjunto de N limitado superiormente possui um maior ele-

mento.

Solugao. Seja X um subconjunto de N limitado superiormente. Seja
Y={aeN:z2<aVreX}CN.

Entao Y # (). Assim, pelo Axioma 3.9, existe yo € Y tal que 5o <y, V y € Y. Agora,
vamos mostrar que yo € X. Suponhamos, por absurdo, que yo ¢ X. Entdo z < o,
V z € X. Assim, pelo Teorema 3.11, x < yp— 1,V x € X. Logo, yo — 1 € Y, o que

contradiz a minimalidade de .

Teorema 3.13 (Principio de Indugao 1. Forma) Seja X um subconjunto de N com

as sequintes propriedades:

1. 1e X.

2. Para cadan e N,ne X =n+1€ X. Entao X = N.

Prova. Seja
Y={yeN:y¢ X} CN.

Vamos mostrar que Y = (). Suponhamos, por absurdo, que Y # (). Entao, pelo Axioma
3.9, existe yp € Y tal que yp < y,V y € Y. Como 1 € X temos que yg # 1 e, pelo Teorema
3.11, yo > 1, pois yo > 0. Logo, 0 < yg — 1 < yo. Pela escolha de yy temos que yo— 1 ¢ Y
ou, equivalentemente, yo — 1 € X. Assim, pela condigdo 2, yo = (yo — 1) + 1 € X, o0 que

é uma contradi¢ao. Portanto, X = N. |

Exemplo 3.14 Mostrar que

1
1+2+---+n:@,VnGN
Solugao. Seja
1
oS TP LE)

Entao:
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1. 1 € X, pois

1(1+1)

—

2. Suponhamos, como hipétese de inducao, que o resultado seja vélido para algum
k>1,isto ¢, ke X.

1=

1424+ k+(k+1) = HED Lk y)

k(k+1)+2(k+1)
(k-l—l)(k2+2)
—s -

Logo, k + 1 € X. Portanto, X = N.

Teorema 3.15 (Principio de Indugao 2. Forma) Seja X um subconjunto de N com

as sequintes propriedades:

1. 1e X.

2. Para cadan €N, {1,2,... . n} C X =n+1€X. Entio X =N.

Prova. Seja
Y={yeN:y¢ X} CN.

Vamos mostrar que Y = (). Suponhamos, por absurdo, que Y # (). Entao, pelo Axioma
3.9, existe yp € Y tal que o < 3,V y € Y. Como 1 € X temos que yg # 1 e, pelo Teorema
3.11, yo > 1, pois yo > 0. Logo, 0 < yo — 1 < yo. Pela escolha de yy temos que yo—1 ¢ Y
ou, equivalentemente, k € X, 1 <k <yo—1,isto &, {1,2,...,90 — 1} C X. Assim, pela
condic¢do 2, yo = (yo — 1) + 1 € X, 0 que é uma contradigdo. Portanto, X = N. [ |

Exemplo 3.16 Mostrar que 2" — 1= (z —1)(z" '+ 2" 2+ ---+2x+1),V neN.
Solugao. Seja
X={neN:z"-1=@-1)a" "' +2" 2+ -+ + 1} CN
Entao:
1.1e X,poisat —1=o—1.

2. Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja vélido para todo k,
1 <k<n,isto ¢, {1,2,...,n} C X.

1] = xo2"—1

x
= z-a"—2"+a2" -1
(x—1)z" +2" -1
= (r—1Da"+ (-1 " +a" 2+ +a+1)
(

1" +a" 2"+ 1)
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Logo, n+1 € X. Portanto, X = N.

Teorema 3.17 (Férmula de Recorréncia) Sejam X um conjunto, xo € X fizado e

fn : X — X uma fungao, para todo n € N. Entdo existe uma unica fungao ¢ : N — X

tal que

p(1) =20 e p(n+1) = fulp(n)), v neN.

Prova. Seja C o conjunto de todos os subconjuntos Y de N x X tais que

(Lzg) €Y e (nz) eY = (n+1, fu(x)) €Y ¥VneN.

Entao C # (0, pois N x X € C. Seja

R=[Y.

YeC

Entao é facil verificar que R € C. Seja S o conjunto de todos os n € N tal que existe no

méximo um z,, € X com (n,x,) € R. Entao:

1.1 € S, pois se 1 ¢ S, entdo existe (1,y9) € R com xy # yo e 0 conjunto R —

{(1,50)} € N x X & um elemento de C, pois (1,29) € R — {(1,40)} € se (n,z,) €
R —{(1,90)}, entdao (n+ 1, f(z)) € R —{(1,50)}- Logo, R CR —{(1,4)}, o que

¢ uma contradigao.

. Suponhamos, como hipdtese de inducao, que o resultado seja vilido para algum

k> 1,isto &, k € S, isto é, existe no méximo um x; € X com (k,z;) € R. Entao
k+1¢€ S, poisse k+1 ¢ S, entdo existe (k+1,y) € R com fi(zx) # y € o conjunto
R —{(k+1,y)} € Nx X éum elemento de C, pois (1,z9) € R — {(k+ 1,y)}
ese (m,z,) € R—{(k+1,y)}, entdo (m + 1, f(y)) € R — {(k+ 1,y)}. Logo,
R CR—{(k+1,9)}, o que é uma contradi¢do. Portanto, S = N. Agora, vamos
definir ¢ : N — X por ¢(n) = z,, isto é, ¢ = graf(R). Como (1,zy) € R temos que
(1) = xy. Paracadan € N, (n,z,) = (n,¢o(n)) € Re, assim, (n+1, f,(¢(n))) € R,
pois R € C. Por outro lado, como (n+1,x,:1)) € R temos, pela unicidade de x,,1,
que p(n+1) = zp11 = falp(n)). u

Seja X um conjunto nao-vazio. Uma seqiiéncia em X é qualquer fungao f: N — X e

denotada por (z1,xs,...) ou {z,}nen ou {z,}, onde f(n) = x,.

Exemplo 3.18 Seja a seqiiéncia a1 = 1, as = 3 € a, = ap_1 + ay_2, para todo n € N

comn > 3. Mostrar que

an<(£> ,V neN.
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Solugao. Seja .
X={neN:aqa,< (—) }CN.
Entao:
1. 1€X,poisa1:1<;i.

2. Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja vélido para todo k,
1 <k<n,isto ¢, {1,2,...,n} C X.

pt1 = Qp + Ap-q
<))
4 4
17\
40
<50 -0
16 \ 4 4 ‘
Logo, n+1 € X. Portanto, X = N.

Exemplo 3.19 Seja {z,,} uma seqiiéncia em N. Entdo existe uma tinica fun¢éo ¢ : N —
N tal que

o(1) = x1,9(2) = 2122, 9(3) = (z122)25 € Y(n+1) = (p(n))Tps1 ¥V n € N.

n+1

Em particular, se x,, = a, para todon € N, entdo a"™ = a"a, isto é, definimos a poténcia

n-ésima de a.

Solugao. Sejam zy = x1 e f, : N — N uma fungdo definida por f,(z) = xx,.1, para
todo n € N. Entao, pelo Teorema 3.17, existe uma tunica funcao ¢ : N — N com as

propriedades desejadas.
EXERCICIOS

1. Sejam R uma relacdo em A e D = {(x,z) : x € A}. Mostrar que R é anti-simétrica
se, e somente se, RNR~! C D.

2. Seja a € Z. Mostrar que o conjunto X = {x € Z:a < x < a + 1} & vazio.
3. Seja a € Z. Mostrar que a — 1 é o maior inteiro menor do que a.

4. Sejam a,b € 7Z tais que a®> < b < (a + 1)2. Mostrar que nao existe z € Z tal que

x? =b.
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. Para m,n € N, definimos

m=n< 3 keN tal que n = km.
Mostrar que < é uma ordem parcial em N que nao é total.

Seja
A={zreR:0<z<1}=1]01]

com a ordem natural de R. Mostrar que A é totalmente ordenado e nao contém

menor nem maior elemento.

Seja {R;}icr uma familia indexada de ordem parcial em A. Mostrar que (),c; R; €

uma ordem parcial em A.

Seja
A={f:R—R: f éuma fun¢ao}.

Para f,g € A, definimos
f2ge f(z) <g(x),V zeR
Mostrar que < é uma ordem parcial em A que nao é total.

Seja X um subconjunto de Z contendo uma cota inferior. Mostrar que X contém

uma quantidade infinita de cotas inferiores.

Seja X um subconjunto de Z contendo uma cota inferior. Mostrar que o conjunto
Y ={a €Z:a éuma cota inferior de X}

¢ limitado superiormente. Conclua que X NY tem no maximo um elemento.

Sejam X e Y dois subconjuntos de Z limitados inferiormente. Mostrar que X NY

e X UY sao subconjuntos de Z limitados inferiormente.
Seja A = N x N. Para (a,b), (¢,d) € A, definimos
(a,b) 2 (¢,d) & a<coua=ceb<d.

Entao < é uma ordem parcial em A. Mostrar que A é bem ordenado. (Sugestao:
Seja X C A com X # (). Entao

Y={aeN:(a,b) e X} #D e Y CN

assim, pelo Axioma 3.9, existe ay € Y tal que a9 < a, V a € Y. Agora, seja
V ={b e N: (apb) € X}. Entao V # 0 e V C N. assim, pelo Axioma 3.9,
existe by € V tal que by < b, V b € V. Finalmente, Mostrar que (ag, by) é 0 menor
elemento de X.)
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Seja A = {(a,b) € R?: b < 0}. Para (a,b), (¢,d) € A, definimos

(a,b) 2 (¢,d) < a=ceb<d.
Entao < é uma ordem parcial em A.

Seja A um conjunto totalmente ordenado. Seja B C A e b € B, mostrar que B

contém um menor elemento se, e somente se,
C={reA:2=<b}NEB

contém um menor elemento. (Sugestdo: Suponha que ¢y € C' seja 0 menor de C.

Como A é totalmente ordenado temos que
b<xoubruzV xeB.

Seb=x,entao r € C' e cy =2 x. Se b = x, entao cg < x, pois ¢y = b. Portanto, pela

unicidade do menor elemento, temos que ¢y ¢ o menor elemento de B.)

Seja A um conjunto totalmente ordenado. Mostrar que A é bem ordenado se, e
somente se, {r € A : x =< a} é bem ordenado para todo a € A. (Sugestao: Use o

exercicio precedente.)

Usando o Principio de Indugao Finita, mostrar que N é bem ordenado. (Sugestao:
Suponha, por absurdo, que X é um subconjunto nao-vazio de N sem menor elemento.
Seja

Y={keN:k<z,VzxeX}CN.

Entao:

(a) 1 €Y, pois 1 & o menor elemento de N.

(b) Suponha, como hipétese de inducao, que o resultado seja vélido para algum
k>1,isto é, k € Y ek < x para todo x € X. Como k ¢ X, pois X nao
contém menor elemento, temos que k < x para todo x € X. Pelo Teorema
3.11, k+1 <z paratodo x € X. assim, k+1 € Y. Logo, Y = N. Finalmente,

como X NY = () continue.)

Mostrar que todo subconjunto de Z limitado inferiormente é bem ordenado. (Sug-
estao: Sejam X C Z um subconjunto limitado inferiormente e a uma cota inferior de
X. Se a € X, nada hé para ser provado. Sea ¢ X eb € X, entdoa+(b—a)=be X
eb—a>0. Assim, S = {n € N:a+n € X} éndo-vazio e pelo Axioma 3.9, existe
ng € S tal que ng <k, V k € S. Continue.)

Sejam A um conjunto bem ordenado, xy € A e X um subconjunto de A com as

seguintes propriedades:
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(a) zo € X.
(b) {r€A:x<a} C X =acX. Mostrar que X = A.

19. Se m,n € N com m < n, entao existe um tnico p € N tal que m + p = n.

20. Para cada n € N mostrar que:

(@) 1+3+---+(2n—-1)=

)
(b) B+33+---+(2n—1)3=n%2n?-1).
(€) 1-2:342-3-44--+n(n+1)(n+2) = o203
(d) 75 +35+ "+n(n1+1) =1-.
(&) X (D @y = D ey — 1
(f) 4™+ 15n — 1 é um muiltiplo de 9.
(g) n(n*+5) é um multiplo de 6.
(h) 5" —4n — 1 é um muiltiplo de 16.
) n

(i +(n+1)2+ (n+2)* ¢ um miltiplo de 9.

21. Sejam a,b,n, k € Z tais que 0 < k < n. O coeficiente binomial é dado pela férmula

(1) = w5

onde 0! =1e (n+ 1)l = (n+ 1)n!. Mostrar que:

S0 <k < (- 1). Sugestios ()% = (7))

) < k ¢ tmpar e k = $(n—1).
,

(1) + () = ()

(") = k+1(0):

(&) (a+b)" =3 (7)a"*bh.

k=0
)+n=n?VneNn>2.

2(
@) )+ )+ (1) + () =2
(D) +2() +-+ (= D(,2) +n(;) =n2 .
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22. Sejam aq,...,ay,n € Z com n > 0. Mostrar que
n __ n! k1 km
(a1+---+am) = Z mal---am.
ki >0

(Sugestao: Note que

e use indugao sobre m.)

23. Para cada n € N mostrar que:

24. Para cada n € N mostrar que:

@)E:LJk%Q:%n+lﬂ—L
(B) > [(=1) (k= 1)2 + (~1)1k2] = (=1)"*n.

n (k—Dk | k(k+1)| _ n(n+1)(2n+1)
N e e

25. Para cada n € N mostrar que:

(a) 124224 ... 4 p? = "odCnd])

2
— | nntD)
(b) 134+23+ .- +n3= [T] .

(¢) Encontre uma férmula para 1¥+ 2%+ .. +n* com k € N. (Sugestao: (1+1)% =
124+2-1-14+1%...,(n+1)2=n?+2-n-1+ 12, agora somando obtemos

(n+12?=12+21+2+---+n)+n.

Assim,

n(n+1)
5

(141)*=13+3-12-143-1-13+ 13, continue.)

1424 +n=

26. Seja P, um poligono convexo com n lados (n > 3). Mostrar que a soma dos angulos
internos de P, é dada por (n — 2)180°. (Sugestao: Note que P,,; = P, U P.)
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27. Seja f : N — N uma funcao definida por

R se n =2k
f(n)=< 3n+1, se n=4k+1
3n—1, se n=4k — 1.

Mostrar que para todo n € N existe m € N tal que f™(n) = 1, onde f™ = f™ 1o f.

28. Sejam a,b € Z* e n € N. Mostrar que:

(a) a™a™ =a™"™, ¥V m,n € N. (Sugestao: Vamos fixar m e considerar o conjunto

X={neN:ad"a" =am""}.

1

Entao 1 € X, pois por definigdo a”* = a™a. Continue.).

(b) (a™)" =a™,¥ m,n e N.
(c) (ab)” =a™",V n €N.

29. (Férmula de Moivre) Seja z = r(cosf + isenf) com r > 0. Mostrar que

2" =1r"(cosnf +isennf),V n € N.

30. Para cada n € N mostrar que

1
sen w - sen &F
senx +sen2x + - - - +sennw = — , se x # 2km.
Sen D)
31. Para cada n € N mostrar que
1
sen w - cos IF
cosx + cos2x + -+ + cosnx = — , se x # 2kT.
sen <
2

32. Para cada n € N mostrar que
k 1\* kR
1—|——§(1+—) <l+—-+—=,VEk1I<k<n
n n n o n
33. Para cada n € N mostrar que
1 n
2§(1—|——) < 3.
n

34. Para cada n € N, com n > 6, mostrar que
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Para cada n € N, com n > 2, mostrar que

n+1 "<n'< n+1\"
3 ) 2 ’

Para cada n € N, com n > 6, mostrar que

2"nl < n™ < 3"nl.

Para cada n € Z, mostrar que:

(a) 1+z)">1+nz,V xR comaz>—1.

(b (1+x)2">1+2nxv$eR {-1}.
1—

A (D) 4 (1) = ﬂ—’;“,v r € R—{-1} e n fmpar.

(c
(d(1+@u+m%u+x?ynu+mry:Pﬁ”ﬂvxeR_{u.

T

)
)
)
)

Para cada n € N mostrar que:

(a) 14+2-54+3- 54 +n- 5o =4— 35
(h) (1-3)(1=3) U—;ﬁ)Zﬁz

© 1+ (1+3)---(1+%)=n+1

Ache a falha na seguinte “prova”’. Mostraremos que quaisquer dois elementos de N
sao iguais. Seja
m, se n<m

maX{m? n} - { n se m<n
, .

Seja
X ={keN:V mneN, max{m,n} =k=m=n}.

Entao:

(a) 1 € X, pois max{m,n} =1=m =n.

(b) Suponha, como hipétese de indugao, que o resultado seja vélido para algum
k > 1. Sejam,n € N tais que max{m,n} = k+1. Entdo max{m—1,n—1} = k.
Logo, pela hipétese de indugao, m — 1 =n—1. Assim,m=nek+1 € X.
Portanto, X = N.

40. Se A tem n elementos, entdo P(A) tem 2™ elementos para todo n € Z,. (Sugestao:

Seja
X={neZ;:P(A) tem 2" elementos} C Z,.

Entao:
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(a) 0 € X.

(b) Suponha, como hipétese de inducao, que o resultado seja vélido para algum
kE > 0, isto é, kK € X e A tem k elementos. Sejam B um conjunto com
k + 1 elementos e b € B. Entao todo subconjunto Y de B o divide em dois
subconjuntos: Y C B —{b} or Y = AU {b}, onde A C B — {b}, continue.)

3.2 Conjuntos Finitos e Infinitos

Nesta secao apresentaremos uma das distingoes fundamentais em matemadtica, qual
seja, entre conjuntos finitos e infinitos. A distingao é intuitivamente forcada, mesmo na
auséncia de uma definicao precisa, nao pode existir qualquer divida se um dado conjunto
¢ finito ou infinito. Informalmente, um conjunto é finito se ele contém n elementos,
com n € N. Entretanto, para conjuntos infinitos a resposta depende da “aproximacao
cardinal.” Dizemos que dois conjuntos A e B tém o mesmo nimero cardinal se existir
uma correspondéncia biunivoca de A sobre B.

Para cada k € N, Nj denota o subconjunto {1,2,... k} de N, isto é&,

Ny={neN:1<n<k}.
Teorema 3.20 Sejam k,l € N. Se k < [, entdo nao existe bijecio de N sobre N;.
Prova. Vamos usar inducao sobre k.
1. Se k =1, nada ha para provar.

2. Suponhamos, como hipétese de inducgao, que o teorema seja vélido para algum k£ > 1
e todo [ > k.

Seja N1 = Ny U {k + 1} e suponhamos, por absurdo, que exista uma bije¢ao
J N — N
para algum [ > k + 1. Sejam m = f(k+ 1) e h: N; = N; definida por

m, se n=1I
h(n)=< I, sen=m

n, sené¢{l,m}

Se m = [, entao h = Iy,. Caso contrario, h o h = Iy,. Logo, h é uma funcao bijetora.
Assim, a fungao
g=hof: Ny —N

é também bijetora e g(k + 1) = [. Portanto,
g1 : N, — N,y dada por g¢i(n) = g(n)

é bijetora com k < [ — 1, o que contradiz a hipétese de indugao. |
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Lema 3.21 Seja k € N. Se f: Ny — N é injetora, entdo f é sobrejetora.
Prova. Vamos usar indugao sobre k.

1. Se k =1, nada h& para provar.

2. Suponhamos, como hipétese de indugao, que o lema seja vélido para algum k£ > 1 e

consideremos [ : Ny 1 — Ny injetora.
Sejam k = f(k+1) e h: Ny 1 — Ngy; definida por

k, sen="Fk+1
hin)=< k+1, sen=%k
n, se n ¢ {k,k+1}.

Entdo g = ho f é injetorae g(k+1) = k+ 1. Como Ny 3 = N, U {k + 1} temos que
g1 : Ny — N dada por gi(n) = g(n)
é injetora. Logo, pela hipétese de inducao, g; é bijetora e, assim, g também o é. Portanto,
f=htog=hog
¢é sobrejetora. |

P

Definigao 3.22 Um conjunto A é finito quando é vazio ou quando ele tem o mesmo

numero cardinal de Ni. Caso contrdrio, dizemos que A é infinito.

Sejam A conjunto finito e f : N, — A uma bijecao. Entao se existir também uma
bijecao g : N; — A, entdo a funcao g 'o f : N — N, é bijetora. Logo, pelo Teorema 3.20,
k = [. Portanto, para cada conjunto finito A existe um tnico £ € N tal que existe uma
bijecao f : Ny — A, note que se k > 1, entao existe mais de uma bijecao. Chamamos

k € N o nimero cardinal de A, em simbolos #(A) = k. Quando A = () temos que

#(A) = 0.
Observacao 3.23 Uma correspondéncia biunivoca
fNy— A
significa uma contagem dos elementos de A. Assim, fazendo
f) =az,..., f(k) = x4

temos que
A=Az, ..., 21}

Exemplo 3.24 Todo subconjunto finito de Z. possui um menor elemento.
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Solugao. Seja

X={keN:V ACZ, com #(A) =k, possua um menor elemento} C N.
Entao:

1. 1 € X, pois todo subconjunto unitdrio possui um menor elemento.

2. Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja valido para algum
k>1,istoé ke X.

Seja A = {x1,...,2141} € Z. Entao, pela hipétese de indugao, o conjunto A" =
{z1,...,2} C Z possui um menor elemento, digamos x{. Assim, o = min{z{, zx41} €
tal que zg < z,V x € A, isto é, A possui um menor elemento. Logo, k+1 € X. Portanto,
X = N. De modo andlogo, mostra-se que todo subconjunto finito de Z possui um maior

elemento. Assim, todo subconjunto finito de Z é limitado.
Exemplo 3.25 N é um conjunto infinito.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que N seja um conjunto finito. Entao existe um
bijecao f : N — Nji. Assim, f [y,,,¢ injetora. Logo, pelo exercicio 1 abaixo, k + 1 =
#(X) < #(Ng) =k, o que é uma contradigao.

Exemplo 3.26 O conjunto
A={reR: 2> —42+3=0}
¢ finito, pois existe uma correspondéncia biunivoca de A sobre Nj.
Teorema 3.27 Sejam A e B dois conjuntos finitos e disjuntos. Entao
#(AU B) = #(A) + #(B).

Prova. Suponhamos que #(A) = m e #(B) = n. Entao existem bije¢oes f : A — N,, e
g:B—N,. Sejah: AUB — N,,,, definida por

) f(2) sex €A
he) = { m+g(x) se x € B.

Agora, é facil verificar que h é bijetora (prove isto!). [ |

Coroldrio 3.28 Sejam A e B dois conjuntos finitos. Entao

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B).
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Prova. Pelo exercicio 17, temos que AUB = AU (B — A), com AN (B - A) = 0.
B=(B—A)U(ANB), com (B—A)N(ANB) = 0. Logo,

#(AUB) = #(A) + #(B — A) e #(B) =#(B - A) + #(AN B)
Portanto,

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B).
|

Teorema 3.29 Seja A um conjunto finito. Entdao f : A — A é injetora se, e somente

se, ela é sobrejetora.

Prova. Suponhamos que f : A — A seja injetora. Entao, como A é finito temos que
existe uma bijecao g : N, — A. Logo, h = g ' o fog: N, — N, é injetora. Assim, pelo
Lema 3.21, h & bijetora. Portanto, f = go ho g~! & sobrejetora.

Reciprocamente, suponhamos que f : A — A seja sobrejetora. Entao existe uma
funcao g : A — A tal que fog = I4. além disso, g € injetora, assim, pelo o mesmo

argumento anterior, g é bijetora. Portanto, f = ¢! ¢ injetora. |

Definicao 3.30 Um conjunto A é enumerdvel quando existe uma correspodéncia bi-
univoca de N sobre A. Um conjunto A é contavel quando é finito ou enumerdvel. Caso

contrario, dizemos que A é nao contavel ou nao enumeravel.

Observacao 3.31 Uma correspondéncia biunivoca
f:N—A

significa que é possivel enumerar todos os elementos de A em uma seqiiéncia infinita, de

modo que cada elemento de A apareca exatamente uma vez. Assim, fazendo

f)=x,..., f(k) =z, ...

temos que
A=A{xy,...,zk,...}.

Exemplo 3.32 O conjunto Z é enumerdvel.

Solugao. Seja

f:N—Z dada por f(k)=(-1)"|=],

onde |-| é a fun¢@o maior inteiro. Dados k,1 € N.
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Assim, ou k e [ sao ambos pares ou ambos impares. Se k = 2m e [ = 2n, entao

(‘Dktgj = (—Dﬂéj =|m|=|n]=>m=n=k=IL
Sek=2m+1el=2n+1, entao

(D3] = (Dlg) > Imt 3] = lnt gl s m=n=k=1

Logo, f éinjetora. Dadon € Z. Entaon > 0 oun < 0. Sen > 0, entao existe k = 2n € N
tal que f(k) =n. Sen <0, entdo existe k = 2|n| + 1 € N tal que f(k) = n. Logo, f ¢é
sobrejetora. Portanto, f é uma correspondéncia biunivoca de N sobre Z.

Teorema 3.33 Se A é enumerdvel e v € A, entio A — {x} é enumerdvel.

Prova. Suponhamos que A seja enumerdvel. Entao existe uma bijecao
f:N— A

Como [ & sobrejetora temos que existe n € N tal que z = f(n). Seja

f(k), se k<n
f(k+1), se k>n.

g:N— A—{z} dada por g(k) = {
Entao g é uma bijegao (prove isto!). Portanto, A — {x} é enumeravel. [
Corolario 3.34 Para cada k € N, Ny nao contém subconjunto enumerduvel.
Prova. Vamos usar inducao sobre k.

1. Se k = 1, nada ha para provar.

2. Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja vilido para algum
kE>1.

Agora, suponhamos, por absurdo, que N1 contenha um subconjunto enumerdvel X.
Assim, se kK + 1 ¢ X, entdo X C Ni, o que é uma contradi¢do. Se k + 1 € X, entao
X —{k+1} C Ny e X —{k+1} ¢ enumerdvel, o que ¢ uma contradi¢ao. Portanto, Ny,

nao contém subconjunto enumeravel. |

Teorema 3.35 O conjunto A ¢ infinito se, e somente se, A contém um subconjunto

enumerduvel.
Prova. Suponhamos que A seja infinito. Assim, basta mostrar que
f:N—A
é injetora, pois f(N) é um subconjunto enuméravel de A (prove isto!). Dado z; € A. Seja
X={keN:f(k)y=azreaxre A—{x1,...,25-1}} CN.

Entao:
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1. 1€ X, pois f(1) =z, e xy € A.

2. Suponhamos, como hipétese de inducao, que o resultado seja vélido para algum
k>1,isto ¢, k e X.

Como A é um conjunto infinito,
A—A{xy, ... 2}
nunca pode ser vazio. assim, podemos sempre escolher
Try1 € A—{xl,...,xk}

e definir f(k + 1) = 2441, ou seja, k + 1 € X. Portanto, X = N.
Note que f assim definida ¢é injetora, pois dados k,l € N, k # [, digamos k < [, entao

flye A={zy,...,o11} e f(k)e{z1, ... xp,. .., 211}

Portanto, f(k) # f(1).

Reciprocamente, suponhamos que A contenha um subconjunto enumerével B e que A

seja finito. Entao existem bijecoes
fN—>Beg:Ny— A,

respectivamente. Logo, h = ¢g~! oi o f ¢ uma funcio injetora de N em Ny, o que &, pelo

Corolério 3.34, uma contradicao. |
Corolario 3.36 Qualquer conjunto que contém um subconjunto infinito é infinito. [ ]
Corolario 3.37 Qualquer subconjunto de um conjunto finito é finito. [ ]

Coroldrio 3.38 Se A é infinito e B é nao-vazio, entdio A X B e B X A sao infinitos.
Prova. Seja b € B fixado. Entao
g:A— Ax B dada por g(x) = (z,b)
é claramente injetora. Assim, se f : N — A é uma funcao injetora, entao
gof:N—>AxB

é injetora. Logo, A x B contém um subconjunto enumersvel. Portanto, A x B é infinito.
[ |

Teorema 3.39 O conjunto A é infinito se, e somente se, existe uma bije¢cao de A com

um subconjunto préprio de A.
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Prova. Suponhamos que A seja infinito. Entao A contém um subconjunto enumerdvel,

digamos
B={zy,...,x,...}.
Seja
x, se t€e A—B
Tpr1, Se x =,V k€N,

f:A— A—{x,} dada por f(x):{

Entao f ¢ uma fungao bijetora (prove isto!).

Reciprocamente, suponhamos que A seja finito. Entao existe uma bijecao

Assim, pelo Teorema 3.20, nao existe uma bijecdo de A com um subconjunto préprio de
A. [ |

Teorema 3.40 Qualquer subconjunto de N é contdvel.

Prova. Seja B um subconjunto qualquer de N. Se B = (), entdo B ¢é claramente finito.
Suponhamos que B # (). Como B # () ¢ B C N temos, pelo Axioma 3.9, que existe

xr1 € B tal que ;1 < z,V x € B. Suponhamos, como hipétese de inducao, que existam
r1,To,..., T, € B tais que 1 < x5 < -+ < 1.

Seja
X={zeB:x¢{x1,x9,...,21}}.
Entao, se X = () temos que B ¢ finito. Se X # (), entao existe, pelo Axioma 3.9, g € X

tal que x¢o < z, para todo x € X. E claro que z; < xp. Assim, tomando zyi1 = o,

obtemos
T1, X9y Ty Tha1,-.. € B talsque 11 < Tg < -+ < X < Tpyy < -+
Seja
f:N— B dada por f(k)= .
Entao f ¢ uma bijecao (prove isto!). Portanto, B é enumerével. [ |

Teorema 3.41 O produto cartesiano N x N é enumerdvel.
Prova. Seja
f:NxN—= N definida por f((k,1)) = k—l—%(k‘—l—l— (k+1-2).
Entao, dado n € N, escolhendo m € N tal que
(m—1)m m(m + 1)

< < - 7
2 "=y
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obtemos ) )

W—% ENelol-n+ M#H

Assim, dado n € N existe (k,l) € N x N tal que f((k,l)) = n. Logo, f é sobrejetora.
Dados (k,1),(m,n) € N x N, se (k,l) # (m,n), entdo hé dois casos a ser considerado:
1.° Caso. Se k+1l=m+nek <m,entao f((k1)) < f((m,n)).

2°Caso. Sek+1l<m-+mn,entao k+1>2em-+n > 3. Note, pelo primeiro caso,

e N

k=mn—

que
F((ED) < f(k+1=11)) e f((Lm+n—1)) < f((m,n)).
Assim, basta mostrar que
flE+1-1,1)) # f(1,m+n—1)).

Pelo Teorema 3.11 temos que k +1 < m +n — 1. Assim,

(k+1-1)(k+1)<(m+n—-2)(m+n—1)

e
(E+l-1k+1)—(m+n—-2)(m+n—-1)<2.
Logo,
(/{:—I—l—1)+%(k+l—1)(k+l—2) < 1+%(m+n—1)(m+n—2),
isto é,
flk+1-11) < f(1,m+n—1)).
Portanto, em qualquer caso, f((k,1)) # f((m,n)), isto &, f é injetora. [

Teorema 3.42 Seja {A,}22, uma familia indexada de conjuntos enumerdveis. Entao

A= O A,
n=1

é enumerdvel.
Prova. Como os A,, sao enumerdveis existem bijegoes
fn:N—A,,
para cada n € N. Seja
f:NxN— A dada por f((m,n)) = fu(m).

Entao f é sobrejetora, pois dado y € A existe n € N tal que y € A,,. Assim, existe m € N
tal que y = f,(m), isto ¢, existe (m,n) € N x N tal que y = f((m,n)). Pelo Teorema
3.41, existe uma bijecao

g:N—NxN.
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Logo
fog:N— A

é sobrejetora. Para quaisquer k,[ € N, definimos
k~le fog(k)=fog(l).

Entdo ~ é uma relagdo de equivaléncia em N associada a f o g (prove isto!). Logo,

h: N — A, definida por h(k) = f o g(k)

~

¢é uma funcdo bijetora. Pelo Teorema 3.40, & é contdvel. assim, A é contdvel. Mas, pelo

Corolario 3.36, A é infinito. Portanto, A é enumerével. |

Coroldrio 3.43 Seja {A,,}5°, uma familia indexada de conjuntos contdveis. Entdo

é contavel. [ |
Coroldrio 3.44 Sejam A e B dois conjuntos enumerdveis. Entio AU B é enumerdvel.

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que A e B sejam disjuntos, pois

existem correspondéncias biunivocas de A sobre A x {1} e de B sobre B x {2} com
Ax {1} nBx {2} =0.
Seja { X7, X5} uma partigdo de N, por exemplo,
X1 ={2,4,6,..} e Xo={1,3,5,...}.

Assim, existem bijecoes
f12X1—>A (§ fQ:X2—>B.

Logo, f: N — AU B definida por

] fn), seneX;
fn) = { fa(n), se ne€ X,

é sobrejetora. Portanto, pela prova do Teorema 3.42, AU B é enumeravel. |
Exemplo 3.45 O conjunto Q é enumerdvel.

Solugao. Basta mostrar que Q7 é enumerdvel, pois

Q=Q-u{opuQs.
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Seja

[ NxN—-Q, dadapor f((m,n))= %
Dados (k,1),(m,n) € N x N,

(kD)= (m,n) = k=mel=n= % = % = (k1) = f((m,n)).

Logo, f estd bem definida. Finalmente, dado r = = € Q% , existe (m,n) € N x N tal que
f((m,n)) =r.

Portanto, f & sobrejetora. Assim, pela prova do Teorema 3.42, Q% ¢é enumerével.

Teorema 3.46 O conjunto R é nao enumerdvel.

Prova. Como .

f: R =0, 1] definida por f(z) = 1—7—675

¢ uma fungdo bijetora (prove isto!), basta mostrar que o intervalo aberto |0,1] é nao

enumerével. Suponhamos, por absurdo, que ]0, 1] seja enumeravel, isto é,
10,1] = {x1, 29, ..., 2k, ...}

Vamos admitir como sendo conhecido o seguinte fato (cf. Apéndice): todo z € ]0,1]

admite uma representacao decimal da forma
xr =0,a1a00a3 - -+,

onde a; € Ng U {0}. E claro que todo nimero racional admite duas representacoes desta

forma, por exemplo,

1 1
Z—=0.200--- e = =0.199---
5 “5T
Assim,
r1 = 0,a11a12013 " -
xo = 0,az1a20a93" -
. = 0,ap1ak20k3 -
Seja agora
b; € Ng U {O} e b; 7é Qjj.
Entao
b=0,bybgbs--- € ]0,1],
o que é uma contradicao, pois b # x,V k € N. [ |

EXERCICIOS



70 CAPITULO 3. RELACAO DE ORDEM E ENUMERABILIDADE

1. Mostrar que existe f : Ny — N, é injetora se, e somente se, k < [. (Sugestao:
Suponha que exista uma fungao injetora f : Ny — N;. Agora, vamos usar indugao

sobre [.

(a) Se ! =1, nada ha para provar.

(b) Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja vélido para [ — 1.
Dado y € N,. H4 dois casos a ser considerado: (1) Se y € f(Ny), entdo existe
um unico z € Ny, tal que y = f(x), pois f é injetora. Sejam A = N, — {z}
e B =N, —{y}. Entao, g : A — B dada por g = f |4 ¢ injetora. Como
#(B) = [—1 temos, pela hipotese de inducao, que #(A) = k—1 < #(B) =11,
isto ¢, k <1. (2) Sey ¢ f(Ny), entdo f(Ng) C B. Logo, f : Ny — B ¢ injetora.
Como #(B) = | — 1 temos, pela hipotese de inducao, que k < [ — 1, isto é,
k<l.)

2. Mostrar que existe f : Ny — N; é sobrejetora se, e somente se, k > [. (Sugestao:

Suponha que exista uma funcao sobrejetora f : Ny — N;. Seja

ri =#({r € Ny : f(z) = y; com y; € Ni})

Entao, por hipétese, r; > 1. Como cada x estd associado a um tnico y; temos que

l l
E=>r>> 1=1)
=1 =1

3. Seja A um conjunto finito. Mostrar que P(A) é um conjunto finito.

4. Seja A um conjunto finito. Mostrar que o niimero de relacoes em A é finito.

(S8

. Seja A qualquer conjunto contendo pelo menos dois elementos. Mostrar que o

conjunto P(A), munido com a ordem parcial
X <Y e XCY,V X,Y € PA),

nao é bem ordenado.

=2}

. Mostrar que f : Ny x N; — Ny; definida por f((i,7)) = (i — 1) + j é uma cor-

respondéncia biunivoca.
7. Sejam A e B dois conjuntos finitos. Mostrar que #(A x B) = #(A) - #(B).

8. Seja A um conjunto finito com #(A) = k. Mostrar que:

(a) Existem 2 relacdes em A. (Sugestdo: O minero total de relagdes ¢ o mimero

de subconjuntos de um conjunto com k? elementos. Continue.)

(b) Existem 2¥°~* relacoes reflexivas em A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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. K24k ~ T
(c) Existem 272 relagbes simétricas em A.
. K2k ~ . T
(d) Existem 272 relagoes reflexivas e simétricas em A.
Se a seqiiéncia x1, T, ..., T,,... forma uma P.A. de razao r. Mostrar que

Tp=x1+ (n—1)r

Seja S, = x1 + x2 + - - - + z, a soma dos n primeiros termos de uma P.A. de razao

r. Mostrar que

n(x1 + z,)
Sp=——7=.
2
Se a seqiiéncia xq, xs, ..., Ty, ... forma uma P.G. de razao q. Mostrar que

n—1
Ty — T14q .

Seja S, = x1 + 22 + -+ + x,, a soma dos n primeiros termos de uma P.G. de razao
q ¢ {0,1}. Mostrar que

T1 — Tnq
S, =—"—-".
l—gq
Seja a seqiiéncia x1, X2, ..., Ty,...cOM T =7 €

Ty =Tp1+2Tpo+ -+ (n—1)x.
Mostrar que x,, ¢ um multiplo de 7.

Seja a seqiiéncia a; =1, a3 =2 e

o Qn1 + ap
an+2 - 2 )

para todo n € N. Mostrar que

1<a,<2,VneN.

Mostrar que se A é um conjunto finito e b ndo pertence a A, entdo AU {b} é finito.

Mostrar que se A é um conjunto infinito e B é um subconjunto finito de A, entao
A — B ¢ infinito.

Seja a € A. Mostrar que A é um conjunto infinito se, e somente se, existe uma
correspondéncia biunivoca de A — {a} sobre A. (Sugestao: Como A —{a} ¢ infinito,
existe B C A — {a} enumeravel. Logo, B U {a} é enumerdvel e existe uma bijegao
de B sobre B U {a}, digamos f : B — B U {a}. Agora, mostrar que a fungao
g: A—{a} — A definida por

o) = f(z), se x € B
9() {x, se x ¢ BU{a}

¢ bijetora.)
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18

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Mostrar que se A é um conjunto infinito e B é um conjunto contdvel, entao existe
uma correspondéncia biunivoca de A sobre A U B. (Sugestao: Como A é infinito,
existe C' C A enumerével. Logo, C'U (B — A) é enumerdvel e existe uma bijegao de
C sobre C'U (B — A), continue.)

Seja A C N um subconjunto infinito. Mostrar que existe uma tinica bijecao crescente
f:N— A

Mostrar que A é um conjunto infinito se, e somente se, existem uma quantidade
infinita de relagoes de equivaléncia em A. (Sugestdo: Sejam a,b € A com a # b.

Mostre que
Rap = {(z.y) € A 12 =y, (2,y) = (a,) ou (w,y) = (b,a)}
¢ uma relacdo de equivaléncia em A e Ry, = Req < {a,b} = {c,d}.)

Mostrar que f : N — Z definida por

f(n):{g se n & par

n 1 s 2
—35 +35 sen éimpar
é uma correspondéncia biunfvoca. Conclua novamente que Z é enumeravel.
Mostrar que o conjunto de todos os multiplos inteiros de 5 é enumerével.
Mostrar que todo subconjunto de um conjunto enumerével é contével.

Seja A um conjunto enumerdvel. Mostrar que A possui um subconjunto enumerével

B tal que A — B é enumerével.

Mostrar que o conjunto de decimais terminando em uma seqiiéncia infinita que

consiste exclusivamente em 9's é enumerével. (Sugestao: Por exemplo,

NS S
0,y 24999+ = 75+ +10k+n§110n,

onde x; € Ng U {0}.)

Seja J = {J;}icr uma familia indexada de intervalos disjuntos aos pares. Mostrar

que J é contdvel.
Mostrar que o conjunto de pontos no plano com coordenadas racionais é enumerével.

Seja f : A — B uma funcao injetora. Mostrar que se B é enumerdvel, entao A

também o é.

Seja f : A — B uma fungao sobrejetora. Mostrar que se A é enumerdvel, entao B
contdvel. (Sugestao: Dado y € B, existe =, € A tal que f(z,) = y. Agora, mostre

que a funcdo g : B — A definida por g(y) = z, ¢ injetora, continue.)
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
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Sejam Ay, ..., Ay conjuntos enumerdveis. Mostrar que A; X --- x Ay é enumerdvel.
Mostrar que a funcao
: m
f:ZxN—Q, definida por f((m,n)) =—
n
é sobrejetora. Conclua novamente que QQ é enumeravel.

Seja
A={X CN:X éum conjunto finito}.

Mostrar que A é um conjunto enumeravel. (Sugestao: Seja

Ap = {X CN:#(X) =n}.

Entao ,
A={]A.
neN
Agora, mostre que a fungao g : A, — N™ definida por ¢(X) = (21, ...,x,) é injetora,
onde
X ={x,..., 2.},
continue.)

Seja A um conjunto enumerével. Mostrar que
B={X CA:X éum conjunto finito}

é um conjunto enumerével.

Mostrar que o corpo Q[v/2] = {a + bv/2 : a,b € Q} é enumeréavel.

Mostrar que o anel dos inteiros de Gauss Z[i] = {a + bi : a,b € Z}, onde i* = —1, &
enumeravel.

Seja A um conjunto infinito. Mostrar que A é enumeravel se, e somente se, existe

uma correspondéncia biunivoca de A sobre B, para todo subconjunto infinito B C A.

Sejam A um conjunto finito nao-vazio e B um conjunto enumeravel. Mostrar que

A x B é enumeravel.

Mostrar F = {f : N — {0,1} : f ¢ uma fun¢do} ¢ nao enumerdvel. Conclua que
P(N) é ndo enumerdvel. (Sugestdo: Suponha, por absurdo, que F seja enumerdvel,

digamos

F=A{fi,fo, s fn,---}
Consideremos a funcio f : N — {0,1} definida por f(n) = 1 — f.(n). E facil
verificar que f # f,, V n € N, o que é uma contradicao, pois f € F.)
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
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Seja A qualquer conjunto contendo mais do que um elemento. Mostrar F = {f :
N — A: f é uma fungao} é ndo enumerdvel.
Seja A um conjunto enumerdvel. Mostrar que []>2; A é ndo enumerdvel.

Seja A qualquer conjunto contendo pelo menos dois elementos. Mostrar que nao
existe bijegdo de A sobre F = {f: A — A: f é uma func¢ao}.

Mostrar que o anel Z[z| de todos os polindmios com coeficientes inteiros é enu-

merdvel. (Sugestao: Seja

Pmm:{er[x]:f:Zaixi e |ag|+]ay|+ - +]a,|=m}
i=0

Entao note que cada P,,,, é um conjunto finito e

Zlxl= |J Puon)

(m,n)eNxN
Um nimero algébrico é qualquer raiz real da equacao
ag+ arx+---+a,x” =0,

onde os coeficientes a; sao inteiros. Mostrar que o conjunto A dos nimeros algébricos

é enumeravel. (Sugestao: Defina para cada n € N o conjunto
A, ={aeR: f,(a) =0}.

Agora, note que cada A, é finito e

A=A

neN

Um ntdmero real é chamado transcendente se ele nao é algébrico. Mostre que o

conjunto dos niimeros transcendentes é nao enumeravel.

Sejam A um conjunto nao enumerdvel. Mostrar que Ax B é nao enumeravel qualquer

que seja o conjunto B # (.
Mostrar que f : [0, 1] —]0, 1] definida por

%, se x =0
fl)=9 =3, sex=4,neN
z, sex¢{0,t},neN,

é uma correspondéncia biunivoca. Conclua que [0, 1] é ndo enumerével.
Mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre [0, 1] e [0, 1].

Mostrar que S! = {(z,y) € R? : 2% + 3?> = 1} é nao enumerdvel.



Capitulo 4
A origem das fracoes

O método tradicional de descrever o conjunto N dos niimeros naturais axiomaticamente

¢ por meio dos seguintes axiomas de Peano:

1. 1eN.

2. Para cada n € N existe um unico n’ € N, chamado o sucessor de n, isto é, existe

uma funcdo s : N — N definida pela regra s(n) = n’, chamada fun¢do sucessor.
3. s(n) # 1, para todo n € N.
4. s é injetora, isto é, se s(m) = s(n), entdo m = n, para todos m,n € N.
5. Seja X um subconjunto de N tal que

(a) 1€ X.
(b) ne X = s(n) € X.

Entao X = N.

O quinto axioma é conhecido como o axioma de inducao ou o primeiro principio de
inducao e é a base da prova de vdrios teoremas em matemaética.
Escreveremos s(1) = 2, s(2) = 3, s(3) = 4 e, assim por diante.

Podemos re-afirmar o primeiro principio de inducao como segue:
5 Suponhamos que a cada n € N temos associado uma proposi¢ao P(n) tal que

(a) P(1) é verdadeira.

(b) P(n) sendo verdadeira implica que P(s(n)) também seja verdadeira.
Entdo P(n) é verdadeira, para todo n € N.

Proposigao 4.1 s(a) # a, para todo a € N.

I6)
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Prova. Seja
X={neN:s(n)#n}.

Entao:

1. Pelos axiomas (1) e (3), 1 € X.

2. Suponhamos que n € X, isto ¢, s(n) # n. Entao, pelo axioma (4), s(s(n)) # s(n).
Logo, s(n) € X.

Portanto, pelo axioma (5), X = N. [ |
Proposicao 4.2 Seja a € N, com a # 1. Entao existe um tnico b € N tal que s(b) = a.
Prova. Seja

X={neN:n=1 oun=s(m) para algum m € N} .
Entao:

1. 1 € X, por definicao de X.

2. Suponhamos que n € X. Ent@o s(m) = n, para algum m € N. Assim, s(s(m)) =
s(n). Logo, s(n) € X.

Portanto, pelo axioma (5), X = N. Finalmente, se s(b) = a e s(¢) = a, entao pelo
axioma (4), b = c. [

Teorema 4.3 Existe exatamente uma operacao bindria + : N x N — N satisfazendo as
sequintes condigoes:

1. s(m)=m+1,V meN.
2. s(m+n)=m+s(n), v m,n € N.
Prova. (Existéncia) Seja

X = {meN:m+n possa ser definida para todo n € N

e 1, 2 sejam satisfeitos}.
Entao:
1. Definindo s(n) =1+ n, para cada n € N, temos que s(1) =1+ 1e
s(I1+n)=s(s(n)) =1+ s(n).

Logo, 1 € X.



7

2. Suponhamos que m € X. Entao m+n é definida para cada n € N. Agora, definimos
s(m+n) = s(m) + n.

Entao

s(s(m)) =s(m+1)=s(m)+1

s(m) +s(n) = s(m+s(n))
= s(s(m+mn))
= s(s(m) +n).

Assim, s(m) € X.

Portanto, pelo axioma (5), X = N.
(Unicidade) Suponhamos que & seja outra operagao bindria em N satisfazendo (1) e
(2). Para cada m € N fixado, seja

X={neN:m+n=mon}.
Entao:

1. 1 € X, pois
m+1=s(m)=mao 1L

2. Suponhamos que n € X. Entao

m+s(n) = s(m+n)
= s(m®n)
= m® s(n).

Assim, s(n) € X. Portanto, pelo axioma (5), X = N. Assim, + e @ sdo as mesmas

operagoes bindrias. [ |
Teorema 4.4 A operacao bindria + em N satisfaz as sequintes condigoes:

1. (k+m)+n=k+ (m+n), para todos k,m,n € N.

2. m+n=mn-+m, para todos m,n € N.
Prova. Provaremos apenas o item (1). Para cada k,m € N fixados, seja
X={neN:(k+m)+n=k+(m+n)}.

Entao:
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1. 1 € X, pois

(k+m)+1 = s(k+m)
= k+s(m)
= k+(m+1).

2. Suponhamos que n € X. Entao

(k+m)+s(n) = s[(k+m)+n]
= slk+ (m+n)]
= k+s(m+n)
= kot (m+ ().

Assim, s(n) € X. Portanto, pelo axioma (5), X = N. [
Teorema 4.5 Sejama,b € N. Entao exatamente uma das sequintes condigoes é satisfeita:

1. a=0>.
2. a=b+ k, para algum k € N.

3. b=a+1, para algum [ € N.

Prova. Primeiro provaremos que os itens (1) e (2) ndo podem ocorrer simultaneamente.
Suponhamos, por absurdo, que a = b e a = b+ k, para algum k € N. Entao a = a + k.
Seja

X={neN:n#n+k}.

Entao:

1. Como s(n) =n+ 1 e pelo axioma (3), s(n) # 1, temos que 1 € X.

2. Suponhamos que n € X. Entao n # n + k. Suponhamos, por absurdo, que s(n) =
s(n)+k. Como s(n)+k = k+ s(n) temos que s(n) = s(n+ k). Assim, pelo axioma
(4), n =n+ k, o que é uma contradigao. Logo, s(n) # s(n) + k e s(n) € X.

Portanto, pelo axioma (5), X = N. Em particular, a # a+k. De modo andlogo, prova-
se que os itens (1) e (3) (2 e 3) ndo pode ocorrer simultaneamente. Agora provaremos
que uma das trés afirmacoes vale.

Sejam a € N fixado e

X = {b € N: uma das trés afirmagoes vale} .

Entao:
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1. Como a = 1oua # 1 temos, pela Proposicao 4.2, que s(m) = a, para algum m € N.

Logo, por definicao, a = m + 1. Assim, em qualquer caso, 1 € X.

2. Suponhamos que b € X. Se b = a, entdo s(b) = s(a) = a+ 1. Assim, (3) vale e
s(b) € X. Se b = a+ 1, para algum [ € N, entdo s(b) = s(a +1) = a + s(). Assim,
(3) vale novamente e s(b) € X. Se a = b+ k, para algum k € N, hd dois casos a ser

considerado:
(a) Se k=1, entdo a =b+ 1 = s(b). Assim, (1) vale e s(b) € X.
(b) Se k # 1, entao, pela Proposicao 4.2, s(m) = k, para algum m € N. Assim,

a = b+k
= b+ s(m)
= b+ (m+1)
= (b+1)+m
= s(b) +m.

e s(b) € X. Portanto, pelo axioma (5), X = N. [
Teorema 4.6 Sejam a,b,c € N. Entao:
1. a#a+c.
2. Sea+c=>b+c, entio a =b.

Prova. Provaremos apenas o item (2). Suponhamos, por absurdo, que a # b. Entao ha
dois casos a ser considerado:
1.2 Caso. Se a = b+ k, para algum k € N, entao

(a+c)+k (b+c)+k
= b+ (c+k)
= (b+k)+c

= a+e¢c,

o que contradiz o item (1).
2.2 Caso. Se b =a + [, para algum [ € N, entao

(b+c)+1 = (a+c)+1
= a+(c+1)
= (a+1)+c
= b+ec,

o que contradiz o item (1). Portanto, b = c. [ |
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Sejam a,b € N. Dizemos que b é maior do que a, em sfmbolos b > a, se b = a + [,
para algum [ € N. Dizemos que b é menor do que a, em sfmbolos b < a, se a = b+ k,
para algum k& € N. Note que, a < b se, e somente se b > a. A notacao a < b, significa que

a=boua<b.
Observagao 4.7 Sejam a,b,c € N. Entao:

1. Exatamente uma das sequintes condicoes é satisfeita

(a) a=b.
(b) a>b.
(c) a <b.

2. Sea<beb<c, entio a < c.
3. Sea<b, entioa—+c<b—+c.
Coroldrio 4.8 Seja a € N, com a # 1 Entdao a > 1.

Prova. Se a # 1, entdo, pela Proposigao 4.2, s(m) = a, para algum m € N. Assim,
a =1+ m. Portanto, a > 1. |

Teorema 4.9 Sejam a,b € N. Entdo a < b se, e somente se, a+ 1 < b.

Prova. Suponhamos que a < b. Entao b = a + [, para algum [ € N. Se [ = 1, entao
b=a+ 1. Sel # 1, entdo, pela Proposigao 4.2, s(m) = [, para algum m € N. Assim,

b = a+1
= a+s(m)
= a+(m+1)
= (a+1)+m.
Logo, a + 1 < b. Portanto, em qualquer caso, a + 1 < b. |

Teorema 4.10 (Principio da Boa Ordenagao) Todo subconjunto nao-vazio de N con-

tém um menor elemento.

Prova. Sejam S um subconjunto arbitrario e nao-vazio de N e
X={neN:n<aVaecS}.

Entao, pelo Corolario 4.8, temos que 1 € X. Suponhamos que n € X. Como a < s(a),
para cada a € S, temos que s(a) ¢ X. Assim, X # N e pelo axioma (5), existe b € X tal
que s(b) ¢ X. Vamos provar que b € S, isto é, b é o menor elemento de S. Suponhamos,
por absurdo, que b ¢ S. Entao b < a, para cada a € S, pois b € X. Logo, pelo Teorema
4.9, b+ 1 < a, para cada a € S. Portanto, s(b) =b+ 1 € X, o que é uma contradigao. B
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Teorema 4.11 Fuxiste exatamente uma operagao bindria - : N x N — N satisfazendo as

sequintes condigoes:
1. m-1=m,VY méeN,
2.m-s(n)=m-n+m,V m,neN.
Prova. Exercicio. ]

Com o propésito de simplificar, vamos denotar m - n por mn e chamé-lo de produto

de m por n.
Teorema 4.12 O produto em N satisfaz as sequintes condicoes:
1. (km)n = k(mn), para todos k, m,n € N.
2. mn = nm, para todos m,n € N.
3. k(m+n) = km + kn, para todos k, m,n € N.
4. km = kn = m = n, para todos k,m,n € N.
5. m < n = km < kn, para todos k,m,n € N.
Prova. Provaremos apenas o item (3). Para cada k,m € N fixados, seja
X={neN:k(m+n)=Ekn+kn}.
Entao:
1. 1 € X, pois

E(m+1) = ks(m)
= km+k
= Ekm+k-1

2. Suponhamos que n € X. Entao

k(m+s(n)) = kls(m+mn)]
= k(m+n)+k
= (km+kn)+k
= km+ (kn+k)
= km+ ks(n).

Assim, s(n) € X. Portanto, pelo axioma (5), X = N. [
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Depois de termos dado um desenvolvimento sistemético do conjunto dos nimeros
naturais N, agora estendemos esse conjunto para o conjunto Z dos inteiros. A necessidade
de se fazer isto deve-se ao fato de que o conjunto dos niimeros naturais N originalmente,
ele tinha a capacidade de representar “todas” as quantidades e, posteriormente, com o
advento das operagoes elementares, em particular a adicao e a multiplicacao, foi possivel
somar e multiplicar dois nimeros quaisquer de N, obtendo-se um niimero de N, o que em
linguagem moderna significa dizer que N é fechado em relagao a soma e & multiplicacao.
Com a subtracao surgiu um problema, que era o da impossibilidade de se subtrair um
nimero do outro quando o primeiro era menor do que o segundo ou de resolver equacoes
do tipo z + 2 = 0.

Seja I = N x N. Para (a,b), (¢,d) € I, definimos
(a,b) ~ (¢,d) ©a+d=>b+c.

Ent@o ~ é uma relagdo de equivaléncia em I (prove isto!).

Vamos equipar % com as seguintes operacoes bindrias:

L. (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).

2. (a,b) e (c,d) = (ac+ bd, ad + bc).
Provaremos apenas que a operacao (2) estd bem definida, ficando a outra como exer-
cicio.

Suponhamos que

(a,b) = (z,9) e (c,d) = (z,w).

Entao devemos provar que

(ac+ bd,ad + bc) = (xz + yw, zw + yz).

De fato, como

(a,b) = (z,y) ©a+y=b+z e (c,d)=(z,w) S ct+w=d+z

temos que
(ac+ bd) 4+ (zw + yz) — [(ad + bc) + (zz + yw)] =
alc=d)+bd—c)+z(z—w)+ylw—2) =

(@ =b)(c—d) = (z —y)(z —w)
(r=y)z-w) = (z-y)z-w) = 0.

Portanto,

(ac + bd) + (zw + yz) = (ad + bc) + (2 + yw),
isto &,

(ac+ bd,ad + be) = (xz + yw, zw + yz).

Essas operacoes satisfazem as seguintes propriedades:
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L. [(a,b) + (¢, d)] + (e, f) = (a,b) + [(c,d) + (e, f)], pois
[(CL, b) + (Cv d)] + (67 f) =

[(a+c,b+d)]+ (e, f)
((a+c)+e (b+d) +f)
= (a+(c+e),b+(d+f))
(
(

a,

)+ (c+ed+ f)
)+ [(e.d) + (e, f)]-

b) +
b) +

a,

2. Existe tnico (1,1) € £ tal que (a,b) + (1,1) = (a,b), ¥ (a,b) € L, pois

(a,b) +(1,1) =(a+ 1,0+ 1) = (a,b).

Note que, (a,b) € (1,1) se, e somente se, a + 1 = b+ 1 se, e somente se, a = b.
1,1), para todo a € N.

~—~

Portanto, (a,a) =

3. Para cada (a,b) € L existe tinico (b,a) € £ tal que (a,b) + (b,d) = (1, 1), pois

(a,b) + (b,d) = (a+b,a+0b) = (1,1).

4. (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b), pois

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(c+a,d+_b)
(¢;d) + (a, b);

5. [(a,b) - (e,d)] - (e, f) = (a,b) - [(c,d) - (e, f)] (prove isto!).

6. Existe unico (1 +1,1) € £ tal que (a,b) - (1+1,1) = (a,b), ¥ (a,b) € L, pois

(a,0)-(1+1,1) = (a(1+1)+b,a+b(1+1)
(a+a+ba+b+0)

= ( 7b)

Note que, (a,b) € (1+1,1) se, e somente se, a + 1 = (b+ 1) + 1 se, e somente se,
a = b+ 1. Portanto, (b+ 1,b) = (1,1), para todo b € N.

7. (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) (prove isto!).

8. (a,b) - [(e,d) + (e, f)] = (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f)] (prove isto!).

Denotaremos o conjunto quociente % por Z e (1,1) por 0. Com o propésito de sim-

plificar, vamos denotar (a,b) - (¢, d) por (a,b)(c,d).

Teorema 4.13 Sejam x,y € Z. Se xy =0, entdo xr =0 ou y = 0.
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Prova. Sejam = = (a,b) e y = (¢, d). Entao
ry =0 = (ac+bd) + 1 = (ad + bc) + 1.

Suponhamos que x # 0. Entao a # b. Assim, hé dois casos a ser considerado:

1.2 Caso. Se a = b+ k, para algum k € N, entao

(ac+bd)+1 = [(b+k)c+bd +1
[(bc +bd) + 1] + ke

(ad+bc)+1 = [(b+Ek)d+bc+1
[(bc + bd) + 1] + kd.

Logo,
[(be + bd) + 1] + ke = [(be + bd) + 1] + kd.

Assim, pelo Teorema 4.6, k¢ = kd. Suponhamos, por absurdo, que ¢ # d. Entao ¢ = d+1,
para algum [ € N ou d = ¢+ m, para algum m € N. Se ¢ = d + [, entao

kd = ke
= k(d+1)
— kd+ K,

o que contradiz o Teorema 4.6. Se d = ¢ + m, entao

ke = kd
= k(c+m)
= kc+ km,

o que contradiz o Teorema 4.6. Logo, c=d ey = 0.
2.° Caso. Se b = a + n, para algum n € N, entao prova-se, de modo andlogo que,

y = 0. Portanto, em qualquer caso, y = 0. u

Teorema 4.14 Seja f : N — Z uma fun¢do definida pela regra f(a) = (a + 1,1). Entdo

f éinjetora e

1. fla+0b)= f(a)+ f(b),V a,b eN;

2. f(ab) = f(a)f(b),V a,b € N.

Prova. Provaremos apenas que f ¢é injetora, e o item (2). Dados a,b € N,

= (a+1,1)=(b+1,1)
= (a+1)+1=(b+1)+1.
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Assim, pelo Teorema 4.6, a = b. Portanto, f € injetora. Finalmente,
flab) = (ab+1,1)
ab+1,1)+(a+b+1,a+b+1)

(ab+1,1)
(
= (@+1+a+b+L1+atrb+l)
(
(

(a+1)(b+1)+1,(a+1)+(b+1))
a+1,1)(b+1,1)
= f(a)f(b).

|
O Teorema acima permite-nos identificar cada a € N com sua imagem (a + 1,1) em
Z. Portanto, denotaremos, com abuso de notagao, (a 4+ 1,1) por a e (1,a + 1) por —a.

Além disso,

(a,b) = (a+1,1)+(1,0+1)
= a+(-b).

Assim, denotaremos (a,b) por a — b. Também, a cépia de N em Z sob essa imersao é

denotada por Z., a qual é chamada de inteiros positivos de Z. Neste caso, o conjunto
Z_={-n:nek}
é chamado de conjunto dos inteiros negativos.
Teorema 4.15 Seja x € Z. Entao exatamente uma das sequintes condigoes é satisfeita:
1. x =0;
2. x € Ly;
3. —x € Ly.

Prova. Seja x = (a,b) € Z e x # 0. Entao a # b. Assim, a = b+ k, para algum k € N

ou b =a+ [, para algum [ € N. Agora, provaremos que

a:b+k<:>xEZ+

b=a+l& —zcZy
Se a = b+ k, para algum k£ € N, entao

z = (a,b)

b+ k,b)

b+ k,b)+(1,1)

b+k+1,b+1)
D+ (k+1,1)

k+1,1) € Z,.

(a,0)
(b+k,b)
(
(
(b,
(k+1,1)
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Reciprocamente, se € Z,, entdo = = (k+ 1,1), para algum k£ € N. Como z = (a,b)
temos que
a+1=b+k+1.

Assim, pelo Teorema 4.6, a = b+ k.
Se b = a + [, para algum [ € N, entao

—x=—(a,b) = (b,a) = (a,a+1)=(1+1,1) € Zy.

Reciprocamente, se —z € Z,, entdo —x = (I + 1,1), para algum [ € N. Como x = (a,b)

temos que —x = (b, a). Logo,
b+1=a+1[0+1.

Assim, pelo Teorema 4.6, b = a + [.

Observagao 4.16 Note que o subconjunto Z., de Z goza das sequintes propriedades:
1. x4y € Z,, para todos x,y € Z.
2. vy € Z, para todos x,y € Z .
3. Se x € 7Z, entao exatamente uma das sequintes condigcoes é satisfeita:

(a) z=0;
(b) x € Zy;
(c) —x € Z,.

O conjunto Z é chamado o cone positivo de Z. Neste caso,
Z=7_U{0}JZ,

Sejam a,b € Z. Dizemos que b é maior do que a, em simbolos b > a, se b —a € Z,..
Dizemos que b é menor do que a, em simbolos b < a, se a — b € Z,. Note que, a < b se,

e somente se b > a. A notagao a < b, significa que a = b ou a < b.

Observagao 4.17 Sejam a,b € Z. FEntao eratamente uma das sequintes condi¢oes é

satisfeita:
1. a=1b;
2. a>b;

3. a<b.
Teorema 4.18 Sejam a,b,c € Z. Entao:

1. Sea<beb<c, entdo a < c.
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2. Sea <b, entdoa—+c<b+c.
3. Sea<bel<c, entao ac < be.

4. Sea<bel>c, entao ac > be.
Prova. Exercicio. [ |

No conjunto Z nao temos problemas com a subtracao, isto ¢, podemos subtrair um
elemento qualquer de outro sem qualquer restricao, mas surge a impossibilidade de se
efetuar a divisao de certos mimeros inteiros ou de resolver equacoes do tipo 2z — 1 = 0.

Para contornarmos esse problema agiremos como acima.
Seja J = Z x Z. Para (a,b), (¢,d) € J, definimos
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.
Agora surge um inconveniente, pois ~ nao é uma relagao de equivaléncia em J, visto que
(2,1) ~(0,0) e (0,0) ~ (3,1) mas (2,1) =~ (3,1).
Para contornarmos essa situacao consideremos o seguinte subconjunto de J
K={(a,b) e J:b#0}=7Z x 7",
onde Z* = Z — {0} e, dizemos que
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Agora ~ é uma relagao de equivaléncia em C' (prove isto!).
K

Vamos equipar = com as seguintes operagoes bindrias:

1. (a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd);

2. (a,b) e (c,d) = (ac, bd).

Provaremos apenas que a operacao 1 estd bem definida, ficando a outra como exercicio.

Suponhamos que

(a,0) = (z,9) e (¢, d) = (2, w).

Entao devemos provar que

(ad + be, bd) = (zw + yz, yw).

De fato, como

(a,b) = (z,y) & ay =bx e (¢,d) = (z,w) & cw = dz
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temos que
(ad + be)yw — bd(xw + y=z)
adyw + bcyw — bdrzw — bdyz =
bw(dx — cy) — bw(de —cy) = 0.
Portanto,
(ad + be)yw = bd(zw + yz),
isto é,

(ad + be, bd) = (zw + yz, yw).

Essas operacoes satisfazem as seguintes propriedades:

L. [(a,b) + (c,d)] + (e, f) = (a,b) + [(c,d) + (e, [)] (prove isto!).

2. Existe tinico (0,1) € £ tal que (a,b) 4+ (0,1) = (a,b), V (a,b) € £ (prove isto!).
Note que, (a,b) € (0, ) se, e somente se, a = 0. Portanto, (0,b) = (0, 1), para todo
beZ.

3. Para cada (a,b) € £ existe tnico (—a,b) € £ tal que (a,b) +(—a,b) = (0,1) (prove
isto!).

4. (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b) (prove isto!).

5. [(a,b) - (e,d)] - (e, f) = (a,b) - [(¢,d) - (e, f)] (prove isto!).

6. Existe tnico (1,1) € £ tal que (a,b) - (1,1) = (a,b), V (a,b) € £ (prove isto!).
Note que, (a,b) € (1,1) se, e somente se, a = b. Portanto, (a,a) = (1, 1), para todo
a €.

7. (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) (prove isto!).

8. (a,b) - [(c,d) + (e, f)] = (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, )] (prove isto!).

9. Para cada (a,b) € £ —{(0,1)}, existe tinico (b,a) € £ tal que (a,b) - (b,a) = (1,1),

pois

(a,b) ® (b,a) = (ab,ba) = (1,1).

Denotaremos o conjunto quociente £ por @, (0,1) por 0 e (1, 1) por 1 Com o propésito

de simplificar vamos denotar (a,b) - (¢, d) por (a,b)(c,d).

Teorema 4.19 Seja f : Z — Q uma fun¢do definida pela regra f(a) = (a,1). Entdo [ é

mjetora e

1. fla+0b) = f(a)+ f(b),Y a,b € Z;
2. f(ab) = f(a)f(b),V a,b € Z.
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Prova. Dados a,b € Z,

Portanto, f é injetora.

fla+b) = (a+b1)

Finalmente,

flab) =

O Teorema acima permite-nos identificar cada a € Z com sua imagem (a,1) em Q.

Portanto, denotaremos, com abuso de notagao, (a,1) por a e (1,a) por a=t. Além disso,

(CL?b) = m'(lv}

Assim, denotaremos (a,b) por ab~' = %. Também,

Q+:{%6Q:abez+}.
Observacao 4.20 Note que o subconjunto Q. de Q goza das sequintes propriedades:
1. x+y € Qy4, para todos x,y € Q...
2. xy € Qy, para todos x,y € Q..

3. Se x € Q, entdo exatamente uma das sequintes condigoes é satisfeita:

(a) ©=0;
(b) € Qy;
(c) —z € Q4.

Neste caso,

Q = Q_U{0}UQ,

Pela observagao, r < y se, e somente se, y — z € Q. , para todos x,y € Q.
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Teorema 4.21 Sejamx,y € Q. Entao exatamente uma das sequintes condi¢oes é satisfeita:
1. x=uy;
2. x>

3. x<uy.
Prova. Exercicio. |

Teorema 4.22 Sejam x,y,z € Q. Entao:

~

. Sex<yey<z, entio x < z;
2. Sex <y, entao x+ z < y+ z;
3. Sex<yel<z, entao vz < yz;
4. Sex <y e0>z, entao xz > yz;
5 Sex>0ey<0, entao ry < 0;
6. Sex >0, entdo z~! > 0;

7. Se0<x <y, entio 0 <y ! <zt

Prova. Provaremos apenas os itens (1), (3) e (7). Sez <yey < z,entdoy —z € Q; e
z—1y € Q.. Logo,
z—r=(z—-y)+{y—z) Q.

Portanto, z < z. Para mostrar 3,se x <ye 0 < z,entaoy —x € Q, e z € Q.. Logo,
yz—xz = (y —x)z € Q.
Portanto, zz < yz. Para mostrar 7, basta notar que

1 y—x
- = € Q.
Y Yy

_ 1
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Capitulo 5
Teoria dos Numeros

A teoria dos numeros se dedica ao estudo das propriedades dos nimeros inteiros Z.
Neste capitulo faremos a apresentacao de algumas definicoes e resultados sobre a teoria
dos mimeros que serao necessarios para cursos subsequentes. O leitor interessado em mais

detalhes pode consultar [16].

5.1 Algoritmo da Divisao

Ja sabemos, desde a escola primdria, que o processo ordindrio de dividir um inteiro
positivo a por um inteiro positivo b fornece um quociente ¢ e um resto r. Formalmente,

isto corresponde a:
Teorema 5.1 Sejam a,b € Z com b > 0. Entdo existem unicos q,r € Z tais que
a=qb+r, onde 0<r<b.

Prova. (Existéncia) Podemos supor, sem perda de generalidade, que a > 0, pois o caso
a < 0, reduz-se a esse com a substituicao de a por —a > 0.
Quando a = 0, basta tomar ¢ = r = 0. Assim, podemos supor a > 1 e a > b, pois se

a < b basta tomar ¢ = 0 e r = a. Agora, seja
X={aeN:a=¢gb+r, onde 0 <r <b}.
Entao:
1. 1€ X, pois1 =1.1+0.

2. Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja védlido para todo k,
coml<k<a-1,istoé {1,2,...,a—1} C X.

Como a > b > 0 temos que 0 < a — b < a e, assim, existem, pela hipétese de inducao,
q1,7 € Z tais que
a—b=qb+r onde 0 <r<b.

93
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Fazendo, ¢ = ¢; + 1, obtemos
a=qgb+r, onde 0 <r <hb.
(Unicidade) Suponhamos que existam ¢, qa, 71,79 € 7 tais que

a=qb+ry, onde 0 <ry <b.

e
a = qab+1ry, onde 0 <ry <b.
Logo,
@b+11=@bt+rse (1 —@)b=r2—r1.
Note que
0<m<be —b<—-"1T1<0=0<|rg—r1| <b.
Assim,

|CJ1—QQ|b:|T2—7‘1|<b:>0§|Q1—Q2|<1-

Portanto, pelo Teorema 3.11, temos que |¢; — ¢2| = 0, isto é, ¢ = g2 e, assim, 1, = ro. B
Exemplo 5.2 Sejam a = —1.998 e b = 7. Determinar a divisao de a por b.
Solugao.
1.998 =285 7+ 3 = —1.998 = (—285)7 + (—3) = (—286)7 + 4.
Logo, ¢ = —286 e r = 4.

Coroldrio 5.3 (Algoritmo da Divisao) Sejam a,b € Z com b # 0. Entao existem
unicos q,r € 7 tais que
a=qgb+r, onde 0 <r <|b.

Prova. E suficiente considerar o caso em que b < 0. Entdo |b| > 0 e, pelo Teorema 5.1,

existem tnicos q;,r € Z tais que
a=q |b|]+r, onde 0 <r <|b.
Como |b| = —b, fazendo, ¢ = —q;, obtemos

a=gb+r, onde 0 <r <|b.

Exemplo 5.4 Sejam a = 2.466 e b = —11. Determinar a divisdo de a por b.
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Solugao. Como
2.466 =224 - 11 + 2 = (—224)(—11) + 2

temos que ¢ = —224 e r = 2.

Sejam a,b € Z com b # 0, dizemos que b divide a ou b € um divisor de a ou que a é
um maltiplo de b, em simbolos b | a, se existir ¢ € Z tal que

a = be.

Caso contrério, dizemos que b nédo divide a, e denotaremos por b 1 a. Dizemos que a € Z

é um nimero par se 2 | a e impar se 21 a.

Exemplo 5.5 2|4, =3 | 15,5112 e b | 0 para todo b € Z*, pois 0 =0 - b.

Observagao 5.6 O inteiro ¢ é unico, pois se ¢ € 7 é tal que a = bc, entao
0=bc—bd=blc—)=c—=0=c="¢.

Teorema 5.7 Sejam a,b,c € Z*. Entao as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

~

. £l ]a, +a|a.
2.b|1<b=+1.

3. blaea>0=0b<a.
4. b|a<sbe|ac
5.blaealc=0b]c
6. blaeal|b=a==b

7. claec|b=c|(ax+by),Vr,y € Z.

Prova. Mostraremos apenas os itens (2) e (6). b | 1 se, e somente se, existe d € Z tal que
bd = 1 se,e somente se, |bd| = |b||d| = 1. Como b,d € Z* temos, pelo Teorema 3.11, que
|b| > 1e|d| > 1. Assim, se |b| > 1, entdo

|bd| = [bl |d] > [d] =1,

o que ¢é impossivel. Logo, |b| = 1. Portanto, b = £1. Se b | a e a | b, entdo existem

d,e € Z tais que a = bd e b = ae. Logo,
b= ae = bde = de = 1.

Por 2, temos que d =e =1 ou d = e = —1. Portanto, a = +b. |
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Observagao 5.8 A propriedade (1) diz que todo a € 7Z — {—1,0,1} possui pelo menos
quatro dwisores, (2) diz que os unicos elementos invertiveis de Z sao 1, (6) diz que 0s
elementos a e b sao associados em Z, enquanto (1) e (5) diz que a relagdao de divisibilidade
em 7 é refleriva e transitiva, entretanto, nao é uma relagao de equivaléncia nem de ordem

parcial.

Teorema 5.9 Seja b € N com b > 1. Entdo para todo a € N existem tnicos n,r; € 7
tais que
a=1rpb" 1y 10" b rb® = (Tt 170 )b,

onder; € {0,1,...,b—1},Vi=0,1,...,n en = |log,a].
Prova. (Existéncia) Seja
X={aeN:a=rb"+r, 10" 4+ +rb" +rt°}.
Entao:
1. 1 € X, pois existem n = 0 e ry = 1 tais que 1 = rob°.

2. Suponhamos, como hipétese de inducgao, que o resultado seja vilido para todo k,
com 1 <k <a,istoé {1,2,...a} C X. Pelo Teorema 5.1, existem ¢,r9 € Z tais
que

a+1=qgb+1ry, onde 0 <ry<hb.

Podemos supor que ¢ > 0, pois quando ¢ = 0 existem n = 0 e rg = a + 1 e, assim,

a+1e€X. Comoa+1>0ery>0, temos que g < a, pois se a < ¢, entao
a<qgel<b=a+1<qgeq<ghb=a+1<qgb=qb+ro<qb=1r9<0,
o que é impossivel. Assim, pela hipétese de inducao, existem n,r; € Z tais que
q=1ab" DV 4 bt B,
onde r; € {0,1,...,b—1},Vi=1,2,...,n. Logo,
a+1=r,b" +r, 0"+ 4 bt 4 b,

isto é, a4+ 1 € X. Portanto, X = N.

(Unicidade) Suponhamos que existam m,n,r;, s; € Z tais que
a=Tpb™ 4+ T 6™ bt rg°,
onde 0 <r;,<b,r,>1e

a=8,b" + 5, 10" L+ 510+ 5ob°
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onde 0 < s; <b, 5, > 1.
Afirmacao: v < a < b
De fato,
Tm>1=0b0"<r,b" <a.

Por outro lado, como r; < b temos, pelo Teorema 3.11, que r; < b — 1. Logo,
a = Tmbm + Tmflbm_l + -+ lel + TObO

< ="+ b-1)b" 1+ 4+ (b= 1)b + (b—1)°
— bm+1_1

< byt
Portanto, m = n, pois se m < n, entao m + 1 < n e, assim,
bl < < q,
o que é impossivel. Logo,
Pnb™ 10" A bt b = 5,0 s, b st A sb

Assim,

ro — So = bc

para algum ¢ € Z. Como 0 < rq, sg < b temos que 0 < |rg — so| < b, assim,
blef <b=0<|c|]<1=|c]=0=c=0.

Logo, rg = so. Agora suponhamos, como hipétese de inducao, que r; = s;, para todo @
com1l<i<kek<n. Entao

b 4 A a2 b BT = 507 4 4 0l TR sy BT
Dividindo ambos os membros por !, obtemos
PP e rpab F g = ST e s ab sk

e, pelo mesmo argumento acima, 1,1 = si.1. Portanto, r; = s; paratodo:=1,2,...,n.

Finalmente, como log é uma funcao crescente temos que
n = log, b" < log,a < log, "™ =n + 1.
Portanto, n = |log, a. [ |

Observagao 5.10 Dizemos que a = (rpry,_1---7170)p € a representacdo de a na base b e

que n+1 é o numero de digitos na base b, onde r,, > 0 é o primeiro digito e ro € o ultimo
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digito. A prova do Teorema fornece um Algoritmo prditico para representar um inteiro

a em uma base qualquer b > 1, através das sequintes relagoes:

a = qOb—i—To, 0<rg<b
w = @b+, 0<r <b
Gn—2 = anlb + Tn-1, 0 <rpo < be Qn—1 < b.

Fazendo r,, = q,_1, obtemos
a=1pb" + 1 16" bt 4

Além disso, a adi¢do, a subtracao e a multiplicacao sao efetuadas pelo mesmo processo

usual.

Exemplo 5.11 Escreva 142 e 153 na base 4 e forme sua soma.

Solugao.
142 = 35-442
35 = 8443
8§ = 2-440
e 2 < 4. Logo,

(142), =2-4*4+0-4%>+3-4+2-4° = 2032.

De modo anédlogo, temos que

(153)4 =243 +1-42+2-4+1-4° = 2121.

Soma
2 0 3 2
+ 2 1 21
1 02 1 3

24+1=3,342=11, escrevemos 1 e transportamos 1, 1 + 0+ 1 = 2, etc.
EXERCICIOS

1. Sejam a,b € Z tais que a = qgb+ r, onde 0 < r < b. Se a > 0, mostrar que g > 0.
2. Sejam a,b € Z tais que a = gb+r, onde 0 < r < b. Se a > b, mostrar que r < .
3. Sejam a,b € Z tais que a = gb+r, onde 0 < r < b. Mostrar que ¢ = [%].

4. Dado ¢ € Q. Mostrar que existe a € Z tal que a € |e,c+ 1].

5. Seja b € Z com b > 1. Mostrar que a equacao xb = 1 nao tem solugao em Z.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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. Sejam a,b € Z com b > 0. Mostrar que existem unicos ¢, € Z tais que a = ¢b+ r,

onde 2b < r < 3b.

. Exprima 212 usando as bases 2, 3,4, 5, 7,9 e 13.
. Com quantos digitos se escreve o mimero 2'°%° no sistema de representacao decimal.

. Sejam a,b € Z. Mostrar que, se 3 divide a® + ab+ b%, entdo a e b tém o mesmo resto

quando divididos por 3.

Para todo n € N, mostrar que:

h) 3(1° 4 2% +--- 4+ n®) ¢ divisivel por 1% + 23 + ... + n3,

Sen € N, com n > 1 e fmpar, entdo 1" + 2" + .- + (n — 1)" é divisivel por n.
Mostrar que 197 + 297 + 397 4 497 4 597 ¢ divisivel por 5.

Mostrar que nao existe n € N tal que n? + 2n 4 12 seja divisivel por 121.

Mostrar que a soma dos cubos de trés inteiros consecutivos e positivos é divisivel

por 9.

Determinar todos os a € N tais que a? + 1 seja divisivel por a + 1.

Determinar todos os a € Z — {3} tais que a® — 3 seja divisivel por a — 3.
Sejan € N com n > 1. Mostrar que k divide (n+ 1)! + k, onde 2 < k < n + 1.

Seja n € N. Mostrar que existem r, s € N tais que

(r+s)?+3r+s
5 )

n =

Mostrar que se um nimero inteiro é simultaneamente um quadrado e um cubo
(64 = 82 = 43), entao ele é da forma Tk ou 7k + 1, para algum k € N.

Mostrar que nenhum termo da seqiiéncia 11, 111, 1111, ... é um quadrado perfeito.
(Sugestao: 111---111 =111---108 +3 =4k + 3.)



100

21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Mostrar que o numero
n—1

—
11---122---25,¥n € N,

n

é um quadrado perfeito.

Sejam a = zyz e b = zyx dois inteiros positivos no sistema de representagao decimal.

Mostrar que a — b é divisivel por 99.

Sejam n = zyzuv e m = xyuv dois inteiros positivos no sistema de representagao

decimal. Determinar todos os n tais que
n
—eN.
m

(Sugestao: Mostre que 9m < n < 11m.)

Determinar todos os inteiros positivos que comecam com digito 6 e diminui 25 vezes
quando esse é descartado. (Sugestao: Seja a € N. Entao a = 6- 10" + b e a = 250,
onde 0 < b < 10" —1.)

Mostrar que nao existe um nimero inteiro positivo que diminua 35 vezes quando

seu primeiro digito é descartado.

Determinar o menor inteiro positivo que comega com digito 1 e aumenta 3 vezes
quando esse digito é passado para o final. (Sugestao: Seja a € N. Entao a = 10" +b
e 3a=10b+ 1, onde 0 < b < 10™ — 1, continue)

Determinar o menor inteiro positivo cujo iltimo digito é 6, sabendo-se que esse

nimero aumenta 4 vezes quando esse ultimo digito ¢é levado para o inicio do niimero.

Cada um dos nimeros 1 =1,3=1+2,6 =1+ 2+ 3,... representa o nimero de
pontos que pode ser arranjado igualmente em um tridngulo equildtero, por exemplo,
o nidmero 6 é representado como 3 na base 2 no meio e 1 no topo. Um nimero ¢t € N
¢ chamado um nimero triangular se existir n € N tal quet = 1+2+ --- + n.

Mostrar que:

(a) t € um numero triangular se, e somente se, t = w para algum n € N.
(b) Se t é um numero triangular, entao 8t + 1 é um quadrado perfeito.

(c) A soma de quaisquer dois nimeros triangulares consecutivos ¢ um quadrado

perfeito.
(d) Set é um numero triangular, entdo 9t + 1, 25¢ + 3 e 49t + 6 também o sdo.

(e) Set é um numero triangular, entdao 4t + 1 é uma soma de dois quadrados.

Seja T, 0 n-ésimo nimero triangular. Mostrar que:



5.2. MDC E MMC 101

_ (n+1
(a) T, = ( 2 )
(b) Ty + Ty + - + T, = 2O - (Qugestao: Tj,q + Tj = k2.)
(C) T9n+4 — T3n+1 = 9(2n + 1)2

30. Seja n € N. Mostrar que 2" pode ser escrito como uma soma de dois quadrados.

5.2 MDC e MMC

Nesta secao estudaremos formalmente os conceitos de méximo divisor comum e de
minimo miiltiplo comum de quaisquer dois inteiros nao ambos nulos, os quais podem,

indutivamente, ser estendidos para quaisquer nimero finito de inteiros nao nulos.

Definigao 5.12 Sejam a,b € Z com a # 0 ou b # 0. O méaximo divisor comum de a e b,

em stmbolos mdc(a,b), é um inteiro positivo d tal que:

1. d|aed]b.

2. Sec|aecl|b, entioc|d.

Observagao 5.13 A condi¢do (1) diz que d é um divisor comum de a e b, (2) diz que d

¢ o “maior” divisor comum de a e b. Se a,b € Z* e mdc(a,b) existe, entao ele é unico.
(Prove isto!)

Exemplo 5.14 Os divisores positivos de —12 sao 1,2,3,4,6,12, enquanto os divisores
positivos de 30 sdo 1,2,3,5,6,10,15,30. Logo, os divisores comuns sao 1,2,3,6. Como 6

¢ o maior desses divisores comuns temos que mdc(—12,30) = 6.

Teorema 5.15 Sejam a,b € Z com a # 0 ou b # 0. Entao d = mdc(a,b) existe. Além

disso, existem x,y € Z tais que d = ax + by.

Prova. Seja
X ={ar+bs:r,s€Z e ar+bs>0}.

Entdo X # 0, pois se a # 0, entdo |a] = a.1+ 0.0 ou |a| = a(—1) + b.0 mostrando, assim,
que |a| € X, e X C N. Logo, pelo Axioma 3.9, X contém um menor elemento d > 0, isto
é, existem x,y € Z tais que d = ax + by.
Agora, vamos provar que d = mdc(a,b). De fato, pelo Teorema 5.1, existem ¢, € Z
tais que
a=qd+r, onde 0 <r <d.

Entao
r=a—qd=a(l—qx)+bl—qy)=r=0,
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pois se r > 0, entdo r € X, o que contradiz a escolha de d. Assim, a = gqd ou d | a. De
modo andlogo, mostra-se que d | b. Finalmente, se ¢ | a e ¢ | b, temos, pelo item (7) do

Teorema 5.7, que ¢ | (ax + by), isto &, ¢ | d. [ |

Sejam a, b € Z*, dizemos que a e b sao relativamente primos ou primos entre si quando
mdc(a,b) = 1.

Teorema 5.16 Sejam a,b € Z*. Entdo a e b sao relativamente primos se, e somente se,

evistem x,y € 7 tais que ax + by = 1.

Prova. Suponhamos que existam x,y € Z tais que ax + by = 1 e seja d = mdc(a, b).
Entao temos, pelo item 7 do Teorema 5.7, que d | 1 e, portanto, d = 1. A reciproca é

imediata. |
Lema 5.17 Sejam a,b,c € Z*. Entao mdc(ac, be) = |c| mde(a,b).

Prova. Seja d = mdc(a,b). Entdo d | a e d | b. Logo, pelo item (4) do Teorema 5.7,
cd | ca e ed| cb e, assim, cd | mdc(ca, be), isto é, existe = € Z tal que mdc(ca, bc) = zcd.
Logo, xzcd | ca e xzcd | ¢b e, pelo item (4) do Teorema 5.7, zd | a e zd | b. Logo, por
hipétese, xd | d, ou seja, = | 1 e, pelo item (2) do Teorema 5.7, x = +1. Portanto,
mdc(ca, bc) = ted = |e| mdc(a, b). [

Exemplo 5.18 Sejam a,b € Z*. Se mdc(a,b) = 1 mostrar que
mdc(a+b,a —b) =1 ou 2.

Solugao. Seja d = mdc(a + b,a —b). Entdo d | (a +b) e d | (a — b). Logo, pelo item (7)
do Teorema 5.7, d | 2a e d | 2b. Logo, d < mdc(2a, 2b) = 2mdc(a, b) = 2. Portanto, d = 1

ou 2.
Se ¢ | ab nao vale, em geral, que ¢ | a ou ¢ | b. Por exemplo,
6]3-4 mas 613 e 614.
Mas temos o seguinte:
Lema 5.19 (Euclides) Sejam a,b,c € Z*. Se c¢ | ab e mdc(a,c) = 1, entao c | b.

Prova. Como mdc(a,c) = 1 temos que existem x,y € Z tais que ax + cy = 1. Logo,
abz + bcy = b. Pela hipétese, ¢ | ab e ¢ | ¢, assim, pelo item (7) do Teorema 5.7,
c | (abx + bey), isto &, ¢ | b. [ |

Lema 5.20 Sejam a,b € Z*. Se a = gb+r, onde 0 < r < b, entdo mdc(a,b) = mde(b,r).
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Prova. Suponhamos que mdc(a, b) = d. Entéao
dlaed|b=d|r

Logo, d | b e d | r. Por outro lado, se ¢ | b e ¢ | r, entdo ¢ | a. Logo, ¢ | a e ¢ | b, assim,
pela hipdétese, ¢ | d. Portanto, d = mdc(b, r). [

Embora o Teorema 5.15 assegure a existéncia do mdc(a, b), a sua demonstracao nao diz
como achar o seu valor. Agora, apresentaremos um processo, conhecido como Algoritmo
Euclidiano, para determinar o méximo divisor comum de dois inteiros nao nulos a e b.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a > b > 0, pois
mdc(a, b) = mdc(|a|, |b|).
Pelo Teorema 5.1 existem ¢, 7 € Z tais que
a=qb+ry, onde 0 <ry; <b.

Se r; = 0, entdo b | @ e mdc(a,b) = b. Se, ao contrédrio, r; # 0, entdo existem ¢o, 79 € Z
tais que

b= qori + 19, onde 0 <ry <ry.

Se ro = 0, entdo ry | b e mde(a,b) = mdc(b, ) = 1. Caso contrério, procedendo como
antes, obtemos
r1 = q3r9 + 13, onde 0 < r3 < ro,
e assim por diante até que algum dos restos seja igual a zero, digamos 7,11 = 0, pois uma
seqiiéncia
rL>re > >1, >0
decrescente de inteiros positivos nao pode ser infinita pelo Axioma 3.9. Obtemos as

seguintes relagoes:

g1b +rq onde 0 <r; <b
b = Qor1+ 7o onde 0 <19 <17
r1 = q3ro+ 73 onde 0 <73 <1y
Tneo = QuTn_1+71, onde 0<r, <7,
m—1 = {n+1Tn.
Portanto, mdc(a, b) = mdc(b,r1) = --- = mdc(r,—1.r,) = 7,. Podemos representar estas
relagoes pela Tabela abaixo
q1 1 G2 | g3 | - an dn+1
a | b|ri|re | |1 | Th
Ty Te|Ts | Ta | | Th 0

Note que o Algoritmo Euclidiando para determinar o maximo divisor comum de a, b €

Z., pode ser implementado iterativamente nos os seguintes passos:
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1.2 Passo. Se b = 0, entao retorne a, e va para o Passo 4.
2.2 Passo. Calcule ¢ie r1 de modo que a = ¢1b+11 e 0 <7ry <b.
3.2 Passo. Faga b =1r; e a = b, e volte para 1.

4.° Passo. Fim.

O nimero de iteragoes deste Algoritmo é finito (no maximo a + b), pois a seqiiéncia
decrescente

rL>rg>--->1r, >0

de inteiros positivos nao pode ser infinita.
Exemplo 5.21 Determinar o mde(21, 35).

Solucgao. Pela tabela

a b q r
35 21 1 14
21 14 1 7,
14 7 2 0
7 0

obtemos que o mdc(21,35) = 7.

Observagao 5.22 O Algoritmo Fuclidiano pode também ser usado para representar o

mdc(a,b) na forma azx + by, pois da peniltima equagdo, obtemos:
Tn = Tn—g + (—qn)Tn-1.
Agora, substituindo o resto r,_1 da equagdo anterior, obtemos:
o = (=@n)rn—3 + (1 + Gnln—1)7n—2-
Prossequindo assim, podemos eliminar sucessivamente os restos
Tr—1sTn—2y--,T2,7T1
e expressar r, em termos de a e b, isto é, podemos encontrar x,y € Z tais que
mdc(a,b) = ax + by.
Exemplo 5.23 Encontrar x,y € Z tais que

mdc(21, 35) = 21x + 35y.
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Solugao. De
3 = 1-21+14
21 = 1-14+47
14 = 2-740

obtemos que
7=221+(-1)35.

Portanto, mdc(21,35) = 7. Além disso, z = 2 e y = —1 sdo tais que 7 = 212+ 35y. Como
z=2—3bnew = —1+ 21n, para todo n € Z, também satisfazem, temos que = e y nao

Sa0 unicos.

Uma equagao algébrica com coeficientes inteiros chama-se uma equag¢ao Diofantina se

suas solugoes sao niimeros inteiros ou racionais.

Exemplo 5.24 Determinar todas as solugoes positivas da equag¢ao Diofantina

39z + 54y = 6.000. (5.1)
Solugao. De

54 = 1-394+15

39 = 2-15+49

15 = 1-9+6

9 = 1-6+3

6 = 2-340

obtemos que
739+ (=5)-54=3.
Portanto,

14.000 - 39 4 (—10.000) - 54 = 6.000.

Assim, z = 14.000— 18t e y = —10.000+ 13¢, para todo t € Z é a solugao geral da equagao
5.1. Podemos também resolver a equagao 5.1 usando operacoes elementares sobre as duas

primeiras colunas do seguinte arranjo:

39 54 6.000 39 15 6.000
1 0 cg — cg—c 1 -1 c1 — €1 — 2¢s
0 1 0 1

9 15 6.000 9 6 6.000

3 —1 g — Cp—0( 3 —4 L — ¢ — C

-2 1 -2 3
3 6 6.000 3 0 6.000
7 —4 Cy — Cg — 261 7 —18 s
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onde ¢; — ¢; + mc;, Ym € Z, significa a substituicao da coluna ¢; pela coluna ¢; + mc;.
Sejam z,w € 7Z as varidveis que estao implicitamente no tltimo arranjo. Entao 3z = 6.000
ou z = 2.000. Assim,

r="7Tz—18w = 14.000 — 18w e y = =52z + 13w = —10.000 + 13w

¢é a solucao geral da equacgao 5.1. Note que o termo constante da solucao geral pode ser

reduzido, por exemplo, fazendo w = k + 777, obtemos
x=14—18k e y =101+ 13k

Como queremos as solugoes positivas, temos que resolver as inequagoes
14 — 18k >0 e 101 + 13k > 0.

Logo,
o1
13 — 718

isto é, =7 < k < 0. Portanto, as solugoes positivas sao:
x=14—18k e y =101+ 13k
com k € {-7,—6,-5,—4,—-3,—2,—1,0}.

Observacao 5.25 O método de operacoes elementares visto acima pode ser usado para

resolver sistemas de equacoes Diofantinas com duas ou mais varidveis.

Definigao 5.26 Sejam a,b € Z*. O minimo miltiplo comum de a e b, em simbolos

mmec(a,b), é um inteiro positivo m tal que:

1. almeb|m.

2. Sealceb]|c, entdiom | c.

Observagao 5.27 A condi¢cdo 1 diz que m é um maltiplo comum de a e b, 2 diz que m
¢ o menor multiplo comum de a e b. Se a,b € Z* e mmc(a,b) existe, entdo ele é tunico.
(Prove isto!)

Teorema 5.28 Sejam a,b € Z*. Entao

|ab]
mdc(a,b)’

mmc(a,b) =

Prova. Basta verificarmos o caso em que a,b > 0. Seja d = mdc(a,b). Entao existem
u,v € 7 tais que
a=ud e b=uvd.
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Se md = ab, entdo m = ub e m = va. Logo, a | m e b | m. Por outro lado, se a | c e b | ¢,
entao existem r, s € Z tais que

c=ra e c= sbh.

Como existem x,y € Z tais que

d = ax + by,
temos que
d b b b
izc_:cax+cy:asx+aryzsx+7ﬂy€z.
m  md ab ab
Logo, m | c. [

Coroldrio 5.29 Sejam a,b € Z*. Entdo mmc(a,b) = |ab| se, e somente se, mdc(a,b) =
1. |

Exemplo 5.30 Calcule o minimo mailtiplo comum de 21 e 35.

Solugao. Temos que

21-35  21-35
21,35) = - — 105.
mme(21,35) = e 3 7 05

Podemos, também, determinar o minimo miltiplo comum de 21 e 35 usando a seguinte
tabela:

21 35|3
7 35|5
7T 7|7
1 1

Portanto, mmc(21,35) =3-5-7 = 105.

Exemplo 5.31 Sejam a,b € N. Dados d = mdc(a,b) e m = mmc(a,b), determinar a e
b.

Solugao. Como d = mdc(a, b) temos que existem x,y € Z tais que
a=dr e b=dy,

onde mdc(z,y) = 1. Temos, pelo Teorema 5.28, que md = d?zy, ou ainda, m = dzy.
Assim, como d e m sao dados, podemos da equagao m = dzy determinar todas as possi-

bilidades para = e y tais que mdc(z,y) = 1.
EXERCICIOS
1. Calcular z,y € Z tais que mdc(a, b) = ax + by, nos seguintes casos:

(a) a=11eb=15.
(b) a =167 e b = 389.
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(c) a =180 e b= 252.
(d) a = 2.464 e b = 7.469.

2. Sejam ay,...,a, € Z*. Mostrar que se
mdc(ay, ay) = dy, mde(ds, az) = ds, ..., mde(d,—1, a,) = dp,

entao

mdc(ay, ag, ..., a,) = d,

3. Encontrar o mmc(a, b) no exercicio 1.

4. Sejam aq,...,a, € Z*. Mostrar que se
mmc(ay, ag) = mg, mmc(ma, az) = ms, ..., mmec(m,_1, a,) = My,
entao
mmc(ay, ag, ..., a,) = my,

5. Mostrar que existem infinitos a, b € Z tais que a + b = 100 e mdc(a, b) = 5.

6. Sejam a,b,c € Z* e mdc(a,b) = d. Mostrar que:

(a) A equacdo ax + by = ¢ tem solucdo em Z se, e somente se, d divide c.

(b) Se xg,yo € Z é uma solugao particular da equagao ax + by = ¢, entao

b a
xzﬂ:o—l—ka ey:yo—k:a,VkEZ

também o é.

(c) Sed =1 e c> ab, entdo existem x,y € Z, tais que azx + by = c.
7. Determinar, se existir, a solucao geral das seguintes equagoes:

(a) 15z 4 51y = 41.
(b) 17z + 19y = 23.
(c) 10x — 8y = 12.

8. Em uma loja dois produtos custam R$71,00 e R$83,00, respectivamente. Que
quantidade inteiras de ambos podem ser compradas com R$1.670,007

9. Um terreno retangular, com dimensoes 7.200m por 2.700m, respectivamente, foi

dividido em lotes quadrados. Determinar a maior drea possivel para esses lotes.
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Sejam a,b € Z. Mostrar que mdc(a,b) = 1 se, e somente se, existem u,v € 7Z tais
que
a b
det( [ ) = =£1.
u v
Sejam a, b, c € Z*. Mostrar as seguintes afirmacgoes:

(a) mdc(a,b) = mde(a, —b) = mde(—a, b) = mde(—a, —b).

(b) mdc(a,b) = mdc(a, ar + b),Vr € Z.

(c¢) mdc(a,b) = mdc(a, b, ar + bs),Vr, s € Z.

(d) Se mdc(a,b) = mdc(a,c) = 1, entdo mdc(a, be) = 1.

(e) Se mdc(a,b) =1 e ¢ divide a + b, entdo mdc(a, c) = mdc(b, c) = 1. (Sugestao:

Seja d = mdc(a, c). Entdo d | a e d | ¢, assim d divide (a +b) — a, isto &, d | b.)
(f) Se mdc(a,b) =1, entdo mdc(a™, b") = 1,Vn € N.

Sejam ay,...,a, € N e m = mmc(ay,...,a,). Mostrar que o resto da divisao de
km —1pora; éa;,—1paratodoi=1,...,nek €N.

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 2, 3 e 4 quando dividido,
respectivamente, por3, 4 e 5. (Sugestao: Sejan € N. Entdon =3r +2, n =4s+ 3
en=>5t+4. Logo,n+1=3(r+1),n+1=4(s+1) en+1=>5(t+ 1), continue.)

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1, 2, 3, 4 e 5 quando

dividido, respectivamente, por2, 3, 4, 5 e 6.

Sejam a,b € Z* e n € N. Mostrar que:

(a) Se a™ divide 0", entdo a divide b. (Sugestdo: Seja d = mdc(a,b). Entao
existem z,y € Z tais que a = dx e b = dy, onde mdc(z,y) = 1. Pelo item (f)
do exercicio 10 temos que mdc(z",y") = 1. Agora mostre que x = 1, de modo
que a = d.)

(b) Se a™ divide 20", entao a divide b.
Sejam a,b € Z*. Mostrar que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) a divide b.

(b) mdc(a,b) = |al.

(c) mmc(a,b) = |b].
Sejam a,b € Z*. Mostrar que se mdc(a, b) = mmc(a, b), entdo |a| = |b|.

Sejam a, b € Z*. Mostrar que mdc(a,a + b) divide b.



110

19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

CAPITULO 5. TEORIA DOS NUMEROS

Mostrar que mdc(a,a + 2) = 1 ou 2 para todo a € Z.
Mostrar que mdc(4a + 3,5a + 4) = 1 para todo a € Z.

Sejam a, b, c € Z* e mdc(a, b) = d. Mostrar que a | bc se, e somente se, &

5 e

Sejam a,b,c € Z*. Se mdc(a,b) =1,a | ceb]| ¢, entdo ab | c.
Mostrar que 10 divide 1™ + 8" — 3" — 6",Vn € N.

Mostrar que:

(a) Dois inteiros consecutivos sdo sempre primos entre si.

(b) mdc(2a +1,9a +4) = 1,Va € Z.

Sejam a, b € Z* tais que mdc(a, b) = 1. Mostrar que mdc(a + b, a® —ab+b*) = 1 ou
3. (Sugestao: Note que a? — ab + b* = (a + b)* — 3ab.)

Determinar todos os possiveis a, b € N tais que mdc(a, b) = 10 e mmc(a, b) = 100.

Sejam d,m € N. Mostrar que existem a, b € Z tais que mdc(a, b) = d e mmc(a, b) =

m se, e somente se, d | m.

Sejam d,m € Z com d > 0. Mostrar que existem a,b € Z tais que mdc(a,b) = d e

ab = m se, e somente se, d* | m.

Sejaxry =2, 29 =x1+1, v3 =11209+1,. .., x, = 2172 -- - T,_1+1, ... uma seqiiéncia.

Mostrar que se k # n, entdao mdc(zy, z,,) = 1.

Seja x1, o, ..., Ty, ... uma seqiiéncia definida recursivamente por z; = 1, zo = 1 e

Tpto = Tpt1 + Tpn. Mostrar que:

(a) mde(z,, Tne1) = 1, para todo n € N,

(b) Tpmin = Tm-1Tn + TmTpy1, para todos m,n € N. (Sugestdao: Fixe m e use

inducao sobre n.)

(¢) Ty divide x,,, para todos m,n € N.

n+1

(d) 225 = TpisTni1 + (—1)"T, para todo n € N. (Sugestéao:

2 —
In+2 — Tp4+3Tn4+1 = 'Tn+2(xn+l + xn) — Tp4+3Tn+1
- ('Tn+2 - xn+3)xn+1 + Tn+2Tn

— —1($%+1 — xn+2xn).

Agora, repete 0 argumento com (22, — Tpy2ln).)
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Sejam a, x1, x3, ..., T, € Z* tais que

mdc(a,z1) = -+ = mde(a, z,) = 1.
Mostrar que mdc(a, z122 -+ - 2,) = 1.

Seja x1,xs,...,T,,... uma seqiiéncia definida recursivamente por 1 = 2 e x,,1 =
12 — x, + 1. Mostrar que mdc(z,,, 7,11) = 1, para todo n € N. (Sugestao: Mostre

que Tpy1 = TpTp-1 - T2Z1 + 1)

Escreva o nimero 300 como soma de dois inteiros positivos de tal forma que um é

multiplo de 7 e o outro seja miiltiplo de 17.

Mostrar que nao existem a,b € N tais que a® + 113 = b3.

Determinar todos os pares de inteiros a e b tais que a® + b = 0® + a.
Determinar todos os pares de nimeros inteiros cuja soma seja igual a seu produto.

Determinar todos os ternos de inteiros positivos a, b e ¢ tais que

(Sugestao: Primeiro mostre que pelo menos um dos inteiros a,b ou ¢ é menor do

que 4. Assim, se a < b < ¢, entdo a =2 e a = 3, pois a > 1.)

Determinar todos os ternos de inteiros a, b e ¢ tais que a soma de um deles com o

produto dos outros dois seja igual a 2.

Determinar todos os ternos de inteiros a, b e ¢, dois a dois primos entre si, tais que
b

2ilylez
b ¢ «a

Mostrar que a soma dos quadrados de cinco nimeros inteiros consecutivos nao é um

quadrado perfeito de um niimero inteiro.

Sejam a,b, ¢ € Z tais que a? + b* = c2. Mostrar que:

(a) a ou b é par.
(b) a ou b é divisivel por 3.
(c) a ou b é divisivel por 4.
Mostrar que se os comprimentos dos lados e da diagonal de um retangulo sao

ndmeros inteiros, entdo a drea do retangulo é divisivel por 12. (Sugestdao: Use o

exercicio precedente.)
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Mostrar que somando-se 1 ao produto de quatro nimeros inteiros consecutivos

obtém-se um quadrado perfeito.

Ache um nidmero com quatro digitos que é um quadrado perfeito tal que os dois

primeiros digitos sao iguais e dois ultimos digitos sao iguais.

A soma de um niimero de dois digitos e um nimero obtido com os mesmos digitos

na ordem inversa é um quadrado perfeito. Ache todos esses nimeros.

Mostrar que nao existe polinomio com coeficientes inteiros tais que f(1) = 2 e

£(3) = 5.

Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Se existem inteiros distintos a, b,

c e d tais que

fla) = fb) = f(e) = f(d)
entdo mostre que nao existe inteiro n tal que f(n) = 8. (Sugestdo: Considere o
polinomio g(z) = f(z) —5.)

5,

Se os coeficientes da equacao
"+ 12" 4 arFag =0
sao inteiros, entao toda raiz racional desta equacao é um inteiro.
Se n > 1 é um inteiro fmpar, entao trés termos consecutivos z, y e z de uma P.A.
nunca satisfaz
xn + yn — Zn‘
(Sugestao: Sejaz =y —rez=y+r,onde 0 <r <y. Assim,
=ty =+ e - =
y

Agora, fazendo t = £, obtemos a equagao

t—-1D"+t"=(t+1)"
e, use o exercicio precedente.)

Para que valores de n o niimero x = 28 + 211 + 27 ¢ um quadrado perfeito.

Sem,n,k € Ne
1+m+nV3=(2+V3)*

entdo m é um quadrado perfeito. (Sugestao: Como

(2 + \/§)2k71 + (2 o \/§)2k71
5 .

l+m—nV3=02-V3)*1=14+m=

Seja

_@2+v3)r -3
entao f(k+2)=4f(k+1) — f(k). Agora mostre que f(k) € Z e (f(k))* = m.)
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52. Mostrar que o cubo de todo inteiro é a diferenga de dois quadrados.

53. Mostrar que todo inteiro n pode ser escrito com uma soma de cinco cubos. (Sugestao:

Note que
6g = (q+1)°+ (¢ = 1)° + (=¢)* + (—9)*, Vg € Z,
6q +r — (6s + 1) & divisivel por 6 e n = 6q + r, onde 0 < r < 6.)
54. Sejam aq,...,a, € Z com a; # 0 para algum i = 1,...,n. O médximo divisor comum
de ay, ..., ay,, em simbolos mdc(ay, . .., a,), € um inteiro positivo d tal que
(a) d|a; parai=1,... n.
(b) Se c|a; parai=1,...,n, entdo c | d.
Mostrar que d = mdc(ayq, .. ., a,) se, e somente se, d é o menor inteiro positivo

tal que

d=mz0a1+ -+ zsa,

para alguns x; € Z, com i =1,...,n.

55. Sejam a, b, ¢ € Z. Mostrar que mdc(a, b, ¢) = 1 se, e somente se, existem us, v, us, v3, Wy €
7 tais que
a b c
det(| ug vy 0 |)==£L

Uz Uz W3

5.3 Teorema Fundamental da Aritmética

Um elemento p € Z ¢ chamado um nidmero primo ou primo se as seguintes condicoes
sao satisfeitas:

1. p é nao invertivel (p # £1).
2. Se p=ab com a,b € Z*, entao a = £1 ou b = £1.

Um elemento n € Z é chamado um nimero composto ou composto se as seguintes
condigoes sao satisfeitas:

1. n & nao invertivel (n # £1).
2.n=abcoma,beZel<l|a <|n|,1<]|b <|n|.

Como —p é primo se, e somente se, p é primo, nos restringiremos apenas aos primos
positivos. Por exemplo, 2, 3, 5, 7, 11 e 13 sao niimeros primos, enquanto 4, 6, 8, 9, 10, 12
e 14 sao niimeros compostos.

Teorema 5.32 Se a € Z, com |a| > 1, entdo existe um nimero primo p que divide a.
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Prova. Podemos supor que a > 1, pois se a < —1, entao —a > 1. Seja
X={aeN:a>1 e qfa,Vq primo}.

Entao X = (), ao contrério, pelo Axioma 3.9, X contém um menor elemento d > 0. Como
d | d temos que d ndao pode ser um numero primo. Logo, d = bc com 1 < b,¢ < d.
Consequentemente, b ¢ X e, assim, existe um nimero primo p tal que p | b. Portanto,

plded¢ X, o que éimpossivel. Assim, existe um nimero primo p que divide a. |

Teorema 5.33 Seja a € Z, com |a] > 1 um ndmero composto. Entao a contém um

divisor primo p tal que p < \/lal.
Prova. Podemos supor que a > 1, pois se a < —1, entao —a > 1. Seja
X={aeN:a>1 e q|a para algum primo ¢}.

Entao, pelo Teorema 5.32, X # (). Assim, pelo Axioma 3.9, X contém um menor divisor

primo p. Logo, existe b € N tal que a = pb. E claro que p < b e, assim,
p* <pb=a,
isto &, p < \/a. [ |

Exemplo 5.34 Sejaa = 1.998. Entdo |/1.998] = 44. Assim, para encontrar um divisor
primo de a é preciso experimentar com o0s primos menores do que ou iguais a 44. Nao é
dificil verificar que

1.998 = 2.3°.37.

Lema 5.35 Sejam a,b € Z*. Se p é um nimero primo e p | ab, entdo p | a ou p | b.

Prova. Suponhamos que p { a. Entdo mdc(p,a) = 1, pois se d = mdc(p, a), entdo d | p e

d | a. Como p é primo e d | p temos que d = p ou d = 1. A possibilidade d = p ndo pode

ocorrer. Logo, d = 1. Assim, pelo Lema 5.19, p | b. |
Coroldrio 5.36 Sep é um nimero primo ep | pips -+ Pn, onde p1, P2, - . . , Dy G0 NUMETOS
primos, entao p = p; para algum i =1,2,..., n. [ |

Exemplo 5.37 Sejam a,b € Z* tais que mdc(a,b) = 1. Determinar todos os possiveis
valores de

d = mdc(3a — b,2a +b).

Solugao. Suponhamos que d > 1 e seja p um nimero primo tal que p | d. Entao existem
x,y € Z tais que
3a—b=pr e 22a+b=py
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ou, equivalentemente,
S5a = p(x +y) e bb = p(3y — 2x).

Logo,
plbouplaep|boup|b
ou, equivalentemente,
pl5ou(plaepl|b)
Como mdc(a,b) = 1 temos que p | 5, isto &, p = 5. Assim, 5 é o inico nimero primo que
divide d e a maior poténcia de 5 que o divide ¢ 5° = 1. Portanto,

mdc(3a — b,2a+b) =1 ou 5.

Teorema 5.38 (Fundamental da Aritmética) Todo a € Z — {—1,0,1} pode ser es-

crito de modo inico, a menos da ordem dos fatores, na forma

G =Uupip2 - Pn,

onde u = %1 e p1,ps....,pn SGO NUMETOS PriMOS.

Prova. (Existéncia) Basta mostrarmos o caso em que a > 1, pois se a < —1, entdo
—a > 1. Seja
X={aeN:a>1ea#pp2 - pn}

Entao X = (). Caso contrério, pelo Axioma 3.9, X contém um menor elemento b > 1 e
b nao é um produto de nimeros primos. Pelo Teorema 5.32, b = pc para algum nimero

primo p. Como ¢ < b temos que ¢ ¢ X, logo,

cC=pip2---pnp Ou c= 1.

Assim,
b=ppip2---pn ou b=p.

Portanto, b € um produto de primos, o que é impossivel.

(Unicidade) Suponhamos que exista a > 1 tal que

a=pip2--Pm € @ =(q1q2" " " (Gn.

Entao
Pl g gn
e, pelo Corolédrio 5.36, temos que p; = ¢; para algum ¢ = 1,2,...,n. Reindexando, se

necessério, de modo que p; | ¢;. Como ¢; é um ndmero primo temos que p; = ¢;. Logo,

pela lei do cancelamento,

DP2pP3 - Pm = 4243 - Qqn

Agora, vamos usar indugao sobre o max{m,n}.
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Se m > n, entao
Prn+1Pny2  Pm = 1,

o que é impossivel. Se m < n, entao

1 = Gm19m+2 " Gn,

o que é impossivel. Portanto, m = n e a seqiiéncia ps,ps,...,p, € N0 Maximo uma

re-ordenacao da seqiiéncia ¢, qs, . . . , ¢p- [ |

Coroldrio 5.39 Todo a € Z — {—1,0,1} pode ser escrito de modo 1inico na forma
a=upy'py’ - p,

onde u==+1, py < py < --+ < pp sdo numeros primos e r; € NU{0}. [ |

Embora o Teorema Fundamental da Aritmética assegure a existéncia da fatoragao
de um nimero inteiro a € Z — {—1,0,1}, a sua demonstracao nao diz como achar a sua
fatoragao. Agora, apresentaremos um Algoritmo (fatoragao de Fermat), para determinar
a fatoracao de um mimero composto a € N.

Dado a € N composto, entao podemos sempre escrevé-lo na forma
a=2"b,

onde b é um nimero impar e r € NU {0}. Se b ¢ um nimero primo, entdo nada ha para

fazer. Se b ¢ um nimero composto, entao faca iterativamente os seguintes passos:
1.° Passo. Faca m = |v/b].
2.° Passo. Se m* — b =n? entao b= (m —n)(m +n).
3. Passo. Se m? — b # n?, entdo soma 1 a m e volte para 2.
O nimero de iteracoes deste Algoritmo é finito, pois se b = rs, entao
()5
2 2

Exemplo 5.40 Obtenha a fatora¢ao do nimero 8.415.

Solucdo. E claro que 8.415 ¢ um nimero fmpar, assim, seja m = |v8.415] = 91. Entao
m? — 8.415 = —134 = m? — 8.415 # n*.

Assim,
(m+1)* — 8.415 = 49 = 7°.

Logo,
8.415 =922 — 7% = (92 — 7)(92 + 7) = 85 - 99.
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Agora, repete o Algoritmo com 85 e 99, para obter a fatoracao
8.415=3%.5-11-17

Note que, se a € N e a = p'py? - - - pi» & sua fatoracao em fatores primos distintos com
r; > 0, entdo todo divisor b de a ¢é da forma b = pi'p5* - - - pir, onde 0 < s; < 77y

De fato, suponhamos que b divide a. Entao existe ¢ € Z tal que a = bc e, portanto,
todos os divisores primos de b aparecem na decomposicao de a com expoentes nao menores
que os expoentes com que eles mesmos aparecem na decomposi¢ao de b. Logo, b é da forma
acima.

Assim, para cada i, os possiveis valores de s; sao 0,1,...,7;, isto &, existem r; + 1

possibilidades para s;. Portanto, a possui
(ri+1)---(rn,+1)
divisores.

Lema 5.41 Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. Se ab é um quadrado perfeito, entdo

a e b também o sao.

Prova. Seja p € N qualquer nimero primo tal que p | a. Entao existe r € N tal que p" | a
e p"t1 t a. Como mdc(a,b) = 1 temos que p” 1 b e, assim, p” | ab e p"** t ab. Logo, pela
hipétese, r é um nimero par. Portanto, a é um quadrado perfeito. De modo andlogo,

mostra-se que b é um quadrado perfeito. |
Lema 5.42 Seja q € Q*. Entdo q = ¢, onde mdc(a,b) = 1.

Prova. Suponhamos que ¢ = ¢ e mdc(a, b) = d. Se d = 1 nada hd para provar. Se d > 1,

entao existem r, s € Z tais que a = dr e b = ds. Como existem x,y € Z tais que
ar +by=d

temos que
ar+by=d=drr+dsy=d=rx+sy=1.

Logo, mdc(r, s) = 1. Portanto,
onde mdc(r, s) = 1. [ |

Exemplo 5.43 Mostrar que \/p é um nimero irracional para todo mimero primo p.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que /p seja um nimero racional. Entao

a

\/13257
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onde mdc(a,b) = 1. Logo, a®> = pb? e, assim, b | a®>. Se b > 1, entdo, pelo Teorema
5.32, existe um niimero primo ¢ tal que ¢ | b. Logo, q | a® e, portanto, ¢ | a, o que é
impossivel, pois mdc(a,b) = 1. Portanto, b = 1 e a*> = p, o que é uma contradi¢ao, pois

se @ = p1Ps -+ * Pm, €Ntao

p=pips- P2,

o que implica que no membro da direita cada fator primo aparece um nimero par de
vezes, no entanto o da esquerda o fator primo p somente aparece um nimero fmpar de

vezes.

Teorema 5.44 Se a € N com a > 2, entao entre a e a! existe pelo menos um nimero

primo p.

Prova. Seja b = a! — 1. Entao b > 1, pelo Teorema 5.32, existe um nidmero primo p tal
que p | b. Claramente, p < b < al. Suponhamos que p < a. Entao p é um dos fatores do
produto 1-2-3---a = al e, assim, p | al. Logo, p | (al —b), isto &, p | 1, o que & impossivel.
Portanto, a < p < al. [ |

Coroldrio 5.45 (Euclides) O conjunto dos nimeros primos é infinito.
Prova. Suponhamos, por absurdo, que exista um nimero finito de primos, digamos

P1, P25+ Pm-

Seja a = p1ps---pm + 1. Entao a > 2 e, pelo Teorema 5.44, existe um nimero primo p

tal que p > a. Portanto,
p#£pi,Vi=12...,m,

o que é uma contradicao. |

Exemplo 5.46 Sejan € N. Mostrar que o conjunto dos niimeros primos da forma 4n+3

é infinito.
Solugao. Suponhamos, por absurdo, que exista um nimero finito de primos, digamos
7,11, D

Sejaa =4(7-11---p,) + 3. Como todo mimero primo impar é da forma 4r + 1 ou 4r + 3
e
(A4r+1)(4r+1)=44r* +2r)+1=4s+1

temos que existe um nimero primo p da forma 4n + 3 tal que p | a. E facil verificar que

p # 7,11 e p;, o que é uma contradicao.

EXERCICIOS



5.3.

10.

11.

12.

13.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA 119

. Verificar se 38.567 é um nimero primo.

Sejam n € N e p um nimero primo. Mostrar que se p divide a", entao p" divide a™.

Mostrar que se n € N e n > 1, entao existem n nimeros compostos consecu-

tivos.(Sugestao: Veja o exercicio 17 da Segao 5.1)

Seja n € N. Mostrar que n = ab?, onde a nao ¢ um quadrado (livre de quadrados),

isto é, nao existe z € N tal que 2 = a.

Mostrar que:
(a) Se r é raiz da equagao 10" = 2, entd@o r ¢ irracional.

(b) Se n € N nao ¢ um quadrado, entdao /n é irracional.

(c) Se y/n é racional, entdo /n é inteiro.

Mostrar que p é um nimero primo se, e somente se, p possui exatamente dois

divisores.
Mostrar que n* 4+ 4 é um nimero composto para todo n € N, com n > 1.
Mostrar que n* 4+ n? 4+ 1 é um nimero composto para todo n € N, com n > 1.

Seja a € N, com a > 1. Mostrar que a*" + a** + 1 ¢ um niimero composto para todo
n € N.

Sejam a, b € Z. Mostrar que se mdc(a,b) = 1, entao mdc(a?, ab, v*) = 1.

Mostrar que:

(a) mdc(a + 2b,4a + 9b) = mdc(a,b — a),Va,b € Z*.
(b) mdc(a,b) =1 < mde(a® + ab + %, a* — ab + b*) = 1,Va,b € Z*.

Mostrar que f : N x N — N dada por
f((m,n)) = 2"~ (2n — 1)
¢ uma correspondéncia biunivoca.
Seja po, p1, - . . uma enumeragao de todos os nimeros primos. Mostrar que
[ Z[z] — Q% dada por f(ag+ arz+ -+ a,a™) = py°pi* - - por

é bijetora.
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Defina uma funcao sobrejetora f : N — N tal que, para cada k£ € N, o conjunto
f~(k) seja infinito. (Sugestao: Sejan € N. Entao n pode ser escrito de modo tinico
sob a forma n = 2¥~'m, onde k, m € N com m um nimero fmpar. Defina f : N — N

por f(n) = k. Agora mostre que f tem as propriedades desejadas.)
Obtenha uma decomposicao
N=[]JA,
n=1

tal que os conjuntos A,, sejam infinitos e A,,NA,, = ) para m # n. (Sugestao: Defina
f:N—Npor f(1)=1e f(n) = p, onde p é o primeiro niimero primo dividindo n.

Agora mostre que A; = {1} e A, = f~!(p) tem as propriedades desejadas.)

Se 2" — 1 é um ndmero primo, entao n também o é.

Seja p ¢ um nimero primo. Entao p = 23 — y3 se, e somente se, p = 3n(n — 1) + 1.
Seja n € N. Mostrar que o conjunto dos niimeros primos da forma 6n + 5 ¢ infinito.

Mostrar que:

(a) Se p e 8p— 1 sdo ambos nimeros primos, entdao 8p + 1 é um niimero composto.
(Sugestao: Se p = 3, entdo 8p — 1 = 23 é primo e 8p + 1 = 25 é composto. Se
p > 3, entao o resto da divisao de p por 3 é igual a 1 ou 2. Agora, mostre que

o resto nao pode ser igual a 2, continue.)

(b) Se p e 8p? + 1 sao ambos niimeros primos, entao 8p® — 1 é um niimero primo.

Determinar todos os pares a,b € N tais que

ab
a+b

=D
onde p é um nimero primo. (Sugestdo: Note que

ab —pa —pb = 0= ab— pa — pb+p* = p* = (a — p)(b—p) = p*.)

Sejan € N, com n > 1 e impar. Entao n é um nidmero primo se, e somente se, n

pode ser escrito de modo nico como a diferenca de dois quadrados.

Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1 e n = ab. Mostrar que existem r, s € N tais
que
m T s

n a b

Sejam a,b € N e a = pi'py? - - - pi» sua fatoragao em fatores primos distintos e r; > 0
para todo i. Mostrar que existem by, bo, ..., b, € N tais que

b b by N bn

a P Y2 n .
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Mostrar que se a™ — 1, com a,n € N e a > 1, ¢ um nimero primo, entao a =2 e n

¢ um ndmero primo.

Mostrar que se a” + 1, com n € N e a > 1, ¢ um nimero primo, entao a é par e n é

uma poténcia de 2.

Sejam m,n € N, com m > 1 e n > 1. Mostrar que se m* + 4" ¢é primo, entdao m &

par e n é impar.
Mostrar que nao existem m,n € N tais que n? + (n + 1)? = m3.
Mostrar que quaisquer dois nimeros da seqiiéncia x1,...,Z,, ..., onde
2n71
Ty =2 +1,
sdo primos entre si. Conclua que existem infinitos primos. (Sugestao: Mostre que
2n71 277,71
2 —1=(2 +1)—2
é divisivel por 1, ..., x,_1, isto implica que mdc(2,z;) = 1, paracadai = 1,...,n).
Sejan € N. Mostrar que 22" 41 pode ser escrito como uma soma de dois quadrados.
Existem nimeros inteiros m e n tais que m? = n? 4+ 1.9987

Mostrar que nao existem niimeros inteiros a, b e ¢ tais que

a’> +b> —8c=6.

Mostrar que nao existe um nidmero primo p tal que
pm = 27L - 17
onde m,n € N.

Mostrar que existe um nimero infinito de polinémios ménicos irredutiveis em F'|z],
onde F' & um corpo qualquer. (Um polinémio f chama-se irredutivel se as seguintes

condigoes sao satisfeitas:
(a) f & F (0(f) = 1).

(b) Se f=g-h,entdo g€ FouheF.)

Determinar o maximo divisor comum de cada um dos seguintes pares de polindmios

sobre o corpo Q

(a) T+ 2 e 2?4+ 8z + 16.
(b) 22° — 2% — 32 —6r+4 et + 23— 2% — 2z — 2.
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(c) 3x* 4+ 82% — 3 e 23 + 22% + 31 + 6.
(d) 2* — 223 — 222 — 2z — 3 e 23 + 62% + Tx + 1.

35. Sejam f =2z + 1,9 = 2? + = + 1 € Z[z]. Mostrar que existem r, s € Z[z] tais que
rf4+sg=1
mas mdc(f, g) ndo existe.

36. Sejam F' é um corpo qualquer, ay,as, ..., a, elementos distintos de F' e by, bs, ..., b,
elementos de F'. Sejam

f:ﬁ(x—ai), ﬁ:%, i=1,...,n, eg:ZALbi.

n
i i=1 i(a;)

Mostrar que:

(a) g(a;) =b;, i =1,...,n. O polinomio g é chamado de férmula de interpolagio

de Lagrange.
(b) O mde(f;, f;) = 1.

37. Mostrar que nao existe polinomio com coeficientes inteiros tais que f(1) =2, f(2) =
3e f(3)=5.

38. Sejam a,b € N e a = pi'py? - - - pi» sua fatoragao em fatores primos distintos e r; > 0

para todo i. Mostrar que:
(a) Se d(a) denota o nimero de divisores distintos de a, entao
da)=(r1+D)(ra+ 1) (rp + 1).

(b) Se mdc(a,b) = 1, entdo d(ab) = d(a)d(b).
(c) Mostrar que a é um quadrado perfeito se, e somente se, d(a) é fmpar.

(d) Se s(a) denota a soma dos divisores distintos de a, entao

ri+1 1 ro+1 1 rn+l 1
p1—1 p2—1 pn—1

(Sugestao: Note que

pn+1 -1

W) =14ptpt o pt =y

)
39. Sejam a,b € N e d = mdc(a,b). Mostrar que se ab é um quadrado perfeito, entao

existem 7, s € N tais que

a=dr’ e b=ds’.
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Seja n € N. Mostrar que se n nao é um quadrado perfeito, entao nao existem
a,b € N tais que

a=0by/n

Um nidmero n € N, com n > 1, é perfeito se a soma de seus divisores é igual a 2n.

Mostrar que se o niimero 2" — 1 ¢ primo, entao o nimero 2"~ 1(2" — 1) ¢ perfeito.

Sejam pq, pa, ..., P, 08 n primeiros nimeros primos. Determinar o menor n tal que

a = p1ps2- - Pn+ 1 é um nimero composto.

Determinar o menor n tal que n, n+1, n+2, n+ 3, n+4, n+ 5 sao todos nimeros

compostos.

Se p, denota o m-ésimo nimero primo, isto é, p; = 2, po = 3, p3 = 5,..., entao

Pri1 < P + 1. (Sugestao: Mostre que pipe---p, +1 < plr + 1.)
Se p,, denota o n-ésimo nimero primo, entao

pn <22
(Sugestao: Mostre que p,+1 < pipe---pn + 1.)

Sejam a,b € N, a = pi'py?---pim e b = pi'ps? - - - pi» suas fatorizagoes em fatores

primos distintos, com r; > 0, s; > 0 para todo 7. Mostrar que:

(a) mdc(a,b) = pi*py? - - pir, onde u; = min{r;, s;}.

(b) mmc(a,b) = pi'py? - - pl», onde v; = max{r;,s;}.

Conclua que mdc(a,b) = 1 se, e somente se, r;s; = 0 para todo i.
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Capitulo 6

Aritmética Modular

Neste capitulo apresentaremos a defini¢ao de congruéncia médulo n € N e os Teoremas
Chinés dos Restos, de Fermat e de Euler. O leitor interessado em mais detalhes pode

consultar [?].

6.1 Congruéncias

Sejam a,b € Z e n € N. Dizemos que a e b sao congruentes mddulo n, em simbolos
a = b(modn), quando a — b é divisivel por n. Caso contrario, dizemos que a ndao é

congruente a b médulo n e denotaremos por a Z b (modn).
Exemplo 6.1 9* =1 (mod5), pois
9* —1=(9>—-1)(9°+1)=5-1.312.

Teorema 6.2 Sejam a,b € Z en € N. Entao a = b(modn) se, e somente se, a e b

possuem o mesmo resto quando divididos por n.
Prova. Suponhamos que a = b (modn). Entao existe k € Z tal que
a—b=kn.
Agora, pelo Teorema 5.1, podemos encontrar ¢, € Z tais que
b=qn+r, onde 0 <r <n.

Logo,
a=b+kn=(qg+kn+r onde 0 <r<n.

Portanto, a e b possuem o mesmo resto quando divididos por n.

Reciprocamente, suponhamos que
a=qn+reb=gn+r onde 0 <r <n.

125
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Entao
a—b= (Q1 - Q2)n,

isto é, n divide a — b. Portanto, a = b (mod n). [
Teorema 6.3 Sejama,b,c,d,x € Z en € N. Entdo as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. a =a (modn).
2. Se a =b(modn), entio b =a (modn).
3. Sea=0b(modn) e b= c(modn), entio a = c (modn).
4. Sea=b(modn) e c=d(modn), entdo

a+c=b+d(modn) e ac=bd (modn).

5. Se a =0b(modn), entdo ax = bx (modn).
6. Se a=b(modn) e c=d (modn), entao

ar = ¢ (modn) < bxr = d (modn).
7. Se a = b (modn), entdo a* = b* (modn), V k € N.

Prova. Provaremos apenas os itens (4) e (7). Suponhamos que a = b (modn) e ¢ =

d (modn). Entdo existem x,y € Z tais que
a—b=2xnec—d=yn.

Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d)=(x+y)n,

isto é, a + ¢ = b+ d (modn).
ac —bd = (b+ zn)(d+ yn) — bd = (by + dx + xyn)n,
isto é, ac = bd (mod n). Agora, vamos provar (7), suponhamos que a = b (modn) e seja
X ={keN:ad" =b"(modn)}.
Entao:

1. 1e X.

2. Suponhamos, como hipédtese de indugao, que o resultado seja vilido para algum
k>1,isto ¢, ke X.
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Como a = b (modn) e a* = b* (mod n) temos, pelo item 4, que a**! = v**! (mod n).
Logo, k 4+ 1 € X. Portanto, X = N. |

Exemplo 6.4 Mostrar que é divistvel 2.2225°% + 5.555%222 por 3.
Solugao. Como 2.222 = 740 - 3+ 2 e 5.555 = 1.851 - 3 + 2 temos que
2.222 = 2 (mod 3) e 5.555 = 2 (mod 3).
Sendo 2 = —1 (mod 3) temos, pelo item (3) do Teorema 6.3, que
2.222 = —1 (mod 3) e 5.555 = —1 (mod 3).
Assim, pelo item (7) do Teorema 6.3,
2.222°%5 = —1 (mod 3) e 5.555%**? = 1 (mod 3).
Portanto, pelo item (4) do Teorema 6.3,

2.222°5%% 4 5 555%222 = () (mod 3).

As condigdes (1), (2) e (3) do Teorema 6.3 mostram que a relagdo de congruéncia é

uma relacao de equivaléncia, sendo a classe de equivaléncia de a € Z médulo n dada por

a = {beZ:b=a(modn)}
= {a+kn:keZ}
= a+Zn.

Agora, para todo a € Z temos, pelo Teorema 5.1, que existem ¢, r € Z tais que
a=qn+7r onde 0 <r <n.

Entao qualquer a € Z é congruente modulo n a um dos elementos

0,1,...,n— 1.

Além disso, esses elementos sao todos distintos. De fato: se i = j, com 0 < i < j < n,
entao

j=t(modn)en|j—i=j—i=0=j=i,

pois, 0 < 7 — 7 < n. Portanto, o conjunto quociente

Z =

N

={0,1,...,n—1}.

Note que a funcao f : Z — Z,, definida por f(a) =@ é sempre sobrejetora.
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Agora vamos considerar as operacoes de adicao e multiplicacdo no conjunto quociente
Z,. Uma operagao bindria sobre Z, € qualquer funcao de Z,, X Z,, em Z,,. Dados a,beZ,,

vamos definir em Z,, as seguintes operagoes bindrias:

= ab.

(ol

©

S|

Tadb=a+be

Assim, pelo item (4) do Teorema 6.3, essas operagoes estao bem definidas, isto &,

e ab= cd.

ul
Qu

a=ceb=d=a+b=c+

Essas operacoes satisfazem quase todas as propriedades das operacoes usuais de adicao e

multiplicagao em Z.

1. @ob)@c=a® (b®7),V a,b,¢ € Z,, pois

(@a@b)dec = (a+b)@c=(a+0b)+c

2. Existe 0 € Z, tal quea®0=0®a=a, V a € Z,, pois
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A lei do cancelamento nao vale, em geral, em Z,,. Por exemplo,
14 =8 (mod 6) mas 7 # 4 (mod6).

Mas temos o seguinte:

Teorema 6.5 Sejam a,b,c € Z. Se ac = be(modn) e mde(c,n) = 1, entdo a =
b (modn).

Prova. Se ac = bc (modn), entdo n | (a — b)e. Como mdc(c,n) = 1 temos, pelo Lema
5.19, que n | (a — b). Portanto, a = b (mod n). [

Teorema 6.6 Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Se a = b (modn), entdo
f(a) = f(b) (modn).
Prova. Seja
f(@) = rpa™ 4 1™ i g,
com 7; € Z. Pelos itens (5) e (7) do Teorema 6.3, temos que

m—i —

Tr—i@™ " = 70" (modn),V i =0,1,...,m.
Assim, somando membro a membro, obtemos f(a) = f(b) (modn). [

Dizemos que a é solugdo ou raiz da congruéncia f(z) = 0 (modn) se f(a) = 0 (modn).
Assim, se a = b (modn) e a é solu¢ao da congruéncia f(x) =0 (modn), entdao b também
0 é, pois

f(0) = f(a) =0 (modn).
A teoria das congruéncias é uma ferramenta poderosa para evidenciar certas regras prati-
cas, tais como “critérios de divisibilidades.” E bem conhecido que quando a soma dos
digitos da representacao decimal de um nimero r é um multiplo de 3, entao r também ¢é

um multiplo de 3. Formalmente temos:
Exemplo 6.7 Sejam
r=rpl0" 4 rp 110" 4 - 710 4 1
a representacao decimal der > 1, onde 0 < r; < 10, e
§S=Tm+Tm-1+ - +7T1+70.
Entao 3 | r se, e somente se, 3 | s.

Solugao. Seja

f(@) = rpa™ 4+ 1™ 4 i .
Entdo r = f(10) e s = f(1). Como 10 = 1 (mod 3) temos que f(10) = f(1) (mod 3).
Portanto, f(10) = 0 (mod 3) se, e somente se, f(1) = 0 (mod 3), isto é, 3 | r se, e somente

se, 3| s.
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EXERCICIOS

. Mostrar que, para todo a € Z, a®> = 0 (mod 4) ou a* = 1 (mod 4).
. Mostrar que, para todo a € Z, a®> = 0 (mod 8), a> = 1 (mod 8) ou a* = 4 (mod 8).

. Mostrar que a = 1 (mod4) ou a = —1 (mod 4), para todo a € Z impar.

Mostrar que 27 + 3™ = 0 (mod 13).

. Determinar o digito das unidades de 3%.

3 274 st . , 7 9
. Determinar o tltimo digito de cada um dos seguintes nimeros 77 e 97".

Determinar o resto da divisao de 7.81238 4 5.770%3 4 3.5728 por 9.

. Determinar o resto da divisdo de 101 + 10" + ... + 10" por 7.

. Determinar o resto da divisao de 1! + 2! + --- 4+ 100! por 12. (Sugestao: Se n > 4,

entao

nl=n-(n—1)---6-5-4=n-(n—1)---6-5-0=0 (mod 12),
pois 4! =24 = 0 (mod 12).)
Mostrar que:

a 31.000

(a) — 4 ¢é divistvel por 7.
(b) 2.222%5%% + 5.555%222 ¢ divisfvel por 7.
(c) 2.222%55% + 5.555%222 ¢ divisivel por 11.
(d)

)

(e) /327328 + 329330 ¢ irracional.

2.2225555 4 5 5552222 ¢ divisivel por 231.

Mostrar que se a = —1 (mod4) e b = 1 (mod4), entdo va?* + b™ é irracional,
vV k,m € N.

Seja
7= 110" + 7 110" o 10 + 7
a representacao decimal de r > 1, onde 0 < r; < 10. Mostrar que:
(a) 2| r se, e somente se, ry é par.
(

)

b) 4 | r se, e somente se, 4 | (2r1 + o).

(c) 5| se, e somente se, 19 = 0 ou ry = b.
)

(d) 7 |r se, e somente se, rg + 3r; + - -+ + 3™, & divisivel por 7.
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(e) 9| r se, e somente se, ro + 71 + - - - + 1, ¢ divisivel por 9.
(f) 11 | r se, e somente se, (1o + 72 + -+ ) — (r1 +r3+---) é divisivel por 11.

Determinar os digitos a, b e ¢ dos mimeros abaixo, representados no sistema decimal,

tal que:

(a) 2a7b seja divisivel por 4 e 11.
(b

(c
(d) 13ab45c seja divisivel por 8,9 e 11.

28a75b seja divisivel por 3 e 11.

)
)
) 45ab seja divisivel por 4 e 9.

)

Mostrar que se n > 4 é nimero composto, entao (n — 1)! = 0 (modn).
Sejam a, b € Z. Mostrar que se a = b (mod n), entdo mdc(a,n) = mdc(b, n).

Sejam a,b,c € Z, mdc(c,n) = d e n = rd. Mostrar que ac = bc (modn) se, e

somente se, a = b (mod ).

Sejam a,b € Z. Mostrar que a = b(modn) e a = b (modm) se, e somente se,

a = b (mod mmc(m, n)).

Determinar o menor inteiro positivo que deixa restos 5,4, 3 e 2 quando dividido, re-
spectivamente, por 6,5, 4 e 3. (Sugestao: Note que 5 = —1 (mod 6), 4 = —1 (mod 5),

3=—1(mod4), 2= —1 (mod3) e use o exercicio precedente.)

Seja n € N com n > 1. Mostrar que n = a? — b* se, e somente se, n Z 2 (mod4).

(Sugestao: Use o exercicio 1.)
Mostrar que 1" + 2" 4+ 3" + 4" = 0 (mod 5) se, e somente se, n Z 0 (mod 4).

Mostrar que se um dos nimeros 2" — 1 e 2" + 1, onde n > 2, é primo, entao o outro

é composto. (Sugestao: Considere o resto da divisao de 2" por 3.)

Mostrar que

(a+b+ 0)333 _ 4333 _ 333 _ 333

é divisivel por
(a+b+ec)P—a*—b —c .

(Sugestao: Note que
(a+b+c)P—a® = —c=3(a+b)(a+c)(b+c)

e mostre que
fla,b,c) = (a+b+ 0)333 o333 _ 333 _ 333

é divisivel por a+b, a+ceb—+c.)



132 CAPITULO 6. ARITMETICA MODULAR

23. Mostrar que
Q%999 4 8888 |4 1111

é divisivel por
a’+a®+--a+l.

(Sugestao: Note que a9 — a® = a°[(a!?)* —1],...)

24. Mostrar que o polinémio f(z) = z* — 117x + 31 nao tem solugao inteira.

25. Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Mostrar que se f(0) e f(1) s@o

fmpares, entdo f(z) ndo tem solugao inteira.

26. A férmula abaixo determina o dia da semana correspondente a uma data posterior
a 1.582.

C D
d = 1—2C+D+N+LZJ+LZJ
+|2,6M —0,2] — (1 +B)[1—]\/‘1[ (mod 7),

onde d é o dia da semana (d = 0 para o sébado,..., d = 6 para a sexta-feira), N é
o dia do més, M é o més (M = 1 para o més de margo,..., M = 12 para o més de
fevereiro), 100C' + D corresponde ao ano, B = 1 corresponde aos anos bissextos e
B = 0 corresponde aos anos nao bissextos. Determinar o dia da semana que morreu

Tiradentes, sabendo que ele morreu no dia 21 de abril de 1.792.

6.2 Congruéncias Lineares

Nesta secao consideraremos o problema de encontrar todas as solucoes inteiras z;,i =

1,...,k, para a equacao Diofantina:
ar + -+ aprp =n, (6.1)
onde a; € Z*. Primeiro vamos considerar a congruéncia linear
ax = b (modn). (6.2)

Note que a congruéncia linear 6.2 nem sempre tem solucao em Z, por exemplo, a con-

gruéncia linear
3z = 4 (mod 3)

nao tem solucao em Z, pois

—4 —1
€7l e— e,
3 3

0 que é um absurdo. A 1ltima implicagdo é uma aplicagao do item (6) do Teorema 6.3.

32 = 4 (mod3) & =

Além disso, se ro € 7Z é uma solucao da congruéncia linear 6.2, entao r = xy + kn,
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V k € Z, também o é. Portanto, se a congruéncia linear 6.2 tem uma solugao em Z, ela
tem uma quantidade infinita de solugoes em Z.
Uma solucao xy € Z da congruéncia linear 6.2, com 0 < zy < n, é chamada de soluc¢ao

principal. A solu¢ao geral da congruéncia linear 6.2 é x = xo + kn, com k € Z.

Exemplo 6.8 Determinar as solugoes, se existirem, da congruéncia linear
3x =2 (mod 5).

Solugdo. 3z = 2 (mod5) < 3t € Z tal que 3z — 2 = 5t ou x = ¢ + 2 (). Assim,
t+1
2
congruéncia linear. Portanto, x = 4 + 5k, k € Z é a solugao geral da congruéncia linear.

€ 7 se, e somente se, t + 1 é um miiltiplo de 3. Logo, ¢ = 4 é a solucao principal da

Teorema 6.9 Sejam a,b € 7Z e mdc(a,n) = d. Entdo a congruéncia linear ax =

b (modn) tem solugao em Z se, e somente se, d divide b.

Prova. Seja z9 € Z uma solucdo da congruéncia linear ax = b (modn), isto é, existe
y € Z tal que azg+ (—y)n = b. Como d | a e d | n temos, pelo item (7) do Teorema 5.7,
que d divide b.

Reciprocamente, Suponhamos que d | b e que existam r, s € Z tais que ar + ns = d.

Como existe t € Z tal que b = td temos que
b=td=a(tr) + n(ts),

logo (rt)a = b(modn) e, assim, o = rt € Z é solu¢ao da congruéncia linear ax =
b (modn). [

Corolério 6.10 Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = 1. Entdo a congruéncia linear ax =

b (modn) tem solugdo xo € Z. Além disso,
S={xog+kn:kel}
é o conjunto de todas as solucoes dessa congruéncia linear.

Prova. Seja x; € Z outra solu¢do da congruéncia linear az = b (modn). Entao az;

axy (modn). Logo, pelo Teorema 6.5, 1 = zo (modn). Portanto, x; € S. [

Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = d. Apresentaremos agora um Algoritmo para determi-

nar, se existirem, as solucoes da congruéncia linear
ar =b (modn) :
1 - Use o Algoritmo Euclidiano para encontrar r, s € Z tais que ar + sn = d.

2 - Se d 1 b vé para o Passo 5, caso contrario, multiplique ar + sn = d por %, obtendo

aré + sné =b.

d d
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3- 20 = r% é uma solugao particular da congruéncia linear ax = b (modn) e a solucao

geral da congruéncia linear é da forma

l’:Io—f—k%, k € 7.

4 - Se zy & qualquer solugao da congruéncia linear ax = b (mod n), entao

n n
x(),.f()—i-g,---,x()‘i‘(d_l)g

sao todas as solugoes nao congruentes (distintas) médulo n da congruéncia linear.
Fim.

5 - A congruéncia linear ax = b (modn) ndo tem solugao. Fim.

Exemplo 6.11 Determinar as solugoes, se existirem, da congruéncia linear 315x =
12 (mod 501).

Solucao.
1- De

501 = 1-315+ 186
315 = 1-186+ 129
186 = 1-129+ 57
129 = 2-57+15
57 = 3-15+12
15 = 1-12+3
12 = 4-340

obtemos que mdc(315,501) = 3 e 315 - 35 4 (—22) - 501 = 3.
2 - Como 3 | 12, multiplicando 315 - 35 + (—22) - 501 = 3 por 2, obtemos

315 - 140 + (—88) - 501 = 12.

3 - xo = 140 é solucao da congruéncia linear e
x =140+ 167k, k€ Z
¢ solucao geral de 315z = 12 (mod 501).

4 - 140, 307 e 474 sao as solugoes nao congruentes médulo 501 da congruéncia linear
315z = 12 (mod 501). Fim.

Note, pelo exemplo acima, que podem existir vdrias solucoes principais.
Sejam a,b € Z* e d = mdc(a, b). Temos, pelo Teorema 6.9, que a equagao Diofantina

ar +ny =c (6.3)
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possui uma solugao se, e somente se, d divide ¢. Podemos supor que d = 1, pois (2o, %)

é uma solucao da equagao 6.3 se, e somente se, (g, yo) € solugdo da equagao

Lno_c

e

Como a equagao 6.3 é equivalente a
ax = ¢ (modn),
cujas solugoes sao x = xo + kn,V k € Z, temos que

c— axy
y= -

ka,
n

isto é,
¢ — ary

S ={(xo+kn,yo — ka) : k € Z}, yo =
¢é o conjunto de todas as solugoes dessa equacao.
Observagao 6.12 Sejam p,q,r,s € Z tais que ps — qr = 1. Entao é fdcil verificar que

rT=pu+qu, y=ru+sv €L u,v e L.
Agora vamos resolver a equagao
ax + by +cz = n, (6.4)

onde a,b,c € Z*. Seja d = mdc(a,b,c). Entao é fécil verificar que a equacdo 6.4 possui
uma solugao se, e somente se, d divide n. Podemos supor que d = 1. Substituindo z e y

da observacao acima na equacao 6.4, obtemos
(ap + br)u + (aq + bs)v + cz = n. (6.5)
Assim, (ug, vg, 29) € uma solucdo da equacao 6.5 se, e somente se, (g, Yo, 20) € uma solugdo

da equagao 6.4. Logo, escolhendo

b a
P= mdc(a, b) er= ~ mdc(a, b)
temos que mdc(p,7) = 1 e pelo Algoritmo Euclidiano obtemos os valores de ¢ e s. Por-

tanto, essa escolha transforma a equacao 6.4 no seguinte sistema,

r = pu-+qu
Yy = ru-+sv
mdc(a,b)v+cz = n,

onde mdc(mdc(a, b),c) = 1. A solugao da ultima equagao é

v=1uvg+ck e z =2z —mdc(a,b)k,V k € Z.
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Assim, as solugoes da equagao sao

xr = pu+ qck+ quy
ru + sck + svg
z = 0Ou—mdc(a,b)k + z

para quaisquer u,k € Z. Usando esse método de reducao e inducao finita podemos

encontrar todas solugoes da equacao 6.1

Exemplo 6.13 Determinar as solugoes, se existirem, da equacao
20+ 32z +4z=1T1.

Solugao. E ficil verificar que mdc(2,3) = 1. Assim, p=3, 7= —2 e

ps—qr=3s+2q=1=s=—-1,q=2.

Logo,
r = 3u+2v
y = —2u-—1lv
v+4z = 7.

A solucao da ultima equagao é
v=T+4k e z=0—Fk,V k € Z.
Assim, as solugoes da equacao sao

r = 3u+8k+14
—2u —4k -7
z = Qu—k+0

para quaisquer u, k € Z.

Exemplo 6.14 A um feirante foi perguntado quantas laranjas ele possuia? Nao sei, mas
quando os separo de trés em trés sobra uma, de cinco em cinco sobra duas e de sete em

sete sobra trés. Qual é a quantidade minima de laranjas que o feirante possuia?

Solugao. Seja x o nimero de laranjas do feirante. Entao nosso problema é resolver o
sistema de congruéncias

= 1 (mod 3)

= 2 (modb)

= 3 (modT7).

Sabemos que a solucao geral da premeira congruéncia é

r=1+3y,V y € Z.
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Substituindo na segunda congruéncia, obtemos
143y =2 (mod5) < 3y =1 (modb),
cuja solucao geral é
y=2+5z2,V z€Z.
Logo,
r = 143y

= 1+3(2+52)
= T7T+152,V z€Z

¢é solucao simultanea das duas congruéncias. Finalmente, substituindo na terceira con-
gruéncia, obtemos
7+ 152 =3 (mod7) < 152 = 3 (mod 7),

cuja solucao geral é
2=3+7kV k€ Z.

Portanto,
r = T+ 15z

— 7+15(3+7k)
— 52+105k,Y z € Z

é solucao geral do sistema de congruéncias e xy = 52 é quantidade minima de laranjas

que o feirante possuia. Mais geralmente, temos o seguinte teorema:

Teorema 6.15 (Teorema Chinés dos Restos) Sejam by,...,bp € Z enq,...,npy € N

tais que mdc(n;,nj) =1 com i # j. Entao o sistema de congruéncias

= b (modny)
b2 (mod ng)

r = by (modny)
tem uma tunica solugdo o com 1 < xg < n, onde n = ning---ny. Além disso,
S={zo+kn:keZ}
¢ o conjunto de todas as solucoes deste sistema.

Prova. E claro que

L eZe rndc(ﬁ,ni) =1,
n; n;



138 CAPITULO 6. ARITMETICA MODULAR

para todo i = 1,2, ..., k. Logo, pelo Coroldrio 6.10, para cada ¢ existe r; € Z tal que

ﬁri =1 (modn;) e Eribi = b; (mod n;).
n; n;

Se j # i, entao é facil verificar que

n n
—r; =0 dn; —r;b; =0 dn;).
nir (modn;) e nir (mod n;)

Assim, pondo
k

n
o — E —’l“ibi
n.

i=1 "
obtemos que
xg =b; (modn;),V i =1,2,... k,

isto é, g ¢ uma solucao do sistema de congruéncias.

Sejam x1, zo € Z duas solugoes do sistema de congruéncias com
1<z <x9 <n.

Entao

1 = x9 (modn;),V i =1,2,...,k

e, portanto, 1 = 3 (modn), isto &, n | (r; — x2). Como 0 < 1 — x5 < n temos que

Ir1 = T3g. [ |

Observagao 6.16 Como mdc(:-,n;) = 1, paratodoi = 1,2,...,k, temos, pelo Coroldrio

6.10, que existe um menor r; € Z, com 0 < r; < n;, tal que

iri = 1 (mod n;).
Para cada1=1,2,...,k, seja e; = nﬂzr, Entao
1. €2 =¢; (modn).
2. eie; =0 (modn) se, e somente se, i # j.
3. S°F ;=1 (modn).
4. Zle a;e; = Zle bie; (modn) se, e somente se, a; = b; (modn;).
Exemplo 6.17 Determinar o menor inteiro positivo x tal que

= 5 (mod7)
7 (mod 11)
= 3 (mod13).
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Solugao. Temos que by =5, by =7,b3 =3, n1 =7, ny =11, ng =13 e n = 1.001. Como

1.001
7

mdc( ,7) =mdc(143,7) =1

temos, pelo Algoritmo Euclidiano, que 7-21 + (—2) - 143 = 1, isto &,
(—2)-143 =1 (mod 7).

Assim, podemos escolher r; = —2. De modo andlogo, podemos escolher r, =4 e r3 = —1.
Logo,
rg=11-13-(-2)-5+7-13-4-7+7-11-(—1)-3 =887

¢ a tnica solugao. Portanto, o = 887 é a menor solucao positiva. Seja e; = 715, entao
e]—e; = 5112251715

= 510510
= 7293-7.

De modo anélogo, podemos encontrar e; = 364 e e3 = 924. Logo,

e1e3 = ejez3 = egez = 0 (mod 1.001)

€1+ ez + ez =1 (mod1.001).

Exemplo 6.18 Resolver o sistema de congruéncias

5z = 1 (mod6)
3z = 5 (mod8).

Solugao. Como
mdc(5,6) =11 e mdc(3,8) =15

temos que as congruéncias lineares admitem solugoes particulares x1 = 5 e zo = 7, respec-

tivamente. Entao nosso sistema de congruéncias é equivalente ao sistema de congruéncias

r = 5 (mod6)
x 7 (mod 8).

Sendo mdc(6,8) = 2, ndo podemos aplicar o Teorema Chinés dos Restos, mas o sistema

de congruéncias tem solucao, pois sabemos que a solucao geral da primeira congruéncia é
r=5+6y,V y € Z.
Logo, substituindo na segunda congruéncia, obtemos

54 6y =7 (mod8) < 6y =2 (mod8) < 3y =1 (mod 4).
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e, assim, a solugao geral da congruéncia é
y=3+4zV z € Z.
Portanto, a solucao geral do sistema de congruéncias é
r=5+6(3+4z)=23+242,V z € Z,
confira exercicio 12 abaixo.

EXERCICIOS

1. Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = d. Mostrar que se xy € Z é solucao da congruéncia

linear ax = b (modn), entdo também o ¢ da congruéncia linear ax = b (mod %).

2. Resolver as seguintes congruéncias lineares:

(a) 4z = (mod 7).

(b) 3z 4 (mod ).

(c) 9z = 11 (mod 26).

(d) 8z =6 (mod14).

() 330z = 42 (mod 273).
)

(f) 262 =1 (mod 17).

3. Resolver os seguintes sistemas de congruéncias:

(a) =3 (mod7) ez =2 (modbh).

(b) x =1 (mod3), z =1 (mod5) ez =1 (mod 7).
(c) x =2 (mod3), x =3 (mod5) e x =5 (mod 2).
(d) z=1(mod4), z=0(mod3) ez =5 (mod7).

4. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 2, 3 e 2 quando dividido,

respectivamente, por3, 5 e 7.

5. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1, 4, 2, 9 e 3 quando

dividido, respectivamente, por 3, 5, 7, 11 e 13.

6. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 5, 4, 3 e 2 quando dividido,

respectivamente, por6, 5, 4 e 3.

7. Determinar o menor miiltiplo positivo de 7 que tem para resto 1 quando dividido
por2, 3,4, 5 e 6. (Sugestao: Note que 7x = 1 (mod2),... e use o exercicio 17 da
Secao 6.1.)
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10.

11.

12.

13.

Um grupo de 13 piratas obteve um certo niimero de moedas de ouro que, distribuidas
igualmente entre eles, sobravam 8 moedas. Imprevisivelmente, dois deles morreram.
Eles voltaram a repartir e sobraram agora 3 moedas. Posteriormente, trés deles se
afogaram. Repartindo novamente as moedas, restaram 5 moedas. Quantas moedas

havia em jogo?
Determinar quatro inteiros consecutivos divisiveis por 5, 7, 9 e 11, respectivamente.

Mostrar que, para todo n € N, com n > 1, existem n inteiros consecutivos que
sao divisiveis por quadrados maiores do que 1.(Sugestao: Sejam py, ..., p, nimeros

primos distintos. Considere o sistema de congruéncias

= 0 (mod p?)
= —1 (mod p32)
r = —(n—1)(modp?)
e resolva.)
Sejam ay, ..., ak,b1,...,bp € Zeny,...,n, €N tais que mde(n;, n;) =1 com i # j.
Mostrar que o sistema de congruéncias
a;x = by (modny)
asx = by (modny)
arr = by (modnyg)
tem uma solugado se, e somente se, mdc(a;, n;) | b; para ¢ =1,2,... k. Além disso,

S ={zo+kn:keL},

onde n = ny ---ng, é o conjunto de todas as solugoes deste sistema.

Sejam bq,...,by € Z e nqy,...,n; € N. Mostrar que o sistema de congruéncias
= b (modn)
= by (modny)
r = by (modny)
tem uma solucao se, e somente se, mdc(n;, n;) | (b; —b;) parai,j =1,2,..., k. Além
disso,

S={xo+kn:keZ},

onde n = mmc(ny,...,nk), € o conjunto de todas as solugoes deste sistema.

Resolver os seguintes sistemas de congruéncias:
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(a) =2 (modb) e 3z =1 (mod 8).

(b) 2 (mod5) e 2z = 1 (mod 3).

(c) 62 =5 (mod11), 5z =6 (mod7) e x = 6 (mod 13).
(d) z =17 (mod504), x = 31 (mod 35) e x = 33 (mod 16).

Tr =

3
6

14. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 3, 9 e 17 quando dividido,

respectivamente, por 10, 16 e 24.

6.3 Teorema de Euler

Definicao 6.19 Um subconjunto {ry,...,ry} de Z é um sistema completo de residuos

modulo n se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:
1. Sei#j, entaor; #r; (modn), V i,j € {1,2,...,k}.
2. Para todo a € 7 existe i € {1,2,...,k} tal que a = r; (modn).

Exemplo 6.20 O subconjunto {0,1,...,n — 1} de Z é um sistema completo de residuos

mddulo n.
Solugao. Sejam a,b € {0,1,...,n— 1}, com 0 < a < b < n. Entao
b=a(modn)<n|(b—a)<b=a,

pois 0 < b—a < n. Agora, para todo a € Z temos, pelo Teorema 5.1, que existem ¢, € Z

tais que
a=qn+r onde 0 <r <n.
Portanto,
a=r (modn) onde r € {0,1,...,n—1}.
E fAcil verificar, pelo lema abaixo, que {k,k-+1,..., k+(n—1)} é um sistema completo

de residuos médulo n para todo k € Z. Assim, existe uma infinidade de sistemas completos

de residuos mdédulo n.

Lema 6.21 Sejam {ri,...,ri} e {s1,..., s} dois sistemas completos de residuos mddulo

n. Entiao k =1 (e pelo exemplo acima, k =n).
Prova. Suponhamos que k£ > [. Entao, re-indexando se necessario, obtemos
r1 = s1 (modn),...,r; = s (modn).

Como r;.; € Z temos, pelo item 2 da definigdo, que existe i € {1,2,...,(} tal que
rie1 = 8; (modn). Assim, r;.; = r; (modn), o que é uma contradigao, pois [ + 1 # i.

Portanto, £ < [. De modo anélogo, mostra-se que [ < k. |
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Definicao 6.22 Um subconjunto {ry,...,rx} de Z é um sistema reduzido de residuos

moédulo n se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. mde(ry,n) =1,V i€ {1,2,...,k}.
2. Sei#j, entdor; Zr; (modn), V i,j € {1,2,... . k}.
3. Para todo a € Z, com mdc(a,n) = 1, existe i € {1,2,...,k} tal que a = r; (modn).

Pelo exercicio 16 da Secao 5.1 é fécil verificar que se

{Tl,...,Tn}

¢ um sistema completo de residuos médulo n e

{s1,...,81}

sao todos os elementos de
{ri,...,m}
tais que mdc(s;, n) = 1, entao

{s1,...,81}

¢ um sistema reduzido de residuos médulo n, isto é, um sistema reduzido de residuos
médulo n pode ser obtido eliminando de um sistema completo de residuos médulo n

aqueles nimeros que nao sao relativamente primos de n. Por exemplo,
{0,1,2,3,4,5}
¢ um sistema completo de residuos médulo 6. Assim,

{1,5}

é um sistema reduzido de residuos médulo 6. Além disso, pelo Lema 6.21, todos os
sistemas reduzidos de residuos médulo n tém a mesma cardinalidade, que denotaremos

por ¢(n). Essa funcao é chamada de fun¢do ¢ de Fuler. Por exemplo,
¢(6) = 2.

Teorema 6.23 Seja P, = {k € N: mdc(k,n) =1 e k <n}. Entdo

Prova. Como
{0,1,...,n—1}

¢ um sistema completo de residuos médulo n, temos que P, é um sistema reduzido de
residuos médulo n. Portanto, #(P,) = ¢(n). [ |
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Um elemento a € Z,, é chamado invertivel se existir T € Z,, tal que
GOT=T0a=1

ou, equivalentemente,

ar =1 (modn).
Seja Zp o conjunto dos elementos invertiveis em Z,, isto é,
Zt ={a€Z,:a®T=T®a=1 para algum T € Z,}.
Note que se a € P,, entao mdc(a,n) = 1. Logo, existem x,y € Z tais que
ar +ny =1

e, consequentemente,

ar =1 (modn) a0z =1

Portanto, @ € Z3.

Reciprocamente, se @ € Z7, entao existe T € Z,, tal que
aOT=TOa=1
Logo, ax =1 (mod n), isto é, existe y € Z tal que
ax +n(—y) = 1.
Assim, mdc(a,n) = 1. Portanto, a € P,. Assim, a fungao
f: P, — Z;, dada por f(a)=1a
¢ uma correspondéncia biunivoca. Neste caso,
¢(n) = #(Z),
isto é,
Loy =A{T1,-- s Tpm) }s
onde

{7"1, e ,T¢(n)}

é um sistema reduzido de residuos mdédulo n.

Exemplo 6.24 Seja p um nimero primo. Entdo

Zy=1{12,....p—1}.
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Solugao. Sabemos que
{0,1,2,...,p—1}

¢ um sistema completo de residuos médulo p e que 0 é o nico elemento deste conjunto

que nao é relativamente primo com p. Logo,
P,={1,2,....,p—1}
¢ um sistema reduzido de residuos médulo p. Portanto,
Zy={1,2,....p—1} e ¢(p) =p— 1.
Teorema 6.25 Se p € N é um niimero primo, entio ¢(p*) = p*(1 — %), para todo k € N.

Prova. Note que, se
a€{1,2,...,p"} e mdc(a,p") # 1,

entao a = pb com
be{l,2,....p" '}
Assim,
mdc(a,p*) # 1< a € {p,2p,...,pp" " =p*},

isto é, existem p*~! ndmeros entre 1 e p* que sao divisiveis por p. Portanto,

B(p") = o — P = pH(1 — ),
p
|
Lema 6.26 Sejam a,b,n € Z. Se mdc(a,n) = mde(b,n) = 1, entdo
mdc(ab,n) = 1.
Prova. Se mdc(a,n) = mdec(b,n) = 1, entdo existem r, s, z,y € Z tais que
ar+ns=1¢e br+ny=1.
Logo,
1=1-1= (ar+ns)(bx + ny) = ab(rs) + n(ary + bsz + nsy) = abu + nv,
onde u = rs, v = ary + bsx + nsy € Z, isto ¢, mdc(ab,n) = 1. [ |

Lema 6.27 Seja a € Z, com mdc(a,n) = 1. Se
{ri,...,m}
¢ um sistema completo (reduzido) de residuos mddulo n, entao
{ary,...,ar,}

¢ um sistema completo (reduzido) de residuos mddulo n.
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Prova. Sabemos, pelo Lema 6.26, que
mdc(a,n) = mdc(r;, n) = 1 = mdc(ar;,n) = 1.

Além disso,
#{r1, ..., }) = #{ary, ... ar,}).

Assim, basta mostrar que se i # j, entdo ar; # arj(modn). Temos, pelo Teorema 6.5,

que
ar; = arj (modn) = r; =r; (modn) =i = j.
Portanto,
{ary,...,ar,}
¢ um sistema completo (reduzido) de residuos médulo n. |

Lema 6.28 Seja a € Z, com mdc(a,n) = 1. Entao
{r,r+a,7+2a,...,7+ (n—1)a}
¢ um sistema completo de residuos modulo n para todo r € 7.
Prova. Temos, pelo Lema 6.27, que
{0,a,2a,...,(n—1)a},
¢ um sistema completo de residuos médulo n. Como
#({0,a,2a,...,(n—1)a}) =#{r,r +a,r+2a,...,7r+ (n—1)a})

temos que
{r,r+a,r+2a,...,r+ (n—1)a}

¢ um sistema completo de residuos médulo n para todo r € Z. |
Teorema 6.29 Sejam m,n € N. Se mdc(m,n) =1, entdo
¢(mn) = ¢(m)d(n).
Prova. Consideremos o conjunto
X={gm+r:0<r<me0<qg<n}.

E fdcil verificar que #(X) =mn e a < mn para todo a € X. Logo,

X={a€Z:0<a<mn}.
Pelo Lema 6.26 ¢ mdc(m,n) = 1 temos que

mdc(a, mn) = 1 < mdc(a, m) = mde(a,n) = 1.
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Logo, podemos analizar os elementos de X que sao relativamente primos com m e n

separadamente. Note que
mdc(r,m) = 1 = mdc(r,r +im) =1,V i € {1,...,n — 1}.

Assim, se
{7"1, Ce ,T¢(m)}

¢ um sistema reduzido de residuos moédulo m, entao, pelo Lema 6.28,

{rj;rj+m,r;+2m,...;r;+(n—1)m}V je{l,...,¢(m)}

¢ um sistema completo de residuos médulo n e contém um sistema reduzido de residuos

modulo n. Logo, existem ¢(m)¢(n) nimeros da forma gm + r, que sdo relativamente

primos com m e n, isto €, com mn. Portanto,

¢(mn) = ¢(m)p(n).

Coroldrio 6.30 Sejan € N, comn > 1. Entao

¢<”):“E(l‘ﬁ>’

onde py,...,p. a0 0s primos distintos que dividem n.
Teorema 6.31 (Euler) Sejam m,n € N com mde(m,n) = 1. Entao
n?™ =1 (modm).

Prova. Seja
{7“1, Ce ,T‘(z)(m)}

um sistema reduzido de residuos médulo m, entao, pelo Lema 6.27,

{nr, o nrgam)

¢ um sistema reduzido de residuos médulo m. Portanto, para cada i € {1,...

existe j € {1,...,¢(m)} tal que
nr; = rj (modm).

Assim, pelo item 4 do Teorema 6.3,

#(m) #(m) B(m) #(m)
nr; = H r; (modm) = n?™ H ri = H r; (modm).
i=1 j=1 i=1 i=1
Como mdc(r;,m) = 1 parai=1,...,¢(m) temos, pelo Teorema 6.5, que

n®™ =1 (modm).

;¢(m)},
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Coroldrio 6.32 (Fermat) Seja p € N um nidmero primo. Entdo
a? = a (modp),V a € Z.

Prova. Se a = 0 nao hd nada para provar. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que a > 0, pois o caso a < 0, reduz-se a esse com a substituicao de a por b = —a > 0.
Assim, hé dois casos a ser considerado:

12 Caso. Se p | a, entao
a=0(modp) e a®? =0 (modp) = a” = a (mod p).
22 Caso. Se p 1 a, entdo mdc(a,p) = 1. Logo, pelo Teorema de Euler,
a®® =1 (modp) ou a?' =1 (modp).
Como a = a (mod p) temos, pelo item 4 do Teorema 6.3, que
a’ = a (modp).
Portanto, em qualquer caso, a”? = a (mod p). [ |

Observacao 6.33 O Teorema de Euler pode ser usado para determinar o inverso de todo

elemento @ € 73, pois
a®™ =1 (modn) & a ! = a®™! (modn).

Exemplo 6.34 Determinar os tiltimos trés digitos do nimero 7°°% no sistema de repre-

sentacao decimal.

79999 por 1.000, isto &,

Solucao. Basta encontrar o resto da divisao de
79999 = 1 (mod 1.000), onde 0 < r < 1.000.
Como mdc(7,1.000) = 1 temos, pelo Teorema de Euler, que
790:090) = 1 (mod 1.000) = 7*° = 1 (mod 1.000),

pois

#(1.000) = ¢(2°5%) = ¢(2*)p(5%) = 2° (1 - %) 5 (1 - é) = 400.
Sendo 9.999 = 24 - 400 + 399 segue-se que

7999 = 739 (mod 1.000).

Assim,
7' =1 (mod 1.000) = 7% .7 = 1 (mod 1.000).

Logo, devemos resolver a congruéncia linear
7z =1 (mod 1.000).

E f4cil verificar que xy = 143 ¢é a solugao principal dessa congruéncia linear. Portanto, a

representacao decimal de 7%%% termina em 143.
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Exemplo 6.35 Mostrar que

a*® = a (mod561),V a € Z.

Solugao. Note que 561 = 3 - 11 - 17. Assim, basta mostrar que
a*® = a (mod 3),a"® = a (mod11) e ¢** = a (mod 17).

Se 561 | a nao hd nada para fazer. Assim, suponhamos que mdc(561,a) = 1. Pelo

Teorema de Euler,

a> = 1(mod3) = a" =1 (mod3) = a** = a (mod3).
a'® = 1(mod1l) = a*® =1 (mod 11) = ¢°*' = a (mod 11).

1
a'® = 1(mod17) = a°® =1 (mod 17) = a°*! = a (mod 17).
Portanto, a reciproca do Teorema de Fermat é falsa, isto é,
a®® = a (mod 561),V a € Z,
mas 561 nao é um nimero primo.

Denotaremos por Ms(Z,,) o conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas sobre Z,.

Teorema 6.36 Sejam

A—

ol Q|

.l <

] € My(Zy,) e D =ad—bc € Z.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. mde(n,D) = 1.
2. A tem uma matriz inversa.

3. A funcao

T : 7y X Ly — Ly, X Loy, dadaporT(

¢ uma correspondéncia biunivoca.

'

4. SeT ouy € L, entao

n’
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Prova. (1. = 2.) Suponhamos que mdc(n, D) = 1. Entao existe D ' €Z, tal que
DoD =T

Portanto,

B D'd =D D
AT = ——1_ —=-1_
—D C D a

¢ a matriz inversa de A. E facil verificar que (2. = 8.) e (3. = 4.). Assim, resta mostrar
que (4. = 1.), Suponhamos que mdc(n, D) = k > 1 e seja m = 7. Entao hd trés casos a
ser considerado:

12 Caso. Se todas as entradas de A sao divisiveis por k, entao pondo

1] [z] e r((])- 2]

22 Caso. Se a e b nao sao ambos divisiveis por k, entao pondo
T —bm
[_]:[ _],obtemosqueT( ]):[
Y am
32 Caso. Se c e d nao sao divisiveis por k, entao pondo

pois n divide Dm.
[f]——[ dm],obtemosquel( f])——[ ],
0] —cm 0]

pois n divide Dm. |

ol al
[

<oyl

ol al

Lema 6.37 Sejam a,n € N, com mdc(a,n) = 1. Se r;t € N sao tais que rt
1 (mod ¢(n)), entao

a"™ = a (modn).
Prova. Como rt = 1 (mod ¢(n)) temos que existe s € N tal que
rt =14 s¢(n).

Logo,
a?"t = a1+5¢(n) =q- a5¢(n) =aq (a(i)(n))s =aq- 1° = a (mod n)

Coroldrio 6.38 Sejam n,r,t € N. Se mdc(t,¢p(n)) = 1, entao a funcao
f: %2y, — 7y, dada por f(T)=71"
¢ uma correspondéncia biunivoca com f~(T) =", onde

rt =1 (mod ¢(n)).
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6.4 Tridngulos Pitagorianos

Nesta secao consideraremos o problema de encontrar todas as solugoes inteiras positi-
vas x, y e z para a equagao Diofantina:

R (6.6)

Suponhamos que z,y, z € N seja uma solugao da equagao 6.6. Seja d = mdc(z,y). Entao
d?| 2% e d* | y* e, assim, d?* | 2% + y?, isto ¢, d* | 22. Temos, pela unicidade do Teorema

Fundamental da Aritmética, que d | z. Portanto,
mdc(z,y) = mde(z, z) = mdce(y, z) = mde(z, y, 2).

Assim, se z,y, z € N é uma solugao da equagao 6.6 e d = mdc(z,y), entdo

x y z
a=—-,b==ec=-

d d

¢ uma solugao da equagao 6.6 com mdc(a,b) = 1, chamamos (a, b, ¢) uma solugdo prim-

itiva, por exemplo, 3, 4 e 5 e 5, 12 e 13 sao solugoes primitivas da equagao 6.6. Assim,

todo triangulo Pitagoriano é similar a um tridngulo Pitagoriano primitivo. Portanto,

basta considerar o problema de encontrar todas as solugoes primitivas da equacao 6.6.
Seja x, y e z uma solucao primitiva da equagao 6.6. Entao = e y nao podem ser ambos

pares e também nao podem ser ambos impares, pois
72 =1 (mod4) e y* =1 (mod4) = 2* = 2 (mod 4),
o que é impossivel. Como x e y aparecem simetricamente na equacao 6.6, podemos supor,

sem perda de generalidade, que x é par e y e z sao fmpares. Note que

Pyt e 2 e = () —g) o (0 = (YY)

e a iltima equacao tem sentido, pois x, z + y e z — y sao pares. Afirmagao:

Z+y z—y

mde(——, —~)

= 1.

24y z—y
20 2

pelo Lema 5.41, existem r, s € N tais que

De fato, seja d = mdc( ). Entdo d | y e d | z. Logo, por hipdtese, d = 1. Assim,

Z+y—7"2z_y—82e£—7’8
2 2 2 7

E f4cil verificar que r e s tém paridades distintas com mdc(r,s) = 1 e r > s > 0 (prove

isto!). Finalmente, das equagoes acima, temos que
r=2s, y=r’—s>e z=r’+sVY r,seN,

onde 7 e s tém paridades distintas com mdc(r,s) = 1 e r > s > 0, sdo todas as solugoes

primitivas da equacao 6.6.
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EXERCICIOS

. Determine os tltimos dois digitos do ntiimero 3%%° no sistema de representacao dec-

imal.

. Mostrar que

{2,22,...,2"%}

forma um sistema reduzido de residuos maédulo 27.

Seja p € N um nimero primo. Mostrar que
{ap+17ap+277ap+(p_]‘)}

é um sistema reduzido de residuos médulo p para todo a € Z. (Sugestdao: Se
b € Z & tal que mdc(b,p) = 1, entao existe k € P, tal que b = k (modp). Como
ap = 0 (mod p) temos que b = ap + k (mod p).)

Seja m € N um nimero impar. Mostrar que
{2,4,...,2m}

¢ um sistema completo de residuos médulo m.

Seja m € N, com m > 2. Mostrar que
{12,2% ... m?*}

nao é um sistema completo de residuos médulo m.

Seja p € N um nimero primo. Mostrar que se

{Tl,Tg,...,Tpfl}

¢ um sistema reduzido de residuos médulo p, entao

p—1
Hri = —1 (mod p).
i=1

Sejam p € N um mimero primo fmpar,

{ri,ra,...,rp} e {s1,52,...,5,}

dois sistemas completos de residuos moédulo p. Mostrar, com um

exemplo,
{T181,T252,...,Tp5p}

pode nao ser um sistema completo de residuos médulo m.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sejam k,p € N, com p um niimero primo. Mostrar que

{1% 2k ... (p—1D)F}

¢ um sistema reduzido de residuos moédulo p se, e somente se,
mdc(k,p — 1) = 1.

Sejam k,n € N e

{ri,ra, ..}

é um sistema reduzido de residuos médulo n, onde m = ¢(n). Mostrar que

(s,

¢ um sistema reduzido de residuos médulo n se, e somente se,

mdc(k,m) = 1.
Determinar os elementos invertiveis de Zg, Z7, Zao, 713 € Zioy.

Seja p € N um nimero primo. Mostrar que mdc(k!,p) = 1, para todo k com
1<k<p.

Seja p € N um nimero primo. Mostrar que

@ = 0 (mod p)

para todo k com 1 < k < p. (Sugestdo: Se 1 < j < max{k,p — k}, entdo j < p.
Logo, mdc(k!, p) = mdc((p — k)!,p) = 1, continue). Mostrar que isto é falso se p

nao ¢ um nimero primo.

Sejam m,n,p € N, com p um nimero primo. Mostrar que p™ = 1 (mod(p™ — 1)) se,

e somente se, m divide n.

Sejam a,b € Z e p € N um nimero primo. Mostrar que
a? = b (mod p) = a? = b” (mod p?).

Sejam a,b € Z e p € N um nimero primo. Mostrar que

(a4 b)’ = a? + 1P (mod p).

Sejam p € N um nimero primo e n = p*m. Mostrar que

(5) = oot

b

(Sugestdo: Note que (z 4 1)" = (22" 4+ 1)™ (mod p).)
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17. Seja p € N um nimero primo. Mostrar que a fungao
f:Z,— Z, dada por f(T)=7"
satisfaz as seguintes condicoes:
(a) fF+Y)=7"+7"
(b) fFOY) =77 OV
18. Sejam p € N um ndmero primo e a € Z. Mostrar que se mdc(a,p) = 1 en =

m (mod(p — 1)), entao

a" = a™ (modp).

19. Determine o dltimo digito do niimero 21990900 15 sistema de representacao de base
7.

20. Sejam n € N e a € Z. Mostrar que se mdc(a,n) = 1 e k o menor inteiro positivo tal
que m = k (mod ¢(n)), entao

a™ = a* (modn).

21. Sejan € N um produto de dois niimeros primos distintos p e q. Mostrar que podemos

calcular ¢(n) de p e g, e reciprocamente, calcular p e g de n e ¢(n).

22. Mostrar que:

(a) 2 — 1 ¢ um mimero composto.
(b) 223 — 1 é um mimero composto.

(c) 2% — 1 ¢ um nimero composto.

23. Seja a € Z. Mostrar que se mdc(a,7) = 1, entdo a®* =1 (mod 7).

24. Sejam a € Z e n € N. Mostrar que se mdc(a,n) = 1 e a" ! # 1 (modn), entao n

nao € um nuimero primo.
25. Mostrar que 232 + 1 é um mimero composto. (Sugestao: Note que
5-2" = —1 (mod641) e 5* = —2* (mod 641).)
26. Sejam p,q € N dois nimeros primos distintos. Mostrar que
pT ' 4 ¢"t =1 (mod pq).

27. Sejam m,n € N com mdc(m,n) = 1. Mostrar que

m?™ 4+ ™ =1 (mod mn).
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28. Resolver o sistema de congruéncias

2z + 3y 1 (mod 26)
Tr+8y = 2 (mod?26).

29. Resolver o sistema de congruéncias

r4+4y = 29 (mod143)
20 — 9y = —84 (mod143).

30. Seja n € N. Mostrar que

n=>_¢(d).

din
(Sugestao: Seja
X ={12,...,n}

e para cada divisor d de n seja
Xa={k € X :mdc(k,n) = d}.

Entao

X=JXoe XanX.=0sed#e.
dln

Portanto,

n=>Y #(Xa).
dln

Agora mostre que a funcao

f:Xy— Z% dada por f(k)=—

Ul &

¢ uma correspondéncia biunivoca.)
31. Seja pu: N — {—1,0,1} a funcdo (de Mobius) definida por

1, se n=1

pu(n) =< 0, se p? | n para algum primo p

(—1)*, se n ¢ um produto de k primos distintos.

Mostrar que:

(a) Se mdc(m,n) =1, entdo u(mn) = p(m)u(n).

(b) ¢(n) =32 u(d)§-

dn

155
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32. Sejan € N. Mostrar que se ¢(n) = 0 (mod(n—1)), entdo nao existe nenhum nimero
primo p tal que p?> = 0 (modn). (Sugestao: Suponha que exista um niimero primo

p tal que p? = 0 (modn). Entao
n=ppyt - pl,
onde k > 2, k; € N e py,...,p, s@o primos distintos.)

33. Seja n € N. Mostrar que se n nao é um quadrado perfeito e
n—ni<@(n)<n-—1,

entao n ¢ um produto de dois nimeros primos distintos. (Sugestao: Primeiro mostre
que n nao é um nimero primo, depois suponha, por absurdo, que n nao é um produto
de dois niimeros primos distintos, entao n é um produto de trés ou mais nimeros

primos, nao necessariamente distintos. Seja p o menor dos mimeros primos. Entao
1 1
p<n3ed(n) <n(l-7;).)

34. Seja n € N. Mostrar que

a" = a"*™ (modn),Y a € Z.

35. Seja p € N um nimero primo. Mostrar que:

(a) k* =1 (modp) & k = +1 (mod p).
(b) Se1 <k,l<pek#=+l(modp), entdao k-1 =1 (modp) = k # .

36. Seja m € N com m > 1. Mostrar que m é um nimero primo se, e somente se,

(m—1)! = —1 (modm). (Sugestao: Use o exercicio precedente.)
37. Sejam k,m,n € N. Mostrar que:

(a) Se m > 2, entao ¢(m) é par.
(b) Se m é impar, entao ¢(2m) = ¢(m).
(c) Se m é par, entdo ¢(2m) = 2¢(m).
(d) Se m =0 (mod 3), entao ¢(3m)

)

)

)

)

) 3p(m).

(e) Se m # 0 (mod 3), entdao ¢(3m

)

)

)

)

= 2¢(m).

¢(m) = 3 se, e somente se, m = 2F.

(f
(g) Se n | m, entdo ¢(n) | p(m).
(h

(i

¢(mdc(m, n))p(mn) = mde(m, n)p(m)o(n).
¢(m)d(n) = ¢(mdc(m, n))¢(mme(m, n)).
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38.

39.

40.

41.
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Mostrar que se n € N tem k fatores primos fmpares distintos, entao 2% divide ¢(n).

Sejan € N, com n > 1. Mostrar que

né(n)
Zk: 2 7’

0<k<n

onde mdc(n, k) = 1. (Sugestao: Note que
mdc(n, k) =1 < mde(n,n — k) = 1.)

Determinar todas as solugoes inteiras da equacao ¢(n) = 12.

Mostrar que a equagao ¢(n) = 14 ndo tem solucao inteira.
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Capitulo 7
Criptografia

Neste capitulo aplicaremos nossos conhecimento de Aritmética Modular para apresen-
tar uma introdugao aos sistemas classicos de criptografia (modelos simétricos), bem como
o sistema de criptografia com chave ptiblica RSA (modelo assimétrico). Nao trataremos
aqui dos problemas de seguranca, complexidade, etc. o leitor interessado em mais detalhes

pode consultar [10, 11].

7.1 Cripto-sistemas

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos sobre sistemas classicos de crip-
tografia.

Criptografia € a arte ou ciéncia de escrever mensagens em cifra ou em cédigo, de modo
que somente a pessoa autorizada possa decifrar e ler as mensagens.

A criptografia é tao antiga quanta a prépria escrita, ja estava presente no sistema de
escrita hieroglifica dos egipcios. Os romanos utilizavam cédigos secretos para comunicar
planos de batalhas. O mais interessante é que a tecnologia de criptografia nao mudou
muito até meados do século vinte. Depois da Segunda Guerra Mundial, com a invensao do
computador, a drea realmente floresceu incorporando complexos algoritmos matematicos.
Durante a guerra, os ingleses ficaram conhecidos por seus esforgos para decifracao de
mensagens. Na verdade, esse trabalho criptografico formou a base para a ciéncia da
computacao moderna.

A mensagem para ser enviada é chamada de tezto-original (plaintext) e a mensagem
codificada ¢ chamada de texto-cifrado (ciphertext). O texto-original e o texto-cifrado sao

escritos em algum alfabeto F consistindo de um certo nimero n de simbolos; isto é,

#(F) = n.

O processo de converter um texto-original para um texto-cifrado é chamado de codi-
ficacao ou cifragem, e o processo de reverter é chamado de decodificacao ou decifragem.
O texto-original e texto-cifrado sao divididos em mensagens unitdrias. Uma mensagen

unitdria poder ser um bloco de k simbolos do alfabeto F. O processo de codificacao é

159
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uma funcao que associa cada mensagem unitdria u do texto-original a uma mensagem
unitdria c do texto-cifrado. Mais precisamente, sejam P o conjunto de todas as possiveis
mensagens unitarias u do texto-original e C o conjunto de todas as possiveis mensagens

unitdrias ¢ do texto-cifrado. Entao a correspondéncia biunivoca
f:P—C tal que f(u)=c
é o processo de codificagao. A correspondéncia biunivoca
f1:C—Ptalque f'(c)=u
é o processo de decodificacao. Assim, temos o seguinte diagrama
f —1
P—C—P
Cripto-sistema

Um Cripo-sistema € qualquer bijecao de P sobre C.

E ttil substituir os simbolos de um alfabeto F por nimeros inteiros 0,1,2, ..., para
tornar mais facil a construgao do cripto-sistema f. Uma correspondéncia natural entre o
alfabeto

F={AB,C,....K,..., XY, Z, espago = U}

e o conjunto de nimeros inteiros
Zor =40,1,2,...,10,...,23,24,25,26}

¢ dada pela tabela:

ABC -~ K - XY Z U
L e T A A A | (7.1)
0 1 2 .- 10 --- 23 24 25 26.

Em geral, podemos rotular mensagens unitarias, com blocos de k sfmbolos, de um alfabeto

[ de n simbolos, por inteiros do conjunto
Lo = {0,1,...,nF —1}

do seguinte modo:

k—1

k 0
(Tg—1,...,21,T0) € L, <> xp_n" 4+ -+ xn+ 20" € L,

onde cada x; corresponde a um sfmbolo do alfabeto F. Por exemplo, a mensagem unitéria

com bloco de quatro simbolos

AQUI

corresponde ao inteiro

0-272 +16-27* +20- 27+ 8- 27" = 12212 € Zop.
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Teorema 7.1 Sejamn € N e a,b € Z,, fixrados. Se mdc(a,n) =1, entio a fungdo
f: 7, — Z, dada por f(zx)=ax+b
é um cripto-sistema.
Prova. Como mdc(a,n) = 1 temos que existe a’ = a™! € Z¢ tal que a-a’ = 1. Assim,
fHz)=dz+V,

onde V' = —d’b, ¢ tal que
foft=fTlof=1I,;

isto é, f~! é a funcao inversa de f. [ |
Observagao 7.2 O cripto-sistema
flz)=ax+0b

é chamado de transformacao afim. O par (a,b) é chamado de chave de codificacao ou

chave secreta. Quandon =27, a =1 e b € Zyr o cripto-sistema
fl@)=xz+0

é chamado de Cifra de César, pois Julio César a utilizava. Quando b =0 o cripto-sistema

é uma transformacao linear.

Exemplo 7.3 A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e nimeros inteiros é dada
pela Tabela 7.1. Seja o simbolo x € Zo7 correspondendo uma mensagem unitdria, com

blocos de um simbolo, do texto-original. Assim, com a =13 e b =9, temos que a funcdao
[ Loy — Zoy dada por f(x) =13z +9
é um cripo-sistema. Portanto, para codificar o texto-original
A MATEMATICA E LINDA,
primeiro calculamos
f(0)=9,f(26)=23,...,f(3) =21, f(0) =9,
logo a mensagem cifrada é

JXDJNHDJNFIJXHXRFQV J.
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Para decodificar a mensagem cifrada, primeiro calculamos
fH(z) = 25z + 18

e depois
F7H9) =0,f7123)=26,...,f1(21) =3, f7(9) =0.

Logo a mensagem decifrada é
A MATEMATICA E LINDA.

Agora suponhamos que nossos texto-original e texto-cifrado sao divididos em men-
sagens unitdrias, com blocos de dois sfmbolos. Isto significa que o texto-original é dividido
em segmentos de dois sfmbolos. Se o texto-original tem um nmimero fmpar de simbolos,
entao para obter um nimero inteiro de blocos com dois sfmbolos adicionamos um simbolo
extra no final; escolhemos um simbolo que nao é provavel para causar confusao, digamos

espaco.

Exemplo 7.4 Vamos primeiro estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o alfabeto

F e nimeros inteiros, pela tabela:

ABC - K - XY Z
rrT71t-- 1T 111 (7:2)
0 1 2 .- 10 --- 23 24 25

Seja o stmbolo
26 + Y € ZG?G

correspondendo uma mensagem unitdria, com blocos de dois simbolos, do texto-original,
onde x € Zsg corresponde ao primeiro simbolo da mensagem unitdria e y € Zog corre-
sponde ao seqgundo simbolo da mensagem unitdria. Assim, com a = 159 e b = 580, temos
que a fungao

I Zere — Zers dada por f(z) = 159z + 580

é um cripo-sistema. Portanto, para codificar o texto-original
AMOR,

primeiro dividimos o texto-original em blocos de dois simbolos e fazemos a correspondéncia

numeérica
AM OR
T 1
12 381.

Agora, calculamos
F(12) =460 = 17-26 + 18 e f(381) =319 = 1226 + 7,

logo a mensagem cifrada é
RSMH.
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Um modo alternativo de transmitir mensagens unitérias, com blocos de dois simbolos,

é fazer cada bloco de dois simbolos corresponder a um vetor

i
X =
)

Y/

Teorema 7.5 Sejam n € N,

e D =det(A). Se mde(n, D) =1, entao a fungdo

f:72 — 72 dada por f(x)= Ax+ B,
é um cripto-sistema.
Prova. Temos, pelo Teorema 6.36, que a fungao

f:7? — 72 dada por f(x)= Ax + B,
é uma funcao invertivel com inversa

f:7? - 7? dadapor fl(x)=A"'x—-A'B.

Observagao 7.6 O Teorema acima pode ser generalizado para ZF.

Exemplo 7.7 A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e niimeros inteiros é dada

T
X =
)

correspondendo uma mensagem unitdria, com blocos de dois simbolos, do texto-original,

pela Tabela 7.2. Seja o vetor

€ Zss

onde x € Zsgg corresponde ao primeiro simbolo da mensagem unitdria e y € Zog corre-

sponde ao sequndo simbolo da mensagem unitdria. Assim, com

2 3
7 8

7
11

A—

] € MQ(ZQﬁ) e B =

]eZi

temos que a funcao
f: 73 — 73 dada por f(x) = Ax+ B

é um cripto-sistema. Portanto, para codificar o texto-original

JA,
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primeiro fazemos a correspondéncia do texto-original com o vetor

9
X = €72
H 3

e depois calculamos

logo a mensagem cifrada é
ZW.

Observagao 7.8 Para codificar um texto-original, com m blocos de dois simbolos, podemos
escrevé-la como uma matriz 2 X m, onde cada coluna corresponde a um vetor de 72, e

usar o sequinte cripto-sistema
f : MQXm(Zn) - MQXm(Zn)

dado por
f(x1 - xp|)=[AXy+B - Ax,+B |

Exemplo 7.9 Vamos continuar o exemplo acima. Assim, para codificar o texto-original
AMANDA,

primeiro fazemos a correspondéncia do texto-original com a matriz 2 X 3

0 0 3
12 13 0

e depois calculamos

A 0 03)_ 17 20 13
12 13 0|7 |18 11 6 |’
logo a mensagem cifrada é
RSULOF.

Um codificador por substitui¢do com periodo p consiste de p cripo-sistemas f; : P — C;,

t=1,...,p. Uma mensagem

U= (U,...,Up, Ups1,...,Usp,...)

¢é codificada como

(e (fl(ul), R ,fp(up), fl(up-i-l)? ceey fp(UQP), .. )
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Por vérios séculos um dos métodos mais populares de codificagao por substituicao foi a

Cifra de Vigenére. Neste sistema de codificagao, primeiro escolhemos um vetor
b e 7P,

onde b corresponde a uma palavra de facil memorizacao, chamada de palavra-chave e

depois usaremos o cripto-sistema
f:ZF — 7ZF dado por f(x)=x+b.

Um modo préatico para obter a Cifra de Vigenére é através do Arranjo Circulante dado

na tabela abaixo.

A B --- Y Z
B C --- Z A
Yy Z .- W X
Z A -+ X Y

Exemplo 7.10 A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e nimeros inteiros é dada

pela Tabela 7.1. Agora escolhemos uma palavra-chave, digamos
AMO,

a qual corresponde ao vetor
b = (0,12,14) € Z3,.

Assim, usando o Arranjo Circulante para cifrar o texto-original

A B C L
A B C -+ U =fAAMDB)AIC) - f1(L)
M N O L = fo(A) fa(B) f2(C) - - - fa(L)

O P Q -+ N =[f3(A)fs(B)f3(C)--- fs(U)
ROSANGELA ADORA FERNANDA,

obtemos a mensagem cifrada
RUFAZUEXO U MROCOURSRZON PO,
a qual corresponde a

f1(R) f2(O) f3(5) [1(A) f2(N) f3(G) - - - f1(N) fo(D) f3(A).

Neste caso, os cripo-sistemas f; : Loy — Zaoz, © = 1,2,3, sao dados por fi(x) = =z,
fo(z) =x 4+ 12 e f3(x) = x + 14, isto é, os f; sao Cifras de César.
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Os sistemas cldssicos de Criptografia, como a Cifra de César e de Vigeneére, sao todos
simétricos; isto é, a chave usada para a codificacao é igual & chave usada para a decodi-
ficagdo ou, equivalentemente, a partir de uma delas a outra é obtida facilmente. Nestes

sistemas, conhecendo a chave de codificacao
(a,b)
podemos calcular a chave de decodificacao
(a~'modn*, —a~'bmod n*)

pelo Algoritmo Euclidiano. Note que, estes sistemas sao dificeis de ser “quebrados,” pois
a chave é usada apenas uma vez para cada texto-original. Portanto, os sistemas simétricos
sao interessantes quando um transmissor conversa apenas com o mesmo receptor. Caso um
transmissor converse com varios receptores e a chave de codificacao é mantida constante,
entao todos os receptores estarao aptos para decodificar o texto-cifrado. Caso a chave de
codificacao nao seja mantida constante, entao o sistema torna-se invidvel. Na préxima
secao apresentaremos um sistema de criptografia em que um transmissor conversa com

varios receptores, onde chave de codificacao nao é mantida constante.
EXERCICIOS

1. Determinar os valores de a para os quais, a matriz
3 4
a 23

com entradas em Zog, satisfaca a condicao A% = I.

A=

2. Seja o alfabeto
F={AB,....Y,Z U}

com correspondéncia numérica
Zor = {0,1,...,24,25,26}.
Suponhamos que interceptamos o texto-cifrado

ZKLXZBKPKWTYOZ.

Sabendo que foi cifrada usando a Cifra de César, com chave b = 11, deteminar o

texto-original.

3. Seja o alfabeto
F={AB,....Y,Z U}
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com correspondéncia numeérica
Zo7 ={0,1,...,24,25 26}.

Use o cripto-sistema de Zs; sobre Zs7, com chave a = 7 e b = 12, para cifrar a

mensagern

A MATEMATICA ELEMENTAR E COMPLETA.

Determinar uma férmula para o mimero de diferentes cripto-sistemas da forma

f:7, — 7, dado por f(x)=azx+b.

. Uma mensagem unitéria de um texto-original u é dita fizrada por um cripto-sistema

f se f(u) = u. Seja o cripto-sistema
f:%Zy, — 7, dado por f(x)=ax+b, com a# 1.

Mostre que:

(a) Se n é um nimero primo, entao existe exatamente um simbolo fixado;
(b
(c

(d) Dé exemplo de um cripto-sistema sem simbolos fixados.

Se b = 0 e n qualquer, entao existe pelo menos um sfmbolo fixado;

Se b =0 e n par, entao existe pelo menos dois simbolos fixados;

)
)
)
)

Determinar uma férmula para o mimero de diferentes cripto-sistemas da forma

f:Zy2 — Zy2 dado por f(x)=ax+b.

. Seja o alfabeto

F={A,B,...\Y,Z U}

com correspondéncia numérica
Zo7 ={0,1,...,24,25 26}.
Suponhamos que interceptamos o texto-cifrado

JANJRMFCFDNHMDV PADSTEPXAFDPZP UUJ.

Sabendo que foi cifrada usando um cripto-sistema de Zro9 sobre Zrsg, com chave

a =614 e b = 47, deteminar o texto-original.
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8. Seja o alfabeto
F={AB,....Y,Z}

com correspondéncia numérica
Zyr ={0,1,...,24,25}.

Usando um cripto-sistema linear de Z24 sobre Z2,, com chave
2 23
A= ,
3 1

CRIPTOGRAFIA

codifique o texto-original

e decodifique o texto-cifrado.

9. Seja o alfabeto
F={AB,....Y, Z 1,7}

com correspondéncia numérica
Zag ={0,1,...,24,25,26,27,28}.
Suponhamos que interceptamos o texto-cifrado

"QBHOUUNQLFMY BLOW JTICHEY ZOXAC?I L.

Sabendo que foi cifrada usando um cripto-sistema linear de Z2, sobre Z32,, com chave

Azls 7]7
41

deteminar o texto-original.

7.2 Sistema Criptografico com Chave Piblica

Sistema criptogréafico com chaves publicas foi proposto por Diffie e Hellman em 1976.
Os sistemas criptogréficos com chaves publicas se caracterizam por duas chaves diferentes:
a chave (chave de codificacdo) da transmissora é ptblica e a chave (chave de decodificagao)
da receptora é secreta. Portanto, os sistemas criptograficos com chaves publicas possui
uma estrutura assimétrica, isto é, a obtencao de uma chave a partir da outra, se constitui

em um problema nao realizével (confira Figura 7.1).
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Chave Chave

—>

Texto Algoritmo de Texto Algoritmo de Texto
Normal Cifragem Cifrado Decifragem Normal

Figura 7.1: Cifragem e decifragem de uma mensagem

Os sistemas criptograficos com chaves ptblicas opera do seguinte modo: um usuério
u; desejando-se comunicar com um usudrio u; de maneira secreta, envia uma solicitagao

para inicio de comunicagao. O usudrio u; determina um par chaves k. ; e kq; tais que
kajokej(u) =u e kejokq;i(u) =u

onde a chave kq; ¢ mantida secreta e usada para a decodificacao, enquanto a chave k. ;
¢ tornada publica e usada para a codificacao. O usudrio u; obtém a chave piblica k. ;
e, assim, passa a codificar mensagens unitdrias para o usudrio u;, pois s6 este conhece
a chave secreta kg ;. Estes processos de codificacao e decodificacao deverao satisfazer as

seguintes condigoes:

1. O célculo do par de chaves k. ; e k;; deve ser simples;
2. O usudrio (transmissor) u; deve realizar a operacao de codificagao facilmente; isto
e,
¢ = kej(u);

3. O usudrio (receptor) u; deve realizar a operagdo de decodificagao facilmente; isto é,

u = kg j(c);

4. E praticamente impossivel descobrir kq; a partir de k. E claro que dada ke
temos uma maneira de descobrir k4 ;(c), basta codificar toda mensagem unitéria

e quando ¢ = k. ;(u), teremos que u = kg j(c) mas isto torna-se invidvel.
O processo de codificagao ¢ dado pela fungao

f i 2 — L, flx)=2"
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e, pelo Coroldrio 6.38, o processo de decodificacao é dado pela fungao
2, — 7y, flx)=a".

Seja F' um alfabeto com n simbolos. Na pratica queremos trabalhar com P # C. As-
sim, vamos dividir nosso texto-original em mensagens unitarias com blocos de k£ sfmbolos,

0s quais sao vistos como um inteiro na base n”

x:xk_lnk_1+---+x1n+xon0Ean, xz. €{0,1,...,n— 1},

e cada um destes blocos serd codificado em um sé bloco com [ sfmbolos, onde k£ < .
Para fazer isto cada usudrio u; escolhe dois niimeros primos distintos p; e ¢;, de modo que
n; = p;q; satisfaca
n* < n; <nh.

Entao qualquer mensagem unitdria v do texto-original; isto é, um inteiro menor do que
nk, corresponde a um elemento de Z,, e, como n; < n!, a imagem ¢ = f(u) € Z,, poder
ser escrita de modo 1inico como um bloco de [ stmbolos. Note que nem todos os blocos de
[ simbolos sao usados, mas apenas aqueles correspondendo aos inteiros menores do que
n* para cada usudrio u;.

Notamos que uma desvantagem dos sistemas de criptografia com chave publica é que
sao bem mais lentos do que os sistemas de criptografia cldssicos, pois eles usam poténcias
ao invés de somas em compensacao, por isso mesmo, sao mais seguros. Note, também,
que um modo de calcular a chave secreta (n,r) a partir da chave publica (n,t) é fatorar

n em fatores primos e depois recupera r tal que
rt = 1 (mod ¢(n)).

O ponto importante neste procedimento é que nao se conhece um algoritmo répido para

determinar a decomposicao de n.

7.3 Sistema de Criptografia DH

Em um sistema de criptografia com chave prtblica Diffie-hellman DH, dois usudrios u;
e u; desejam formar uma chave secreta k;;, onde u; tem uma chave secreta k;; e u; tem
uma chave secreta kg ;. Primeiro eles escolhem um sistema de parametros piblico: um
ndmero primo p extremamente grande (com aproximadamente 100 digitos) e ¢ um nimero
aleatoriamente tal que
mdc(t, p) = 1.

A seguir o usudrio u; calcula
k.; = t"i (mod p),

e envia k. ;. Similarmente, o usudrio u; calcula

ke = tha.s (mod p),
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e envia k. ;. Finalmente, calculam

ki = tFeikai (modp)
= k;f‘j] (mod p)
= k.5 (modp).

Portanto, ambos u; e u; sao capazes de calcular k;;.

Exemplo 7.11 Sejam t = 6 tal que mdc(6,733) = 1, kq; = 29 e kq; = 19 as chaves de
decodificagao dos usudrios u; e uj, respectivamente. Entao o usudrio u; calcula a chave

de codificacao
ke = " (mod 733) = 6% (mod 733) = 578 (mod 733)
e envia k.; = 578. Do mesmo modo, o usudrio u; calcula
ke; = t"i (mod 733) = 6" (mod 733) = 327 (mod 733)
e envia k. ; = 327. Finalmente calculam
ki = thiFi (mod 733) = 6'9%° (mod 733) = 247 (mod 733).

Agora, suponhamos que u; deseje enviar a u; uma mensagem u, onde 1 <u <p —1.

Primeiro, u; escolhe uma chave secreta kg4, isto ¢, um nimero aleatdrio kq; tal que
1<kqy <p-1
A seguir u; calcula
_ 1.kai
kij = k5" (mod p),

onde k. ; = tk¢5 (mod p) estd em um arquivo publico ou é enviada por u;. O texto-cifrado
é o par

CcC= (61902)a

onde
c; = t" (mod p) e ¢y = kjju (mod p). (7.3)

E aconselhdvel utilizar chaves de decodificacdo k,; diferentes, para cada mensagem u do
texto-original.
O processo de decodificagao é composto de duas etapas.

1.* Etapa. Recuperar k;;, isto é, calcular

ki = tFeikai (modp)
= I (modp).

Mas isto ¢ facil, pois kg ; € conhecida somente por u,;.
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2.% Etapa. Divide ¢ por k;; para recuperar u.

Exemplo 7.12 A correspondéncia entre o alfabeto F' e mimeros inteiros é dada pela
tabela 7.1. Sejam t = 6 € Zz33 tal que mdc(6,733) =1, kg, =29, kg, =8 € kg =19 as

chaves de decodificagao, k.; = 578 e k.; = 327 as chaves de codifica¢io dos usudrios u; e

u;, respectivamente. Assim, para codificar o texto-original

AMOR

dividido em blocos de dois simbolos, com correspondéncia numérica

o usudrio u; calcula

AM OR
1
12 395

kiijy = 247 (mod 733) e kg;j), = 373 (mod 733).

A sequir calcula

C11
C12
C21

C22

thain = 62° = 578 (mod 733)
E@j), - w = 247 - 12 = 32 (mod 733)
thais = 6% = 313 (mod 733)
Ky - Uz = 313 - 395 = 2 (mod 733).

Logo, o texto-cifrado sao os pares

onde

C11
C12
C21

C22

C1 = (011,012) € Cy = (021>C22),

= 578 =21-27+ 11 (mod 733)
= 32=1-27+5 (mod733)
= 313=11-27 + 16 (mod 733)
= 2=0-27+ 2 (mod 733).

Portanto, o usudrio u; envia para o usudrio u;, o texto-cifrado

VLBFLQAC.

Para decodificar o texto-cifrado com correspondéncia numérica

V L BF L Q AC
r 17111 111,

2111 1 5 11 16 0 2
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0 usudrio u; recupera
C11 = 578, Cl2 = 32, Co1 — 313 e Co2 — 2.

A sequir calcula
(cll)kdvj = 5781 = 247 = k(j), (mod733)

w = —2 =32.92 =12 (mod 733).
Kijn
Do mesmo modo calcula

(co1)F47 = 313" = 373 = k(;j, (mod 733)

(&
W= 2 =2.564 = 395 (mod 733).
k(ij)2
Como
w =12=0-27+ 12 (mod 733)
€

uy =395 = 14 - 27 + 17 (mod 733),
o texto-original é
A M O R
111
0 12 14 17

7.4 Sistema RSA

Nesta secao apresentaremos um sistema de criptografia com chave piblica proposto
por Rivest, Shamir e Adleman RSA em 1978.

Em um sistema de criptografia com chave piblica RSA, cada usudrio u; escolhe dois
ndimeros primos distintos extremamente grandes p; e ¢; (com aproximadamente 100 digitos

cada, cf. Lema 7.13 abaixo) e aleatoriamente um nimero ¢; tal que
mdc(t;, (pi — 1)(¢; — 1)) = 1.
A seguir u; calcula
n; =pig;i € d(ni) = d(pi)o(pi) = ni +1— (pi + @),

e também
r =t (mod g(ny)).

Agora, o usudrio u; torna publico a chave de codificacao
kei = (ni,t;)
e mantém secreta a chave de decodificagao

ka; = (n;,r:).
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Lema 7.13 Seja f : N* x N — N a func¢ao definida por

n—1

Flmm)) ="

onde a = m(n+1) — (n! +1). Entao f(N* x N) C P, onde P é o conjunto de todos os

numeros primos de N.

[la? = 1] - (@~ 1)] +2

Prova. E claro que a € Z, para todos m,n € N, com m # 0. Como a2 > 0 temos dois
casos a ser considerado:
1.2 Caso. Se a®> > 0, entdao a®> > 1 e a®> — 1 > 0. Logo, |a* — 1| = a® — 1. Portanto,
n—1
f((m,n)) = 5 [la* = 1| = (&> = 1)] +2
= 2

Y

isto é, f((m,n)) =2 é um ndmero primo.
2.2 Caso. Se a? = 0, entao
n—1

f((m,n)) = 5 [la* = 1| = (a® = 1)] +2

= n+1.

Afirmacao. f((m,n)) = n+1éum nimero primo, para todos m,n € N, com m # 0.

De fato, note que
O=a=mn+1)—+1l)en+l=mh+1)e (n+1)|(n+1).
Assim, fazendo p =n + 1, obtemos n =p—1e
pl(p—1)!'+1< p éum nimero primo.
Se p é um nimero primo e p = 2, entao
2] (2-1!+1.

Sep>2e
X ={1,2,...,p—1},

entao para cada k € X existe um tnico [ € X tal que
k-1l=1(modp),
pois como k < p temos que mdc(k, p) = 1. Logo, existem r, s € Z tais que
kr +ps=1.
Assim , existe um unico [ = r (mod p) € X tal que

k-1=1(modp).
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Agora, se k = [, entao
k> =1 (modp) & k=+1(modp) < k=1o0ou k=p—1.
Se k # £1 (mod p), entdo k # [ e

2.3 (p—2) = H klEHl(mOdp)a

kleX —{1,p—1}
isto é,
2-3---(p—2) =1 (modp).
Como (p— 1) = (—1) (mod p) temos que
1-2:3---(p—=2)(p—1) = 1(-1) (mod p) = (—1) (mod p).

Portanto,
plp—1D+1.
Reciprocamente, se
plp—1)+1
e p ndo ¢ um nimero primo, entdo existe r € Z tal que 1 <r < p e r | p. Logo,

rip—1NDer|(p—1+1=r|1,

o que é uma contradigao. Portanto, f((m,n)) é um nimero primo, para todos m,n € N,
com m # 0. [ |

Exemplo 7.14 A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e nimeros inteiros é dada

pela tabela 7.2 e escolhemos k =3 el = 4. Para enviar o texto-original
AMO
para um usudrio u; com chave de codificagao
k.; = (46927,39423),

primeiro determinamos a equivaléncia numérica

AMO
!

326

e entao calculamos
326323 (mod 46927) = 41309.

Como
41309 =2-26%+9-26% +2-26 + 21
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temos que o texto-cifrado é

cJCvV.

O receptor u; conhece a chave de decodificagao
kq; = (46927,26767)

e, assim, calcula
41309277 (mod 46927) = 326.

Como
326 =0-26%+12-26 + 14

temos que o texto-original é
AMO.

Observagao 7.15 Como o usudrio u; gerou suas chaves? Primeiro ele multiplicou os
nimeros primos p; = 281 e q; = 167 para obter n;; e entao escolheu t; aleatoriamente tal
que

mdc(t;, p;) = mde(t;, q;) = 1.

Finalmente determinou
r; =, (mod(p; — 1)(g; — 1)).

Note que os nimeros p;, q; e r; permanecem secretos.
EXERCICIOS

1. Seja o alfabeto
F={AB,....Y,Z 1, “79$,0,...,9}

com correspondéncia numérica
Zy ={0,1,...,24,25,26,27,28,29,30,...,40}.

Suponhamos que as mensagens unitarias do texto-original e do texto-cifrado sao

blocos de dois e trés simbolos, respectivamente.

(a) Envie o texto-original
ENVIE R$25000, 00.

para um usudrio u; cuja chave de codificagao ¢

ke; = (2047,179).

(b) Fatore n; = 2047, calcule r; e decodifique o texto-cifrado.
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Sejam a, b € Z tais que
b=a% (mod91) e mdc(a,91) = 1.

Determinar r € N tal que
b" = a (mod91).

Se b =53, 0 que é a (mod 91)?

Suponhamos que k.1 = (2773,17), k.o = (2773,3) e que uma mensagem unitaria
u é codificada como c; = 948 e ¢y = 1870 por dois usudrios, respectivamente.

Determinar a correspondéncia numérica de u sem a fatoracao de 2773.

. Sabendo que n = 3552377 é um produto de dois nimeros primos distintos e que

¢(n) = 3548580. Determinar a fatoragao de n.

. Suponhamos que conhecemos os nimeros n, ¢(n) e que n é um produto de dois

ndmeros primos distintos. Determinar esses fatores em fungao n e ¢(n).

. Sejam n € N livre de quadrados e r,t € N tais que rt — 1 é divisivel por p — 1 para

todo niimero primo p que divide n. Mostrar que
a” = a (modn),Va € Z,
que a tenha ou nao fator em comum com n. (Sugestao: Basta mostrar que

a" = a (modp),Va € Z.)

. Sejam k,n € N, com k fixado. Mostrar que a equagao ¢(n) = k tem somente um

ndmero finito de solugdes inteiras. (Sugestao: Se n = pi* ---p& é a decomposi¢ao

em fatores primos distintos, entao

nH(l——>_k<:>n— o sz

=1
Assim, os inteiros d; = p; — 1,7 =1,...,r, podem ser determinados pelas seguintes
condigoes:
(a) d; | k;

(b) d; + 1 é um nimero primo;

k
c) =
(c) a,

=1
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Apéndice A
Decimais

Inicialmente formalizaremos o conceito de decimais. Quando lidamos com nimeros do
tipo
0,47
trata-se de
47 4 7
100 " 10 " 100
que é um nimero racional.

Entretanto, quando encontramos expressoes da forma

0,33---
logo dizemos que ¢ igual a
1
3
e, portanto um nimero racional. Mas
0,33
é, na verdade
3.3
10~ 100 ’

que é uma série (soma infinita) de nimeros racionais que, em geral, ndo ¢ um nimero

racional, como é o caso de
0,1010010001 - - -

Note que
O, 1010010001 --- = O, T1X2X3X4 " * *
onde
k(k+1)

{ 1 se n éum nimero da forma —5—,
Ty =

0 caso contrario.

A expressao

a=ayy - p_10y,b1by - -

179
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com 0 < a;,b; < 10, é chamada de decimal, isto ¢, uma funcao
f:Nu{0} —{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

e significard

a=apl0"+a;10" "+ +a, 110 + a, + Zl_ég
j=1

A decimal

a=apay - Gp_10y, biby - -

serd uma dizima periddica se existirem p,q € N tais que

by = byie, Vi > p.

DECIMAIS

Quando temos uma dizima periédica podemos escolher p e ¢ minimos e a dizima sera dita

simples se p = 1 ou composta se p > 1. O nimero p — 1 serd dito o comprimento da parte

nao periddica ou o comprimento do periodo. Em ambos os casos usaremos a notacao

a = apay - Ap_10Qp, blbg s bp_lbp e bp+q_1.

Seja

a = agay " An-10n, b1by - - b,C1 -+ C;,

uma dizima periédica. Entao

biby---b, 0,57 C;

a=apa - ap—10y + 10" + 107
Mas ]
0,606 = 7501 Gy 1 G
isto é,
(10° = 1)0, ¢ ¢ =¢1 -+ - sy
logo,
Cl o e CS
0,¢C, =

T

e, assim,

(10° — 1)(apay « - - ap—1a, 10" + byby -+ - b.) +c1 - - - ¢
107(10° — 1)

a—

Consequentemente, podemos dizer que toda dizima periédica é igual a um ntimero racional.

Antes de provarmos a reciproca, veremos o seguinte:

Pelo Teorema 5.1 temos que, dados a,b € Z com b > 0 existem unicos ¢,r € Z tais

que
a=qb+r, onde 0 <r <b.

Assim,

%=q+£, e 10r = ¢ib+ry onde 0 <7y <0
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Como r < b temos que
q1b +r1 = 10r < 100,

donde ¢; < 10.

Se r; = 0, entao

Se 1 #£ 0, entao
10r; = @2b+ 19 onde 0 < ry < b.

Se r, = 0, entao
a
5 = 44,4192

e, prosseguindo assim, obtemos

a

b =¢,q1q2- -+ onde ¢ = apay - Ap_1an.
Teorema A.1 Todo nimero racional é igual a uma dizima periddica.

Prova. Como vimos acima, o processo para se obter a representacao decimal de um

nimero racional consiste no seguinte:

a = qb+re, 01y <b
10rg = qub+7r1, 0<ri<b e 0<q <10
10r;y = @b+1ry, 0<ry<b e 0< g <10,

e assim por diante. Como
{ri:1e NU{0}} C{0,1,...,(b—1)}
temos que r; = r; para algum par 7, j. Sejam

p=min{i € NU{0} : 7, = r; para algum j > i}

s =min{j : r, =7; com j > p}.

Entao
a _
7 = apay " Ap-10n, 41492 * " " Gp—1Q9p * " * Gs—1-

b

Tendo em vista a unicidade de p, s, g; e ;, a representacao decimal de todo niimero racional

é Unica. [ ]

Exemplo A.2 Calcular a representacdo decimal do nimero racional %.

—_
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Solugao. De
11 = 1-64+5, gp=1 e rog=2>5;
10-5 = 8:64+2, y=8¢er =2
102 = 3:64+2, =3 e ro=1r1 =2,
obtemos que

11 -
—=1,83
6 Y

Observacao A.3 Pela prova do teorema acima, os restos encontrados no processo da

a

2, coma <bemdc(a,b) =1, sio

representacao decimal do nimero racional
a,10-a,10*-a,...,10” - a (mod b).

Em particular, se b = 2"5° e p = max{r, s}, entdo 10° = 0 (modb) e, neste caso, temos
que a representagao decimal do nimero racional § é exata, isto é, tem zeros a partir da
p-ésima posi¢ao. Agora, se mdc(10,b) =1, entao 10 € Zg, assim, seja p o menor inteiro

positivo tal que 10° = 1 (mod b). Entdo a representagdo decimal do mimero racional § é

pertodica de periodo p.

Exemplo A.4 Mostrar que o nimero de digitos no periodo da representacao decimal do

namero racitonal % é 7.698.

Solucgao. Como 170609090 =14+ ?'283) basta considerar o niimero racional %. E facil verificar

que 7.699 é um numero primo e mdc(10,7.699) = 1. Assim, pelo Teorema de Fermat,
107%% =1 (mod 7.699).

Portanto, pela observagao acima, o nimero de digitos no periodo da representacao decimal

do ntmero racional % é 7.698.

Teorema A.5 Sejam x € [0,1] e b € N. FEntdo para cada n € Z, existe uma tnica

expressao

a0+a1+ +Cbn—1+ (075
b b2 pn pn+l

ondeogai<b60§dn<bn%.

xr =

+ dy,

Prova. Seja a = [0"'x]. Entao
ac€ZyebMr=a+tc,

para algum c, tal que 0 < ¢, < 1. Assim, pelo Teorema 5.9, existem tinicos a; € Z tais
que
a=aph" +ab" 4+ ap_1b+ ay,

onde a; € {0,1,...,b—1},Vi=0,1,...,n. Portanto,

Qo 3] Ap—1 (075
— + — -+ +

b b2 + b” bn+1 +dn7

Tr =
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ondeOSai<beO§dn:bﬁ%<bn%. [ |

A reciproca do Teorema acima vale, mas a sua prova estd fora dos objetivos deste
trabalho.

EXERCICIOS

1. Determinar se a representacao decimal dos nimeros racionais abaixo é exata ou

periddica:

a) 3p5;

)
b) %5
(c) 2
(d) %
(e)

(f) F-

(
(

2. Calcular a representacao decimal do nimero racional %
3. Calcular a representacao decimal do nimero racional ﬁ
4. Determinar o nimero racional da dizima periédica 8, 17.
5. Determinar o nimero racional da dizima periédica 2, 318.
6. Mostrar que o nimero 0,1010010001 ... nao é racional.
7. Mostrar que o niimero V2 + /3 néo é racional.

8. Determinar o nimero de digitos no periodo da representacao decimal do nimero

. 1.955
racional Toor

9. Seja ¢ mimero racional com a < b e mdc(a,b) = 1. Se b = 2"5°d com mdc(10,d) =1,

entao a representacao decimal de ¢ ¢ da forma

07q1QZ"'QpQ1"'Qk7

onde p = max{r, s} e 10¥ = 1 (mod d). (Sugestdo: Note que 107 =2 - 5c e

107 ¢
b d
com mdc(c,d) = 1, assim, a partir da p-ésima posigdo, comegam os digitos da

expancao decimal de 5.)
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