CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ALGEBRA LINEAR

PPGMat/UFPB — Prova do Processo Seletivo 2023.2

1. Seja a matriz quadrada de ordem 4

-1 1 0
0 -2 3
A=
-1 2 0 1
2 0 -3 4

a) (0,5) E correto afirmar que A é uma matriz invertivel?

b) (0,5) Justifique a resposta dada ao item anterior.

2. (1,5) Ao estudar modos de movimento de um corpo rigido, uma aluna precisa identificar uma
aplicacao linear T : R? — R? que representa uma contracao de 7 seguida por uma rotacao

horaria de 45 graus. Qual a aplicacao 1" representa todo esse movimento?
3. (2,0) Determine todos os isomorfismos de R? sobre R

4. Ao tentar resolver o problema de determinar dos autovetores associados um autovalor fixado
de um operador linear 7' : R? — R?, um aluno se depara com o sistema linear nas incégnitas x

e y associado a este autovalor fixado

x—\/ﬁx—l—yzo
z—y—V2y=0.

a) (1,0) E correto afirmar que T é diagonalizével?
b) (1,0) Justifique a resposta dada ao item anterior.
5. Ao tentar resolver o problema de determinar se um operador linear 7' : R® — R3 é diagona-

lizével, uma aluna reconheceu a matriz que representa 7' com a relacao a base canonica do R?

como sendo

a b 0
A=10 a b|, aeR e beR\{0}
0 0 a

Prontamente, a aluna concluiu que 7" nao ¢ um operador linear diagonalizavel.

a) (1,0) A conclusao da aluna é verdadeira?

b) (1,0) Justifique a resposta dada ao item anterior.

6. (1,5) Para todos v e w # 0 em um espaco vetorial. Prove que existe uma tnica projecao

ortogonal de v em w.
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ANALISE REAL
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1
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Calcule sup A e inf A. Justifique sua resposta.

1. (1,5) Sejam f: R — R dada por f(z) = e o conjunto A = {f(x); = € R}.

2. Seja X C R um conjunto ilimitado e x € X.

a) (1,0) Mostre que para cada n € N, existe z,, € X tal que |z, — z| > n.

b) (0,5) Existe uma sequéncia (z,)5° ; de elementos de X que nao possui qualquer subsequéncia

convergente.

3. (1,5) Sejam (,)5; e (yn)5, sequéncias tais que para todo n € N tem-se z,, > 0 e y,, > 0.
Suponha que lim n_LeR \ {0}.
n—oo n

Mostre que Y x,, converge se e somente se »  y, converge.

4. Para a,b € R e n € N, considere a equagao
2"t az® +b=0 (1)

a) (0,75) Prove que a equagao (|I) admite ao menos uma raiz real.
b) (0,50) Enuncie o Teorema de Rolle.
¢) (0,75) Use o Teorema de Rolle para provar que quando a > 0 a equagao tem apenas

uma solucao real.

Dica item c): Uma polinénimo de grau impar deve ter um nimero impar de raizes reais.

5. (2,0) Seja f: (a,b) — R diferencidvel e suponha que existe M > 0 tal que
|f'(x)| < M, Vze(ab).

Seja também (x,,)°2 ; uma sequéncia tal que z,, € (a,b) para todo n € N.

Se ILm x, = a, prove que f(x,) é uma sequéncia de Cauchy.
n o0

1, sexe€ll,2]

6. (1,5) Seja f : [0,3] — R dada por f(x) = { 0, sex¢][l,2]

Usando a definicao de integral, prove que

/03 f(z)dx = 1.
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1. a) (1,0) Sejam A C R™, f: A — R™ uma aplicagdo e a € A. Suponha que para toda sequéncia
(x,) C A tal que x, — a tem-se uma subsequéncia (z,,) de (z,) satisfazendo f(z,,) — f(a).

Mostre que f é continua no ponto a.

b) (1,0) Sejam K C R™ um subconjunto compacto e uma aplica¢ao f : K — R™. Suponha que
o grafico de f, dado por

Graf(f) == {(z, f(2)) : = € K},
¢ um subconjunto compacto de R™ x R™. Prove que f : K — R™ é continua.

2. (1,5) Seja M(n)(~ R™) o espaco das matrizes de ordem n. Definindo f : M(n) — M(n) por
f(X) = X3, mostre que f ¢ diferenciavel e calcule f/(A).X para A, X € M(n).

3. (1,5) Seja f : U — R™ continua no aberto U C R™ com [a,a +v] C U. Se f é diferencidvel em
todos os pontos de (a,a + v) entdo, para toda T' € L(R™,R"), mostre que

|f(a+v) = fla) = Tw| < sup |f'(a+tv) = T].|v]

0<t<1

4. (1,5) Considere a superficie S definida por zy — zIny + e¥* — e = 0. Mostre que é possivel
representd-la na forma z = f(z,y) em uma vizinhanca de Py = (0,1,1). Qual a classe de

diferenciabilidade da funcao f? Além disso, determine %(O, 1)e %(O, 1).

5. a) (0,5) Sejam U = {(u,v) e R*:u>0ewv >0} eT:U — R? definida por
T(u,v) = (xvy) = (u2 - ,UZ’ QUU)

Mostre que T' ¢ injetiva;
b) (0,5) Mostre que 7' é um difeomorfismo C* de U sobre sua imagem V = T'(U).
¢) (1,0) Considere o retangulo K = [1,2] x [1, 3] no plano uv. O difeomorfismo 7" leva K numa

regiao R do plano zy. Determine a area da regiao R.

6. (1,5) Sejam a > 0 e f : [0,a] — R uma fungao continua. Justifique a existéncia das seguintes

integrais e mostre que

/O“ (/Oy et (x)dgf) dy = /0 (0 = 2?)e"* f(a)da.
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1. Seja (G, ) um grupo com elemento neutro e. Se a,b € G, entao [a,b] :=a ' xb ' xaxbéo

comutador de a e b.
(a) (1,0) Seja z = [a,b]. Se [z,a] = e e [z,b] = e, entdo mostre que [a",b™] = z™™ para todo
n, m naturais.
(b) (1,0) Se G = (0,r) < Sg sendo 6 = (123456), r = (26)(35) e a,b € (A,r) sao tais que

[a, b] # e. Verifica-se que a ordem de [a, b] é 37 Justifique sua resposta!

2. Se (G, ) é um grupo, entdo Aut(G) := {¢ : G — G | ¢ é um isomorfismo de grupos }.
Assuma que G é abeliano e para cada k € Z defina ¢, : G — G por g — gF.
(a) (1,0) Se |G| < oo, entdo mostre que: ¢ € Aut(G) se, e somente se, mdc(k, |G|) = 1.
(b) (0,5) Determine a ordem de Aut(G), se G for um grupo ciclico infinito.
(¢) (0,5) Determine a ordem de Aut(G), se |G| = p sendo p primo.

3. (1,0) Seja G um grupo de ordem 57. Determine a quantidade de elementos de ordem 3 de G.

4. Sejam (A, +, ) um anel comutativo com unidade e S um subconjunto de A contendo a unidade
(i.e. 1 € 5). Dizemos que S é multiplicativamente saturado se para quaisquer a,b € A verifica-se

que: a-beS<=aecSebes.
A seguir considere A = C[z]. Se f € C[x], entao defina Z(f) = {a € C | f(a) = 0}, e para
cada T' C C, considere S(T') := {f € Clz] | Z(f) C T'}.

(a) (1,0) Mostre que S(7T') é multiplicativamente saturado.

(b) (1,0) Se S C CJz| for multiplicativamente saturado, podemos concluir que S = S(T') para

algum 7' C C? Justifique sua resposta!

5. Considere o anel de polinomios S = C[xzg, 1, T2, 3]. Para cada ideal I de S defina
5= {f € S| 3m inteiro positivo de modo que z}"f € I, para i = 0,1, 2,3}.
(a) (0,5) Mostre que I°* é um ideal de S.
(b) (0,5) s N J** = (I NJ)** se I,J sao ideais de S?7 Justifique sua resposta!

(¢) (0,5) I°%* ideal primo de S, implica em I ideal primo de S? Justifique sua resposta!

6. Considere o anel A = {f € Q[z] | f(a) € Z,Va € Z} com as operagoes usuais de adigao e
multiplicagdo em Q[z]. Seja I = {f € A| f(0) é par }.

(a) (1,0) Mostre que I é um ideal primo do anel A.

(b) (0,5) I é um ideal finitamente gerado do anel A? Justifique sua respostal
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1. (2,0) Suponha que todas as normais a uma curva parametrizada passem por um ponto fixo.

Mostre que o trago da curva esta contido em um circulo.

2. (2.0) Encontre a equacao do plano tangente em (g, yo, 20) & uma superficie regular dada por

f(z,y,2) =0, onde 0 é um valor regular de uma funcao suave f.
3. (2,0) Calcule a curvatura Gaussiana do hiperboldide z = zy no ponto (0,0,0).

4. Responda:

(i) (1,0) Se existem duas geodésicas simples e fechadas v, e 75 em uma superficie S compacta,

conexa e com curvatura positiva, mostre que y; e v, se intersectam.

(ii) (0,5) Seja T' um triangulo geodésico em uma superficie S. Mostre que

3
/ KdA+7=>) ¢,
T i=1

onde p; sao os angulos internos de 7. A seguir, deduza que a soma dos angulos internos

de um triangulo geodésico na esfera é maior que 7.

5. (1.0) Mostre que a esfera é uma superficie regular. A seguir calcule a curvatura Gaussiana da

esfera de raio 1.
6. Assinale certo ou errado nas afirmagoes abaixo justificando sua resposta.

(i) (0,5) Se uma superficie pode ser coberta por duas vizinhangas coordenadas cuja interse¢ao é

conexa, entao a superficie é orientavel.
(i) (0,5) O helicéide ¢(u,v) = (asinhv cosu, asinh vsin u, au) ndo é uma superficie minima.

(iii) (0,5) Se S nao é homeomorfa a uma esfera, entdao S possui pontos elipticos, hiperbdlicos e

parabdlicos.



