CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ALGEBRA LINEAR

Prova do Processo Seletivo 2022.2

1. Denote por P,(R) o espaco vetorial dos polinomios reais de grau menor ou igual a n.
a) (0,75) Sejam o = {z,z + 1} e f = {23, 2% — 1, 2,2 + 1}. Mostre que o é uma base de
P1(R) e que 8 é uma base de P3(R).
b) (0,75) Seja T : P1(R) — P3(R) definida por T'(p(z)) = x?p(x). Mostre que T' é uma

transformacao linear e determine a matriz [T]7.

2. Seja V um espago vetorial n-dimensional sobre o corpo R e seja B = {vy,...,v,} uma base
ordenada de V.

(a) (0,5) Mostre que existe um tnico operador linear 7" sobre V' tal que
T(Uj)zvj+17 j:17"'7n_17 T<Un):O

Qual é a matriz de T em relagao a base ordenada B?
(b) (0,25) Demonstrar que 7" = 0 mas T"~! # 0.
(c) (0,75) Seja S um operador linear arbitrdrio sobre V tal que S™ = 0 mas S™ ! # 0.

Demonstrar que existe uma base ordenada B’ de V' tal que a matriz de S em relagao a

base ordenada B’ é a matriz da parte (a).

3. Seja V um espaco vetorial com um produto interno (-,-). Denote por |lu|| = 1/(u,u) a norma

induzida pelo produto interno.

a) (0,25) Enuncie a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

b) (1,25) Mostre que ||u, — u|| — 0 se, e somente se, ||u,|| — ||ul| e (un, u) = (u,u), quando

n — +00.

¢) (0.5) Mostre que [|=]| = sup |(z,9)].
llyll=1

4. (2,0) Enuncie o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt num espago vetorial de dimensao
finita. Como aplicagao considere o espaco V' = P3(R) dos polindémios reais de grau menor ou

igual a 3, com o produto interno dado por

(f.9) = /01 f(t)g(t)dt.

Seja W = [4,t,1 +t?] o subespaco gerado pelos polindmios p(t) = 4, pa(t) =t e p3(t) = 1+ 2,
para 0 <t < 1. Ache uma base ortonormal para W.



3 0 0
5. (1,5) Mostre que a matriz A= [ 0 2 —5 | nao é diagonalizavel. No entanto, se A representa
01 -2
numa certa base um operador T : V' — V', onde V é um espago vetorial complexo, entao T é
diagonalizavel. Verifique este fato, ou equivalentemente, que existe uma matriz com elementos

complexos Psy3, invertivel, tal que P~*AP é uma matriz diagonal.

2 1 1

6. (1,5) Determine, se possivel, base e os blocos de Jordan da matriz A= | -2 —1 -2
1 1 2



CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ANALISE NA RETA

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2022.2

1. (1,0) Sejam A e B conjuntos nao vazios de niimeros reais, tais que vale: z € Aey € B =z <.

a) Mostre que sup A < inf B.

b) Mostre que sup A = inf B se, e s6 se, para todo € > 0, podem-se obter x € A e y € B tais
que y —z < €.

2. (2,0) Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais tal que a, # 0 para todo n e lima,, # 0.

a) Mostre que existe 6 > 0 tal que |a,| > ¢ para todo n.

b) Usando a), mostre que a sequéncia (1/a,) é convergente e lim(1/a,) = 1/lim a,,.

3. (2,0) Mostre que uma série »_ >~ a, converge se, e somente se, dado ¢ > 0, existe ng € N tal

que ’Z;ln a;| < e para todos m > n > ny.
4. (1,0) Sejam f, g : R — R fungoes continuas.

a) Mostre que Z = {z € R: f(x) = 0} é um conjunto fechado.

b) Conclua, usando a), que C'= {x € R: f(z) = g(z)} é um conjunto fechado.

5. (2,0) Seja f : R — R derivdvel. Se f(0) = 0 e |f'(z)] < |f(z)] Yz € R, mostre que f é a

funcao identicamente nula.
6. (2,0) Sejam f, g : [a,b] — R funcoes integraveis.

a) Mostre que se f(z) < g(x) para todo z € [a,b], entao fabf(x)dx < [P g(x)dz.

a

b) Conclua, usando a), que fab |f(z)|dz > 0.



CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ANALISE NO RY

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2022.2

1. (1,5) Sejam (zx) uma sequéncia em R” e a € R™. Mostre que x; — a se, ¢ somente se,

(g, y) — (a,y) para todo y € R", em que (-, -) denota o produto interno canoénico em R".

2. (1,0) Sejam A, B C R" subconjuntos limitados, disjuntos e nao-vazios. Seja

d(A,B) := inf |r—y|, em que |-| denota a norma euclidiana em R".
r€A,yeEB

Mostre que se d(A, B) = 0 entao 0A N IB # (). (0X denota a fronteira de X)

3. (1,0) Seja g : R" — R uma funcdo continua satifazendo ll‘im g(x) = +00. Mostre que existe
T|—00

xo € R” tal que g(zo) = m]%n g(x).
TER™

4. (1.0) Sejam f,g: R™ — RP fungoes diferencidveis. Mostre que ¢ : R™ — R, definida por
o(x) = (f(z),g9(x)), ({-,-) denota o produto interno canénico em RP?)

¢ diferenciavel e para x, h € R™ determine ¢'(x).h, a derivada de ¢ no ponto x aplicada em h.

5. (1,5) Sejam b € R"™\{0}, ¢ € R e H o hiperplano de R™! definido por

H={reR"™ :(z,b) =c}, ({-) denota o produto interno canénico em R")

c—{a,b)

——b
|bf?

Mostre que o ponto de H mais préximo do ponto a € R ¢y =a +

6. Sejam f: R — R de classe C! e

u=f(z), v=—y+afla).

a) (1,0) Mostre que se f'(xg) # 0, para algum z, € R, entao a aplicagdao ¢ : R*? — R?, dada

por ¢(z,y) = (u,v), é invertivel numa vizinhanga do ponto (zg,yo), em que yg € R;

b) (1,0) Dé a forma da aplicacao inversa em torno de (ug,vg) em que uy = f(xg) e vo =

—o + zof (o). Qual é a classe de diferenciabilidade da aplicagao inversa?

7. a) (0,5) Enuncie com precisdo o Teorema da Mudanga de Varidveis para integrais multiplas.

/ coS <u) dxdy,
R Tty

onde R C R? ¢ a regiao delimitada pelos eixos coordenados e pela reta y = 1 — .

b) (1,5) Calcule a integral



CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2022.2

1. Sejam (G, *) um grupo e H um subgrupo de G.

(a) (1,0) Se (G': H) = 2 entao mostre que H é um subgrupo normal de G.
(b) (0,5) Se (G : H) = 3 entao H é um subgrupo normal de G? Justifique sua resposta!
(¢) (0,5) Seja Dg = (0,7) < Sg sendo € = (123456) e r = (26)(35). Dg possui algum

subgrupo normal de indice 47 Justifique sua respostal

2. Seja X =R —{0,1}. Assuma que G = {¢ : X — X | ¢ é uma bijegao } é um grupo com a

composta de funcoes. Considere f, g € GG indicadas a seguir:

fr X — X e g: X — X
1 r—1

T — = T
x x

(a) (0,5) Determine a ordem de f e g, respectivamente.
(b) (0,5) O subgrupo H = (f, g) < G é abeliano? Justifique sua respostal!
(¢) (0,5) O subgrupo H = (f,g) < G é isomorfo a S37 Justifique sua resposta!

3. (1,5) Seja G um grupo finito de ordem 351. Mostre que G possui um subgrupo normal de

ordem 13 ou um subgrupo normal de ordem 27.

4. Considere f(z) = 2z* — 323 — 522 + 92 — 3 € Q[z] e m = (22 — 1) o ideal gerado por 2z — 1 no
anel Q|x].
(a) (0,5) f(x) € m? Justifique sua resposta!
(b) (0,5) Mostre que m é um ideal maximal do anel Q[z].

Q]

(¢) (1,0) Determine todos os ideais primos do anel quociente 5 sendo I = (f(z)).

5. Com as operagoes usuais de adicao e multiplicacao de matrizes, o conjunto

A:{[; Z] |z€Z,qEQ}

0
¢ um anel comutativo com unidade. Considere o conjunto J = { [ 0 g ] |q € Q}.

(a) (0,5) Mostre que J é um ideal primo do anel A.

(b) (1,0) J é finitamente gerado? Justifique sua respostal!



6. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A.

A
(a) (1,0) Se A for noetheriano, entdo mostre que o anel quociente T ¢ noetheriano.

(b) (0,5) A={a+bi|a,beZ} CC éuma anel* noetheriano? Justifique sua resposta!

*com as operacgoes usuais de adicao e multiplicacao de nimeros complexos é um anel comutativo com unidade.



CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

(GEOMETRIA DIFERENCIAL

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2022.2

1. Seja a(t) = (acos(t/c),asin(t/c),bt/c), t € R e ¢ = a® + b

(a) (1,0) Mostre que « estd parametrizada pelo comprimento de arco.

(b) (1,0) Determine a curvatura de «.

2. (i) (1,0) Mostre que um ponto p € S é umbilico se e somente se H?(p) = K(p).

(ii) (1,0) Mostre que as tunicas superficies conexas totalmente umbilicas sdo parte de uma

esfera e ou de plano.
(iii) (0,5) Encontre um exemplo de superficie com um ponto umbilico que nao ¢ totalmente

umbilica.

3. Calcule a curvatura Gaussiana das seguintes superficies:

(i) (0,5) Esfera
(ii) (0,5) Hyperplano
(iii) (0,5) Cilindro

4. Responda:

(i) (1,0) Dada uma superficie compacta orientavel S homeomorfa a esfera, mostre que
/ H?dA > 4.
s

Além disso, a igualdade é vélida se e s6 se S é uma esfera.

(i) (1,0) Seja T' um triangulo geodésico em uma superficie S. Mostre que

3

/KdA+7T:Zg0i,
T

=1

onde ¢; sao os angulos internos de 7.

5. (i) (1,0) Mostre que se a curvatura média é zero em um ponto nao-planar, entao esse ponto
tem duas direcoes assintéticas ortogonais. Encontre um exemplo de uma superficie que

possui um ponto com curvatura média zero mas que é nao planar.

(ii) (1,0) Mostre que se uma geodésica(que nao seja uma reta) é uma curva plana, entao ela
¢ uma linha de curvatura. Encontre um exemplo de uma curva que ¢é linha de curvatura,

plana e nao é geodésica.



