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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de soluções multi-bump para uma determinada

classe de problemas elípticos que envolvem o operador Biharmônico. Além disso, apli-

camos o método desenvolvido para o biharmônico no estudo da existência de solução

multi-bump para equação de Choquard.

Palavras-chave: Multi-bump, Solução Nodal, Operador Biharmônico, Equação de

Choquard, Método Dual.
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Abstract

In this work we study the existence of multi-bump solutions to a certain class of elliptic

problems involving biharmonic problems. Moreover, we apply the method developed

to biharmonic for study the existence of multi-bump solutions to Choquard Equation.

Keywords: Multi-bump, Nodal solutions, Biharmonic, Choquard equation, Dual

Method.
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Introdução

Nos últimos anos, vários autores estudaram problemas relacionados a existência

e multiplicidade de solução da equação de Schrödinger não-linear

−∆u+ V (x)u = f(x, u), x ∈ Ω, (P1)

considerando várias condições sobre V e f , além de diferentes hipótese geométricas

sobre o domínio Ω ⊂ RN . Em [27], Berestycki e Lions consideraram o caso em que o

potencial V era constante, isto é, existe C > 0 tal que

V (x) = C, ∀x ∈ RN .

Rabinowitz, em [63], considerou V coerciva e limitada inferiormente por uma constante

positiva,

V (x) ≥ V0 > 0, para todo x ∈ RN e V (x)→∞, quando |x| → ∞.

Posteriormente, Del Pino e Felmer [36] consideraram uma hipótese mais fraca que a de

Rabinowitz, assumindo que existe Ω ⊂ RN aberto e limitado tal que

min
x∈Ω

V (x) < min
x∈∂Ω

V (x).

Coti-Zelatti e Rabinowitz [35] e Pankov [56] consideraram o caso em que V é ZN−periódica,

ou seja

V (x+ y) = V (x), ∀x ∈ RN e y ∈ ZN .

O caso em que V é assintoticamente periódico, isto é, existe um potencial periódico

Vp : RN → R tal que

V (x) ≤ Vp(x), ∀x ∈ RN e |V (x)− Vp(x)| → 0, quando |x| → ∞,



foi considerado em Alves, Carrião e Miyagaki [4]. Em Alves, de Morais Filho e Souto

[6] foi considerado o caso em que V é radialmente simétrica

V (x) = V (r), onde |x| = r.

Por sua vez, Bartsch e Wang em [21] mostraram a existência e a multiplicidade

de solução para um problema do tipo (P1), considerando a hipótese

{x ∈ RN ; V (x) ≤M}| < +∞, (1)

| para alguma constanteM positiva. Posteriormente, em [22], eles consideraram V (x) =

λa(x)+1, com a satisfazendo (1) e provaram a existência de solução de energia mínima

para λ su�cientemente grande e que a sequência de soluções converge fortemente para

uma solução de energia mínima em domínimo limitado. Eles também mostraram a

existência de pelo menos catΩ soluções positivas para λ su�cientemente grande, onde

Ω = int(a−1(0)). Os mesmos resultados foram estabelecidos por Clapp e Ding [34] para

o caso de crescimento crítico.

Outro importante trabalho que trata de um problema do tipo (P1) é devido a

Ding e Tanaka [37]. Neste trabalho os autores consideraram o problema −∆u+ (λa(x) + b(x))u = up, em RN ,

u > 0, em RN ,
(P2)

com p ∈
(

1,
N + 2

N − 2

)
e N ≥ 3. Eles mostraram que o problema (P2) tem pelo menos

2k − 1 soluções, para λ su�cientemente grande, as quais são chamadas soluções multi-

bump. Estas soluções têm a seguinte característica :

Para cada subconjunto não-vazio Γ ⊂ {1, 2, · · · , k} e ε > 0 �xado, existe um λ∗ > 0

tal que, (P1) possui uma solução uλ, para λ ≥ λ∗ = λ∗(ε), satisfazendo:∣∣∣∣∣
∫

Ωj

[
|∇uλ|2 + (λa(x) + b(x))u2

λ

]
−
(

1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj

∣∣∣∣∣ < ε, ∀j ∈ Γ

e ∫
RN\ΩΓ

[
|∇uλ|2 + u2

λ

]
dx < ε,
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onde ΩΓ =
⋃
j∈Γ

Ωj e cj é o nível minimax do funcional energia relacionado ao problema


−∆u+ b(x)u = up, em Ωj,

u > 0, em Ωj,

u = 0, sobre ∂Ωj.

Baseados no trabalho de Ding-Tanaka muitos autores estudaram a existência de

solução multi-bump para problemas do tipo (P2), Alves [2] generalizou o resultado de

Ding e Tanaka para o operador p-Laplaciano, Alves, de Morais Filho e Souto [7] e

Alves e Souto [15] estudaram o caso em que a não-linearidade apresenta crescimento

crítico e exponencial, Alves e Ferreira [8] consideraram o problema para o operador

p(x)−Laplaciano, já em [9] Alves e Figueiredo mostraram existência de solução multi-

bump para um problema do tipo Kirchho� e em [17] Alves e Yang estudaram o um

sistema do tipo Schröndiger-Poisson. Citamos ainda trabalhos devido a Bartch e Tang

[20], Fu,Jiao e Tang [39].

Uma caracteristica comum do trabalho de Ding e Tanaka com os demais trabalhos

que tratam de existência de solução multi-bump é que os autores recorrem ao método

de penalização que foi desenvolvido por del Pino e Felmer em [36], que consiste em

modi�car a não-linearidade obtendo assim um novo problema. Encontra-se uma solução

para o problema modi�cado e depois usando o método da interação de Moser, mostra-

se que a solução obtida para o problema modi�cado também é solução para o problema

(P2), ajustando-se λ adequadamente.

No Capítulo 1 estudaremos a existência de solução multi-bump para o problema ∆2u+ (λV (x) + 1)u = f(u), em RN ,

u ∈ H2(RN);
(B)λ

onde N ≥ 1, ∆2 denota o operador biharmônico, λ > 0 é um parâmetro positivo e

f : R→ R é uma função de classe C1 veri�cando as seguintes hipóteses:

(f1) f(0) = f ′(0) = 0.

(f2) lim inf
t→+∞

|f ′(t)|
|t|q−2 < +∞, para q ∈ (2, 2∗) onde

2∗ =


2N

N − 4
, N ≥ 5

+∞, 1 ≤ N ≤ 4.

3



(f3) Existe θ > 2 tal que

0 < θF (t) ≤ f(t)t, para t 6= 0.

(f4)
f(t)

|t|
é uma função crescente para t 6= 0.

Relacionado ao potencial, V : RN → R é uma função contínua que satisfaz as

seguintes hipóteses:

(V1) V (x) ≥ 0, ∀ x ∈ RN ;

(V2) Ω = intV −1({0}) é um conjunto aberto, não-vazio, limitado com fronteira suave

∂Ω. Além disso, Ω tem k componentes conexas, mais precisamente,

• Ω =
k⋃
j=1

Ωj;

• dist(Ωi,Ωj) > 0, i 6= j.

(V3) Existe M0 > 0 tal que |{x ∈ RN ; V (x) ≤M0}| < +∞.

O estudo de problemas que envolvem o operador biharmônico tem grande im-

portância devido as aplicações a vários problemas físicos, por exemplo , dada uma

membrana elástica cuja a projeção vertical é a região Ω ⊂ R2, a equação

∆2u = f(x), x ∈ Ω, (2)

chamada de modelo de Kirchhof-Love, descreve a de�exão da membrana na direção

vertical, onde f denota uma força vertical externa e as diferentes condições de contorno

descrevem como a membrana está presa no bordo, para mais detalhes sobre o modelo

de Kirchhof-Love citamos [30], [40] e [44].

Uma outra importante aplicação do operador biharmônico foi apresentada por

Lazer e McKenna em [46], neste trabalho eles usaram a equação

∆2u−∆u+ V (x)u = f(x, u), u ∈ R2, (3)

para estudar as ondas viajantes em uma ponte suspensa. Sobre este tema citamos

ainda o trabalho de Ferrero e Gazzola [38].

Destacamos que embora o espaço ambiente em que trabalhamos com o operador

biharmônico seja um espaço de Hilbert e o mesmo seja um operador linear, existem
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diversas di�culdades técnicas ao se trabalhar com problemas que envolvem este opera-

dor, por exemplo, não existe um princípio de máximo que vale em qualquer domínio

limitado (trataremos mais desse assunto no Apêndice A), se u pertence H2(Ω), não

podemos a�rmar que u± pertence a H2(Ω), também não podemos aplicar o método da

interação de Moser ou método de simetrização de Scharwz.

Nos últimos anos muitos autores estudaram problemas relacionados ao operador

biharmônico dentre os vários trabalhos destacamos, [45] onde Jung e Choi mostraram

a existência e multiplicidade de solução para um problema do tipo (3) em domínio

limitado, os tabalhos de Pimenta e Soares [60, 61, 62] em que foram estudados o com-

portamento de concentração para soluções de certas classes de problemas biharmônicos

semilineares. Em [?], Ye e Tang mostraram a existência e multiplicidade de solução

para um problema do tipo ∆2u −∆u + λV (x)u = f(x, u), com u ∈ H2(RN) conside-

rando que V satisfaz a hipótese de Bartsch-Wang, hipótese (V3), e que f é sublinear

(ou superlinear) e superquadrática. Bechio e Gazzola [26] mostraram resultados de

existência e não-existência para um problema envolvendo o biharmônico considerando

uma pertubação linear de um termo de crescimento crítico com condição de contorno de

Steklov. Já em [64], Ruf e Sani mostraram uma desigualdade ótima do tipo Adams para

o biharmônico e em [57] Passalaqua e Ruf mostraram a existência de uma desigualdade

do tipo Hardy-Sobolev para o biharmônico

No caso do problema (B)λ a principal di�culdade encontrada é de não podermos

aplicar o método de interação de Moser e consequentemente não podermos usar a

técnica de penalização de del Pino e Felmer. Para contornar esse problema vamos

considerar que V satisfaz (V3) e baseados em argumentos devido a Bartch e Wang

[21, 22], vamos mostrar na Seção 1.1 que o funcional energia associado ao problema

(B)λ satisfaz a condição (PS)c para c em um certo intervalo.

Outra ponto importante no estudo do problema (B)λ é a necessidade de se mo-

di�car os conjuntos em que usaremos o Lema de Deformação.

O principal Teorema do Capítulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Suponha que (f1) − (f4) e (V1) − (V3) valem. Então, para cada sub-

conjunto não vazio Γ ⊂ {1, · · · , k} e ε > 0 �xado, existe para cada λ su�cientemente

grande, uma solução uλ de (B)λ, satisfazendo:∣∣∣∣12
∫
RN

[
|∆uλ|2 + (λV (x) + 1) |uλ|2

]
dx−

∫
RN
F (uλ)dx− cj

∣∣∣∣ < ε,∀j ∈ Γ

5



e ∫
RN\ΩΓ

[
|∆uλ|2 + |uλ|2

]
dx < ε,

onde ΩΓ = ∪j∈ΓΩj e cj é o nível minimax do funcional energia relacionado ao problema: ∆2u+ u = f(u), em Ωj

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωj.

(4)

Os resultados apresentados neste capítulo deram origem ao artigo [11]:

C.O. Alves e A.B. Nóbrega, Existence of multi-bump solutions for a class of elliptic

problems involving the biharmonic operator, Monatsh.Math. Aceito para publicação.

No Capítulo 2 utilizamos a técnica desenvolvida no primeiro capítulo para mos-

trar a existência de solução multi-bump para o problema
−∆u+ (λV (x) + 1)u =

( 1

|x|µ
∗ |u|p

)
|u|p−2u em R3,

u ∈ H1(R3).
(C)λ

com µ ∈ (0, 3), p ∈ (2, 6− µ), λ ≥ 0 e V satisfazendo as hipóteses (V1)− (V3).

Esse tipo de problema também tem grande importância devido a suas aplicações

físicas, a equação não-linear de Choquard

−∆u+ V (x)u =
( 1

|x|µ
∗ |u|p

)
|u|p−2u em R3, (5)

p = 2 e µ = 1, aparece na descrição da Teoria Quântica de um polaron em repouso feita

por S. Pekar em 1954 [58] e a modelagem de um elétron preso em seu próprio buraco,

feita em 1976, por P. Choquard, como uma certa aproximação à teoria de Hartree-Fock

de um componente-plasma [47]. Em alguns casos particulares, esta equação é também

conhecida como a equação de Schrödinger-Newton, a qual foi introduzida por Penrose

em sua discussão sobre auto colapso gravitacional de uma função de onda da mecânica

quântica [59].

A existência e propriedades qualitativas de (5) foram exaustivamente estudadas

nas últimas décadas. Em [47], Lieb provou a existência e unicidade de soluções de

energia mínima. Posteriormente, em [49], Lions mostrou a existência de uma sequên-

cia de soluções radialmente simétricas. Em [33] Cingolani, Clapp e Secchi mostraram

resultados sobre regularidade das soluções, Ma e Zhao em [50] �zeram uma classi�cação

de todas as soluções positivas e em [52] Moroz e Van Schaftingen mostraram simetria

6



radial das soluções de energia mínima e propriedades de decaimento no in�nito. Além

disso, Moroz and Van Schaftingen em [53] consideraram a existência de energia mínima

sob as hipóteses do tipo Berestycki-Lions. Quando V é uma função contínua perió-

dica com inf
R3
V (x) > 0, observando que o termo não-local é invariante por translação,

podemos obter facilmente a existência de solução aplicando o Teorema do passo da

montanha , veja [1] por exemplo. Para o potencial periódico V que muda de sinal e

0 situa-se no intervalo do espectro do operador de Schrödinger −∆ + V , o problema

é fortemente inde�nido, e a existência de solução para p = 2 foi considerada em [31].

No caso geral, Ackermann [1] propôs uma nova abordagem para provar a existência de

in�nitas soluções fracas geometricamente distintas. Para outros resultados relaciona-

dos, citamos Ghimenti e Shaftingen [42] e Ghimenti, Moroz e Shaftingen [43] para a

existência de soluções que trocam de sinal, Moroz e Shaftingen [54], Secchi [65], Wei

e Winter [69] para existência e concentração de soluções semi-clássicas, Moroz e Shaf-

tingen [55] para o caso em que a parte não-local é crítica com respeito a desigualdade

de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Para provar a existência de solução multi-bump para (C)λ, o primeiro passo é

considerar o problema limite
−∆u+ u =

(∫
ΩΓ

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2u, in ΩΓ,

u 6= 0 em Ωj, j ∈ Γ,

u ∈ H1
0

(
ΩΓ

)
.

(C)∞,Γ

Na primeira seção do Capítulo 2 vamos mostrar a existência de solução de energia

mínima que não se anula em cada componente Ωj, j ∈ Γ. Para encontrar este tipo de

solução de energia mínima estudaremos o problema de minimização sobre um subcon-

junto da variedade de Nehari, o principal resultado desta seção é:

Teorema 0.0.2 Supondo que µ ∈ (0, 3) e p ∈ (2, 6 − µ). O problema (C)∞,Γ possui

uma solução de energia mínima u que não se anula em cada componente Ωj de ΩΓ,

j ∈ Γ.

Na Seção 2.2 adaptamos os argumentos desenvolvidos no Capítulo 1 ao pro-

blema de Choquard não-linear para mostrar que o funcional energia associado ao pro-

blema satisfaz a condição (PS)c. A escolha dessa técnica em detrimento ao Método de

7



Penalização de Del Pino e Felmer se deu pois a utilização do segundo acarretaria em

maiores restrições sobre as constantes µ e p. Todavia, da mesma forma que ocorreu

para o problema (B)λ surge a necessidade de modi�car os conjuntos onde será utilizado

o Lema de Deformação, o que será feito na Seção 2.4.

Por �m, na Seção 2.5 provaremos o principal resultado deste capítulo,

Teorema 0.0.3 Supondo que µ ∈ (0, 3) e p ∈ (2, 6−µ). Existe uma constante λ0 > 0,

tal que para qualquer subconjunto não vazio Γ ⊂ {1, · · · , k} e λ ≥ λ0, o problema(
C
)
λ
tem uma solução positiva uλ, a qual possui a seguinte propriedade: Para qualquer

sequência λn → ∞ podemos extrair uma subsequência (λni) tal que (uλni ) converge

fortemente em H1(R3) para uma função u, que satisfaz u = 0 fora de ΩΓ =
⋃
j∈Γ

Ωj, e

u|ΩΓ
é uma solução de energia mínima para (C)∞,Γ no sentido do Teorema 0.0.2.

Os resultados apresentados no Capítulo 2 deram origem ao artigo [13]:

C.O. Alves, A.B. Nóbrega e M. Yang, Multi-bump solutions for Choquard equation with

deepening potential well, Calc. Var. Partial Di�erential Equations 55(2016) 1-28.

Com o intuito de mostrarmos a existência de solução multi-bump nodal para um

problema com o operador biharmônico (ver Capítulo 4), no Capítulo 3 estudaremos

a existência de solução nodal de energia mínima para o problema ∆2u = f(u), em Ω,

u = Bu = 0, sobre ∂Ω,
(N)

onde f : R→ R é uma função satisfazendo (f1) e as seguintes hipóteses:

(f5) f é ímpar, isto é, f(t) = −f(−t), ∀t ∈ R.

(f6) Existem c0 > 0 e p ∈ (2, 2∗), tais que

lim
t→+∞

f(t)

tp−1
= c0,

onde

2∗ =


2N

N − 4
, N ≥ 5

+∞, 1 ≤ N ≤ 4.

(f7) Existe b0 > 0 e q ∈ (2, p], tais que

lim
t→0+

f(t)

tq−1
= b0.

8



(f8)
f(t)

t
é crescente para t > 0.

Em relação as condições de contorno, consideraremos Bu = ∆u (condição de Navier)

ou Bu =
∂u

∂ν
(condição de Dirichlet).

Soluções nodais para problemas com o operador Laplaciano foram exaustivamente

estudados nas últimas décadas por vários autores destacamos os trabalhos de Castro,

Cossio e Neuberger [32], estudaram a existência de solução nodal para um problema

de Dirichlet superlinear, Bartsch, Liu e Weth mostraram em [25] a existência de solu-

ção nodal para equação de Schrödinger estacionária, em [23] Bartsch, Weth e Willem

mostraram a existência de solução nodal radialmente simétrica para um problema de

Dirichlet apresentando exatamente dois domínios nodais, já em [24] Bartsch e Weth

mostraram a existência de três soluções nodais para o problema de Dirichlet singu-

larmente pertubado −ε∆u + u = f(u), em um domínio limitado. Mais recentemente,

Alves e Souto em [16] mostraram a existência de solução nodal de energia mínima para

um sistema de Schröndiger-Poisson, esse trabalho apresenta uma nova abordagem para

estudar a existência de soluções nodais de energia mínima para problemas que apre-

sentam termos não-locais, inclusive essa técnica será muito importante para o estudo

de existência de solução nodal de energia mínima para (N).

Contudo, a bibliogra�a sobre soluções nodais para problemas que envolvem o

operador biharmônico não é muito vasta, para problemas em domínio limitado citamos

o trabalho de Weth [70] onde o autor utilizando a técnica de decomposição de Moreau

(Cones Duais) para um espaço de Hilbert que foi desenvolvida por Gazzola e Grunau

em [41], mostrou a existência de pelo menos três soluções, uma solução positiva, uma

solução negativa e uma solução nodal para um problema do tipo (N). Destacamos ainda

os trabalhos Bonheure, Santos, Ramos e Tavares [28] e Bonheure, Santos e Tavares [29]

em que a partir do estudo de sistemas Hamiltonianos os autores mostraram a existência

de solução nodal de energia mínima para um prroblema do tipo (N), mas considerando

apenas a condição de contorno de Navier.No caso de problemas em RN o único trabalho

que trata de solução nodal pra uma equação com o operador biharmônico é o trabalho

de Wang e Shen [?].

Nossa abordagem para determinar a solução nodal de energia mínima para o

problema (N) baseia-se no Método Dual, o qual já foi usado por diversos autores
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com os mais variados propósitos. Willem em [72] estudou a existência de in�nitas

funções subharmônicas para uma equação da onda não linear, em [19] Ambrosetti e

Struwe mostraram uma prova alternativa do problema de Brézis-Niremberg, Struwe

[66] usou o método dual para estudar a existência de solução para certos sistemas

Hamiltonianos e em [5] Alves, Carrião e Miyagaki empregaram o método no estudo

de existência de soluções positivas para sistemas Hamiltonianos. Contudo, em nossa

pesquisa bibliográ�ca observamos que o Método Dual ainda não havia sido utilizado

para estudar diretamente problemas com o operador biharmônico. Tal método nos

permite estudar o problema em um novo ambiente, a saber os espaços Lp, onde não há

di�culdades em se trabalhar com as partes positiva e negativa das funções, na Seção

3.1 de�niremos o funcional dual e mostraremos suas principais propriedades.

No caso da condição de Dirichlet, para que possamos garantir que o princípio do

máximo é válido assumiremos uma propriedade geométrica sobre o domínio Ω:

(G) A função de Green associada ∆2 em Ω, denotada por G∆2,Ω, é positiva se N ≥ 2,

sempre que B =
∂

∂ν
.

mais detalhes sobre esta condição e tipos de domínio onde a mesma ocorre podem ser

vistos no Apéndice A.

O principal resultado do Capítulo 3 é o seguinte

Teorema 0.0.4 Supondo que (G) e (f1) − (f5) valem. Então, o problema (P ) possui

uma solução nodal de energia mínima.

Destacamos ainda que além do fato de obtermos uma solução nodal de energia

mínima para o problema (N), nosso estudo completa o trabalho de Weth em outro

sentido, devido as hipóteses assumidas sobre o termo não linear f no Teorema 0.0.4 ,

podemos considerar uma classe mais geral de não-linearidades].

Em [70], o autor considerou as seguintes hipóteses sobre f :

(W1) f : Ω×R→ R é uma função de Caratheódory, e f(x, 0) = 0 para quase todo x

em Ω.

(W2) Existem q∗ > 0, q∗ ∈ (0, λ1), e 0 < p <
8

N − 4
para N > 4, respectivamente

p > 0 para N ≤ 4, tal que

|f(x, t)− f(x, s)| ≤ [q∗ + q∗(|t|p + |s|p)]|t− s| q.s. para x ∈ Ω, t ∈ R.
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(W3) Existe R > 0 e η > 2 tais que

ηF (x, t) ≤ f(t)t, q.s. para x ∈ Ω, |t| ≥ R.

(W4) f é não-decrescente em t ∈ R q.s. para x ∈ Ω.

Aqui, λ1 denota o primeiro autovalor de ∆2 em Ω relativamente as condições de con-

torno de Dirichlet ou Navier.

Nossas hipóteses permitem considerar algumas não-linearidades, que não podem

ser consideradas em [70]. Por exemplo, podemos trabalhar com uma não-linearidade

da forma

f(t) = ϕ(t)|t|p−2t,

onde ϕ é uma função de classe C1, crescente, positiva e limitada tal que para qualquer

s > 1, a função
f ′(t)

ts−2
não é limitada no in�nito. No entanto, este tipo de não linearidade

não pode ser usada em [70], pois (W2) implica que
f ′(t)

tp−2
é limitada no in�nito, ver

Apêndice B para mais detalhes.

Os resultados desse capítulo deram origem ao artigo [12]:

C.O. Alves e A.B. Nóbrega, Nodal ground state solution to a biharmonic equation via

dual method, J. Di�erential Equations 260 (2016), 5174-5201.

Observação 0.0.5 O estudo do trabalho do Weth motivou também outro trabalho

nosso [10]:

C. O. Alves, G. M. Figueiredo e A. B. Nobrega, Existence of semi-nodal solution for a

class of FitzHugh-Nagumo type system. Monatsh.Math. (2016), 1-12.

onde aplicamos o método dos cones duais para estudar a existência de solução semi-

nodal para um sistema de equações elípticas do tipo Fitz-Hugh Nagumo
−∆u = f(x, u)− v em Ω,

−∆v = δu− γv em Ω

u± 6= 0 in Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um domínio limitado em RN , δ > 0, γ > 2
√
δ e f é uma função superlinear de

classe C1 com crescimento subcrítico. Por fugir do tema da tese os resultados obtidos

neste artigo não fazem parte desse trabalho.

No Capítulo 4 estudaremos a existência de solução multi-bump nodal para o

problema  ∆2u+ λV (x)u = |u|p−2u, em RN ,

u ∈ H2(RN),
(B1)λ

11



onde λ é um parâmetro positivo e V : RN → R é uma função contínua satisfazendo

(V2), (V3) e a condição

(V ′1) V (x) ≥ 0, ∀ x ∈ RN e existe R, V0 > 0 tal que

V (x) > V0, quando |x| ≥ R.

Com o objetivo de usarmos os resultados obtidos no Capítulo 3 vamos supor que o

domínio Ω =
l⋃

j=1

Ωj é tal que cada Ωj satisfaz a propriedade (G).

O seguinte teorema é o principal resultado do Capítulo 4:

Teorema 0.0.6 Supondo que valem (V ′1), (V2) e (V3). Então, para cada subconjunto

não vazio Γ ⊂ {1, · · · , k}, existe um λ∗ > 0 tal que, para λ ≥ λ∗, o problema (B1)λ tem

uma solução nodal uλ. Além disso, a família {uλ}λ≥λ∗ satisfaz a seguinte propriedade:

Para qualquer sequência λn →∞, podemos extrair uma subsequência λni tal que {uλni}
converge forte H2(RN) para uma função u que satisfaz u(x) = 0 para x /∈ ΩΓ =

⋃
j∈Γ

Ωj,

e a restrição u|Ωj é uma solução nodal de energia mínima de ∆2u = |u|p−2u, em Ωj,

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωj,

(6)

para cada j ∈ Γ.

O estudo de solução do tipo multi-bump nodal para o problema (B1)λ foi moti-

vado pelo trabalho [3], no qual Alves mostrou a existência de uma solução nodal do

tipo multi-bump para um problema subcrítico no caso do operador Laplaciano e pelo

trabalho de Alves e Pereira [14] em que os autores provaram a existência de solução

multi-bump nodal para um problema com crescimento exponencial crítico. Contudo,

no caso do problema (B1)λ foi necessário desenvolver uma nova abordagem baseada no

método do multiplicadores de Lagrange, pois as abordagens presentes na literatura não

puderam ser adaptadas no caso do operador biharmônico, em grande parte pela falta

de um principio de máximo mais geral. Destacamos que abordagem desenvolvida por

nós no Capítulo 4 pode ser usada para obter soluções multi-bump positiva e nodal

para problemas envolvendo o operador Laplaciano como −∆u+ (λV (x) + 1)u = |u|p−2u, in RN ,

u ∈ H1(RN).
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Por �m, no Apêndice A apresentamos um breve estudo sobre um princípio de

máximo para problemas com o operador biharmônico e no Apêndice B apresentamos

um exemplo especial de uma função que pode ser considerada como termo não-linear

em (N).
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Notação e terminologia

• Dado A ⊂ RN conjunto mensurável, |A| denota a medida de Lebesgue.

• ∆2u(x) = ∆(∆u(x)).

• Dado α = (α1, · · · , αN), Dαu =
∂α1+···+αN

∂xα1
1 · · · ∂x

αN
N

u

• Ck(Ω) := {f : Ω −→ R; Dαf ∈ C(Ω), |α| ≤ k}, |α| =
N∑
j=1

αj.

• Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), com |α| ≤ m}.

• ||u||m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx

1/p

.

• Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω), onde o fecho é tomado segundo a norma ||u||m,p.

• Hm(Ω) = Wm,2(Ω) e Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω).

• O símbolo → signi�ca convergência em norma.

• O símbolo ⇀ signi�ca convergência fraca.

• A expressão q.s. é uma abreviação para quase sempre ou quase todo ponto.

• Dada uma função u denotaremos por u+ = max{u, 0} e u− = min{u, 0} as partes

positiva e negativa da função u, respectivamente.



Capítulo 1

Soluções do tipo multi-bump para um

classe de problemas elípticos com o

operador biharmônico

Neste capítulo, baseados nos trabalhos de Ding-Tanaka [37] e Alves [2] estudare-

mos a existência de soluções multi-bump para a seguinte classe de problemas ∆2u+ (λV (x) + 1)u = f(u), em RN ,

u ∈ H2(RN);
(B)λ

onde f ∈ C1(R) e V ∈ C(RN) satisfazem as hipóteses (f1) − (f4) e (V1) − (V3),

respectivamente.

1.1 A Condição (PS)c

Uma das di�culdades para se garantir a existência de solução do tipo multi-bump

no caso do operador biharmônico está no fato de mostrar que o funcional energia

associado ao problema (B)λ veri�ca a condição (PS), pois o argumento usado nos

trabalhos existentes consiste em modi�car o termo não-linear e posteriormente usar o

Método de Interação de Mozer. No entanto, sabe-se que o Método de Interação de

Mozer não se aplica no caso do operador biharmônico, mas mostraremos nesta seção

que recorrendo a argumentos devido a Bartsch-Wang [22] temos, para cada C ≥ 0



dado, que o funcional energia associado ao problema (B)λ satisfaz a condição (PS)c

desde que c ∈ [0, C) e λ seja escolhido adequadamente.

Inicialmente, recordamos que o funcional energia associado ao problema (B)λ é

Iλ : Eλ → R de�nido por

Iλ(u) =
1

2

∫
RN

[
|∆u|2 + (λV (x) + 1) |u|2

]
dx−

∫
RN
F (u)dx,

onde

Eλ =

{
u ∈ H2(RN);

∫
RN
V (x) |u|2 dx < +∞

}
.

O subespaço Eλ munido com o produto interno

(u, v)λ =

∫
RN

[∆u∆v + (λV (x) + 1)uv] dx,

é um espaço de Hilbert e a norma gerada por este produto interno será denotado por

‖ · ‖λ.

No que segue, se Θ ⊂ RN é um conjunto mensurável, denotaremos por Eλ(Θ) o

espaço H2(Θ) munido com o produto interno

(u, v)λ,Θ =

∫
Θ

[∆u∆v + (λV (x) + 1)uv] dx.

A norma associada com este produto interno será denotado por ‖ · ‖λ,Θ.

No primeiro lema dessa seção mostraremos que toda sequência (PS)c com c ≥ 0

é limitada .

Lema 1.1.1 Seja {un} ⊂ Eλ uma sequência (PS)c para Iλ, então {un} é limitada em

Eλ. Além disso, c ≥ 0.

Demonstração. Como {un} é uma sequência (PS)c,

Iλ(un)→ c e I ′λ(un)→ 0.

Então, para θ dado em (f3) e n su�cientemente grande,

Iλ(un)− 1

θ
I ′λ(un)un ≤ c+ 1 + ||un||λ . (1.1)

Por outro lado,

Iλ(un)− 1

θ
I ′λ(un)un =

(
1

2
− 1

θ

)
‖un‖2

λ +

∫
RN

[
1

θ
f(un)un − F (un)

]
dx.
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Por (f3),

Iλ(un)− 1

θ
I ′λ(un)un ≥

(
1

2
− 1

θ

)
‖un‖2

λ. (1.2)

Combinando (1.1) e (1.2), obtemos(
1

2
− 1

θ

)
‖un‖2

λ ≤ c+ 1 + ‖un‖λ,

mostrando que {un} é limitada. Usando a limitação de {un}, vemos que

c+ on(1) ||un||λ ≥ Iλ(un)− 1

θ
I ′λ(un)un ≥

(
θ − 2

2θ

)
||un||2λ ,

implicando em

lim sup
n→+∞

||un||2λ ≤
2cθ

θ − 2
, (1.3)

de onde segue que c ≥ 0.

O próximo corolário é uma consequência da demonstração do lema anterior.

Corolário 1.1.2 Seja {un} ⊂ Eλ uma sequência (PS)0 para Iλ. Então, un → 0 em

Eλ.

Demonstração. Pelo Lema 1.1.1,

0 ≤
(

1

2
− 1

θ

)
‖un‖2

λ ≤ on(1).

Passando ao limite com n→ +∞, encontramos

‖un‖2
λ → 0,

e portanto

un → 0 em Eλ.

O próximo lema é um resultado do tipo Brezis-Lieb que será importante para

garantir as condições de compacidade dos funcionais Iλ para λ su�cientemente grande.

Lema 1.1.3 Seja {un} uma sequência (PS)c para Iλ com c ≥ 0. Se un ⇀ u em Eλ,

então

Iλ(vn)− Iλ(un) + Iλ(u) = on(1)

I ′λ(vn)− I ′λ(un) + I ′λ(u) = on(1),

onde vn = un − u. Portanto, {vn} é uma sequência (PS)c−Iλ(u) .
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Demonstração. Primeiramente, observe que

Iλ(vn)− Iλ(un) + Iλ(u) =
1

2

(
‖vn‖2

λ − ‖un‖2
λ + ‖u‖2

λ

)
−
∫
RN

(F (vn)− F (un) + F (u)) dx

= on(1)−
∫
BR(0)

(F (vn)− F (un) + F (u)) dx

−
∫
RN\BR(0)

(F (vn)− F (un) + F (u)) dx,

onde R > 0 será �xada posteriormente. Como un ⇀ u em Eλ, temos pelas imersões

de Sobolev

• un → u em Lp(BR(0)) para 1 ≤ p < 2∗;

• un(x)→ u(x) q.s. em RN .

Além disso, existem h1 ∈ L2(BR(0)) e h2 ∈ Lq(BR(0)) tais que

|un(x)| ≤ h1(x), h2(x) q.s. em RN . (1.4)

Por (f1) e (f2),

|f ′(t)| ≤ ε+ Cε|t|q−2, (1.5)

consequentemente,

|f(t)| ≤ ε|t|+ Cε|t|q−1 (1.6)

e

|F (t)| ≤ ε|t|2 + Cε|t|q. (1.7)

Assim, de (1.4)− (1.7)

• |F (vn(x))− F (un(x)) + F (u(x))| → 0 e

•
|F (vn)− F (un) + F (u)| ≤ ε

(
|un|2 + |u|2

)
+ Cε (|un|q + |u|q)

≤ 2εh2
1 + 2Cεh

q
2 ∈ L1(BR(0)) ,

logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
BR(0)

|F (vn)− F (un) + F (u)| dx→ 0. (1.8)
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Por outro lado, segue do Teorema do Valor Médio e por (f1) − (f2), que dado ε > 0,

existe Cε > 0 satisfazendo

|F (vn)− F (un)| ≤ ε (|un|+ |u|) |u|+ Cε (|un|+ |u|)q−1 |u| .

A estimativa acima combinada com a limitação de {un} e as imersões de Sobolev resulta

em ∫
RN\BR(0)

|F (vn)− F (un)| dx ≤ εC1

(
|u|L2(RN\BR(0)) + |u|2L2(RN\BR(0))

)
+ Cε

(
|u|Lq(RN\BR(0)) + |u|q

Lq(RN\BR(0))

)
.

Por essa última estimativa, podemos �xar R > 0 su�cientemente grande tal que∫
RN\BR(0)

|F (vn)− F (un)| dx ≤ ε.

Mais uma vez por (f2),∫
RN\BR(0)

|F (u)| dx ≤ ε |u|2L2(RN\BR(0)) + Cε|u|qLq(RN\BR(0))
.

Então, aumentando R se necessário, podemos assumir que∫
RN\BR(0)

|F (u)| dx ≤ ε.

Logo, ∫
RN\BR(0)

|F (vn)− F (un) + F (u)| dx ≤ ε, ∀n ∈ N.

Da arbitrariedade de ε, segue que

lim sup
n→+∞

∫
RN\BR(0)

|F (vn)− F (un) + F (u)| dx = 0. (1.9)

De (1.8) e (1.9), obtemos a primeira das expressões.

Para mostrarmos a segunda identidade consideremos uma função teste ϕ ∈ H2(RN),

com ‖ϕ‖H2(RN ) ≤ 1 então

|I ′λ(vn)ϕ− I ′λ(un)ϕ+ I ′λ(u)ϕ| =
∣∣∣∣∫
RN

[f(vn)− f(un) + f(u)]ϕdx

∣∣∣∣
Usando agora (1.6), temos f(vn)− f(un) + f(u) ∈ Lq/(q−1)(BR(0)), e portanto∫

BR(0)

|f(vn)− f(un) + f(u)||ϕ|dx ≤ |f(vn)− f(un) + f(u)|Lq/(q−1)(BR(0))|ϕ|Lq(BR(0)),
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e pela imersões de Sobolev∫
BR(0)

|f(vn)− f(un) + f(u)||ϕ|dx ≤ C|f(vn)− f(un) + f(u)|Lq/(q−1)(BR(0)).

Da mesma forma que �zemos na primeira parte, usamos o Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue e concluímos que∫
BR(0)

|f(vn)− f(un) + f(u)||ϕ|dx→ 0, uniformemente em relação a ϕ. (1.10)

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio e por (1.5)

|f (vn)− f (un)| ≤ ε |u|+ Cε (|un|+ |u|)q−2 |u| .

Então, usando a Desigualdade Generalizada de Hölder∫
RN\BR(0)

|f(vn)− f(un)||ϕ|dx ≤ ε|u|L2(RN\BR(0))|ϕ|L2(RN\BR(0))

+Cε|un|q−2
Lq(RN\BR(0))

|u|Lq(RN\BR(0))|ϕ|Lq(RN\BR(0)).

Assim, usando as imersões de Sobolev, a limitação de {un} e �xando R su�cientemente

grande, temos ∫
RN\BR(0)

|f(vn)− f(un)||ϕ|dx ≤ ε.

Repetindo os mesmos argumentos usados para mostrar a primeira identidade, temos∫
RN\BR(0)

|f(u)||ϕ|dx ≤ ε.

Logo, ∫
RN\BR(0)

|f(vn)− f(un) + f(u)||ϕ|dx ≤ ε,

de onde segue que,

lim sup
n→+∞

∫
RN\BR(0)

|f(vn)− f(un) + f(u)||ϕ|dx = 0, (1.11)

uniformemente em relação a ϕ. De (1.10) e (1.11) , obtemos a segunda identidade.

Agora mostraremos que existe uma estimativa por baixo para alguns níveis asso-

ciados com as sequências (PS), a qual é uniforme em relação a λ.

Lema 1.1.4 Seja {un} uma sequencia (PS)c para Iλ. Então c = 0, ou existe c∗ > 0

independente de λ, tal que c ≥ c∗ para todo λ > 0.
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Demonstração. Pelo Lema 1.1.1, c ≥ 0. Se c > 0, as condições de crescimento de f

juntamente com as imersões de Sobolev implica em

I ′λ(u)u ≥ 1

2
||u||2λ −K ||u||

q
λ ,

para alguma constante positiva K. Por tanto, existe δ > 0 tal que

I ′λ(u)u ≥ 1

4
||u||2λ , para ||u||λ < δ. (1.12)

No que segue consideramos c∗ = δ2 θ − 2

2θ
e c < c∗, então pela estimativa (1.3) do Lema

1.1.1

lim sup
n→+∞

||un||2λ < δ2,

implicando que para n su�cientemente grande,

||un||λ ≤ δ. (1.13)

Assim, de (1.12) e (1.13)

I ′λ(un)un ≥
1

4
||un||2λ ,

de onde segue que,

||un||2λ → 0 quando n→∞.

Pela continuidade do funcional Iλ,

Iλ(un)→ Iλ(0) = 0,

o que contradiz a hipótese que {un} é uma sequência (PS)c com c > 0. Consequente-

mente, c ≥ c∗.

Os próximos dois lemas estabelecem algumas estimativas para a norma Lq− das

sequências (PS)c. Estas estimativas serão cruciais na demonstração da condição (PS)c,

veja a Proposição 2.2.7 para mais detalhes.

Lema 1.1.5 Seja {un} uma sequência (PS)c para Iλ. Então, existe δ0 > 0 indepen-

dente de λ, tal que

lim inf
n→+∞

|un|qLq(RN )
≥ δ0c.

Demonstração. Por (f1) e (f2), dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que

1

2
f(t)t− F (t) ≤ ε |t|2 + Cε |t|q , ∀t ∈ R.
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Então,

c ≤ lim inf
n→+∞

(
ε ||un||2λ + Cε |un|qLq(RN )

)
. (1.14)

Por outro lado, de (f3),

Iλ(un)− 1

θ
I ′λ(un)un ≥

(
1

2
− 1

θ

)
||un||2λ . (1.15)

Combinando (1.14) com (1.15),

c ≤ 2εcθ

θ − 2
+ Cε lim inf

n→+∞
|un|qLq(RN )

.

Assim, para ε su�cientemente pequeno,

lim inf
n→+∞

|un|qLq(RN )
≥ c

Cε

(
1− 2εθ

θ − 2

)
> 0.

Agora, o lema segue �xando

δ0 =
1

Cε

(
1− 2εθ

θ − 2

)
.

Lema 1.1.6 Seja c1 > 0 uma constante independente de λ. Dado ε > 0, existe Λ =

Λ(ε) > 0 e R = R(ε, c1) > 0 tais que, se {un} é uma sequência (PS)c para Iλ com

c ∈ [0, c1], então

lim sup
n→+∞

|un|qLq(RN\BR(0))
≤ ε, ∀λ ≥ Λ.

Demonstração. Para cada R > 0, �xemos

A(R) = {x ∈ RN/ |x| > R e V (x) ≥M0}

e

B(R) = {x ∈ RN/ |x| > R e V (x) < M0}.

Então, ∫
A(R)

|un|2dx ≤
1

(λM0 + 1)

∫
RN

(λV (x) + 1)|un|2dx

≤ 1

(λM0 + 1)
||un||2λ (1.16)

≤ 1

(λM0 + 1)

[(
1

2
− 1

θ

)−1

c+ on(1)

]

≤ 1

(λM0 + 1)

[(
1

2
− 1

θ

)−1

c1 + on(1)

]
.
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Como c1 independe de λ, por (1.16) existe Λ > 0 tal que

lim sup
n→+∞

∫
A(R)

|un|2dx <
ε

2
, ∀λ ≥ Λ. (1.17)

Por outro lado, usando a desigualdade de Hölder para p ∈ [1, 2∗/2], obtemos∫
B(R)

|un|2dx ≤
(∫

B(R)

|un|2p dx
) 1

p

|B(R)|
1
p′ .

Agora, da imersão contínua Eλ ↪→ L2p(Ω), segue que∫
B(R)

|un|2dx ≤ β ||un||2λ |B(R)|
1
p′ ,

onde β é uma constante positiva. De (1.15),∫
B(R)

|un|2dx ≤ βc1

(
1

2
− 1

θ

)−1

|B(R)|
1
p′ + on(1).

Por (V3),

|B(R)| → 0 when R→ +∞.

Por tanto, podemos escolher R su�cientemente grande, de tal maneira que

lim sup
n→+∞

∫
B(R)

|un|2dx <
ε

2
. (1.18)

A desigualdade (1.17) juntamente com (1.18) implica em

lim sup
n→+∞

∫
RN\BR(0)

|un|2dx < ε.

Usando a desigualdade de interpolação,∫
RN\BR(0)

|un|q dx ≤ |un|qαL2(RN\BR(0))
|un|q(1−α)

L2∗ (RN\BR(0))
,

onde
1

q
=
α

2
+

1− α
2∗

, pelas imersões de Sobolev e pelo fato de {un} ser limitada em

Eλ,

|un|q(1−α)

L2∗ (RN\BR(0))
≤ ||un||q(1−α)

λ ≤ C,

onde C é uma constante positiva. Portanto,

lim sup
n→+∞

∫
RN\BR(0)

|un|q dx < ε, λ ≥ Λ

aumentando R e Λ se necessário.

Agora, estamos aptos a provar que para uma escolha adequada de λ o funcional

Iλ satisfaz a condição (PS)c.
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Proposição 1.1.7 Dado c1 > 0, existe Λ = Λ(c1) tal que Iλ veri�ca a condição (PS)c

para todo c ∈ [0, c1] e λ ≥ Λ.

Demonstração. Seja {un} uma sequência (PS)c. Pelo Lema 1.1.1, {un} é limitada e

consequentemente, passando a uma subsequência se necessário,
un ⇀ u em Eλ;

un(x)→ u(x) q.s. em RN ;

un → u em Lsloc(RN) para 1 ≤ s < 2∗.

Então I ′λ(u) = 0 e Iλ(u) ≥ 0, pois

Iλ(u) = Iλ(u)− 1

θ
I ′λ(u)u ≥

(
1

2
− 1

θ

)
‖u‖2

λ ≥ 0.

Considerando vn = un − u, temos pelo Lema 1.1.3 que {vn} é uma sequência (PS)d,

com d = c− Iλ(u). Além disso,

0 ≤ d = c− Iλ(u) ≤ c ≤ c1.

A�rmamos que d = 0. De fato, se d > 0. Segue dos Lemas 1.1.4 e 1.1.5 que d ≥ c∗ e

lim inf
n→+∞

|vn|qLq(RN )
≥ δ0c∗ > 0. (1.19)

Aplicando o Lema 1.1.6 com ε =
δ0c∗

2
> 0, existem Λ, R > 0 tais que

lim sup
n→+∞

|vn|qLq(RN\BR(0))
≤ δ0c∗

2
, para λ ≥ Λ. (1.20)

Combinando (1.19) com (1.20), obtemos

lim inf
n→+∞

|vn|qLq(BR(0)) ≥
δ0c∗

2
> 0,

o que é absurdo, pois do fato que vn ⇀ 0 em Eλ, e da imersão compacta

Eλ ↪→ Lq(BR(0))

encontramos

lim inf
n→+∞

|vn|qLq(BR(0)) = 0.

Portanto d = 0 e {vn} é uma sequência (PS)0 . Assim, pelo Corolário 1.1.2, vn → 0

em Eλ, ou equivalentemente, un → u em Eλ, mostrando que para λ su�cientemente

grande, Iλ satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ [0, c1].
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1.2 A Condição (PS)c,∞

Nesta seção, estudaremos o comportamento de uma sequência (PS)c,∞, isto é,

uma sequência {un} ⊂ H2(RN) satisfazendo:

un ∈ Eλn e λn → +∞;

Iλn(un)→ c, para algum c ∈ [0, cΓ];

‖I ′λn(un)‖E′λn → 0,

onde cΓ é uma constante positiva, que será de�nida na próxima seção e independe de

λ.

Proposição 1.2.1 Seja {un} uma sequência (PS)c,∞ para Iλ. Então, existem uma

subsequência de {un}, que ainda denotaremos por {un} e u ∈ H2(RN) tais que

un ⇀ u em H2(RN).

Além disso,

i) u ≡ 0 em RN \
k⋃
j=1

Ωj e u é uma solução de

 ∆2u+ u = f(u), em Ωj,

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωj,

(1.21)

para todo j ∈ {1, · · · , k};

ii) ||un − u||2λn → 0.

iii) {un} também satisfaz

λn

∫
RN
V (x) |un|2 dx→ 0, n→ +∞

||un||2λn,RN\ΩΓ
→ 0

||un||2λn,Ω′j →
∫

Ωj

[
|∆u|2 + |u|2

]
dx, ∀j ∈ Γ.

Demonstração. No que segue, �xamos c ∈ [0, cΓ] veri�cando

Iλn(un)→ c e ‖I ′λn(un)‖E′λn → 0.

Então, usando os mesmos argumentos do Lema 1.1.1,

lim sup
n→+∞

||un||2λn ≤
2cθ

θ − 2
, (1.22)

25



implicando que {||un||λn} é limitada em R. Como

||un||λn ≥ ||un||H2(RN ) ,

{un} também é limitada em H2(RN), e então, existe uma subsequência de {un}, ainda

denotada por ela mesmo, e u ∈ H2(RN) tais que

un ⇀ u em H2(RN).

Para mostrar (i), �xamos para cada m ∈ N∗ o conjunto

Cm =

{
x ∈ RN/V (x) >

1

m

}
.

Assim,

RN \ Ω =
+∞⋃
m=1

Cm.

Note que, ∫
Cm

|un|2 dx =

∫
Cm

λnV (x) + 1

λnV (x) + 1
|un|2 dx

≤ 1
λn
m

+ 1
||un||2λn

≤ mM

λn +m
,

onde M = sup
n∈N
‖un‖2

λn . Pelo Lema de Fatou

∫
Cm

|u|2 dx ≤ lim inf
n→+∞

∫
Cm

|un|2 dx

≤ lim inf
n→+∞

mM

λn +m
= 0.

Portanto, u = 0 quase sempre em Cm, e consequentemente, u = 0 quase sempre em

RN \ Ω. Por sua vez, seguindo os mesmos argumentos encontrados em [60] �xamos

ϕ ∈ C∞0 (RN \ Ω), temos∫
RN\Ω

∇u(x)ϕ(x)dx = −
∫
RN\Ω

u(x)∇ϕ(x)dx = 0,

de onde segue que

∇u(x) = 0, q.s. em RN \ Ω.
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Como ∂Ω é suave , u ∈ H2(RN \ Ω) e ∇u ∈ H1(RN \ Ω), pelo Teorema do traço ,

existem constantes K1, K2 > 0 satisfazendo

|u|L2(∂Ω) ≤ K1 ||u||H2(RN\Ω) = 0,

e

|∇u|L2(∂Ω) ≤ K2 ||∇u||H1(RN\Ω) = 0,

mostrando que u ∈ H2
0 (Ω). Para completar a demonstração de i), considere uma função

teste ϕ ∈ C∞0 (Ω) e observe que

I ′λn(un)ϕ =

∫
Ω

[∆un∆φ+ unϕ] dx−
∫

Ω

f(un)ϕdx. (1.23)

Como {un} è uma sequência (PS)c,∞,

I ′λn(un)ϕ→ 0. (1.24)

Recordando que un ⇀ u in H2(RN), devemos ter∫
Ω

[∆un∆ϕ+ unϕ] dx→
∫

Ω

[∆u∆ϕ+ uϕ] dx (1.25)

e ∫
Ω

f(un)ϕdx→
∫

Ω

f(u)ϕdx. (1.26)

Assim, de (1.23)-(1.26),∫
Ω

[∆u∆ϕ+ uφ] dx =

∫
Ω

f(u)ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Como C∞0 (Ω) é denso em H2
0 (Ω), a equação acima implica em∫

Ω

[∆u∆v + uv] dx =

∫
Ω

f(u)vdx, ∀v ∈ H2
0 (Ω),

mostrando que u é uma solução fraca do problema
∆2u+ u = f(u), emΩj,

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωj.

(1.27)

Para ii), note que

||un − u||2λn = ||un||2λn + ||u||2λn − 2

∫
RN

[∆un∆u+ (λnV (x) + 1)unu] dx. (1.28)
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De i),

‖u‖2
λn = ‖u‖2

H2
0 (Ω),

logo, ∫
RN

[∆un∆u+ (λnV (x) + 1)unu] dx = ‖u‖2
H2

0 (Ω) + on(1).

Então, podemos reescrever (1.28) do seguinte modo

||un − u||2λn = ||un||2λn − ||u||
2
H2

0 (Ω) + on(1). (1.29)

Da limitação de {‖un‖λn} e pelo limite ‖I ′λn(un)‖E′λn → 0, segue que

I ′λn(un)un → 0.

Portanto,

||un||2λn = I ′λn(un)un +

∫
RN
f(un)undx =

∫
RN
f(un)undx+ on(1). (1.30)

Por outro lado, sabemos que o limite I ′λn(un)u→ 0 é equivalente a∫
Ω

[∆un∆u+ unu] dx−
∫

Ω

f(un)udx = on(1),

o que conduz a ∫
RN

[
|∆u|2 + |u|2

]
dx =

∫
RN
f(u)udx. (1.31)

Combinando (1.29) com (1.30) e (1.31), vemos que

||un − u||2λn =

∫
RN
f(un)undx−

∫
RN
f(u)udx+ on(1).

Usando o mesmo argumento da demonstração do Lema 1.1.6 mostra-se que∫
RN
f(un)undx→

∫
RN
f(u)udx,

�nalizando a demontração de ii). Por �m, para provar iii), é su�ciente usar a desi-

gualdade abaixo

λn

∫
RN
V (x) |un|2 dx = λn

∫
RN
V (x) |un − u|2 dx ≤ ‖un − u‖2

λn → 0.
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1.3 Um Nível Minimax Especial

Nesta seção, denotaremos por Ij : H2
0 (Ωj)→ R e Iλ,j : H2(Ω′j)→ R os funcionais

dados por

Ij(u) =
1

2

∫
Ωj

[
|∆u|2 + |u|2

]
dx−

∫
Ωj

F (u)dx

e

Iλ,j(u) =
1

2

∫
Ω′j

[
|∆u|2 + (λV (x) + 1) |u|2

]
dx−

∫
Ω′j

F (u)dx.

Pode-se mostrar que Ij e Iλ,j satisfazem a geometria do passo da montanha. Desde

que Ij e Iλ,j satisfazem a condição de Palais-Smale, temos pelo Teorema do Passo da

Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz, que existem wj ∈ H2
0 (Ωj) e wλ,j ∈ H2(Ω′j)

satisfazendo

Ij(wj) = cj, Iλ,j(wλ,j) = cλ,j and I
′
j(wj) = I ′λ,j(wλ,j) = 0

onde

cj = inf
α∈Υj

max
t∈[0,1]

Ij(α(t)),

cλ,j = inf
α∈Υλ,j

max
t∈[0,1]

Iλ,j(α(t)),

Υj = {α ∈ C([0, 1], H2
0 (Ωj));α(0) = 0, e Ij(α(1)) < 0},

e

Υλ,j = {α ∈ C([0, 1], H2
0 (Ω′j));α(0) = 0, e Iλ,j(α(1)) < 0}.

Para maiores detalhes sobre a a�rmação acima citamos o Capítulo 5 de [71].

No que segue, cΓ =
l∑

j=1

cj e R > 0 é uma constante su�cientemente grande

veri�cando

0 < Ij(
1

R
wj), Ij(Rwj) < cj,∀j ∈ Γ.

Logo, pela de�nição de cj,

max
s∈[1/R2,1]

Ij(sRwj) = cj, ∀j ∈ Γ.

Considere Γ = {1, 2, · · · , l}, com l ≤ k e �xe

γ0(s1, s2, · · · , sl)(x) =
l∑

j=1

sjRwj(x), ∀(s1, · · · , sl) ∈ [1/R2, 1]l.
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Denotaremos por Γ∗ a classe das funções contínuas γ ∈ C([1/R2, 1], Eλ \ {0}) satisfa-

zendo as seguintes condições:

(a) γ = γ0 sobre ∂([1/R2, 1]l)

e

(b) Iλ,RN\Ω′Γ(γ(s1, · · · , sl)) ≥ 0,

onde Iλ,RN\Ω′Γ : H2(RN \ Ω′Γ)→ R é o funcional de�nido por

Iλ,RN\Ω′Γ(u) =
1

2

∫
RN\Ω′Γ

[
|∆u|2 + (λV (x) + 1) |u|2

]
dx−

∫
RN\Ω′Γ

F (u)dx.

Usando a classe Γ∗, de�nimos o seguinte nível minimax

bλ,Γ = inf
γ∈Γ∗

max
(s1,··· ,sl)∈[1/R2,1]l

Iλ(γ(s1, · · · , sl)).

Observe que Γ∗ 6= ∅, pois γ0 ∈ Γ∗.

Lema 1.3.1 Para cada γ ∈ Γ∗, existe (t1, · · · , tl) ∈ [1/R2, 1]l veri�cando

I ′λ,j(γ(t1, · · · , tl))γ(t1, · · · , tl) = 0, para j ∈ {1, · · · , l}.

Demonstração. Dado γ ∈ Γ∗, considere a aplicação γ̃ : [1/R2, 1]l → Rl de�nida por

γ̃(s1, · · · , sl) =
(
I ′λ,1(γ(s1, · · · , sl))γ(s1, · · · , sl), · · · , I ′λ,l(γ(s1, · · · , sl))γ(s1, · · · , sl)

)
.

Para (s1, · · · , sl) ∈ ∂([1/R2, 1]l), sabemos que

γ(s1, · · · , sl) = γ0(s1, · · · , sl).

Então,

I ′λ,j(γ0(s1, · · · , sl))(γ0(s1, · · · , sl)) = 0⇒ sj 6∈ {1/R2, 1},∀j ∈ Γ,

caso contrário,

I ′λ,j(γ0(s1, · · · , sl))(γ0(s1, · · · , sl)) = 0

para sj =
1

R2
ou sj = 1, isto é,

I ′j(
1

R
wj)(

1

R
wj) = 0 ou I ′j(Rwj)(Rwj) = 0
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implicando que

Ij(
1

R
wj) ≥ cj ou Ij(Rwj) ≥ cj,

o que contradiz a escolha de R. Por tanto,

(0, 0, · · · , 0) 6∈ γ̃(∂([1/R2, 1]l)).

Assim, pelo Grau Topológico

deg(γ̃, (1/R2, 1)l, (0, 0, · · · , 0)) = (−1)l 6= 0,

de onde segue que existe (t1, t2, · · · , tl) ∈ (1/R2, 1)l satisfazendo

I ′λ,j(γ(t1, t2, · · · , tl))(γ(t1, t2, · · · , tl)) = 0, para j ∈ {1, 2, · · · , l}.

Proposição 1.3.2

a)
l∑

j=1

cλ,j ≤ bλ,Γ ≤ cΓ, ∀λ ≥ 1.

b) Para γ ∈ Γ∗ e (s1, · · · , sl) ∈ ∂([1/R2, 1]l),

Iλ(γ(s1, · · · , sl)) < cΓ, ∀λ ≥ 1.

Demonstração.

a) Desde que γ0 ∈ Γ∗,

bλ,Γ ≤ max
(s1,··· ,sl)∈[1/R2,1]l

Iλ,j(γ0(s1, · · · , sl))

≤ max
(s1,··· ,sl)∈[1/R2,1]l

Iλ,j(
l∑

i=1

siRwi(x))

≤
l∑

j=1

max
sj∈[1/R2,1]

Ij(sjRwj(x))

≤
l∑

j=1

cj = cΓ.

Para cada γ ∈ Γ∗ e (t1, · · · , tl) ∈ [1/R2, 1]l, pelo mesmo raciocínio usado no Lema

1.3.1

Iλ,j(γ(t1, · · · , tl)) ≥ cλ,j,∀j ∈ Γ.
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Na última desigualdade usamos a seguinte caracterização

cλ,j = inf{Iλ,j(u); u ∈ Eλ \ {0}; I ′λ,j(u)u = 0}.

Por outro lado, recordando que Iλ,RN\Ω′Γ(γ(s1, · · · , sl)) ≥ 0,

Iλ(γ(s1, · · · , sl)) ≥
l∑

j=1

Iλ,j(γ(s1, · · · , sl)),

e então,

max
(s1,··· ,sl)∈[1/R2,1]l

Iλ(γ(s1, · · · , sl)) ≥ Iλ(γ(t1, · · · , tl)) ≥
l∑

j=1

cλ,j.

A última desigualdade combinada com a de�nição de bλ,Γ implica que

bλ,Γ ≥
l∑

j=1

cλ,j,

Isto completa a demonstração de a).

b) Como γ(s1, · · · , sl) = γ0(s1, · · · , sl) sobre ∂([1/R2, 1]l), temos

Iλ(γ0(s1, · · · , sl)) =
l∑

j=1

Ij(sjRwj),∀(s1, · · · , sl) ∈ ∂([1/R2, 1]l).

Desde que

Ij(sjRwj) ≤ max
s∈[1/R2,1]

Ij(sRwj) = cj, ∀j ∈ Γ

e além disso, existe j0 ∈ Γ tal que sj0 ∈ {1/R2, 1}, consequentemente

Iλ(γ0(s1, · · · , sl)) =
∑
j 6=j0

Ij(sjRwj) + Ij0(sj0Rwj0) < cΓ,

pois pela escolha de R

Ij0(
1

R
wj0), Ij0(Rwj0) < cj0 .

Corolário 1.3.3 bλ,Γ → cΓ, quando λ→ +∞.
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Demonstração. Repetindo os mesmos argumentos usados na Proposição 1.2.1, po-

demos extrair uma subsequência λn →∞ tal que

wλn,j → u0 em H2(Ω′j),

onde u0 ∈ H1
0 (Ωj) é uma solução de (1.21) e

Iλn,j(wλn,j)→ Ij(u0).

Como cj é o menor nível de energia para Ij, temos

lim sup
λ→∞

cλ,j = lim sup
λ→∞

Iλ,j(wλ,j) = Ij(u0) ≥ cj. (1.32)

Por outro lado,

cλ,j = inf
α∈Υλ,j

max
t∈[0,1]

Iλ,j(α(t))

≤ inf
α∈Υj

max
t∈[0,1]

Iλ,j(α(t)) (1.33)

≤ inf
α∈Υj

max
t∈[0,1]

Ij(α(t)) = cj

De (1.32) e (1.33),

cλ,j → cj para cada ∀j ∈ Γ.

Portanto, pela Proposição 1.3.2, bλ,Γ → cΓ quando λ→ +∞.

1.4 Demonstração do Teorema Principal

No que segue, consideramos

M = 1 +
l∑

j=1

√(
1

2
− 1

θ

)
cj,

BM+1(0) = {u ∈ Eλ; ‖u‖λ ≤M + 1},

e para µ > 0 su�cientemente pequeno

Aλµ =
{
u ∈ BM+1; ||u||λ,RN\Ω′Γ ≤ µ e |Iλ,j(u)− cj| ≤ µ,∀j ∈ Γ

}
,

e

IcΓλ = {u ∈ Eλ/Iλ(u) ≤ cΓ} .
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Observe que Aλµ ∩ I
cΓ
λ 6= ∅, pois w =

l∑
j=1

wj ∈ Aλµ ∩ I
cΓ
λ . Fixando

0 < µ <
1

4
min{cj; j ∈ Γ}, (1.34)

temos a seguinte estimativa uniforme para ‖I ′λ(u)‖ no conjunto
(
Aλ2µ \ Aλµ

)
∩ IcΓλ .

Proposição 1.4.1 Seja µ > 0 satisfazendo (1.34). Então, existe σ0 > 0 independente

de λ e Λ∗ ≥ 1 tais que

‖I ′λ(u)‖ ≥ σ0 para λ ≥ Λ∗ e para todo u ∈
(
Aλ2µ \ Aλµ

)
∩ IcΓλ . (1.35)

Demonstração. Argumentando por contradição, suponha que existem λn → +∞ e

un ∈ Eλn , com

un ∈
(
Aλn2µ \ Aλnµ

)
∩ IcΓλ e ‖I ′λn(un)‖ → 0.

Desde que un ∈ Aλn2µ , a sequência {‖un‖λn} é limitada. Consequentemente {Iλn(un)}

também é limitada. Então, passando a uma subsequencia se necessário,

Iλn(un)→ c ∈ (−∞, cΓ].

Pela Proposição 1.2.1, novamente passando a uma subsequencia se necessário, un → u

em H2(RN) e u ∈ H2
0 (ΩΓ) é uma solução do problema (1.21). Além disso,

λn

∫
RN
V (x) |un|2 dx→ 0, (1.36)

||un||2λn,RN\ΩΓ
→ 0 (1.37)

||un||2λn,Ω′j →
∫

Ωj

[
|∆u|2 + |u|2

]
dx, ∀j ∈ Γ. (1.38)

Como cΓ =
l∑

j=1

cj e cj é o nível de energia mínima de Ij, um dos seguintes casos ocorre:

i) u
∣∣
Ωj 6= 0 , ∀j ∈ Γ, ou

ii) u
∣∣
Ωj0

= 0 , para algum j0 ∈ Γ.

Se i) ocorre, de (1.36)− (1.38)

Ij(u) = cj, ∀j ∈ Γ.

Logo, un ∈ Aλnµ para n su�cientemente grande, o que é uma contradição.
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Se ii) ocorre, de (1.36) e (1.37)

|Iλn,j0(un)− cj0)| → cj0 ≥ 4µ,

o que contradiz a hipótese de un ∈ Aλn2µ \ Aλnµ para todo n ∈ N. Como i) ou ii) não

acontecem, temos um absurdo, �nalizando a demonstração.

Proposição 1.4.2 Sejam µ satisfazendo (1.34) e Λ∗ ≥ 1 a constante dada na Proposi-

ção 1.3.2. Então para λ ≥ Λ∗, existe uλ uma solução de (B)λ satisfazendo uλ ∈ Aλµ∩I
cΓ
λ .

Demonstração. Mostraremos, por contradição, que não existem pontos críticos de Iλ

em Aλµ ∩ I
cΓ
λ . Pela Proposição 2.2.7, Iλ satisfaz a condição (PS)d para d ∈ [0, cΓ] e λ

su�cientemente grande. Assim, existe dλ > 0 tal que

||I ′λ(u)|| ≥ dλ, ∀u ∈ Aλµ ∩ I
cΓ
λ .

Por outro lado, pela Proposição 1.4.1,

‖I ′λ(u)‖ ≥ σ0, ∀u ∈ (Aλ2µ \ Aλµ) ∩ IcΓλ ,

onde σ0 é independente de λ. No que segue, de�nimos as funções contínuas Ψ : Eλ → R

e H : IcΓλ → R por

Ψ(u) = 1, u ∈ Aλ3µ/2,

Ψ(u) = 0, u 6∈ Aλ2µ,

0 ≤ Ψ(u) ≤ 1, para u ∈ Eλ,

e

H(u) =

 −Ψ(u) ||Y (u)||−1 Y (u), u ∈ Aλ2µ,

0, u 6∈ Aλ2µ,
onde Y é um campo vetorial pseudo-gradiente para Iλ sobre

X = {u ∈ Eλ; Iλ(u) 6= 0}.

Observe que

||H(u)|| ≤ 1 para todo λ ≥ Λ∗ e u ∈ IcΓλ .

As informações acima garantem a existência de um �uxo η : [0,+∞) × IcΓλ → IcΓλ

de�nido por 
dη(t, u)

dt
= H(η(t, u))

η(0, u) = u ∈ IcΓλ ,
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veri�cando
dIλ(η(t, u))

dt
≤ −Ψ(η(t, u)) ||I ′λ(η(t, u))|| ≤ 0, (1.39)∣∣∣∣∣∣∣∣dηdt
∣∣∣∣∣∣∣∣ = ||H(η)|| ≤ 1, (1.40)

e

η(t, u) = u, ∀ t ≥ 0 e u ∈ IcΓλ \ A
λ
2µ. (1.41)

No que segue, de�nimos

β(s1, · · · , sl) = η(T, γ0(s1, · · · , sl)), ∀(s1, · · · , sl) ∈ [1/R2, 1]l,

onde T > 0 será �xado posteriormente.

Uma vez que,

γ0(s1, · · · , sl) 6∈ Aλ2µ, ∀(s1, · · · , sl) ∈ ∂([1/R2, 1]l),

deduzimos que

β(s1, · · · , sl) = γ0(s1, · · · , sl), ∀(s1, · · · , sl) ∈ ∂([1/R2, 1]l).

Além disso, é fácil checar que

Iλ,RN\Ω′Γ(β(s1, · · · , sl)) ≥ 0, ∀(s1, · · · , sl) ∈ [1/R2, 1]l,

mostrando que β ∈ Γ∗.

Note que supp(γ0(s1, · · · , sl)) ⊂ ΩΓ para todo (s1, · · · , sl) ∈ [1/R2, 1]l e Iλ(γ0(s1, · · · , sl))

independente de λ ≥ Λ. Além disso,

Iλ(γ0(s1, · · · , sl)) ≤ cΓ,∀(s1, · · · , sl) ∈ [1/R2, 1]l

e

Iλ(γ0(s1, · · · , sl)) = cΓ, se sj = 1/R, ∀j ∈ Γ.

Portanto,

m0 = max
{
Iλ(u);u ∈ γ0([1/R2, 1]l) \ Aλµ

}
,

é independente de λ, e veri�ca

m0 < cΓ.
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De fato, se m0 = cΓ existe uma sequência {(sn1 , · · · , snl )} ⊂ [1/R2, 1]l tal que

cΓ −
1

n
≤ Iλ(γ0(sn1 , · · · , snl )) ≤ cΓ,

e portanto

Iλ(γ0(sn1 , · · · , snl ))→ cΓ. (1.42)

Por outro lado, γ0(sn1 , · · · , snl ) /∈ Aλµ , logo existe j0 ∈ Γ tal que

|Ij0(γ0(sn1 , · · · , snl ))− cj0| > µ,

desta desigualdade e pela de�nição de cj0

Ij0(γ0(sn1 , · · · , snl )) < cj0 − µ

e consequentemente,

Iλ(γ0(sn1 , · · · , snl )) < cΓ − µ,

desta forma

lim sup
n→∞

Iλ(γ0(sn1 , · · · , snl )) ≤ cΓ − µ,

o que contradiz (1.42).

Desde que existe K∗ tal que

|Iλ(u)− Iλ(v)| ≤ K∗‖u− v‖λ,Ω′j , ∀u, v ∈ BM+1 e ∀j ∈ Γ,

a�rmamos que para T su�cientemente grande,

max
(s1,··· ,sl∈[1/R2,1]l)

Iλ (β(s1, · · · , sl)) ≤ max{m0, cΓ −
1

2K∗
σ0µ}. (1.43)

De fato, �xe u = γ0(s1, · · · , sl) ∈ Eλ. Se u 6∈ Aλµ,

Iλ (η(t, u))) ≤ Iλ (η(0, u))) = Iλ(u) ≤ m0, ∀t ≥ 0.

Por outro lado, se u ∈ Aλµ, denotando por η̃(t) = η(t, u), d̃λ = min{dλ, σ0} e T =
σ0µ

2K∗dλ
> 0, analisamos os seguintes casos:

Case 1: η̃(t) ∈ Aλ3µ/2,∀t ∈ [0, T ].
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Case 2: η̃(t0) ∈ ∂Aλ3µ/2, para algum t0 ∈ [0, T ].

Análise do Caso 1: Neste caso,

Ψ(η̃(t)) ≡ 1, ∀t ∈ [0, T ]

e

‖I ′λ(η̃(t))‖ ≥ d̃λ,∀t ∈ [0, T ].

Assim,

Iλ(η̃(T )) = Iλ(u) +

∫ T

0

d

ds
Iλ(η̃(s))ds ≤ cΓ −

∫ T

0

d̃λds,

segue que

Iλ(η̃(T )) ≤ cΓ − d̃λT = cΓ −
1

2K∗
σ0µ.

Análise do caso 2: Seja 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T satisfazendo η̃(t1) ∈ ∂Aλµ, η̃(t2) ∈ ∂Aλ3µ/2
e η̃(t) ∈ Aλ3µ/2 \ Aλµ,∀t ∈ [t1, t2]. Então

‖η̃(t1)− η̃(t2)‖ ≥ 1

2K∗
µ. (1.44)

De fato, denotando w1 = η̃(t) e w2 = η̃(t2), segue que

‖w2‖λ,RN\Ω′Γ =
3

2
µ ou |Iλ,j0(w2)− cj0| =

3

2
µ.

Da de�nição de Aλµ, temos ‖w2‖λ,RN\Ω′Γ ≤ µ. Logo,

‖w2 − w1‖λ ≥
1

K∗
|Iλ,j0(w2)− Iλ,j0(w1)| ≥ 1

2K∗
µ.

Pelo Teorema do Valor Médio

‖η̃(t1)− η̃(t2)‖λ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣dηdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ |t1 − t2| . (1.45)

Como

∣∣∣∣∣∣∣∣dηdt
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1, de (1.44) e (1.45),

|t1 − t2| ≥
1

2K∗
µ. (1.46)

Desde que,

Iλ(η̃(T )) ≤ Iλ(u)−
∫ T

0

Ψ(η̃(s))‖I ′λ(η̃(s))‖ds,
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segue de (1.46),

Iλ(η̃(T )) ≤ cΓ −
∫ t2

t1

σ0ds ≤ cΓ −
σ0

2K∗
µ,

provando (1.43).

Assim,

bλ,Γ ≤ max
[1/R2,1]l

Iλ(η̂(s1, · · · , sl)) ≤ max{m0, cΓ −
1

2K∗
σ0µ} < cΓ,

que é um absurdo, pois bλ,Γ → cΓ, quando λ→∞.

Das duas últimas proposições, podemos concluir que Iλ tem um ponto crítico uλ

em Aλµ para λ su�cientemente grande.

Conclusão da Demonstração do Teorema 0.0.1:

Da última Proposição existe {uλn} com λn → +∞ satisfazendo:

I ′λn(uλn) = 0,

‖uλn‖λn,RN\Ω′Γ → 0

e

Iλn,j(uλn)→ cj,∀j ∈ Γ.

Logo, da Proposição 1.2.1,

uλn → u em H2(RN) com u ∈ H2
0 (ΩΓ).

Alem disso, u é uma solução não trivial de
∆2u+ u = f(u), em Ωj

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωj,

(1.47)

com Ij(u) = cj para todo i ∈ Γ. Agora, a�rmamos que u = 0 em Ωj, para todo j /∈ Γ.

De fato, é possível provar que existe σ1 > 0, o qual é independente de j, tal que se v é

uma solução não trivial de (1.47), então

‖v‖H2
0 (Ωj) ≥ σ1.

No entanto, a solução u veri�ca

‖u‖H2(RN\Ω′Γ) = 0,
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mostrando que u = 0 em Ωj, para todo j /∈ Γ. Isto �naliza a demonstração do Teorema

0.0.1.
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Capítulo 2

Soluções multi-bump para equação de

Choquard

No presente capítulo, vamos utilizar os argumentos desenvolvidos no Capítulo 1

para estudar a existência de solução multi-bump para equação não-linear de Choquard
−∆u+ (λV (x) + 1)u =

( 1

|x|µ
∗ |u|p

)
|u|p−2u em R3,

u ∈ H1(R3).
(C)λ

onde µ ∈ (0, 3), p ∈ (2, 6 − µ) e V é uma função contínua não negativa satisfazendo

mais uma vez as hipóteses

(V1) V (x) ≥ 0, ∀ x ∈ RN ;

(V2) Ω = intV −1({0}) é um conjunto aberto, não-vazio, limitado com fronteira suave

∂Ω. Além disso, Ω tem k componentes conexas, mais precisamente,

• Ω =
k⋃
j=1

Ωj;

• dist(Ωi,Ωj) > 0, i 6= j.

(V3) Existe M0 > 0 tal que |{x ∈ RN ; V (x) ≤M0}| < +∞.



2.1 O problema (C)∞,Γ

Para provar a existência de solução multi-bump para (C)λ, o primeiro passo é

considerar o problema limite
−∆u+ u =

(∫
ΩΓ

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2u, in ΩΓ

u 6= 0 em Ωj, j ∈ Γ

u ∈ H1
0

(
ΩΓ

)
,

(C)∞,Γ

e estudar a existência de solução de energia mínima não nula sobre cada componente

Ωj, j ∈ Γ. A ideia principal é provar que o funcional energia associado a (C)∞,Γ

de�nido por

IΓ(u) =
1

2

∫
ΩΓ

(|∇u|2 + |u|2)dx− 1

2p

∫
ΩΓ

(∫
ΩΓ

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|pdx (2.1)

atinge o valor mínimo sobre

MΓ = {u ∈ NΓ : I ′Γ(u)ui = 0 e ui 6= 0, i ∈ Γ}

onde Γ ⊂ {1, · · · , k}, ui = u|Ωi e NΓ é a variedade de Nehari de IΓ de�nida por

NΓ = {u ∈ H1
0 (ΩΓ) \ {0} : I ′Γ(u)u = 0}.

Mais precisamente, provaremos que existe w ∈MΓ tal que

IΓ(w) = inf
u∈MΓ

IΓ(u) and I ′Γ(w) = 0. (2.2)

Dizemos que w ∈ H1
0 (ΩΓ), satisfazendo wi = w|Ωi 6= 0, i ∈ Γ, é uma solução de

energia mínima para (C)∞,Γ se a condição (2.2) vale. Esta propriedade será usada para

caracterizar a forma multi-bump das soluções de (C)λ. Por simplicidade no decorrer

dessa seção consideraremos apenas Γ = {1, 2}. Além disso, denotamos por Ω,M e N

os conjuntos ΩΓ,MΓ e NΓ respectivamente, e IΓ será denotado por I. Logo,

Ω = Ω1 ∪ Ω2,

M = {u ∈ N : I ′(u)ui = 0 e ui 6= 0, i = 1, 2.}

e

N = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} : I ′(u)u = 0}.
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No que segue, denotamos por || ||, || ||1 e || ||2 as normas em H1
0 (Ω), H1

0 (Ω1) e H1
0 (Ω2)

dados por

||u|| =
(∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx

) 1
2

,

||u||1 =

(∫
Ω1

(|∇u|2 + |u|2)dx

) 1
2

e

||u||2 =

(∫
Ω2

(|∇u|2 + |u|2)dx

) 1
2

respectivamente.

Nesta seção e no decorrer desse capítulo recorreremos sucessivas vezes a seguinte

desigualdade clássica de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Proposição 2.1.1 [48] [Desigualdade de Hardy − Littlewood− Sobolev]:

Sejam s, r > 1 e 0 < µ < 3 com 1/s+µ/3 + 1/r = 2. Dados f ∈ Ls(R3) e h ∈ Lr(R3).

Existe uma constante ótima C(s, µ, r), independente de f, h, tais que∫
R3

∫
R3

f(x)h(y)

|x− y|µ
dydx ≤ C(s, µ, r)|f |Ls(R3)|h|Lr(R3).

O seguinte lema mostra que o conjuntoM é não vazio.

Lema 2.1.2 Dados 0 < µ < 3, 2 < p < 6− µ e v ∈ H1
0 (Ω) com vj 6= 0 para j = 1, 2,

então existe (β1, β2) ∈ (0,+∞)2 tais que β1v1 + β2v2 ∈M. ConsequentementeM 6= ∅
e além disso, c0 = inf

u∈M
I(u) > 0.

Demonstração. Fixada v ∈ H1
0 (Ω) com vi 6= 0 para i = 1, 2, de�nimos a função

G(s1, s2) = I(s
1
p

1 v1 + s
1
p

2 v2),

assim como em [42], utilizamos a identidade∫
Ω×Ω

1

|x|µ
∗ (s1|v1|p + s2|v2|p)2dydx =

∫
Ω

(
1

|x|µ2
∗ (s1|v1|p + s2|v2|p)

)2

dx,

a qual é consequência do Teorema 5.9 de [48] e rescrevemos G do seguinte modo

G(s1, s2) =
s

2
p

1

2
‖v1‖2

1 +
s

2
p

2

2
‖v2‖2

2 −
1

2p

∫
Ω

(
1

|x|µ2
∗ (s1|v1|p + s2|v2|p)

)2

dx.

Como G é uma função contínua, G(0, 0) = 0 e G(s1, s2) → −∞ quando |(s1, s2)| →

+∞, temos que G possui um ponto de máximo global (a, b) ∈ [0,+∞)2.
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A�rmação 2.1.3 O ponto (a, b) ∈ (0,+∞)2 é o único máximo global para a função

G.

De fato, dados (s1, s2), (t1, t2) ∈ (0,+∞)2 e t ∈ (0, 1), temos

G(t(s1, s2) + (1− t)(t1, t2)) =
(ts1 + (1− t)t1)2/p

2
‖v1‖2

1 +
(ts2 + (1− t)t2)2/p

2
‖v2‖2

2

− 1

2p

∫
Ω

[
t
( 1

|x|µ2
∗ (s1|v1|p + s2|v2|p)

)
+ (1− t)

( 1

|x|µ2
∗ (t1|v1|p + t2|v2|p)

)]2

dx.

Pela concavidade da função t 7→ t2/p e convexidade estrita da função t 7→ t2 concluímos

que G é uma função estritamente concava e consequentemente (a, b) é o único ponto

de máximo global e ∇G(a, b) = (0, 0). Além disso, temos também a, b 6= 0, pois se um

deles for nulo, digamos a = 0, então

∂G

∂si
(s1, s2) =

1

p
s

2−p
p

i ‖vi‖2
1 −

1

p

∫
Ω

[ 1

|x|µ2
∗ (s1|v1|p + s2|v2|p)|vi|p

]
,

e desde que p > 2 o número
2− p
p

é negativo e portanto,

lim
s1→0

∂G

∂s1

(s1, s2) = +∞,

mas devemos ter,
∂G

∂si
(a, b) = 0, para i = 1, 2.

Agora, mostraremos que c0 > 0. Inicialmente, recordamos que se w ∈M, então

‖w‖2 =

∫
Ω

∫
Ω

|w(y)|p|w(x)|p

|x− y|µ
dydx.

Usando a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, existe C > 0 tal que

‖w‖2 ≤ C|w|2pL6p/(6−µ),

e pelas imersões de Sobolev,

‖w‖2 ≤ C‖w‖2p,

Como ‖w‖ 6= 0, a última desigualdade implica que existe τ > 0 satisfazendo

‖w‖2 ≥ τ, ∀w ∈M.

Logo,

I(w) = I(w)− 1

2p
I ′(w)w =

(
1

2
− 1

2p

)
‖w‖2 ≥

(
1

2
− 1

2p

)
τ > 0, ∀w ∈M.

e então, c0 ≥
(

1

2
− 1

2p

)
τ > 0.

Agora vamos enunciar mais um lema técnico.

44



Lema 2.1.4 Sejam 0 < µ < 3, 2 < p < 6 − µ e {wn} uma sequência limitada em

M com wn ⇀ w em H1
0 (Ω). Desde ‖wn,j‖ 6→ 0, então wj 6= 0 , onde wn,j = wn|Ωj e

wj = w|Ωj para j = 1, 2.

Demonstração. Inicialmente, como {wn} ⊂ M temos para j = 1, 2

‖wn,j‖2
j =

∫
Ωj

(∫
Ω

|wn|p

|x− y|µ
dy

)
|wn,j|pdx,

e pala desigualdade de Hardy-Litllewood-Sobolev juntamente com as imersões de So-

bolev, existe uma constante positiva C tal que

‖wn,j‖2
j ≤ C‖wn‖p‖wn,j‖pj .

Como {wn} é limitada e p > 2, existe uma constante positiva ρ de modo que

‖wn,j‖j ≥ ρ > 0.

Logo,

‖wn,j‖j 6→ 0, quando n→∞.

Agora, suponha por contradição que w1 = 0. Pela desigualdade de Hardy-

Littlewood-Sobolev e pelas imersões de Sobolev, vemos que∫
Ω1

(∫
Ω

|wn|p

|x− y|µ
dy

)
|wn,1|pdx→ 0.

Por outro lado, como I ′(wn)(wn,j) = 0, ou equivalentemente

‖wn,1‖2
1 =

∫
Ω1

(∫
Ω

|wn|p

|x− y|µ
dy

)
|wn,1|pdx,

obtemos

‖wn,1‖2
1 → 0

que é um absurdo. O caso w2 6= 0 segue de forma similar.

Agora, estamos aptos a mostrar a existência de solução de energia mínima para

(C)∞,Γ.

2.1.1 Demonstração do Teorema 0.0.2

Do Lema 2.1.2, c0 > 0 e existe uma sequência {wn} ⊂ M tal que

lim
n
I(wn) = c0.
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Note que {wn} é uma sequência limitada, pois(
1

2
− 1

2p

)
‖wn‖2 = I(wn)− 1

2p
I ′(wn)wn ≤ c0 + on(1).

Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que

wn ⇀ w em H1
0 (Ω) e wn → w em Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, 6) e n→∞.

Considerando a função

G(s1, s2) = I(s
1
p

1 wn,1 + s
1
p

2 wn,2) =
s

2
p

1

2
‖wn,1‖2

1 +
s

2
p

2

2
‖wn,2‖2

2

− 1

2p

∫
Ω

(
1

|x|µ2
∗ (s1|wn,1|p + s2|wn,2|p)

)2

dx.

Sabemos por estudos prévios que∇G(1, 1) = (0, 0). ComoG é uma função estritamente

concava, (1, 1) é um ponto de máximo global. Logo,

I(wn) = I(wn,1 + wn,2) = max
t,s≥0

I(twn,1 + swn,2).

Pelo Lema 2.1.4, sabemos também que wj 6= 0 para j = 1, 2. Então, pelo Lema 2.1.2

existem t1, t2 > 0 tais que

t1w1 + t2w2 ∈M,

e então,

c0 ≤ I(t1w1 + t2w2).

Usando o fato que wn ⇀ w em H1
0 (Ω) e a imersão compacta de Sobolev, temos

I(t1w1 + t2w2) ≤ lim inf
n→+∞

I(t1wn,1 + t2wn,2) ≤ lim inf
n→+∞

I(wn) = c0,

de onde segue que

c0 = I(t1w1 + t2w2) com t1w1 + t2w2 ∈M.

Mostraremos agora que w∗ = t1w1 + t2w2 é um ponto crítico para I. Suponha

por contradição que ‖I ′(w∗)‖ > 0 e �xe α > 0 tal que

‖I ′(w∗)‖ ≥ α.

Além disso, �xaremos r > 0 su�cientemente pequeno tal que se (t, s) ∈ B = Br(1, 1) ⊂

R2, então existe algum ε0 > 0 com

I(t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2) < c0 − 2ε0, ∀(t, s) ∈ ∂B. (2.3)
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Na sequência �xamos ε ∈ (0, ε0) e δ > 0 su�cientemente pequeno tal que

‖I ′(u)‖ ≥ α

2
≥ 4ε

δ
∀u ∈ I−1{[c0 − 2ε, c0 + 2ε]} ∩ S

onde

S = {t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2 : (t, s) ∈ B}.

Usando o Lema de Deformação, existe uma aplicação contínua η : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω),

tal que

η(u) = u ∀u /∈ I−1{[c0 − 2ε, c0 + 2ε]} ∩ S (2.4)

e

η(Ic0+ε ∩ S) ⊂ Ic0−ε ∩ Sδ (2.5)

onde

Sδ = {v ∈ H1
0 (Ω) : dist(v, S) ≤ δ}.

Na sequência, �xamos δ > 0 de modo que

v ∈ Sδ ⇒ v1, v2 6= 0. (2.6)

Assim, de�nindo γ(t, s) = η(t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2), (2.3) e (2.4) implicam que

γ(s, t) = t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2, ∀(s, t) ∈ ∂B. (2.7)

Além disso, como

max
t,s≥0

I(t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2) = I(t1(w∗)1 + t2(w∗)2) = c0,

por (2.5),

I(γ(t, s)) ≤ c0 − ε.

A�rmação 2.1.5 Existe (t0, s0) ∈ B tal que(
I ′(γ(t0, s0))(γ(t0, s0)1), I ′(γ(t0, s0))(γ(t0, s0)2)

)
= (0, 0).

Assumindo por um momento que a a�rmação seja verdadeira, deduzimos que γ(t0, s0) ∈

M, e então,

c0 ≤ I(γ(t0, s0)) ≤ c0 − ε

que é absurdo. Aqui, (2.6) foi usado para garantir que γ(t0, s0)j 6= 0 para j = 1, 2.

Consequentemente, w∗ = t1w1 + t2w2 é um ponto crítico para I.
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Demonstração da a�rmação 2.1.5: Inicialmente, note que(
I ′(γ(t, s))(γ(t, s)1), I ′(γ(t, s))(γ(t, s)2)

)
= (0, 0)

ou equivalentemente(
1

t
I ′(γ(t, s))(γ(t, s)1),

1

s
I ′(γ(t, s))(γ(t, s)2)

)
= (0, 0)

e por (2.7)(
1

t
I ′(γ(t, s))(γ(t, s)1),

1

s
I ′(γ(t, s))(γ(t, s)2)

)
=

(
1

t
I ′(γ0(t, s))(γ0(t, s)1),

1

s
I ′(γ0(t, s))(γ0(t, s)2)

)
,

para todo (t, s) ∈ ∂B, onde

γ0(t, s) = t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2 ∀(s, t) ∈ B.

Considerando a função

G(t, s) = I(t
1
p (w∗)1 + s

1
p (w∗)2),

deduzimos que

1

p

(
1

t
I ′(γ0(t, s))(γ0(t, s)1),

1

s
I ′(γ0(t, s))(γ0(t, s)2)

)
= ∇G(t, s) ∀(t, s) ∈ B.

Como G é uma função estritamente concava e ∇G(1, 1) = (0, 0), segue que

0 > 〈∇G(t, s)−∇G(1, 1), (t, s)− (1, 1)〉 = 〈∇G(t, s), (t, s)− (1, 1)〉 ∀(s, t) 6= (1, 1),

então,

0 > 〈∇G(t, s), (t, s)− (1, 1)〉 para |(s, t)− (1, 1)| = r.

De�nindo H : R2 → R2 por

H(t, s) = ∇G(t, s)

e f(t, s) = H(t+ 1, s+ 1), temos que

0 > 〈f(t, s), (t, s)〉 para |(s, t)| = r.

Usando o Teorema do ponto �xo de Brouwer, sabemos que existe (t∗, s∗) ∈ Br(0, 0) tal

que f(t∗, s∗) = (0, 0), isto é,

H(t∗ + 1, s∗ + 1) = (0, 0),

de onde segue que existe (t0, s0) ∈ B tal que(
I ′(γ(t, s))(γ(t, s)1), I ′(γ(t, s))(γ(t, s)2)

)
= (0, 0),

o que completa a demonstração da a�rmação.
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2.2 A condição (PS)c para Iλ

Nesta seção, provaremos algumas propriedades de convergência para as sequências

(PS) do funcional Iλ. Nosso principal objetivo é provar que, dado c ≥ 0 independente

de λ, o funcional Iλ satisfaz a condição (PS)d para d ∈ [0, c), desde que λ seja su�ci-

entemente grande.

Lema 2.2.1 Seja {un} ⊂ Eλ uma sequência (PS)c para Iλ, então {un} é limitada.

Além disso, c ≥ 0.

Demonstração. Como {un} é uma sequência (PS)c,

Iλ(un)→ c e I ′λ(un)→ 0.

Então, para n su�cientemente grande

Iλ(un)− 1

2p
I ′λ(un)un ≤ c+ 1 + ‖un‖λ. (2.8)

Por outro lado,

Iλ(un)− 1

2p
I ′λ(un)un =

(
1

2
− 1

2p

)
‖un‖2

λ. (2.9)

Além disso, de (2.8) e (2.9)(
1

2
− 1

2p

)
‖un‖2

λ ≤ c+ 1 + ‖un‖λ,

de onde segue a limitação de {un}. Assim, por (2.9),

0 ≤
(

1

2
− 1

2p

)
‖un‖2

λ ≤ c+ on(1), (2.10)

e o Lema segue passando ao limite com n→ +∞.

Corolário 2.2.2 Seja {un} ⊂ Eλ uma sequência (PS)0 para Iλ. Então un → 0 em

Eλ.

Demonstração. Segue dos argumentos usados na demonstração do Lema 2.2.1.

No próximo Lema mostraremos uma propriedade para o funcional Iλ que está

relacionada ao Lema de Brezis-Lieb para não-linearidades não locais, ver [1, 53].

Lema 2.2.3 Sejam c ≥ 0 e (un) uma sequência (PS)c para Iλ. Se un ⇀ u em Eλ,

então

Iλ(vn)− Iλ(un) + Iλ(u) = on(1) (2.11)

I ′λ(vn)− I ′λ(un) + I ′λ(u) = on(1), (2.12)

onde vn = un − u. Além disso, {vn} é uma sequência (PS)c−Iλ(u).
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Demonstração. Primeiramente, note que

Iλ(vn)−Iλ(un) + Iλ(u) =
1

2

(
‖vn‖2

λ − ‖un‖2
λ + ‖u‖2

λ

)
−

− 1

2p

∫
R3

(∫
R3

|vn(y)|p |vn(x)|p − |un(y)|p |un(x)|p + |u(y)|p |u(x)|p

|x− y|µ
dy

)
dx.

Como un ⇀ u em Eλ, temos

Iλ(vn)− Iλ(un) + Iλ(u) = on(1) +
1

2p

∫
R3

(∫
R3

|vn(y)|p (− |vn(x)|p + |un(x)|p − |u(x)|p)
|x− y|µ

dy

)
dx

+
1

2p

∫
R3

(∫
R3

|un(y)|p (− |vn(x)|p + |un(x)|p − |u(x)|p)
|x− y|µ

dy

)
dx (2.13)

+
1

2p

∫
R3

(∫
R3

|u(y)|p (− |vn(x)|p + |un(x)|p − |u(x)|p)
|x− y|µ

dy

)
dx

+
1

p

∫
R3

(∫
R3

|vn(y)|p|u(x)|p

|x− y|µ
dy

)
dx.

Pela desigualdade de Hardy-Litllewood-Sobolev,

∫
R3

∫
R3

|vn(y)|p
(
|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p

)
|x− y|µ

dy

 dx ≤

C |vn|p6p
6−µ

(∫
R3

∣∣|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣ 6

6−µdx

) 6−µ
6

.

Note que∫
R3

∣∣∣|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx =

∫
BR(0)

∣∣∣|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx+ (2.14)∫

R3\BR(0)

∣∣∣|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx.

onde, R > 0 será �xado posteriormente. Como un ⇀ u em Eλ, sabemos que

• un → u, em L
6p

6−µ (BR(0));

• un(x)→ u(x), q.s. em R3,

e existe h1 ∈ L
6p

6−µ (BR(0)) tal que

|un(x)| ≤ h1(x) q.s. em R3.

Desta forma,

|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p → 0, q.s. em R3,
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e ∣∣∣ |vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ ≤ (2p + 1)
6

6−µ (h1(x) + |u(x)|)
6p

6−µ ∈ L1(BR(0)).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue,∫
BR(0)

∣∣∣ |vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx→ 0. (2.15)

Além disso, temos também∣∣∣ |un(x)− u(x)|p − |un(x)|p
∣∣∣ ≤ p2p−1(|un(x)|p−1 |u(x)|+ |u(x)|p),

então,∫
R3\BR(0)

∣∣∣ |un(x)− u(x)|p − |un(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx ≤ (2.16)

C

∫
R3\BR(0)

|un(x)|
6(p−1)

6−µ |u(x)|
6

6−µ dx+ C

∫
R3\BR(0)

|u(x)|
6p

6−µ dx.

Usando a desigualdade de Hölder, temos∫
R3\BR(0)

|un(x)|
6(p−1)

6−µ |u(x)|
6

6−µ dx ≤
(∫

R3\BR(0)

|un(x)|
6p

6−µ dx

) p−1
p
(∫

R3\BR(0)

|u(x)|
6p

6−µ dx

) 1
p

.

Das imersões de Sobolev e pela limitação de {un},∫
R3\BR(0)

|un(x)|
6(p−1)

6−µ |u(x)|
6

6−µ dx ≤ C|u|6/(6−µ)

L 6p
(6−µ)

(R3\BR(0)).

Como para cada ε > 0, podemos escolher R > 0 tal que∫
R3\BR(0)

|u(x)|
6p

6−µ dx ≤ ε,

concluímos que ∫
R3\BR(0)

∣∣∣ |vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx ≤ ε,

logo,

lim sup
n→∞

∫
R3\BR(0)

∣∣∣ |vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx = 0. (2.17)

De (2.14)-(2.17), ∫
R3

∣∣∣|vn(x)|p − |un(x)|p + |u(x)|p
∣∣∣ 6

6−µ
dx→ 0.
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Para �nalizar a demonstração, precisamos provar que∫
R3

(∫
R3

|vn(y)|p|u(x)|p

|x− y|µ
dy

)
dx→ 0.

Uma vez que vn ⇀ 0 em Eλ e p ∈ (2, 6−µ), a sequência {|vn|p} é limitada em L
6

6−µ (R3).

Como vn(x) → 0 q.s. em R3, garantimos que {|vn|p} converge fracamente para 0 em

L
6

6−µ (R3). Usando mais uma vez a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, sabemos

que o funcional linear Φ : L
6

6−µ (R3)→ R de�nido por

Φ(w) =

∫
R3

( 1

|x|µ
∗ w
)
|u(x)|pdx

é contínuo. Consequentemente, Φ(|vn|p)→ 0, ou equivalentemente,∫
R3

( 1

|x|µ
∗ |vn(x)|p

)
|u(x)|pdx→ 0,

e a demonstração está completa.

Lema 2.2.4 Seja {un} uma sequência (PS)c para Iλ. Então c = 0, ou existe c∗ > 0,

independente de λ, tal que c ≥ c∗, para todo λ > 0.

Demonstração. Pelo Lema 2.2.1, sabemos que c ≥ 0. Se c > 0, temos por um lado

c+ on(1)‖un‖λ = Iλ(un)− 1

2p
I ′λ(un)un ≥

(
p− 1

2p

)
‖un‖2

λ,

ou equivalentemente,

lim sup
n→+∞

‖un‖2
λ ≤

2pc

p− 1
. (2.18)

Por outro lado, a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev juntamente com as imer-

sões de Sobolev implicam que

I ′λ(un)un ≥
1

2
‖un‖2

λ −K‖un‖
2p
λ ,

onde K é uma constante positiva. Assim, existe δ > 0 tal que

I ′λ(un)un ≥
1

4
||un||2λ , para ||un||λ < δ. (2.19)

Considere c∗ = δ2p− 1

2p
e c < c∗. Então segue que

‖un‖λ ≤ δ (2.20)

52



para n su�cientemente grande. De onde,

I ′λ(un)un ≥
1

4
‖un‖2

λ,

e consequentemente

‖un‖2
λ → 0.

Portanto,

Iλ(un)→ Iλ(0) = 0,

o que contradiz o fato que (un) é uma sequência (PS)c com c > 0. Logo, c ≥ c∗.

Lema 2.2.5 Seja {un} uma sequência (PS)c para Iλ. Então, existe δ0 > 0 indepen-

dente de λ, tal que

lim inf
n→+∞

|un|2p
L

6p
6−µ (R3)

≥ δ0c.

Demonstração. Como {un} é uma sequência (PS)c para Iλ,

c = lim
n→+∞

Iλ(un) = lim
n→+∞

(
Iλ(un)− 1

2
I ′λ(un)un

)
=

(
1

2
− 1

2p

)
lim

n→+∞

∫
R3

( 1

|x|µ
∗ |un|p

)
|un|pdx,

pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, obtemos

c ≤
(

1

2
− 1

2p

)
K lim inf

n→+∞
|un|2p

L
6p

6−µ (R3)
.

Portanto, a conclusão segue considerando

δ0 =

(
p− 1

2p

)
K−1 > 0.

Lema 2.2.6 Seja c1 > 0 uma constante independente de λ. Dado ε > 0, existem

Λ = Λ(ε) e R = R(ε, c1) tal que, se {un} é uma sequência (PS)c para Iλ com c ∈ [0, c1],

então

lim sup
n→+∞

|un|2p
L

6p
6−µ (BcR(0))

≤ ε, ∀λ ≥ Λ.

Demonstração.

Para R > 0, considere

A(R) = {x ∈ R3/ |x| > R e V (x) ≥M0}
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e

B(R) = {x ∈ R3/ |x| > R e V (x) < M0}.

Então, ∫
A(R)

u2
ndx ≤

1

(λM0 + 1)

∫
R3

(λV (x) + 1)u2
ndx

≤ 1

(λM0 + 1)
||un||2λ (2.21)

≤ 1

(λM0 + 1)

[(
1

2
− 1

2p

)−1

c+ on(1)

]

≤ 1

(λM0 + 1)

[(
1

2
− 1

2p

)−1

c1 + on(1)

]
.

Desde que c1 é independente de λ, por (2.21) existe Λ > 0 tal que

lim sup
n→+∞

∫
A(R)

u2
ndx <

ε

2
, ∀λ ≥ Λ. (2.22)

Por outro lado, usando a desigualdade de Hölder para s ∈ [1, 3] e a imersão contínua

Eλ ↪→ L2s(R3), vemos que∫
B(R)

u2
ndx ≤ β ||un||2λ |B(R)|

1
s′ ≤ c1

(
1

2
− 1

2p

)−1

|B(R)|
1
s′ + on(1),

onde β é uma constante positiva. Agora, pela hipótese (V3) do potencial V , sabemos

que

|B(R)| → 0, when R→ +∞,

então podemos escolher R su�cientemente grande tal que

lim sup
n→+∞

∫
B(R)

u2
ndx <

ε

2
. (2.23)

De (2.22) e (2.23), obtemos que

lim sup
n→+∞

∫
R3

u2
ndx < ε.

Assim como no Lema 1.1.6, usamos a desigualdade de interpolação para mostrar que

lim sup
n→+∞

∫
R3\BR(0)

|un|
6p

6−µdx < ε, λ > Λ,

aumentando os valores de R e Λ se necessário.
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Proposição 2.2.7 Dado c1 > 0, independente de λ, existe Λ = Λ(c1) > 0 tal que se

λ ≥ Λ, então Iλ veri�ca a condição (PS)c para todo c ∈ [0, c1].

Demonstração. Seja {un} uma sequência (PS)c. O Lema 2.2.1 implica que {un} é

limitada. Passando a uma subsequência se necessário,
un ⇀ u, em Eλ;

un(x)→ u(x), q.s. em R3;

un → u, em Lsloc(R3), 1 ≤ s < 6.

Então, I ′λ(u) = 0 e Iλ(u) ≥ 0. Considerando vn = un − u, o Lema 2.2.3 garante que

{vn} é uma sequência (PS)d com d = c− Iλ(u). Além disso,

0 ≤ d = c− Iλ(u) ≤ c ≤ c1.

A�rmamos que d = 0. Suponha que d > 0, pelos Lemas 2.2.4 e 2.2.5, sabemos que

d ≥ c∗ e

lim inf
n→+∞

|vn|2p
L

6p
6−µ (R3)

≥ δ0c∗ > 0. (2.24)

Aplicando o Lema 2.2.6 com ε =
δ0c∗

2
> 0, existem Λ, R > 0 tais que

lim sup
n→+∞

|vn|2p
L

6p
6−µ (BcR(0))

≤ δ0c∗
2
, para λ ≥ Λ. (2.25)

Combinando (2.24) e (2.25), obtemos

lim inf
n→+∞

|vn|2p
L

6p
6−µ (BR(0))

≥ δ0c∗
2

> 0,

o que é absurdo, pois como vn ⇀ 0 em Eλ, a imersão compacta Eλ ↪→ L
6p

6−µ (BR(0))

implica que

lim inf
n→+∞

|vn|2p
L

6p
6−µ (BR(0))

= 0.

Logo, d = 0 e {vn} é uma sequência (PS)0. Então, pelo Corolário 2.2.2, vn → 0 em Eλ.

Portanto, Iλ satisfaz a condição (PS)c para c ∈ [0, c1] se λ é su�cientemente grande.

2.3 A condição (PS)c,∞ para (C)λ

Nesta seção apresentamos uma versão da condição (PS)c,∞ para o problema de

Choquard (C)λ.
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Proposição 2.3.1 Supondo que 0 < µ < 3, 2 ≤ p < 6 − µ e {un} ⊂ H1(R3) é uma

sequência (PS)d,∞ para (Iλ)λ≥1 com 0 < d ≤ cΓ. Então, passando a uma subsequência,

existe u ∈ H1(R3) tal que un ⇀ u in H1(R3). Além disso,

(i) un → u em H1(R3);

(ii) u = 0 em R3 \ Ω e u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução para

−∆u+ u =
(∫

Ω

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2u em Ω;

(iii) λn

∫
R3

V (x)|un|2 → 0;

(iv) ‖un − u‖2
λ,Ω → 0;

(v) ‖un‖2
λ,R3\Ω → 0;

(vi) Iλn(un)→ 1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx− 1

2p

∫
Ω

(∫
Ω

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|pdx.

Demonstração. Por hipótese,

Iλn(un)→ d and ‖I ′λn(un)‖E′λn → 0.

Então, os mesmos argumentos empregados na demonstração do Lema 2.2.1 mostra que

(‖un‖λn) e (un) são limitados em R e H1(R3) respectivamente. Logo, passando a uma

subsequência, existe u ∈ H1(R3) tal que

un ⇀ u em H1(R3) e un(x)→ u(x) q.s. para x ∈ R3.

Agora, para cada m ∈ N, nós de�nimos Cm =

{
x ∈ R3 ; V (x) ≥ 1

m

}
. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que λn < 2(λn − 1), ∀n ∈ N. Logo∫
Cm

|un|2dx ≤
2m

λn

∫
Cm

(
λnV (x) + 1)|un|2dx ≤

C

λn
.

Pelo Lema de Fatou, obtemos que ∫
Cm

|u|2dx = 0,

o que implica u = 0 em Cm, assim, u = 0 em R3 \ Ω. Desta forma, estamos aptos a

provar (i)− (vi).

(i) Por um cálculo simples, vemos que

‖un − u‖2
λn = I ′λn(un)un − I ′λn(un)u+

∫
R3

( 1

|x|µ
∗ |un|p

)
|un|p−2un(un − u)dx+ on(1),
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então,

‖un − u‖2
λn =

∫
R3

( 1

|x|µ
∗ |un|p

)
|un|p−2un(un − u)dx+ on(1).

Como na demonstração do Lema 2.2.3,

‖un − u‖2
λn → 0,

o que signi�ca que un → u em H1(R3).

(ii) Como u ∈ H1(R3) e u = 0 em R3 \ Ω, temos u ∈ H1
0 (Ω) e u|Ωj ∈ H1

0 (Ωj),

para j ∈ {1, 2..., k}. Além disso, levando em consideração un → u em H1(R3) e

I ′λn(un)ϕ→ 0 para ϕ ∈ C∞0 (Ω), obtemos∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ)dx−
∫

Ω

(∫
Ω

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2uϕdx = 0, (2.26)

mostrando que u|Ω é uma solução para o problema não-local

−∆u+ u =
(∫

Ω

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2u em Ω.

(iii) Tendo (i) em mente,

λn

∫
R3

V (x)|un|2dx =

∫
R3

λnV (x)|un − u|2dx ≤ ‖un − u‖2
λn .

Então

λn

∫
R3

V (x)|un|2dx→ 0.

(iv) Para cada j ∈ {1, 2..., k},

|un − u|22,Ωj , |∇un −∇u|
2
2,Ωj
→ 0.

Assim, ∫
Ω

|∇un|2dx→
∫

Ω

|∇u|2dx e
∫

Ω

|un|2dx→
∫

Ω

|u|2dx.

Em vista de (iii), sabemos ∫
Ω

λnV (x)|un|2dx→ 0,

implicando em

‖un‖2
λn,Ω →

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx.

(v) Combinando (i) e ‖un − u‖2
λn → 0, obtemos

‖un‖2
λn,R3\Ω → 0.
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(vi) Podemos escrever o funcional Iλn da seguinte forma

Iλn(un) =
1

2

∫
Ω

(|∇un|2 + (λnV (x) + 1)|un|2)dx+
1

2

∫
R3\Ω

(|∇un|2 + (λnV (x) + 1)|un|2)dx

− 1

2p

∫
R3\Ω

( 1

|x|µ
∗ |un|p

)
|un|pdx−

1

2p

∫
Ω

( 1

|x|µ
∗ |un|p)|un|pdx.

A�rmação 2.3.2 Usando (i)− (v), obtemos

(a)

∫
Ω

( 1

|x|µ
∗ |un|p

)
|un|pdx→

∫
Ω

(∫
Ω

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|pdx;

(b)

∫
R3\Ω

( 1

|x|µ
∗ |un|p

)
|un|pdx→ 0;

(c)
1

2

∫
Ω

(|∇un|2 + (λnV (x) + 1)|un|2)dx→ 1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx;

(d)
1

2

∫
R3\Ω

(|∇un|2 + (λnV (x) + 1)|un|2)dx→ 0,

De fato, para mostrarmos o item (a) consideremos

ũn(x) =

 un(x), se x ∈ Ω

0, se x ∈ R3 \ Ω.

Então,∣∣∣ ∫
Ω

∫
R3

|un(y)|p|un(x)|p

|x− y|µ
dydx−

∫
Ω

∫
Ω

|u(y)|p|u(x)|p

|x− y|µ
dydx

∣∣∣ ≤∫
R3

∫
R3

∣∣∣|un(y)|p − |u(y)|p
∣∣∣|ũn(x)|p

|x− y|µ
dydx+

∫
R3

∫
R3

|u(y)|p
∣∣∣|ũn(x)|p − |u(x)|p

∣∣∣
|x− y|µ

dydx

Por Hardy-Litllewood-Sobolev,

∫
R3

∫
R3

∣∣∣|un(y)|p − |u(y)|p
∣∣∣|ũn(x)|p

|x− y|µ
dydx ≤

(∫
R3

∣∣∣|un(x)|p−|u(x)|p
∣∣∣6/(6−µ)

dx
)(6−µ)/6

|ũn|p
L

6p
6−µ (R3)

.

Segue por (i) e das imersões de Sobolev que

∫
R3

∫
R3

∣∣∣|un(y)|p − |u(y)|p
∣∣∣|ũn(x)|p

|x− y|µ
dydx→ 0.

Analogamente, ∫
R3

∫
R3

|u(y)|p
∣∣∣|ũn(x)|p − |u(x)|p

∣∣∣
|x− y|µ

dydx→ 0.
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Mostrando (a). Para provar (b) consideramos

ũn(x) =

 un(x), se x ∈ R3 \ Ω

0, se x ∈ Ω,

e procedemos da mesma forma que no item (a). Os itens (c) e (d) seguem imediatamente

de (iii)− (v).

Portanto, podemos concluir que

Iλn(un)→ 1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx− 1

2p

∫
Ω

(∫
Ω

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|pdx.

2.4 Outras proposições para cΓ

No que segue, sem perda de generalidade, we consideramos Γ = {1, · · · , l}, com

l ≤ k. Além disso, denotamos por Ω′Γ = ∪j∈ΓΩ′j, onde Ω′j é uma vizinhança aberta Ωj

com Ω′j ∩ Ω′i = ∅ se j 6= i. Usando esta notação, introduzimos o funcional

Iλ,Γ(u) =
1

2

∫
Ω′Γ

(|∇u|2 + (λV (x) + 1)|u|2)dx− 1

2p

∫
Ω′Γ

(∫
Ω′Γ

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|pdx,

que é o funcional energia associado a equação de Choquard com condição de Neumann
−∆u+ (λV (x) + 1)u =

(∫
Ω′Γ

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2u, em Ω′Γ,

∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ω′Γ.

(CNλ)

No que segue, denotamos por cΓ o número dado por

cΓ = inf
u∈MΓ

IΓ(u)

onde

MΓ = {u ∈ NΓ : I ′Γ(u)uj = 0 e uj 6= 0, ∀j ∈ Γ}

com uj = u|Ωj e

NΓ = {u ∈ H1(ΩΓ) \ {0} : I ′Γ(u)u = 0}.

Analogamente, denotamos por cλ,Γ o número dado

cλ,Γ = inf
u∈M′Γ

Iλ,Γ(u)
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onde

M′
Γ = {u ∈ N ′Γ : I ′λ,Γ(u)uj = 0 e uj 6= 0, ∀j ∈ Γ}

com uj = u|Ω′j e

N ′Γ = {u ∈ H1(Ω′Γ) \ {0} : I ′λ,Γ(u)u = 0}.

Repetindo os mesmos argumentos da Seção 2, sabemos que existem wΓ ∈ H1
0 (ΩΓ) e

wλ,Γ ∈ H1(Ω′Γ) tais que

IΓ(wΓ) = cΓ and I ′Γ(wΓ) = 0

e

Iλ,Γ(wλ,Γ) = cλ,Γ e I ′λ,Γ(wλ,Γ) = 0.

A seguinte proposição descreve uma importante relação entre cΓ e cλ,Γ.

Lema 2.4.1 (i) 0 < cλ,Γ ≤ cΓ, ∀λ ≥ 0;

(ii) cλ,Γ → cΓ, quando λ→∞.

Demonstração. (i) Como H1
0 (ΩΓ) ⊂ H1(Ω′Γ), é fácil ver que

0 < cλ,Γ ≤ cΓ.

(ii) Consideremos a sequência λn → ∞. Dos comentários acima, para cada λn

existe wn ∈ H1(Ω′) com

Iλn,Γ(wn) = cλn,Γ e I ′λn,Γ(wn) = 0.

Como
(
cλn,Γ

)
é limitada, existe (wni), subsequência de (wn), tal que (Iλni ,Γ(wni)) con-

verge e I ′λni ,Γ(wni) = 0. Repetindo as mesmas ideias exploradas na demonstração da

Proposição 2.3.1, sabemos que existe w ∈ H1
0 (ΩΓ) \ {0} ⊂ H1(Ω′Γ) tal que

wj = w|Ωj 6= 0, j ∈ Γ

e

wni → w em H1(Ω′Γ), quando ni →∞.

Além disso, temos também

cλni ,Γ = Iλni ,Γ(wni)→ IΓ(w)
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e

0 = I ′λni ,Ω′(wni)→ I ′Γ(w).

Pela de�nição de cΓ,

lim
i
cλni ,Γ ≥ cΓ.

Então, combinando o último limite com a conclusão (i), podemos garantir que

cλni ,Γ → cΓ, quando ni →∞.

Isto estabelece o resultado enunciado.

Na sequência, denotaremos por w ∈ H1
0 (ΩΓ) a solução de energia mínima obtida

na Seção 2, isto é,

w ∈MΓ, IΓ(w) = cΓ e I ′Γ(w) = 0. (2.27)

Fazendo a mudança de variáveis tj = s
1
p

j , é óbvio que

IΓ

(
t1w1 + · · ·+ tlwl

)
=

l∑
j=1

t2j
2
||wj||2j −

1

2p

∫
ΩΓ

(∫
ΩΓ

∣∣∑l
j=1 tjwj

∣∣p
|x− y|µ

dy

)∣∣∣ l∑
j=1

tjwj

∣∣∣pdx
=

l∑
j=1

s
2
p

j

2
||wj||2j −

1

2p

∫
ΩΓ

(∫
ΩΓ

∑l
j=1 sj|wj|p

|x− y|µ
dy

)( l∑
j=1

sj|wj|p
)
dx.

Argumentando mais uma vez como em [42],

∫
ΩΓ

(∫
ΩΓ

∑l
j=1 sj|wj|p

|x− y|µ
dy

)( l∑
j=1

sj|wj|p
)
dx =

∫
ΩΓ

[
1

|x|µ/2
∗
( l∑
j=1

sj|wj|p
)]2

dx.

Como s 7→ s2/p é concavo e s 7→ s2 é estritamente convexo, concluímos que a função

G(s1, s2, · · · , sl) = IΓ(s
2
p

1 w1 + · · ·+ s
2
p

l wl)

é estritamente concava com ∇G(1, · · · , 1) = 0. Logo, (1, · · · , 1) é o único ponto de

máximo global de G sobre [0,+∞)l com G(1, · · · , 1) = cΓ.

Assumindo p > 2, temos

I ′Γ(
l∑

j=1

tjwj)(tiwi) = t2i ‖wi‖2
i − t

2p
i

∫
Ωi

(∫
Ωi

|wi|p

|x− y|
dy

)
|wi|pdx

−
l∑

j=1,j 6=i

tpi t
p
j

∫
Ωj

(∫
Ωi

|wi|p

|x− y|
dy

)
|wj|pdx
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e consequentemente existem r > 0 su�cientemente pequeno e R > 0 su�cientemente

grande tais que

I ′Γ(
l∑

j=1,j 6=i

tjwj(x) +Rwi)(Rwi) < 0, para i ∈ Γ,∀tj ∈ [r, R] e j 6= i, (2.28)

I ′Γ(
l∑

j=1,j 6=i

tjwj(x) + rwi)(rwi) > 0, para i ∈ Γ,∀tj ∈ [r, R] e j 6= i. (2.29)

e

IΓ

( l∑
j=1

tjwj(x)
)
< cΓ, ∀(t1, · · · , tl) ∈ ∂[r, R]l, (2.30)

onde wj := w|Ωj , j ∈ Γ. Usando estas informações, podemos de�nir

γ0(t1, · · · , tl)(x) =
l∑

j=1

tjwj(x) ∈ H1
0 (ΩΓ), ∀(t1, · · · , tl) ∈ [r, R]l,

e denote por Γ∗ a classe de funções contínuas γ ∈ C
(
[r, R]l, Eλ \ {0}

)
que satisfaz as

seguintes condições:

(a) γ = γ0 sobre ∂[r, R]l,

e

(b) ΦΓ(γ) =
1

2

∫
R3\Ω′Γ

(
|∇γ|2 + (λa(x) + 1)|γ|2

)
dx− 1

p

∫
R3\Ω′Γ

(
1

|x|µ
∗ |γ|p

)
|γ|pdx ≥ 0,

onde R > 1 > r > 0 são constantes positivas obtidas em (2.28) e (2.29). Como γ0 ∈ Γ∗,

sabemos que Γ∗ 6= ∅. Por (a) para uma função γ e (2.30), temos

Iλ
(
γ(t1, · · · , tl)

)
< cΓ, ∀(t1, · · · , tl) ∈ ∂[r, R]l,∀γ ∈ Γ∗. (2.31)

O próximo lema será usado para descrever a propriedade de interseção das funções

de Γ∗ e o conjuntoMΓ na seção �nal.

Lema 2.4.2 Para todo γ ∈ Γ∗, existe (t1, . . . , tl) ∈ (r, R)l tal que

I ′λ,Γ(γ(t1, . . . , tl))γj(t1, . . . , tl) = 0,

onde γj(t1, . . . , tl) = γ(t1, . . . , tl)|Ω′j , j ∈ Γ.

Demonstração. Desde que p > 2 e γ = γ0 sobre ∂[r, R]l, usando (2.28) e (2.29),

vemos que o resultado segue pelo Teorema de Miranda [51].
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2.5 Demonstração do Teorema 0.0.3

Nesta seção, vamos encontar uma família de soluções não negativas uλ para va-

lores grandes de λ, que convergem para uma solução de energia mínima de (C)∞,Γ as

λ→∞. Para este �m, provaremos duas proposições que, juntamente com a Proposição

2.3.1, nos ajudará a provar o Teorema 0.0.3.

Daqui em diante, denotamos por

Θ =
{
u ∈ Eλ : ‖u‖λ,Ω′j >

rτ

2
j = 1, · · · , l

}
,

onde r foi �xado em (2.28) e τ é uma constante positiva tal que

‖uj‖j > τ, ∀u ∈ ΥΓ = {u ∈MΓ : IΓ(u) = cΓ} and ∀j ∈ Γ.

Além disso, IcΓλ denota o conjunto

IcΓλ =
{
u ∈ Eλ ; Iλ(u) ≤ cΓ

}
.

Fixando δ =
rτ

8
, para ξ > 0 su�cientemente pequeno, de�nimos

Aλξ =
{
u ∈ Θ2δ : ΦΓ(u) ≥ 0, ||u||λ,R3\Ω′Γ

≤ ξ e |Iλ(u)− cΓ| ≤ ξ
}
. (2.32)

Observe que

w ∈ Aλξ ∩ I
cΓ
λ ,

mostrando que Aλξ ∩I
cΓ
λ 6= ∅. Temos a seguinte estimativa uniforme de

∥∥I ′λ(u)
∥∥
E∗λ

sobre

a região
(
Aλ2ξ \ Aλξ

)
∩ IcΓλ .

Proposição 2.5.1 Para cada ξ > 0, existem Λ∗ ≥ 1 e σ0 > 0 independente de λ tal

que ∥∥I ′λ(u)
∥∥
E∗λ
≥ σ0, para λ ≥ Λ∗ e todo u ∈

(
Aλ2ξ \ Aλξ

)
∩ IcΓλ . (2.33)

Demonstração. Nós assumimos que existem λn → ∞ e un ∈
(
Aλn2ξ \ A

λn
ξ

)
∩ IcΓλn tal

que ∥∥I ′λn(un)
∥∥
E∗λn
→ 0.

Desde que un ∈ Aλn2ξ , sabemos que {‖un‖λn} e
{
Iλn(un)

}
são ambas limitadas. Passando

a uma subsequência se necessário, podemos assumir que {Iλn(un)} converge. Assim,

da Proposição 2.3.1, existe u ∈ H1
0 (ΩΓ) tal que u é uma solução para

−∆u+ u =
(∫

ΩΓ

|u|p

|x− y|µ
dy
)
|u|p−2u in ΩΓ
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com

un → u in H1(R3), ‖un‖λn,R3\Ω → 0 e Iλn(un)→ IΓ(u).

Como (un) ⊂ Θ2δ, resulta que

‖un‖λn,Ω′j >
rτ

4
, j = 1, · · · , l.

Fazendo n→ +∞, obtemos a desigualdade

‖u‖j ≥
rτ

4
> 0, j = 1, · · · , l,

que implica u|Ωj 6= 0, j = 1, · · · , l e I ′Γ(u) = 0. Consequentemente, IΓ(u) ≥ cΓ.

Todavia, do fato que Iλn(un) ≤ cΓ e Iλn(un)→ IΓ(u), temos IΓ(u) = cΓ, então, u ∈ ΥΓ.

Logo, para n su�cientemente grande

‖un‖j >
rτ

2
e |Iλn(un)− cΓ| ≤ ξ, j = 1, · · · , l.

Desta forma un ∈ Aλnξ , o que é uma contradição, �nalizando a demonstração.

No que segue, ξ1, ξ
∗ serão de�nidos como

ξ1 = min
(t1,··· ,tl)∈∂[r,R]l

|IΓ(γ0(t1, · · · , tl))− cΓ| > 0

e

ξ∗ = min{ξ1/2, δ, ρ/2},

onde

ρ = 4R2cΓ,

e R,δ são dados em (2.28) e (2.32), respectivamente. Além, para cada s > 0, Bλ
s denota

o conjunto

Bλ
s =

{
u ∈ Eλ ; ‖u‖2

λ ≤ s
}

para s > 0.

Proposição 2.5.2 Dados 0 < µ < 3 e 2 < p < 6 − µ. Sejam ξ ∈ (0, ξ∗) e Λ∗ ≥ 1

dados na proposição anterior. Então, para λ ≥ Λ∗, existe uma solução uλ de (C)λ tal

que uλ ∈ Aλξ ∩ I
cΓ
λ ∩B

λ
2ρ+1.

Demonstração. A demonstração desta proposição segue da mesma forma da Propo-

sição 1.4.2.

[Demonstração do Teorema 0.0.3: Conclusão] Da última Proposição, existe (uλn)

com λn → +∞ satisfazendo:
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(a) I ′λn(uλn) = 0, ∀n ∈ N;

(b) Iλn(uλn)→ cΓ.

(c) ||uλn ||λn,RN\Ω′Γ → 0.

Portanto, da Proposição 2.3.1, obtemos que (uλn) converge emH1(R3) para uma função

u ∈ H1(R3), a qual satisfaz u = 0 fora de Ω e u|Ωj 6= 0, j = 1, · · · , l. Agora, a�rmamos

que u = 0 em Ωj, para todo j /∈ Γ. Com efeito, é ossível mostrar que existe σ1 > 0,o

qual é independente de j, tal que se v é umasolução não trivial de (C)∞,Γ, então

‖v‖H1
0 (ΩΓ) ≥ σ1.

Todavia, a solução u veri�ca

‖u‖H1(RN\ΩΓ) = 0,

mostrando que u = 0 em Ωj, para todo j /∈ Γ. Isto �naliza a demonstração do Teorema

0.0.3.
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Capítulo 3

Solução nodal de energia mínima para

um problema com o operador

biharmônico

Neste capítulo, estudaremos a existência de solução nodal de energia mínima para

o problema  ∆2u = f(u), em Ω,

u = Bu = 0, sobre ∂Ω,
(N)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 2) é um domínio limitado com fronteira suave, ∆2 é o operador

biharmônico, f é uma função satisfazendo (f1),(f4) e (f5)− (f7).

Em relação as condições de contorno consideraremos Bu = ∆u ou Bu =
∂u

∂ν
. Se

Bu = ∆u, temos a condição de Navier

u = ∆u = 0, sobre ∂Ω,

e para o caso Bu =
∂u

∂ν
, temos a condição de Dirichlet

u =
∂u

∂ν
= 0, sobre ∂Ω.

No que segue, diremos que uma solução u de (N) é uma solução nodal, quando

u± 6= 0, onde u+ = max{u, 0} e u− = min{u, 0}.

Recordamos que o funcional energia I : H → R associado com (P ) é de�nido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∆u|2dx−
∫

Ω

F (u)dx,



onde H = H2(Ω)∩H1
0 (Ω) no caso da condição de Navier, e H = H2

0 (Ω) para a condição

de Dirichlet. Além disso, é bem conhecido que para estas condições de contorno, H é

um espaço de Hilbert munido com o produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

∆u∆v dx,

cuja a norma associada é

‖u‖H =

(∫
Ω

|∆u|2dx
) 1

2

.

Por um argumento padrão mostra-se que pontos críticos de I são precisamente

as soluções fracas de (P ). No que segue, diremos que u ∈ H é uma solução nodal de

energia mínima se

I(u) = min{I(v) : v é uma solução nodal para (P )}.

3.1 O método dual

Nesta seção, de�niremos e provaremos algumas propriedades do funcional dual

associado a (N). Usando um resultado do tipo Agmon-Dolglis-Niremberg (ver [40]),

para cada w ∈ L
p
p−1 (Ω), existe uma única solução u ∈ W 4, p

p−1 (Ω) do problema linear ∆2u = w, em Ω,

u = Bu = 0, sobre ∂Ω.
(Pw)

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖
W

4,
p
p−1 (Ω)

≤ C‖w‖
L

p
p−1 (Ω)

.

Dos comentários acima, podemos considerar o operador linear

T : L
p
p−1 (Ω) → W 4, p

p−1 (Ω), tal que para w ∈ L
p
p−1 (Ω), Tw é a única solução de

(Pw). Pela última desigualdade,

‖Tw‖
W

4,
p
p−1 (Ω)

≤ C‖w‖
L

p
p−1 (Ω)

, ∀w ∈ L
p
p−1 (Ω),

mostrando que T é contínua. Agora, recordando que as imersões abaixo

W 4, p
p−1 (Ω) ↪→ Ls(Ω), ∀s ∈

[
p

p− 1
, 4(p)∗

)
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são compactas para

4(p)∗ =


Np

p(N − 4)−N
, N ≥ 5,

+∞, 1 ≤ N ≤ 4,

podemos garantir que T : L
p
p−1 (Ω) → Lp(Ω) é um operador linear compacto, pois

p ∈
(

p

p− 1
, 4(p)∗

)
. Além disso, T satisfaz as seguintes propriedades:

(T1) T é positivo, isto é, para qualquer w ∈ L
p
p−1 (Ω),

∫
Ω

wTw dx ≥ 0. Além disso, se

w é não negativa e w 6= 0, Tw > 0 em Ω.

(T2) T é simétrico, no sentido que, se w1, w2 ∈ L
p
p−1 (Ω), então∫

Ω

w1Tw2 dx =

∫
Ω

w2Tw1 dx.

Usando o funcional T , de�nimos Ψ : L
p
p−1 (Ω)→ R por

Ψ(w) =

∫
Ω

H(w)dx− 1

2

∫
Ω

wTwdx,

onde H(t) =

∫ t

0

h(s)ds e h é a inversa de f . Note que f é invertível, pois (f1) − (f5)

implicam que f : R → R é bijetiva. O funcional Ψ é chamado de funcional dual

associado a (P ).

No que segue, para qualquer w ∈ L
p
p−1 (Ω), denotaremos por ‖w‖ a norma

L
p
p−1 (Ω), isto é,

‖w‖ =

(∫
Ω

|w|
p
p−1 dx

) p−1
p

.

Agora, mostraremos algumas propriedades de h. Estas propriedades serão essen-

ciais para o estudo do comportamento do funcional Ψ.

(h0) h é contínua, h(0) = 0 e h(t) = −h(−t), ∀t ∈ R.

(h1) h veri�ca as seguintes condições de crescimento: Dado ε > 0, existem δ,M > 0

tais que (
1

c0(1 + ε)
t

)1/(p−1)

≤ h(t) ≤
(

1

c0(1− ε)
t

)1/(p−1)

, ∀t ≥ f(M), (3.1)

e (
1

b0(1 + ε)
t

)1/(q−1)

≤ h(t) ≤
(

1

b0(1− ε)
t

)1/(q−1)

, ∀t ≤ f(δ). (3.2)
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De fato, de (f3)− (f4), dado ε > 0, existem δ,M > 0 tais que

(1− ε)c0t
p−1 ≤ f(t) ≤ (1 + ε)c0t

p−1, ∀t ≥M, (3.3)

e

(1− ε)b0t
q−1 ≤ f(t) ≤ (1 + ε)b0t

q−1, ∀t ≤ δ. (3.4)

Agora, (3.1)− (3.2) segue de (3.3)− (3.4).

(h2) As funções H e h satisfazem as seguintes desigualdades

H(t)− 1

2
h(t)t ≥ Cεt

p/(p−1), ∀t ≥ f(M). (3.5)

Com efeito, para t ≥ f(M),

H(t) ≥
(
p− 1

p

)(
1

c0(1 + ε)

)1/(p−1)

tp/(p−1) +K

onde K é uma constante, a qual pode ser negativa. Uma vez que,

lim sup
t→+∞

H(t)

tp/(p−1)
≥
(
p− 1

p

)(
1

c0(1 + ε)

)1/(p−1)

,

obtemos

H(t) ≥

[(
p− 1

p

)(
1

c0(1 + ε)

)1/(p−1)

− ε

]
tp/(p−1)

para t su�cientemente grande. Portanto, por (3.1),

H(t)− 1

2
h(t)t ≥ Cεt

p/(p−1), (3.6)

para t su�cientemente grande e

Cε =

[
(p− 1)

p

(
1

c0(1 + ε)

)1/(p−1)

− 1

2

(
1

c0(1− ε)

)1/(p−1)

− ε

]
.

Como Cε > 0 para ε su�cientemente pequeno, a estimativa está provada.

(h3) Existem constantes positivas c1, c2 e δ′ satisfazendo

H(t) ≤ c1t
p
p−1 , ∀t ≥ 0, (3.7)

e

H(t) ≥

 c2t
q/(q−1), para t ∈ [0, δ′),

c2t
p/(p−1), para t ≥ δ′.

(3.8)
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A demonstração de (h3) segue o mesmo tipo de argumento explorado na demonstração

de (h2).

(h4) A função H(t)− 1

2
h(t)t é crescente para t > 0.

Está propriedade é uma consequência imediata do fato que h ∈ C1(R) e
h(t)

t
é decres-

cente para t > 0.

Usando (h0)-(h3), pode-se veri�car que Ψ é C1(L
p
p−1 (Ω),R) com

Ψ′(w)η =

∫
Ω

h(w)ηdx−
∫

Ω

ηTwdx, ∀w, η ∈ L
p
p−1 (Ω).

Além disso, se w ∈ L
p
p−1 (Ω) é um ponto critico de Ψ, então ele gera uma solução

para (P ). Com efeito, para qualquer η ∈ L
p
p−1 (Ω), sabemos que Ψ′(w)η = 0, ou

equivalentemente, ∫
Ω

(h(w)− Tw)ηdx = 0, ∀η ∈ L
p
p−1 (Ω),

implicando que

Tw = h(w).

Portanto, fazendo u = Tw, temos

∆2u = ∆2Tw = w = f(h(w)) = f(Tw) = f(u).

Além disso, u também veri�ca as condições de contorno Bu = 0. Logo, u é uma

solução não trivial de (P ). Aqui, é importante observar que u é uma solução nodal se,

e somente se, w é um ponto crítico noda, isto é, w± 6= 0.

No próximo Lema mostraremos que Ψ satisfaz a geometria do passo da montanha.

Lema 3.1.1

i)Existem ρ, β > 0 tais que Ψ(w) ≥ β, para ‖w‖ = ρ.

ii)Existe e ∈ L
p
p−1 (Ω), com ‖e‖ > ρ e Ψ(e) < 0.

Demonstração. Para cada w ∈ L
p
p−1 (Ω),∫

Ω

H(w)dx ≥ c1

∫
[|w(x)|≤δ′]

|w(x)|q/(q−1) dx+ c2

∫
[|w(x)|>δ′]

|w(x)|p/(p−1) dx.
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Pela desigualdade de Hölder,∫
[|w(x)|≤δ′]

|w(x)|p/(p−1) dx ≤ c

(∫
[|w(x)|≤δ′]

|w(x)|q/(q−1) dx

)p(q−1)/(p−1)q

desde que q ∈ (2, p], se ‖w‖ é su�cientemente pequeno, vemos que∫
[|w(x)|>δ′]

|w(x)|p/(p−1) dx ≥
(∫

[|w(x)|>δ′]
|w(x)|p/(p−1) dx

)q(p−1)/p(q−1)

.

Combinando as duas últimas desigualdades, temos

Ψ(w) ≥c̃1

(∫
[|w(x)|≤δ′]

|w(x)|p/(p−1) dx

)q(p−1)/p(q−1)

+

+ c2

(∫
[|w(x)|>δ′]

|w(x)|p/(p−1) dx

)q(p−1)/p(q−1)

− c3‖w‖2.

Desde que dado α > 0 existe C > 0 tal que

Aα +Bα ≥ C(A+B)α, ∀A,B > 0,

temos

Ψ(w) ≥ C‖w‖q/(q−1) − c3‖w‖2, ∀w ∈ L
p
p−1 (Ω).

Como q > 2, �xando ρ su�cientemente pequeno, encontramos β > 0 veri�cando

Ψ(w) ≥ β, for ‖w‖ = ρ,

mostrando i). Para mostrar ii), é su�ciente ver que para cada w ∈ L
p
p−1 (Ω) \ {0} e

t > 0,

Ψ(tw)→ −∞ quando t→ +∞.

Aqui, usamos as propriedades (h3) e (T1).

O próximo lema será importante para conseguirmos demonstrar que Ψ veri�ca a

condição (PS).

Lema 3.1.2 Seja {wn} uma sequência (PS)c para Ψ. Então, {wn} é limitada em

L
p
p−1 (Ω).

Demonstração. Como {wn} ⊂ L
p
p−1 (Ω) é uma sequência (PS)c para Ψ, devemos ter

Ψ(wn)→ c e Ψ′(wn)→ 0.
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Assim,

Ψ(wn)− 1

2
Ψ′(wn)wn ≤ c+ 1 + ‖wn‖ (3.9)

para n su�cientemente grande. Por outro lado, de (3.5),

Ψ(wn)− 1

2
Ψ′(wn)wn =

∫
Ω

(
H(wn)− 1

2
h(wn)wn

)
dx

≥ C̃ε

∫
Ω

|wn|
p
p−1 dx− C̃ |Ω| . (3.10)

De (3.9) e (3.10),

C̃ε‖wn‖
p
p−1 − C̃ |Ω| ≤ c+ 1 + ‖wn‖,

para n su�cientemente grande. Como p > 2, a última desigualdade implica que {wn}

é limitada em L
p
p−1 (Ω).

Agora estamos aptos a mostrar que Ψ veri�ca a condição (PS).

Lema 3.1.3 O funcional Ψ satisfaz a condição (PS).

Demonstração. Seja {wn} uma sequência (PS)c para Ψ. Então,

Ψ(wn)→ c e Ψ′(wn)→ 0.

Consequentemente,

sup
‖η‖≤1

|Ψ′(wn)η| → 0,

ou equivalentemente,

sup
‖η‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(h(wn)− Twn) η dx

∣∣∣∣→ 0.

Aplicando o Teorema de Riez, podemos garantir que

|h(wn)− Twn|Lp(Ω) → 0.

Por outro lado, do Lema 3.1.2, {wn} é limitada em L
p
p−1 (Ω). Como L

p
p−1 (Ω) é

re�exivo, para alguma subsequencia de {wn}, ainda denotada por ela mesma, existe

w ∈ L
p
p−1 (Ω) tal que

wn ⇀ w em L
p
p−1 (Ω).

Da compacidade de T segue que Twn → Tw em Lp(Ω), então

|h(wn)− Tw|Lp(Ω) ≤ |h(wn)− Twn|Lp(Ω) + |Twn − Tw|Lp(Ω) → 0,
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implicando que para alguma subsequência, existe g ∈ Lp(Ω) tal que

|h(wn)(x)| ≤ g(x) q.s. em Ω (3.11)

e

h(wn(x))→ u(x) q.s. em Ω. (3.12)

Recordando que h é a inversa de f , segue que

wn(x)→ f(u(x)) := w(x) q.s. em Ω. (3.13)

Combinando (3.1) e (3.2), existem constantes positivas M1,M2 e δ” tais que

|h(wn)| ≥

 M1|wn|1/(p−1) , |wn| > δ”,

M2|wn|1/(q−1), |wn| ≤ δ”.
(3.14)

Portanto, de (3.11)− (3.14), existe g̃ ∈ L
p
p−1 (Ω) tal que

|wn(x)| ≤ g̃(x) q.s. em Ω.

Aplicando o Teorema de Lebesgue, temos

wn → w em L
p
p−1 (Ω),

�nalizando a demonstração.

Teorema 3.1.4 O funcional Ψ tem um ponto crítico w∗ ∈ L
p
p−1 (Ω), cuja energia é

igual ao nível do passo da montanha. Além disso, w∗ tem sinal de�nido, isto é, ela é

positiva ou negativa sobre Ω.

Demonstração. Pelos Lemas 3.1.1 e 3.1.2, o funcional Ψ satisfaz as hipóteses do

Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz [18]. Logo, o nível

do passo da montanha c é um nível crítico para Ψ, isto é, existe w∗ ∈ L
p
p−1 (Ω) tal que

Ψ′(w∗) = 0 e Ψ(w∗) = c > 0. Além disso, como Ψ(0) = 0, concluímos que w∗ 6= 0.

Recordamos que c é dado por

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Ψ(γ(t)) > 0, (3.15)

onde

Γ =
{
γ ∈ C([0, 1], L

p
p−1 (Ω)); γ(0) = 0 e Ψ(γ(1)) < 0

}
.
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O nível do passo da montanha, c, pode ser caracterizado das seguintes maneiras

c = inf
w∈L

p
p−1 (Ω)\{0}

sup
t≥0

Ψ(tu) = inf
u∈N

Ψ(u) = inf
u∈NΨ

Ψ(u) (3.16)

onde

N = {w ∈ L
p
p−1 (Ω) \ {0}; Ψ′(w)w = 0}

e

NΨ = {w ∈ L
p
p−1 (Ω) \ {0}; Ψ′(w) = 0}.

O conjunto N é chamado de Variedade de Nehari associada a Ψ, para mais detalhes

ver [71].

Agora, iremos mostrar que w∗ tem um sinal de�nido. De fato, como∫
Ω

w∗Tw∗dx =

∫
Ω

(w∗
+ + w∗

−)T (w∗
+ + w∗

−)dx ≤
∫

Ω

w∗
+Tw∗

+dx+

∫
Ω

w∗
−Tw∗

−dx,

temos

Ψ(w∗) = max
t≥0

Ψ(tw∗) ≥ Ψ(tw∗) ≥ Ψ(tw∗
+) + Ψ(tw∗

−), ∀t ≥ 0.

Argumentando por contradição, se w∗
± 6= 0, tem-se∫

Ω

w∗
+Tw∗

+dx > 0 e
∫

Ω

w∗
−Tw∗

−dx > 0.

Portanto, existem t±0 ∈ (0,+∞) satisfazendo

Ψ(t±0 w∗
±) = max

t≥0
Ψ(tw∗

±) > 0.

Usando a caracterização de c mencionado em (3.16),

Ψ(t+0 w∗
+),Ψ(t−0 w∗

−) ≥ c.

Assim,

c = Ψ(w∗) ≥ Ψ(t+0 w∗
+) + Ψ(t+0 w∗

−) ≥ c+ Ψ(t+0 w∗
−),

de onde segue

Ψ(t+0 w∗
−) ≤ 0.

Consequentemente,

t+0 > t−0 .

De maneira análoga,

t+0 < t−0 ,

obtendo uma contradição.
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3.1.1 Solução de Energia Mínima

Nesta seção, mostraremos a existência de solução de energia mínima para (P ),

isto é, um ponto crítico u ∈ H de I veri�cando

I(u) = inf
v∈NI

I(v)

onde

NI = {u ∈ H, I ′(u) = 0} .

Com esse intuito, a a�rmação abaixo é crucial em nossa abordagem

A�rmação 3.1.5 w ∈ L
p
p−1 (Ω) é um ponto crítico para Ψ se, e somente se, u = Tw

é um ponto crítico para I. Além disso, Ψ(w) = I(u).

De fato, sabemos que se w é um ponto crítico de Ψ, então u = Tw é um ponto

crítico de I. Agora, dado um ponto crítico u ∈ H de I e considerando w1 = f(u),

temos

∆2u = w1,

isto é,

Tw1 = u.

Consequentemente,∫
Ω

Tw1ηdx =

∫
Ω

uηdx =

∫
Ω

h(w1)ηdx, ∀η ∈ Lp/(p−1)(Ω),

mostrando que w1 é um ponto crítico de Ψ. Além disso,

I(u) = I(u)− I ′(u)u =
1

2

∫
Ω

|∆u|2dx−
∫

Ω

F (u)dx−
∫

Ω

|∆u|2dx+

∫
Ω

f(u)udx

=

∫
Ω

[f(u)u− F (u)]dx− 1

2

∫
Ω

|∆u|2dx.

Como, ∫
Ω

∆Tw1∆ηdx =

∫
Ω

w1ηdx,∀η ∈ H,

�xando η = Tw1, encontramos∫
Ω

|∆u|2dx =

∫
Ω

|∆Tw1|2dx =

∫
Ω

w1Tw1dx.
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Agora, fazendo a mudança de variáveis r = h(s), temos

H(t) =

∫ t

0

h(s)ds =

∫ h(t)

0

rf ′(r)dr.

Usando integração por partes,

H(t) =

∫ h(t)

0

rf ′(r)dr = h(t)t−
∫ h(t)

0

f(r)dr = f(h(t))h(t)− F (h(t)),

logo,

H(w1) = f(h(w1))h(w1)− F (h(w1)) = f(u)u− F (u),

conduzindo a

I(u) = Ψ(w1).

Considerando

NI = {u ∈ H, I ′(u) = 0}

e

d = inf
u∈NI

I(u),

da análise anterior, devemos ter c = d. Portanto, u = Tw∗ é uma solução de energia

mínima para (P ), onde w∗ é o ponto crítico obtido no Teorema 3.1.4.

3.2 Solução Nodal de Energia Mínima

Nesta seção, usaremos o método dual para encontrar uma solução nodal de energia

mínima para o problema (N). Para este �m, procuraremos pontos críticos de Ψ no

conjunto

M =
{
w ∈ Lp/(p−1)(Ω);w± 6= 0 e Ψ′(w)w+ = Ψ′(w)w− = 0

}
.

Mais precisamente, provaremos que existe w0 ∈M veri�cando

Ψ(w0) = inf
w∈M

Ψ(w) e Ψ′(w0) = 0.

Neste caso, temos que u0 = Tw0 é uma solução nodal de energia mínima para (N).

Esta conclusão vem do estudo feito na Subseção 3.1.1, pois é fácil provar que

I(u0) = min{I(u) : u é solução nodal para (P )}.
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Como Ψ tem um termo não local
∫

Ω

wTwdx, vemos que

Ψ′(w+)w+ =

∫
Ω

w+Tw−dx < 0 and Ψ′(w−)w− =

∫
Ω

w−Tw+dx < 0.

A informação acima não nos permite repetir os argumentos usados para obter

solução nodal no caso do operador Laplaciano. Para contornar essa di�culdade adap-

tamos para o nosso caso a abordagem explorada por Alves e Souto em [16].

Os próximos lemas são resultados técnicos que serão essenciais para obter a so-

lução nodal de energia mínima.

Lema 3.2.1 Existe ρ > 0 tal que∫
Ω

wTwdx ≥ ρ, ∀w ∈ N .

Demonstração. Suponha por contradição que exista {wn} ⊂ N tal que∫
Ω

wnTwndx→ 0. (3.17)

Como ∫
Ω

h(wn)wndx =

∫
Ω

wnTwndx, ∀n ∈ N,

e h(t)t ≥ 0 para todo t ∈ R, temos que

h(wn)wn → 0 em L1(Ω).

Consequentemente, para alguma subsequência, ainda denotada por ela mesma,

h(wn(x))wn(x)→ 0, q.s. em Ω, (3.18)

e existe g ∈ L1(Ω) tal que

|h(wn(x))wn(x)| ≤ g(x), q.s. em Ω. (3.19)

Portanto, de (h1) e (3.18),

wn(x)→ 0, q.s. em Ω.

Considerando

An = {x ∈ Ω, |wn(x)| ≥ f(M)} ,
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por (3.1) e (3.19), existe K > 0 tal que

|wn(x)| ≤ 1

K
g
p−1
p (x) q.s. em An.

Por outro lado, se x /∈ An,

|wn(x)| ≤ f(M).

Além disso,

|wn(x)| ≤ 1

K
g
p−1
p (x) + f(M) ∈ Lp/(p−1)(Ω), q.s. em Ω.

A última igualdade combinada com (3.7) implica em

H(wn) ≤ c |wn(x)|
p
p−1 ≤

(
1

k
g
p−1
p (x) + f(M)

) p
p−1

∈ L1(Ω).

Como

H(wn)(x)→ 0, q.s. em Ω

o Teorema de Lebesgue garante que∫
Ω

H(wn)dx→ 0. (3.20)

De (3.15), (3.17) e (3.20),

0 < c ≤ Ψ(wn)→ 0,

o que é um absurdo.

Lema 3.2.2 Existe ρ > 0 tal que ∫
Ω

w±Tw±dx ≥ ρ,

para todo w ∈M com w± 6= 0.

Demonstração. Dado w ∈M, existem únicos tw+ , tw− ∈ (0, 1) tais que

tw+w+, tw−w
− ∈ N .

Então, pelo Lema 3.2.1, ∫
Ω

tw+w+T (tw+w+)dx ≥ ρ.

Como tw+ < 1, segue que ∫
Ω

w+Tw+dx ≥ ρ.

Analogamente, ∫
Ω

w−Tw−dx ≥ ρ,

concluindo a demonstração.
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Lema 3.2.3 Dada uma função v ∈ L
p
p−1 (Ω) com v± 6= 0. Então existem s, t > 0 tais

que Ψ′(tv+ + sv−)v+ = 0 e Ψ′(tv+ + sv−)v− = 0.

Demonstração. No que segue, consideraremos o campo vetorial

V (s, t) =
(
Ψ′(tv+ + sv−)tv+,Ψ′(tv+ + sv−)sv−

)
.

Note que

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ =

∫
Ω

tv+h(tv+ + sv−)dx−
∫

Ω

tv+T (tv+ + sv−)dx

=

∫
Ω

tv+h(tv+)dx−
∫

Ω

tv+T (tv+ + sv−)dx.

Como v+ 6= 0, existe α > 0 tal que [v+ ≥ α] = {x ∈ Ω : v+(x) ≥ α} tem medida

positiva. Além disso,

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ ≥
∫

[v+≥α]

tv+h(tv+)dx−
∫

Ω

tv+T (tv+ + sv−)dx.

Como h é crescente, para t su�cientemente pequeno

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ ≥
∫

[v+≥α]

tα(tα)1/(q−1)dx−
∫

Ω

tv+T (tv+ + sv−)dx.

Agora, usando a linearidade de T juntamente com o fato que
∫

Ω

v+T (v−)dx < 0,

obtemos

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ ≥ tq/(q−1)αq/(q−1)
∣∣[v+ ≥ α]

∣∣− ‖T‖ t2 ∥∥v+
∥∥2
.

Logo, existe r > 0 su�cientemente pequeno tal que

Ψ′(rv+ + sv−)rv+ > 0, ∀s > 0. (3.21)

Podemos usar os mesmos argumentos para provar que

Ψ′(tv+ + rv−)rv− > 0, ∀t > 0. (3.22)

Por outro lado,

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ ≤ c

∫
Ω

tv+
∣∣tv+

∣∣1/(p−1)
dx− t2

∫
Ω

v+T (v+)dx− ts
∫

Ω

v+T (v−)dx.

Desde que t, s ≥ r, segue que

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ ≤ c

∫
Ω

tv+
∣∣tv+

∣∣1/(p−1)
dx− t2

∫
Ω

v+T (v+)dx− r2

∫
Ω

v+T (v−)dx,
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então,

lim
t→+∞

Ψ′(tv+ + sv−)tv+ = −∞, uniformemente em s ≥ r.

Assim, podemos �xar R > r su�cientemente grande, tal que

Ψ′(Rv+ + sv−)Rv+ < 0, uniformemente para s ≥ r. (3.23)

Analogamente,

Ψ′(tv+ +Rv−)Rv− > 0 uniformemente para t ≥ r. (3.24)

Portanto, de (3.21) − (3.24), podemos aplicar o Teorema de Miranda para encontrar

(s, t) ∈ (r, R)× (r, R) veri�cando V (s, t) = 0.

Na sequência, para cada v ∈ L
p
p−1 (Ω) com v± 6= 0, de�nimos

hv : [0,+∞)× [0,+∞)→ R por

hv(t, s) = Ψ(tv+ + sv−).

Consideramos também, a função φv : [0,+∞)× [0,+∞)→ R2 de�nida por

φv(t, s) =

(
∂hv

∂t
(t, s),

∂hv

∂s
(t, s)

)
.

Proposição 3.2.4 Se w ∈M, então

i) hw(t, s) < hw(1, 1) = Ψ(w), ∀s, t ≥ 0 com (s, t) 6= (1, 1).

ii) det(Φw)′(1, 1) < 0.

Demonstração.

Primeiro de tudo, precisamos mostrar a seguinte desigualdade

A�rmação 3.2.5 Se w ∈ Lp/(p−1)(Ω) com w± 6= 0, então(∫
Ω

w+Tw−dx

)2

<

(∫
Ω

w+Tw+dx

)(∫
Ω

w−Tw−dx

)
.

De fato, pela positividade de T , temos a desigualdade abaixo∫
Ω

(tw+ + sw−)T (tw+ + sw−)dx > 0, (t, s) 6= (0, 0),

a qual combinada com a simetria de T , implica que

t2
∫

Ω

w+Tw+dx+ 2st

∫
Ω

w+Tw−dx+ s2

∫
Ω

w−Tw−dx > 0.
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Então, para s 6= 0,(
t

s

)2 ∫
Ω

w+Tw+dx+ 2

(
t

s

)∫
Ω

w+Tw−dx+

∫
Ω

w−Tw−dx > 0.

Fazendo X =
t

s
, deduzimos que

X2

∫
Ω

w+Tw+dx+ 2X

∫
Ω

w+Tw−dx+

∫
Ω

w−Tw−dx > 0, ∀X ∈ R.

Desta forma, o polinômio

P (X) = X2

∫
Ω

w+Tw+dx+ 2X

∫
Ω

w+Tw−dx+

∫
Ω

w−Tw−dx

não tem raízes reais. Além disso, como
∫

Ω

w+Tw+dx > 0, existe um X0 ∈ R, tal que

P (X) ≥ P (X0) > 0, ∀X ∈ R. (3.25)

Desde que w ∈ M, sabemos que Ψ′(w)w+ = Ψ′(w)w− = 0. Então, (1, 1) é um ponto

crítico de hw e as identidades abaixo são verdadeiras∫
Ω

h(w+)w+dx =

∫
Ω

w+Tw+dx+

∫
Ω

w+Tw−dx

e ∫
Ω

h(w−)w−dx =

∫
Ω

w−Tw+dx+

∫
Ω

w−Tw−dx.

Por outro lado, de (3.1) e (3.2),

hw(t, s) ≤ Ctp/(p−1)

∫
Ω

∣∣w+
∣∣p/(p−1)

dx+ Csp/(p−1)

∫
Ω

∣∣w−∣∣p/(p−1)
dx

− t2
∫

Ω

w+Tw+dx− 2ts

∫
Ω

w−Tw+dx− s2

∫
Ω

w−Tw−dx,

onde C éuma constante positiva. As estimativas acima juntamente com (3.25) garantem

que

hw(t, s)→ −∞, quando |(s, t)| → +∞.

Combinando a continuidade de hw com o último limite, deduzimos que hw assume um

máximo global em algum ponto (a, b).

Mostraremos agora que a, b > 0. Com efeito, se b = 0

Ψ(aw+) ≥ Ψ(tw+), ∀t > 0,
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e
∂hw

∂t
(a, 0) = 0.

Então,

Ψ′(aw+)w+ = 0,

ou equivalentemente,

1

a

∫
Ω

h(aw+)w+dx =

∫
Ω

w+T (w+)dx. (3.26)

Recordando que Ψ′(w)w+ = 0, sabemos que∫
Ω

h(w+)w+dx <

∫
Ω

w+T (w+)dx. (3.27)

De (3.26)-(3.27), ∫
Ω

[
h(aw+)

aw+
− h(w+)

w+

]
(w+)2dx > 0.

Usando o fato que
h(t)

t
é decrescente para t > 0, as desigualdades acima implicam que

a < 1. Por outro lado, note que

hw(a, 0) = Ψ(aw+) = Ψ(aw+)− 1

2
Ψ′(aw+)aw+ =

∫
Ω

(
H(aw+)− 1

2
h(aw+)aw+

)
dx.

Desde que H(t)− 1

2
h(t)t é crescente para t > 0, a ∈ (0, 1) e∫

Ω

(
H(w−)− 1

2
h(w−)w−

)
dx > 0,

temos

hw(a, 0) <

∫
Ω

(
H(w+)− 1

2
h(w+)w+

)
dx

<

∫
Ω

(
H(w+)− 1

2
h(w+)w+

)
dx+

∫
Ω

(
H(w−)− 1

2
h(w−)w−

)
dx

<

∫
Ω

(
H(w+ + w−)− 1

2
h(w+ + w−)(w+ + w−)

)
dx

< Ψ(w)− 1

2
Ψ′(w)w = Ψ(w) = hw(1, 1),

obtendo uma contradição, pois (a, 0) é um ponto de máximo global para hw. O mesmo

tipo de argumento mostra que a > 0, provando a a�rmação.

A segunda a�rmação é que 0 < a, b ≤ 1. Com efeito, uma vez que (a, b) é um

ponto crítico de hw, temos as seguintes identidades

Ψ′(aw+ + bw−)aw+ = 0 e Ψ′(aw+ + bw−)bw− = 0
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ou equivalentemente

a2

∫
Ω

w+Tw+dx+ ab

∫
Ω

w+Tw−dx = a

∫
Ω

h(aw+)w+dx

e

b2

∫
Ω

w−Tw−dx+ ab

∫
Ω

w+Tw−dx = b

∫
Ω

h(bw+)w+dx.

Sem perda de generalidade, vamos supor que a ≥ b. Então,

ab

∫
Ω

w+Tw−dx ≥ a2

∫
Ω

w+Tw−dx.

Assim ∫
Ω

w+Tw+dx+

∫
Ω

w+Tw−dx ≤
∫

Ω

h(aw+)

aw+
(w+)2dx,

e ∫
Ω

w+Tw+dx+

∫
Ω

w+Tw−dx =

∫
Ω

h(w+)

w+
(w+)2dx.

Combinando as informações acima, temos a desigualdade

0 ≤
∫

Ω

[
h(aw+)

aw+
− h(w+)

w+

]
(w+)2,

a qual combinada com o fato que
h(t)

t
é decrescente para t > 0 implica em a ≤ 1.

Para concluir a demonstração do item i), mostraremos que hw não tem máximo

global em [0, 1]× [0, 1] \ {(1, 1)} . Observe que

hw(a, b) = Ψ(aw+ + bw−)− 1

2
Ψ′(aw+ + bw−)(aw+ + bw−)

=

∫
Ω

[
H(aw+)− h(aw+)aw

]
dx+

∫
Ω

[
H(bw−)− h(bw−)bw−

]
dx.

Logo,

hw(a, b) <

∫
Ω

[
H(w+)− h(w+)w

]
dx+

∫
Ω

[
H(w−)− h(w−)bw−

]
dx

<

∫
Ω

[
H(w+ + w−)− h(w+ + w−)(w+ + w−)

]
dx = hw(1, 1),

provando i).

Para mostrar o item ii), note que

det(Φw)′(1, 1) = G(w+)G(w−)−
(∫

Ω

w+Tw−dx

)2

,
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onde

G(v) =

∫
Ω

h′(v)v2dx−
∫

Ω

vTvdx.

Como w ∈M e
∫

Ω

w−Tw+dx =

∫
Ω

w+Tw−dx, obtemos

∫
Ω

w+Tw+dx =

∫
Ω

h(w+)w+dx−
∫

Ω

w+Tw−dx

e ∫
Ω

w−Tw−dx =

∫
Ω

h(w−)w−dx−
∫

Ω

w+Tw−dx.

Portanto,

G(w+) =

∫
Ω

[
h′(w+)(w+)2 − h(w+)w+

]
dx+

∫
Ω

w+Tw−dx.

Por (h4),

h(t)t > h′(t)t2, ∀t 6= 0,

então,

G(w+) <

∫
Ω

w+Tw−dx.

Analogamente,

G(w−) <

∫
Ω

w+Tw−dx.

Com isto,

det(Φw)′(1, 1) < 0

3.3 Demonstração do Teorema 0.0.4

No que segue, denotamos por cM o ín�mo de Ψ emM, isto é,

cM = inf
w∈M

Ψ(w).

ComoM⊂ N , devemos ter

cM ≥ c > 0.

Seja {wn} ⊂ M tal que

Ψ(wn)→ cM.
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Usando um argumento padrão, podemos mostrar que {wn} é uma sequência limitada

em L
p
p−1 (Ω). Assim, passando a uma subsequência se necessário,

wn ⇀ w em L
p
p−1 (Ω),

para algum w ∈ L
p
p−1 (Ω).

A�rmação 3.3.1 w±n ⇀ w± em L
p
p−1 (Ω).

De fato, sendo {wn} limitada em L
p
p−1 (Ω), {w+

n } e {w−n } também são limitadas. Da

re�exividade de L
p
p−1 (Ω), existem w1, w2 ∈ L

p
p−1 (Ω) tais que

w+
n ⇀ w1 e w−n ⇀ w2 em L

p
p−1 (Ω)

com

w1(x) ≥ 0, w2(x) ≤ 0 q.s. em Ω e w = w1 + w2.

Pelo Lema 3.2.2, ∫
Ω

w1Tw1dx,

∫
Ω

w2Tw2dx ≥ ρ

implicando que

w1, w2 6= 0.

Combinando a compacidade de T com o princípio do máximo encontrado no Apêndice

A, temos Tw+
n → Tw1 em Lp(Ω) e Tw1 > 0 em Ω. Então,

Tw+
n (x)→ Tw1(x) q.s. em Ω. (3.28)

Ainda pela compacidade de T

w+
n Tw

+
n → w1Tw1 em L1(Ω),

de onde segue que

w+
n (x)Tw+

n (x)→ w1(x)Tw1(x) q.s. em Ω, (3.29)

para alguma subsequência. De (3.28) e (3.29)

w+
n (x) =

w+
n (x)Tw+

n (x)

Tw+
n (x)

→ w1(x)Tw1(x)

Tw1(x)
= w1(x) q.s. em Ω.

Analogamente,

w−n (x)→ w2(x) q.s. em Ω.
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Observe que, se w1(x) > 0, então w+
n (x) > 0 para n su�cientemente grande. Logo,

wn(x) = w+
n (x)→ w1(x).

Usando o mesmo argumento para provar que

wn(x) = w−n (x)→ w2(x) se w2(x) < 0.

Desta forma, w1(x)w2(x) = 0 q.s. em Ω e

{x ∈ Ω;w2(x) < 0} ∩ {x ∈ Ω;w1(x) > 0} = ∅.

Portanto,

w+(x) = max{w(x), 0} = max{w1(x) + w2(x), 0} = w1(x) q.s. em Ω

e

w−(x) = min{w(x), 0} = min{w1(x) + w2(x), 0} = w2(x) q.s. em Ω,

�nalizando a prova da a�rmação.

Do Lema 3.2.3, existem t, s > 0 tais que

Ψ′(tw+ + sw−)w+ = Ψ′(tw+ + sw−)w− = 0.

Mostraremos que t, s ≤ 1. Recordando que Ψ′(wn)w±n = 0, segue que∫
Ω

w+
n h(w+

n )dx =

∫
Ω

w+
n Tw

+
n dx+

∫
Ω

w−n Tw
+
n dx

e ∫
Ω

w−n h(w−n )dx =

∫
Ω

w−n Tw
−
n dx+

∫
Ω

w−n Tw
+
n dx.

Então, passando ao limite com n→ +∞ nas expressões acima,∫
Ω

w+h(w+)dx =

∫
Ω

w+Tw+dx+

∫
Ω

w−Tw+dx

e ∫
Ω

w−h(w−)dx =

∫
Ω

w−Tw−dx+

∫
Ω

w−Tw+dx.

Uma vez que Ψ′(tw+ + sw−)tw+ = 0, sabemos que∫
Ω

h(tw+)tw+dx = t2
∫

Ω

w+Tw+dx+ ts

∫
Ω

w−Tw+dx.
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Supondo t ≥ s, obtemos a desigualdade abaixo∫
Ω

h(tw+)

tw+
(w+)2dx ≥

∫
Ω

w+Tw+dx+

∫
Ω

w−Tw+dx ≥
∫

Ω

h(w+)

w+
(w+)2dx,

isto é, ∫
Ω

[
h(tw+)

tw+
(w+)2 − h(w+)

w+
(w+)2

]
dx ≥ 0.

Como
h(t)

t
é decrescente para t > 0, a última desigualdade garante que t ≤ 1, então,

s ≤ 1.

No que segue, provaremos que Ψ(tw+ + sw−) = cM. Para este �m, como tw+ +

sw− ∈M, devemos ter

cM ≤ Ψ(tw+ + sw−) = Ψ(tw+ + sw−)− 1

2
Ψ′(tw+ + sw−)(tw+ + sw−)

≤
∫

Ω

[
H(tw+ + sw−)− 1

2
h(tw+ + sw−)(tw+ + sw−)

]
dx,

≤
∫

Ω

[
H(tw+)− 1

2
h(tw+)(tw+)

]
dx+

∫
Ω

[
H(sw−)− 1

2
h(sw−)(sw−)

]
dx.

Usando novamente que H(t)− 1

2
h(t)t é crescente para t > 0, obtemos

cM ≤
∫

Ω

[
H(w+)− 1

2
h(w+)(w+)

]
dx+

∫
Ω

[
H(w−)− 1

2
h(w−)(w−)

]
dx,

Pelo Lema de Fatou

cM ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

[
H(w+

n )− 1

2
h(w+

n )(w+
n )

]
dx+ lim inf

n→+∞

∫
Ω

[
H(w−n )− 1

2
h(w−n )(w−n )

]
dx

≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

[
H(w+

n + w−n )− 1

2
h(w+

n + w−n )(w+
n + w−n )

]
dx,

≤ lim inf
n→+∞

[
Ψ(wn)− 1

2
Ψ′(wn)wn

]
= lim inf

n→+∞
Ψ(wn) = cM,

mostrando que

cM = Ψ(tw+ + sw−).

De�nindo w0 = tw+ + sw− ∈M, segue que

w0 ∈M e Ψ(w0) = cM.

Para concluir a demonstração do Teorema 0.0.4, a�rmamos que w0 é um ponto

crítico para o funcional Ψ. Suponhamos que isso não ocorre, então existe α > 0 e

v0 ∈ L
p
p−1 (Ω) com |v0|

L
p
p−1 (Ω)

= 1 satisfazendo

Ψ′(w)v0 = 2α > 0.
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Como Ψ′ é contínua, �xamos r > 0 tal que

Ψ′(v)v0 > α, v± 6= 0, para todo v ∈ Br(w) ⊂ L
p
p−1 (Ω).

Fixemos D = (ξ, χ)× (ξ, χ) ⊂ R2 com 0 < ξ < 1 < χ tal que

(i) (1, 1) ∈ D e Φw(t, s) = 0 em D se, e somente se, t = s = 1;

(ii) cM /∈ hw(∂D);

(iii) {tw+ + sw−; (t, s) ∈ D} ⊂ Br(w).

Como Ψ é contínua, podemos �xar r′ > 0 tal que

B = Br′(w0) ⊂ Br(w0)

e

B ∩ {tw+ + sw−; (t, s) ∈ ∂D} = ∅.

Considere a aplicação contínua ρ : L
p
p−1 (Ω)→ [0,+∞) de�nida por

ρ(u) = dist(u,Bc).

Além disso, de�nimos o campo vetorial Lipschitziano V : L
p
p−1 (Ω) → L

p
p−1 (Ω) dado

por

V (u) = −ρ(u)v0.

Para cada u ∈ L
p
p−1 (Ω), denotaremos por η(τ) = η(τ, u) a única solução da EDO η′(τ) = V (η(τ)), τ > 0

η(0) = u.

A�rmamos que,

(1) se u /∈ B, η(τ, u) = u, para todo τ ;

(2) se u ∈ B, τ 7→ Ψ(η(τ, u)) é decrescente e η(τ, u) ∈ B, para todo τ > 0;

(3) existe τ0 tal que Ψ(η(τ, w0)) ≤ Ψ(w)− ((r′α)/2)τ, para todo 0 ≤ τ ≤ τ0.
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Com efeito, o item (1) é uma consequência imediata da de�nição de ρ. Por sua vez, o

item (2) segue da desigualdade

Ψ′(η(τ)η′(τ) ≤ −ρ(η(τ))α < 0, ∀η(τ) ∈ B.

Por �m, para mostramos que (3) ocorre, �xemos τ0 > 0 tal que

‖η(τ, w0)− w0‖ ≤
r′

2
, para todo |τ | ≤ τ0.

Logo,
d

dτ
Ψ(η(τ, w0)) ≤ −ρ(η(τ))α ≤ −r

′α

2
.

Integrando em [0, τ0], temos

Ψ(η(τ0, w0)) ≤ Ψ(w0)− r′α

2
τ0.

Considerando γ : D → L
p
p−1 (Ω) de�nida por

γ(t, s) = η(τ0, tw
+ + sw−).

Note que,

max
(t,s)∈D

Ψ(γ(t, s)) < cM,

pois

Ψ(γ(t, s)) ≤ hw(t, s) < cM, ∀(t, s) ∈ D \ {(1, 1)}

e

Ψ(γ(1, 1)) ≤ Ψ(w)− ((r′α)/2)τ0 < cM.

Consequentemente, γ(D) ∩M = ∅.

Por outro lado, considerando Υ : D → R2 por

Υ(t, s) =
(
t−1Ψ′(γ(t, s))(γ(t, s)+), s−1Ψ′(γ(t, s))(γ(t, s)−)

)
,

obtemos que

Υ(t, s) =
(
Ψ′(tw+ + sw−)w+,Ψ′(tw+ + sw−)w−

)
= Φw(t, s), ∀(t, s) ∈ ∂D.

Então, usando o grau topológico de Brouwer

d(υ,D, (0, 0)) = d(Φw, D, (0, 0)) = sgn(det(Φw)′(1, 1)) = −1
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o que implica que υ tem um zero (a, b) em D. Portanto, existe (a, b) ∈ D veri�cando

Ψ′(γ(a, b))(γ(a, b)±) = 0,

isto é, γ(a, b) ∈ M o que é uma contradição. Desta forma concluímos que w0 é um

ponto crítico de Ψ e consequentemente uma solução nodal do problema (P ).
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Capítulo 4

Existência de solução multi-bump

nodal para uma classe de problemas

com o operador biharmônico

A proposta deste capítulo é mostrar a existência de solução multi-bump nodal

para a seguinte classe de problemas ∆2u+ λV (x)u = |u|p−2u, in RN

u ∈ H2(RN);
(B1)λ

onde λ > 0 é um parâmetro positivo, V : RN → R é uma função contínua e p ∈ (2, 2∗),

com 2∗ =
2N

N − 4
se N ≥ 5 e 2∗ = +∞ se 1 ≤ N ≤ 4.

Vamos supor que V satisfaz as propriedades (V2) e (V3), além disso c5onsideraremos

a propriedade

(V ′1) V (x) ≥ 0, ∀ x ∈ RN e existe R, V0 > 0 tal que

V (x) > V0, quando |x| ≥ R.

Além disso, com o intuito de podermos usar os resultados obtidos no Capítulo

3 vamos supor que o domínio Ω =
l⋃

j=1

Ωj é tal que cada Ωj satisfaz a propriedade (G).



4.1 Preliminares

Nesta seção estabelecemos algumas notações que serão importantes no decorrer

do capítulo. Primeiramente, recordamos que o funcional energia Iλ : Eλ → R associado

ao problema (B1)λ é de�nido por

Iλ(u) =
1

2

∫
RN

[
|∆u|2 + λV (x) |u|2

]
dx−

∫
RN
|u|p dx,

onde

Eλ =

{
u ∈ H2(RN);

∫
RN
V (x)|u|2dx < +∞

}
é equipado com a norma

‖u‖λ =

(∫
RN
|∆u|2 + λV (x)|u|2dx

)1/2

.

Por (V ′1), ∫
RN
|u|2dx ≤

∫
BR(0)

|u|2dx+

∫
RN\BR(0)

|u|2dx

≤ C

∫
BR(0)

|∆u|2dx+
1

λV0

∫
RN\BR(0)

λV (x)|u|2dx.

Logo, para λ su�cientemente grande existe Θ > 0 independente de λ, tal que

‖u‖ ≤ Θ‖u‖λ,

onde

‖u‖ =

(∫
RN
|∆u|2 + |u|2dx

)1/2

.

Portanto, Eλ está imerso continuamente em H2(RN). Além disso, o funcional Iλ é de

classe C1 e para cada v ∈ Eλ

I ′λ(u)v =

∫
RN

[∆u∆v + λV (x)uv] dx−
∫
RN
|u|p−2uvdx.

Para cada i ∈ {1, · · · , l} de�nimos o funcional Ii sobre H
2
0 (Ωj) por

Ii(u) =
1

2

∫
Ωi

|∆u|2dx−
∫

Ωi

|u|pdx.

Como cada Ωi veri�ca a condição (G), segue do estudo feito no Capítulo 3 que

para cada i ∈ {1, · · · , l} o problema
∆2u = |u|p−2u, in Ωi,

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωi.

(Pi)
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tem uma solução nodal ui ∈ H2
0 (Ωi), a qual satisfaz

Ii(ui) = ci,

onde

ci = inf{Ii(u); u ∈ H2
0 (Ωi) \ {0}, I ′i(u) = 0 e u± 6= 0}.

A solução ui é gerada a partir de um ponto crítico wi do funcional dual Ψi : Lp/(p−1)(Ωi)→

R de�nido por

Ψi(w) =
1

p′

∫
Ωi

|w|p′dx− 1

2

∫
Ωi

wTiwdx

onde
1

p
+

1

p′
= 1 e Ti : L

p
p−1 (Ωi) → W 4, p

p−1 (Ωi) é o operador solução associado ao

problema 
∆2u = w, em Ωi,

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ωi.

(Pw)

O próximo lema mostra uma estimativa para a norma Lp das partes positiva e

negativa das soluções nodais de (Pi), este lema será crucial para nossos argumentos nas

seções posteriores.

Lema 4.1.1 Para cada i ∈ {1, · · · , l} existe ρi > 0 tal que∫
Ωi

|u±i |pdx ≥ ρi.

Demonstração. Pelo exposto no Capítulo 3, para cada i ∈ {1, · · · , l} a função

wi = |ui|p−2ui é um ponto crítico para o funcional Ψi, ou seja∫
Ω

|wi|p
′
dx =

∫
Ω

wiTwidx. (4.1)

Pelo Lema 3.2.2, existe uma constante positiva ρi tal que∫
Ωi

w±i Tw
±
i dx ≥ ρi. (4.2)

De (4.1) e (4.2), ∫
Ω

|w±i |p
′ ≥ ρi. (4.3)

O lema segue da última desigualdade.

Dado um subconjunto Γ ⊂ {1, · · · , l}, de�nimos

ΩΓ =
⋃
i∈Γ

Ωi e CΓ =
∑
i∈Γ

ci.
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Além disso, �xamos R > 0 tal que

l⋃
i=1

Ωi ⊂ BR(0),

e de�na os funcionais Iλ,R, Jλ,R : H2
0 (BR(0)) → R por

Iλ,R(u) =
1

2

∫
BR(0)

(
|∆u|2 + λV (x)|u|2

)
dx− 1

p

∫
BR(0)

|u|pdx

e

Jλ,R(u) =

∫
BR(0)

(
|∆u|2 + λV (x)|u|2

)
dx.

4.2 Um valor crítico especial para Jλ,R

Nesta seção mostraremos a existência de um valor crítico para Jλ que será usado

para construir uma sequência de funções que, como mostraremos nas seções seguintes,

converge para uma solução multi-bump do problema (B1)λ.

No que segue, consideraremos

C =
l∑

i=1

ci, δ := min
i∈{1,··· ,l}

(1
2
− 1

p
)ρi

C
, 0 < µ <

δ

2
.

e

ξ = min{ρi, i ∈ {1, · · · , l}}.

Usando estes números, denotamos por Aλ,R o conjunto das funções u ∈ H2
0 (BR(0)) que

veri�cam as propriedades abaixo:∫
BR(0)

|u|pdx = 1; (4.4)∫
Ωi

|u±|pdx ≥ δ, ∀i ∈ Γ; (4.5)∫
Ωj

|u|pdx ≤ µ, para cada j /∈ Γ. (4.6)

Note que Aλ,R 6= ∅, pois se considerarmos u0 =
∑
i∈Γ

ui, temos

v0 =
u0

|u0|Lp(BR(0))

∈ Aλ,R. (4.7)

No que segue, também �xamos

0 < µ < min

{
δ

2
,
ξ

2
‖v0‖−

2p
p−2

}
(4.8)
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e

γλ,R = inf
u∈Aλ,R

Jλ,R(u). (4.9)

Lema 4.2.1 Existe uλ,R ∈ Aλ,R tal que

Jλ,R(uλ,R) = γλ,R.

Além disso, existe α0 > 0 independente de λ e R, tais que

γλ,R ≥ α0 para λ ≥ 1 e R > 0.

Demonstração. Seja {un} ⊂ Aλ,R uma sequência tal que

‖un‖2
λ = Jλ,R(un)→ γλ,R.

Então, {un} é limitada em H2
0 (BR(0)), e passando a uma subsequência se necessário,

un ⇀ uλ,R ∈ H2
0 (BR(0)) e un → uλ,R em Lp(BR(0)).

Os limites acima garantem que uλ,R ∈ Aλ,R. Por outro lado,

γλ,R = lim inf
n→+∞

Jλ,R(un) ≥ Jλ,R(uλ,R),

de onde segue que

Jλ,R(uλ,R) = γλ,R.

Por outro lado, usando (4.5)

γλ,R = ‖uλ,R‖λ ≥
1

C

∫
Ωi

|u±λ,R|
p dx ≥ δ

C
:= α0 para λ ≥ 1 e R > 0,

onde C > 0 é a constante da imersão de Sobolev.

Lema 4.2.2 A função uλ,R ∈ Aλ,R obtida no lema anterior é um ponto crítico para

Jλ,R sobre V =
{
u ∈ H2

0 (BR(0));

∫
BR(0)

|u|pdx = 1
}
.

Demonstração. Suponha que uλ,R não é um ponto crítico para Jλ,R. Então existem

constantes ε, ν > 0 e r > 0 tais que

‖J ′λ,R(uλ,R)‖∗ >
8ε

ν
, ∀u ∈ J−1

λ,R

(
[γλ,R − 2ε, γλ,R + 2ε]

)
∩Br(uλ,R).

95



Dado τ > 0, �xe 0 < s <
r

3
de maneira que

u ∈ B2s(uλ,R)⇒


∫

Ωi

|u±|pdx ≥ δ − τ, ∀i ∈ Γ;∫
BR(0)\ΩΓ

|u|pdx ≤ µ+ τ.
(4.10)

Aplicando o lema de deformação encontrado em [71, Lemma 5.15], existe um �uxo

η : V → V com

• η(u) = u, u /∈ J−1
λ,R

(
[γλ,R − 2ε.γλ,R + 2ε]

)
∩B3s(uλ,R);

• η(J
γλ,R+ε

λ,R ∩ S) ⊂ J
γλ,R−ε
λ,R ∩B2s(uλ,R).

Como uλ,R ∈ J
γλ,R+ε

λ,R ∩Bs(uλ,R), temos

wλ,R = η(uλ,R) ∈ Jγλ,R−ελ,R ∩B2s(uλ,R). (4.11)

Agora, consideramos Aτλ,R o conjunto das funções u ∈ H2
0 (BR(0)) que veri�cam as

propriedades abaixo:

•
∫
BR(0)

|u|pdx = 1;

•
∫

Ωi

|u±|pdx ≥ δ − τ, ∀i ∈ Γ;

•
∫

Ωj

|u|pdx ≤ µ+ τ, para cada j /∈ Γ.

Como Aλ,R ⊂ Aτλ,R, concluímos que Aτλ,R 6= ∅ e o número

γτλ,R = inf
u∈Aτλ,R

Jλ,R(u),

está bem de�nido.

De (4.10) e (4.11),

γτλ,R ≤ Jλ,R(wλ,R) ≤ γλ,R − ε. (4.12)

A�rmação 4.2.3 γτλ,R → γλ,R, quando τ → 0.

Seja {τn} ⊂ (0,+∞) uma sequência com τn → 0. Dos argumentos usados no Lema

4.2.1, existe un = uτnλ,R ∈ A
τn
λ,R tal que

Jλ,R(un) = γτnλ,R.

96



Observe que,

‖un‖2 ≤ ‖un‖2
λ = Jλ,R(un) = γτnλ,R ≤ γλ,R. (4.13)

Então, {un} é uma sequência limitada com respeito a n. Então passando a uma sub-

sequência se necessário

un ⇀ u0 ∈ H2
0 (BR(0)).

Logo,

lim inf
n→+∞

γτnλ,R = lim inf
n→+∞

Jλ,R(un) ≥ Jλ,R(u0). (4.14)

Das imersões de Sobolev, u0 ∈ Aλ,R e consequentemente

Jλ,R(u0) ≥ γλ,R. (4.15)

Como {τn} é uma sequência arbitrária, a a�rmação segue de (4.13)-(4.15).

A A�rmação 4.2.3 juntamente com (4.12) implicam em

γλ,R ≤ γλ,R − ε,

o que é absurdo.

Agora, do Teorema dos multiplicadores de Lagrange existe αλ,R > 0 tal que

J ′λ,R(uλ,R)w = αλ,Rp

∫
BR(0)

|uλ,R|p−2uλ,Rwdx, ∀w ∈ H2
0 (BR(0)),

isto é, uλ,R é uma solução do problema
2∆2u+ 2λV (x)u = αλ,Rp|u|p−2u, em BR(0)

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂BR(0).

Portanto, vλ,R = βλ,Ruλ,R é uma solução para
∆2u+ λV (x)u = |u|p−2u, em BR(0)

u =
∂u

∂η
= 0, sobre ∂BR(0),

onde,

βλ,R = γ
1/(p−2)
λ,R .

Note que,
1

Θ
‖vλ,R‖2 ≤ ‖vλ,R‖2

λ = γ
p/(p−2)
λ,R

∫
BR(0)

|uλ,R|pdx = γ
p/(p−2)
λ,R ,
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como v0 dado em (4.7) pertence a Aλ,R para todo λ ≥ 0, temos

γ
p/(p−2)
λ,R ≤

(
Jλ,R(v0)

)p/(p−2)

=

(
1

2
− 1

p

)−1(
1

2
− 1

p

) ∫
ΩΓ
|∆u0|2( ∫

ΩΓ
|u0|p

)2/p

p/(p−2)

(4.16)

=
(1

2
− 1

p

)−1

CΓ.

Então considerando uma sequência {Rn} tal que Rn → +∞, temos {vλ,Rn} é limitada

em H2(RN). Consequentemente, passando a uma subsequência se necessário

vλ,Rn ⇀ vλ, em H2(RN), quando n→∞. (4.17)

Proposição 4.2.4 A função vλ é um ponto crítico do funcional Iλ. Além disso, existem

µ∗, δ∗ > 0 tais que

(i)

∫
Ωi

|v±λ |
pdx ≥ δ∗, ∀i ∈ Γ;

(ii)

∫
Ωj

|vλ|pdx <
ξ

2
, ∀j /∈ Γ.

Demonstração. Inicialmente, consideremos uma função teste ϕ ∈ C∞0 (RN). Pelo

estudo feito anteriormente, para cada n ∈ N∫
suptϕ

[∆vλ,Rn∆ϕ+ λV (x)vλ,Rnϕ] dx =

∫
suptϕ

|vλ,Rn|p−2vλ,Rnϕdx.

De (4.17) e pelas imersões de Sobolev,∫
suptϕ

[∆vλ∆ϕ+ λV (x)vλϕ] dx =

∫
suptϕ

|vλ|p−2vλϕdx,

ou seja,

I ′λ(vλ)ϕ = 0.

Pela arbitrariedade de ϕ e pela densidade de C∞0 (RN) em H2(RN), concluímos que vλ

é um ponto crítico para Iλ.

Além disso, como uλ,Rn pertencer a Aλ,Rn , temos por (4.5) e (4.4) que∫
Ωi

|v±λ,Rn|
pdx ≥ βpλ,Rnδ ≥ α

p/(p−2)
0 δ := δ∗, ∀i ∈ Γ

e ∫
Ωj

|vλ,Rn|pdx < βpλ,Rnµ ≤ ‖v0‖
2p
p−2µ <

ξ

2
, ∀j /∈ Γ.

Desde que vλ,Rn ⇀ vλ, segue da imersão compacta de Sobolev, H2(RN) ↪→ Lploc(R
N),

que
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∫
Ωi

|v±λ |
pdx ≥ δ∗, ∀i ∈ Γ

e ∫
Ωj

|vλ|pdx <
ξ

2
, ∀j /∈ Γ.

4.3 Demonstração do Teorema Principal

Nesta seção demonstraremos o Teorema 0.0.6. Desde que,

‖vλ‖2 ≤ lim inf
R→∞

‖vλ,R‖2 ≤
(1

2
− 1

p

)−1

CΓ.,

nós concluímos que para cada sequência {λn} ⊂ (0,+∞) com λn → ∞, a sequência

{vλn} é limitada em H2(RN). Então, para alguma subsequência, existe v ∈ H2(RN)

tal que

vλn ⇀ v em H2(RN).

Além disso,

Iλn,R(vλn,R) = Iλn,R(vλn,R)− 1

p
I ′λn,R(vλn,R)vλn,R =

(1

2
− 1

p

)
‖vλn,R‖2

λn

=
(1

2
− 1

p

)(
‖uλn,R‖2

λn

)p/(p−2)

=
(1

2
− 1

p

)(
γλn,R

)p/(p−2)

e pela estimativa (4.16) obtemos

Iλn,R(vλn,R) ≤ CΓ.

Então,

0 ≤ (
1

2
− 1

p

)
‖vλn‖2

λn ≤ Iλ(vλn) ≤ lim inf
R→∞

Iλn,R(vλn,R) ≤ CΓ, (4.18)

assim, para alguma subsequência,

Iλn(vλn)→ c ∈ [0, CΓ].

Agora, argumentando como na Proposição 1.2.1, concluímos que

(a) v ≡ 0 em RN \
l⋃

i=1

Ωi e v é uma solução de (Pi) para cada i ∈ {1, · · · , l}.

(b) ‖vλn − v‖2
λn → 0.
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Além disso, como ∫
Ωi

|v±λ |
pdx ≥ δ∗, ∀i ∈ Γ

e ∫
Ωj

|vλ|pdx ≤
ξ

2
, ∀j /∈ Γ,

o limite fraco vλ ⇀ v em H2(RN) implica em∫
Ωi

|v±|pdx ≥ δ∗, ∀i ∈ Γ (4.19)

e ∫
Ωj

|v|pdx ≤ ξ

2
, ∀j /∈ Γ. (4.20)

Por (4.19), v é uma solução nodal de (Pi) para cada i ∈ Γ e por (4.20) v ≡ 0 em cada

Ωj com j /∈ Γ, por que se existe j /∈ Γ com v 6= 0 em Ωj, então por (4.8)

ξ ≤
∫

Ωj

|v|pdx ≤ µ̃ <
ξ

2

o que é absurdo. De (a),

Ii(v) ≥ ci, para cada i ∈ Γ.

Por outro lado, pelo item 2 e (4.18)

Ii(v) ≤ CΓ, ∀i ∈ Γ, (4.21)

então,

Ii(v) = ci,∀i ∈ Γ,

pois se existir i0 ∈ Γ tal que

Ii0(v) > ci0 ,

temos ∑
i∈Γ

Ii(v) > CΓ,

o que contradiz (4.21).

Do estudo feito acima, a função vλ é uma solução para (B1)λ e para cada sequência

{vλn}, podemos extrair uma subsequência {vλni} tal que

vλni → v em H2(RN),

para algum v ∈ H2(RN). Além disso, para cada i ∈ Γ, v|Ωi é uma solução nodal de

energia mínima de (Pi) e v ≡ 0 em RN \ ΩΓ.

100



Apêndices



Apêndice A

Apêndice A: Princípio do Máximo

para o Operador Biharmônico

Neste apêndice, baseados em [40], trataremos de um dos pontos mais delicados no

estudo do operador Biharmônico, ∆2, que é determinar sobre quais condições teremos

um princípio de máximo para o problema ∆2u = f(x), em Ω,

u = Bu = 0, sobre ∂Ω
(P )

com Bu = ∆u (Problema de Navier) ou Bu =
∂u

∂ν
(Problema de Dirichlet ).

A.1 A função de Green

Para obtermos uma forma explicita para determinar uma solução pra o problema

(P ), o primeiro passo é de�nir a solução fundamental do operador biharmônico ∆2 em

RN . Consideramos

FN(x) =


2Γ(n/2− 2)

NeN8Γ(N/2)
|x|4−n se N > 4 ou N é impar

(−1)2−N/2

NeN4Γ(N/2)(2−N/2)!
|x|4−N se N ≤ 4 é par,

(A.1)

então, no sentido distribucional

∆2FN(x) = δ0,

onde δ0 é a massa de Dirac na origem



De�nição A.1 Uma função de Green para (P ) é uma função (x, y) 7→ G(x, y) : Ω ×
Ω→ R ∪ {∞} satisfazendo :

• x 7→ G(x, y)− FN(x− y) ∈ C4(Ω) ∩ C(Ω) para todo y ∈ Ω se de�nido sequenci-

almente para x = y;

• ∆2
x(G(x, y) − FN(x − y)) = 0 para todo (x, y) ∈ Ω2 se de�nido sequencialmente

para x = y;

• ∂

∂x
G(x, y) = 0 para todo (x, y) ∈ ∂Ω× Ω.

Se f ∈ C∞(Ω), então a função de Green permite que se escreva a solução única do

problema (P ) como

u(x) =

∫
Ω

G(x, y)f(y)dy. (A.2)

Determinar a forma exata da função de Green não é uma tarefa simples, Boggio em

1905 conseguiu calcular explicitamente a função de Green para o biharmônico quando

Ω é a bola unitária em RN , para mais detalhes indicamos o capítulo 2 de [40].

A.2 O problema de Navier

No caso do problema de Navier podemos reescrever o problema (P ) como o se-

guinte sistema 
−∆u = v, in Ω

−∆v = f, in Ω

u = v = 0, on ∂Ω.

Então se f > 0, segue do princípio do máximo para o operador Laplaciano ao problema −∆v = f, in Ω

v = 0, on ∂Ω.

temos, v positiva e aplicando novamente o princípio do máximo, agora ao problema −∆u = v, in Ω

u = 0, on ∂Ω.

concluímos que u > 0.
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A.3 O problema de Dirichlet

O caso do Problema de Dirichlet é mais sútil e temos pela expressão (A.2) que

se a função de Green G(x, y) for positiva, então

f > 0⇒ u > 0.

Todavia, não temos a positividade da função de Green em qualquer domínio limitado,

Por exemplo, em uma elipse Eab ⊂ R2 de eixos a, b > 0. Se a excentricidade
a

b
≥ 1, 2,

então a função de Green para ∆2 em Ea,b troca de sinal. No caso da bola unitária B, a

partir da expressão encontrada por Boggio mostra-se que a função de Green é positiva

e consequentemente temos o seguinte resultado:

Teorema A.1 Para toda f ∈ Lp(B), 1 < p < +∞, existe uma única u ∈ W 2,p(B) ∩
W 1,p

0 (B) do problema de Dirichlet (P ). Além disso, f � 0, então

u > 0 em B.

A positividade da função de Grenn para ∆2 em uma bola unitária B não é um evento

singular, mas contínua verdadeiro sob pequenas C4,α−deformações suaves da bola, as

quais de�nimos abaixo.

De�nição A.2 Assumimos que Ω1 e Ω2 são domínios limitados de classe Ck,α. Dado

ε > 0, dizemos que Ω2 está ε−próximo de Ω1 no sentido Ck,α, se existir uma aplicação

sobrejetiva g : Ω1 −→ Ω2 de classe Ck,α tal que

‖g − Id‖Ck,α(Ω1) ≤ ε.

Teorema A.3 Seja B a bola unitária do RN , N ≥ 2.Então existe ε0 = ε0(N) > 0 tal

que para ε ∈ [0, ε0] a seguinte a�rmação é verdadeira. Se Ω ⊂ RN é um domínio de

classe C4,α que está ε−próximo de B no sentido C4,α, então a função de Green G∆2,Ω

para ∆2 em Ω sob a condição de Dirichlet é estritamente positiva, isto é

G∆2,Ω(x, y) > 0, ∀x, y ∈ Ω, x 6= y.
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Apêndice B

Um exemplo especial

No Capítulo 3 apresentamos uma classe de termos não lineares que satisfazem

nossas hipóteses mas que não satisfazem as hipóteses do artigo [70], a saber as funções

da forma

f(t) = ϕ(t)|t|p−2t,

onde ϕ : R → R é uma função positiva, crescente e limitada escolhida de tal maneira

que para cada s > 1
f ′(t)

ts−2
→∞, quando t→∞.

Desde que,

f ′(t) = ϕ′(t)|t|p−2t+ (p− 1)ϕ(t)|t|p−2.

vamos construir uma função ϕ com as características supra citadas e tal que

ϕ′(t)

ts−2
→∞, quando t→∞.

Consideramos então que ϕ(0) =
1

2
e construímos uma sequência (tn) tal que

t1 = 2, ϕ(t1) = 2 e ϕ′(t1) = e

t2 = 4, ϕ(t2) = 2 +
1

2
e ϕ′(t2) = et2

t3 = 23, ϕ(t3) = 2 +
3∑
1

1

2n
e ϕ′(t3) = et3 · · ·

em geral,

tn = 2n, ϕ(tn) = 2 +
n∑
1

1

2n
ϕ′(tn) = etn .



Unindo estes pontos de forma que a função seja de classe C1, temos a função dese-

jada,pois a sequência (tn) é tal que tn →∞, temos

ϕ(tn) ≤ 3, ∀n ∈ N

e
ϕ′(tn)

tsn
=
etn

tsn
→∞ quando n→∞.

e2

e4

e8

2 4 8

2

2, 5

2, 75

3

ϕ(t)

t
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