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Resumo

Neste trabalho estabelecemos resultados de existência, multiplicidade e concentração de

soluções positivas para a seguinte classe de problemas quasilineares −div
(
ε2φ(ε|∇u|)∇u

)
+ V (x)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,

onde N ≥ 2, ε é um parâmetro positivo, φ, V, f são funções satisfazendo condições técnicas

que serão apresentadas ao longo da tese e Φ(t) =
∫ |t|

0
φ(s)sds. As principais ferramentas

utilizadas são os Métodos Variacionais, Categoria de Lusternik-Schnirelman, Método de

Penalização e propriedades dos espaços de Orlicz-Sobolev.

Palavras-Chave: N-função; Espaços de Orlicz-Sobolev; Métodos Variacionais; Categoria

de Lusternik-Schnirelman; Solução Positiva.
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Abstract

In this work we establish existence, multiplicity and concentration of positive solutions

for the following class of problem −div
(
ε2φ(ε|∇u|)∇u

)
+ V (x)φ(|u|)u = f(u), in RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 in RN ,

where N ≥ 2, ε is a positive parameter, φ, V, f are functions satisfying technical conditions

that will be presented throughout the thesis and Φ(t) =
∫ |t|

0
φ(s)sds. The main tools used

are Variational methods, Lusternik-Schnirelman of category, Penalization methods and

properties of Orlicz-Sobolev spaces.

Keywords: N-function; Orlicz-Sobolev spaces; Variational methods; Lusternik-Schnirelman

of category; Positive solution.
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Indíce de Notações

• ci, Ci denotam constantes positivas genéricas;

• Ac denota o complementar do conjunto A;

• RN denota o espaço euclidiano N -dimensional;

• Bρ(x) é a bola aberta de centro x e raio ρ > 0;

• Se O ⊂ RN é um conjunto mensurável à Lebesgue, então
∣∣O∣∣ denota a medida de

Lebesgue de O;

• catX(A) denota a categoria de A em X;

• A expressão q.t.p. é uma abreviação para quase todo ponto, ou seja, a menos de um

conjunto com medida de nula;

• suppu denota o suporte da função u;

• xn = on(1) se, e só se, xn → 0;

• xn ↓ x signi�ca que xn → x e xn+1 < xn, ∀n ∈ N;

• xn ↑ x signi�ca que xn → x e xn+1 > xn, ∀n ∈ N;

• O símbolo → signi�ca convergência forte em um espaço normado;

• O símbolo ⇀ signi�ca convergência fraca em um espaço normado;

• X ↪→ Y denota que X está imerso continuamente em Y ;

• Se u : O → R é mensurável, então u+ e u− denotam as partes positiva e negativa de

u respectivamente, ou seja,

u+(x) = max
{
u(x), 0

}
e u−(x) = min

{
u(x), 0

}
.

• C
(
O
)
denota o espaço das funções contínuas de�nidas em O;



2 INDÍCE DE NOTAÇÕES

• Ck
(
O
)

=
{
u ∈ C

(
O
)

; u é k-vezes continuamente diferenciável
}
;

• C∞
(
O
)

=
⋂
k≥1

Ck
(
O
)
;

• C∞0
(
O
)

=
{
u ∈ C∞

(
O
)

; supp(u) ⊂ O é compacto
}
;

• Lp
(
O
)

=

{
u : O → R mensurável ;

∫
O
|u|pdx <∞

}
munido da norma

|u|p =

(∫
O
|u|pdx

) 1
p

;

• L∞
(
O
)

=

{
u : O → R mensurável ; sup

O
ess |u| <∞

}
munido da norma

|u|∞ = sup
O
ess |u|.



Introdução

Na presente tese estamos interessados no estudo da existência, multiplicidade e

concentração de soluções positivas para a seguinte classe de problemas −div
(
ε2φ(ε|∇u|)∇u

)
+ V (x)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(Pε)

onde N ≥ 2, ε é um parâmetro positivo, φ : [0,+∞)→ [0,+∞) é uma função de classe C1

tal que Φ(t) =
∫ |t|

0
φ(s)sds é uma N-função, V : RN → R é uma função contínua chamada

potencial e a não-linearidade f : R→ R é uma função de classe C1. Ao longo do trabalho

mencionaremos hipóteses adicionais sobre as funções φ, V e f .

Com o propósito de estudar o problema (Pε), lançaremos mão dos métodos variaci-

onais na obtenção de pontos críticos para o funcional energia associado a (Pε).

Quando φ(t) ≡ 1 o problema (Pε) torna-se −ε2∆u+ V (x)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,2(RN),
(Sε)

o qual aparece quando se deseja encontrar uma onda viajante para a equação não-linear

do tipo Schrödinger

iε
∂Ψ

∂t
= −ε2∆Ψ + (V (x) + E)Ψ− |Ψ|q−2Ψ para todo x ∈ RN , (NLS)

onde i é a unidade imaginária, ε é a constante de Planck, q > 2 se N = 1; 2 ou 2 < q ≤ 2∗

se N ≥ 3. Uma onda viajante para a equação (NLS) é uma solução da forma

Ψ(t, x) = exp
−iEt
ε

u(x), u : RN → [0,+∞).
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O estudo da existência e concentração de soluções positivas para (S)ε com N ≥ 3, foram

amplamente consideradas; ver por exemplo, Alves e Souto [9], Ambrosetti, Badiale e

Cingolani [11], Ambrosetti, Malchiodi e Secchi [13], Bartsch e Wang [16], Cingolani e

Lazzo [23, 24], del Pino e Felmer [28], Floer e Weinstein [36], Lazzo [51], Oh [61, 62, 63],

Rabinowitz [66], Serrin e Tang [70], Wang [73] e suas referências.

Em [66], por um argumento via Passo da Montanha, Rabinowitz mostrou a existência

de soluções positivas para (Sε), quando ε > 0 é su�cientemente pequeno com o potencial

V veri�cando

V∞ = lim inf
|z|→∞

V (z) > inf
z∈RN

V (z) = V0 > 0. (R)

Posteriormente, Wang [73] mostrou que essas soluções se concentram3 no ponto de mínimo

global de V quando ε tende a 0. Cingolani e Lazzo [24] exploraram a geometria do

potencial V obtendo multiplicidade de soluções para (S)ε. Assumindo (R) e usando teoria

de categoria de Lusternik-Schnirelman as autoras relacionaram o número de soluções

positivas com a categoria do conjunto

M = {x ∈ RN : V (x) = V0}.

Em [28], del Pino e Felmer mostraram que as soluções de (Sε) se concentram, quando

ε → 0, em torno do mínimo local de V introduzindo um método de penalização. Mais

precisamente, eles assumiram que o potencial V : RN → R é uma função contínua satis-

fazendo

V (x) ≥ inf
z∈RN

V (z) = V0 > 0 para todo x ∈ RN (V0)

e existe um domínio limitado Ω ⊂ RN , tal que

inf
z∈Ω

V (z) < min
z∈∂Ω

V (z). (V1)

3Entedemos o fenômeno de concentração da seguinte maneira: se uε é uma solução de (Pε) e zε denota

um ponto de máximo global, então

lim
ε→0

V (zε) = V0.
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Para o caso em que φ(t) = |t|p−2, 2 ≤ p < N , o problema (Pε) torna-se −εp∆pu+ V (x)|u|p−2u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,p(RN),
(S̃ε)

e foi estudado por Alves e Figueiredo em [5]. Os autores completaram o estudo feito por

Cingolani e Lazzo, no sentido de que os mesmos resultados são obtidos considerando o

operador p-Laplaciano.

Para o caso onde ε = 1 e φ(t) = |t|p−2 + |t|q−2 para todo t ≥ 0 com 1 < p < q < N

e q ∈ (p, p∗), o problema (Pε) torna-se −∆pu−∆qu+ V (x)(|u|p−2u+ |u|q−2u) = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,p(RN) ∩W 1,q(RN),
(S)

que aparece em várias aplicações, ver por exemplo Chaves, Ercole e Miyagaki [22], Figuei-

redo [34], He e Li [48, 49], Li e Liang [54] e suas referências. Para problemas envolvendo o

operador p-q-Laplaciano em domínios limitados citamos Barile e Figueiredo [15], Figuei-

redo [33] e suas referências.

A existência de soluções do tipo multi-peak tem sido considerada em alguns artigos.

Por exemplo, Gui em [47] assumindo que V : RN → R é uma função contínua veri�cando

V (z) ≥ V0 > 0 para todo z ∈ RN (Ṽ0)

e que existem κ regiões limitadas disjuntas Ω1, ...,Ωκ tais que

Mi = min
x∈∂Ωi

V (x) > αi = inf
x∈Ωi

V (x) i = 1, ..., κ, (Ṽ1)

mostrou a existência de uma família de soluções uε, ε su�cientemente pequeno, para o

problema (S)ε com exatamente κ picos. Um resultado similar foi obtido por del Pino e

Felmer em [29] usando uma metodologia diferente. Giacomini e Squassina [46] motivados

pelo estudo feito por del Pino e Felmer mostraram a existência soluções que apresentam

múltiplos picos para uma classe de operadores degenerados. Em [3], Alves generalizou

o estudo feito por Gui mostrando a existência de solução multi-peak para problemas

envolvendo o operador p-laplaciano. Mais recentemente, Zhang e Xu em [75], fazendo

uma abordagem diferente daquela feita por Alves [3], também mostraram existência de

solução multi-peak para problemas no RN envolvendo o p-Laplaciano.
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Motivados pelos trabalhos supracitados, mais precisamente pelos resultados encon-

trados em [3], [5], [6] e [7], uma questão natural é saber se os mesmos fenômenos de

existência, multiplicidade e concentração bem como a existência de solução multi-peak

são válidos se considerarmos uma grande classe de operadores quasilineares. Nesta tese,

mostraremos que a resposta é positiva para o seguinte operador

∆Φu := div
(
φ(|∇u|)∇u

)
,

conhecido na literatura como operador Φ-Laplaciano, onde Φ(t) =
∫ |t|

0
φ(s)sds é uma

N-função. Como visto acima, tal operador é uma generalização natural do operador p-

Laplaciano, de�nido por ∆pu = div (|∇u|p−2∇u), com p > 1 sendo uma constante real,

quando consideramos φ(t) = tp−2.

Nos últimos anos tem sido dada uma atenção especial para problemas quasilineares

envolvendo o operador Φ-laplaciano, tendo em vista que estes modelam vários proble-

mas da Física-Matemática. Entre as diversas aplicações citamos a elasticidade não-linear

(Fukagai, Ito e Narukawa [37], Fuchs e Gongbao [41]) quando

Φ(t) = (1 + t2)α − 1, α ∈ (1,
N

N − 2
).

Outra aplicação encontra-se na plasticidade (Fukagai, Ito e Narukawa [38], Fuchs e Os-

molovski [42]) quando

Φ(t) = tp ln(1 + t), 1 <
−1 +

√
1 + 4N

2
< p < N − 1, N ≥ 3.

Um modelo matemático para Fluido Newtoniano Generalizado (Fukagai, Ito e Narukawa

[38]) é dado para problemas quando

Φ(t) =

∫ t

0

s1−α(sinh−1 s)βds, 0 ≤ α ≤ 1 e β > 0.

Aplicações também aparecem em problemas de Biofísica e Física dos Plasmas (He e Li

[49]) quando

Φ(t) =
1

p
|t|p +

1

q
|t|q, 1 < p < q < N, e q ∈ (p, p∗).

Recentemente, com ε = 1, houve um grande interesse no estudo de problemas como

(Pε) em domínios limitados e ilimitados de RN . Citamos, por exemplo, Alves, Figueiredo
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e Santos [8], Azzollini e Pomponio [14], Bonanno, Bisci e Radulescu [17, 18], Cerny [21],

Clement, Garcia-Huidobro e Manasevich [25], Donaldson [31], Fuchs e Li [41], Fuchs e

Osmolovski [42], Fukagai, Ito e Narukawa [37, 38, 39], Gossez [44, 45], Le, Motreanu e

Motreanu [52], Le e Schmitt [53], Mihailescu e Radulescu [58, 57], Mihailescu e Repovs

[59], Mihailescu, Radulescu e Repovs [60], Orlicz [64], Santos [67, 68], Santos e Soares [69]

e suas referências.

Fazendo uma revisão bibliográ�ca não encontramos na literatura artigos que mos-

tram a existência, multiplicidade e concentração de soluções para problemas quasilineares

envolvendo o Φ-Laplaciano, relacionados com a geometria do potencial V , e acreditamos

que esta tese mostra os primeiros resultados nesta linha.

A presente tese está organizada da seguinte forma. No Capítulo 1, é apresentada

uma breve introdução aos espaços de Orlicz e Orlicz-Sobolev bem como as propriedades

mais importantes envolvendo N-funções que serão usadas no decorrer do trabalho.

No Capítulo 2, motivados por [5], [3] e [66], consideramos a classe de problemas −div
(
ε2φ(ε|∇u|)∇u

)
+ V (x)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(Pε)

onde N ≥ 2, ε é um parâmetro positivo e o potencial V : RN → R é uma função contínua

satisfazendo a condição (R). Doravante, diremos apenas que o potencial V veri�ca ou não

a condição de Rabinowitz, quando o potencial V veri�car ou não a condição (R).

Neste capítulo, generalizamos os argumentos usados em [5], no sentido que, ob-

temos os mesmos tipos de resultados para uma classe mais ampla de operadores. Na

demonstração dos nossos resultados, trabalhamos com a teoria de N-funções e os espaços

de Orlicz-Sobolev. Nas referências acima citadas, a estimativa L∞ de algumas sequên-

cias foram obtidas usando o método de interação de Moser o qual não é muito adequado

quando se trabalha com uma classe mais geral de operadores quasilineares. Nesta tese,

contornamos essa di�culdade adaptando os argumentos encontrados em [4], [43], [50] e

[71].

A �m de enunciar o nosso principal resultado deste capítulo, apresentamos as hipó-

teses sobre as funções φ e f . A função φ : [0,+∞)→ [0,+∞) é de classe C1 e veri�ca:
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(φ1) φ(t), (φ(t)t)′ > 0 para todo t > 0;

(φ2) existem l,m ∈ (1, N), tais que l ≤ m < l∗ = Nl
N−l e

l ≤ φ(t)t2

Φ(t)
≤ m ∀t 6= 0, onde Φ(t) =

∫ |t|
0

φ(s)sds;

(φ3) a função
φ(t)

tm−2
é decrescente em (0,+∞);

(φ4) a função φ é monótona;

(φ5) existe uma constante C > 0 tal que

|φ′(t)t| ≤ Cφ(t) ∀ t ∈ [0,+∞).

No que segue, diremos que Φ ∈ Cm se

(Cm) Φ(t) ≥ |t|m ∀t ∈ R.

Além disso, denotamos por γ o seguinte número real

γ =


m, se Φ ∈ Cm,

l, se Φ /∈ Cm.

Assumimos que a não-linearidade f : R→ R é uma função de classe C1 que veri�ca:

(f1) existem funções r, b : [0,+∞)→ [0,+∞) tais que

lim sup
|t|→0

f ′(t)

(r(|t|)|t|)′
= 0 e lim sup

|t|→+∞

|f ′(t)|
(b(|t|)|t|)′

< +∞;

(f2) existe θ > m tal que

0 < θF (t) ≤ f(t)t ∀t > 0, onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds;

(f3) a função
f(t)

tm−1
é crescente para t > 0.

As funções r e b são de classe C1 e satisfazem as seguintes condições:
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(r1) r é crescente;

(r2) existe uma constante C̃ > 0 tal que

|r′(t)t| ≤ C̃r(t), ∀ t ≥ 0;

(r3) existem constantes positivas r1 e r2 tais que

r1 ≤
r(t)t2

R(t)
≤ r2 ∀t 6= 0, onde R(t) =

∫ |t|
0

r(s)sds;

(r4) a função R satisfaz

lim sup
t→0

R(t)

Φ(t)
< +∞ e lim sup

|t|→+∞

R(t)

Φ∗(t)
= 0.

(b1) b é crescente;

(b2) existe uma constante Ĉ > 0 tal que

|b′(t)t| ≤ Ĉb(t), ∀t ≥ 0;

(b3) existem constantes b1, b2 ∈ (1, γ∗) veri�cando

b1 ≤
b(t)t2

B(t)
≤ b2 ∀t 6= 0, onde B(t) =

∫ |t|
0

b(s)sds e γ∗ =
Nγ

N − γ
;

(b4) A função B satisfaz

lim sup
t→0

B(t)

Φ(t)
< +∞ e lim sup

|t|→+∞

B(t)

Φ∗(t)
= 0,

onde Φ∗ é a função de crescimento crítico de Φ dada por

Φ−1
∗ (t) =

∫ t

0

Φ−1(s)

s1+ 1
N

ds.

Em [38], com o intuito de mostrar a existência de solução para problemas como

(Pε), Fukagai, Ito e Narukawa em [38] �zeram uma das primeiras aplicações de (φ1) e

(φ2). Com tais hipóteses pode-se mostrar que a N-função Φ dada por Φ(t) =
∫ |t|

0
φ(s)sds

satisfaz uma importante propriedade, conhecida como condição ∆2, que esta diretamente
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relacionada com a separabilidade e re�exibilidade dos espaços de Orlicz e Orlicz-Sobolev

associados a Φ. A hipótese (φ3) é essencial para mostrar a caracterização dos níveis

minimax. A necessidade das hipóteses técnicas (φ3)-(φ5), (r1)-(r2), (b1) e (b2), além do

crescimento assumido pela função f ′ �carão evidenciadas ao longo do capítulo. Já as

hipóteses (r3)-(r4), (b3)-(b4) estão relacionadas com às imersão de Orlicz-Sobolev.

O principal resultado do Capítulo 2 é o seguinte:

Teorema A. Suponha que (φ1)-(φ5), (f1)-(f3), (b1)-(b4), (r1)-(r4) e (R) são válidas.

Então, para qualquer δ > 0 su�cientemente pequeno, existe εδ > 0 tal que (Pε) tem pelo

menos catMδ
(M) soluções positivas, para todo 0 < ε < εδ, onde

Mδ =
{
x ∈ RN : dist(x,M) ≤ δ

}
.

Além disso, se uε denota uma dessas soluções e zε ∈ RN é um ponto de máximo global de

uε, temos que

lim
ε→0

V (zε) = V0.

A ferramenta essencial para a demonstração do resultado enunciado acima é a ca-

tegoria de Lusternik-Schnirelman. Neste momento, faz-se apropriado recordar ao leitor

que se A é um subconjunto fechado de um espaço topológico X, a categoria de Lusternik-

Schnirelman catX(A) é o menor número de fechados e contráteis em X que cobrem A. O

leitor interessado em estudar a teoria de categoria de Lusternik-Schnirelman pode consul-

tar o livro do Willem [74].

No Capítulo 3, aplicamos o Método de Penalização de del Pino e Felmer [28] para

mostrar que são válidos, no contexto dos espaços de Orlicz, resultados análogos àqueles

encontrados em Alves e Figueiredo [7]. De forma mais precisa, consideramos a seguinte

classe de problemas (Pε), onde o potencial V : RN → R é uma função contínua satisfazendo

(V0) e (V1).

Na literatura, desconhecemos trabalhos que façam o uso do Método de Penalização

para problemas envolvendo o operador Φ-Laplaciano. Além disso, diferentemente de [35],

foi dada uma atenção especial, principalmente devido a di�culdade técnica, à constru-

ção de uma função auxiliar adequada para aplicação de tal método. Entretanto, com o

propósito de facilitar a leitura um apêndice foi dedicado para mostrar como tal função
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é construída. Ainda no Capítulo 3, seguindo a mesma linha de raciocínio de [7] e [28],

foi necessário modi�car de forma conveniente a não-linearidade, de modo que o funcional

energia associado satisfaça a condição de Palais-Smale.

O principal resultado do Capítulo 3 é enunciado como segue:

Teorema B. Assuma que (φ1)-(φ5), (r1)-(r4), (b1)-(b4), (f1)-(f3), (V0)-(V1) valem. En-

tão, dado δ > 0 su�cientemente pequeno, existe εδ > 0 tal que (Pε) tem pelo menos

catMδ
(M) soluções positivas, para todo 0 < ε < εδ, onde

M =
{
x ∈ Ω : V (x) = V0

}
e

Mδ =
{
x ∈ RN : dist(x,M) ≤ δ

}
.

Além disso, se uε denota uma dessas soluções e zε ∈ RN é um ponto de máximo global,

temos

lim
ε→0

V (zε) = V0.

No Capítulo 4, motivados por [3] e [47], consideramos a existência de soluções do

tipo multi-peak para a classe de problemas (Pε), onde o potencial V : RN → R é uma

função contínua satisfazendo (Ṽ0) e (Ṽ1).

Nosso principal resultado do Capítulo 4 é o seguinte:

Teorema C. Assuma (φ1)-(φ5), (r1)-(r4), (b1)-(b4), (f1)-(f3), (Ṽ0) e (Ṽ1). Então, para

cada Γ ⊂
{

1, ..., κ
}
, κ ∈ N, existe ε∗ > 0 tal que, para 0 < ε ≤ ε∗, (Pε) tem uma

família {uε} de soluções positivas veri�cando a seguinte propriedade para ε su�cientemente

pequeno:

Existe δ > 0 tal que

sup
x∈RN

uε(x) ≥ δ.

Existe Pε,i ∈ Ωi para todo i ∈ Γ tal que, para cada η > 0, existe ρ > 0 veri�cando

sup
x∈Bερ(Pε,i)

uε(x) ≥ δ para todo i ∈ Γ

e

sup
x∈RN\∪i∈ΓBερ(Pε,i)

uε(x) < η.
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No Teorema C, se Γ tem l elementos, dizemos que uε é uma solução l-peak. Ressal-

tamos que no contexto dos espaços de Orlicz, até onde sabemos, este é o primeiro estudo

relacionado a soluções do tipo multi-peak.

Para �nalizar a tese, no Apêndice A fazemos a construção de uma função crucial

para aplicação do método de penalização no Capítulo 3. O Apêndice B é dedicado a um

resultado de imersão que é crucial no Capítulo 4. Por �m, no Apêndice C generalizamos

uma versão de um Teorema do tipo Lions devido a Alves, Figueiredo e Santos [8] que

também será usado no Capítulo 4.



Capítulo 1

Os espaços LΦ(O) e W 1,Φ(O)

Nesta capítulo, apresentaremos os espaços de Orlicz e Orlicz-Sobolev que são gene-

ralização dos espaços de Lebesgue e Sobolev. Além disso, faremos um breve estudo das

principais propriedades envolvendo tais espaços.

É importante ressaltar que as informações presentes neste capítulo constituem ape-

nas a linguagem miníma necessária para o estudo que segue. O leitor interessado em um

estudo mais completo sobre o assunto pode consultar [1], [2], [44] e [65]. A tese [68] é uma

boa referência em português sobre o assunto.

1.1 Resultados básicos e de�nições

1.1.1 N-função

A seguir de�nimos uma classe especial de funções convexas, denominadas N-funções,

que desempenham um papel fundamental na de�nção dos espaços de Orlicz e Orlicz-

Sobolev.

De�nição 1.1.1. Dizemos que Φ: R→ [0,+∞) é uma N-função se

(i) Φ é um função convexa e contínua.
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(ii) Φ(t) = 0⇔ t = 0.

(iii) lim
t→0

Φ(t)

t
= 0 e lim

t→+∞

Φ(t)

t
= +∞ .

(iv) Φ é par.

Exemplo 1.1.2. A seguir, apresentamos alguns exemplos de N-funções.

1. Φ1(t) = 1
p
|t|p, onde p ∈ (1,+∞) e t ∈ R;

2. Φ2(t) = 1
p
|t|p + 1

q
|t|q, onde p, q ∈ (1,+∞) e t ∈ R;

3. Φ3(t) = (1 + t2)α − 1, onde α > 1 e t ∈ R;

4. Φ4(t) = |t|p ln(1 + |t|), onde p ∈ (1,+∞) e t ∈ R;

5. Φ5(t) = (1 + |t|) ln(1 + |t|)− |t|, t ∈ R;

6. Φ6(t) = et
2 − 1, t ∈ R;

7. Φ7(t) = e|t| − |t| − 1, t ∈ R.

O próximo resultado mostra como as N-funções são caracterizadas.

Lema 1.1.3. Seja Φ: R→ [0,+∞) uma função. Então, Φ é uma N-função se, e somente

se,

Φ(t) =

∫ |t|
0

ϕ(s)ds, t ∈ R,

onde ϕ : [0,+∞)→ [0,+∞) é uma função satisfazendo

(i) ϕ é contínua a direita e não-decrescente em (0,+∞);

(ii) ϕ(t) = 0⇔ t = 0;

(iii) lim
t→+∞

ϕ(t) = +∞;

(iv) ϕ(t) > 0 para todo t > 0.

Uma importante propriedade das N-funções que será frequentemente utilizada neste

trabalho é dada no próximo lema.

Lema 1.1.4. Seja Φ uma N-função. Então,
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(i) Φ(αt) ≤ αΦ(t), para todo α ∈ [0, 1] e t ∈ R;

(ii) Φ(βt) ≥ βΦ(t), para todo β ∈ (1,+∞) e t ∈ R;.

A seguir, de�nimos uma classe especial de funções chamadas funções conjugadas .

De�nição 1.1.5 (Função Conjugada). Seja Φ uma função. A função conjugada de Φ,

denotada por Φ̃, é a função dada por

Φ̃(t) = sup
s∈R

{
st− Φ(s)

}
.

Exemplo 1.1.6. 1. A N-função Φ1(t) =
|t|p

p
com p ∈ (1,+∞) e t ∈ R, tem como função

conjugada

Φ̃1(t) =
|t|q

q
, t ∈ R,

onde
1

p
+

1

q
= 1;

2. A N-função Φ7(t) = e|t| − |t| − 1, t ∈ R, tem como função conjugada

Φ̃7(t) = (1 + |t|) ln(1 + |t|)− |t| = Φ5(t).

A função conjugada Φ̃ de uma N-função Φ também é chamada de função complemen-

tar de Φ. Observando o Exemplo 1.1.6 1., vemos que tal conceito generaliza a de�nição de

função conjugada para os espaços de Lebesgue. Com as de�nições acima temos o seguinte

lema:

Lema 1.1.7. Se Φ é uma N-função, então Φ̃ também é uma N-função.

O primeiro resultado envolvendo Φ e Φ̃ é a seguinte generalização da desigualdade

de Young.

Lema 1.1.8 (Desigualdade de Young). Sejam Φ uma N-função e Φ̃ sua função con-

jugada. Então,

st ≤ Φ(s) + Φ̃(t), ∀s, t ∈ R.

O lema seguinte decorre diretamente da Desigualdade de Young.

Lema 1.1.9. Sejam Φ e Φ̃ N-funções conjugadas. Então,

t < Φ−1(t)Φ̃−1(t) ≤ 2t, para todo t > 0.



16 CAPÍTULO 1. OS ESPAÇOS LΦ(O) E W 1,Φ(O)

1.1.2 Espaços de Orlicz

Nesta subseção, temos por objetivo apresentar os espaços de Orlicz. O leitor atento

vai observar que as N-funções têm papel crucial na de�nição de tais espaços. De forma

precisa, para cada N-função iremos associar um espaço de Orlicz. Um estudo mais deta-

lhado sobre estes espaços podem ser encontradas nas referências citadas no início deste

capítulo.

No que segue, seja O ⊂ RN um conjunto aberto. Introduzimos agora os espaços de

Orlicz.

De�nição 1.1.10. Para cada N-função, de�nimos o espaço de Orlicz LΦ(O) como

LΦ(O) =

{
u : O → R mensurável ;

∫
O

Φ
(u
λ

)
dx < +∞, para algum λ > 0

}
.

Usando a convexidade da N-função Φ observamos que LΦ(O) é um espaço vetorial.

Além disso, o espaço LΦ(O) é um espaço de Banach munido com a norma

‖u‖Φ = inf

{
λ > 0 :

∫
O

Φ
( |u|
λ

)
dx ≤ 1

}
,

chamada norma de Luxemburg.

Observação 1.1.11. Note que a aplicação ‖.‖Φ é um funcional de Minkowsky associado

ao conjunto convexo

Γ =

{
u ∈ LΦ(O) ;

∫
O

Φ(u)dx < 1

}
.

Exemplo 1.1.12. Considerando a N-função Φ1(t) =
|t|p

p
com p ∈ (1,+∞) e t ∈ R,

temos

LΦ1(O) =

{
u : O → R mensurável ;

∫
O

∣∣∣u
λ

∣∣∣pdx < +∞, para algum λ > 0

}
= Lp(O).

Por esse motivo, os espaços de Orlicz são generalizações naturais dos espaços de Lebesgue.

A próxima de�nição desempenha um papel fundamental ao longo do nosso trabalho.

Uma das utilidades desta reside em obter informações sobre separabilidade e re�exibili-

dade dos espaços de Orlicz e Orlicz-Sobolev.
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De�nição 1.1.13. Seja Φ uma N-função. Dizemos que Φ satisfaz a condição ∆2 se

existem C∗ > 0 e t0 ≥ 0, tais que

Φ(2t) ≤ C∗Φ(t), t ≥ t0.

Neste caso, usamos a notação Φ ∈ ∆2.

Observação 1.1.14. |O| = +∞, Φ ∈ ∆2 com t0 = 0.

Observação 1.1.15. Essa condição pode ser reescrita da seguinte maneira: Para cada

s > 0, existe Cs > 0 tal que

Φ(st) ≤ CsΦ(t), para todo t ≥ 0.

As N-funções Φ1,Φ2, Φ3 para α ∈
(

1, N
N−2

)
, Φ4 e Φ5 dadas no Exemplo 1.1.2, são

exemplos de N-funções que veri�cam ∆2. Entretanto, as N-funções Φ6 e Φ7 são exemplos

de N-funções que não satisfazem a condição ∆2.

O resultado abaixo tacitamente motiva as hipóteses (φ2), (r3) e (b3) mencionadas

na introdução.

Lema 1.1.16. Seja Φ uma N-função dada por

Φ(t) =

∫ |t|
0

ϕ(s)ds.

Então, Φ ∈ ∆2 se, e somente se, existem α > 0 e t0 ≥ 0 tais que

tϕ(t)

Φ(t)
≤ α, t ≥ t0.

Uma importante desigualdade que será bastante utilizada no decorrer da tese é dada

no lema seguinte.

Lema 1.1.17. Seja Φ uma N-função dada por

Φ(t) =

∫ |t|
0

ϕ(s)ds.

Então, as funções Φ e Φ̃ satisfazem a desigualdade

Φ̃
(
ϕ(t)

)
≤ Φ(2t) para todo t ≥ 0.

A seguir, apresentamos uma versão da desigualdade de Hölder para os espaços de

Orlicz.
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Proposição 1.1.18 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ LΦ(O) e v ∈ LΦ̃(O).

Então, uv ∈ L1(O) e ∣∣∣ ∫
O
uvdx

∣∣∣ ≤ 2‖u‖Φ‖v‖Φ̃.

Conforme mencionado anteriormente fazendo uso da condição ∆2 resulta o

Teorema 1.1.19. Sejam Φ uma N-função satisfazendo a condição ∆2. Então, o espaço

LΦ(O) é separável. Além disso, LΦ(O) é re�exivo se, e somente se, Φ, Φ̃ ∈ ∆2.

Ainda usando a condição ∆2, mostra-se os seguintes resultados técnicos envolvendo

sequências em espaços de Orlicz.

Proposição 1.1.20. Sejam Φ uma N-função satisfazendo a condição ∆2 e (un) ⊂ LΦ(O).

Então,

un → 0 em LΦ(O) ⇔
∫
O

Φ(|un|)dx→ 0.

Proposição 1.1.21. Suponha O ⊂ RN um domínio limitado. Sejam Φ uma N-função

satisfazendo a condição ∆2 e (un) ⊂ LΦ(O) uma sequência tal que

un → u em LΦ(O).

Então, existem h ∈ LΦ(O) e uma subsequência de (un), ainda denotada por (un), tal que

un(x)→ u(x) q.t.p. em O e |un(x)| ≤ h(x) q.t.p. em O.

1.1.3 Espaços de Orlicz-Sobolev

Nesta subseção, estudamos os espaços de Orlicz-Sobolev. Tais espaços são obtidos

a partir dos espaços de Orlicz. Apresentamos algumas propriedades básicas bem como

imersões dos espaços de Orlicz-Sobolev em espaços de Orlicz.

De�nição 1.1.22. Para uma N-função Φ, de�nimos o espaço de Orlicz-Sobolev

W 1,Φ(O) como

W 1,Φ(O) =

{
u ∈ LΦ(O) ;

∂u

∂xi
∈ LΦ(O), i = 1, ..., N

}
.

O espaço W 1,Φ(O) é um espaço de Banach munido com a norma

‖u‖1,Φ = ‖∇u‖Φ + ‖u‖Φ,
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Teorema 1.1.23. O espaço W 1,Φ(O) é separável se Φ ∈ ∆2. Além disso, W 1,Φ(O) é

re�exivo se, e somente se, Φ, Φ̃ ∈ ∆2.

Antes de apresentarmos alguns resultados de imersões, iremos de�nir outra classe

importante de N-funções denominadas funções de crescimento crítico. Para tanto, iremos

precisar da seguinte de�nição:

De�nição 1.1.24. Sejam Φ1 e Φ2 N-funções. Dizemos que Φ2 cresce estritamente

mais lento que Φ1, quando para todo k > 0

lim
t→+∞

Φ2(kt)

Φ1(t)
= 0.

Neste caso, usamos a notação Φ2 ≺≺ Φ1.

A seguir apresentamos o primeiro resultado de imersão.

Lema 1.1.25. Sejam O ⊂ RN com |O| < +∞ e Φ um N-função. Então, a imersão

LΦ(O) ↪→ L1(O)

é contínua.

Teorema 1.1.26. Seja O ⊂ RN com |O| < +∞. Sejam Φ1 e Φ2 N-funções tais que

Φ2 ≺≺ Φ1. Então, vale a seguinte imersão contínua

LΦ1(O) ↪→ LΦ2(O).

Lema 1.1.27. Seja Φ uma N-fução satisfazendo∫ 1

0

Φ−1(s)

s1+ 1
N

ds < +∞ e

∫ +∞

1

Φ−1(s)

s1+ 1
N

ds = +∞. (1.1)

Então, a função H : [0,+∞)→ [0,+∞) dada por

H(t) =

∫ t

0

Φ−1(s)

s1+ 1
N

ds

é bijetora e sua inversa, denotada por Φ∗, estendida em toda reta de forma que Φ∗ seja

uma função par, é uma N-função.

A N-função Φ∗ é chamada função de crescimento crítico. A motivação de tal

denominação é vista no exemplo abaixo.
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Exemplo 1.1.28 ([68, Observação 2.6.1]). A N-função Φ(t) = |t|p, com p ∈ [1, N), tem

como função de crescimento crítico

Φ∗(t) =
1

p∗
|t|p∗ , t ∈ R,

onde p∗ =
N − p
pN

.

O principal resultado de imersão envolvendo tal função é devido a Dolnaldson e

Trundinger [32] e tem o seguinte enunciado.

Teorema 1.1.29 ([32, Teorema 3.2]). Seja O ⊂ RN aberto e admissível1. Seja Φ uma

N-função veri�cando (1.1). Então, vale a imersão contínua

W 1,Φ(O) ↪→ LΦ∗(O).

Além disso, se |O| < +∞ e Ψ é uma N-função tal que Ψ ≺≺ Φ∗, então a imersão

W 1,Φ(O) ↪→ LΨ(O).

é compacta.

A seguir, apresentamos outro importante resultado de imersões em espaços de Orlicz-

Sobolev o qual pode ser encontrado em [8].

Teorema 1.1.30. Seja A uma N-função satisfazendo

lim sup
t→0

A(t)

Φ(t)
< +∞ e lim sup

|t|→+∞

A(t)

Φ∗(t)
< +∞.

Então, vale a seguinte imersão contínua

W 1,Φ(RN) ↪→ LA(RN).

O teorema abaixo é uma resultado do tipo Lions para os espaços de Orlicz-Sobolev

e desempenha um papel fundamental no nosso trabalho.

Teorema 1.1.31 ([8, Teorema 1.3]). Assuma (φ1)-(φ2) e seja (un) ⊂ W 1,Φ(RN) uma

sequência limitada tal que

lim
n→+∞

sup
y∈RN

∫
B%(y)

Φ(|un|)dx = 0,

1Por admissível, entendemos os domínios em que ocorrem as imersões de Sobolev W 1,1(Ω) ↪→ Lq(Ω),

com 1 ≤ q ≤ N
N−1 .
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para algum ρ > 0. Então, para qualquer N-função B veri�cando a condição ∆2 com

lim
t→0

B(t)

Φ(t)
= 0 e lim

|t|→+∞

B(t)

Φ∗(t)
= 0,

temos

lim
n→+∞

∫
RN
B(|un|)dx = 0.

No que segue, Φ é uma N-função veri�cando (φ1)-(φ2) e Φ̃, Φ∗ são as funções con-

jugada e de crescimento crítico de Φ, respectivamente.

Os próximos três lemas envolvem as funções Φ, Φ̃ e Φ∗. Tais resultados, apesar de

técnicos, desempenham um papel crucial neste trabalho e a demonstração destes podem

ser encontradas em [68].

Lema 1.1.32. Considere as funções

ξ0(t) = min{tl, tm} e ξ1(t) = max{tl, tm}, ∀t ≥ 0.

Então,

ξ0(s)Φ(t) ≤ Φ(st) ≤ ξ1(s)Φ(t), ∀s, t ≥ 0

e

ξ0(‖u‖Φ) ≤
∫
RN

Φ(|u|)dx ≤ ξ1(‖u‖Φ), ∀u ∈ LΦ(RN).

Lema 1.1.33. Considere as funções

ξ2(t) = min{tl∗ , tm∗} e ξ3(t) = max{tl∗ , tm∗}, ∀t ≥ 0.

Então,

ξ2(s)Φ∗(t) ≤ Φ∗(st) ≤ ξ1(s)Φ∗(t), ∀s, t ≥ 0

e

ξ2(‖u‖Φ∗) ≤
∫
RN

Φ∗(|u|)dx ≤ ξ3(‖u‖Φ∗), ∀u ∈ LΦ∗(RN).

Lema 1.1.34. Considere as funções

ξ4(t) = min{t
l
l−1 , t

m
m−1} e ξ5(t) = max{t

l
l−1 , t

m
m−1} ∀t ≥ 0.

Então,
m

m− 1
Φ̃(t) ≤ tΦ̃′(t) ≤ l

l − 1
, ∀t ≥ 0,

ξ4(s)Φ̃(t) ≤ Φ̃(st) ≤ ξ5(s)Φ̃(t), ∀s, t ≥ 0

e

ξ4(‖u‖Φ̃) ≤
∫
RN

Φ̃(|u|)dx ≤ ξ5(‖u‖Φ̃), ∀u ∈ LΦ̃(RN).
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Agora, sejam B uma N-função e B̃ sua função conjugada. Se B satisfaz (b1) e (b3),

podemos mostrar os dois lemas seguintes.

Lema 1.1.35. Considere as funções

ξ0,B(t) = min{tb1 , tb2} e ξ1,B(t) = max{tb1 , tb2}, ∀t ≥ 0.

Então,

ξ0,B(s)B(t) ≤ B(st) ≤ ξ1,B(s)B(t), ∀s, t ≥ 0

e

ξ0,B(‖u‖B) ≤
∫
RN
B(|u|)dx ≤ ξ1,B(‖u‖B) ∀u ∈ LB(RN).

Lema 1.1.36. Considere as funções

ξ2,B̃(t) = min{t
b1
b1−1 , t

b2
b2−1} e ξ3,B̃(t) = max{t

b1
b1−1 , t

b2
b2−1}, ∀t ≥ 0.

Então,

ξ2,B̃(s)B̃(t) ≤ B̃(st) ≤ ξ3,B̃(s)B̃(t), ∀s, t ≥ 0

e

ξ2,B̃(‖u‖B̃) ≤
∫
RN
B̃(|u|)dx ≤ ξ3,B̃(‖u‖B̃) ∀u ∈ LB̃(RN).

1.2 Um teorema do tipo Brezis-Lieb para espaços de

Orlicz

Nesta subseção apresentamos resultados que desempenham papel crucial neste tra-

balho. Uma versão deste resultado pode ser encontrada em [20, Lema 6.6.1]. No entanto,

as hipóteses impostas aqui são mais fracas. Por exemplo, podemos aplicar o resultado

para a função φ(t) = 2α(1 + t2)α−1, que não pode ser considerado em [20].

Proposição 1.2.1 (Lema de Brezis-Lieb). Seja O ⊂ RN um domínio suave e suponha

que (φ1),(φ2), (φ4)-(φ5) são válidas. Seja (ηn) uma sequência de vetores, ηn : O → RN

satisfazendo

ηn ∈ LΦ(O)× . . .× LΦ(O) e ηn(x)→ 0 q.t.p. x ∈ O.
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Se (‖ηn‖Φ) é limitada, então a função a(y) := φ(|y|)y para todo y ∈ RN veri�ca o limite∫
O

Φ̃(|a(ηn + w)− a(ηn)− a(w)|)dx = on(1),

para cada w ∈ LΦ(O)× . . .× LΦ(O).

Demonstração. Dividiremos a demonstração em dois casos

Caso: φ não-decrescente. Para cada w ∈ LΦ(O)× . . .× LΦ(O) observe que

d

dt
ai
(
(ηn + tw)

)
=

N∑
j=1

∂ai
∂xj

(ηn + tw)wj

onde ai(y) := φ(|y|)yi, y = (y1, . . . , yN) ∈ RN e i = 1, . . . , N . Agora, note que

|ai(ηn + w)− ai(ηn)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

d

dt
ai
(
(ηn + tw)

)
dt
∣∣∣

≤
N∑
j=1

∫ 1

0

∣∣∣ ∂ai
∂xj

(ηn + tw)
∣∣∣|wj|dt

(φ5)︷︸︸︷
≤ c1|w|

∫ 1

0

φ(|ηn + tw|)dt

e sendo φ não-decrescente, temos

|ai(ηn + w)− ai(ηn)| ≤ c1|w|φ(|ηn|+ |w|). (1.2)

A seguir, veremos que existe uma constante c2 > 0 tal que

c1|w|φ(|ηn|+ |w|) ≤ c2

(
φ(|ηn|)|w|+ φ(|w|)|w|

)
. (1.3)

Com efeito, por (φ2), recorde que

l ≤ φ(t)t2

Φ(t)
≤ m, para todo t > 0, (1.4)

o que implica

φ(|ηn|+ |w|) ≤ m
Φ
(
|ηn|+ |w|

)
(
|ηn|+ |w|

)2 .

Por outro lado, usando a convexidade de Φ, obtemos

m
Φ
(
|ηn|+ |w|

)
(
|ηn|+ |w|

)2 = m
Φ
(

2(|ηn|+|w|)
2

)
(
|ηn|+ |w|

)2 ≤ m

(
1
2
Φ(2|ηn|) + 1

2
Φ(2|w|)(

|ηn|+ |w|
)2

)
.
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Combinando as desigualdades acima, deduzimos que

φ(|ηn|+ |w|) ≤ m

(
1
2
Φ(2|ηn|) + 1

2
Φ(2|w|)(

|ηn|+ |w|
)2

)

=
m

2

(
Φ(2|ηn|)
|ηn|2

+
Φ(2|w|)
|w|2

)
.

Usando a condição ∆2 existe uma constante C∗ > 0 tal que

φ(|ηn|+ |w|) ≤
mC∗

2

(
Φ(|ηn|)
|ηn|2

+
Φ(|w|)
|w|2

)

Novamente, por (1.4),

φ(|ηn|+ |w|) ≤
mC∗

2l

(
φ(|ηn|) + φ(|w|)

)

e, consequentemente, existe uma constante c2 > 0 satisfazendo

c1|w|φ(|ηn|+ |w|) ≤ c2

(
φ(|ηn|)|w|+ φ(|w|)|w|

)
.

De (1.2) e (1.3) segue que

|ai(ηn + w)− ai(ηn)| ≤ c2

(
φ(|ηn|)|w|+ φ(|w|)|w|

)
(1.5)

A�rmação 1.2.2. Dado ε ∈ (0, 1), existe C > 0, independente de ε, tal que

φ(|ηn|)|w| ≤ C
(
εφ(|ηn|)|ηn|+ cεφ(|w|)|w|

)
. (1.6)

De fato, �xado x ∈ RN , consideramos os conjuntos

Ax = {n ∈ N : |w(x)| ≤ |ηn(x)|} e Bx := {n ∈ N : |ηn(x)| ≤ |w(x)|}.
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Se n ∈ Ax, usando a Desigualdade de Young2 com o Lema 1.1.17, resulta que

φ(|ηn(x)|)|ηn(x)||w(x)| = εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|1
ε
|w(x)|

Young︷︸︸︷
≤ Φ̃(εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|) + Φ(

1

ε
|w(x)|)

∆2︷︸︸︷
≤ εΦ̃(φ(|ηn(x)|)|ηn(x)|) + CεΦ(|w(x)|)

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤ εΦ(2|ηn(x)|) + CεΦ(|w(x)|)
∆2︷︸︸︷
≤ C∗εΦ(|ηn(x)|) + CεΦ(|w(x)|)

(φ2)︷︸︸︷
≤ c3

l

(
εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|2 + C̃εφ(|w(x)|)|w(x)|2

)
,

mostrando que

φ(|ηn(x)|)|w(x)| ≤ c3

l

(
εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|+ C̃εφ(|w(x)|)|w(x)|

)
.

Se n ∈ Bx, desde que φ é não-decrescente

φ(|ηn(x)|)|w(x)| ≤ φ(|w(x)|)|w(x)| ≤ εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|+ φ(|w(x)|)|w(x)|.

Portanto, existe C > 0 tal que

φ(|ηn(x)|)|w(x)| ≤ C
(
εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|+ cεφ(|w(x)|)|w(x)|

)
, ∀n ∈ N

e como x ∈ RN foi arbitrário, concluímos que

φ(|ηn|)|w| ≤ C
(
εφ(|ηn|)|ηn|+ cεφ(|w|)|w|

)
, ∀n ∈ N

o que prova a A�rmação 1.2.2. Agora, de (1.5)-(1.6), existe C1 > 0 tal que

|a(ηn + w)− a(ηn)| ≤ C1εφ(|ηn(x)|)|ηn(x)|+ cε,1φ(|w(x)|)|w(x)|.

De�nindo

Gn(x) = max
{
|a(ηn + w)− a(ηn)− a(w)|(x)− C1εφ(|ηn|)|ηn|, 0

}
,

2ver Lema 1.1.8
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observamos que

Gn(x)→ 0 q.t.p. em O

e

Gn(x) ≤ |a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|(x)− C1εφ(|ηn|)|ηn|

≤ C1εφ(|ηn|)|ηn|+ cε,1φ(|w|)|w|+ |a(w)|(x)− C1εφ(|ηn|)|ηn|

≤ (1 + cε,1)φ(|w|)|w| ∈ LΦ̃(O).

Logo, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, tem-se∫
O

Φ̃(Gn)dx→ 0, (1.7)

pois ∫
O

Φ̃
(
(1 + cε,1)φ(|w|)|w|

)
dx

∆2︷︸︸︷
≤ c4

∫
O

Φ̃
(
φ(|w|)|w|

)
dx

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤ c4

∫
O

Φ
(
2|w|

)
dx

∆2︷︸︸︷
≤ c5

∫
O

Φ
(
|w|
)
dx < +∞.

Por outro lado, se x ∈ O satisfaz Gn(x) = 0 vem que

|a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|(x)− C1εφ(|ηn|)|ηn| ≤ 0,

assim

|a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|(x) ≤ C1εφ(|ηn|)|ηn|+Gn(x).

Agora, se x ∈ O veri�ca Gn(x) > 0, então

Gn(x) ≤ |a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|(x)− Cεφ(|ηn|)|ηn|

de onde segue

|a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|(x) = C1εφ(|ηn|)|ηn|+Gn(x).

Em qualquer caso,

|a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|(x) ≤ C1εφ(|ηn||ηn|+Gn(x) q.t.p. em O.
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Usando a convexidade de Φ, a condição ∆2 e o fato de Φ̃(φ(t)t) ≤ Φ(2t), deduzimos

Φ̃(|a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|) ≤ Φ̃(C1εφ(|ηn|)|ηn|+Gn)

≤ εc6Φ̃(φ(|ηn|)|ηn|) + c7Φ̃(Gn)

≤ εc6Φ(2|ηn|) + c7Φ̃(Gn)

≤ εc8Φ(|ηn|) + c7Φ̃(Gn). (1.8)

Logo, por (1.8) e (1.7)

lim sup
n→+∞

∫
O

Φ̃(|a(ηn + w)− a(ηn)|(x) + |a(w)|)dx ≤ εc9.

Portanto, ∫
O

Φ̃(|a(ηn + w)− a(ηn)− a(w)|)dx = on(1).

Caso: φ decrescente. A demonstração é feita como em [20, Lema 6.6.1].

O próxima proposição será usado em alguns resultados durante nosso trabalho. Uma

demonstração para tal resultado pode ser encontrada em Gossez [44].

Proposição 1.2.3. Sejam O ⊂ RN uma aberto e Φ: RN → [0,+∞) uma N-função

satisfazendo a condição ∆2. Se Φ̃ também satisfaz a condição ∆2 e (hn) é uma sequência

limitada em LΦ(O) satisfazendo hn(x) → h(x) q.t.p. em O, então hn ⇀ h em LΦ(O),

isto é, ∫
O
hnvdx→

∫
O
hvdx para todo v ∈ LΦ̃(O).





Capítulo 2

Multiplicidade e concentração de

soluções positivas com potencial

satisfazendo a condição de Rabinowitz

Neste capítulo mostraremos a existência, multiplicidade e concentração de soluções

positivas para a seguinte classe de problemas: −div
(
ε2φ(ε|∇u|)∇u

)
+ V (x)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(Pε)

onde N ≥ 2, ε é um parâmetro positivo e o potencial V : RN → R é uma função contínua

satisfazendo a condição de Rabinowitz (R). As funções φ : [0,+∞)→ [0,+∞) e f : R→ R

são de classe C1 e veri�cam as hipóteses mencionadas na Introdução.

Conforme foi dito na Introdução faremos uso de métodos variacionais para obter

pontos críticos para o funcional energia associado a (Pε). Para isso, recordamos que por

uma solução fraca do problema (Pε), entendemos uma função u ∈ X \ {0}, tal que∫
RN
ε2φ(ε|∇u|)∇u∇wdx+

∫
RN
V (x)φ(|u|)uwdx =

∫
RN
f(u)wdx, para todo w ∈ X,

onde X é um subespaço do espaço de Orlicz-Sobolev W 1,Φ(RN) dado por

X =

{
u ∈ W 1,Φ(RN) :

∫
RN
V (x)Φ(|u|)dx < +∞

}
.
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Ao longo desta tese, a�m de formulamos nosso problema em uma estrutura varia-

cional mais adequada, iremos trabalhar com um problema equivalente a (Pε). Veri�ca-se

que u ∈ X é uma solução fraca de (Pε) se, e somente se, v(x) = u(εx) satisfaz∫
RN
φ(|∇v|)∇v∇wdx+

∫
RN
V (εx)φ(|v|)vwdx =

∫
RN
f(v)wdx, para todo w ∈ Xε,

onde Xε denota o subespaço de W 1,Φ(RN) dado por

Xε =

{
u ∈ W 1,Φ(RN) :

∫
RN
V (εx)Φ(|u|)dx < +∞

}
munido da norma

‖u‖ε = ‖∇u‖Φ + ‖u‖Φ,Vε .

onde

‖∇u‖Φ := inf
{
λ > 0;

∫
RN

Φ
( |∇u|

λ

)
dx ≤ 1

}
e

‖u‖Φ,Vε := inf
{
λ > 0;

∫
RN
V (εx)Φ

( |u|
λ

)
dx ≤ 1

}
.

Neste caso, v é um ponto crítico do funcional Iε : Xε → R dado por

Iε(v) =

∫
RN

Φ(|∇v|)dx+

∫
RN
V (εx)Φ(|v|)dx−

∫
RN
F (v)dx

que é o funcional energia associado ao problema −∆Φv + V (εx)φ(|v|)v = f(v), em RN ,

v ∈ W 1,Φ(RN), v > 0 em RN ,
(P̃ε)

onde ∆Φ é o operador Φ-Laplaciano dado por ∆Φu = div(φ(|∇u|)∇u).

A partir de agora, concentramos nosso estudo no problema (P̃ε). As soluções que

encontramos para (P̃ε) possui a propriedade descrita na próxima de�nição.

De�nição 2.0.4. Uma solução u de (P̃ε) é dita uma solução de energia mínima quando

Iε(u) ≤ Iε(v),

qualquer que seja v solução de (P̃ε).
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2.1 O problema Autônomo

Nesta seção demonstramos a existência de uma solução positiva de energia mínima

para a seguinte classe de problemas −∆Φu+ µφ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(Pµ)

onde µ é um parâmetro positivo. Neste momento, gostaríamos de destacar que esta classe

de problemas foi considerada por Alves, Figueiredo e Santos em [8]. Os autores mostraram

a existência de solução não-trivial para o problema (Pε), com ε = 1, assumindo V radial

ou ZN -periódico. Entretanto, naquele artigo não foi estabelecida a caracterização do

nível do passo da montanha como o mínimo do funcional energia na variedade de Nehari,

existência de solução de energia mínima, regularidade e positividade das soluções. Esse

estudo é crucial para o caso não-autônomo, em virtude de algumas estimativas dependerem

de tais informações.

Desde que estamos interessados em soluções positivas, assumiremos em toda tese

f(t) = 0 para todo (−∞, 0]. (2.1)

De agora em diante, Yµ denota o espaço de Orlicz-Sobolev W 1,Φ(RN) com a norma

‖u‖Yµ = ‖∇u‖Φ + µ‖u‖Φ.

Dizemos que u ∈ Yµ é uma solução de (Pµ) se∫
RN
φ(|∇u|)∇u∇vdx+ µ

∫
RN
φ(|u|)uvdx =

∫
RN
f(u)vdx, ∀v ∈ Yµ.

Além disso, denotamos por Eµ : Yµ → R o funcional energia associado ao problema (Pµ)

dado por

Eµ(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|u|)dx−
∫
RN
F (u)dx.

Usa-se argumentos padrões mostra-se que Eµ ∈ C1
(
Yµ,R

)
1 com

E ′µ(u)v =

∫
RN
φ(|∇u|)∇u∇vdx+ µ

∫
RN
φ(|u|)uvdx−

∫
RN
f(u)vdx, ∀u, v ∈ Yµ.

1Ver por exemplo [68, Apêndice B].



32
CAPÍTULO 2. MULTIPLICIDADE E CONCENTRAÇÃO DE SOLUÇÕES POSITIVAS COM POTENCIAL

SATISFAZENDO A CONDIÇÃO DE RABINOWITZ

Consequentemente, pontos críticos de Eµ são precisamente as soluções fracas para (Pµ).

O principal resultado desta subseção é o seguinte:

Teorema 2.1.1. Suponha que (φ1)-(φ3), (r1)-(r4), (b1)-(b4) e (f1)-(f3) são válidas. En-

tão, o problema (Pµ) possui uma solução não-negativa de energia mínima.

2.1.1 Preliminares

Começamos observando que a hipótese (f1) combinada com a regra de � Hospital

implicam que

lim sup
|t|→0

f(t)

r(|t|)|t|
= 0 e lim sup

|t|→+∞

f(t)

b(|t|)|t|
< +∞. (2.2)

Além disso, usando (φ2) e (r3) Vê-se facilmente que

0 ≤ f(t)

φ(|t|)|t|
≤ lr2

f(t)

r(|t|)|t|
R(t)

Φ(t)
.

Combinando a desigualdade acima com (2.2) e (r4), obtemos

lim sup
|t|→0

f(t)

φ(|t|)|t|
= 0 e lim sup

|t|→+∞

f(t)

b(|t|)|t|
< +∞. (2.3)

Os limites obtidos acima serão usados no decorrer do nosso trabalho.

Antes de seguir em frente, convém apresentar ao leitor as principais imersões que

serão usadas nesta tese. Segue-se do Teorema 1.1.30 e as hipóteses (r4) e (b4) que as

imersões

W 1,Φ(RN) ↪→ LR(RN) e W 1,Φ(RN) ↪→ LB(RN)

são contínuas. Além disso, graças ao Teorema 1.1.29, vale a seguinte imersão contínua

W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ∗(RN).

Portanto, pela de�nição da norma de Yµ, as imersões

Yµ ↪→ W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ(RN) e Yµ ↪→ W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ∗(RN) (2.4)

também são contínuas. Além disso, dado ρ > 0 as imersões

W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ(Bρ(0)) e W 1,Φ(RN) ↪→ LB(Bρ(0)) (2.5)

são compactas2.
2ver Teorema 1.1.29.
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2.1.2 Geometria do Passo da Montanha

A seguir, mostraremos que o funcional Eµ veri�ca as hipóteses do Teorema do Passo

da Montanha.

Lema 2.1.2. O funcional Eµ satisfaz a geometria do passo da montanha, isto é,

(i) Existem ρ, τ > 0 tais que Eµ(u) ≥ τ , se ‖u‖Yµ = ρ,

(ii) Existe e ∈ Yµ \Bρ(0) veri�cando Eµ(e) < 0.

Demonstração. Por (2.3), dado η > 0, existe cη,1 > 0 tal que

|f(t)| ≤ ηφ(|t|)|t|+ cη,1b(|t|)|t|, para todo t ∈ R,

e consequentemente por (φ2), (f2), (b3) segue que

|F (t)| ≤ ηm

θ
Φ(|t|) +

cη,1b2

θ
B(|t|), para todo t ∈ R.

Por outro lado, usando a hipótese (b4), existe cη,2 > 0 tal que

B(|t|) ≤ ηΦ(|t|) + cη,2Φ∗(|t|), para todo t ∈ R.

Logo, existe uma constante cη > 0 satisfazendo

|F (t)| ≤ η
(m+ θ

θ

)
Φ(|t|) + cηΦ∗(|t|), para todo t ∈ R.

Da desigualdade acima resulta que

Eµ(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|u|)dx−
∫
RN
F (u)dx

≥
∫
RN

Φ(|∇u|)dx+
(
µ− η

(m+ θ

θ

))∫
RN

Φ(|u|)dx− cη
∫
RN

Φ∗(|u|)dx.

Por outro lado, aplicando os Lemas 1.1.32 e 1.1.33,

ξ0(‖∇u‖Φ) ≤
∫
RN

Φ(|∇u|)dx ≤ ξ1(‖∇u‖Φ), (2.6)

ξ0(‖u‖Φ) ≤
∫
RN

Φ(|u|)dx ≤ ξ1(‖u‖Φ) (2.7)
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e

ξ2(‖u‖Φ∗) ≤
∫
RN

Φ∗(|u|)dx ≤ ξ3(‖u‖Φ∗), (2.8)

onde ξ0(t) = min
{
tl, tm

}
, ξ1(t) = max

{
tl, tm

}
, ξ2(t) = min{tl∗ , tm∗} e ξ3(t) = max{tl∗ , tm∗}.

Usando (2.6)-(2.8), �camos com

Eµ(u) ≥ ξ0(‖∇u‖Φ) +
(
µ− η

(m+ θ

θ

))
ξ0(‖u‖Φ)− cηξ3(‖u‖Φ∗).

Assim, �xando η <
µθ

2(m+ θ)
, existem constantes c1, c2 > 0 tais que

Eµ(u) ≥ c1

(
ξ0(‖∇u‖Φ) + µξ0(‖u‖Φ)

)
− c2ξ3(‖u‖Φ∗),

De (2.4), existe uma constante c3 > 0 tal que

‖u‖Φ∗ ≤ c3‖u‖Yµ .

Agora, escolhemos ρ > 0 su�cientemente pequeno de modo que

‖∇u‖Φ + µ‖u‖Φ = ‖u‖Yµ = ρ < 1 e ‖u‖Φ∗ ≤ c3‖u‖Yµ < 1.

Uma vez que m > l, as desigualdades acima implicam que

ξ0(‖∇u‖Φ) = ‖∇u‖mΦ e ξ3(‖u‖Φ∗) = ‖u‖l∗Φ∗ .

Desse forma,

Eµ(u) ≥ c1

(
‖∇u‖mΦ + µ‖u‖mΦ

)
− c2‖u‖l

∗

Φ∗ ,

o que implica

Eµ(u) ≥ c4‖u‖mYµ − c5‖u‖l
∗

Yµ

onde c4 =
c1 min{1, µ1−m}

2m
e c5 = c2c

l∗

3 . De (φ2), recorde que l∗ > m. Logo, existe τ > 0

tal que

Eµ(u) ≥ τ, ∀u ∈ Yµ e ‖u‖Yµ = ρ,

mostrando a primeira geometria.

Além disso, por (f2), existem d1, d2 > 0 tais que

F (t) ≥ d1|t|θ − d2, para todo t ∈ R. (2.9)
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Sejam ϕ ∈ C∞0 (RN)\{0} e t > 0. De (2.9),

Eµ(tϕ) =

∫
RN

Φ(|∇(tϕ)|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|tϕ|)dx−
∫
RN
F (tϕ)dx

≤
∫
RN

Φ(|∇(tϕ)|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|tϕ|)dx− d1t
θ

∫
RN
|ϕ|θdx+ d2|suppϕ|.

Usando novamente (2.6) e (2.7),

Eµ(tϕ) ≤ ξ1

(
t‖∇ϕ‖Φ

)
+ µξ1

(
t‖ϕ ‖Φ

)
− d1t

θ|ϕ|θθ + d2|suppϕ|

≤ ξ1(t)ξ1

(
‖∇ϕ‖Φ

)
+ µξ1

(
‖ϕ ‖Φ

)
− d1t

θ|ϕ|θθ + d2|suppϕ|.

Para t su�cientemente grande, temos ξ1(t) = tm, de onde segue

Eµ(tϕ) ≤ tm
(
ξ1

(
‖∇ϕ‖Φ

)
+ µξ1

(
‖ϕ‖Φ

))
− d1t

θ|ϕ|θθ + d2|suppϕ|.

Desde que θ > m, existe t∗ > 0 su�cientemente grande tal que

Eµ(t∗ϕ) < 0.

De�nindo e := t∗ϕ concluímos que

Eµ(e) < 0,

mostrando a segunda geometria.

2.1.3 Caracterização do nível do Passo da Montanha

Em vista do Lema 2.1.2, podemos aplicar uma versão do Teorema do Passo da Mon-

tanha sem a condição (PS)3 para encontrar uma sequência (un) ⊂ W 1,Φ
(
RN
)
veri�cando

Eµ(un)→ dµ e E ′µ(un)→ 0, (2.10)

onde

dµ = inf
α∈Γµ

max
t∈[0,1]

Eµ
(
α(t)

)
,

com

Γµ =
{
α ∈ C

(
[0, 1], Yµ

(
RN
))

; α(0) = 0 e Eµ
(
α(1)

)
≤ 0
}
.

3ver [74, Teorema 1.15].
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Um ponto crucial para o estudo que segue é a caracterização do nível do passo

da montanha dµ como o mínimo do funcional energia na variedade de Nehari. Neste

momento, é oportuno ressaltar que a hipótese (φ3) é fundamental para demonstrar tal

fato. Antes de seguir em frente, denotemos por Mµ a variedade de Nehari associada a

Eµ dada por

Mµ =
{
u ∈ Yµ\{0} : E ′µ(u)u = 0

}
.

Além disso, denotemos por dµ,1 e dµ,2 os seguintes números

dµ,1 = inf
u∈Mµ

Eµ(u) e dµ,2 = inf
u∈Yµ\{0}

max
t≥0

Eµ(tu).

Com as notações acima estabelecemos o seguinte resultado:

Lema 2.1.3. Assuma que (φ1)-(φ3), (r3)-(r4), (b3)-(b4) e (f1)-(f3) ocorrem. Então, para

cada u ∈ Yµ\{0}, existe um único tu > 0 tal que tuu ∈ Mµ e Eµ(tuu) = max
t≥0

Eµ(tu).

Além disso,

dµ = dµ,1 = dµ,2.

Demonstração. Pra cada u ∈ Yµ \ {0} de�nimos g(t) = Eµ(tu), isto é,

g(t) =

∫
RN

Φ(|∇(tu)|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|tu|)dx−
∫
RN
F (tu)dx.

Existência

Combinado os limites em (2.3) com as hipóteses (φ2), (f2) e (b3), dado η > 0, existe cη > 0

tal que

|F (t)| ≤ ηΦ(|t|) + cηΦ∗(|t|), para todo t ∈ R.

Assim,

g(t) =

∫
RN

Φ(|∇(tu)|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|tu|)dx−
∫
RN
F (tu)dx

≥
∫
RN

Φ(|∇(tu)|)dx+ (µ− η)

∫
RN

Φ(|tu|)dx− cη
∫
RN

Φ∗(|tu|)dx.

Usando os argumentos do Lema 2.1.2, para η su�cientemente pequeno e t ∈ (0, 1)

g(t) ≥ c1|t|m
(
ξ0(‖∇u‖Φ) + µξ0(‖u‖Φ)

)
− c2|t|l

∗
ξ3(‖u‖Φ∗),
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e sendo l ≤ m < l∗, concluímos que

g(t) > 0, ∀ t ≈ 0+. (2.11)

Por outro lado, de (f3) existem constantes d1, d2 > 0 tais que

F (t) ≥ d1|t|θ − d2, ∀ t ∈ R,

o que implica

F (t) ≥ d1|t|θ − d2|t|m, ∀ t > 1.

Logo, para todo t > 1,

g(t) ≤
∫
RN

Φ(|∇(tu)|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|tu|)dx− d1|t|θ|u|θθ + d2|t|m|u|mm

≤ c1

(
ξ1

(
‖∇(tu)‖Φ

)
+ ξ1

(
‖tu‖Φ

))
− d1|t|θ|u|θθ + d2|t|m|u|mm

≤ c1t
m

(
ξ1

(
‖∇u‖Φ

)
+ ξ1

(
‖u‖Φ

))
− d3|t|θ + d4|t|m

e sendo θ > m, concluímos que

g(t) < 0, ∀ t ≈ +∞. (2.12)

Desde que g é de classe C1, segue de (2.11) e (2.12) que existe tu > 0 tal que

g(tu) = max
t≥0

g(t) = max
t≥0

Eµ(tu),

implicando que g′(tuu) = 0, isto é, E ′µ(tuu)tuu = 0, mostrando que tuu ∈Mµ.

Unicidade

Primeiramente, observe que se u ∈Mµ, então u+ = max{u, 0} 6= 0. Suponha que existem

t1, t2 > 0 tais que t1u, t2u ∈Mµ. Dessa forma,∫
RN
φ(|∇(t1u)|)|∇(t1u)|2dx+ µ

∫
RN
φ(|t1u|)|t1u|2dx =

∫
[u>0]

f(t1u)t1udx

e ∫
RN
φ(|∇(t2u)|)|∇(t2u)|2dx+ µ

∫
RN
φ(|t2u|)|t2u|2dx =

∫
[u>0]

f(t2u)t2udx.
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Assim, ∫
RN

φ(t1|∇u|)
(t1|∇u|)m−2

|∇u|mdx+ µ

∫
RN

φ(t1|u|)
(t1|u|)m−2

|u|mdx =

∫
[u>0]

f(t1u)

(t1u)m−1
umdx

e ∫
RN

φ(t2|∇u|)
(t2|∇u|)m−2

|∇u|mdx+ µ

∫
RN

φ(t2|u|)
(t2|u|)m−2

|u|mdx =

∫
[u>0]

f(t2u)

(t2u)m−1
umdx.

Então, subtraindo as desigualdades acima obtemos∫
RN

(
φ(t1|∇u|)

(t1|∇u|)m−2
− φ(t2|∇u|)

(t2|∇u|)m−2

)
|∇u|mdx

+ µ

∫
RN

(
φ(t1|u|)

(t1|u|)m−2
− φ(t2|u|)

(t2|u|)m−2

)
|u|mdx =

∫
[u>0]

(
f(t1u)

(t1u)m−1
− f(t2u)

(t2u)m−1

)
umdx.

Suponha, por absurdo, que t1 6= t2. Sem perda de generalidade assuma que t1 < t2.

Recorde que de (φ3) a a função
φ(s)

sm−2
é decrescente para s > 0, e daí segue que o lado

esquerdo da igualdade acima é positivo. Contudo de (f3) a função
f(s)

sm−1
é crescente para

s > 0, logo o lado direito é negativo, o que é um absurdo. Se t1 > t2 chegamos de maneira

análoga a um absurdo, e portanto t1 = t2.

Por �m, adaptando os argumentos encontrados em [74, Teorema 4.2], mostra-se que

dµ = dµ,1 = dµ,2.

2.1.4 A condição de Palais-Smale

Nesta subseção, estabelecemos algumas propriedades envolvendo as sequências de

Palais-Smale de Eµ. A primeira delas é obtida no próximo lema.

Lema 2.1.4. Seja (un) uma sequência (PS)d para Eµ. Então, existe uma constante

C > 0, independente de n, tal que

‖un‖Yµ ≤ C, ∀n ∈ N.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)d para Eµ. Por hipótese,

Eµ(un)→ d e E ′µ(un)→ 0.
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Assim, existe uma constante c1 > 0 tal que

Eµ(un)− 1

θ
E ′µ(un)un ≤ c1(1 + ‖vn‖Yµ). (2.13)

Por outro lado,

Eµ(un)− 1

θ
E ′µ(un)un =

∫
RN

Φ(|∇un|)dx+ µ

∫
RN

Φ(|un|)dx−
∫
RN
F (un)dx

−1

θ

∫
RN
φ(|∇un|)|∇un|2dx−

µ

θ

∫
RN
φ(|un|)|un|2dx+

∫
RN

f(un)un
θ

dx.

De (φ2) e (f2)

φ(t)t2 ≤ mΦ(t) e θF (t) ≤ f(t)t, para todo t ≥ 0.

Então,

Eµ(un)− 1

θ
E ′µ(un)un ≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇un|) + µΦ(un)

)
dx+

∫
RN

(f(un)un
θ

− F (un)
)
dx

≥ c2

∫
RN

(
Φ(|∇un|) + µΦ(un)

)
dx,

onde c2 =
θ −m
θ

. Recorde que, pelo Lema 1.1.32∫
RN

Φ(|∇un|)dx ≥ ξ0(‖∇un‖Φ) e
∫
RN

Φ(|un|)dx ≥ ξ0(‖un‖Φ),

onde ξ0(t) = min{tl, tm}. Logo,

Eµ(un)− 1

θ
E ′µ(un)un ≥ c2

(
ξ0(‖∇un‖Φ) + µξ0(‖un‖Φ)

)
. (2.14)

Agora, por (2.13) e (2.14), decorre que

c2

(
ξ0(‖∇un‖Φ) + µξ0(‖un‖Φ)

)
≤ c1(1 + ‖un‖Yµ). (2.15)

Suponha, por contradição que

‖un‖Yµ → +∞ quando n→ +∞.

Então, os seguintes casos devem ser estudados:

(i) ‖∇un‖Φ → +∞ e ‖un‖Φ → +∞;

(ii) ‖∇un‖Φ → +∞ e (‖un‖Φ) limitada em R;
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(iii) (‖∇un‖Φ) limitada em R e ‖un‖Φ → +∞.

Caso (i)

Neste caso, sendo m > l, para todo n ∈ N su�cientemente grande

ξ0(‖∇un‖Φ) = ‖∇un‖lΦ e ξ0(‖un‖Φ) = ‖un‖lΦ.

A igualdade acima combinada com (2.15) implica

c1(1 + ‖un‖Yµ) ≥ c2

(
‖∇un‖lΦ + µ‖un‖lΦ

)
≥ c3

(
‖∇un‖lΦ + (µ‖un‖Φ)l

)
,

de onde segue

c1(1 + ‖un‖Yµ) ≥ c4‖un‖lYµ .

Uma vez que l > 1, temos que (‖un‖Yµ) é limitada em R, o que é um absurdo.

Caso (ii)

Neste caso, como m > l, para todo n ∈ N su�cientemente grande

ξ0(‖∇un‖Φ) = ‖∇un‖lΦ e ‖un‖Φ ≤ c5,

e por (2.15) deduzimos que

c6(1 + ‖∇un‖Φ) ≥ c2‖∇un‖lΦ,

implicando que (‖∇un‖Φ) é limitada em R, o que é um absurdo.

A análise do caso (iii) é feita de maneira análoga ao caso anterior. Em qualquer

caso, temos um absurdo. Portanto, (‖un‖Yµ) é uma sequência limitada em R, mostrando

o lema.

Nosso objetivo agora é veri�car que se (un) é uma sequência (PS)d para Eµ, então

a menos de subsequência

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN . (2.16)
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Para obter o limite acima, começamos observando que Φ, Φ̃ ∈ ∆2
4, pois φ satisfaz as

hipóteses (φ1)-(φ2). Logo, argumentando como no Teorema 1.1.23 segue que Yµ é re�exivo.

Pelo Lema 2.1.4 (un) é limitada em Yµ, assim existe u ∈ Yµ tal que a menos de subsequência

un ⇀ u em Yµ. (2.17)

Por (2.5), dado ρ > 0

un → u em LΦ(Bρ(0)).

Uma vez que vale a imersão contínua

LΦ(Bρ(0)) ↪→ L1(Bρ(0)),

temos

un → u em L1(Bρ(0)).

Portanto, para alguma subsequência ainda denotada por (un),

un(x)→ u(x) q.t.p. em Bρ(0).

Sendo ρ > 0 arbitrário, concluímos a convergência em (2.16).

O resultado seguinte, dentre outros benefícios, se faz útil quando se necessita mostrar

a existência de pontos críticos para o funcional Eµ.

Lema 2.1.5. Seja (un) uma sequência (PS)d para Eµ. Então, (un) satisfaz o seguinte

limite

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .

Demonstração. Iniciamos a demonstração observando que

(
Tx− Ty

)
(x− y) > 0, para todo x, y ∈ RN x 6= y, (2.18)

onde T : RN → RN é dada por Tx = φ(|x|)x. Com efeito, sejam x, y ∈ RN com x 6= y.

Se ‖x‖ = ‖x‖, então φ(‖x‖) = φ(‖y‖), e daí resulta que

(
Tx− Ty

)
(x− y) = φ(‖x‖)‖x− y‖2 > 0.

4Ver [68, Lema 3.8 ].
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Se ‖x‖ < ‖y‖, recordando que (φ(t)t)′ > 0 para t > 0, obtemos

(
Tx− Ty

)
(x− y) = φ(‖x‖)‖x‖(‖x‖ − ‖y‖) + φ(‖y‖)‖y‖(‖y‖ − ‖x‖)

> φ(‖x‖)‖x‖(‖x‖ − ‖y‖) + φ(‖x‖)‖x‖(‖y‖ − ‖x‖) = 0.

Analogamente se ‖x‖ > ‖y‖, então

(
Tx− Ty

)
(x− y) > 0,

o que mostra (2.18).

Agora, dado ρ > 0 considere ξ = ξρ ∈ C∞0 (RN) satisfazendo

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ ≡ 1 em Bρ(0) e suppξ ⊂ B2ρ(0).

Usando as informações acima e (2.18), vem que

0 ≤
∫
Bρ(0)

(
φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u

)
(∇un −∇u)dx

=

∫
Bρ(0)

(
φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u

)
(∇un −∇u)ξdx

≤
∫
B2ρ(0)

(
φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u

)
(∇un −∇u)ξdx

=

∫
B2ρ(0)

φ(|∇un|)∇un(∇un −∇u)ξdx−
∫
B2ρ(0)

ξφ(|∇u|)∇u(∇un −∇u)dx. (2.19)

Em primeiro lugar, mostraremos que∫
B2ρ

ξφ(|∇un|)∇un∇(un − u)dx→ 0. (2.20)

Para tanto, recorde que (un) é uma sequência (PS)d para Eµ, isto é,

Eµ(un)→ d e E ′µ(un) = on(1).

Pelo Lema 2.1.4, existe C1 > 0, independente de n, tal que

‖(un − u)ξ‖Yµ ≤ C1 ∀n ∈ N,

o que implica

E ′µ(un)(un − u)ξ = on(1).
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Por outro lado,

E ′µ(un)
(
(un − u)ξ

)
=

∫
B2ρ

φ(|∇un|)∇un∇
(
(un − u)ξ

)
dx+ µ

∫
B2ρ

φ(|un|)un(un − u)ξdx

−
∫
B2ρ

f(un)(un − u)ξdx,

então

on(1) =

∫
B2ρ

ξφ(|∇un|)∇un∇(un − u)dx+

∫
B2ρ

(un − u)φ(|∇un|)∇un∇ξdx

+ µ

∫
B2ρ

φ(|un|)un(un − u)ξdx−
∫
B2ρ

f(un)(un − u)ξdx. (2.21)

A�rmação 2.1.6. As sequências
(
φ(|∇un|)|∇un|

)
e
(
φ(|un|)|un|

)
são limitadas em LΦ̃(B2ρ(0)).

De fato, usando a de�nição da norma de Yµ combinada com o Lema 2.1.4,

‖∇un‖Φ ≤ ‖un‖Yµ ≤ C, ∀n ∈ N.

Aplicando o Lema 1.1.32,∫
RN

Φ(|∇un|)dx ≤ max
{
‖∇un‖lΦ, ‖∇un‖mΦ

}
.

Então, ∫
B2ρ(0)

Φ(|∇un|)dx ≤ C2, ∀n ∈ N, (2.22)

basta considerar C2 = C l + Cm. Por outro lado, o Lema 1.1.17 junto com a condição ∆2

implicam que

Φ̃
(
φ(|∇un|)|∇un|

)Lema1.1.17︷︸︸︷
≤ Φ(2|∇un|)

∆2︷︸︸︷
≤ C∗Φ(|∇un|). (2.23)

Decorre de (2.22) e (2.23),∫
B2ρ(0)

Φ̃
(
φ(|∇un|)|∇un|

)
dx ≤ C∗C2.

Além disso, pelo Lema 1.1.34,

ξ4

(
‖φ(|∇un|)|∇un|‖Φ̃,B2ρ(0)

)
≤
∫
B2ρ(0)

Φ̃
(
φ(|un|)|un|

)
dx,
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onde ξ4(t) = min{t
l
l−1 , t

m
m−1}. Desde que,

‖φ(|∇un|)|∇un|‖
m
m−1

Φ̃,B2ρ(0)
− 1 ≤ ξ4

(
‖φ(|∇un|)|∇un|‖Φ̃,B2ρ(0)

)
,

pois m ≥ l > 1, segue que

‖φ(|∇un|)|∇un|‖Φ̃,B2ρ(0) ≤ C3, ∀n ∈ N,

com C3 =
(
kC2 + 1

)m−1
m , mostrando a limitação de

(
φ(|∇un|)|∇un|

)
em LΦ̃(B2ρ(0)). De

maneira análoga, veri�ca-se que existe C4 > 0 tal que

‖φ(|un|)|un|‖Φ̃,B2ρ(0) ≤ C4,

o que prova a A�rmação 2.1.6.

Note que
(
b(|un|)|un|

)
é limitada em LB̃(B2ρ(0)). De fato, usando a imersão com-

pacta Yµ ↪→ LB(B2ρ(0)) dada em (2.5), existe uma constante C5 > 0 tal que

‖un‖B ≤ C5, ∀n ∈ N.

Repetindo o argumento anterior junto com os Lemas 1.1.35 e 1.1.36, concluímos que existe

C6 > 0 tal que

‖b(|un|)|un|‖Φ̃,B2ρ(0) ≤ C6.

Aplicando a Desigualdade de Hölder para espaços de Orlicz5, temos∫
B2ρ

φ(|un|)|un||un − u|dx ≤ 2‖φ(|un|)|un|‖Φ̃,B2ρ(0)‖un − u‖Φ,B2ρ(0)

e ∫
B2ρ

b(|un|)|un||un − u|dx ≤ 2‖b(|un|)|un|‖B̃,B2ρ(0)‖un − u‖B,B2ρ(0),

de onde segue ∫
B2ρ

φ(|un|)|un||un − u|dx ≤ 2C4‖un − u‖Φ,B2ρ(0)

e ∫
B2ρ

b(|un|)|un||un − u|dx ≤ 2C6‖un − u‖B,B2ρ(0).

5ver Proposição 1.1.18.
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Por (2.3), dado η > 0 existe cη > 0 tal que

|f(t)| ≤ ηφ(|t|)|t|+ cηb(|t|)|t|.

Assim, pelas desigualdades acima, exitem constantes C7, C8 > 0 tais que∣∣∣ ∫
B2ρ

f(un)(un − u)ξ
∣∣∣ ≤ η

∫
B2ρ

φ(|un|)|un||un − u|dx+ cη

∫
B2ρ

b(|un|)|un||un − u|dx

≤ C7‖un − u‖Φ,B2ρ(0) + C8‖un − u‖B,B2ρ(0).

Uma vez que as imersões

Yµ ↪→ LΦ(Bρ(0)) e Yµ ↪→ LB(Bρ(0))

são compactas e

un ⇀ u em Yµ

segue que

‖un − u‖Φ,B2ρ(0) → 0 e ‖un − u‖B,B2ρ(0) → 0,

isso nos permite concluir ∣∣∣ ∫
B2ρ

f(un)(un − u)ξ
∣∣∣→ 0. (2.24)

Desde que ξ ∈ C∞0 (RN), existe C9 > 0 tal que∣∣∣ ∫
B2ρ

(un − u)φ(|∇un|)∇un∇ξdx
∣∣∣ ≤ C9

∫
B2ρ

φ(|∇un|)|∇un||(un − u)|dx.

Ora, pela Desigualdade de Hölder∣∣∣ ∫
B2ρ

φ(|∇un|)∇un∇ξ(un − u)dx
∣∣∣ ≤ 2C9‖φ(|∇un|)|∇un|‖Φ̃,B2ρ(0)‖un − u‖Φ,B2ρ(0),

e pela A�rmação 2.1.6∣∣∣ ∫
B2ρ

φ(|∇un|)∇un∇ξ(un − u)dx
∣∣∣ ≤ C10‖un − u‖Φ,B2ρ(0),

o que implica ∣∣∣ ∫
B2ρ

(un − u)φ(|∇un|)∇un∇ξdx
∣∣∣→ 0. (2.25)
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De modo similar, mostra-se que∣∣∣µ∫
B2ρ

φ(|un|)un(un − u)ξdx
∣∣∣→ 0. (2.26)

Aplicando (2.21), (2.25) e (2.26) deduzimos o limite em (2.20).

Agora, mostraremos que∫
B2ρ(0)

ξφ(|∇u|)∇u(∇un −∇u)dx→ 0. (2.27)

Usando a limitação de (un) com a re�exibilidade de Yµ obtemos, a menos de subsequência,

os limites
∂un
∂xi

⇀
∂u

∂xi
em LΦ(B2ρ(0)), i = 1, ..., N.

Observe que ξφ(|∇u|) ∂u
∂xi
∈ LΦ̃(B2ρ(0)), pois∫

B2ρ(0)

Φ̃
(
ξφ(|∇u|)| ∂u

∂xi
|
)
dx ≤

∫
B2ρ(0)

Φ̃
(
φ(|∇u|)|∇u|

)
dx

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤

∫
B2ρ(0)

Φ(2|∇u|)dx

∆2︷︸︸︷
≤ k

∫
B2ρ(0)

Φ(|∇u|)dx < +∞.

Para cada i = 1, ..., N , consideramos

Li : L
Φ(B2ρ(0)) → R

v 7→ Li(v) =

∫
B2ρ(0)

ξφ(|∇u|) ∂u
∂xi

vdx.

Segue-se da Desigualdade de Hölder que Li é um funcional linear limitado em LΦ(B2ρ(0)).

Então, ∫
B2ρ(0)

ξφ(|∇u|)∇u
(∂un
∂xi
− ∂u

∂xi

)
dx→ 0, i = 1, ..., N,

de onde resulta (2.27). De (2.19)-(2.27),∫
Bρ(0)

(
φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u

)
(∇un −∇u)dx→ 0.

O último limite implica que para alguma subsequência, ainda denotada por (un),(
T∇un − T∇u

)
(∇un −∇u)→ 0 q.t.p. em Bρ(0).
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Aplicando um resultado encontrado em Dal Maso and Murat [27],

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em Bρ(0).

Desde que ρ é arbitrário, a menos de subsequência,

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN ,

�nalizando a demonstração.

A lema seguinte constitui um ponto chave para mostrar o Teorema 2.1.1.

Lema 2.1.7. Seja (un) uma sequência (PS)d para Eµ e u como no Lema 2.1.5. Então,

u é um ponto crítico para Eµ, isto é, E ′µ(u) = 0.

Demonstração. Desde que (un) é uma sequência limitada em Yµ, segue que
(
φ(|∇un|)

∂un
∂xi

)
é limitada em LΦ̃(RN), pois∫

B2ρ(0)

Φ̃
(
φ(|∇un|)|

∂un
∂xi
|
)
dx ≤

∫
B2ρ(0)

Φ̃
(
φ(|∇un|)|∇un|

)
dx

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤

∫
B2ρ(0)

Φ(2|∇un|)dx

∆2︷︸︸︷
≤ k

∫
B2ρ(0)

Φ(|∇un|)dx < +∞.

Assim, pelo o Lema 2.1.5,

φ(|∇un(x)|)∂un(x)

∂xi
→ φ(|∇u(x)|)∂u(x)

∂xi
q.t.p. em RN .

Por sua vez, aplicando a Proposição 1.2.3, vem que∫
RN
φ(|∇un(x)|)∂un(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi
dx→

∫
RN
φ(|∇u(x)|)∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi
dx para toda v ∈ Yµ.

Então,∫
RN
φ(|∇un(x)|)∇un(x)∇vdx→

∫
RN
φ(|∇u(x)|)∇u∇vdx para todo v ∈ Yµ. (2.28)

Recordando que
(
φ(|un|)un

)
e
(
b(|un|)un

)
são também limitadas em LΦ̃(RN) e LB̃(RN),

respectivamente, e usando que

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN ,
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obtemos

φ(|un(x)|)un(x)→ φ(|u(x)|)u(x) q.t.p. em RN

e

b(|un(x)|)un(x)→ b(|u(x)|)u(x) q.t.p. em RN .

Logo, usando novamente a Proposição 1.2.3 concluímos que∫
RN
φ(|un|)unvdx→

∫
RN
φ(|u|)uvdx. (2.29)

e ∫
RN
b(|un|)unvdx→

∫
RN
b(|u|)uvdx. (2.30)

para todo v ∈ Yµ. Por outro lado, dado v ∈ Yµ

f(un(x))v → f(u(x))v q.t.p. em RN .

Além disso, dado η > 0, existe cη > 0 tal que

|f(t)| ≤ ηφ(|t|)|t|+ cηb(|t|)|t|

o que implica

|f(un)v| ≤ ηφ(|(un)|)|(un)||v|+ cηb(|(un)|)|(un)||v| =: hn.

Observando que

h(un(x))→ h(u(x)) q.t.p. em RN ,

onde h(x) = ηφ(|u|)uv + cηb(|u|)uv e usando (2.29)-(2.30) resulta que∫
RN
hndx→

∫
RN
hdx,

Portanto, segue-se do Teorema da Convergência Dominada Generalizada de Lebesgue que∫
RN
f(un)vdx→

∫
RN
f(u)vdx, (2.31)

para todo v ∈ Yµ. Desde que

E ′µ(un)v =

∫
RN
φ(|∇un(x)|)∇un(x)∇vdx+ µ

∫
RN
φ(|un|)unvdx−

∫
RN
f(un)vdx

juntando (2.28)-(2.31) com o limite E ′µ(un)→ 0 concluímos, então, que E ′µ(u) = 0.
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Observação 2.1.8. Qualquer sequência (PS) para Eµ pode ser considerada como uma

sequência de funções não-negativas, pois podemos considerar a parte positiva da sequência.

No seguinte sentido: Se (un) é uma sequência (PS)d para Eµ, então

Eµ(un) = Eµ(u+
n ) + on(1) e E ′µ(un) = E ′µ(u+

n ) + on(1).

Em particular, se E ′µ(u) = 0, então u ≥ 0.

A seguir, apresentamos um resultado essencial para demonstração do Teorema 2.1.1,

que permite concluir que o limite fraco u da sequência (un) é um ponto crítico não-trivial

de Eµ.

Lema 2.1.9. Seja (vn) ⊂ Yµ uma sequência (PS)d para Eµ com vn ⇀ 0 em Yµ. Então,

(a) vn → 0 em Yµ, ou

(b) Existem %, τ > 0

lim inf
n→+∞

sup
y∈RN

∫
B%(y)

Φ(|vn|)dx ≥ τ > 0.

Demonstração. Suponha, por contradição, que (b) não ocorre. Assim, para todo % > 0

lim
n→+∞

sup
y∈RN

∫
B%(y)

Φ(|vn|)dx = 0.

Então, por (b4), podemos aplicar o Teorema do tipo Lions6 para espaço de Orlicz para

concluir que ∫
RN
B(|vn|)dx = on(1).

De (2.3), dado η > 0 existe cη > 0 tal que∣∣∣ ∫
RN
f(vn)(vn)dx

∣∣∣ ≤ η

∫
RN
φ(|vn|)|vn|2dx+ cη

∫
RN
b(|vn|)|vn|2dx

≤ m

∫
RN

Φ(|vn|)dx+ cηb2

∫
RN
B(|vn|)dx,

onde na última estimativa, usamos as desigualdades φ(t)t2 ≤ mΦ(t) e b(t)t2 ≤ b2B(t).

Sendo (vn) limitada em Yµ,∣∣∣ ∫
RN
f(vn)(vn)dx

∣∣∣ ≤ ηC1 + C2on(1).

6Teorema 1.1.31.
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Passando ao limite quando n→ +∞ na desigualdade anterior, �camos com

lim
n→∞

∣∣∣ ∫
RN
f(vn)(vn)dx

∣∣∣ ≤ ηC1.

Como η é arbitrário concluímos que∫
RN
f(vn)(vn)dx = on(1).

Desde que (vn) é uma sequência (PS)d para Eµ,

on(1) = E ′µ(vn)vn =

∫
RN
φ(|∇vn|)|∇vn|2dx+ µ

∫
RN
φ(|vn|)|vn|2dx− on(1)

e assim ∫
RN
φ(|∇vn|)|∇vn|2dx+ µ

∫
RN
φ(|vn|)|vn|2dx→ 0.

Decorre de lΦ(t) ≤ φ(t)t2 e o limite acima que∫
RN

Φ(|∇un|)dx→ 0 e µ

∫
RN

Φ(|un|)dx→ 0.

Por conseguinte

un → 0 em Yµ,

mostrando que (a) ocorre.

2.1.5 Demonstração do Teorema 2.1.1

Estamos, �nalmente, em condições de demonstrar o Teorema 2.1.1. Em vista

do Lema 2.1.2, podemos utilizar uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem a

condição (PS)7, para concluir a existência de uma sequência (un) ⊂ W 1,Φ
(
RN
)
veri�cando

Eµ(un)→ dµ e E ′µ(un)→ 0,

onde

dµ = inf
α∈Γµ

max
t∈[0,1]

Eµ
(
α(t)

)
,

7ver [74, Teorema 1.15].
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é o nível do passo da montanha associado a Eµ. Agora, pelo Lema 2.1.4, a sequência (un)

é limitada em Eµ. Sendo Yµ re�exivo, existe u ∈ Yµ tal que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em Yµ. Além disso, pelos Lemas 2.1.5 e 2.1.7, segue que

E ′µ(u) = 0 e u ≥ 0.

Se u 6≡ 0, então u é solução não-negativa do problema (Pµ). Se u = 0, então un 9 0 em

Yµ, pois dµ > 0. Assim, do Lema 2.1.9, existe uma sequência (yn) ⊂ RN e constantes

%, τ > 0 tais que ∫
B%(yn)

Φ(un)dx ≥ τ > 0. (2.32)

Considerando vn(x) = un(x+ yn), temos que (vn) é limitada em W 1,Φ(RN). Logo, existe

v ∈ W 1,Φ(RN) tal que

vn ⇀ v em W 1,Φ(RN).

Uma vez que a imersão

W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ(B%(yn))

é compacta, segue-se de (2.32) que∫
B%(0)

Φ(v)dx ≥ τ > 0,

implicando que v 6= 0. Usando que RN é invariante por translações, temos as igualdades

Eµ(vn) = Eµ(un) = dµ + on(1) e ‖E ′µ(vn)‖ = ‖E ′µ(un)‖ = on(1).

Aplicando novamente os Lemas 2.1.5 e 2.1.7, para sequência (vn), conclui-se que E ′µ(v) =

0, mostrando que (Pµ) tem uma solução não-trivial e não-negativa.

Nosso objetivo agora é mostrar que a solução encontrada é de energia mínima. Para

tanto, denote por u uma solução não-trivial de (Pµ). Sendo u ∈ Yµ \
{

0
}
uma solução de

(Pµ), segue da caracterização do nível do passo da montanha (ver Lema 2.1.3),

dµ ≤ Eµ(u) = Eµ(u)− 1

m
E ′µ(u)u

=

∫
RN

[(
Φ(|∇u|)− 1

m
φ(|∇u|)|∇u|2

)
+ µ
(

Φ(|u|)− 1

m
φ(|u|)|u|2

)
+
( 1

m
f(u)u− F (u)

)]
dx.
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As hipóteses (φ2) e (f3) implicam

Φ(|∇u|)− 1

m
φ(|∇u|)|∇u|2 ≥ 0 e

1

m
f(u)u− F (u) ≥ 0.

Levando em consideração as desigualdades acima junto com o Lema de Fatou,

dµ ≥ lim inf
n→+∞

[∫
RN

(
Φ(|∇un|) + µΦ(|un|)− F (un)

)
dx+

1

m

∫
RN

(
− φ(|∇un|)|∇un|2 − µφ(|un|)|un|2 + f(un)un

)
dx

]
= lim inf

n→+∞
Eµ(un) +

1

m
lim

n→+∞

(
− E ′µ(un)un

)
= dµ,

mostrando que Eµ(v) = dµ. Consequentemente, v é uma solução de energia mínima.

2.1.6 Limitação, regularidade e positividade das soluções de (Pµ)

Nesta subseção estudamos a limitação, comportamento assintótico, regularidade e a

positividade das soluções para o problema autônomo.

Observamos que em [35], o método de iteração de Moser foi utilizado como uma

ferramenta básica para obtenção de estimativas na norma L∞. Todavia, não é claro

que tal método seja uma boa ferramenta para obter as estimativas para a norma L∞

para o problema (Pµ). Para contornar tal di�culdade, fazemos uma abordagem diferente

de [35], adaptamos para nosso problema, os argumentos desenvolvidos [4], [43] e [71] e

obtemos limitação L∞, bem como regularidade e comportamento assintótico das soluções

(Pµ). Para �nalizar, fazendo uso de um resultado encontrado em [72], demonstramos a

positividade das soluções.

Iniciamos apresentando um resultado técnico, porém crucial para o estudo que segue.

Lema 2.1.10. Seja u ∈ W 1,Φ(RN) uma solução de (Pµ) e x0 ∈ RN . Então,∫
Ak,t

|∇u|γdx ≤ c

(∫
Ak,s

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Ak,s|

)
,

onde 0 < t < s < 1, k > 0, c é uma constante independente de k e Ak,ρ = {x ∈ Bρ(x0) :

u(x) > k} para ρ > 0.
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Demonstração. Sejam u uma solução de (Pµ), x0 ∈ RN e R0 > 1. Fixemos 0 < t < s < 1

e ξ ∈ C∞0 (RN) veri�cando

0 ≤ ξ ≤ 1, suppξ ⊂ Bs(x0), ξ ≡ 1 em Bt(x0) e |∇ξ| ≤ 2

s− t
.

Para cada k ≥ 0 considere a função teste ψ = ξm(u − k)+. Pela a de�nição de solução

para (Pµ), temos∫
Ak,s

φ(|∇u|)|∇u|2ξmdx+m

∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)∇u∇ξdx

+µ

∫
Ak,s

φ(|u|)|u||ξm(u− k)+dx =

∫
Ak,s

f(u)ξm(u− k)+dx.

De�nindo

J =

∫
Ak,s

Φ(|∇u|)ξmdx

e usando que lΦ(t) ≤ φ(t)t2 resulta que

lJ ≤ m

∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)|∇u||∇ξ|dx

−µ
∫
Ak,s

φ(|u|)|u|ξm(u− k)+dx+

∫
Ak,s

f(u)ξm(u− k)+dx.

Recorde que dado η > 0 existe cη > 0 tal que

|f(t)| ≤ ηφ(|t|)|t|+ cηb(|t|)|t|.

Assim, �xando η = µ, existe uma constante C1 > 0 tal que

lJ ≤ m

∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)|∇u||∇ξ|dx+ C1

∫
Ak,s

b(|u|)|u|ξm(u− k)+dx. (2.33)

Considere τ ∈ (0, 1) a ser escolhido, convenientemente, mais adiante. Uma vez que

u ∈ W 1,Φ(RN), temos φ(|∇u|)|∇u|ξm−1τ ∈ LΦ̃(RN), pois

∫
RN

Φ̃
(
φ(|∇u|)|∇u|ξm−1τ

)
dx

∆2︷︸︸︷
≤ C2

∫
RN

Φ̃
(
φ(|∇u|)|∇u|

)
dx

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤ C2

∫
RN

Φ(2|∇u|)dx

∆2︷︸︸︷
≤ C3

∫
RN

Φ(|∇u|)dx < +∞.
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Desde que ξ ∈ C∞0 (RN), aplicando-se novamente a condição ∆2, concluímos que

|∇ξ|
τ

(u− k)+ ∈ LΦ(RN).

Em vista da Desigualdade de Young8 para espaços de Orlicz, tem-se

φ(|∇u|)|∇u||∇ξ|ξm−1(u− k)+ ≤ Φ̃(φ(|∇u|)|∇u|ξm−1τ) + Φ
( |∇ξ|

τ
(u− k)+

)
≤ Φ̃(φ(|∇u|)|∇u|ξm−1τ) + C4Φ

(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣).
Por outro lado, do Lema 1.1.34,

Φ̃(φ(|∇u|)|∇u|ξm−1τ) ≤ ξ5(τξm−1)Φ̃(φ(|∇u|)|∇u|),

onde ξ5(t) = max{t
l
l−1 , t

m
m−1}. Como τξm−1 ∈ (0, 1),

Φ̃(φ(|∇u|)|∇u|ξm−1τ) ≤
(
τξm−1

) m
m−1

Φ̃(φ(|∇u|)|∇u|)

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤

(
τξm−1

) m
m−1

Φ(2|∇u|)
∆2︷︸︸︷
≤ C5

(
τξm−1

) m
m−1

Φ(|∇u|),

e portanto

mξm−1(u− k)+φ(|∇u|)|∇u||∇ξ| ≤ mC5

(
τξm−1

) m
m−1

Φ(|∇u|) +mC4Φ
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣). (2.34)

Combinando (2.33) e (2.34), �camos com

lJ ≤ mC5τ
m
m−1

∫
Ak,s

Φ(|∇u|)ξmdx+mC4

∫
Ak,s

Φ
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)dx
+C1

∫
Ak,s

b(|u|)|u|ξm(u− k)+dx.

Agora, escolhemos τ ∈ (0, 1) de maneira que

0 < mC5τ
m
m−1 < l.

Assim,

J ≤ C6

∫
Ak,s

Φ
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)dx+ C7

∫
Ak,s

b(|u|)|u|ξm(u− k)+dx.

8ver Lema 1.1.8.



2.1. O PROBLEMA AUTÔNOMO 55

Argumentando como na prova da desigualdade em (2.34) e usando novamente a Desigual-

dade de Young, deduzimos

b(|u|)|u|ξm(u− k)+ ≤ B̃(b(|u|)|u|ξm) +B(|u− k|)

≤ B̃(b(|u|)|u|) +B
(
|s− t|

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)
≤ B(2|u|) +B

(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)
≤ C8B(|u|) + C9B

(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)
≤ C10B

(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)+ C11B(|k|),

e consequentemente,

J ≤ C6

∫
Ak,s

Φ
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)dx+ C12

∫
Ak,s

B
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣)dx+ C13

∫
Ak,s

B(|k|)dx.

Desde que l ≤ m < γ∗, do Lema 1.1.32

Φ
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣) ≤ Φ(1) max
{∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣l, ∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣m} ≤ Φ(1)
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗ + 1
)
,

onde γ foi de�nido na Introdução. De maneira análoga, como b1 ≤ b2 < γ∗, pelo o Lema

1.1.35, mostra-se que

B
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣) ≤ B(1)
(∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗ + 1
)

e B(|k|) ≤ B(1)(kγ
∗

+ 1).

Logo,

J ≤ C14

(∫
Ak,s

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Ak,s|

)
. (2.35)

Se Φ ∈ Cm, então γ = m. Como ξ ≡ 1 em Bt(x0), obtemos∫
Ak,t

|∇u|mdx ≤
∫
Ak,t

Φ(|∇u|)dx ≤ J,

a desigualdade obtida combinada com (2.35) implica que∫
Ak,t

|∇u|γdx ≤ C14

(∫
Ak,s

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Ak,s|

)
.

Por outro lado, se Φ /∈ Cm, então γ = l. Pelas desigualdades

Φ(1) min
{
tl, tm

}
≤ Φ(t) e tl ≤ tm + 1, ∀t ≥ 0,
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deduzimos

Φ(1)(tl − 1) ≤ Φ(t), ∀t ≥ 0.

Como s > t segue que |Ak,t| < |Ak,s| e, portanto,

Φ(1)

∫
Ak,t

|∇u|ldx− Φ(1)|Ak,t| ≤
∫
Ak,t

Φ(|∇u|)dx.

Por (2.35), ∫
Ak,t

|∇u|γdx ≤ C15

(∫
Ak,s

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Ak,s|

)
.

Em qualquer caso, existe uma contante c > 0, independente de k, tal que∫
Ak,t

|∇u|γdx ≤ c

(∫
Ak,s

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Ak,s|

)
,

�nalizando a demonstração.

A demonstração do próximo lema pode ser encontrado [50, Lemma 4.7].

Lema 2.1.11. Seja (Jn) uma sequência de números não-negativos satisfazendo

Jn+1 ≤ CDnJ1+ζ
n , n = 0, 1, 2, . . . ,

onde C, ζ > 0 e D > 1. Se

J0 ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 ,

então Jn → 0, quando n→∞.

Apresentamos agora um resultado que desempenha um papel fundamental ao longo

deste trabalho.

Proposição 2.1.12. Seja u ∈ W 1,Φ(RN) uma solução não negativa de (Pµ). Então,

u ∈ L∞(RN) e u ∈ C1,α
loc (RN). Além disso, lim

|x|→+∞
u(x) = 0.

Demonstração. Com o intuito de facilitar a leitura, dividiremos a demonstração em três

etapas.

Etapa 1: u ∈ L∞(RN).
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Primeiramente, �xemos R1 ∈ (0, 1) e x0 ∈ RN . Dado K > 0, de�na as sequências

σn =
R1

2
+

R1

2n+1
, σn =

σn + σn+1

2
e Kn =

K

2

(
1− 1

2n+1

)
∀n = 0, 1, 2, ....

Note que,

σn ↓
R1

2
, Kn ↑

K

2
e σn+1 < σn < σn < R1.

Para cada n ∈ N considaremos

Jn =

∫
AKn,σn

(
(u−Kn)+

)γ∗
dx e ξn = ξ

(
2n+1

R1

(
|x− x0| −

R1

2

))
, x ∈ RN ,

com ξ ∈ C1(R) satisfazendo

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ(t) = 1 se t ≤ 1

2
, ξ(t) = 0 se t ≥ 3

4
e |ξ′| < C.

A�rmação 2.1.13. Existem C, ζ > 0 e D > 1 veri�cando

Jn+1 ≤ CDnJ1+ζ
n , n = 0, 1, 2, . . . , (2.36)

Com efeito, desde que ξn = 1 em Bσn+1(x0) e ξn = 0 em Bc
σn(x0), segue que

Jn+1 ≤
∫
AKn+1

,σn

(
(u−Kn+1)+ξn

)γ∗
dx

=

∫
BR1

(x0)

(
(u−Kn+1)+ξn

)γ∗
dx

≤ C(N, γ)

(∫
BR1

(x0)

|∇((u−Kn+1)+ξn)|γdx

) γ∗
γ

.

Observando que

|∇((u−Kn+1)+ξn)|γ ≤ 2γ
(
|∇u|γξγn +

2γ(n+1)

Rγ
1

(
(u−Kn+1)+

)γ)
resulta que

J
γ
γ∗
n+1 ≤ C(N, γ,R1)

(∫
AKn+1,σn

|∇u|γdx+ 2γn
∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn+1)+

)γ
dx

)
.

Aplicando-se o Lema 2.1.10, obtemos

J
γ
γ∗
n+1 ≤ C(N, γ,R1)

(∫
AKn+1,σn

∣∣∣u−Kn+1

σn − σn

∣∣∣γ∗dx+ (Kγ∗

n+1 + 1)|AKn+1,σn|

+2γn
∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn+1)+

)γ
dx

)
.
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Sendo |σn − σn| =
R1

2n+3
, concluímos que

J
γ
γ∗
n+1 ≤ C1(N, γ,R1)

(
2γn
∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn+1)+

)γ∗
dx+ (Kγ∗ + 1)|AKn+1,σn|

+2γn
∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn+1)+

)γ
dx

)
.

Combinado a desigualdade acima com tγ ≤ tγ
∗

+ 1 para todo t ≥ 0 e usando que σn < σn,

vem que

J
γ
γ∗
n+1 ≤ C2(N, γ,R1)

(
2γn
∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn+1)+

)γ∗
dx+ (Kγ∗ + 2γn + 1)|AKn+1,σn|

)
.

Por outro lado, como Kn+1 −Kn =
K

2n+3
,( K

2n+3

)γ∗
|AKn+1,σn| = |Kn+1 −Kn|γ

∗|AKn+1,σn|

=

∫
AKn+1,σn

|Kn+1 −Kn|γ
∗
dx

≤
∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn)+

)γ
dx = Jn,

o que implica

|AKn+1,σn| ≤
2γ
∗(n+3)

Kγ∗
Jn.

Então,∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn+1)+

)γ∗
dx ≤

∫
AKn+1,σn

(
(u−Kn)+

)γ∗
dx+

∫
AKn+1,σn

(
Kn+1 −Kn

)γ∗
dx

≤
∫
AKn,σn

(
(u−Kn)+

)γ∗
dx+ |Kn+1 −Kn|γ

∗|AKn+1,σn|

≤ 2Jn,

e consequentemente,

J
γ
γ∗
n+1 ≤ C2(N, γ,R1)

(
2nγ+1Jn +

(Kγ∗ + 2γn + 1)

Kγ∗
2n(γ+γ∗)Jn

)
≤ C2(N, γ,R1, K)2n(γ+γ∗)Jn,

de onde segue

Jn+1 ≤ C3(N, γ,R1, K)
(

2(γ+γ∗) γ
∗
γ

)n
J
γ∗
γ

n,j .
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Considerando C = C3(N, γ,R1, K), D = 2(γ+γ∗) γ
∗
γ e ζ = γ∗

γ
− 1, obtemos

Jn+1 ≤ CDnJ1+ζ
n .

mostrando a A�rmação 2.1.13.

Tendo em vista a aplicação do Lema 2.1.11, nosso objetivo será veri�car que existe

K∗ ≥ 1 tal que

J0 ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo K ≥ K∗.

Para isso, note que

J0 =

∫
AK0,σ0

(
(u−K0)+

)γ∗
dx ≤

∫
RN

(
(u− K

2
)+
)γ∗
dx.

Passando ao limite na desigualdade acima quando K → +∞, temos

lim
K→+∞

J0 = 0.

Assim, existe K∗ ≥ 1, tal que

J0 ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo K ≥ K∗. (2.37)

Fixando K = K∗, de (2.36)-(2.37) e aplicando o Lema 2.1.11, deduzimos

Jn → 0 quando n→∞.

Por outro lado, notemos ainda que

lim
n→+∞

Jn = lim
n→+∞

∫
AKn,σn

(
(u−Kn)+

)γ∗
dx =

∫
AK∗

2 ,
R1
2

(
(u− K∗

2
)+
)γ∗
dx.

Portanto,

u(x) ≤ K∗

2
q.t.p. em BR1

2
(x0).

Sendo x0 ∈ RN arbitrário, concluímos que u ∈ L∞(RN).

Etapa 2: u ∈ C1,α
loc (RN).

Essa regularidade pode ser obtida usando resultados encontrados em DiBenedetto [30] e

Lieberman [55].
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Etapa 3: lim
|x|→+∞

u(x) = 0.

Desde que u ≥ 0, devemos mostrar que dado η > 0, existe ρ > 0 tal que

u(x) ≤ η, ∀x ∈ RN \Bρ(0).

Repetindo os argumentos da Etapa 1, com K = η, temos por (2.36)

Jn+1 ≤ CDnJ1+ζ
n .

Além disso, observando que

J0 =

∫
AK0,σ0

(
(u−K0)+

)γ∗
dx ≤

∫
BR1

(x0)

(
(u− η

4
)+
)γ∗
dx.

e

lim
|x0|→+∞

∫
BR1

(x0)

(
(u− η

4
)+
)γ∗
dx = 0,

concluímos que

lim
|x0|→+∞

J0 = 0.

Logo, existe ρ > 0, tal que

J0 ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo x0 ∈ RN \Bρ(0).

Pelo Lema 2.1.11,

Jn → 0 quando n→∞, para todo x0 ∈ RN \Bρ(0),

implicando ∫
A η

2 ,
R1
2

(
(u− η

4
)+
)γ∗
dx = 0 para todo x0 ∈ RN \Bρ(0).

Pela continuidade de u segue

u(x) ≤ η

4
, para todo x0 ∈ RN \Bρ(0).

isso encerra a prova da Etapa 3, e por conseguinte a proposição.

Para �nalizar esta seção, com o auxílio do [72, Theorem 1.1] e fazendo uso da

proposição precedente, mostraremos a positividade das soluções do Teorema 2.1.1.
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Corolário 2.1.14. Seja u ∈ Yµ\{0} uma solução não-negativa do problema (Pµ). Então,

u é uma solução positiva.

Demonstração. Primeiramente, segue-se da Proposição 2.1.12 que u ∈ L∞(RN). Se

O ⊂ RN é um domínio limitado, a teoria de regularidade encontrada em [55] implica que

u ∈ C1(O). Usando isto, �xamos M1 > max{‖∇u‖∞, 1} e

φ̃(t) =


φ(t), t ≤M1

φ(M1)

M l−2
1

tl−1, t ≥M1.

Primeiramente, mostremos a existência de α1 > 0 veri�cando

φ̃(|y|)|y|2 ≥ α1|y|l − α1 ∀y ∈ RN . (2.38)

Para este �m, observe que se |y| ≤M1, por (φ2)

φ̃(|y|)y = φ(|y|)|y|2

≥ c1 min{|y|l−2, |y|m−2}|y|2

≥ c1|y|l −M2
1 .

Se |y| ≥M1,

φ̃(|y|)y =
φ(M1)

M l−2
1

|y|l−1|y|2

≥ φ(M1)

M l−3
1

|y|l

≥ c2|y|l −M2
1 .

Agora, a desigualdade em (2.38) segue considerando α1 = min{c1, c2} e α2 = M2
1 .

A seguir, usando a função acima, de�na Ã(y) =
1

α1

φ̃(|y|)y. Note que

Ã(y) =
1

α1

φ(|y|)y para |y| ≤M1

e

|Ã(y)| ≤ c|y|l−1 (2.39)
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para alguma constante c > 0. De fato, se |y| ≤M1, novamente por (φ2)

|Ã(y)| ≤ c3 max{|y|l−2, |y|m−2}|y|

≤ c3 max{1, |M1|m−l}|y|l−1.

Se |y| ≥M1, então de (φ2)

|Ã(y)| ≤ φ(M1)

M l−2
1

|y|l−1

≤ c4
max{M l−2

1 ,Mm−2
1 }

M l−1
1

|y|l−1

≤ c5 max{1, |M1|m−l}|y|l−1,

de onde segue (2.39). Ainda por (2.38),

yÃ(y) =
1

α
φ̃(|y|)|y|2 ≥ |y|l − α2

α1

. (2.40)

Considerando B(x) =
1

α1

(
µφ(|u(x)|)u(x) − f(u(x))

)
, concluímos que u é uma solução

fraca do problema quasilinear

−divÃ(∇u(x)) +B(x) = 0 em O.

Desde que O é arbitrário e as desigualdades (2.38)-(2.40) ocorrem, pelo [72, Theorem 1.1],

deduzimos que u é uma solução positiva.

2.2 O problema não-autônomo

Nesta seção, temos por objetivo provar a existência de soluções positivas de energia

mínima para o problema −∆Φu+ V (εx)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(P̃ε)

quando ε é su�cientemente pequeno.
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Usando (R), mostra-se que as imersões

Xε ↪→ LΦ(RN) e Xε ↪→ LΦ∗(RN)

são contínuas. Além disso, devido a (2.5), valem as imersões compactas

Xε ↪→ LΦ(Bρ(0)) e Xε ↪→ LB(Bρ(0))

para todo ρ > 0. Veri�ca-se também que Iε ∈ C1(Xε,R) com

I ′ε(u)v =

∫
RN
φ(|∇u|)∇u∇vdx+

∫
RN
V (εx)φ(|u|)uvdx−

∫
RN
f(u)vdx,

para todo u, v ∈ Xε. Portanto, u ∈ Xε é uma solução fraca de (P̃ε) se, e somente se,

u é ponto critico de Iε. Além disso, por (2.1), os pontos críticos de Iε são funções não

negativas.

O principal resultado desta seção é o seguinte:

Teorema 2.2.1. Assuma (φ1)-(φ5), (r1)-(r4), (b1)-(b4), (f1)-(f3) e (R). Então, existe

ε > 0 tal que o problema (P̃ε) tem uma solução não-negativa de energia mínima uε para

todo 0 < ε < ε.

2.2.1 Preliminares

Com um raciocínio inteiramente análogo ao Lema 2.1.2 mostra-se que Iε veri�ca

a geometria do passo da montanha9. Assim, em virtude de uma versão do Teorema do

Passo da Montanha sem a condição (PS), concluímos que existe uma sequência (un) ⊂

W 1,Φ
(
RN
)
veri�cando

Iε(un)→ cε e I ′ε(un)→ 0,

onde cε é o nível minimax associado a Iε dado por

cε = inf
α∈Γε

max
t∈[0,1]

Iε
(
α(t)

)
,

onde

Γε =
{
α ∈ C

(
[0, 1], Xε

)
; α(0) = 0 e Iε

(
α(1)

)
≤ 0
}
.

9Ver [8, Lema 4.1].
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Além disso, argumentando como no Lema 2.1.3, prova-se também que

cε = inf
u∈Nε

Iε(u) = inf
u∈Xε\{0}

max
t≥0

Iε(tu),

onde Nε denota a variedade de Nehari associada a Iε, isto é,

Nε = {u ∈ Xε \ {0} : I ′ε(u)u = 0} .

Neste momento é oportuno mostrar que a variedade de Nehari está a uma distância

positiva da origem de Xε.

Lema 2.2.2. Para todo u ∈ Nε, existe ς > 0, independente de ε, tal que

‖u‖ε > ς.

Demonstração. Observemos, inicialmente, que (2.1) implica em

cε = Iε(u) ≤
∫
RN

Φ(|∇u|)dx+

∫
RN
V (εx)Φ(|u|)dx.

Usando o Lema 1.1.32,

cε ≤ ξ1(‖∇u‖Φ) + ξ1(‖u‖Φ,Vε)

≤ (‖∇u‖mΦ + ‖u‖mΦ,Vε) + (‖∇u‖lΦ + ‖u‖lΦ,Vε),

onde na última desigualdade usamos o fato de ξ1(t) ≤ tl + tm para todo t ≥ 0. Logo,

cε ≤ C1(‖u‖mε + ‖u‖lε). (2.41)

Se ‖u‖ε > 1 para todo u ∈ Nε, o resultado segue. Se existe u ∈ Nε tal que ‖u‖ε ≤ 1,

sendo l ≤ m por (2.41), obtemos

cε ≤ 2C1‖u‖lε.

Por outro lado, uma vez que EV0(u) ≤ Iε(u) para todo u ∈ Xε, concluímos que dV0 ≤ cε,

e consequentemente

‖u‖ε ≥
( dV0

2C1

) 1
l
.

O resultado segue, então, considerando ς = min
{

1,
(
dV0

2C1

) 1
l }
.
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2.2.2 A condição de Palais-Smale

Nesta subseção, temos por objetivo mostrar que o funcional Iε associado ao problema

(P̃ε) veri�ca a condição (PS) abaixo de um nível �xado. Para este �m, estabelecemos

algumas propriedades envolvendo as sequências de Palais-Smale para Iε.

Iniciamos provando que as sequências (PS)c para Iε são limitadas em Xε.

Lema 2.2.3. Seja (un) uma sequência (PS)c para Iε. Então, existe uma constante C > 0,

independente de n, tal que

‖un‖ε ≤ C, ∀n ∈ N.

Demonstração. Seja (un) ⊂ Xε tal que

Iε(un)→ c e I ′ε(un)→ 0.

Então,

Iε(un)− 1

θ
I ′ε(un)un ≤ c1(1 + ‖vn‖ε).

Por outro lado, por (φ2) e (f2)

φ(t)t2 ≤ mΦ(t) e θF (t) ≤ f(t)t, para todo t ≥ 0.

Assim,

Iε(un)− 1

θ
I ′ε(un)un ≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(un)

)
dx+

∫
RN

(f(un)un
θ

− F (un)
)
dx

≥ c2

∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(un)

)
dx,

onde c2 =
θ −m
θ

. Aplicando o Lema 1.1.32

Iε(un)− 1

θ
I ′ε(un)un ≥ c2

(
ξ0(‖∇un‖Φ) + ξ0(‖un‖Φ,Vε)

)
.

Portanto,

c2

(
ξ0(‖∇un‖Φ) + ξ0(‖un‖Φ,Vε)

)
≤ c1(1 + ‖un‖ε).

Agora, a demonstração segue por contradição usando o mesmo argumento do Lema

2.1.4.
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Usando as hipóteses (φ1)-(φ2) mostra-se que Xε é re�exivo. Pelo lema anterior,

passando-se a uma subsequência, se necessário, existe u ∈ Xε tal que

un ⇀ u em Xε (2.42)

e por imersão compacta deduzimos que

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN .

Uma análise cuidadosa da linha de raciocínio usada na demonstração dos Lemas

2.1.5 e 2.1.7, nos permite concluir uma importante propriedade das sequências de Palais-

Smale para Iε.

Lema 2.2.4. A sequência (un) satisfaz o seguinte limite

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .

Além disso, u é um ponto crítico para Iε, isto é, I ′ε(u) = 0.

Demonstração. Procedendo como na demonstração do Lema 2.1.5 mostra-se

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .

Resta provar que u é ponto crítico. Para tanto, começamos observando que

φ(|∇un(x)|)∂un(x)

∂xi
→ φ(|∇u(x)|)∂u(x)

∂xi
q.t.p. em RN .

Usando a limitação da sequência
(
φ(|∇un|)

∂un
∂xi

)
em LΦ̃(RN) com a Proposição 1.2.3,

deduzimos∫
RN
φ(|∇un(x)|)∂un(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi
dx→

∫
RN
φ(|∇u(x)|)∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi
dx, para toda v ∈ Xε,c,

onde Xε,c =
{
v ∈ Xε ; v tem suporte compacto

}
. Portanto,∫

RN
φ(|∇un(x)|)∇un(x)∇vdx→

∫
RN
φ(|∇u(x)|)∇u∇vdx para todo v ∈ Xε,c.

Por outro lado, uma vez que V é limitada no suporte de v,
(
φ(|un|)un

)
é limitada em

LΦ̃(RN) e
(
b(|un|)un

)
é limitada em LB̃(RN), segue-se da Proposição 1.2.3∫

RN
V (εx)φ(|un|)unvdx→

∫
RN
V (εx)φ(|u|)uvdx.
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e ∫
RN
f(un)vdx→

∫
RN
f(u)vdx,

para todo v ∈ Xε,c. Portando, I ′ε(u) = 0. Agora, o resultado segue usando que Xε,c é

denso em Xε.

O próximo lema é uma versão do Lema 2.1.9 para o caso não-autônomo.

Lema 2.2.5. Seja (vn) ⊂ Xε uma sequência (PS)c para Iε com vn ⇀ 0 em Xε. Então,

(a) vn → 0 em Xε, ou

(b) Existem %, τ > 0

lim inf
n→+∞

sup
y∈RN

∫
B%(y)

Φ(|vn|)dx ≥ τ > 0.

Demonstração. A demonstração segue usando as mesmas linhas de raciocínio do Lema

2.1.9.

O próximo lema é crucial para mostrar que Iε veri�ca a condição (PS) em alguns

níveis.

Lema 2.2.6. Suponha que V∞ < +∞. Seja (vn) ⊂ Xε uma sequência (PS)c para Iε com

vn ⇀ 0 em Xε. Se vn 9 0 em Xε, então dV∞ ≤ c.

Demonstração. Aplicando o Lema 2.1.3, existe uma sequência (tn) ⊂ (0,+∞) tal que

tnvn ∈MV∞ .

A�rmação 2.2.7. A sequência (tn) satisfaz o seguinte limite

lim sup
n→+∞

tn ≤ 1.

Com efeito, suponha, por contradição, que a a�rmação acima não é válida. Então,

existe δ > 0 e uma subsequência que denotaremos ainda por (tn) tal que

tn ≥ 1 + δ para todo n ∈ N. (2.43)

Sendo (vn) uma sequência (PS)c segue que I ′ε(vn)vn = on(1), isto é,∫
RN
φ(|∇vn|)|∇vn|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|vn|)|vn|2dx =

∫
RN
f(vn)vndx+ on(1),
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o que implica

∫
RN

φ(|∇vn|)
|∇vn|m−2

|∇vn|mdx +

∫
RN
V (εx)

φ(|vn|)
|vn|m−2

|vn|mdx

=

∫
RN

f(vn)

|vn|m−1
|vn|mdx+ on(1), (2.44)

Por outro lado, usando que (tnvn) ⊂MV∞ , obtemos

∫
RN
φ(|∇tnvn|)|∇(tnvn)|2dx+ V∞

∫
RN
φ(|tnvn|)|tnvn|2dx =

∫
RN
f(tnvn)tnvndx,

de onde segue

∫
RN

φ(|∇(tnvn)|)
|∇(tnvn)|m−2

|∇vn|mdx + V∞

∫
RN

φ(|tnvn|)
|tnvn|m−2

|vn|mdx

=

∫
RN

f(tnvn)

|tnvn|m−1
|vn|mdx. (2.45)

De (2.44) e (2.45),

∫
RN

(
φ(|∇(tnvn)|)
|∇(tnvn)|m−2

− φ(|∇vn|)
|∇vn|m−2

)
|∇vn|mdx+

∫
RN

(
V∞

φ(|tnvn|)
|tnvn|m−2

− V (εx)
φ(|vn|)
|vn|m−2

)
|vn|mdx

=

∫
RN

(
f(tnvn)

|tnvn|m−1
− f(vn)

|vn|m−1

)
|vn|mdx+ on(1).

Recorde que, por (φ3) a função
φ(t)

tm−2
é não-crescente para t > 0. Logo, de (2.43)

φ(|∇(tnvn)|)
|∇(tnvn)|m−2

≤ φ(|∇vn|)
|∇vn|m−2

e
φ(|tnvn|)
|tnvn|m−2

≤ φ(|vn|)
|vn|m−2

,

e consequentemente

∫
RN

(
f(tnvn)

|tnvn|m−1
− f(vn)

|vn|m−1

)
|vn|mdx ≤

∫
RN

(V∞ − V (εx))
φ(|vn|)
|vn|m−2

|vn|mdx+ on(1).

Agora, usando a hipótese (R) para todo η > 0, existe ρ > 0 tal que

V (εx) ≥ V∞ − η, ∀x ∈ RN com |x| ≥ ρ. (2.46)
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Sendo V contínua,∫
RN

(V∞ − V (εx))φ(|vn|)|vn|2dx =

∫
Bρ(0)

(V∞ − V (εx))φ(|vn|)|vn|2dx

+

∫
Bcρ(0)

(V∞ − V (εx))φ(|vn|)|vn|2dx

≤ C1

∫
Bρ(0)

φ(|vn|)|vn|2dx+ η

∫
Bcρ(0)

φ(|vn|)|vn|2dx

≤ mC1

∫
Bρ(0)

Φ(|vn|)dx+mη

∫
RN

Φ(|vn|)dx,

onde na última desigualdade usamos a condição (φ2). Como (vn) é limitada em LΦ(RN),

a menos de subsequência, vn → 0 em LΦ(Bρ(0)). Assim,

∫
RN

(
f(tnvn)

|tnvn|m−1
− f(vn)

|vn|m−1

)
|vn|mdx ≤ C2η + on(1).

Por hipótese, sabemos que vn 9 0 em Xε. Assim, aplicando o Lema 2.2.5, existem

(yn) ⊂ RN e constantes ρ, τ > 0 veri�cando∫
Bρ(yn)

Φ(|vn|) ≥ τ > 0. (2.47)

Considerando vn(x) = vn(x− yn), usando a invariância de RN por translações, segue que

(vn) é limitada em W 1,Φ(RN). Portanto, a menos de subsequência,

vn ⇀ v em W 1,Φ(RN),

o que implica

vn → v em LΦ(Bρ(0)).

Por (2.47), ∫
Bρ(0)

Φ(|v|) ≥ τ > 0.

Logo, existe O ⊂ Bρ(0) com medida positiva tal que v > 0 em O. Assim, combinando

(f3) com (2.43), concluímos que

0 <

∫
O

(
f((1 + δ)vn)

|(1 + δ)vn|m−1
− f(vn)

|vn|m−1

)
|vn|mdx ≤ C2η + on(1), ∀η > 0,
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Fazendo n→ +∞ na última desigualdade e aplicando o Lema de Fatou, segue que

0 <

∫
O

(
f((1 + δ)v)

|(1 + δ)v|m−1
− f(v)

|v|m−1

)
|v|mdx ≤ C2η, ∀η > 0,

o que é um absurdo, e a a�rmação esta provada.

Na sequência, estudaremos os seguintes casos:

Caso 1. lim sup
n→+∞

tn = 1.

Neste caso, existe uma subsequência de (tn), ainda denotada por (tn), tal que tn → 1.

Sendo (vn) uma sequência (PS)c para Iε, temos

c+ on(1) = Iε(vn) = IV∞(tnvn) + Iε(vn)− IV∞(tnvn).

Usando a caracterização do nível cV∞ e recordado que tnvn ∈MV∞ , obtemos

c+ on(1) ≥ dV∞ + Iε(vn)− IV∞(tnvn). (2.48)

Note que,

Iε(vn)− IV∞(tnvn) =

∫
RN

(
Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)

)
dx+

∫
RN
V (εx)Φ(|vn|)dx

−V∞
∫
RN

Φ(|tnvn|)dx+

∫
RN

(
F (tnvn)− F (vn)

)
dx.

A imersão compacta Xε ↪→ LΦ(Bρ(0)) e a continuidade de V implicam∫
Bρ(0)

V (εx)Φ(|vn|)dx = on(1) e V∞

∫
Bρ(0)

Φ(|tnvn|)dx = on(1).

Usando (2.46) com os limites acima, obtemos

Iε(vn)− IV∞(tnvn) ≥ on(1) +

∫
RN

(
Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)

)
dx+

∫
RN

(
F (tnvn)− F (vn)

)
dx

+(V∞ − η)

∫
Bcρ(0)

Φ(|vn|)dx− V∞
∫
Bcρ(0)

Φ(|tnvn|)dx,

o que implica

Iε(vn)− IV∞(tnvn) ≥ on(1) +

∫
RN

(
Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)

)
dx+

∫
RN

(
F (tnvn)− F (vn)

)
dx

+V∞

∫
Bcρ(0)

(
Φ(|vn|)− Φ(|tnvn|)

)
dx− η

∫
Bcρ(0)

Φ(|vn|)dx.
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Desde que (vn) é limitada em Xε, existe C3 > 0 tal que

Iε(vn)− IV∞(tnvn) ≥ on(1) +

∫
RN

(
Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)

)
dx+

∫
RN

(
F (tnvn)− F (vn)

)
dx

+V∞

∫
Bcρ(0)

(
Φ(|vn|)− Φ(|tnvn|)

)
dx− C3η. (2.49)

A�rmação 2.2.8.∫
RN

(
Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)

)
dx = on(1),

∫
RN

(
Φ(|vn|)− Φ(|tnvn|)

)
dx = on(1),

e ∫
RN

(
F (tnvn)− F (vn)

)
dx = on(1).

Assumindo, que a a�rmação acima é válida, de (2.48) e (2.49),

c+ on(1) ≥ dV∞ − C3η + on(1).

Passando ao limite na desigualdade acima quando n → ∞, em seguida fazendo η → 0,

concluímos que

c ≥ dV∞ .

Agora, nosso objetivo imediato é mostrar a A�rmação 2.2.8. Aplicando o Teorema

do Valor Médio, temos

|Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)| ≤ C4|1− tn||φ(θn)θn|∇vn|

com θn ∈ (|∇vn|, |∇(tnvn)|) ou θn ∈ (|∇(tnvn)|, |∇vn|). Desde que (φ(t)t)′ > 0 para todo

t > 0, se θn ≤ |∇vn|, então

|Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)| ≤ C4|1− tn|φ(|∇vn|)|∇vn|2 ≤ mC4(1− tn)Φ(|∇vn|).

Se θn ≤ |∇tnvn|, a limitação de (tn) combinada com condição ∆2, implica em

|Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)| ≤ C4|1− tn|φ(|∇(tnvn)|)|∇(tnvn)|2

≤ mC4|1− tn|Φ(|∇(tnvn)|) ≤ C5|1− tn|Φ(|∇vn|).

Logo, existe uma constante C6 > 0 tal que

|Φ(|∇vn|)− Φ(|∇(tnvn)|)| ≤ C6|1− tn|Φ(|∇vn|).
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Portanto, ∫
RN
|Φ(|∇vn|)− Φ(|∇tnvn|)|dx ≤ C7|1− tn| = on(1),

pois (vn) é limitada em Xε. Assim,∫
RN
|Φ(|∇vn|)− Φ(|∇tnvn|)|dx = on(1).

De maneira análoga, obtém-se∫
RN

(
Φ(|vn|)− Φ(|tnvn|)

)
dx = on(1).

Para concluir a A�rmação 2.2.8, resta-nos provar que∫
RN

(
F (tnvn)− F (vn)

)
dx = on(1). (2.50)

Para tanto, note que pelo Teorema do Valor Médio

|F (tnvn)− F (vn)| ≤ |1− tn||f(θ̃n)||vn|

com |θ̃n| ≤ C8|vn|. Dado η > 0, existe cη > 0 tal que

|f(θ̃n)| ≤ ηφ(|θ̃n|)|θ̃n|+ cηb(|θ̃n|)|θ̃n|.

≤ ηφ(C8|vn|)C8|vn|+ cηb(C8|vn|)C8|vn|

≤ C9ηΦ(|vn|) + C10B(|vn|),

o que é su�ciente, com a limitação da sequência (vn) em Xε, para concluir que∫
RN
|F (tnvn)− F (vn)|dx ≤ C11|1− tn| = on(1)

e, consequentemente, o limite em (2.50), �nalizando a prova da a�rmação.

Caso 2. lim sup
n→+∞

tn = t0 < 1.

Neste caso, podemos supor, sem perda de generalidade que

tn < 1 ∀ n ∈ N.

Note que

dV∞ ≤ IV∞(tnvn) = IV∞(tnvn)− 1

m
I ′V∞(tnvn)(tnvn).
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Assim,

dV∞ ≤
∫
RN
P (|∇(tnvn)|)dx+ V∞

∫
RN
P (|tnvn|)dx+

∫
RN
Q(tnvn)dx, (2.51)

onde

P (s) = Φ(s)− 1

m
φ(s)s2 e Q(s) =

1

m
f(s)s− F (s).

Vejamos agora que P e Q são funções crescentes em (0,+∞). Com efeito, por (φ3),( φ(s)

sm−2

)′
< 0, ∀s > 0,

ou seja, (
φ′(s)sm−2 − (m− 2)φ(s)sm−3

)
s−(m−2)2

< 0, ∀s > 0.

Logo,

φ′(s)s2 − (m− 2)φ(s)s < 0, ∀s > 0,

e, portanto,(
Φ(s)− 1

m
φ(s)s2

)′
= φ(s)s− 1

m
φ′(s)s2 − 2

m
φ(s)s =

(m− 2)

m
φ(s)− 1

m
φ′(s)s > 0,

mostrando que P é crescente em (0,+∞). De maneira similar, com a hipótese (f3) mostra-

se que a função Q também é crescente em (0,+∞). Decorre de (2.51) e do crescimento

das funções P e Q que

dV∞

tn<1︷︸︸︷
≤

∫
RN
P (|∇vn|)dx+ V∞

∫
RN
P (|vn|)dx+

∫
RN
Q(vn)dx

Por (R), para todo η > 0, existe ρ > 0 tal que

V (εx) ≥ V∞ − η, ∀x ∈ RN com |x| ≥ ρ.

Uma vez que vn ⇀ 0 em Xε, usando a imersão compacta Xε ↪→ LΦ(RN),∫
Bρ(0)

P (|vn|)dx = on(1).

Assim,

dV∞ ≤
∫
RN
P (|∇vn|)dx+

∫
Bcρ(0)

(V (εx) + η)P (|vn|)dx+

∫
RN
Q(vn)dx+ on(1)

≤
∫
RN
P (|∇vn|)dx+

∫
RN
V (εx)P (|vn|)dx+

∫
RN
Q(vn)dx

+2η

∫
RN

Φ(|vn|)dx+ on(1)

≤ Iε(vn)− 1

m
I ′ε(vn)vn + c1η + +on(1)
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e sendo (vn) uma sequência (PS)c,

dV∞ ≤ c+ c1η + on(1).

Fazendo n→ 0, em seguida η → 0, concluímos que

dV∞ ≤ c,

�nalizando a demonstração.

A seguir, apresentamos uma consequência imediata o lema anterior.

Corolário 2.2.9. Se (vn) é uma sequência (PS)c para Iε tal que vn ⇀ 0 e c < dV∞, então

vn → 0 em Xε.

O lema seguinte, embora de simples demonstração, é um resultado técnico impor-

tante para o estudo que segue.

Lema 2.2.10. Seja (un) ⊂ Xε uma sequência (PS)c para Iε com un ⇀ u em Xε. Então,∫
RN

Φ(|∇vn|)dx =

∫
RN

Φ(|∇un|)dx−
∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ on(1), (2.52)

∫
RN
V (εx)Φ(|vn|)dx =

∫
RN
V (εx)Φ(|un|)dx−

∫
RN
V (εx)Φ(|u|)dx+ on(1), (2.53)

e ∫
RN
F (vn)dx =

∫
RN
F (un)dx−

∫
RN
F (u)dx+ on(1), (2.54)

onde vn = un − u.

Demonstração. Considere J = Φ, hn = |∇un| e h = |∇u|. Como no Lema 2.2.4, temos

que

∇un → ∇u q.t.p. em RN ,

de onde segue

hn → h q.t.p. em RN .

Uma vez que J(0) = 0 e

sup
n∈N

∫
RN
J(hn)dx < +∞,
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aplicando um resultado devido a Brezis-Lieb10 , segue∫
RN
J(hn)dx =

∫
RN
J(hn − h)dx+

∫
RN
J(h)dx+ on(1),

por conseguinte,∫
RN

Φ(|∇un|)dx ≤
∫
RN

Φ(|∇vn|)dx+

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ on(1). (2.55)

Por outro lado, fazendo J = Φ, hn = |∇un| − |∇u| e h = −|∇u|, temos J(0) = 0,

hn(x)→ h(x) q.t.p. em RN e

sup
n∈N

∫
RN
J(hn)dx < +∞.

Segue-se novamente de [19, Teorema 2] que∫
RN

Φ(|∇vn| − |∇u|)dx =

∫
RN

Φ(|∇vn|)dx+

∫
RN

Φ(−|∇u|)dx+ on(1).

Desde que
∣∣|∇vn| − |∇u|∣∣ ≤ |∇un|, usando o fato de Φ ser crescente em (0,+∞) e uma

função par, obtemos∫
RN

Φ(|∇un|)dx ≥
∫
RN

Φ(|∇vn|)dx+

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ on(1). (2.56)

Agora, (2.52) segue combinando (2.55) e (2.56). A demonstração de (2.53) segue os

mesmos argumentos usados anteriormente e a mesma será omitida. Enquanto que (2.54)

é uma consequência imediata de Brezis-Lieb [19, Teorema 2].

O resultado abaixo é crucial para mostrar que o funcional Iε veri�ca a condição (PS)

abaixo de um nível �xado. Na demonstração de tal resultado �cará explícito o crescimento

assumido em f ′, além das hipóteses técnicas (φ4)- (φ5), (r1)-(r2), (b1) e (b2).

Proposição 2.2.11. Seja (un) ⊂ Xε uma sequência (PS)c para Iε tal que un ⇀ u em

Xε. Então,

Iε(vn) = Iε(un)− Iε(u) + on(1) e I ′ε(vn) = on(1),

onde vn = un − u.
10ver [19, Teorema 2].
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Demonstração.

Em virtude do Lema 2.2.10, constata-se sem di�culdade que

Iε(vn) = Iε(un)− Iε(u) + on(1).

Resta-nos mostrar que

‖I ′ε(vn)‖ = on(1).

Para este �m, sendo (un) uma sequência (PS)c é su�ciente que

‖I ′ε(un)− I ′ε(vn)− I ′ε(u)‖ = on(1). (2.57)

A �m de provarmos o limite acima, sejam w ∈ Xε com ‖w‖ε ≤ 1 e

ϑn,w :=
∣∣(I ′ε(un)− I ′ε(vn)− I ′ε(u)

)
w
∣∣.

Ora, como

ϑn,w =
∣∣∣ ∫

RN

(
φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u

)
∇ωdx

+

∫
RN

(
φ(|un|)un − φ(|vn|)vn − φ(|u|)u

)
wV (εx)dx

+

∫
RN

(
f(un)− f(vn)− f(u)

)
wdx

∣∣∣, (2.58)

então

ϑn,w ≤
∫
RN

∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u
∣∣|∇w|dx

+

∫
RN

∣∣φ(|un|)un − φ(|vn|)vn − φ(|u|)u
∣∣|w|V (εx)dx

+

∫
RN

∣∣f(un)− f(vn)− f(u)
∣∣|w|dx.

Usando que Φ̃ é crescente em (0,+∞) combinado com a condição ∆2, vem

Φ̃
(∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u

∣∣)
≤ Φ̃

(
φ(|∇un|)|∇un|

)
+ Φ̃

(
φ(|∇vn|)|∇vn|

)
+ Φ̃

(
φ(|∇u|)|∇u|

)
≤ Φ

(
2|∇un|

)
+ Φ

(
2|∇vn|

)
+ Φ

(
2|∇u|

)
≤ C1

(
Φ
(
|∇un|

)
+ Φ

(
|∇vn|

)
+ Φ

(
|∇u|

))
.
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Sendo (un) é limitada em Xε, deduzimos que∫
RN

Φ̃
(∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u

∣∣)dx < +∞,

e, consequentemente,(∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u
∣∣) ∈ LΦ̃(RN).

Aplicando a Desigualdade de Hölder,∫
RN

∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u
∣∣|∇w|dx

≤ 2
∥∥∥∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u

∣∣∥∥∥
Φ̃
‖∇w‖Φ.

Agora, combinando a imersão contínua Xε ↪→ LΦ(RN) com a Proposição 1.2.1, segue que∫
RN

∣∣φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn − φ(|∇u|)∇u
∣∣|∇w|dx ≤ on(1)‖w‖ε. (2.59)

Repetindo o argumento anterior veri�ca-se que∫
RN

∣∣φ(|un|)un − φ(|vn|)∇vn − φ(|u|)u
∣∣|w|V (εx)dx ≤ on(1)‖w‖ε. (2.60)

A�rmação 2.2.12.

sup
‖w‖ε≤1

∫
RN

∣∣f(un)w − f(vn)w − f(u)w
∣∣dx = on(1).

Suponha, por um momento, que a A�rmação 2.2.12 é válida. Isso, combinado com

(2.58)-(2.60) resulta que

sup
‖w‖ε≤1

ϑn,w ≤ on(1).

Passando ao limite quando n→ +∞ na desigualdade acima, obtemos

sup
‖w‖ε≤1

|
(
I ′ε(vn)− I ′ε(un) + I ′ε(u)

)
w| = on(1),

o que mostra (2.57).

Desse ponto em diante, nosso objetivo será mostrar a A�rmação 2.2.12. Para isso,

observe primeiro que dado η > 0, existe ρ > 0 tal que

‖u‖Φ̃,Bcρ(0) < η e ‖u‖B̃,Bcρ(0) < η,
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pois φ(|u|)u ∈ LΦ̃(RN) e b(|u|)u ∈ LB̃(RN). Além disso, por (2.3), existe c1 > 0 tal que

|f(u)| ≤ φ(|u|)|u|+ c1b(|u|)|u|.

Logo, aplicando a Desigualdade de Hólder,

∫
Bcρ(0)

|f(u)||w|dx ≤
∫
Bcρ(0)

φ(|u|)|u||w|dx+ c1

∫
Bcρ(0)

b(|u|)|u||w|dx

≤ 2‖φ(|u|)|u|‖Φ̃,Bcρ(0)‖w‖Φ,Bcρ(0) + 2‖b(|u|)|u|‖B̃,Bcρ(0)‖w‖B,Bcρ(0)

≤ 2c2η‖w‖ε.

Por outro lado, considerando a sequência

hn,w = f(un)w − f(vn)w − f(u)w,

temos

∫
RN
|hn,w|dx ≤

∫
Bρ(0)

|hn,w|dx+

∫
Bcρ(0)

|f(un)− f(vn)||w|dx+ 2c2η‖w‖ε. (2.61)

Observe que

∫
Bρ(0)

|hn,w|dx = on(1). (2.62)

De fato, recordando que as imersões

Xε ↪→ LΦ(Bρ(0)) e Xε ↪→ LB(Bρ(0))

são compactas, desde que un ⇀ u em Xε, existem h1, h2 ∈ L1(Bρ(0)) tais que

Φ(|un|) ≤ h1 e B(|un|) ≤ h2.

Além disso,

hn,w(x)→ 0 q.t.p. em Bρ(0)
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e

|hn,w| ≤ |f(un)||w|+ |f(vn)||w|+ |f(u)||w|

≤ c3

(
φ(|un|)|un||w|+ b(|un|)|un||w|+ φ(|vn|)|vn||w|+ b(|vn|)|vn||w|

+φ(|u|)|u||w|+ b(|u|)|u||w|
)

Young︷︸︸︷
≤ c4

(
Φ̃(φ(|un|)|un|) + B̃(b(|un|)|un|) + Φ̃(φ(|vn|)|vn|) + B̃(b(|vn|)|vn|)

+Φ̃(φ(|u|)|u|) + B̃(b(|u|)|u|+ Φ(|w|) +B(|w|)
)

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤ c4

(
Φ(2|un|) +B(2|un|) + Φ(2|vn|) +B(|vn|)

+Φ(2|u|) +B(2|u|) + Φ(|w|) +B(|w|)
)

∆2︷︸︸︷
≤ c5

(
Φ(|un|) +B(|un|) + Φ(|u|) +B(|u|) + Φ(|w|) +B(|w|)

)
≤ c5

(
h1 + h2 + Φ(|u|) +B(|u|) + Φ(|w|) +B(|w|)

)
∈ L1(Bρ(0)).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, concluímos o limite em

(2.62).

A seguir, vejamos que existe uma constante positiva c6 tal que∫
Bcρ(0)

|f(un)− f(vn)||w|dx ≤ c6η‖w‖ε. (2.63)

Por (f1), dado η > 0, existe cη > 0 tal que

|f ′(t)| ≤ η|(r(t)t)′|+ cη|(b(t)t)′|

≤ η
(
|r′(t)t|+ r(t)

)
+ cη

(
|b′(t)t|+ b(t)

)
∀t ≥ 0.

Assim, por (r2) e (b2),

|f ′(t)| ≤ η(C̃ + 1)r(t) + cη(Ĉ + 1)b(t) ∀t ≥ 0. (2.64)

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio,

|f(un)− f(vn)||w| ≤ |f ′(ωn)||u||w|,

onde ωn ∈
(

min{un, vn},max{un, vn}
)
. Recordando que as funções r e b são crescentes,

temos

r(|ωn|) ≤ r(|un|+ |vn|) e b(|ωn|) ≤ r(|un|+ |vn|). (2.65)
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Combinando (2.64) e (2.65), obtemos

|f ′(ωn)| ≤ c1ηr(2|un|+ |u|) + c2b(2|un|+ |u|).

Por sua vez, usando (r3), (b3) e a condição ∆2,

c1ηr(2|un|+ |u|) + c2b(2|un|+ |u|) ≤ c1r1η
R(2|un|+ |u|)
(2|un|+ |u|)2

+ c2b2
B(2|un|+ |u|)
(2|un|+ |u|)2

≤ c3η

(
R(|un|)
|un|2

+
R(|u|)
|u|2

)
+ c4

(
B(|un|)
|un|2

+
B(|u|)
|u|2

)
≤ c3

r1

η
(
r(|un|) + r(|u|)

)
+
c4

b1

(
b(|un|) + b(|u|)

)
.

Portanto,

|f(un)− f(vn)||w| ≤ c7ηr(|un|)|u||w|+ c8b(|un|)|u||w|

+c9r(|u|)|u||w|+ c10b(|u|)|u||w|. (2.66)

No que segue, �xemos x ∈ RN e de�namos os conjuntos

Ax = {n ∈ N : |u(x)| ≤ |un(x)|} e Bx := {n ∈ N : |un(x)| ≤ |u(x)|}.

Se n ∈ Ax, então

r(|un(x)|)|un(x)||u(x)| = ηr(|un(x)|)|un(x)|1
η
|u(x)|

≤ R̃(ηr(|un(x)|)|un(x)|) +R(
1

η
|u(x)|)

≤ ηR(2|un(x)|) + CηR(|u(x)|)

≤ C1ηR(|un(x)|) + CηR(|u(x)|)

≤ 1

r1

(
C1ηr(|un(x)|)|un(x)|2 + Cηr(|u(x)|)|u(x)|2

)
,

o que implica

r(|un(x)|)|u(x)| ≤ C2ηr(|un|)|un|+ Cη,1r(|u(x)|)|u(x)|.

Se n ∈ Bx, desde que r é crescente segue

r(|un(x)|)|u(x)| ≤ r(|u(x)|)|u(x)| ≤ C2ηr(|un(x)|)|un(x)|+ r(|u(x)|)|u(x)|.
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Portanto,

r(|un(x)|)|u(x)| ≤ C2ηr(|un(x)|)|un(x)|+ (Cη,1 + 1)r(|u(x)|)|u(x)|, ∀n ∈ N.

e como x ∈ RN foi arbitrário resulta que

r(|un|)|u| ≤ C2ηr(|un|)|un|+ (Cη,1 + 1)r(|u|)|u(x)|, ∀n ∈ N. (2.67)

De modo análogo, veri�ca-se que

b(|un|)|u| ≤ C3ηb(|un|)|un|+ (Cη,2 + 1)b(|u(x)|)|u(x)|, ∀x ∈ RN . (2.68)

Agora, combinando as desigualdades acima com (2.66), obtemos

|f(un)− f(vn)||w| ≤ C4ηr(|un|)|un||w|+ C5ηb(|un|)|un||w|

+C6r(|u|)|u||w|+ C7b(|u|)|u||w|.

Usando as imersões contínuas

W 1,Φ(RN) ↪→ LR(RN) e W 1,Φ(RN) ↪→ LB(RN),

a limitação das sequências
(
r(|un|)|un|

)
e
(
b(|un|)|un|

)
, respectivamente, em LR̃(RN) e

LB̃(RN) juntamente com a Desigualdade de Hólder, obtemos (2.63). De (2.61)-(2.63),

vem que

sup
‖w‖ε≤1

∫
RN
hn,wdx ≤ on(1) + c6η + 2c2η.

Fazendo η → 0 na desigualdade anterior, concluímos

sup
‖w‖ε≤1

∫
RN
hn,wdx = on(1),

mostrando a A�rmação 2.2.12. Portanto, de (2.58)-(2.60)

sup
‖w‖ε≤1

ϑn,w ≤ on(1),

ou seja

sup
‖w‖ε≤1

|
(
I ′ε(vn)− I ′ε(un) + I ′ε(u)

)
w| = on(1),

isso encerra a prova.
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O próximo resultado estabelece uma imersão compacta envolvendo o espaço Xε.

Os casos particulares onde Φ(t) = 1
p
|t|p para N > p > 1 e Φ(t) = 1

p
|t|p + 1

q
|t|q para

N > q > p > 1 foram considerados em [26] e [6], respectivamente.

Lema 2.2.13. Se V∞ = +∞, a imersão

Xε ↪→ LΦ(RN)

é compacta. Em particular, a imersão Xε ↪→ LB(RN) é compacta se B é uma N-função

satisfazendo (b4).

Demonstração. Com efeito, seja (un) ⊂ Xε uma sequência limitada em Xε. Assim,

existe u ∈ Xε tal que un ⇀ u em Xε. Por (R), para cada η > 0, existe ρ > 0 satisfazendo

V (εz) >
1

η
, |z| > ρ.

Por outro lado, usando a imersão compacta Xε ↪→ LΦ(Bρ(0)), temos

un → u em LΦ(Bρ(0)),

ou seja, ∫
Bρ(0)

Φ(|un − u|)dx = on(1).

Observando que∫
RN

Φ(|un − u|)dx ≤ η

∫
Bcρ(0)

V (εx)Φ(|un − u|)dx+ on(1)

≤ C1η + on(1),

segue da arbitrariedade de η que∫
RN

Φ(|un − u|)dx = on(1).

Para concluir a demonstração, suponha que B veri�ca (b4). Usando a limitação e

(un − u) em LΦ∗(RN) junto com o fato que un → u em LΦ(RN), para cada η > 0, existe

cη > 0 tal que∫
RN
B(|un − u|)dx ≤ cη

∫
RN

Φ(|un − u|)dx+ η

∫
RN

Φ∗(|un − u|)dx

≤ cηon(1) + C1η.
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Sendo η arbitrário, deduzimos ∫
RN
B(|un − u|)dx→ 0,

mostrando que un → u em LB(RN).

A proposição abaixo mostra que Iε satisfaz a condição (PS) para determinados

níveis.

Proposição 2.2.14. Assuma que V∞ < +∞. Então, Iε satisfaz a condição (PS)c para

todo c < dV∞. Se V∞ = +∞, a condição (PS)c ocorre para todo c ∈ R.

Demonstração. Seja (un) ⊂ Xε uma sequência veri�cando

Iε(un)→ c e I ′ε(un)→ 0.

Segue dos Lemas 2.2.3 e 2.2.4 que (un) é limitada em Xε e existe u ∈ Xε tal que, a menos

de subsequência,

un ⇀ u em Xε e I ′ε(u) = 0. (2.69)

Considerando vn = un − u, pela Proposição 2.2.11,

Iε(vn) = c− Iε(u) + on(1) = c+ on(1) and I ′ε(vn) = on(1),

mostrando que (vn) é uma sequência (PC)c para Iε. A seguir, vejamos que Iε(u) ≥ 0.

Fazendo uso das hipóteses (φ2) e (f2), obtemos

Iε(u)− 1

m
I ′ε(u)u =

∫
RN

(
Φ(|∇u|)− 1

m
φ(|∇u|)|∇u|2

)
dx+

∫
RN

( 1

m
f(u)u− F (u)

)
dx

+

∫
RN
V (εx)

(
Φ(|u|)− 1

m
φ(|u|)|u|2

)
dx ≥ 0.

No entanto, por (2.69), Iε(u) = Iε(u)− 1

m
I ′ε(u)u, implicando que Iε(u) ≥ 0. Logo,

c ≤ c.

Suponha que V∞ < +∞. Se c < dV∞ , então (vn) é uma sequência (PS)c com

c ≤ c < dV∞
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Então, pelo Corolário 2.2.9, concluímos que

vn → 0 em Xε,

isto é, un → u em Xε.

Assuma agora que V∞ = +∞. Pelo Lema 2.2.13, a menos de subsequência,∫
RN

Φ(|vn|)dx→ 0 e
∫
RN
B(|vn|)dx→ 0.

Por outro lado, dado η > 0, existe cη > 0 tal que

|f(vn)vn| ≤ ηφ(|vn|)|vn|2 + cηb(|vn|)|vn|2

≤ mηΦ(|vn|) + cηb2B(|vn|).

Consequentemente, ∫
RN
f(vn)vndx→ 0.

Uma vez que que I ′ε(vn)vn = 0, temos∫
RN
φ(|∇vn|)|∇vn|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|vn|)|vn|2dx = on(1)

e então ∫
RN

Φ(|∇vn|)dx→ 0 e
∫
RN
V (εx)Φ(|vn|)dx→ 0.

Portanto,

vn → 0 em Xε.

A seguir, mostraremos que a condição (PS) vale para Iε sobre Nε para alguns níveis.

Proposição 2.2.15. Assuma que V∞ < +∞. Então, Iε satisfaz a condição (PS)c sobre

Nε para c ∈ (0, dV∞). Se V∞ = +∞, a condição (PS) ocorre para todo c ∈ R.

Demonstração. Seja (un) ⊂ Nε uma sequência veri�cando

Iε(un) = c+ on(1) e ‖I ′ε(un)‖∗ = on(1).
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Então, aplicando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange11, existe (λn) ⊂ R tal que

I ′ε(un) = λnJ
′
ε(un) + on(1), (2.70)

onde Jε : Xε → R é dado por

Jε(u) =

∫
RN
φ(|∇u|)|∇u|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|u|)|u|2dx−

∫
RN
f(u)udx.

Note que

J ′ε(un)un =

∫
RN

(
φ′(|∇un|)|∇un|+ 2φ(|∇un|)

)
|∇un|2dx

+

∫
RN
V (εx)

(
φ′(|un|)|un|+ 2φ(|un|)

)
|un|2dx

−
∫
RN

(
f ′(un)(un)2 + f(un)un

)
dx.

Por (φ3),

φ′(t)t ≤ (m− 2)φ(t) ∀t ≥ 0.

Então,

J ′ε(un)un ≤ m

(∫
RN
φ(|∇un|)|∇un|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|un|)|un|2dx

)
−
∫
RN

(
f ′(un)(un)2 + f(un)un

)
dx.

Combinado a última desigualdade e o fato de I ′ε(un)un = 0 resulta que

− J ′ε(un)un ≥
∫
RN

(
f ′(un)(un)2 − (m− 1)f(un)un

)
dx. (2.71)

Por outro lado, usando o Lema 2.2.2 tem-se ‖un‖ε 6→ 0. Isto implica que existe uma

sequência (yn) ⊂ RN , tal que ∫
Bρ(yn)

Φ(|un|)dx ≥ τ > 0 (2.72)

para constantes positivas ρ e τ . De�nindo ũn(x) = un(x + yn), segue que (ũn) é uma

sequência limitada em W 1,Φ(RN). Logo,

ũn ⇀ ũ em W 1,Φ(RN).

11ver [74, Proposição 5.12].
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Tendo em vista a imersão compacta W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ(Bρ(0)) com (2.72), concluí-se que

ũ 6= 0. Portanto, existe O ⊂ RN com medida positiva tal que ũ > 0 q.t.p. em O.

Agora, suponha que

lim sup
n→+∞

J ′ε(un)un = 0.

Isso juntamente com (2.71) implicam em

0 ≥
∫
RN

(
f ′(ũn)(ũn)2 − (m− 1)f(ũn)ũn

)
dx.

Por outro lado, por (f3) e o Lema de Fatou, observamos que

0 ≥
∫
O

(
f ′(ũ)(ũ)2 − (m− 1)f(ũ)ũ

)
dx > 0,

o que é um absurdo. Portanto, de (2.71),

lim sup
n→+∞

J ′ε(un)un < 0,

para alguma subsequência, consequentemente λn = on(1). Consequentemente, por (2.70)

I ′ε(un) = on(1),

mostrando que (un) é uma sequência (PS)c. Agora, o resultado segue da Proposição

2.2.14.

Inspirados na demonstração do resultado precedente obtemos o corolário abaixo.

Corolário 2.2.16. Os pontos críticos do funcional Iε sobre Nε são pontos críticos de Iε

em Xε.

2.2.3 Demonstração do Teorema 2.2.1

Em virtude dos resultados provados nas seções anteriores, estabelecemos a existência

de solução não-negativa de energia mínima para (P̃ε) quando ε é su�cientemente pequeno.

Iniciamos recordando que Iε satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Então, existe (un) ⊂ Xε satisfazendo

Iε(un)→ cε e I ′ε(un)→ 0,
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onde cε denota o nível do passo da montanha associado a Iε.

Se V∞ = +∞, pela Proposição 2.2.14, existe u ∈ Xε tal que, para alguma sub-

sequência,

un → u em Xε.

Portanto,

Iε(u) = cε e I ′ε(u) = 0.

Se V∞ < +∞, é su�ciente provar que cε ∈ (0, dV∞) para ε su�ciente pequeno. Com

este propósito, sem perda de generalidade, considere V (0) = V0. Seja µ ∈ (V0, V∞).

Então, pela de�nição do nível do passo da montanha, temos

dV0 < dµ < dV∞ . (2.73)

No que segue, seja w ∈ Yµ uma solução de energia mínima para o problema (Pµ). Para

cada ρ > 0, consideramos ϑρ ∈ C1(RN) veri�cando

0 ≤ ϑρ(x) ≤ 1, ϑρ(x) ≡ 1, em Bρ(0), e suppϑρ ⊂ B2ρ(0).

Sejam wρ = wϑρ e tρ > 0 tais que

Eµ(tρwρ) = max
t≥0

Eµ(twρ).

Note que, existe ρ0 su�cientemente grande tal que

Eµ(tρ0wρ0) < dV∞ . (2.74)

De fato, caso contrário, para todo ρ > 0 teríamos

Eµ(tρwρ) ≥ dV∞ .

Por outro lado, usando a convexidade de Φ e o fato de suppϑρ ⊂ B2ρ(0), obtém-se

wρ → w em Yµ.

Agora, argumentando como na demonstração do Lema 2.2.6,

tρ → 1.
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Assim,

dV∞ ≤ lim inf
ρ→+∞

Eµ(tρwρ) = Eµ(w) = dµ

o que é um absurdo com (2.73), o que mostra (2.74).

Desde que V0 = V (0), dado η > 0, existe ε > 0 tal que

V (εx) < V0 + η, ∀ε ∈ (0, ε) e ∀x ∈ supp(tρ0wρ0).

Observando que µ ∈ (V0, V∞), para η su�cientemente pequeno,

V0 + η < µ

e, consequentemente,

V (εx) < µ, ∀ε ∈ (0, ε) e ∀x ∈ supp(tρ0wρ0).

Logo, ∫
RN
V (εx)Φ(|ttρ0wρ0|)dx ≤

∫
RN
µΦ(|ttρ0wρ0|)dx, ∀t ≥ 0, ∀ε ∈ (0, ε),

implicando em

Iε(ttρ0wρ0) ≤ max
t≥0

Eµ(ttρ0wρ0) = Eµ(tρ0wρ0), ∀t ≥ 0, ∀ε ∈ (0, ε).

Portanto,

cε ≤ Eµ(tρ0wρ0), ∀ε ∈ (0, ε).

Isso com (2.74) implica em

cε < dV∞ , ∀ε ∈ (0, ε).

Agora, o teorema segue da Proposição 2.2.14.

2.2.4 Limitação, regularidade e positividade das soluções de (P̃ε)

Nesta subseção estudamos a limitação, comportamento assintótico, regularidade e a po-

sitividade das soluções para o problema (P̃ε).

Como no caso autônomo, o resultado técnico abaixo é crucial no estudo que segue.
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Lema 2.2.17. Seja u ∈ W 1,Φ(RN) uma solução de (P̃ε) e x0 ∈ RN . Então,∫
Ak,t

|∇u|γdx ≤ c

(∫
Ak,s

∣∣∣u− k
s− t

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Ak,s|

)
,

onde 0 < t < s < 1, k > 0, c é uma constante independente de k e Ak,ρ = {x ∈ Bρ(x0) :

u(x) > k} para ρ > 0.

Demonstração.

Seja u uma solução de (P̃ε), x0 ∈ RN e R0 > 1. Fixemos 0 < t < s < 1 e ξ ∈ C∞0 (RN)

veri�cando

0 ≤ ξ ≤ 1, suppξ ⊂ Bs(x0), ξ ≡ 1 em Bt(x0) e |∇ξ| ≤ 2

s− t
.

Para cada k ≥ 0 considere a função teste ϕ = ξm(u− k)+. Usando a de�nição de solução

para (P̃ε), temos∫
Ak,s

φ(|∇u|)|∇u|2ξmdx+m

∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)∇u∇ξdx∫
Ak,s

V (εx)φ(|u|)|u||ξm(u− k)+dx =

∫
Ak,s

f(u)ξm(u− k)+dx.

Desde que V0 ≤ V (z) para todo z ∈ RN , temos∫
Ak,s

φ(|∇u|)|∇u|2ξmdx+ V0

∫
Ak,s

φ(|u|)|u||ξm(u− k)+dx

≤ −m
∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)∇u∇ξdx+

∫
Ak,s

f(u)ξm(u− k)+dx.

De�nindo

J =

∫
Ak,s

Φ(|∇u|)ξmdx

e usando que lΦ(t) ≤ φ(t)t2, temos

lJ ≤ m

∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)|∇u||∇ξ|dx

−V0

∫
Ak,s

φ(|u|)|u|ξm(u− k)+dx+

∫
Ak,s

f(u)ξm(u− k)+dx.

Recorde que, dado η > 0 existe cη > 0 tal que

|f(t)| ≤ ηφ(|t|)|t|+ cηb(|t|)|t|.
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Assim, �xando η = V0, existe uma constante C1 > 0 tal que

lJ ≤ m

∫
Ak,s

ξm−1(u− k)+φ(|∇u|)|∇u||∇ξ|dx+ C1

∫
Ak,s

b(|u|)|u|ξm(u− k)+dx.

Desse ponto em diante, a demonstração segue a mesma linha de raciocínio do Lema 2.1.10.

O próximo resultado é consequência do lema precedente juntamente com o Lema

2.1.11. Uma vez que sua demonstração é feita de maneira análoga ao caso autônomo

omitiremos aqui sua demonstração.

Proposição 2.2.18. Seja u ∈ Xε uma solução não negativa de (P̃ε). Então, u ∈ L∞(RN)

e u ∈ C1,α
loc (RN). Além disso, lim

|x|→+∞
u(x) = 0.

A seguir, mostramos que as soluções obtidas no Teorema 2.2.1 são positivas.

Corolário 2.2.19. Seja u ∈ Xε\{0} uma solução não-negativa do problema (P̃ε). Então,

u é uma solução positiva.

Demonstração. A prova segue repetindo os mesmos argumentos do Corolário 2.1.14

considerando, neste caso,

B(x) =
1

α1

(
V (εx)φ(|u(x)|)u(x)− f(u(x))

)
.

2.3 Multiplicidade de soluções para (P̃ε)

Na presente seção, nosso principal objetivo é mostrar a existência de múltiplas solu-

ções bem como o estudo do comportamento dos pontos de máximo em relação ao conjunto

M .
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2.3.1 Resultados Preliminares

Nesta subseção, estabelecemos alguns resultados que possibilitam o estudo sobre a

multiplicidade de soluções para o problema não autônomo.

Na sequência, w ∈ W 1,Φ(RN) denota uma solução positiva de energia mínima de

(PV0). Dado δ > 0 su�cientemente pequeno considere ϕ ∈ C∞0
(
[0,+∞), [0, 1]

)
satisfazendo

ϕ(s) =

 1, se 0 ≤ s ≤ δ
2

0, se s ≥ δ.

Para cada y ∈M , seja

Ψε,y(x) = ϕ(|εx− y|)w(
εx− y
ε

).

Note que, Ψε,y ∈ Xε para cada y ∈M . Então, existe tε > 0 tal que tεΨε,y ∈ Nε e

Iε(tεΨε,y) = max
t≥0

Iε(tΨε,y).

Consequentemente, a função Ψ̃ε : M → Nε dada por Ψ̃ε(y) = tεΨε,y esta bem de�nida.

Além disso, Ψ̃ε tem suporte compacto para todo y ∈M .

A primeira propriedade importante envolvendo a função Ψ̃ é dada no lema abaixo.

Lema 2.3.1. A função Ψ̃ε veri�ca o seguinte limite

lim
ε→0

Iε
(
Ψ̃ε(y)

)
= dV0 , uniformemente em y ∈M.

Demonstração. Comece observando que é su�ciente mostrar que para (yn) ⊂ M e

(εn) ⊂ R+ com εn → 0, a menos de subsequência,

Iεn(Ψ̃εn(yn))→ dV0 .

Com o intuito de mostrar o limite acima, para cada n ∈ N, considere tεn > 0 tal que

tεnΨεn,yn ∈ Nεn .

A�rmação 2.3.2. A sequência (tεn) satisfaz o limite

tεn → 1.
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De fato, mostraremos primeiro que existe t∗ > 0 tal que

tεn → t∗.

Desde que Ψ̃εn(yn) ∈ Nεn , temos I ′εn(Ψ̃εn(yn))Ψ̃εn(yn) = 0, ou seja,∫
RN
φ(|∇(Ψ̃εn(yn)|)|∇(Ψ̃εn(yn))|2dx +

∫
RN
V (εnz + yn)φ(|Ψ̃εn(yn)|)|Ψ̃εn(yn)|2dx

=

∫
RN
f(tεnΨεn,yn)tεnΨεn,yndx.

Recorde que (φ2) combinada com o Lema 1.1.32 vem que

φ(ts)(ts)2

(φ2)︷︸︸︷
≤ mΦ(ts)

Lema1.1.32︷︸︸︷
≤ mξ1(t)Φ(s), ∀t, s ≥ 0,

onde ξ1(t) = max{tl, tm}. Assim,∫
RN
φ(|∇(Ψ̃εn(yn)|)|∇(Ψ̃εn(yn))|2dx+

∫
RN
V (εnz + yn)φ(|Ψ̃εn(yn)|)|Ψ̃εn(yn)|2dx

≤ mξ1(tεn)
(∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx+

∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx

)
.

Por outro lado, considerando a mudança de variável z =
εnx− yn

εn
, usando que ϕ ≡ 1 em

B δ
2
(0) e B δ

2
(0) ⊂ B δ

2εn
(0), segue que∫

RN
f(Ψ̃εn(yn))Ψ̃εn(yn)dx =

∫
RN
f(tεnϕ(|εnz|)w(z))tεnϕ(|εnz|)w(z)dx

≥
∫
B δ

2
(0)

f(tεnw(z))

(tεnw(z))m−1
|tεnw(z)|mdx.

Então, das últimas duas desigualdades,∫
B δ

2
(0)

f(tεnw(z))

(tεnw(z))m−1
|tεnw(z)|mdx ≤ mξ1(tεn)

(∫
RN

Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx

+

∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx

)
.

Ora, pela Proposição 2.1.12, tem-se w ∈ C1, logo, existe z0 ∈ RN tal que

w(z0) = min
z∈B δ

2
(0)
w(z),
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e, consequentemente,

f(tεnw(z0))

(tεnw(z0))m−1

∫
B δ

2
(0)

|tεnw(z)|mdx ≤ mξ1(tεn)
(∫

RN
Φ(tεn|∇(Ψεn,yn)|)dx

+

∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx

)
. (2.75)

Por (f3), existem constantes d1, d2 > 0 tais que

F (t) ≥ d1t
m − d2, ∀t ≥ 0,

o que implica

f(t)

tm−1
≥ 1

θ
(d1t

θ−m − d2t
−m), ∀t ≥ 0. (2.76)

De (2.75) e (2.76),

1

θ

(
d1(tεnw(z0))θ−m − d2(tεnw(z0))−m

)
tmεn

∫
B δ

2
(0)

|w(z)|mdx

≤ mξ1(tεn)
(∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx+

∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx

)
.

Agora, suponha por contradição, que para alguma subsequência,

tεn → +∞ e tεn ≥ 1 ∀n ∈ N.

Logo,

(
d1(tεnw(z0))θ−m − d2(tεnw(z0))−m

) ∫
B δ

2
(0)

|w(z)|mdx

≤ m
(∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx+

∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx

)
, (2.77)

pois ξ1(tεn) = tmεn . Além disso, graças ao Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

e a de�nição de Ψεn,yn , um cálculo direto nos fornece∫
RN

Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx→
∫
RN

Φ(|∇w|)dx

e ∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx→

∫
RN
V0Φ(|w|)dx,
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assim o lado direito da desigualdade em (2.77) é limitado. Contudo, como θ > m

[d1(tεnw(z0))θ−m − d2(tεnw(z0))−m
]
→ +∞,

o que é uma contradição. Portanto (tεn) é limitada, e para alguma subsequência, existe

t∗ ≥ 0 tal que tεn → t∗. Pelo Lema 2.2.2, temos

‖Ψ̃εn(yn)‖Φ + ‖Ψ̃εn(yn)‖Vε,Φ = ‖Ψ̃εn(yn)‖ε ≥ ς > 0, ∀ ε > 0.

Por outro lado, segue-se do Lema 1.1.32 que

ξ0

(
‖∇Ψ̃εn(yn)‖Φ

)
+ξ0

(
‖∇Ψ̃εn(yn)‖Vεn ,Φ

)
≤
∫
RN

Φ
(
|∇Ψ̃εn(yn)|

)
dx+

∫
RN
V (εnx)Φ

(
|Ψ̃εn(yn)|

)
dx

onde ξ0(t) = min{tl, tm}. Considerando ς1 = min{ς l, ςm}, temos

ς1 ≤
∫
RN

Φ
(
|∇Ψ̃εn(yn)|

)
dx+

∫
RN
V (εnx)Φ

(
|Ψ̃εn(yn)|

)
dx.

Aplicando novamente o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
RN

Φ(|∇(tεnΨεn,yn)|)dx→
∫
RN

Φ(t∗|∇w|)dx

e ∫
RN
V (εnx)Φ

(
|Ψ̃εn(yn)|

)
dx→

∫
RN

Φ(t∗|w|)dx.

Usando os limites acima com o Lema 1.1.32, deduzimos que

0 < ς1 ≤ ξ1(t∗)
(∫

RN
Φ(|∇w|)dx+

∫
RN
V0Φ(|w|)dx

)
onde ξ1(t) = max{tl, tm}. Suponha que t∗ ≤ 1, então ξ1(t∗) = tl∗, de onde segue

t∗ ≥

(
ς1∫

RN Φ(|∇w|)dx+
∫
RN V0Φ(|w|)dx

)l

> 0,

mostrando que t∗ > 0. Dessa forma, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebes-

gue, obtém-se∫
RN
φ(tεn|∇Ψεn,yn|)(tεn|∇Ψεn,yn|)2dx→

∫
RN
φ(t∗|∇w|)(t∗|∇w|)2dx,

∫
RN
V (εnx)φ(tεn|Ψεn,yn|)(tεn|Ψεn,yn|)2dx→

∫
RN
V0φ(t∗|w|)(t∗|w|)2dx
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e ∫
RN
f(tεnΨε,yn)tεnΨεn,yndx→

∫
RN
f(t∗w)t∗wdx,

implicando que E ′V0
(t∗w)(t∗w) = 0. Portanto, t∗w ∈ MV0 , e consequentemente, t∗ = 1,

pois w é solução de energia mínima de (PV0), mostrando a A�rmação 2.3.2.

Para �nalizar, a A�rmação 2.3.2 combinada com o Teorema da Convergência Do-

minada de Lebesgue nos leva a concluir

lim
n→+∞

Iεn(Ψ̃εn(yn)) = EV0(w) = dV0 .

A seguir, estabelecemos um importante resultado de compacidade para Eµ restrito

a variedadeMµ.

Lema 2.3.3. (Lema de Compacidade) Seja (un) ⊂ Mµ uma sequência satisfazendo

Eµ(un)→ dµ. Então,

a) (un) possui uma subsequencia convergente em Yµ, ou

b) existe uma sequência (ỹn) ⊂ RN tal que, a menos de subsequência, ũn(x) = un(x+ ỹn)

convergente em Yµ.

Em particular, existe u ∈Mµ tal que Eµ(u) = dµ.

Demonstração. Aplicando o Princípio Variacional de Ekeland12, para todo n ∈ N, existe

wn ∈Mµ tal que

Eµ(wn) ≤ Eµ(un) + on(1) e ‖wn − un‖µ = on(1). (2.78)

Resulta da desigualdade acima que

Eµ(wn) = dµ + on(1).

Além disso, usando a invariância de RN por translações, temos

E ′µ(wn)wn = 0.

12ver [74, Teorema 2.4].
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Assim, usando os Lemas 2.2.3 e 2.1.7, segue que (wn) é limitada em Yµ e existe w ∈ Yµ
veri�cando

wn ⇀ w em Yµ e E ′µ(w) = 0.

Se w 6= 0, com os mesmos argumentos do Teorema 2.1.1 segue que Eµ(w) = dµ.

Agora, seguindo a mesma linha de raciocínio usado na demonstração da Proposição 2.2.11,

deduzimos

Eµ(vn) = Eµ(wn)− Eµ(w) + on(1) = on(1) e E ′µ(vn) = on(1),

onde vn = wn − w. Logo, por (φ2) e (f2),

on(1) = Eµ(vn)− 1

θ
E ′µ(vn)vn

≥
(

1− m

θ

)∫
RN

Φ(|∇vn|)dx+ µ
(

1− m

θ

)∫
RN

Φ(|vn|)dx

+

∫
RN

(1

θ
f(vn)vn − F (vn)

)
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

Φ(|∇vn|)dx+ µ
(

1− m

θ

)∫
RN

Φ(|vn|)dx ≥ 0.

Logo, ∫
RN

Φ(|∇vn|)dx = on(1) e
∫
RN

Φ(|vn|)dx = on(1),

mostrando que

wn → w em Yµ.

Portanto, por (2.78),

un → w em Yµ.

Se w = 0, em virtude do Lema 2.2.5, existem constantesρ, τ > 0 e uma sequência

(ỹn) ⊂ RN tais que ∫
Bρ(ỹn)

Φ(|wn|)dx ≥ τ > 0. (2.79)

Considerando w̃n(x) = wn(x + ỹn), tem-se (w̃n) limitada em W 1,Φ(RN) e existe w̃ ∈

W 1,Φ(RN) tal que

w̃n ⇀ w̃ em W 1,Φ(RN).
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De (2.79), temos w̃ 6= 0. Assim, pela primeira parte da demonstração

w̃n → w̃ em W 1,Φ(RN). (2.80)

De�nindo ũn(x) = u(x+ ỹn), segue de (2.78)-(2.80) que

‖w̃n − ũn‖Yµ = on(1)

e, portanto,

ũn → w̃ em Yµ.

isso encerra a prova.

A próxima proposição, a última desta subsecção, será crucial no estudo da concen-

tração dos pontos de máximo das soluções de (P̃ε).

Proposição 2.3.4. Sejam εn → 0 e (un) ⊂ Nεn tal que Iεn(un)→ dV0. Então, existe uma

sequência (ỹn) ⊂ RN , tal que vn(x) = un(x + ỹn) tem uma subsequência convergente em

YV0. Além disso, a menos de subsequência, yn → y ∈M , onde yn = εnỹn.

Demonstração. Argumentando como na demonstração do Lema 2.2.5, obtemos um

sequência (ỹn) ⊂ RN e constantes positivas ρ e τ satisfazendo∫
Bρ(ỹn)

Φ(un)dx ≥ τ > 0. (2.81)

Desde que, (un) ⊂ Nεn , Iεn(un) → dV0 e V veri�ca a condição de Rabinowitz, por

intermédio de um cálculo simples, obtém-se (un) limitada em YV0 . Então, de�nindo

vn(x) = un(x+ ỹn), tem-se (vn) é limitada em YV0 . Assim, a menos de subsequência,

vn ⇀ v em YV0

e, por(2.81), conclui-se que v 6= 0. No que segue, seja tn > 0 tal que ṽn = tnvn ∈ MV0 .

Note que,

dV0 ≤ EV0(ṽn) ≤
∫
RN

Φ(|∇ṽn|)dx+

∫
RN
V (εnx+ yn)Φ(|ṽn|)dx−

∫
RN
F (ṽn)dx,

onde yn = εnỹn. Ora, como (un) ⊂ Nεn , por uma mudança de variáveis,

dV0 ≤ EV0(ṽn) ≤
∫
RN

Φ(|∇(tnun)|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|tnun|)dx−

∫
RN
F (tnun)dx

≤ max
t≥0

Iεn(tun) = Iεn(un) = dV0 + on(1),
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de onde segue que

EV0(ṽn)→ dV0 e (ṽn) ⊂MV0 . (2.82)

Com isso, mostra-se que (ṽn) é limitada em W 1,Φ(RN) e existe ṽ tal que

ṽn ⇀ ṽ em W 1,Φ(RN).

Usando que ‖vn‖1,Φ 6→ 0 juntamente com a limitação de (ṽn), resulta que existe t∗ > 0

tal que

tn → t∗.

Por (2.82) podemos aplicar o Lema 2.3.3, que combinado com a unicidade do limite nos

fornece a convergência

ṽn → t∗v = ṽ em W 1,Φ(RN),

e portanto,

vn → v em YV0 . (2.83)

A�rmamos que (yn) é limitada em RN . De fato, caso contrário, existiria uma sub-

sequência ainda denotada por (yn), veri�cando

|yn| → +∞.

Suponha que V∞ = +∞. Uma vez que∫
RN
V (εnx+ yn)φ(|vn|)|vn|2dx ≤

∫
RN
φ(|∇vn|)|∇vn|2dx+

∫
RN
V (εnx+ yn)φ(|vn|)|vn|2dx,

onde yn = εnỹn e I ′εn(un)un = 0, temos∫
RN
V (εnx+ yn)φ(|vn|)|vn|2dx ≤

∫
RN
f(vn)vndx.

Logo, usando a convergência em (2.83)

+∞ = lim inf
n→+∞

∫
RN
f(vn)vndx =

∫
RN
f(v)vdx < +∞,

o que é um absurdo. Agora, suponha que V∞ < +∞. Aplicando o Lema de Fatou∫
RN
V∞Φ(|ṽ|)dx ≤ lim inf

n→+∞

∫
RN
V (εnx+ yn)Φ(|ṽn|)dx.
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Como ṽn → ṽ em W 1,Φ(RN), vem que∫
RN

Φ(|∇ṽn|)dx→
∫
RN

Φ(|∇ṽ|)dx e
∫
RN
F (ṽn)dx→

∫
RN
F (ṽ)dx.

Sendo V0 < V∞ segue das desigualdades acima que

dV0 ≤ EV0(ṽ) <

∫
RN

Φ(|∇ṽ|)dx+

∫
RN
V∞Φ(|ṽ|)dx−

∫
RN
F (ṽ)dx

≤ lim inf
n→+∞

(∫
RN

Φ(|∇ṽn|)dx+

∫
RN
V (εnx+ yn)Φ(|ṽn|)dx−

∫
RN
F (ṽn)dx

)
.

Fazendo uma mudança de variáveis, obtemos

dV0 < lim inf
n→+∞

(∫
RN

Φ(|∇(tnun)|)dx+

∫
RN
V (εnx+ yn)Φ(|tnun|)dx−

∫
RN
F (tnun)dx

)
≤ lim inf

n→+∞
Iεn(tnun)

≤ lim inf
n→+∞

Iεn(un) = dV0 , (2.84)

o que é um absurdo. Portanto, existe y ∈ RN tal que

yn → y.

Vejamos agora que V (y) = V0, isto é, y ∈ M . Caso contrário, deveríamos ter V (y) > V0.

Repetindo o mesmo raciocínio usado acima chegaremos novamente em (2.84), o que é um

absurdo, �nalizando a prova do resultado.

Antes de seguir em frente, convém de�nir de forma apropriada a função Baricentro

para nosso estudo. Com esta �nalidade, no que segue, dado δ > 0, seja ρ = ρ(δ) > 0 tal

que Mδ ⊂ Bρ(0) e considere χ : RN → RN dada por

χ(x) =


x, se x ∈ Bρ(0)

ρx

|x|
, se x ∈ Bc

ρ(0).

A função Baricentro β : Nε → RN é de�nida por

β(u) =

∫
RN
χ(εx)Φ(|u|)dx∫
RN

Φ(|u|)dx
.

A partir de agora, concentramos nosso interesse na demonstração dois resultados

envolvendo as funções Ψ̃ε e β. Tais resultados serão fundamentais na prova do Teorema

A.
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Lema 2.3.5. A função Ψ̃εn satisfaz o seguinte limite

lim
εn→0

β(Ψ̃εn(y)) = y, uniformemente em y ∈M.

Demonstração. Sejam (yn) ⊂M e (εn) ⊂ (0,+∞) com εn → 0. Note que,

β(Ψ̃εn(yn)) =

∫
RN
χ(εx)Φ(|Ψ̃εn(yn)|)dx∫
RN

Φ(|Ψ̃εn(yn)|)dx
,

ou seja,

β(Ψ̃εn(yn)) =

∫
RN
χ(εx)Φ

(
tεnϕ(|εnx− yn|)w(

εnx− yn
εn

)
)
dx∫

RN
Φ
(
tεnϕ(|εnx− yn|)w(

εnx− yn
εn

)
)
dx

.

Fazendo a mudança de variáveis z =
εnx− yn

εn
, �camos com

β(Ψ̃εn(yn)) =

∫
RN
χ(εnz + yn)Φ(tεnϕ(|εnz|)w(z))dx∫

RN
Φ(tεnϕ(|εnz|)w(z))dx

.

Logo,

β(Ψ̃εn(yn))− yn =

∫
RN

(
χ(εnz + yn)− yn

)
Φ(tεnϕ(|εnz|)w(z))dx∫

RN
Φ(tεnϕ(|εnz|)w(z))dx

.

Como na demonstração da A�rmação 2.3.2 do Lema 2.3.1, observamos que tn → 1. Com

isso, graças ao Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, um cálculo direto nos

fornece

|β(Ψ̃εn(yn))− yn| → 0,

como queríamos.

Na sequência, consideramos a função h : R+ → R+ dada por

h(ε) = sup
y∈M
|Iε(Ψ̃ε(y))− dV0|

que veri�ca pelo Lema 2.3.1,

lim
ε→0

h(ε) = 0.
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De�nindo o conjunto

Ñε := {u ∈ Nε : Iε(u) ≤ dV0 + h(ε)},

segue do Lema 2.3.1 que Ψ̃ε(y) ∈ Ñε, mostrando que Ñε 6= ∅.

Com as notações acima, temos o seguinte resultado:

Lema 2.3.6. Sejam δ > 0 e Mδ = {x ∈ RN : dist(x,M) ≤ δ}. Então, o limite abaixo

ocorre

lim
ε→0

sup
u∈Ñε

inf
y∈Mδ

∣∣β(u)− y
∣∣ = 0.

Demonstração. Seja (εn) ⊂ (0,+∞) uma sequência tal que εn → 0. Segue da de�nição

de supremo que existe uma sequência (un) ⊂ Ñεn tal que

inf
y∈Mδ

∣∣β(un)− y
∣∣ = sup

u∈Ñε
inf
y∈Mδ

∣∣β(u)− y
∣∣+ on(1).

Dessa forma, é su�ciente provar que existe uma sequência (yn) ⊂Mδ tal que, a menos de

subsequência

lim
n→+∞

∣∣β(un)− yn
∣∣ = 0. (2.85)

Uma vez que (un) ⊂ Ñε ⊂ Nε,

cεn ≤ Iεn(u) ≤ dV0 + h(εn) e I ′εn(un)un = 0.

A�rmação 2.3.7.

cεn → dV0 .

De fato, segue diretamente da desigualdade anterior que

lim sup
n→+∞

cεn ≤ dV0 . (2.86)

Por outro lado, sendo V0 ≤ V (εnx) para todo x ∈ RN , dado u ∈ Xεn , vem que

EV0(tu) ≤ Iεn(tu), ∀ t ≥ 0,

então

dV0 ≤ max
t≥0

IV0(tu) ≤ max
t≥0

Iεn(tu)
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o que implica

dV0 ≤ cεn .

Assim,

dV0 ≤ lim inf
n→+∞

cεn . (2.87)

Dessa forma, a A�rmação 2.3.7 decorre de (2.86) e (2.87). Agora, aplicando a Proposição

2.3.4, existe (ỹn) ⊂ RN tal que

yn → y ∈M,

onde yn = εnỹn. Logo, para n su�cientemente grande (yn) ⊂Mδ. Recordando que

β(un) =

∫
RN
χ(εx)Φ(|un|)dx∫
RN

Φ(|un|)dx
,

efetuando a mudança de variáveis x = z + ỹn, �camos com

β(un) =

∫
RN
χ(εnz + yn)Φ(un(z + ỹn))dx∫

RN
Φ(un(z + ỹn))dx

.

Consequentemente,

β(un)− yn =

∫
RN

(
χ(εnz + yn)− yn

)
Φ(vn(z))dx∫

RN
Φ(vn(z))dx

,

onde vn(z) = un(x + ỹn). Pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, um

cálculo direto nos permite concluir que

|β(un)− yn| → 0,

o que mostra (2.85), �nalizando a demonstração.

2.3.2 Demonstração do Teorema A

Agora, estamos prontos para provar o resultado principal deste capítulo. Dividiremos a

demonstração em duas partes.
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Parte I: Multiplicidade de soluções

Aqui, faremos uso dos resultados preliminares obtidos na seção anterior. Como

mencionado na Introdução, a ferramenta usada será a categoria de Lusternik-Schnirelman.

Considere X = Xε, Ψ = Jε, ϕ = Iε, d = cV0 + h(ε) e ϕd = Ñε, em que Jε de�ne

a variedade de Nehari Nε. Tendo em vista o Teorema 5.20 encontrado em [74], conclui-

se que o funcional Iε restrito a Nε tem pelo menos catÑε(Ñε) pontos críticos, para todo

ε ∈ (0, ε). Assim, resta provar que

catMδ
(M) ≤ catÑε(Ñε) (2.88)

e que todo ponto crítico de Iε restrito a Nε é ponto crítico de Iε em Xε. Sendo M é

compacto, temos catMδ
(M) < +∞. Dessa forma, podemos supor que catÑε(Ñε) < +∞,

caso contrário, a desigualdade (2.88) é veri�cada.

Mostraremos, inicialmente que podemos de�nir a aplicação β ◦ Ψ̃ε : M →Mδ, para

algum δ > 0. Pelo Lema 2.3.1, recorde que dado y ∈M

Iε(Ψ̃ε(y)) ≤ cV0 + h(ε),

o que implica em Ψ̃ε(y) ∈ Ñε, ou seja, Ψ̃ε(M) ⊂ Ñε. Agora, aplicando o Lema 2.3.6,

�xados u ∈ Ñε e δ1 > 0, existe ε > 0 tal que para todo ε ∈ (0, ε),

sup
u∈Ñε

inf
y∈Mδ1

∣∣β(u)− y
∣∣ < δ1

2
.

Por de�nição,

dist(β(u),Mδ1) = inf
y∈Mδ1

|β(u)− y| ≤ sup
u∈Ñε

inf
y∈Mδ1

|β(u)− y|.

Dessa forma,

dist(β(u),Mδ1) <
δ1

2
.

Considerando δ = δ1 + δ1
2
, vem que

dist(β(u),M) ≤ dist(β(u),Mδ1) + dist(Mδ1 ,M) < δ,

o que resulta β
(
Ñε
)
⊂ Mδ. Logo, a aplicação β ◦ Ψ̃ε : M → Mδ está bem de�nida e é

contínua.
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A seguir, de�na a aplicação

G : [0, 1]×M → Mδ

(t, y) 7→ G(t, y) = t(β ◦ Ψ̃ε)(y) + (1− t)y,

e observe que

dist(G(t, y),M) = inf
z∈M
|tβ(Ψ̃ε(y)) + (1− t)y − z|.

Portanto,

dist(G(t, y),M) ≤ inf
z∈M

(
|t
(
β(Ψ̃ε(y))− y

)
|+ |y − z|

)
,

o que implica

dist(G(t, y),M) ≤ tδ + inf
z∈M
|y − z| ≤ δ, ∀ε ∈ (0, ε),

mostrando que G está bem de�nida. Além disso, G é contínua e veri�ca

G(0, y) = y e G(1, y) = Ψ̃ε(y),

mostrando que β ◦ Ψ̃ε é homotópica a inclusão i : M →Mδ.

Neste momento, vejamos que (2.88) ocorre. Para tanto, suponha que catÑε(Ñε) = n.

Por de�nição, existem A1, ..., An conjuntos fechados e contráteis em Ñε tais que

Ñε =
n⋃
i=1

Ai.

Desde que Ai é contrátil em Ñε, para cada i = 1, ..., n, existem uma aplicação contínua

hi : [0, 1]× Ai → Ñε e wi ∈ Ai, tais que

hi(0, u) = u e hi(1, u) = wi.

Para cada i = 1, ..., n, de�na Bi = Ψ̃−1
ε (Ai). Sendo Ψ̃ε contínua, segue que Bi é fechado

em M . Assim, os conjuntos Bi′s são fechados, pois M é fechado. Além disso,

M = Ψ̃−1
ε (Ñε) =

n⋃
i=1

Ψ̃−1
ε (Ai) =

n⋃
i=1

Bi.

A�rmamos que Bi é contrátil em Mδ para cada i = 1, ..., n. Com efeito, seja i ∈ {1, ..., n}

e considere a aplicação

gi : [0, 1]×Bi → Mδ

(t, y) 7→ gi(t, y) = β(hi(t, Ψ̃ε(y))).
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Note que gi é contínua e

gi(0, y) = β(hi(0, Ψ̃ε(y))) = Ψ̃ε(y)) e gi(1, y) = β(hi(1, Ψ̃ε(y))) = β(wi).

De�na, para cada i, a aplicação Fi : [0, 1]×Bi →Mδ por

Fi(t, y) =

 Gi(2t, y) se t ∈ [0, 1
2
],

gi(2t− 1, y) se t ∈ [1
2
, 1],

onde Gi é a restrição da função G ao conjunto [0, 1]×Bi. Disso, não é difícil ver que,

Fi(
1

2
, y) = Gi(1, y) = β(Ψ̃ε(y)) = gi(0, y),

de onde segue que Fi está bem de�nida. Além disso, F ∈ C
(
[0, 1]×Bi,Mδ

)
e

Fi(0, y) = Gi(0, y) = y e Fi(1, y) = gi(1, y) = β(wi),

resulta que Bi é contrátil para i = 1, ..., n. Portanto,

catMδ
(M) ≤ n,

mostrando (2.88).

Para �nalizar, mostraremos que todo ponto crítico de Iε em Nε é ponto crítico de

Iε em Xε. Com esse intuito, seja uε um ponto crítico de Iε em Nε. Aplicando o Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange13, existe λε ∈ R tal que

I ′ε(uε) = λεJ
′
ε(uε),

onde

Jε(u) =

∫
RN
φ(|∇u|)|∇u|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|u|)|u|2dx−

∫
RN
f(u)udx.

Recorde que, por (φ3),

φ′(t)t ≤ (m− 2)φ(t), ∀t ≥ 0.

13ver [74, Proposição 5.12].
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Então,

J ′ε(uε)uε =

∫
RN

(
φ′(|∇uε|)|∇uε|+ 2φ(|∇uε|)

)
|∇uε|2dx−

∫
RN

(
f ′(uε)(uε)

2 + f(uε)uε
)
dx

+

∫
RN
V (εx)

(
φ′(|uε|)|uε|+ 2φ(|uε|)

)
|uε|2dx

≤ m
(∫

RN
φ(|∇uε|)|∇uε|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|uε|)|uε|2dx

)
−
∫
RN

(
f ′(uε)(uε)

2 + f(uε)uε
)
dx. (2.89)

Uma vez que uε ∈ Nε, temos I ′ε(uε)uε = 0, ou seja,∫
RN
φ(|∇uε|)|∇uε|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|uε|)|uε|2dx =

∫
RN
f(uε)uεdx. (2.90)

Por (2.89) e (2.90), segue que

J ′ε(uε)uε ≤
∫
RN

(
(m+ 1)f(uε)uε − f ′(uε)(uε)2

)
dx.

Sendo uε 6= 0, existe O ⊂ RN com |O| > 0 tal que

uε(x) > 0 q.t.p. em O

e, consequentemente, por (f3)

−J ′ε(uε)uε ≥
∫
O

(
f ′(uε)(uε)

2 − (m+ 1)f(uε)uε
)
dx > 0.

Desde que I ′ε(uε) = λεJ
′
ε(uε) e uε ∈ Nε, vem

λεJ
′
ε(uε)uε = 0,

implicando que λε = 0. Portanto, I ′ε(uε) = 0, isto é, uε é ponto crítico de Iε em Xε.

Assim, o problema (P̃ε) tem pelo menos catMδ
(M) soluções positivas para todo

ε ∈ (0, ε).

Parte II: Concentração dos pontos de máximo

Desse ponto em diante, estudaremos o comportamento dos pontos de máximo

das soluções. Convém mencionar que, novamente devido a generalidade do operador Φ-

Laplaciano, temos uma di�culdade técnica para obter limitação L∞ para as sequências
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de soluções, tendo em vista que não claro o uso do método de interação de Moser como

foi aplicado em [5]. Contornamos tal di�culdade seguindo a mesma linha de raciocínio do

Lema 2.1.10 e da Proposição 2.1.12.

Proposição 2.3.8. Seja vj ∈ W 1,Φ(RN) uma solução do problema{
−∆Φvj + Vj(x)φ(|vj|)vj = f(vj), em RN ,

vj ∈ W 1,Φ(RN), vj > 0 em RN ,
(Pj)

onde Vj(x) = V (εjx + εj ỹj), εj ỹj → y em RN e vj → v em W 1,Φ(RN). Então, vj ∈
L∞(RN), vj ∈ C1,γ

loc (RN) e existe C > 0 tal que ‖vj‖∞ ≤ C para todo j ∈ N. Além disso,

lim
|x|→+∞

vj(x) = 0, uniformemente em j.

Demonstração. Com o intuito de facilitar a leitura e o entendimento da demonstração,

dividiremos a mesma em três epatas.

Etapa 1: vj ∈ L∞(RN).

Primeiramente, �xemos R1 ∈ (0, 1) e x0 ∈ RN . Dado K > 0, de�na as sequências

σn =
R1

2
+

R1

2n+1
, σn =

σn + σn+1

2
e Kn =

K

2

(
1− 1

2n+1

)
∀n = 0, 1, 2, ....

Note que,

σn ↓
R1

2
, Kn ↑

K

2
e σn+1 < σn < σn < R1.

Para cada n ∈ N consideramos

Jn,j =

∫
Aj,Kn,σn

(
(vj −Kn)+

)γ∗
dx e ξn = ξ

(
2n+1

R1

(
|x− x0| −

R1

2

))
, x ∈ RN ,

onde Aj,k,ρ =
{
x ∈ Bρ(x0) : vj(x) > k

}
para k, ρ > 0 e ξ ∈ C1(R) satisfazendo

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ(t) = 1, se t ≤ 1

2
, e ξ(t) = 0, se t ≥ 3

4
e |ξ′| < C.

Antes de tudo, vejamos que existem C, ζ > 0 e D > 1 satisfazendo

Jn+1,j ≤ CDnJ1+ζ
n,j , n = 0, 1, 2, . . . ,
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Com efeito, desde que ξn = 1 em Bσn+1(x0) e ξn = 0 em Bc
σn(x0), segue que

Jn+1,j ≤
∫
Aj,Kn+1

,σn

(
(vj −Kn+1)+ξn

)γ∗
dx

≤ C(N, γ)

(∫
BR1

(x0)

|∇((vj −Kn+1)+ξn)|γdx

) γ∗
γ

≤ C(N, γ)

(∫
AKn+1,σn

|∇u|γdx+

∫
AKn+1,σn

((u−Kn+1)+|∇ξn|)γdx

) γ∗
γ

.

Observando que

|∇((vj −Kn+1)+ξn)|γ ≤ 2γ
(
|∇vj|γξγn +

2γ(n+1)

Rγ
1

(
(vj −Kn+1)+

)γ)
deduzimos

J
γ
γ∗
n+1,j ≤ C(N, γ,R1)

(∫
Aj,Kn+1,σn

|∇vj|γdx+ 2γn
∫
Aj,Kn+1,σn

(
(vj −Kn+1)+

)γ
dx

)
.

Repetindo os argumentos encontrados na demonstração do Lema 2.2.17 mostra-se que

existe uma constante c > 0, independente de n e j, tal que∫
Aj,Kn+1,σn

|∇vj|γdx ≤ c

(∫
Aj,Kn+1,σn

∣∣∣vj −Kn+1

σn − σn

∣∣∣γ∗dx+ (kγ
∗

+ 1)|Aj,Kn+1,σn|

)
,

Combinando as desigualdades acima, �camos com

J
γ
γ∗
n+1,j ≤ C(N, γ,R1)

(∫
Aj,Kn+1,σn

∣∣∣vj −Kn+1

σn − σn

∣∣∣γ∗dx+ (Kγ∗

n+1 + 1)|AKn+1,σn|

+2γn
∫
AKn+1,σn

(
(vj −Kn+1)+

)γ
dx

)
.

Agora, de maneira muito similar ao que �zemos na demonstração da Proposição 2.1.12,

veri�ca-se que existem C = C(N, γ,R1, K), D = 2(γ+γ∗) γ
∗
γ e ζ = γ∗

γ
− 1 satisfazendo

Jn+1,j ≤ CDnJ1+ζ
n,j , n = 0, 1, 2, . . . . (2.91)

Tendo em vista aplicar o Lema 2.1.11, nosso objetivo imediato será mostrar que existe

K∗ ≥ 1 tal que

J0,j ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo K ≥ K∗, para todo j ≈ +∞.
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De fato, note que

J0,j =

∫
Aj,K0,σ0

(
(vj −K0)+

)γ∗
dx ≤

∫
RN

(
(vj −

K

2
)+
)γ∗
dx.

Ora, como vj → v em W 1,Φ(RN), usando a imersão contínua W 1,Φ(RN) ↪→ W 1,γ(RN),

existe j0 ∈ N tal que

J0,j ≤
∫
RN

(
(v − K

2
)+
)γ∗
dx, para todo j ≥ j0.

Passando ao limite na desigualdade acima quando K → +∞, vem que

lim
K→+∞

J0,j = 0, para todo j ≥ j0.

Assim, existe K∗ ≥ 1, tal que

J0,j ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo K ≥ K∗, para todo j ≥ j0. (2.92)

Fixando K = K∗, por (2.91) e (2.92) podemos aplicar o Lema 2.1.11, para obter o limite

Jn,j → 0 quando n→∞, para todo j ≥ j0.

Por outro lado,

lim
n→+∞

Jn,j = lim
n→+∞

∫
Aj,Kn,σn

(
(vj −Kn)+

)γ∗
dx =

∫
A
j,K
∗

2 ,
R1
2

(
(vj −

K∗

2
)+
)γ∗
dx.

Portanto,

vj(x) ≤ K∗

2
q.t.p. em BR1

2
(x0), para todo j ≥ j0.

Consequentemente,

‖vj‖∞ ≤ C ∀j ∈ N.

onde C = max{K∗
2
, ‖v1‖∞, ....., ‖vj0−1‖∞}.

Etapa 2: vj ∈ C1,α
loc (RN).

Essa regularidade pode ser obtida usando resultados encontrados em DiBenedetto [30] e

Lieberman [55].

Etapa 3: lim
|x|→+∞

vj(x) = 0, uniformemente em j.
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Desde que vj ≥ 0, devemos mostrar que dado η > 0, existe ρ > 0 tal que

vj(x) ≤ η, ∀x ∈ RN \Bρ(0), ∀j ∈ N.

Repetindo os argumentos da Etapa 1, com K = η, temos por (2.91)

Jn+1,j ≤ CDnJ1+ζ
n,j .

Além disso, observando que

lim sup
|x0|→+∞

(
lim sup
j→+∞

J0,j

)
= lim sup

|x0|→+∞

(
lim sup
j→+∞

∫
Aj,K0,σ0

(
(vj −

η

2
)+
)γ∗
dx

)
e

lim sup
|x0|→+∞

∫
BR1

(x0)

(
(v − η

2
)+
)γ∗
dx = 0,

concluímos

lim
|x0|→+∞

J0,j = 0, ∀j ≈ +∞.

Logo, existem ρ > 0 e j0 ∈ N, tais que

J0,j ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , se |x0| > ρ, para todo j ≥ j0,

Aplicando o Lema 2.1.11, temos

lim
n→+∞

Jn,j = 0, se |x0| > ρ, para todo j ≥ j0,

ou seja, ∫
BR1

2

(x0)

(
(vj −

η

2
)+
)γ∗
dx = 0, se |x0| > ρ, para todo j ≥ j0,

mostrando que

vj(x) ≤ η

2
, para x ∈ BR1

2
(x0) e |x0| > ρ, para todo j ≥ j0.

Agora, aumentando ρ se necessário,

vj(x) ≤ η

2
, se |x| > ρ para todo j ∈ N,

o que demonstra a Etapa 3.
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Corolário 2.3.9. Seja vj ∈ W 1,Φ(RN)\{0} uma solução de (Pj). Então, vj é positiva.

Demonstração. A demonstração segue como no Corolário 2.1.14.

Antes de �nalizar, mostraremos o lema abaixo.

Lema 2.3.10. Existe α0 > 0 tal que ‖vj‖∞ > α0 para todo j ∈ N.

Demonstração. Suponha que ‖vj‖∞ → 0. Fixando ε0 = V0

2
, por (f1), existe j0 ∈ N tal

que

f(vj)vj ≤ ε0φ(vj)v
2
j para todo j ≥ j0. (2.93)

Uma vez que I ′ε(vj)vj = 0 segue que∫
RN
φ(|∇vj|)|∇vj|2 +

∫
RN
V (εx)φ(|vj|)|vj|2dx =

∫
RN
f(vj)vjdx.

Usando (2.93), temos ∫
RN
f(vj)vjdx =

∫
RN

f(vj)

φ(vj)un
v2
jdx

≤ V0

2

∫
RN
φ(|vj|)|vj|2

≤ 1

2

∫
RN
V (εx)φ(|vj|)|vj|2.

Logo, ∫
RN
φ(|∇vj|)|∇vj|2 +

∫
RN
V (εx)φ(|vj|)|vj|2dx ≤ 0

e, daí, segue que ‖vj‖ε = 0 para j > j0, o que é um absurdo com o Lema 2.2.2. Portanto,

existe α0 > 0 veri�cando

‖vj‖∞ > α0, para todo j ∈ N.

Finalmente, mostraremos a concentração dos pontos de máximo. Para este �m,

seja uεn uma solução do problema (P̃εn). Então, vn(x) = uεn(x + ỹn) é uma solução do

problema  −∆Φvn + Vn(x)φ(|vn|)vn = f(vn), em RN ,

vn ∈ W 1,Φ(RN), vn > 0 em RN ,
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em que Vn(x) = V (εnx + εnỹn) e (yn) ⊂ RN é dada na Proposição 2.3.4. Além disso, a

menos de subsequência,

vn → v em W 1,Φ(RN) e yn → y ∈M

onde yn = εnỹn. Aplicando a Proposição 2.3.8 juntamente com o Lema 2.3.10, concluímos

que existe qn ∈ Bρ0(0) tal que vn(qn) = max
z∈RN

vn(z), para algum ρ0 > 0. Portanto,

xn = qn + ỹn é um ponto de máximo uεn e

εnxn → y.

Desde que V é uma função contínua, segue que

lim
n→+∞

V (εnxn) = V (y) = V0.

Comentário �nal.

Se uε é uma solução positiva de (P̃ε), a função wε(x) = uε

(x
ε

)
é solução positiva

de (Pε). Portanto, os pontos de máximo zε e xε de wε e uε respectivamente, satisfazem a

igualdade

zε = εxε,

e consequentemente

lim
ε→0

V (zε) = V0,

mostrando que os pontos de máximo das soluções se concentram em torno dos pontos de

mínimo de V .



Capítulo 3

Multiplicidade e concentração de

soluções positivas via método de

penalização

Neste capítulo mostraremos a existência, multiplicidade e concentração de soluções

positivas para (Pε), onde o potencial V : RN → R é uma função contínua satisfazendo

(V0) e (V1). As funções φ : [0,+∞) → [0,+∞) e f : R → R são de classe C1 e veri�cam

as hipóteses mencionadas na Introdução.

Conforme visto no Capítulo 2 o problema (Pε) é equivalente a −∆Φu+ V (εx)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN .
(P̃ε)

No decorrer deste capítulo nosso estudo será dedicado ao problema (P̃ε).

A �m de adaptarmos o método de del Pino e Felmer, ao longo deste capítulo iremos

assumir que dado δ > 0, existe Ω satisfazendo a condição (V1) com

Mδ =
{
x ∈ RN : d(x,M) ≤ δ

}
⊂ Ω.

Além disso, sem perda de generalidade iremos supor que 0 ∈ Ω.
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3.1 Um problema auxiliar

Nesta seção, motivados por alguns argumentos explorados em Alves e Figueiredo [7],

e principalmente em del Pino e Felmer [28], mostraremos a existência e multiplicidade de

soluções positivas para um problema auxiliar. Para este �m, �xaremos algumas notações.

Seja θ o número dado na hipótese (f3), a, k > 0 satisfazendo

k >
(θ − l)
(θ −m)

m

l
e

f(a)

φ(a)a
=
V0

k
. (3.1)

Usando os números acima, de�nimos a função

f̂(s) =

 f(s) se s ≤ a
V0

k
φ(s)s se s > a.

Fixando t0 < a < t1 com t0, t1 ≈ a, existe uma função ζ ∈ C1([t0, t1]) satisfazendo

(ζ1) ζ(s) ≤ f̂(s), para todo s ∈ [t0, t1],

(ζ2) ζ(t0) = f̂(t0) e ζ(t1) = f̂(t1),

(ζ3) ζ ′(t0) = (f̂)′(t0) e ζ ′(t1) = (f̂)′(t1),

(ζ4) A função s→ ζ(s)

φ(s)s
é não-decrescente para s ∈ [t0, t1].

No Apêndice A, mostramos como pode ser feita a construção da função ζ.

Usando as funções ζ e f̂ de�nimos

f̃(s) =

 f̂(s) se s 6∈ [t0, t1],

ζ(s) se s ∈ [t0, t1],

e

g(x, s) = χΩ(x)f(s) + (1− χΩ(x))f̃(s),

onde χΩ é a função característica associada ao conjunto Ω. Segue da de�nição de g, que

a mesma é uma função de Carathéodory veri�cando

g(x, s) = 0, ∀(x, s) ∈ RN × (−∞, 0] (3.2)
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e

g(x, s) ≤ f(s), ∀(x, s) ∈ RN × R. (3.3)

Além disso, para cada x ∈ RN , a função s→ g(x, s) é de classe C1. Usando as hipóteses

sobre a não-linearidade f e a de�nição de g, um cálculo simples revela que

(g1) lim sup
|s|→0

g(x, s)

φ(|s|)|s|
= 0, uniformemente em x ∈ RN .

(g2) lim sup
|s|→+∞

g(x, s)

b(|s|)|s|
< +∞, uniformemente em x ∈ RN .

(g3) 0 ≤ θG(x, s) = θ

∫ s

0

g(x, t)dt ≤ g(x, s)s, ∀(x, s) ∈ Ω× (0,+∞).

A função g também satisfaz

(g4) 0 < lG(x, s) ≤ g(x, s)s ≤ V0

k
φ(s)s2, ∀(x, s) ∈ Ωc × (0,+∞).

De fato, vejamos primeiro que lG(x, s) ≤ g(x, s)s para todo (x, s) ∈ Ωc × (0,+∞). Para

este �m, suponha que x 6∈ Ω. Então, g(x, t) = f̃(t) e

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t)dt =

∫ s

0

f̃(t)dt.

Se s ∈ [t0, t1], temos g(x, s) = f̃(s) = ζ(s). Logo

G(x, s) =

∫ t0

0

f̃(t)dt+

∫ s

t0

f̃(t)dt

=

∫ t0

0

f̂(t)dt+

∫ s

t0

ζ(t)dt =

∫ t0

0

f(t)dt+

∫ s

t0

ζ(t)dt

=

∫ t0

0

f(t)

φ(t)t
φ(t)tdt+

∫ s

t0

ζ(t)

φ(t)t
φ(t)tdt

≤ f(t0)

φ(t0)(t0)

∫ t0

0

φ(t)tdt+
ζ(s)

φ(s)s

∫ s

t0

φ(t)tdt

=
ζ(t0)

φ(t0)(t0)

∫ t0

0

φ(t)tdt+
ζ(s)

φ(s)s

∫ s

t0

φ(t)tdt

≤ ζ(s)

φ(s)s

∫ t0

0

φ(t)tdt+
ζ(s)

φ(s)s

∫ s

t0

φ(t)tdt

=
ζ(s)

φ(s)s

(∫ t0

0

φ(t)tdt+

∫ s

t0

φ(t)tdt
)

=
ζ(s)s

φ(s)s2
Φ(s) ≤ 1

l
g(x, s)s.
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Se s 6∈ [t0, t1], temos g(x, s) = f̃(s) = f̂(s). Assim, caso s < t0, segue f̂(s) = f(s)

implicando que θG(x, s) ≤ f(s)s, em particular,

lG(x, s) ≤ f(s)s.

Caso s > t1,

G(x, s) =

∫ t0

0

f̃(s)dt+

∫ t1

t0

f̃(t)dt+

∫ s

t1

f̃(t)dt

=

∫ t0

0

f̂(t)dt+

∫ t1

t0

ζ(t)dt+

∫ s

t1

f̂(t)dt

≤
∫ t0

0

f(t)dt+

∫ t1

t0

ζ(t)dt+

∫ s

t1

V0

k
φ(t)tdt

≤ f(t0)

φ(t0)t0

∫ t0

0

φ(t)tdt+
ζ(t1)

φ(t1)t1

∫ t1

t0

φ(t)tdt+

∫ s

t1

V0

k
φ(t)tdt

≤ f(a)

φ(a)a

∫ t0

0

φ(t)tdt+
f̂(t1)

φ(t1)t1

∫ t1

t0

φ(t)tdt+

∫ s

t1

V0

k
φ(t)tdt

=
V0

k

∫ t0

0

φ(t)tdt+
V0

k

∫ t1

t0

φ(t)tdt+
V0

k

∫ s

t1

φ(t)tdt

=
V0

k

(∫ t0

0

φ(t)tdt+

∫ t1

t0

φ(t)tdt+

∫ s

t1

φ(t)tdt
)

=
V0

k
Φ(s) ≤ V0

k

1

l
φ(s)s2 =

1

l
f̂(s)s =

1

l
g(x, s)s.

A seguir, mostraremos que g(x, s) ≤ V0

k
φ(s)s2 (x, s) ∈ Ωc×(0,+∞). Para tanto, suponha

que x 6∈ Ω. Uma vez que ζ(s) ≤ f̂(s) para todo s ∈ [t0, t1], obtém-se

g(x, s) ≤ f̂(s).

Dessa forma, basta analisar o caso em que s ≤ a. Neste caso,

f̂(s) = f(s) =
f(s)

φ(s)s
φ(s)s ≤ f(a)

φ(a)a
φ(s)s =

V0

k
φ(s)s

e então

g(x, s)s ≤ V0

k
φ(s)s2.

Agora, usando que as funções
f(s)

φ(s)s
e
ζ(s)

φ(s)s
são não-decrescentes podemos mostrar

que g satisfaz
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(g5) A função s→ g(x, s)

φ(s)s
é não-decrescente para cada x ∈ RN e para todo s > 0.

Usando a função g, consideramos o problema auxiliar −∆Φu+ V (εx)φ(|u|)u = g(εx, u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(Aε)

e denotaremos por Jε : Xε → R o funcional energia associado a (Aε) dado por

Jε(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+

∫
RN
V (εx)Φ(|u|)dx−

∫
RN
G(εx, u)dx.

Antes de seguir em frente, �xamos a seguinte notação

Ωε = {x ∈ RN : εx ∈ Ω} = Ω/ε.

Assim, se u é uma solução positiva de (Aε) com u(x) ≤ t0 para todo x ∈ RN\Ωε, então u

é também uma solução positiva de (P̃ε).

3.1.1 Caracterização do nível do Passo da Montanha

Seguindo o mesmo raciocínio da demonstração do Lema 2.1.2 mostra-se que Jε

veri�ca a geometria do passo da montanha. Assim, aplicando uma versão do Teorema do

Passo da Montanha sem a condição (PS), concluímos que existe uma sequência (un) ⊂

W 1,Φ
(
RN
)
veri�cando

Jε(un)→ cε e J ′ε(un)→ 0,

onde cε é o nível minimax associado a Jε.

Na sequência, mostraremos alguns resultados envolvendo Jε e a variedade de Nehari

associada ao mesmo é dada por

Nε =
{
u ∈ Xε\{0} : J ′ε(u)u = 0

}
.

O resultado abaixo é uma versão do Lema 2.2.2 e sua demonstração é inteiramente

análoga. Assim, a sua prova será omitida.

Lema 3.1.1. Para todo u ∈ Nε, existe ς > 0 independente de ε, tal que

‖u‖ε > ς.
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No que segue, denotamos por cε,1 e cε,2 os seguintes números

cε,1 = inf
u∈Nε

Jε(u) e cε,2 = inf
u∈Xε\{0}

max
t≥0

Jε(tu).

Fixando o conjunto

Aε =
{
u ∈ Xε : u+ 6= 0 e |supp(u) ∩ Ωε| > 0

}
e o número

cε,2 = inf
u∈Aε

max
t≥0

Jε(tu),

mostra-se facilmente que

cε,2 = cε,2.

O próximo lema estabelece uma importante caracterização envolvendo o nível do

passo da montanha.

Lema 3.1.2. Assuma que (φ1)-(φ3), (r1)-(r4), (b1)-(b4), (f1)-(f3) e (V0)-(V1) ocorrem.

Então, para cada u ∈ Aε, existe um único tu > 0 tal que tuu ∈ Nε e Jε(tuu) = max
t≥0

Jε(tu).

Além disso,

cε = cε,1 = cε,2,

onde cε denota o nível do passo da montanha associado a Jε.

Demonstração. Para cada u ∈ Aε, de�nimos hε(t) = Jε(tu), isto é,

hε(t) =

∫
RN

Φ(|∇(tu)|)dx+

∫
RN
V (εx)Φ(|tu|)dx−

∫
RN
G(εx, tu)dx.

Existência

Argumentando como no Lema 2.1.3, podemos mostrar que hε(t) > 0 para t su�cientemente

pequeno e hε(t) < 0 para t su�cientemente grande. Isto implica na existência de tu > 0

tal que

hε(tu) = max
t≥0

hε(t) = max
t≥0

Jε(tu),

implicando que h′ε(tu) = 0, ou seja, J ′ε(tuu)u = 0 e consequentemente tuu ∈ Nε.

Unicidade
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Suponha que existem t1, t2 > 0 tais que t1u, t2u ∈ Nε e t1 < t2. Então,∫
RN
φ(|∇(t1u)|)|∇(t1u)|2dx +

∫
RN
V (εx)φ(|t1u|)|t1u|2dx =

∫
[u>0]

g(εx, t1u)t1udx

e ∫
RN
φ(|∇(t2u)|)|∇(t2u)|2dx +

∫
RN
V (εx)φ(|t2u|)|t2u|2dx =

∫
[u>0]

g(εx, t2u)t2udx.

Considerando υ(t) =
φ(t)

tm−2
para todo t > 0, temos∫

RN

(
υ(|t1|∇u||)− υ(|t2|∇u||)

)
|∇u|mdx+

∫
RN
V (εx)

(
υ(|t1|u||)− υ(|t2|u||)

)
|u|mdx

=

∫
[u>0]

(
g(εx, t1u)

(t1u)m−1
− g(εx, t2u)

(t2u)m−1

)
umdx.

Por (φ3), υ é decrescente para t > 0. Isto com a hipótese (V0) resulta que∫
RN

(
υ(|t1|∇u||)− υ(|t2|∇u||)

)
|∇u|mdx

+
V0

k

∫
(RN\Ωε)∩[u>0]

(
υ(|t1|u||)− υ(|t2|u||)

)
|u|mdx

≤
∫

Ωε∩[u>0]

(
f(t1u)

(t1u)m−1
− f(t2u)

(t2u)m−1

)
umdx

+

∫
(RN\Ωε)∩[u>0]

(
f̃(t1u)

(t1u)m−1
− f̃(t2u)

(t2u)m−1

)
umdx

e, portanto,∫
RN

(
υ(|t1|∇u||)− υ(|t2|∇u||)

)
|∇u|mdx

+

∫
(RN\Ωε)∩[u>0]

[(
V0

k
υ(|t1|u||)−

f̃(t1u)

(t1u)m−1

)
−
(
V0

k
υ(|t2|u||)−

f̃(t2u)

(t2u)m−1

)]
umdx

≤
∫

Ωε∩[u>0]

(
f(t1u)

(t1u)m−1
− f(t2u)

(t2u)m−1

)
um dx.

Considerando a função

h(t) =
V0

k
υ(t)− f̃(t)

tm−1
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observamos que

h(t) = υ(t)h1(t),

onde

h1(t) =
V0

k
− f̃(t)

φ(t)t
.

Como υ, h1 são não-crescentes e não-negativas, segue que h é não-crescente. Assim,

h(t1u) ≥ h(t2u) e, então,

0 ≤
∫
RN

(
υ(|t1|∇u||)− υ(|t2|∇u||)

)
|∇u|mdx+

∫
(RN\Ωε)∩[u>0]

(
h(t1u)− h(t2u)

)
umdx

≤
∫

Ωε∩[u>0]

[
f(t1u)

(t1u)m−1
− f(t2u)

(t2u)m−1

]
umdx < 0,

onde o lado direito da desigualdade acima decorre de (f3), o que é um absurdo, mostrando

que t1 = t2.

Para �nalizar, basta seguir as ideias contidas em [35]1 para obter

cε = cε,1 = cε,2.

3.1.2 A condição de Palais-Smale para Jε

Nesta subseção, mostraremos que o funcional Jε veri�ca a condição (PS) para alguns

níveis.

Preliminarmente, mostramos que as sequências (PS) associada ao funcional Jε são

limitadas.

Lema 3.1.3. Seja (un) uma sequência (PS)d para Jε. Então, existe uma constante C > 0,

independente de n, tal que

‖un‖ε ≤ C, ∀n ∈ N.

Demonstração. Sendo (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Jε, existe C1 > 0

tal que

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un ≤ C1(1 + ‖un‖ε). (3.4)

1ver os Lemas A.4 e A.5.
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Por outro lado,

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un

(φ2)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(un)

)
dx

+
1

θ

∫
RN

(
g(εx, un)un − θG(εx, un)

)
dx

(g4)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(un)

)
dx

+
l − θ
θ

∫
RN\Ωε

G(εx, un)dx

(g4)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(un)

)
dx

−
(

1− l

θ

) 1

kl

∫
RN\Ωε

V (εx)φ(|un|)|un|2dx

(φ2)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(un)

)
dx

−
(

1− l

θ

)m
kl

∫
RN
V (εx)Φ(|un|)dx.

Ora, por (3.1),

C2 =

[(
1− m

θ

)
−
(

1− l

θ

)m
kl

]
> 0.

Isso combinado com a última desigualdade implica em

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un ≥ C2

(∫
RN

Φ(|∇un|)dx+

∫
RN
V (εx)Φ(un)dx

)
≥ C3

(
ξ0(‖∇un‖Φ) + ξ0(‖un‖Φ,Vε)

)
, (3.5)

onde na última desigualdade foi usado o Lema 1.1.32. De (3.4) e (3.5),

C3

(
ξ0(‖∇un‖Φ) + ξ0(‖un‖Φ,Vε)

)
≤ C1(1 + ‖un‖ε).

Agora, a demonstração segue argumentando como no Lema 2.1.4.

O resultado abaixo é fundamental para mostrar que o funcional associado ao pro-

blema auxiliar veri�ca a condição (PS).

Lema 3.1.4. Seja (un) uma sequência (PS)d para Jε. Então, para cada η > 0, existe

ρ0 = ρ0(η) > 0 tal que

lim sup
n→+∞

∫
RN\Bρ0 (0)

[
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

]
dx < η.
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Demonstração. Para cada ρ > 0, seja ξρ ∈ C∞(RN) veri�cando

ξρ(x) =

 0, x ∈ B ρ
2
(0),

1, x /∈ Bρ(0),

com 0 ≤ ξρ(x) ≤ 1 e |∇ξρ| ≤
C

ρ
, onde C é uma constante independente de ρ. Note que

J ′ε(un)(ξρun) =

∫
RN
φ(|∇un|)∇un∇(ξρun)dx+

∫
RN
V (εx)φ(|un|)u2

nξρdx

−
∫
RN
g(εx, un)unξρdx.

Escolhendo ρ > 0 de maneira que Ωε ⊂ B ρ
2
(0), �camos com∫

RN
ξρ

(
φ(|∇un|)|∇un|2 + V (εx)φ(|un|)|un|2

)
dx = J ′ε(un)(ξρun)−

∫
RN
unφ(|∇un|)∇un∇ξρdx

+

∫
RN\Ωε

g(εx, un)unξρdx.

Por (φ2), lΦ(t) ≤ φ(t)t2 para todo t ≥ 0. Assim,

l

∫
RN
ξρ

[
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

]
dx ≤ J ′ε(un)(ξρun) +

∫
RN
|un|φ(|∇un|)|∇un||∇ξρ|dx

+

∫
RN\Ωε

g(εx, un)unξρdx.

Por outro lado, (g4) e (φ2) nos permite concluir que∫
RN\Ωε

g(εx, un)unξρdx ≤
V0

k

∫
RN\Ωε

φ(un)u2
nξρdx ≤

m

k

∫
RN
V (εx)Φ(|un|)ξρdx.

o que implica

l

∫
RN
ξρ

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

)
dx ≤ J ′ε(un)(ξρun) +

∫
RN
|un|φ(|∇un|)|∇un||∇ξρ|dx

+
m

k

∫
RN
V (εx)Φ(|un|)ξρdx.

Desde que (ξρun) é limitada em Xε,

J ′ε(un)(ξρun) = on(1).

Usando o limite acima com o fato de k >
m

l
, obtemos(

l − m

k

)∫
RN
ξρ

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

)
dx ≤ on(1) +

C

ρ

∫
RN
|un|φ(|∇un|)|∇un|dx.



3.1. UM PROBLEMA AUXILIAR 123

Aplicando a desigualdade de Hölder, deduzimos(
l − m

k

)∫
RN
ξρ

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

)
dx ≤ on(1) +

2C

ρ
‖un‖Φ‖φ(|un|)|un|‖Φ̃.

Sendo (un) limitada em Xε, existe C1 > 0 tal que∫
RN
ξρ

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

)
dx ≤ on(1) +

C1

ρ
.

Agora, �xando η > 0, existe ρ0 > 0 tal que C1

ρ0
< η, logo,∫

RN\Bρ0 (0)

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

)
dx < on(1) + η

e, portanto,

lim sup
n→+∞

∫
RN\Bρ0 (0)

[
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

]
dx < η.

O próximo lema estabelece uma importante propriedade envolvendo as sequências

(PS) para Jε. Uma vez que a demonstração segue os mesmos argumentos do Lema 2.2.4,

omitiremos sua demonstração.

Lema 3.1.5. Sejam (un) uma sequência (PS)d para o funcional Jε com un ⇀ u em Xε.

Então,

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .

Além disso, u é ponto crítico de Jε.

Como aplicação dos fatos até agora estabelecidos podemos provar a proposição se-

guinte.

Proposição 3.1.6. O funcional Jε veri�ca a condição (PS).

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)d para Jε. Pelo Lema 3.1.3, segue que

(un) é limitada. Sendo Xε um espaço re�exivo, existe u ∈ Xε tal que

un ⇀ u em Xε (3.6)

Em primeiro lugar, em vista do Lema 3.1.4, �xado η > 0, existe ρ0 > 0 tal que

lim sup
n→+∞

∫
RN\Bρ0 (0)

(
Φ(|∇un|) + V (εx)Φ(|un|)

)
dx < η.
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Aumentando ρ0 > 0, se necessário, podemos supor que∫
RN\Bρ0 (0)

Φ(|∇u|)dx < η e
∫
RN\Bρ0 (0)

V (εx)Φ(|∇u|)dx < η.

Combinando as desigualdades acima com a condição ∆2 vem que

lim sup
n→+∞

∫
RN

Φ(|∇un −∇u|)dx ≤ lim sup
n→+∞

∫
Bρ0 (0)

Φ(|∇un −∇u|)dx+ 2η (3.7)

e

lim sup
n→+∞

∫
RN
V (εx)Φ(|un − u|)dx ≤ lim sup

n→+∞

∫
Bρ0 (0)

V (εx)Φ(|un − u|)dx+ 2η.

Por (3.6), a menos de subsequência, un → u em LΦ(Bρ0(0)). Portanto,

lim sup
n→+∞

∫
RN
V (εx)Φ(|un − u|)dx ≤ 2η.

Como η foi arbitrário, concluímos que

lim sup
n→+∞

∫
RN
V (εx)Φ(|un − u|)dx = 0. (3.8)

Desse ponto em diante, nosso objetivo será mostrar que

lim sup
n→+∞

∫
Bρ0 (0)

Φ(|∇un −∇u|)dx = 0.

Para isso, comecemos observando que, pelo Lema 3.1.5

Φ(|∇un(x)−∇u(x)|)→ 0 q.t.p. em Bρ0(0).

Além disso, da condição ∆2 e (φ2), existem constantes c1, c2 > 0 tais que

Φ(|∇un −∇u|) ≤ c1φ(|∇un|)|∇un|2 + c2φ(|∇u|)|∇u|2.

Usando novamente o Lema 3.1.5,

c1φ(|∇un|)|∇un|2 + c2φ(|∇u|)|∇u|2 → (c1 + c2)φ(|∇u|)|∇u|2 q.t.p. em Bρ0(0).

Por outro lado, como na demonstração do Lema 2.1.5, obtém-se∫
Bρ0 (0)

(φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u)(∇un −∇u)dx = on(1).
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Portanto, ∫
Bρ0 (0)

φ(|∇un|)|∇un|2dx→
∫
Bρ0 (0)

φ(|∇u|)|∇u|2dx.

Por conseguinte,∫
Bρ0 (0)

(
c1φ(|∇un|)|∇un|2 + c2φ(|∇u|)|∇u|2

)
dx→ (c1 + c2)

∫
Bρ0 (0)

φ(|∇u|)|∇u|2dx.

Segue do Teorema da Convergência Dominada Generalizada de Lebesgue que

lim
n→+∞

∫
Bρ0 (0)

Φ(|∇un −∇u|)dx = 0.

O limite acima com (3.7) implica em

lim
n→+∞

∫
RN

Φ(|∇un −∇u|)dx = 0. (3.9)

De (3.8) e (3.9),

un → u em Xε,

mostrando que Jε veri�ca a condição (PS).

A partir de agora, nosso principal objetivo é estudar a condição (PS) para Jε sobre

Nε. No que segue, sem perda de generalidade, iremos assumir que

V (0) = min
z∈RN

V (z) = V0.

A seguir, �xamos o problema autônomo abaixo −∆Φu+ V0φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(P0)

Recorde que as soluções fracas de (P0) são pontos críticos do funcional

E0(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ V0

∫
RN

Φ(|u|)dx−
∫
RN
F (u)dx,

o qual esta bem de�nido em Y = W 1,Φ(RN) munido da norma

‖u‖Y = ‖∇u‖Φ + V0‖u‖Φ.

Além disso, denotaremos por d0 o nível do passo da montanha associado a E0, e porM0,

a variedade de Nehari

M0 =
{
u ∈ Y \{0} : E ′0(u)u = 0

}
.
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O próximo lema será de grande ajuda na demonstração que o funcional Jε veri�ca

a condição (PS) sobre Nε.

Lema 3.1.7. Considere U =
{
u ∈ Nε : Jε(u) < d0 + 1

}
. Então, existem constantes

σ1, σ2 > 0, independentes de ε, satisfazendo

(a)

∫
RN

Φ(|u|)dx ≤ σ1 para todo u ∈ U ,

(b)

∫
Ωε

(
f ′(u)u2 − (m− 1)f(u)u

)
dx ≥ σ2 para todo u ∈ U ,

para todo ε pequeno.

Demonstração.

(a) Dado u ∈ U , temos

Jε(u)− 1

θ
J ′ε(u)u = Jε(u) < d0 + 1.

Por outro lado,

Jε(u)− 1

θ
J ′ε(u)u

(φ2)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇u|) + V (εx)Φ(u)

)
dx

+
1

θ

∫
RN

(
g(εx, u)u− θG(εx, u)

)
dx

(g3)−(g4)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇u|) + V (εx)Φ(u)

)
dx

+
l − θ
θ

∫
RN\Ωε

G(εx, u)dx

(g4)︷︸︸︷
≥

(
1− m

θ

)∫
RN

(
Φ(|∇u|) + V (εx)Φ(u)

)
dx

−
(

1− l

θ

) 1

kl

∫
RN\Ωε

V (εx)φ(|u|)|u|2dx.

Consequentemente

Jε(u)− 1

θ
J ′ε(u)u ≥ CV0

∫
RN

Φ(u)dx,

onde C =
(

1− m
θ

)
−
(

1− l
θ

)
m
kl
> 0. Portanto,

CV0

∫
RN

Φ(u)dx ≤ d0 + 1, ∀u ∈ U
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mostrando (a).

(b) Suponha por absurdo que (b) não ocorre. Então, para alguma sequência (un) ⊂ U∫
Ωεn

(
f ′(un)u2

n − (m− 1)f(un)un

)
dx→ 0.

A�rmamos que existem (yn) ⊂ RN , % > 0 e a > 0 satisfazendo∫
B%(yn)∩Ωεn

Φ(|un|)dx ≥ a > 0. (3.10)

De fato, caso contrário, pela Proposição B.2∫
Ωεn

B(|un|)dx→ 0.

Consequentemente, dado η > 0 existe cη > 0 veri�cando∫
Ωεn

f(un)undx ≤ η

∫
Ωεn

Φ(|un|)dx+ cη

∫
Ωεn

B(|un|)dx.

Desde que (un) ⊂ U , mostra-se que (‖un‖εn) é limitada em R, o resulta∫
Ωεn

f(un)undx→ 0. (3.11)

Por sua vez, como (un) ⊂ Nεn , temos∫
RN
φ(|∇un|)|∇un|2dx+

∫
RN
V (εnx)φ(|un|)|un|2dx =

∫
RN
g(εnx, un)undx

Usando (V0) e (g4) deduzimos que(
1− 1

k

)(∫
RN
φ(|∇un|)|∇un|2dx+

∫
RN
V (εnx)φ(|un|)|un|2dx

)
≤
∫

Ωεn

f(un)undx.

Agora, usando (φ2), a desigualdade e o limite em (3.11), temos∫
RN

Φ(|∇un|)dx→ 0 e
∫
RN
V (εnx)Φ(|un|)dx→ 0,

e portanto,

‖un‖εn → 0

o que é um absurdo com o Lema 3.1.1, mostrando que vale (3.10). Logo,∫
B%(0)∩Ωεn−{yn}

Φ(|vn|)dx ≥ a > 0, (3.12)
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onde vn(x) = un(x+ yn). Por outro lado, usando a limitação de (‖un‖εn) em R, segue que

(vn) é limitada em W 1,Φ(RN). Por conseguinte, existe v ∈ W 1,Φ(RN) tal que, a menos de

subsequência,

vn ⇀ v em W 1,Φ(RN).

Por (3.12) e imersão compacta,∫
B%(0)∩RN+

Φ(|v|)dx > a ou
∫
B%(0)∩RN

Φ(|v|)dx > a,

em qualquer caso deduzimos que v 6= 0. Por (f3) e o Lema de Fatou, temos

0 = lim
n→∞

∫
Ωε−yn

(
f ′(vn)v2

n−(m−1)f(vn)vn

)
dx ≥

∫
B%(0)∩RN+

(
f ′(v)v2−(m−1)f(v)v

)
dx > 0

ou

0 = lim
n→∞

∫
Ωε−yn

(
f ′(vn)v2

n−(m−1)f(vn)vn

)
dx ≥

∫
B%(0)∩RN

(
f ′(v)v2−(m−1)f(v)v

)
dx > 0

o que é um absurdo.

Estamos, �nalmente, em condições de mostrar a condição (PS) para o funcional

restrito a variedade de Nehari.

Proposição 3.1.8. O funcional Jε restrito a Nε satisfaz a condição (PS)c para c ∈
(0, d0 + 1).

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para Jε sobre Nε, isto é,

Jε(un)→ c e ‖J ′ε(un)‖∗ = on(1).

Então, graças ao Teorema dos Multiplicadores de Lagrande, existe (λn) ⊂ R tal que

J ′ε(un) = λnL
′
ε(un) + on(1),

onde Lε(v) = J ′ε(v)v para todo v ∈ Xε. Assim,

λnL
′
ε(un)un = on(1). (3.13)
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Vejamos agora que, λn = on(1). De fato, primeiramente, note que

L′ε(un)un =

∫
RN

(
φ′(|∇un|)|∇un|+ 2φ(|∇un|)

)
|∇un|2dx

+

∫
RN
V (εx)

(
φ′(|un|)|un|+ 2φ(|un|)

)
|un|2dx

−
∫
RN

(
g′(εx, un)u2

n + g(εx, un)un

)
dx

≤ m

(∫
RN
φ(|∇un|)|∇un|2dx+

∫
RN
V (εx)φ(|un|)|un|2dx

)
−
∫
RN

(
g′(εx, un)u2

n + g(εx, un)un

)
dx,

onde na última desigualdade usamos que φ′(t)t ≤ (m− 2)φ(t) para todo t > 0. Daí,

L′ε(un)un ≤
∫
RN

(
(m− 1)g(εx, un)un − g′(εx, un)u2

n

)
dx

=

∫
Ωε∪[un<t0]

(
(m− 1)f(un)un − f ′(un)u2

n

)
dx

+

∫
(RN\Ωε)∩[t0≤un≤t1]

[
(m− 1)ζ(un)un − ζ ′(un)u2

n

]
dx

+

∫
(RN\Ωε)∩[un>t1]

(
(m− 1)

V0

k
φ(un)u2

n −
V0

k
(φ(un)(un))′u2

n

)
dx.

Desde que ζ(t), (φ(t)t)′ ≥ 0 para todo t > 0, segue que

L′ε(un)un ≤
∫

Ωε∪[un<t0]

(
(m− 1)f(un)un − f ′(un)u2

n

)
dx

+

∫
(RN\Ωε)∩[t0≤un≤t1]

(m− 1)ζ(un)undx

+

∫
(RN\Ωε)∩[un>t1]

(m− 1)
V0

k
φ(un)u2

ndx. (3.14)

Observando que

ζ(t) ≤ V0

k
φ(t)t ∀t ∈ [t0, t1],

obtemos

L′ε(un)un ≤
∫

Ωε∪[un<t0]

(
(m− 1)f(un)un − f ′(un)u2

n

)
dx

+

∫
(RN\Ωε)∩[t0≤un≤t1]

(m− 1)
V0

k
φ(un)u2

ndx

+

∫
(RN\Ωε)∩[un>t1]

(m− 1)
V0

k
φ(un)u2

ndx.
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Aplicando o Lema 3.1.7 resulta que

−L′ε(un)un ≥ σ2 −
2mV0σ1

k
.

Logo, aumentando k se necessário, existe C > 0 tal que

−L′ε(un)un ≥ C ∀n ∈ N.

Portanto, L′ε(un)un 9 0, e por (3.13), conclui-se que λn = on(1), donde

J ′ε(un) = on(1),

implicando que (un) é uma sequência (PS)c para Jε em Xε. Agora, o resultado segue da

Proposição 3.1.6.

Argumentando como na proposição precedente obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.1.9. Os pontos críticos do funcional Jε sobre Nε são pontos críticos de Jε

em Xε.

Os próximos dois resultados são obtidos usando os mesmos argumentos do Teorema

2.2.1 e a Proposição 2.2.18, por esse motivo omitiremos suas demonstrações.

Teorema 3.1.10. Assuma (φ1)-(φ5), (r1)-(r4), (b1)-(b4), (f1)-(f3) e (R). Então, existe

ε > 0 tal que o problema (Aε) tem uma solução não-negativa de energia mínima uε para

todo 0 < ε < ε.

Proposição 3.1.11. Se uε ∈ W 1,Φ(RN) é uma solução não-trivial de (Aε), então uε é

positiva, uε ∈ L∞(RN) ∩ C1,α
loc (RN) e

lim
|x|→+∞

uε(x) = 0.

3.1.3 Multiplicidade de solução para (Aε)

Nesta subseção, iremos estabelecer a existência de múltiplas soluções positivas para

(Aε) fazendo uso da categoria de Lusternik-Schnirelman. Além disso, também estuda-

remos o comportamento dos pontos de máximos dessas soluções em relação ao conjunto

M .
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Para cada δ > 0 su�cientemente pequeno, consideremos ϑ ∈ C∞0 ([0,+∞), [0, 1])

veri�cando

ϑ(s) =

 1, se 0 ≤ s ≤ δ
2

0, se s ≥ δ.

Usando a função acima, para cada y ∈M , de�nimos

Ψε,y(x) = ϑ(|εx− y|)w(
εx− y
ε

),

onde w ∈ W 1,Φ(RN) denota uma solução positiva de energia mínima do problema (P0) a

qual é garantida pelo Teorema 2.1.1. Pelo Lema 3.1.2, existe tε > 0 tal que tεΨε,y ∈ Nε e

Jε(tεΨε,y) = max
t≥0

Jε(tΨε,y).

Isto nos permite garantir a boa de�nição da função Ψ̃ε : M → Nε dada por Ψ̃ε(y) = tεΨε,y.

A seguir, apresentamos um resultado que estabelece uma relação entre o funcional

Jε e a função Ψ̃ε.

Lema 3.1.12. A função Ψ̃ε veri�ca o seguinte limite

lim
ε→0

Jε(Ψ̃ε(y)) = d0, uniformemente em y ∈M.

Demonstração. Observe que é su�ciente mostrar que para cada (yn) ⊂ M e (εn) ⊂ R+

com εn → 0 tal que, a menos de subsequência,

Jεn(Ψ̃εn(yn))→ d0.

Primeiramente, recorde que J ′εn(Ψ̃εn(yn))Ψ̃εn(yn) = 0, isto é,∫
RN
φ̂(|∇(Ψ̃εn(yn)|)dx+

∫
RN
V (εnx)φ̂(|Ψ̃εn(yn)|)dx =

∫
RN
g(εnx, Ψ̃εn(yn))Ψ̃εn(yn)dx,

onde φ̂(s) = φ(s)s2 para todo s ≥ 0. Usando o Lema 1.1.32 com a hipótese (φ2),∫
RN
φ̂(|∇(Ψ̃εn(yn)|)dx+

∫
RN
V (εnx)φ̂(|Ψ̃εn(yn)|)dx

≤ mξ1(tεn)
[ ∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|Ψεn,yn|)dx

]
, (3.15)

onde ξ1(t) = max{tl, tm}. Por outro lado, usando a mudança de variável z =
εnx− yn

εn
,

temos∫
RN
g(εnx, Ψ̃εn(yn))Ψ̃εn(yn)dx =

∫
RN
g(εnz + yn, tεnϑ(|εnz|)w(z))tεnϑ(|εnz|)w(z)dx.
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Note que, se z ∈ B δ
εn

(0), então εnz + yn ∈ Bδ(yn) ⊂ Mδ ⊂ Ω. Desde que f = g em Ω,

ϑ ≡ 1 em B δ
2
(0) e B δ

2
(0) ⊂ B δ

2εn
(0) obtém-se∫

RN
g(εnx, Ψ̃εn(yn))Ψ̃εn(yn)dx ≥

∫
B δ

2
(0)

f(tεnw(z))tεnw(z)dx. (3.16)

Combinando (3.15) com (3.16), segue∫
B δ

2
(0)

f(tεnw(z))

(tεnw(z))m−1
|tεnw(z)|mdx ≤ mξ1(tεn)

[ ∫
RN

Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx

+

∫
RN
V (εnx)Φ(|Ψεn,yn|)dx

]
.

Pela Proposição 2.1.12, w é uma função contínua. Então, existe z0 ∈ RN tal que

w(z0) = min
z∈B δ

2
(0)
w(z).

Consequentemente, por (f3)

f(tεnw(z0))

(tεnw(z0))m−1

∫
B δ

2
(0)

|tεnw(z)|mdx ≤ mξ1(tεn)
[ ∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx

+

∫
RN
V (εnx)Φ(|Ψεn,yn|)dx

]
.

De (f2), existem c1, c2 > 0 tais que

[
c1(tεnw(z0))θ−m − c2(tεnw(z0))−m

]
tmεn

∫
B δ

2
(0)

|w(z)|mdx

≤ mξ1(tεn)
[ ∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|Ψεn,yn|)dx

]
.

Agora, suponha por contradição, que para alguma subsequência

tεn → +∞ e tεn ≥ 1 ∀n ∈ N.

Assim, ξ1(tεn) = tmεn o que resulta

[
c1(tεnw(z0))θ−m − c2(tεnw(z0))−m

] ∫
B δ

2
(0)

|w(z)|mdx

≤ m
[ ∫

RN
Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|Ψεn,yn|)dx

]
.
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Novamente, usando a mudança de variável z =
εnx− yn

εn
juntamente com o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, conclui-se∫
RN

Φ(|∇(Ψεn,yn)|)dx→
∫
RN

Φ(|∇w|)dx

e ∫
RN
V (εnz + yn)Φ(|Ψεn,yn|)dx

]
→
∫
RN
V0Φ(|w|)dx.

Sendo θ > m, tem-se

[c1(tεnw(z0))θ−m − c2(tεnw(z0))−m
]
→ +∞,

o que é uma contradição. Assim, (tεn) é limitada, e a menos de subsequência, existe t∗ ≥ 0

tal que

tεn → t∗.

Recordando que Ψ̃εn(yn) ∈ Nεn , temos ‖Ψ̃εn(yn)‖εn ≥ ς para todo n ∈ N. Aplicando o

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, mostra-se que

E ′0(t∗w)(t∗w) = 0 e t∗ > 0,

donde t∗w ∈ M0. Como w é uma solução de energia mínima de (P0), segue que t∗ = 1.

Portanto, usando que tn → 1 com o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

vem que

lim
n→+∞

Jεn(Ψ̃εn(yn)) = E0(w) = d0,

�nalizando a demonstração.

Repetindo os mesmos argumentos usados no Lema 2.3.5, temos o lema abaixo.

Lema 3.1.13. A função Ψ̃ε satisfaz o seguinte limite

lim
ε→0

β(Ψ̃ε(y)) = y, uniformemente em M.

A seguir, consideremos a função h : R+ → R+ dada por

h(ε) = sup
y∈M
|Jε(Ψ̃ε(y))− d0|,
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que veri�ca lim
ε→0

h(ε) = 0. Além disso, de�na

Ñε :=
{
u ∈ Nε : Jε(u) ≤ d0 + h(ε)

}
.

Pelo Lema 3.1.12, Ψ̃ε(y) ∈ Ñε, mostrando que Ñε 6= ∅. Com as notações acima, temos o

seguinte resultado.

Lema 3.1.14. Seja δ > 0 e Mδ =
{
x ∈ RN : dist(x,M) ≤ δ

}
. Então,

lim
ε→0

sup
u∈Ñε

inf
y∈Mδ

∣∣β(u)− y
∣∣ = 0.

Demonstração. A demonstração segue como o Lema 2.3.6.

O próximo teorema é um resultado de multiplicidade para o problema auxiliar.

Teorema 3.1.15. Dado δ > 0, existe εδ > 0 tal que (Aε) tem pelo menos catMδ
(M) de

soluções positivas, para todo 0 < ε < εδ.

Demonstração. Considere X = Xε, Ψ = Lε, ϕ = Jε, d = d0 + h(ε) e ϕd = Ñε, em que

Lε de�ne a variedade de Nehari Nε. Em virtude do Teorema 5.20 encontrado em [74],

conclui-se que o funcional Jε restrito a Nε tem pelo menos catÑε(Ñε) pontos críticos, para

todo ε ∈ (0, ε). Para �nalizar, como na demonstração do Teorema A motra-se que

catMδ
(M) ≤ catÑε(Ñε),

segue-se que o funcional Jε tem pelo menos catMδ
(M) de pontos críticos em Nε para todo

ε ∈ (0, ε). Por outro lado, seguindo o mesmo raciocínio da Proposição 3.1.8 veri�ca-se

que todo ponto crítico de Jε restrito a Nε é ponto crítico de Jε em Xε, o que �naliza a

demonstração.

3.2 Multiplicidade de soluções para o problema original

O principal objetivo desta seção é provar que as solução encontradas no Teorema

3.1.15 são solução do problema (P̃ε), para todo ε su�cientemente pequeno. Para este �m,

primeiramente estabelecemos alguns resultados técnicos.
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Proposição 3.2.1. Seja εn → 0 e (un) ⊂ Nεn tal que Jεn(un) → d0. Então, existe uma

sequência (ỹn) ⊂ RN , tal que vn(x) = un(x + ỹn) tem uma subsequência convergente em

W 1,Φ(RN). Além disso, a menos de subsequência, yn → y ∈M , onde yn = εnỹn.

Demonstração. A demonstração segue o mesmo raciocínio da Proposição 2.3.4.

A proposição abaixo é crucial para o estudo que segue.

Lema 3.2.2. Sejam (xj) ⊂ Ωεj e (εj) sequências com εj → 0 quando j → +∞. Se

vj(x) = uεj(x + xj) onde uεj é uma solução de (P̃εj) obtida pelo Teorema 3.1.15, então

(vj) converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de RN .

Demonstração. Primeiramente, observe que vj veri�ca o seguinte problema −∆Φvj + Vj(x)φ(|vj|)vj = g(εjx+ xj, vj), em RN ,

vj ∈ W 1,Φ(RN), vj > 0 em RN ,
(Pj)

onde Vj(x) = V (εjx+ xj) e xj = εjxj. A seguir, mostraremos que existe C > 0 tal que

‖vj‖∞ ≤ C ∀j ∈ N.

Com esta �nalidade, �xemos R1 ∈ (0, 1) e x0 ∈ RN . Dado K > 0, de�na as sequências

σn =
R1

2
+

R1

2n+1
, σn =

σn + σn+1

2
e Kn =

K

2

(
1− 1

2n+1

)
∀n = 0, 1, 2, ....

Note que,

σn ↓
R1

2
, Kn ↑

K

2
e σn+1 < σn < σn < R1.

Para cada n ∈ N consideremos

Jn,j =

∫
Aj,Kn,σn

(
(vj −Kn)+

)γ∗
dx e ξn = ξ

(
2n+1

R1

(
|x− x0| −

R1

2

))
, x ∈ RN ,

onde Aj,k,ρ =
{
x ∈ Bρ(x0) : vj(x) > k

}
para k, ρ > 0 e ξ ∈ C1(R) satisfazendo

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ(t) = 1 se t ≤ 1

2
, ξ(t) = 0 se t ≥ 3

4
e |ξ′| < C.

Seguindo os argumentos encontrados na demonstração da Proposição 2.3.8, mostra-se a

existência de constantes C, ζ > 0 e D > 1 satisfazendo

Jn+1,j ≤ CDnJ1+ζ
n,j , n = 0, 1, 2, . . . , (3.17)
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Desse ponto em diante, nosso objetivo é provar que existe K∗ ≥ 1 tal que

J0,j ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo K ≥ K∗, para todo j ≈ +∞.

De fato, note que

J0,j =

∫
Aj,K0,σ0

(
(vj −K0)+

)γ∗
dx ≤

∫
RN

(
(vj −

K

2
)+
)γ∗
dx.

Pela Proposição 3.2.1,

vj → v em W 1,Φ(RN). (3.18)

O limite em (3.18) com a imersão continuaW 1,Φ(RN) ↪→ W 1,γ(RN) implicam na existência

de j0 ∈ N tal que

J0,j ≤
∫
RN

(
(v − K

2
)+
)γ∗
dx, para todo j ≥ j0.

Passando ao limite na desigualdade acima quando K → +∞, deduzimos que

lim
K→+∞

J0,j = 0, para todo j ≥ j0.

Assim, existe K∗ ≥ 1, tal que

J0,j ≤ C−
1
ζD
− 1
ζ2 , para todo K ≥ K∗, para todo j ≥ j0. (3.19)

Fixando K = K∗, por (3.17) e (3.19) podemos aplicar o Lema 2.1.11, para obter o limite

Jn,j → 0 quando n→∞, para todo j ≥ j0.

Por outro lado,

lim
n→+∞

Jn,j =

∫
A
j,K
∗

2 ,
R1
2

(
(vj −

K∗

2
)+
)γ∗
dx.

Portanto,

vj(x) ≤ K∗

2
q.t.p. em BR1

2
(x0), para todo j ≥ j0,

de onde segue

‖vj‖∞ ≤ C ∀j ∈ N.
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onde C = max{K∗
2
, ‖v1‖∞, ....., ‖vj0−1‖∞}. Combinando a estimativa acima com a teoria

de regularidade, conclui-se que (vj) ⊂ C1,α
loc (RN) e existe v ∈ C1,α

loc (RN) tal que

vj → v em C1,α(Bρ0(0)), ∀ρ0 > 0.

Lema 3.2.3. Sejam (εn) uma sequência com εn → 0 e (xn) ⊂ Ωεn uma sequência tal que

uεn(xn) ≥ τ0 > 0, para todo n ∈ N e alguma τ0 > 0, onde uεn é uma solução de (Aε)

obtida pelo Teorema 3.1.15. Então,

lim
n→+∞

V (xn) = V0,

onde xn = εnxn.

Demonstração. Sendo Ω limitado e xn ∈ Ω, existe x0 ∈ Ω tal que, a menos de sub-

sequência,

xn → x0 em RN .

Então, pela continuidade de V ,

lim
n→+∞

V (xn) = V (x0) ≥ V0. (3.20)

Suponha por contradição que

V (x0) > V0. (3.21)

Aplicando o Teorema 3.1.15, tem-se (uεn) ⊂ Ñεn . Assim,

cεn ≤ Jεn(uεn) < d0 + h(εn)

o que resulta

lim sup
n

cεn ≤ d0.

Por outro lado, uma vez que

E0(tu) ≤ Jεn(tu) ∀t ≥ 0 e ∀u ∈ W 1,Φ(RN),

tem-se

d0 ≤ max
t≥0

E0(tuεn) ≤ max
t≥0

Jεn(tuεn) ∀n ∈ N,
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o que nos permite concluir

d0 ≤ lim inf
n

cεn .

Portanto,

Jεn(uεn)→ d0 e J ′εn(uεn)uεn = 0.

Logo, (uεn) é uma sequência limitada em W 1,Φ(RN), implicando que vn(z) = uεn(z + xn)

é limitada em W 1,Φ(RN). Consequentemente, existe v ∈ W 1,Φ(RN) tal que

vn ⇀ v em W 1,Φ(RN). (3.22)

Ora, como uεn(xn) ≥ τ0 > 0, o Lema 3.2.2 com a convergência acima implicam em

v(0) ≥ τ0 > 0, mostrando que v 6≡ 0.

Para cada n ∈ N, seja tn > 0 tal que tnvn ∈ M0. Repetindo os argumentos da

demonstração do Lema 3.1.12, veri�camos que

tn → t∗ em R.

De�na ṽn = tnvn e observe que

E0(ṽn) =

∫
RN

Φ(|∇(tnvn)|)dx+ V0

∫
RN

Φ(|tnvn|)dx−
∫
RN
F (tnvn)dx

≤
∫
RN

Φ(|∇(tnvn)|)dx+

∫
RN
V (εnz + xn)Φ(|tnvn|)dx−

∫
RN
G(εnz + xn, tnvn)dx

=

∫
RN

Φ(|∇(tnuεn|)dx+

∫
RN
V (εnz)Φ(|tnuεn|)dx−

∫
RN
G(εnz, tnuεn)dx

= Jεn(tnuεn) ≤ max
t≥0

Jεn(tuεn) = Jεn(uεn).

Portanto,

d0 ≤ E0(ṽn) ≤ d0 + on(1),

implicando em E0(ṽn)→ dV0 . Aplicando o Lema 2.3.3, deduzimos que

ṽn → ṽ em W 1,Φ(RN), (3.23)

com ṽ = t∗v 6≡ 0. Além disso, E0(ṽ) = d0 e por (3.21),

d0 <

∫
RN

Φ(|∇ṽ|)dx+

∫
RN
V (x0)Φ(|ṽ|)dx−

∫
RN
F (ṽ)dx.
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Usando (3.23) com o lema de Fatou, vem que

d0 < lim inf
n→+∞

[ ∫
RN

(
Φ(|∇ṽn|) + V (εnz + xn)Φ(|ṽn|)− F (ṽn)

)
dx
]

≤ lim inf
n→+∞

[ ∫
RN

(
Φ(|∇(tnvn)|) + V (εnz + xn)Φ(|tnvn|)−G(εnz + x, tnvn)

)
dx
]

= lim inf
n→+∞

Jεn(tnuεn) ≤ lim inf
n→+∞

Jεn(uεn) = d0

o que é um absurdo. Portanto, de (3.20),

lim
n→+∞

V (xn) = V0.

Antes de concluir esta subseção estabelecemos um resultado fundamental na de-

monstração do Teorema B.

Lema 3.2.4. Se κε = sup
{

max
∂Ωε

uε : uε ∈ Ñε é uma solução de (P̃ε)
}
, então

lim
ε→0

κε = 0. (3.24)

Demonstração. Assuma que

lim inf
ε→0

κε > τ0 > 0,

para algum τ0 > 0. Isto implica na existência de (εn) ⊂ (0,+∞) e xn ∈ ∂Ωεn tais que

uεn(xn) = max
x∈∂Ωεn

uεn(x) > τ0 ∀n ∈ N.

Aplicando o Lema 3.2.3,

lim
n→+∞

V (xn) = V0,

onde xn = εnxn. Sendo (xn) ⊂ ∂Ω, existe x0 ∈ ∂Ω tal que, a menos de subsequência,

xn → x0, e consequentemente V (x0) = V0, o que é um absurdo com (V1). Portanto,

lim
ε→0

κε = 0.

3.2.1 Demonstração do Teorema B

Estamos, �nalmente, em condições de demonstrar o principal resultado deste capí-

tulo. Com o propósito de facilitar a leitura, dividimos a demonstração em duas partes.



140
CAPÍTULO 3. MULTIPLICIDADE E CONCENTRAÇÃO DE SOLUÇÕES POSITIVAS VIA MÉTODO DE

PENALIZAÇÃO

Parte I: Multiplicidade de soluções

Aplicando o Teorema 3.1.15, dado δ > 0 existe εδ > 0 tal que (Aε) tem pelo menos

catMδ
(M) de soluções positivas, para todo ε ∈ (0, εδ). Seja uε uma das soluções de (Aε).

Pelo Lema 3.2.4 existe ε > 0 tal que

κε < t0, ∀ε ∈ (0, ε).

Assim, (uε − t0)+ ∈ W 1,Φ
0 (RN\Ωε) e

ωε(x) =

 0, se x ∈ Ωε,

(uε − t0)+, se x ∈ RN \ Ωε,

pertence a W 1,Φ(RN). Usando ωε como função teste, decorre que∫
RN\Ωε

φ(|∇uε|)∇uε∇(uε − t0)+dx+

∫
RN\Ωε

V (εx)φ(|uε|)uε(uε − t0)+dx

=

∫
RN\Ωε

g(εx, uε)(uε − t0)+dx,

o que implica

(
1− 1

k

)[∫
RN\Ωε

φ(|∇(uε − t0)+|)|∇(uε − t0)+|2dx

+V0

∫
RN\Ωε

φ(|uε|)uε(uε − t0)+dx

]
≤ 0.

Pela Proposição 3.1.11, tem-se uε > 0. Então, da última desigualdade∫
RN\Ωε

φ(|uε|)uε(uε − t0)+dx = 0,

e, consequentemente,

(uε − t0)+ = 0 em RN\Ωε,

mostrando que as soluções do problema auxiliar são de (P̃ε).
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Parte I: Concentração dos pontos de máximo

Finalmente, se uεn é uma solução do problema (P̃εn). Então, vn(x) = uεn(x + ỹn) é uma

solução do problema  −∆Φvn + Vn(x)φ(|vn|)vn = f(vn), em RN ,

vn ∈ W 1,Φ(RN), vn > 0 em RN ,
(Pn)

onde Vn(x) = V (εnx+ εnỹn) e (ỹn) é a sequência obtida na Proposição 3.2.1. Além disso,

a menos de subsequência, vn → v em W 1,Φ(RN) e yn → y emM , onde yn = εnỹn. Usando

que g ≤ f e argumentando como no lema 2.3.10, mostra-se que existe α > 0

‖vn‖∞ > α, ∀n ∈ N.

Por outro lado, como ‖vn‖∞ ≤ C para alguma constante C > 0, segue que existem ρ0 > 0

e qn ∈ Bρ0(0) tal que vn(qn) = max
z∈RN

vn(z). Portanto, xn = qn + ỹn é um ponto de máximo

de uεn e

εnxn → y.

Desde que V é uma função contínua, segue que

lim
n→+∞

V (εnxn) = V (y) = V0.

Comentário �nal.

Se uε é uma solução positiva de (P̃ε), a função wε(x) = uε

(x
ε

)
é solução positiva

de (Pε). Logo, os pontos de máximo zε e xε de wε e uε respectivamente, satisfazem a

igualdade

zε = εxε,

e portanto

lim
ε→0

V (zε) = V0,

mostrando a concentração os pontos de máximo das soluções em torno dos pontos de

mínimo de V .





Capítulo 4

Soluções do tipo multi-peak para uma

classe de problemas quasilineares em

RN envolvendo espaços de

Orlicz-Sobolev

Neste capítulo, estabelecemos a existência de solução multi-peak para (Pε), onde

o potencial V : RN → R é uma função contínua satisfazendo (Ṽ0) e (Ṽ1). As funções

φ : [0,+∞)→ [0,+∞) e f : R→ R são de classe C1 veri�cando as hipóteses mencionadas

na Introdução. Com esta �nalidade, o estudo deste capítulo será dedicado a seguinte

classe de problemas quasilineares −∆Φu+ V (εx)φ(|u|)u = f(u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN .
(P̃ε)

Aqui, generalizamos o estudo feito por Alves em [3], no sentido que, obtemos os

mesmos tipos de resultados para uma classe mais ampla de operadores. Neste momento,

vale ressaltar, que os resultados obtidos no presente capítulo são os primeiros no contexto

dos espaços de Orlicz-Sobolev com o intuito de estabelecer existência de solução multi-

peak.
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4.1 Um problema auxiliar

Na presente seção, nosso principal objetivo é provar a existência de solução para um

problema auxiliar usando a mesma abordagem encontrada em [3], [28] e [47].

Seja θ o número dado em (f3), a, ξ > 0 satisfazendo

ξ >
(θ − l)
(θ −m)

m

l
e

f(a)

φ(a)a
=
V0

ξ
.

Usando os números acima de�nimos a seguinte função

f̃(s) =


f(s) se s ≤ a,

V0

ξ
φ(s)s se s > a.

Fixando Γ ⊂
{

1, ..., κ
}
de�nimos

Ω =
⋃
i∈Γ

Ωi

e

g(x, s) = χΩ(x)f(s) + (1− χΩ(x))f̃(s),

onde χΩ é a função característica ao conjunto Ω.

Por de�nição g é uma função de Carathéodory veri�cando

g(x, s) = 0, ∀(x, s) ∈ RN × (−∞, 0] (4.1)

e

g(x, s) ≤ f(s), ∀(x, s) ∈ RN × R. (4.2)

Além disso, para cada x ∈ RN , a função s→ g(x, s) é de classe C1 e satisfaz as seguintes

condições:

(g1) 0 ≤ θG(x, s) = θ

∫ s

0

g(x, t)dt ≤ g(x, s)s, ∀(x, s) ∈ Ω× (0,+∞).

(g2) 0 < lG(x, s) ≤ g(x, s)s ≤ V0

ξ
φ(s)s2, ∀(x, s) ∈ Ωc × (0,+∞).

Usando a função g, podemos considere o problema auxiliar −∆Φu+ V (εx)φ(|u|)u = g(εx, u), em RN ,

u ∈ W 1,Φ(RN), u > 0 em RN ,
(Aε)
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Denotaremos por funcional energia Jε : Xε → RN dado por

Jε(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+

∫
RN
V (εx)Φ(|u|)dx−

∫
RN
G(εx, u)dx.

Antes de seguir em frente, convém recordar que se uε é uma solução positiva de (Aε) com

uε(x) ≤ a para todo x ∈ RN \Ωε com Ωε = Ω/ε, então uε é também uma solução positiva

de (P̃ε).

4.1.1 O comportamento das sequências (PS)∗c

A �nalidade desta seção é estabelecer um resultado crucial para demonstração do

Teorema C. Antes, contudo, de passarmos à proposição abaixo, precisamos apresentar

uma de�nição que será usada ao longo do capítulo.

Diremos que (un) é uma sequência (PS)∗c quando

(un) ⊂ Xεn , εn → 0, Jεn(un)→ c e ‖J ′εn(un)‖ → 0.

O principal resultado desta subseção é o seguinte:

Proposição 4.1.1. Seja (un) uma sequência (PS)∗c. Então, existe uma subsequência de

(un), ainda denotada por (un), um número inteiro p, sequências de pontos (yn,j) ⊂ RN

com j = 1, ..., p tais que

εnyn,j → xj ∈ Ω e |yn,j − yn,i| → +∞ quando n→ +∞

e ∥∥∥un(·)−
p∑
j=1

u0,j(· − yn,j)ϕεn(· − yn,j)
∥∥∥
εn
→ 0 quando n→ +∞

onde ϕε(x) = ϕ
(
x/(− ln ε)

)
para 0 < ε < 1, e ϕ é uma função corte satisfazendo ϕ(z) = 1

para |z| ≤ 1, ϕ(z) = 0 para |z| ≥ 2 e |∇ϕ| ≤ 2. A função u0,j 6= 0 é solução não negativa

de

−∆Φu+ Vjφ(|u|)u = g0,j(x, u) em RN , (P j)

onde Vj = V (xj) ≥ V0 > 0 e g0,j(x, u) = lim
n→∞

g(εnx + εnyn,j, u). Além disso, temos c ≥ 0

e

c =

p∑
j=1

J0,j(u0,j),
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onde J0,j : W 1,Φ(RN)→ R denota o funcional dado por

J0,j(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ Vj

∫
RN

Φ(|u|)dx−
∫
RN
G0,j(x, u)dx

com G0,j(x, t) =
∫ t

0
g0,j(x, s)ds.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)∗c . Argumentando como no Lema 3.1.3,

mostra-se que existe C > 0, independente de n, tal que

‖un‖εn ≤ C ∀n ∈ N.

Consequentemente, usando (Ṽ0), obtém-se (un) limitada em W 1,Φ(RN). Observe que

c+ on(1) = Jεn(un)− 1

θ
J ′εn(un)un. (4.3)

Por outro lado, combinando (φ2) com (g1)-(g2), conclui-se que

Jεn(un)− 1

θ
J ′εn(un)un ≥ C1

(∫
RN

Φ(|∇un|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|un|)dx

)
, (4.4)

onde C1 =

[(
1 − m

θ

)
−
(

1 − l
θ

)
m
ξl

]
> 0. Assim, de (4.3) e (4.4) segue que c ≥ 0 e, se

c = 0, resulta que ∫
RN

Φ(|∇un|)dx→ 0 e
∫
RN
V (εnx)Φ(|un|)dx→ 0

implicando que ‖un‖εn → 0. Dessa forma, desse ponto em diante, iremos considerar

apenas o caso em que c > 0.

A�rmamos que existem constantes positivas ρ, a, uma subsequência de (un), ainda

denotada por (un), e uma sequência (yn,1) ⊂ RN tais que∫
Bρ(yn,1)

Φ(|un(x)|)dx ≥ a > 0, ∀n ∈ N. (4.5)

Caso contrário, desde que (un) é limitada em W 1,Φ(RN), pelo Teorema 1.1.31,∫
RN
B(|un|)dx→ 0.

Observando que

J ′εn(un)un =

∫
RN
φ(|∇un|)|∇un|2dx+

∫
RN
V (εnx)φ(|un|)|un|2dx

−
∫
RN\Ωεn

g(εnx, un)undx−
∫

Ωεn

f(un)undx,
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e usando (f1), (φ2) e (b2), obtemos

c1

∫
RN
B(|un|)dx+ J ′εn(un)un ≥ l

(
1− 1

ξ

)(∫
RN

Φ(|∇un|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|un|)dx

)
e, portanto, ∫

RN
Φ(|∇un|)dx→ 0 e

∫
RN
V (εnx)Φ(|un|)dx→ 0.

Ora, como

c+ on(1) = Jεn(un)

(4.1)︷︸︸︷
≤
∫
RN

Φ(|∇un|)dx+

∫
RN
V (εnx)Φ(|un|)dx

deduzimos que c = 0 o que é uma contradição, mostrando que (4.5) ocorre.

No que segue, considere wn,1(x) = un(x + yn,1). Usando (Ṽ0), mostra-se que (wn,1)

limitada em W 1,Φ(RN). Logo, existe u0,1 ∈ W 1,Φ(RN) tal que, a menos de subsequência,

wn,1 ⇀ u0,1 em W 1,Φ(RN).

O limite acima juntamente com (4.5) implica que u0,1 6= 0.

Com o intuito de provar que u0,1 é uma solução de (P 1), mostraremos primeiro a

a�rmação seguinte.

A�rmação 4.1.2. A sequência (εnyn,1) é limitada. Além disso, existe x1 ∈ Ω tal que, a

menos de subsequência, εnyn,1 → x1.

Com efeito, suponha por contradição que (εnyn,1) é uma sequência ilimitada. Então, sem

perda de generalidade, podemos assumir que

|εnyn,1| → +∞.

Usando o limite lim
ε→0

ε ln ε = 0, veri�ca-se que para n su�cientemente grande

εnyn,1 + εnx ∈ RN \ Ω para |x| < 2| ln εn|.

Considerando vn(x) = un(x)ϕεn(x − yn,1), tem-se (‖vn‖εn) limitada em R e, sendo (un)

uma sequência (PS)∗c , vem que J ′εn(un)vn = on(1).
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Por outro lado, note que

J ′εn(un)vn =

∫
RN
φ(|∇un|)∇un∇vndx+

∫
RN
V (εnx)φ(|un|)unvndx

−
∫
RN
g(εnx, un)vndx

(Ṽ0)︷︸︸︷
≥

∫
RN

(
φ(|∇un|)|∇un|2 + V0φ(|un|)|un|2

)
ϕεn(x− yn,1)dx

+

∫
RN
unφ(|∇un|)∇un∇ϕεn(x− yn,1)−

∫
RN
g(εnx, un)unϕεn(x− yn,1)dx

(φ2)︷︸︸︷
≥ l

∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V0Φ(|un|)

)
ϕεn(x− yn,1)dx

− 2

| ln εn|

∫
RN
φ(|∇un|)|∇un||un|dx−

∫
RN
g(εnx, un)unϕεn(x− yn,1)dx.

Além disso, ∫
RN
φ(|∇un|)|∇un||un|dx < +∞,

pois sendo (un) limitada em W 1,Φ(RN), aplicando a Desigualdade de Young, temos

∫
RN
φ(|∇un|)|∇un||un|dx

Young︷︸︸︷
≤

∫
RN

Φ̃(φ(|∇un|)|∇un|)dx+

∫
RN

Φ(|un|)dx

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤

∫
RN

Φ(2|∇un|)dx+

∫
RN

Φ(|un|)dx

≤ (c+ 1)

∫
RN

Φ(|un|)dx < +∞.

Recorde que se |x| < 2| ln εn|, então εnyn,1 + εnx ∈ RN\Ω para todo n su�cientemente

grande. Assim,

J ′εn(un)vn ≥ l

∫
RN

(
Φ(|∇un|) + V0Φ(|un|)

)
ϕεn(x− yn,1)dx

−
∫
RN
g(εnx, un)unϕεn(x− yn,1)dx+ on(1)

= l

∫
RN

(
Φ(|∇wn,1|) + V0Φ(|wn,1|)

)
ϕεn(x)dx

−
∫
RN\Ω

g(εnx+ εnyn,1, wn,1)wn,1ϕεn(x)dx+ on(1)

(g2)︷︸︸︷
≥

(
l − 1

ξ

)∫
RN

(
Φ(|∇wn,1|) + V0Φ(|wn,1|)

)
ϕεn(x)dx+ on(1).
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Desde que wn,1 ⇀ u0,1 em W 1,Φ(RN), pelo o Lema de Fatou, segue-se∫
RN

(
Φ(|∇u0,1|) + V0Φ(|u0,1|)

)
dx = 0

e, consequentemente, u0,1 = 0 o que é uma contradição, mostrando que (εnyn,1) é uma

sequência limitada. Dessa forma, existe x1 ∈ RN tal que, a menos de subsequência,

εnyn,1 → x1.

Agora, seguindo a mesma linha de raciocínio anterior veri�ca-se que x1 ∈ Ω, o que prova

a A�rmação 4.1.2.

Vejamos agora que u0,1 é uma solução de (P 1). Argumentando como no Lema 2.2.4,

obtém-se uma subsequência de (wn,1), ainda denotada por (wn,1), tal que

wn,1(x)→ u0,1(x) e ∇wn,1(x)→ ∇u0,1(x) q.t.p. em RN . (4.6)

Dado v ∈ C∞0 (RN) observamos que

J ′εn(un)
(
v(x− yn,1)

)
= on(1),

ou seja,

on(1) =

∫
RN
φ(|∇wn,1(x)|)∇wn,1(x)∇vdx+

∫
RN
V (εnx+ εnyn,1)φ(|wn,1(x)|)wn,1(x)vdx

−
∫
RN
g(εnx+ εnyn,1, wn,1)vdx.

Aplicando o Lema 1.2.3 juntamente com a A�rmação 4.1.2, resulta que∫
RN
φ(|∇wn,1(x)|)∇wn,1(x)∇vdx→

∫
RN
φ(|∇u0,1(x)|)∇u0,1∇vdx,∫

RN
V (εnx+ εnyn,1)φ(|wn,1(x)|)wn,1(x)vdx→

∫
RN
V (x1)φ(|u0,1(x)|)u0,1vdx

e ∫
RN
g(εnx+ εnyn,1, wn,1)vdx→

∫
RN
g(x1, u0,1)vdx

onde, no último limite, usamos a convergência wn,1 ⇀ u0,1 em W 1,Φ(RN). Assim,∫
RN
φ(|∇u0,1(x)|)∇u0,1∇vdx+

∫
RN
V (x1)φ(|u0,1(x)|)u0,1vdx =

∫
RN
g(x1, u0,1)vdx,
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por conseguinte, u0,1 é solução de (P 1).

A seguir, para cada n ∈ N, considere

u1
n(x) = un(x)− (u0,1ϕεn)(x− yn,1).

Agora, nosso objetivo imediato é mostrar que (u1
n) é uma sequência (PS)∗c−J0,1(u0,1), isto

é,

Jεn(u1
n)→ c− J0,1(u0,1) e ‖J ′εn(u1

n)‖ → 0.

Primeiramente, provaremos que

Jεn(u1
n)→ c− J0,1(u0,1). (4.7)

Para tanto, é su�ciente mostrar a

A�rmação 4.1.3.

Jεn(u1
n) = Jεn(un)− Jεn

(
(u0,1ϕεn)(x− yn,1)

)
+ on(1).

De fato, suponha por um momento que o limite acima ocorre. Usando a de�nição de ϕεn ,

um cálculo simples nos permite concluir que

u0,1ϕεn → u0,1 em W 1,Φ(RN). (4.8)

Então,

Jεn
(
(u0,1ϕεn)(x− yn,1)

)
→ J0,1(u0,1)

e como Jεn(un)→ c, segue-se (4.7).

No que segue, de�na

Ln,1 =

∫
RN

(
Φ(|∇u1

n|)− Φ(|∇un|) + Φ(|∇(u0,1ϕεn)(x− yn,1)|)
)
dx,

Ln,2 =

∫
RN

(
Φ(|u1

n|)− Φ(|un|) + Φ(|(u0,1ϕεn)(x− yn,1)|)
)
V (εnx)dx,

Ln,3 =

∫
RN

(
G(εnx, un)−G(εnx, u

1
n)−G

(
εnx, (u0,1ϕεn)(x− yn,1)

))
dx.
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A �m de que se tenha a A�rmação 4.1.3 é su�ciente mostrar que

Ln,1 + Ln,2 + Ln,3 = on(1). (4.9)

Dessa forma, na sequência, veri�caremos a validade de (4.9). Começamos notando que

Ln,1 =

∫
B2| ln εn|(0)

(
Φ(|∇wn,1 −∇(u0,1ϕεn)|)− Φ(|∇wn,1|) + Φ(|∇(u0,1ϕεn)|)

)
dx

=

∫
B2| ln εn|(0)

(
Φ(|∇wn,1 −∇(u0,1ϕεn)|)− Φ(|∇wn,1|) + Φ(|∇u0,1|)

)
dx+ on(1),

onde, na última igualdade, usamos a convergência dada em (4.8). Por outro lado, combi-

nando (4.6) com o Lema 2.2.10 decorre que∫
RN

Φ(|∇wn,1 −∇u0,1|)dx =

∫
RN

Φ(|∇wn,1|)dx−
∫
RN

Φ(|∇u0,1|)dx+ on(1).

Logo,

Ln,1 =

∫
B2| ln εn|(0)

(
Φ(|∇wn,1 −∇(u0,1ϕεn)|)− Φ(|∇wn,1 −∇u0,1|)

)
dx+ on(1). (4.10)

Segue-se do Teorema do Valor Médio,∣∣∣Φ(|∇wn,1 −∇(u0,1ϕεn)|)− Φ(|∇wn,1 −∇u0,1|)
∣∣∣ ≤ φ(|θn|)|θn||∇(u0,1ϕεn)−∇u0,1|,

onde |θn| ≤ 2(|∇wn,1|+ |∇u0,1|). Uma vez que
(
φ(|θn|)|θn|

)
é limitada em LΦ(RN), pois

∫
RN

Φ̃
(
φ(|θn|)|θn|

)
dx

Lema1.1.17︷︸︸︷
≤

∫
RN

Φ(2|θn|)dx

∆2︷︸︸︷
≤ c1

∫
RN

Φ(|∇wn,1|)dx+ c2

∫
RN

Φ(|∇u0,1|)dx < +∞,

pela Desigualdade de Hölder que∫
B2| ln εn|(0)

φ(|θn|)|θn||∇(u0,1ϕεn)−∇u0,1|dx ≤ 2‖φ(|θn|)|θn|‖Φ̃‖∇(u0,1ϕεn)−∇u0,1‖Φ.

A desigualdade acima com a convergência em (4.8) implica que∫
B2| ln εn|(0)

∣∣∣Φ(|∇wn,1 −∇(u0,1ϕεn)|)− Φ(|∇wn,1 −∇u0,1|)
∣∣∣dx = on(1). (4.11)
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De (4.10) e (4.11), segue que Ln,1 = on(1). Procedendo-se de maneira análoga, obtemos

Ln,2 = on(1). Resta-nos provar que

Ln,3 = on(1).

Para isso, observe que, efetuando uma mudança de variável

Ln,3 =

∫
RN

(
G(εnx+ εnyn,1, wn,1)−G(εnx+ εnyn,1, wn,1 − (u0,1ϕεn))

−G
(
εnx+ εnyn,1, (u0,1ϕεn)

))
dx.

Desde que

u0,1ϕεn → u0,1 em W 1,Φ(RN),

por (f1), dado η > 0 exitem ρ > 0 e n0,1 ∈ N tais que∣∣∣∣∣
∫
|x|≥ρ

G
(
εnx+ εnyn,1, (u0,1ϕεn)

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤ η, para todo n ≥ n0,1.

Além disso, aplicando novamente o Teorema do Valor Médio juntamente com (4.2), temos∣∣∣G(εnx+ εnyn,1, wn,1)−G(εnx+ εnyn,1, wn,1 − (u0,1ϕεn))
∣∣∣ ≤ |f(θn)||u0,1|,

onde |θn| ≤ 2|wn,1|+ u0,1. Por outro lado, por (f1)

f(θn)u0,1 ≤ ηφ(|θn|)|θn||u0,1|+ cηb(|θn|)|θn||u0,1|

Sendo
(
φ(|θn|)|θn|

)
e
(
b(|θn|)|θn|

)
limitadas em LΦ̃(RN) e LB̃(RN), respectivamente, segue

da Desigualdade de Hölder e da convergência em (4.8) que existe n0,2 ∈ N tal que∣∣∣∣∣
∫
|x|≥ρ

(
G(εnx+ εnyn,1, wn,1)−G(εnx+ εnyn,1, wn,1 − (u0,1ϕεn))

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤ η,

para todo n ≥ n0,2. Pelas imersões

W 1,Φ(RN) ↪→ LΦ(Bρ(0)) e W 1,Φ(RN) ↪→ LB(Bρ(0))

compactas, um cálculo direto acarreta na existência de n0,3 ∈ N satisfazendo∣∣∣∣∣
∫
|x|≤ρ

(
G(εnx+ εnyn,1, wn,1)−G(εnx+ εnyn,1, wn,1 − (u0,1ϕεn))

−G
(
εnx+ εnyn,1, (u0,1ϕεn)

))
dx

∣∣∣∣∣ ≤ η para todo n ≥ n0,3.
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Segue das desigualdades anteriores que Ln,3 = on(1) e, portanto, a A�rmação 4.1.3 é

válida.

Mostraremos agora que

‖J ′εn(u1
n)‖ → 0. (4.12)

Para tanto, basta mostrar a

A�rmação 4.1.4.

‖J ′εn(un)− J ′εn(u1
n)− J ′εn

(
(u0,1ϕεn)(x− yn,1)

)
|| → 0.

Com efeito, desde que

u0,1ϕεn → u0,1 em W 1,Φ(RN),

tem-se

J ′εn
(
(u0,1ϕεn)(x− yn,1)

)
→ J ′0,1(u0,1) = 0

e como ‖J ′εn(un)‖ → 0, pois (un) é uma sequência (PS)∗c , obtém-se o limite em (4.12).

A seguir, iremos veri�car que a A�rmação 4.1.4 ocorre. Para isto, seja ψn ∈ Xεn com

‖ψn‖εn ≤ 1. Aplicando a Desigualdade de Hölder juntamente com a Proposição 1.2.1,∣∣∣∣∣
∫
RN

(
φ(|∇wn,1|)∇wn,1 − φ(|∇vn,1|)∇vn,1 − φ(|∇u0,1|)∇u0,1

)
∇ψn(x+ yn,1)dx

∣∣∣∣∣
≤ 2‖|φ(|∇wn,1|)∇wn,1 − φ(|∇vn,1|)∇vn,1 − φ(|∇u0,1|)∇u0,1|‖Φ̃‖∇ψn‖Φ

≤ 2on(1)‖ψn‖εn (4.13)

onde vn,1 = wn,1 − u0,1. Usando novamente a convergência u0,1ϕεn → u0,1 em W 1,Φ(RN),

conclui-se∫
RN

(
φ
(
|∇vn,1|

)
∇vn,1 − φ(|∇u1

n(x+ yn,1)|)∇u1
n(x+ yn,1)

)
∇ψn(x+ yn,1)dx = on(1) (4.14)

e ∫
RN

(
φ(|∇u0,1|)∇u0,1 − φ(|∇(u0,1ϕεn)|)∇(u0,1ϕεn)

)
∇ψn(x+ yn,1)dx = on(1). (4.15)
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Considerando

Ln,4 =

∫
RN

(
φ(|∇un|)∇un−φ(|∇u1

n|)∇u1
n−φ(|∇(u0,1ϕεn)(x−yn,1)|)∇(u0,1ϕεn)(x−yn,1)

)
∇ψndx,

e usando (4.14)-(4.15), �camos com

Ln,4 =

∫
RN

(
φ(|∇wn,1|)∇wn,1 − φ(|∇vn,1|)∇vn,1 − φ(|∇u0,1|)∇u0,1

)
∇ψn(x+ yn,1)dx+ on(1).

Logo, por (4.13)

sup
‖ψn‖εn≤1

Ln,4 = on(1).

De maneira análoga, considerando

Ln,5 =

∫
RN

(
φ(|un|)un−φ(|u1

n|)u1
n−φ(|(u0,1ϕεn)(x−yn,1)|)(u0,1ϕεn)(x−yn,1)

)
ψnV (εnx)dx,

veri�ca-se que

sup
‖ψn‖εn≤1

Ln,5 = on(1).

Por �m, de�nindo

Ln,6 =

∫
RN

(
g(εnx, un)− g(εnx, u

1
n)− g

(
εnx, (u0,1ϕεn)(x− yn,1)

))
ψndx

e procedendo de maneira similar a demonstração que Ln,3 = on(1), mostra-se

sup
‖ψn‖εn≤1

Ln,6 = on(1).

Portanto,

sup
‖ψn‖εn≤1

|Ln,4 − Ln,5 − Ln,6| = on(1),

o que prova a A�rmação 4.1.4. Por (4.7) e (4.12), resulta que (u1
n) é uma sequência

(PS)∗c−J0,1(u0,1).

Uma vez que (u1
n) é uma sequência (PS)∗c−J0,1(u0,1), podemos repetir os argumentos

anteriores para encontrar uma sequência (yn,2) ⊂ RN veri�cando∫
Bρ(yn,2)

Φ(|u1
n(x)|)dx ≥ a1 > 0. (4.16)

Note que a sequência (yn,2) pode ser escolhida de maneira que

|yn,2 − yn,1| → +∞. (4.17)
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De fato, suponha por contradição que
(
|yn,2 − yn,1|

)
é limitada em R. Assim, por (4.16),

existe ρ1 > 0 tal que∫
Bρ(yn,2)

Φ(|u1
n(x)|)dx ≤

∫
Bρ1 (0)

Φ(|wn(x)− (u0,1ϕεn)(x)|)dx.

Então, ∫
Bρ1 (0)

Φ(|wn(x)− (u0,1ϕεn)(x)|)dx ≥ a1, ∀n ∈ N,

o que é uma contradição, pois wn − u0,1ϕεn → 0 em LΦ(Bρ1(0)), isso mostra o limite em

(4.17).

Considerando wn,2(x) = u1
n(x + yn,2) segue que (wn,2) é limitada em W 1,Φ(RN) e,

consequentemente, existe u0,2 ∈ W 1,Φ(RN) tal que

wn,2 ⇀ u0,2 em W 1,Φ(RN).

Seguindo a mesma linha de raciocínio usado anteriormente deduzimos que

wn,2(x)→ u0,2(x), ∇wn,2(x)→ ∇u0,2(x) q.t.p. em RN .

Além disso, mostra-se que u0,2 é solução de (P 2) e sequência (u2
n) dada por

u2
n(x) = u1

n(x)− (u0,2ϕεn)(x− yn,2)

veri�ca

Jεn(u2
n)→ c− J0,1(u0,1)− J0,2(u0,2) e ‖J ′εn(u2

n)‖∗εn → 0,

isto é, (u2
n) é uma sequência (PS)∗c−J0,1(u0,1)−J0,2(u0,2). Continuando com este raciocínio,

encontramos sequências (yn,s) ⊂ RN e (usn) ⊂ W 1,Φ(RN) com

usn(x) = us−1
n (x)− (u0,sϕεn)(x− yn,s)

satisfazendo

Jεn(usn)→ c−
s∑
i=1

J0,i(u0,i), ‖J ′εn(usn)‖∗εn → 0 e |yn,j−yn,i| → +∞ quando n→ +∞.

Finalmente, argumentando como [47, Proposição 2.2], encontramos p ∈ N tal que

Jεn(upn)→ 0 e ‖J ′εn(upn)‖∗εn → 0,
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implicando que

‖upn‖εn → 0 e c =

p∑
i=1

J0,i(u0,i),

�nalizando a demonstração.

4.2 Existência de solução para (P̃ε)

Nesta seção, nosso objetivo é mostrar a existência um valor crítico especial para Jε

para ε su�cientemente pequeno. Este fato é fundamental nos argumentos usados na prova

da existência de solução multi-peak para o problema (Pε).

No que segue, sejam Ω̃ε,1, Ω̃ε,2, ..., Ω̃ε,κ ⊂ RN conjuntos abertos limitados satisfazendo

Ωε,i ⊂ Ω̃ε,i e Ω̃ε,i ∩ Ω̃ε,j = ∅ para i 6= j.

A seguir, denotamos por Ei : W 1,Φ(RN)→ R e Eε,i : X̃ε,i → R os seguintes funcionais

Ei(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+

∫
RN
αiΦ(|u|)dx−

∫
RN
F (u)dx

e

Ẽε,i(u) =

∫
Ω̃ε,i

Φ(|∇u|)dx+

∫
Ω̃ε,i

V (εx)Φ(|u|)dx−
∫

Ω̃ε,i

G(εx, u)dx,

onde X̃ε,i denota o subespaço de W 1,Φ(Ω̃ε,i) dado por

X̃ε,i =
{
u ∈ W 1,Φ(Ω̃ε,i) :

∫
Ω̃ε,i

V (εx)Φ(|u|)dx < +∞
}
,

munido com a norma

‖u‖X̃ε,i = ‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i
+ ‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i

,

onde

‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i
:= inf

{
λ > 0 ;

∫
Ω̃ε,i

Φ
( |∇u|

λ

)
dx ≤ 1

}
e

‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i
:= inf

{
λ > 0 ;

∫
Ω̃ε,i

V (εx)Φ
( |u|
λ

)
dx ≤ 1

}
.

Com os mesmos argumentos usados no Lema 3.1.2, mostra-se que existem funções

wi ∈ W 1,Φ(RN) e wε,i ∈ X̃ε,i satisfazendo

Ei(wi) = µi, Ẽε,i(wε,i) = µ̃ε,i e E ′i(wi) = Ẽ ′ε,i(wε,i) = 0,
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onde

µi = inf
u∈W 1,Φ(RN )\{0}

sup
t≥0

Ei(tu) = inf
α∈Γi

sup
t∈[0,1]

Ei(α(t)),

µ̃ε,i = inf
u∈X̃ε,i{0}

sup
t≥0

Ei(tu) = inf
α∈Γ̃ε,i

sup
t∈[0,1]

Ei(α(t)),

Γi =
{
α ∈ C([0, 1],W 1,Φ(RN)) : α(0) = 0, Ei(α(1)) < 0

}
e

Γ̃ε,i =
{
α ∈ C([0, 1], X̃ε,i) : α(0) = 0, Ẽε,i(α(1)) < 0

}
.

4.2.1 Alguns resultados envolvendo os níveis µi e µ̃ε,i

Primeiramente, mostraremos algumas propriedades da variedade de Nehari associada

a Ẽε,i dada por

Ñε,i =
{
u ∈ X̃ε,i \ {0} : Ẽ ′ε,i(u)u = 0

}
.

Lema 4.2.1. Existem σ0, σ1 > 0, independente de ε, tais que

‖u‖X̃ε,i > σ0 e Ẽε,i(u) > σ1, ∀u ∈ Ñε,i, ∀i ∈ Γ.

Demonstração. Note que, dado u ∈ Ñε,i,∫
Ω̃ε,i

φ(|∇u|)|∇u|2dx+

∫
Ω̃ε,i

V (εx)φ(|u|)|u|2dx =

∫
Ωε,i

f(u)udx+

∫
Ω̃ε,i\Ωε,i

g(εx, u)udx.

Por (f1) e (Ṽ0), dado η > 0 existe cη > 0 tal que∫
Ωε,i

f(u)udx ≤ η

V0

∫
Ω̃ε,i

V (εx)φ(|u|)|u|2 + cη

∫
Ω̃ε,i

Φ∗(|u|)dx.

Além disso, por (g2),∫
Ω̃ε,i\Ωε,i

g(εx, u)udx ≤ 1

ξ

∫
Ω̃ε,i

V (εx)φ(|u|)|u|2dx.

Recordando que lΦ(t) ≤ φ(t)t para todo t ≥ 0, usando as desigualdades acima, obtém-se

c1

(∫
Ω̃ε,i

Φ(|∇u|)dx+

∫
Ω̃ε,i

V (εx)Φ(|u|)dx
)
≤ c2

∫
Ω̃ε,i

Φ∗(|u|)dx.

Aplicando os Lemas 1.1.32 e 1.1.33, �camos com

c1

(
ξ0(‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i

) + ξ0(‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i
)
)
≤ c2ξ3(‖u‖Φ∗,Ω̃ε,i

).
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Pela Proposição B.2, existe uma constante positiva M∗, independente de ε, tal que

‖u‖Φ∗,Ω̃ε,i
≤M∗‖u‖X̃ε,i

e, daí,

c1

(
ξ0(‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i

) + ξ0(‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i
)
)
≤ c2M

∗ξ3(‖u‖X̃ε,i).

Se ‖u‖X̃ε,i ≥ 1, para todo u ∈ Ñε,i não há nada a ser feito. Se existe u ∈ Ñε,i tal que

‖u‖X̃ε,i ≤ 1 tem-se

c3‖u‖mX̃ε,i ≤ c2M
∗‖u‖l∗

X̃ε,i
,

o que resulta

‖u‖X̃ε,i ≥
( c3

c2M∗

)l∗−m
.

Considerando σ0 =
1

2
min

{
1,
( c3

c2M∗

)l∗−m}
, conclui-se que

‖u‖X̃ε,i > σ0, ∀u ∈ Ñε,i.

Por outro lado, dado u ∈ Ñε,i, combinando as hipóteses (φ2) e (g1)-(g2), deduzimos

Ẽε,i(u) = Ẽε,i(u)− 1

θ
Ẽ ′ε,i(u)u ≥ C

(∫
Ω̃ε,i

Φ(|∇un|)dx+

∫
Ω̃ε,i

V (εx)Φ(un)dx

)
,

onde C =

[(
1− m

θ

)
−
(

1− l
θ

)
m
ξl

]
. Portanto, pelo Lema 1.1.32

Ẽε,i(u) ≥ C
(
ξ0(‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i

) + ξ0(‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i
)
)
.

Se ‖u‖X̃ε,i ≤ 1, então ‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i
≤ 1 e ‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i

≤ 1. Assim,

Ẽε,i(u) ≥ 2−mCσm0 .

Se ‖u‖X̃ε,i ≥ 1, então

• ‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i
≤ 1 ≤ ‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i

⇒ ‖u‖X̃ε,i ≤ 2‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i
.

• ‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i
≤ 1 ≤ ‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i

⇒ ‖u‖X̃ε,i ≤ 2‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i
.

Em qualquer caso

Ẽε,i(u) ≥ Cξ0(σ0).
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• ‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i
≥ 1 e ‖u‖Φ,Vε,Ω̃ε,i

≥ 1.

Neste caso,

Ẽε,i(u) ≥ 2−lCσl0.

Para �nalizar, considerando σ1 =
1

2
min

{
2−mCσm0 , 2

−lCσl0, Cξ0(σ0)
}
, vem que

Ẽε,i(u) ≥ σ1,

mostrando o resultado.

No próximo lema estudamos o comportamento dos níveis µi e µ̃ε,i quando ε→ 0.

Lema 4.2.2. Para cada i ∈ Γ, o seguinte limite ocorre

µ̃ε,i → µi quando ε→ 0.

Demonstração. Iniciamos mostrando que

µ̃ε,i ≤ µi + o(ε). (4.18)

Para tanto, seja wi ∈ W 1,Φ(RN) tal que

Ei(wi) = µi e E ′i(wi) = 0.

Dado δ > 0 su�cientemente pequeno, �xemos ϑ ∈ C∞0
(
[0,+∞), [0, 1]

)
veri�cando

ϑ(s) =

 1 se 0 ≤ s ≤ δ
2
,

0 se s ≥ δ.

Usando a função ϑ, de�nimos

wε,i(x) = ϑ(|εx− xi|)wi(
εx− xi

ε
),

onde V (xi) = min
y∈Ωi

V (y). Note que, supp(wε,i) ⊂ Bδ(
xi
ε

) o que implica wε,i ∈ X̃ε,i. Além

disso, existe tε,i > 0 tal que Ψεn,i := tε,iwε,i ∈ Ñε,i e

µ̃ε,i ≤ max
t≥0

Ẽε,i(twε,i) = Ẽε,i(tε,iwε,i).



160
CAPÍTULO 4. SOLUÇÕES DO TIPO MULTI-PEAK PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS QUASILINEARES EM

RN ENVOLVENDO ESPAÇOS DE ORLICZ-SOBOLEV

Agora, usando o mesmo raciocínio da demonstração do Lema 3.1.12 veri�ca-se que a

sequência (tεn,i) é limitada e

tεn,i → 1.

Isso com o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue nos permite concluir que

lim
εn→0

Ẽεn,i(tεn,iwεn,i) = Ei(wi) = µi

e, consequentemente,

lim sup
ε→0

µ̃ε,i ≤ µi. (4.19)

Desse ponto em diante, nosso objetivo será provar que

µi ≤ lim inf
ε→0

µ̃ε,i. (4.20)

Com este propósito, sejam εn ∈ (0,+∞) com εn → 0 e vεn,i ∈ X̃εn,i uma solução do

seguinte problema  −∆Φu+ V (εnx)φ(|u|)u = g(εx, u) em Ω̃εn,i,
∂u

∂ν
= 0, sobre ∂Ω̃εn,i,

(Pε,i)

Pelo Lema 4.2.1, existe σ0 > 0, independente de εn, tal que

‖vεn,i‖Xεn,i ≥ σ0, para todo n ∈ N.

Usando a desigualdade acima com Lema C.1, mostra-se que existem (yn,i) ⊂ RN , % > 0 e

a > 0 satisfazendo

lim
n→+∞

∫
B%(yn,i)∩Ωεn,i

Φ(|vεn,i|)dx ≥ a. (4.21)

Além disso, por (4.21), aumentando % se necessário, podemos assumir que (yn,i) ⊂ Ωεn,i

com dist(yn,i, ∂Ω̃εn,i)→ +∞. Portanto, εnyn,i → xi ∈ Ωi e dado ρ > %, temos B2ρ(yn,i) ⊂

Ω̃εn,i para todo n su�cientemente grande. Considerando

wn,i,ρ(x) = ψ
( |x|
ρ

)
vεn,i(x+ yn,i), ∀x ∈ Ω̃εn,i − yn,i
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onde ψ ∈ C∞(R) satisfaz ψ = 1, em [0, 1], ψ = 0, em (2,+∞), 0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ′ ∈ L∞(R),

tem-se ∫
B%(0)

Φ(|wn,i,ρ|)dx =

∫
B%(yn,i)

Φ(|vεn,i|)dx ≥ a > 0.

Desde que supp(wn,i,ρ) ⊂ B2ρ(0), segue que wn,i,ρ ∈ W 1,Φ(RN). Sendo vεn,i uma solução

de (Pε,i), usando (4.18), por cálculo direto, existe C > 0, independente de ρ, tal que

‖wn,i,ρ‖1,Φ ≤ C. Logo,

wn,i,ρ ⇀ wiρ em W 1,Φ(RN) quando n→ +∞,

para algum wiρ ∈ W 1,Φ(RN). Então,

wn,i,ρ → wiρ em LΦ(B%(0)) quando n→ +∞.

Consequentemente, ∫
B%(0)

Φ(|wiρ|)dx ≥ a > 0. (4.22)

Uma vez que (‖wiρ‖1,Φ) é limitada em R, existe w ∈ W 1,Φ(RN) veri�cando

wiρ ⇀ wi em W 1,Φ(RN) quando ρ→ +∞,

de onde segue,

wiρ → wi em LΦ
loc(RN) quando ρ→ +∞

e, portanto, ∫
B%(0)

Φ(|wi|)dx ≥ a > 0. (4.23)

A�rmação 4.2.3. A função wi é uma solução de (P i).

Com efeito, dado ζ̃ ∈ C∞c (RN), considere t > 0 tal que para todo n su�cientemente

grande,

suppζ̃ ⊂ Bt(0) e Bt(yn,i) ⊂ Ω̃εn,i.
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Sendo vεn,i solução de (Pε,i), considerando L(y) = φ(|y|)y e Q(s) = φ(|s|)s ∀y ∈ RN e

∀s ∈ R, temos

∫
Bt(0)

[
L(∇vεn,i(x+ yn,i))∇ζ̃dx+ V (εnx+ εnyn,i)Q(vεn,i(x+ yn,i))ζ̃

]
dx

=

∫
Ω̃εn,i

[
L(∇vεn,i)∇ζ̃(x− yn,i)dx+ V (εnx)Q(vεn,i)ζ̃(x− yn,i)

]
dx

=

∫
Ω̃εn,i

g(εnx, vεn,i)vεn,iζ̃(x− yn,i)dx

=

∫
Bt(0)

g(εnx+ εnyn,i, vεn,i(x+ yn,i))vεn,i(x+ yn,i)ζ̃dx.

Para n su�cientemente grande e ρ > t,

∫
Bt(0)

[
L(∇wn,i,ρ)∇ζ̃dx+ V (εnx+ εnyn,i)Q(wn,i,ρ)ζ̃

]
dx

=

∫
Bt(0)

g(εnx+ εnyn,i, wn,i,ρ)wn,i,ρζ̃dx.

Passando ao limite na igualdade acima quando n→ +∞,

∫
RN

[
L(∇wiρ)∇ζ̃dx+ V (xi)Q(wiρ)ζ̃

]
dx =

∫
RN
g(xi, w

i
ρ)w

i
ρζ̃dx.

Agora, usando que suppζ ⊂ Bt(0), ρ > t e fazendo ρ→ +∞,

∫
RN

[
φ(|∇wi|)∇wi∇ζ̃dx+ V (xi)φ(|wi|)wiζ̃

]
dx =

∫
RN
g(xi, w

i)wiζ̃dx.

Como ζ̃ ∈ C∞c (RN) foi arbitrário, concluímos que wi é uma solução não-trivial de (P i),

mostrando a A�rmação 4.2.3.

Fixando τ > ρ, tem-se Bτ (yn,i) ⊂ Ω̃εn,i para todo n su�cientemente grande. Assim,
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de�nindo h(t) = Φ(t)− 1
θ
φ(t)t2

µ̃εn,i = Ẽεn,i(vεn,i)−
1

θ
Ẽ ′εn,i(vεn,i)vεn,i

≥
∫

Ω̃εn,i

[
h(|∇vεn,i|) + V (εnx)h(|vεn,i|)

]
dx

+

∫
Ω̃εn,i

[1

θ
g(εnx, vεn,i)vεn,i −G(εnx, vεn,i)

]
dx

≥
∫
Bτ (yn,i)

[
h(|∇vεn,i|) + V (εnx)h(|vεn,i|)

]
dx

+

∫
Bτ (yn,i)

[1

θ
g(εnx, vεn,i)vεn,i −G(εnx, vεn,i)

]
dx

≥
∫
Bτ (0)

[
h(|∇wn,i,ρ|) + V (εnx+ εnyn,i)h(|wn,i,ρ|)

]
dx

+

∫
Bτ (0)

[1

θ
g(εnx,wn,i,ρ)wn,i,ρ −G(εnx,wn,i,ρ)

]
dx.

Aplicando o Lema de Fatou,

lim inf
n→+∞

µ̃εn,i ≥
∫
Bτ (0)

[
h(|∇wiρ|) + V (xi)h(|wiρ|)

]
dx+

∫
Bτ (0)

[1

θ
g(xi, w

i
ρ)w

i
ρ −G(xi, w

i
ρ)
]
dx.

Agora, fazendo ρ→ +∞,

lim inf
n→+∞

µ̃εn,i ≥
∫
RN

[
h(|∇wi|) + V (xi)h(|wi|)

]
dx+

∫
RN

[1

θ
g(xi, w

i)wi −G(xi, w
i)
]
dx

= J0,i(w
i)− 1

θ
J ′0,i(w

i)wi = J0,i(w
i) = µV (xi) ≥ µi,

o que mostra (4.20). Por (4.18) e (4.20),

µ̃ε,i → µi quando ε→ 0,

�nalizando a demonstração do lema.

4.2.2 Um valor crítico especial para Jε

No que segue, sem perda de generalidade, �xemos Γ = {1, ..., λ} ⊂
{

1, ..., κ
}
e para

cada i ∈ Γ, escolha ρi > 1 tal que

Ei(ρ
−1
i wi), Ei(ρiwi) < µi.
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Considerando ρ = max
i∈Γ

ρi, temos

Ei(ρ
−1wi), Ei(ρwi) < µi para todo i ∈ Γ (4.24)

e

µi = max
t∈[ρ−2,1]

Ei(tρwi) para todo i ∈ Γ.

A seguir, de�namos H̃ε : [ρ−2, 1]λ → Xε por

H̃ε(
−→
θ )(z) =

λ∑
i=1

θiρ(wiϕ)
(
z − xi

ε

)
(4.25)

para todo
−→
θ = (θ1, ..., θλ) ∈ [ρ−2, 1]λ, onde xi ∈ Υi = {x ∈ Ωi : V (xi) = αi}. Além

disso, consideramos o conjunto

Uε =
{
H ∈ C

(
[ρ−2, 1]λ, Xε

)
; H = H̃ε sobre ∂([ρ−1, 1]λ)

)
,

H(
−→
θ ) |Ωε,i 6= 0 ∀i ∈ Γ e ∀

−→
θ ∈ [ρ−1, 1]λ

}
.

Desde que

supp
(
wiϕ

(
z − xi

ε

))
⊂ Ωε,i,

temos H̃ε ∈ Uε. Portanto, podemos de�nir o número

Sε = inf
H∈Uε

max−→
θ ∈[ρ−2,1]λ

Jε(H(
−→
θ )),

para ε su�cientemente pequeno. No que segue, estabelecemos alguns lemas técnicos fun-

damentais para o estudo que segue.

Lema 4.2.4. Para ε su�cientemente pequeno a seguinte propriedade ocorre: Se H ∈ Uε,
então existe

−→
θ∗ ∈ [ρ−2, 1]λ, tal que

Ẽ ′ε,i
(
H(
−→
θ∗ )
)
H(
−→
θ∗ ) = 0, para todo i ∈ Γ.

Em particular, Ẽε,i
(
H(
−→
θ∗ )
)
≥ µ̃ε,i, i = 1, ..., λ.

Demonstração. Dado H ∈ Uε, considere H : [ρ−2, 1]λ → Rλ dada por

H(
−→
θ ) =

(
Ẽ ′ε,1

(
H(
−→
θ )
)
H(
−→
θ ), ...., Ẽ ′ε,λ

(
H(
−→
θ )
)
H(
−→
θ )
)
, onde

−→
θ = (θ1, ..., θλ).
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Para
−→
θ ∈ ∂

(
[ρ−1, 1]λ

)
, temos H(

−→
θ ) = H̃ε(

−→
θ ). Isto implica que não existe

−→
θ ∈

∂
(
[ρ−2, 1]λ

)
com H(

−→
θ ) = 0. De fato, para qualquer i ∈ Γ

Ẽ ′ε,i(H̃ε(
−→
θ ))H̃ε(

−→
θ ) = E ′i(θiρwi)θiρwi + oε(1) uniformemente em

−→
θ ∈ [ρ−2, 1]λ.

Assim, se
−→
θ ∈ ∂

(
[ρ−2, 1]λ

)
, então θi0 = 1 ou θi0 = ρ−2 para algum i0 ∈ Γ o que implica

Ẽ ′ε,i0(H(
−→
θ ))H(

−→
θ ) = E ′i0(ρwi0)ρwi0 + oε(1) uniformemente em

−→
θ ∈ [ρ−2, 1]λ,

ou

Ẽ ′ε,i0(H(
−→
θ ))H(

−→
θ ) = E ′i0(ρ−1wi0)ρ−1wi0 + oε(1) uniformemente em

−→
θ ∈ [ρ−2, 1]λ.

Portanto, se Ẽ ′ε,i0(H(
−→
θ ))H(

−→
θ ) = 0, fazendo ε→ 0, obtemos

Ei0(ρwi) ≥ µi ou Ei0(ρ−1wi) ≥ µi,

o que é uma contradição com (4.24). Agora, calculamos o grau deg
(
H, (ρ−2, 1)λ, (0, ...., 0)

)
.

Ora, como

deg
(
H, (ρ−2, 1)λ, (0, ...., 0)

)
= deg

(
H̃ε, (ρ

−2, 1)λ, (0, ...., 0)
)

e para todo
−→
θ ∈ (ρ−2, 1)λ

H̃ε(
−→
θ ) = 0 ⇔

−→
θ = (ρ−1, ..., ρ−1),

conclui-se que

deg
(
H, (ρ−2, 1)λ, (0, ...., 0)

)
= (−1)λ 6= 0

e, portanto, existe
−→
θ∗ ∈ (δ−1, 1)λ satisfazendo

Ẽ ′ε,i
(
H(
−→
θ∗ )
)
H(
−→
θ∗ ) = 0, para todo i ∈ Γ.

Antes de seguir em frente, �xemos

DΓ =
λ∑
i=1

µi.

O próximo resultado estabelece uma importante relação entre Sε e DΓ.
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Proposição 4.2.5. O número Sε satisfaz o seguinte limite

lim
ε→0
Sε = DΓ.

Demonstração. Primeiramente, observe que usando (g1) e (g2), para cada H ∈ Uε

Jε
(
H(
−→
θ )
)
≥

∫
Ω̃ε

[
Φ(|∇H(

−→
θ )|) + V (εx)Φ(|H(

−→
θ )|)

]
dx−

∫
Ω̃ε

G(εx,H(
−→
θ ))dx

+
[
1− m

lk

] ∫
RN\Ω̃ε

[
Φ(|∇H(

−→
θ )|) + V (εx)Φ(|H(

−→
θ )|)

]
dx

≥
λ∑
i=1

{∫
Ω̃ε,i

[
Φ(|∇H(

−→
θ )|) + V (εx)Φ(|H̃ε(

−→
θ )|)

]
dx−

∫
Ω̃ε,i

G(εx,H(
−→
θ ))dx

}

=
λ∑
i=1

Ẽε,i(H(
−→
θ )) para todo

−→
θ ∈ [ρ−2, 1]λ.

Logo, pelo Lema 4.2.4

max−→
θ ∈[ρ−2,1]λ

Jε
(
H(
−→
θ )
)
≥

λ∑
i=1

max−→
θ ∈[ρ−2,1]λ

Ẽε,i(H(
−→
θ )) ≥

λ∑
i=1

Ẽε,i(H(
−→
θ∗ ))

e aplicando o Lema 4.2.2 resulta que

max−→
θ ∈[ρ−2,1]λ

Jε
(
Hε(
−→
θ )
)
≥

λ∑
i=1

µ̃ε,i + oε(1)

implicando em

Sε ≥ DΓ + oε(1). (4.26)

Por outro lado, mostra-se que

Jε
(
(wiϕε)(.−

xi
ε

))
)

= µi + oε(1)

e para todo t ∈ [0, ρ]

Jε
(
t(wiϕε)(.−

xi
ε

))
)

= Ei(twi) + oε(1), ∀i ∈ Γ.
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Uma vez que supp
(
wiϕ

(
z − xi

ε

))
⊂ Ωε,i para todo i ∈ Γ,

Jε
(
H̃ε(
−→
θ )
)

=

∫
Ω̃ε

[
Φ(|∇H̃ε(

−→
θ )|) + V (εx)Φ(|H̃ε(

−→
θ )|)

]
dx−

∫
Ω̃ε

G(εx, H̃ε(
−→
θ ))dx

+

∫
RN\Ω̃ε

[
Φ(|∇H̃ε(

−→
θ )|) + V (εx)Φ(|H̃ε(

−→
θ )|)

]
dx−

∫
RN\Ω̃ε

G(εx, H̃ε(
−→
θ ))dx

=
λ∑
i=1

{∫
Ω̃ε,i

λ∑
i=1

[
Φ(|∇θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
|) + V (εx)

(
Φ(|θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
|)
)]
dx

−
∫

Ω̃ε,i

λ∑
i=1

F
(
θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

))
dx

}

=
λ∑
i=1

{∫
Ω̃ε,i

[
Φ(|∇θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
|) + V (εx)

(
Φ(|θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
|)
)]
dx

−
∫

Ω̃ε,i

G(εx, θiρ(wiϕ)
(
x− xi

ε

)
)dx

}

=
λ∑
i=1

{∫
RN

[
Φ(|∇θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
|) + V (εx)

(
Φ(|θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
|)
)]
dx

−
∫
RN
G(εx, θiρ(wiϕ)

(
x− xi

ε

)
)dx

}

=
λ∑
i=1

Jε(θiρ(wiϕ)
(
z − xi

ε

)
) =

λ∑
i=1

Ei(θiρwi) + oε(1),

de onde segue

sup
−→
θ ∈[ρ−2,1]λ

Jε
(
H̃ε(
−→
θ )
)
≤

λ∑
i=1

sup
t∈[ρ−2,1]

Ei(tρwi) + oε(1)

e, portanto,

Sε ≤ DΓ + oε(1). (4.27)

Combinando (4.26) e (4.27), obtemos o resultado.

Corolário 4.2.6. Para cada α > 0, existe ε0 = ε0(α) tal que

sup
−→
θ ∈[δ−1,1]λ

Jε
(
H̃ε(
−→
θ )
)
≤ DΓ +

α

2
∀ε ∈ (0, ε0).

Demonstração. A demonstração pode ser obtida usando os mesmos argumentos da

proposição precedente.
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A seguir, iremos �xar algumas notações. Fixe σ0 > 0 veri�cando

lim inf
ε→0

‖H̃ε(
−→
θ )‖X̃ε,i > σ0 uniformemente em

−→
θ ∈ [ρ−2, 1]λ e i ∈ Γ

e de�na o conjunto

Zε,i =
{
u ∈ X̃ε,i : ‖u‖X̃ε,i ≤

σ0

2

}
,

Pela de�nição de H̃ε(
−→
θ ) e Zε,i, segue que existem constantes positivas τ e ε∗ tais que

distε,i
(
H̃ε(
−→
θ ),Zε,i

)
> τ para todo

−→
θ ∈ [δ−2, 1]λ, i ∈ Γ e ε ∈ (0, ε∗),

onde distε,i(A,B) denota a distância entre A e B em X̃ε,i. Além disso, considerando os

números τ e ε ∈ (0, ε∗), de�nimos

Θ =
{
u ∈ Xε : distε,i(u,Zε,i) ≥ τ para todo i ∈ Γ

}
.

Dados c, µ > 0 e 0 < δ < τ
2
, considere também os conjuntos

J cε =
{
u ∈ Xε : Jε(u) ≤ c

}
e Qε,µ =

{
u ∈ Θ2δ : |Jε(u)− Sε| ≤ µ

}
,

onde Θs denota o conjunto

Θs =
{
u ∈ Xε : dist(u,Θ) ≤ s

}
, s > 0.

Observe que para cada µ > 0, existe ε1 = ε1(µ) > 0 tal que a função uε,∗ dada por

uε,∗(z) =
λ∑
i=1

(
wiϕ

(
z − xi

ε

))
veri�ca

uε,∗ ∈ Θs para todo ε ∈ (0, ε1) e Jε(uε,∗) = DΓ + oε(1).

Desde que Sε = DΓ + oε(1), temos

Jε(uε,∗) = Sε + oε(1),

mostrando que Qε,µ 6= ∅.

Agora, considere D su�cientemente grande, independente de ε, satisfazendo

‖H̃ε(
−→
θ )‖ε ≤

L

2
para todo

−→
θ ∈ [ρ−2, 1]2λ. (4.28)
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Para cada s > 0, denotamos por Bs =
{
u ∈ Xε ; ‖u‖ε ≤ s

}
e de�namos o número

µ∗ = min
{µi

4
,
L

4
,
δ

4
; i ∈ Γ

}
.

Na próxima proposição mostramos uma estimativa uniforme de ‖J ′ε(u)‖ na região

(Qε,2µ\Qε,µ) ∩BL+1 ∩ JDΓ
ε .

Proposição 4.2.7. Para cada µ ∈ (0, µ∗) �xado, existem σµ, εµ > 0 satisfazendo

‖J ′ε(u)‖ ≥ σµ para ε ≥ εµ e para todo u ∈ (Qε,2µ \ Qε,µ) ∩BL+1 ∩ JDΓ
ε .

Demonstração. Assuma por contradição que existe uma sequência (εn) ⊂ (0,+∞) com

εn → 0 e

vn ∈ (Qεn,2µ\Qεn,µ) ∩BL+1 ∩ JDΓ
εn

tal que ‖J ′εn(vn)‖ → 0. Observando que vn ∈ Qεn,2µ e (‖vn‖εn) é uma sequência limitada

em R, segue que (Jεn(vn)) também é limitada. Portanto, existe c ∈ (−∞,DΓ], tal que, a

menos de subsequência,

Jεn(vn)→ c, (4.29)

implicando que (vn) é uma sequência (PS)∗c . Graças à Proposição 4.1.1, existe uma

subsequência de (vn), ainda denotada por (vn), um número natural p, sequências (yn,i) ⊂

RN , pontos xi ∈ Ω, i = 1, ..., p com

εnyn,i → xi em RN (4.30)

e funções u0,i satisfazendo∥∥∥vn(·)−
p∑
i=1

u0,i(· − yn,i)ϕεn(· − yn,i)
∥∥∥
εn
→ 0 quando n→ +∞

de onde segue que λ ≥ p. Por outro lado, como vn ∈ Θ2δ, temos p ≥ λ e, portanto, p = λ.

Daí,

Jεn(vn)→ DΓ,

mostrando que vn ∈ Qεn,µ, para n su�cientemente grande, o que é uma contradição,

mostrando o resultado.

Estamos, �nalmente, em condições de mostrar existência de ponto crítico para o

funcional modi�cado.
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Proposição 4.2.8. Para cada µ ∈ (0, µ∗), existe εµ > 0 tal que Jε tem um ponto crítico

em Qε,µ ∩BL+1 ∩ JDΓ
ε para todo ε ∈ (0, εµ).

Demonstração. Suponha por contradição que exitem µ ∈ (0, µ∗) e uma sequência

(εn) ⊂ (0,+∞) com εn → 0, tal que Jεn não tem pontos críticos em Qεn,µ ∩ BL+1 ∩ JDΓ
εn .

Desde que, pela Proposição 3.1.6, o funcional Jεn veri�ca a condição (PS) e, assim, existe

dεn > 0 satisfazendo

‖J ′εn(u)‖ ≥ dεn para todo u ∈ Qεn,µ ∩BL+1 ∩ JDΓ
εn . (4.31)

Pela Proposição 4.2.7,

‖J ′εn(u)‖ ≥ σµ para todo u ∈ (Qεn,2µ\Qεn,µ) ∩BL+1 ∩ JDΓ
εn , (4.32)

onde σµ não depende de εn, para n su�cientemente grande. Agora, a demonstração

consiste de duas etapas.

Etapa 1: Construção de um �uxo.

Sejam Ψn : Xεn → R e Ln : JDΓ
εn → Xε funções continuas veri�cando,

0 ≤ Ψn ≤ 1, Ψn(u) =

 1, para u ∈ Qεn, 3µ2 ∩BL ∩Θδ

0, para u /∈ Qεn,2µ ∩BL+1.

e

Ln(u) =

 −Ψn(u)‖Yn(u)‖−1Yn(u), para u ∈ Qεn,2µ ∩BL+1

0, para u /∈ Qεn,2µ ∩BL+1.

onde Yn é um campo pseudo-gradiente para Jε em Ln =
{
u ∈ Xε : J ′ε(u) 6= 0

}
. Note

que Ln esta bem de�nida, uma vez que (4.31) e (4.32) implicam que J ′ε(u) 6= 0, para todo

u ∈ Qεn,2µ ∩BL+1 ∩ JDΓ
εn . Observando que

‖Ln(u)‖ ≤ 1 ∀n ∈ N eu ∈ JDΓ
εn ,

o �uxo ηn : [0,+∞)× JDΓ
εn → JDΓ

εn de�nido por

dηn
dt

= Ln(ηn) e ηn(0, u) = u ∈ JDΓ
εn
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satisfaz

d

dt
Jε(ηn(t, u)) ≤ −1

2
Ψn(u)‖J ′ε(ηn(t, u))‖ ≤ 0 (4.33)

∥∥∥dηn
dt

∥∥∥ = ‖Ln(ηn)‖ ≤ 1 (4.34)

e

ηn(t, u) = u para todo t ≥ 0 e u /∈ Qεn,2µ ∩BL+1. (4.35)

A seguir, para cada n ∈ N considere o número

cn0 = sup
{
Jεn(u) ; u ∈ H̃εn

(
[ρ−2, 1]2λ

)
\(Qεn,µ ∩BL)

}
.

A�rmamos que lim sup
n→+∞

cn0 < DΓ. De fato, caso contrário, existiria uma subsequência de

(c
nj
0 ) veri�cando

c
nj
0 → DΓ, H̃εn(

−→
θnj) /∈ Qεnj ,µ ∩BL, H̃εnj

(
−→
θnj)→ DΓ

e

c
nj
0 −

1

nj
≤ H̃εn(

−→
θnj) ≤ DΓ. (4.36)

Por (4.28), teríamos

H̃εnj

(
[ρ−2, 1]2λ

)
⊂ BL+1

2
(0),

donde

H̃εnj
(
−→
θnj) /∈ Qεnj ,µ,

isto é,

|H̃εnj
(
−→
θnj)− Sεnj | > µ > 0.

Por outro lado, combinando o Lema 4.2.5 com (4.36), resultaria em

|H̃εnj
(
−→
θnj)− Sεnj | → 0

o que é uma contradição. Logo,

lim sup
n→+∞

cn0 < DΓ

Além disso, mostra-se que existe K∗ > 0 satisfazendo

|Jεn(u)− Jεn(v)| ≤ K∗‖u− v‖εn ∀u, v ∈ BL+1.
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Etapa 2: Existem (Tn) ⊂ (0,+∞) e ε0 > 0, independente de n, tais que

lim sup
n→+∞

[
max−→

θ ∈[δ−2,1]λ
Jεn
(
ηn(Tn, H̃εn(

−→
θ ))
)]
< DΓ − ε0.

De fato, para simpli�car a notação, denotaremos por u = H̃εn(
−→
θ ). Se u /∈ Qεn,µ∩BL∩Θδ,

usando (4.33) e a de�nição de cn0 , obtemos

Jεn
(
ηn(t, u)

)
≤ Jεn(u) ≤ cn0 para todo t ≥ 0.

Se u ∈ Qεn,µ ∩BL ∩Θδ fazendo

η̃n(t) = ηn(t, u), d̃εn = min{dεn , σµ} e Tn =
µσµ

2d̃εn

temos dois casos para analisar:

Caso 1: η̃n(t) ∈ Qεn, 3µ2 ∩BL ∩Θδ para todo t ∈ [0, Tn].

Neste caso, temos Ψn e ‖J ′εn(η̃n(t))‖ ≥ σµ para todo t ∈ [0, Tn]. Portanto, de (4.33)

Jεn(η̃n(Tn)) = Jεn(u) +

∫ Tn

0

d

dt
Jε(η̃n(s))ds ≤ DΓ −

1

2
d̃εnTn,

por conseguinte,

Jεn(η̃n(Tn)) ≤ DΓ −
µσµ

4
.

Caso 2: η̃n(t0) /∈ Qεn, 3µ2 ∩BL ∩Θδ para algum t0 ∈ [0, Tn].

Relacionado a este caso, temos as seguintes situações:

(i) Existe t2 ∈ [0, Tn] tal que η̃n(t2) /∈ Θδ. Sendo η̃n(0) ∈ Θ, fazendo t1 = 0, vem que

‖η̃n(t2)− η̃n(t1)‖εn ≥ δ > µ.

(ii) Existe t2 ∈ [0, Tn] tal que η̃n(t2) /∈ BL. Uma vez que, η̃n(0) ∈ B L
2
, fazendo t1 = 0,

tem-se

‖η̃n(t2)− η̃n(t1)‖εn ≥
L

2
> µ.
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(iii) Se η̃n(t) ∈ BL ∩Θδ para todo t ∈ [0, Tn], existem t1, t2 ∈ [0, Tn] com t1 ≤ t2 tais que

η̃n(t) ∈
(
Qεn, 3µ2 \Qεn,µ

)
para todo t ∈ [t1, t2] com

|Jεn(η̃n(t1))− Sε| = µ e |Jεn(η̃n(t1))− Sε| =
3µ

2
.

Pela de�nição de K∗, Ψn e Ln, obtém-se

|t2 − t1| ≥ ‖η̃n(t2)− η̃n(t1)‖εn ≥
µ

2K∗

Agora, note que

Jεn(η̃n(Tn)) = Jεn(u) +

∫ t2

t1

d

dt
Jε(η̃n(s))ds ≤ DΓ −

1

2K∗
σµ(t2 − t1)

e, então,

Jεn(η̃n(Tn)) ≤ DΓ −
1

2K∗
µσµ

A�rmação 4.2.9. A função
−→
θ 7→ ηn

(
Tn, H̃εn(

−→
θ )
)
pertence a Uεn.

De fato, como ηn
(
Tn, H̃εn(

−→
θ )
)
é uma função contínua em [ρ−2, 1]λ, é su�ciente provar que

ηn
(
Tn, H̃εn(

−→
θ )
)

= H̃εn(
−→
θ ) para todo

−→
θ ∈ ∂([ρ−2, 1]λ).

Para tanto, vejamos que H̃εn(
−→
θ ) /∈ Qεn,2µ para todo

−→
θ ∈ ∂([ρ−2, 1]λ) e n su�cientemente

grande. Usando (4.24), temos∣∣∣Jεn(H̃εn(
−→
θ )
)
−DΓ

∣∣∣ ≥ 2µ∗ para todo
−→
θ ∈ ∂([ρ−2, 1]λ).

Isto juntamente com o limite

Sε → DΓ quando n→ +∞

implicam∣∣∣Jεn(H̃εn(
−→
θ )
)
− Sε

∣∣∣ ≥ 2µ∗ > 4µ para todo
−→
θ ∈ ∂([ρ−2, 1]λ) e n su�cientemente grande.

Portanto, H̃εn(
−→
θ ) /∈ Qεn,2µ, mostrando a A�rmação 4.2.9.

Combinando a de�nição de Sε com as Etapas 2 e 3, conclui-se que

lim sup
n→+∞

Sε ≤ DΓ − ε0

o que é uma contradição com a Proposição 4.2.5.
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4.3 A existência de solução multi-peak

Nesta seção, mostraremos a existência de λ-peak soluções para (Pε). Para tanto,

mostraremos primeiramente o seguinte resultado

Lema 4.3.1. Existem ε, µ, tais que a solução vε obtida na Proposição 4.2.8 satisfaz

max
z∈∂Ωε

vε(z) < a para todo µ ∈ (0, µ) e ε ∈ (0, ε).

Demonstração. Suponha, por contradição, que existem sequências εn, µn → 0 veri�-

cando

vn := vεn ∈ Qεn,µn e max
z∈∂Ωεn

vn(z) ≥ a para todo n ∈ N.

Desde que vn ∈ Qεn,µn ,

J ′εn(vn) = 0, |Jεn(vn)− Sεn| → 0 e dist(vn,Θ) ≤ 2δ. (4.37)

Aplicando a Proposição 4.1.1, existe um número natural p, sequências (yn,i) ⊂ RN , pontos

xi ∈ Ω, i = 1, ..., λ e funções u0,i veri�cando∥∥∥vn(·)−
p∑
i=1

u0,i(· − yn,i)ϕεn(· − yn,i)
∥∥∥
εn
→ 0 quando n→ +∞ (4.38)

e

εnyn,i → xi para i = 1, ..., p. (4.39)

Observando que dist(vn,Θ) ≤ 2δ, o limite em (4.38) implica que p ≥ λ e xi ∈ Ωi para

i = 1, ..., λ. Agora, o limite Sεn → DΓ combinado com (4.39) e |Jεn(vn)−Sεn| → 0 resulta

que

p = λ e xi ∈ Υi para todo i = 1, ..., λ.

Considere (zn) ⊂ ∂Ωεn satisfazendo

vn(zn) = max
z∈∂Ωε

vεn(z)

e de�na wn(x) = vn(x+ zn). Note que

∥∥∥wn(·)−
p∑
i=1

u0,i(·+ zn − yn,i)ϕεn(·+ zn − yn,i)
∥∥∥
W 1,Φ(RN )

→ 0 quando n→ +∞
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Por outro lado, dado % > 0,∥∥∥ p∑
i=1

u0,i(·+ zn − yn,i)ϕεn(·+ zn − yn,i)
∥∥∥
W 1,Φ(B%(0))

→ 0 quando n→ +∞.

Portanto,

‖wn‖W 1,Φ(B%(0)) → 0 quando n→ +∞. (4.40)

Sendo vn solução de (Aε) segue que wn é solução do problema

−∆Φwn + V (εnx+ εnzn)φ(|wn|)wn = g(εnx+ εnzn, wn) em RN ,

Ora, argumentando como no Lema 3.2.2, existe w ∈ C1,α
loc (RN) tal que, a menos de sub-

sequência,

wn → w em C1,α
loc (RN).

A convergência acima com a desigualdade

max
z∈∂Ωεn

vn(z) ≥ a,

implicam que wn(0) ≥ a para todo n ∈ N, e então, w(0) ≥ a. Portanto, existe % ∈ (0, 1)

tal que

w(x) ≥ a

2
para todo x ∈ B%(0).

Assim, w 6= 0 o que é uma contradição com (4.40), mostrando o lema.

4.3.1 Demonstração do Teorema C

Aplicando o Lema 4.3.1 existem ε, µ > 0, tais que a solução vε ∈ Qε,µ obtida na

Proposição 4.2.8 satisfaz

max
z∈∂Ωε

vε(z) < a para todo µ ∈ (0, µ) e ε ∈ (0, ε).

Repetindo o argumento usando na demonstração do Teorema B mostra-se que

vε(x) ≤ a para todo x ∈ RN \ Ωε.

Logo, vε é solução de (P̃ε) para todo ε ∈ (0, ε).
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Para �nalizar a demonstração, mostraremos que a família de soluções (vε) tem a

propriedade mencionada na a�rmação do Teorema C. Tendo isto em mente, considere

εn → 0, vn = vεn e observe que (vn) é uma sequência (PS)∗DΓ
veri�cando

dist(vn,Θ) ≤ 2δ para todo n ∈ N. (4.41)

Pela Proposição 4.1.1, existe uma subsequência de (vn), ainda denotada por (vn), um

número natural p, uma sequência (yn,i) ⊂ RN com i = 1, ..., p tais que

εnyn,i → xi ∈ Ω e |yn,j − yn,i| → +∞ quando n→ +∞ (4.42)

com i ∈
{

1, ..., p
}
e

∥∥∥vn(·)−
p∑
i=1

u0,i(· − yn,i)ϕεn(· − yn,i)
∥∥∥
εn
→ 0 quando n→ +∞ (4.43)

onde ϕε(x) = ϕ
(
x/(− ln ε)

)
para 0 < ε < 1, e ϕ é uma função corte satisfazendo ϕ(z) = 1

para |z| ≤ 1, ϕ(z) = 0 para |z| ≥ 2 e |∇ϕ| ≤ 2. A função u0,j 6= 0 é solução não-negativa

do problema

−∆Φu+ Viφ(|u|)u = g0,i(x, u) em RN ,

em que Vi = V (xi) ≥ V0 > 0 e g0,i(x, u) = lim
n→∞

g(εnx+ εnyn,i, u). Além disso,

λ∑
i=1

µi =

p∑
i=1

J0,i(u0,i) (4.44)

onde J0,i : W 1,Φ(RN)→ R denota o funcional dado por

J0,i(u) =

∫
RN

Φ(|∇u|)dx+ Vi

∫
RN

Φ(|u|)dx−
∫
RN
G0,i(x, u)dx

com G0,i(x, t) =
∫ t

0
g0,i(x, s)ds. Usando os mesmos argumentos da demonstração do Lema

4.3.1, por (4.41)-(4.44), conclui-se que p = λ, xi ∈ Ωi e

λ∑
j=1

µj =
λ∑
j=1

J0,j(u0,j).

A última igualdade implica que xi ∈ Υi para todo i = 1, ..., λ. De fato, caso contrário,

existiria algum i0 ∈ {1, ..., λ} tal que xi0 ∈ ∂Ωi0 . Isso com a hipótese (Ṽ1) nos permite
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concluir que V (xi0) > αi e, então, J0,i0(u0,i0) > µi0 . Por outro lado, sendo J0,i(u0,i0) ≥ µi,

para todo i = 1, ..., λ, teríamos

λ∑
i=1

µi <

λ∑
i=1

J0,i(u0,i),

que é uma contradição. Portanto, xi ∈ Υi e, consequentemente, V (xi) = αi para todo

i = 1, ..., λ. Daí, segue que u0,i é uma solução não-trivial do problema

−∆Φu+ αiφ(|u|)u = f(u) em RN .

Desse ponto em diante, nosso objetivo será mostrar que dado η > 0, existe ρ > 0

tal que

‖vn‖∞,RN\∪pj=1Bρ(yn,i) ≤ η (4.45)

e existe δ > 0 tal que

‖vn‖∞,Bρ(yn,j) ≥ δ, para todo j ∈ Γ. (4.46)

Para este �m, mostraremos a seguinte estimativa:

A�rmação 4.3.2. Dado η > 0, existe ρ > 0 tal que

‖vn‖W 1,Φ(RN\∪pj=1Bρ(yn,i)) ≤ η. (4.47)

De fato, para cada j ∈ Γ, existe ρj > 0 tal que

‖u0,j‖W 1,Φ(RN\Bρj (0)) < η.

Considerando ρ = max{ρ1, ..., ρp}, tem-se∫
RN\Bρ(0)

Φ(|∇u0,j|)dx,
∫
RN\Bρ(0)

Φ(|u0,j|)dx < η para todo j ∈ Γ.

Note que∫
RN\Bρ(yn,j)

Φ
(
|∇(u0,j(· − yn,i)ϕεn(· − yn,j))|

)
dx =

∫
RN\Bρ(0)

Φ
(
|∇u0,j|

)
dx+ on(1).

Portanto, dado η > 0, podemos encontrar ρ su�cientemente grande veri�cando∫
RN\Bρ(yn,j)

Φ
(
|∇(u0,j(· − yn,i)ϕεn(· − yn,j))|

)
dx <

η

2
.
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De maneira similar, ∫
RN\Bρ(yn,j)

Φ(|u0,j(· − yn,i)ϕεn(· − yn,j)|)dx <
η

2
,

isso acarreta em

‖u0,j(· − yn,j)ϕεn(· − yn,j)‖W 1,Φ(RN\Bρ(yn,j)) ≤ η. (4.48)

Assim, a A�rmação 4.3.2 segue combinando (4.43) e (4.48).

Com a a�rmação precedente podemos provar a seguinte estimativa:

A�rmação 4.3.3. Dado η > 0, existem ρ > 0 e n0 ∈ N tais que

|vn(z)| ≤ η para todo z ∈ RN\ ∪pj=1 Bρ+1(yn,i), ∀n ≥ n0.

De fato, �xemos R1 ∈ (0, 1) e x0 ∈ RN\ ∪pj=1 Bρ+1(yn,i) veri�cando

BR1
2

(x0) ⊂ RN\ ∪pj=1 Bρ(yn,i).

Para cada h, η > 0, de�na as sequências

σh =
R1

2
+

R1

2h+1
, σh =

σh + σh+1

2
e Kh =

η

2

(
1− 1

2h+1

)
∀h = 0, 1, 2, ....

Note que,

σh
yR1

2
, Kh

xη
2

e σh+1 < σh < σh < 1.

No que segue, de�na

An,Kh,σh =
{
x ∈ Bσh(x0) : vn(x) > Kh

}
.

Para cada h = 0, 1, ..., �xemos

Jh,n =

∫
An,Kh,σh

(
(vn −Kh)

+
)γ∗
dx e ξh(x) = ξ

(
2h+1

R1

(
|x− x0| −

R1

2

))
,

em que ξ ∈ C1(R) satisfaz

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ(t) = 1, para t ≤ 1

2
ξ(t) = 0 para t ≥ 3

4
e |ξ′| < c.

Repetindo os mesmos argumentos explorados na demonstração da Proposição 2.3.8 veri�ca-

se que

Jh+1,n ≤ CAhJ1+τ
h,n ,
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onde C = C(N, γ, γ∗, R1, η), τ = γ∗

γ
− 1 e A = 2β para algum β su�cientemente grande.

A�rmamos que existe n0 ∈ N tal que

J0,n ≤ C
1
τA−

1
τ2 ,∀n ≥ n0. (4.49)

Com efeito, note que

J0,n =

∫
An,K0,σ0

(
(vn −

η

2
)+
)γ∗
dx ≤

∫
An, η2 ,R1

vγ
∗

n dx

≤
(η

2

)l∗ ∫
RN\∪pj=1Bρ(yn,i)

(2vn
η

)l∗
dx

≤ c1

∫
RN\∪pj=1Bρ(yn,i)

Φ∗(|vn|)dx,

onde c1 depende de η. Por outro lado, aplicando o Corolário B.3, existe c2 > 0 que

também independente de ρ tal que∫
RN\∪pj=1Bρ(yn,i)

Φ∗(|vn|)dx ≤ c2‖vn‖W 1,Φ(RN\∪pj=1Bρ(yn,i)).

Logo,

J0,n ≤ c3‖vn‖W 1,Φ(RN\∪pj=1Bρ(yn,i)),

em que c3 > 0 depende de η. Agora, usando a A�rmação 4.3.2, aumentando ρ se neces-

sário, podemos assumir que

c3‖vn‖W 1,Φ(RN\∪pj=1Bρ(yn,i)) ≤ C
1
τA−

1
τ2 ,

mostrando (4.49). Aplicando o Lema 2.1.11, concluímos

lim
h→+∞

Jh,n = 0.

Por outro lado,

lim
h→+∞

Jh,n = lim
h→+∞

∫
An,Kh,σh

(
(vn −Kh)

+
)γ∗
dx =

∫
A
n,
η
2 ,
R1
2

(
(vn −

η

2
)+
)γ∗
dx,

de onde segue

vn(z) ≤ η

2
, z ∈ BR1

2
(x0),



180
CAPÍTULO 4. SOLUÇÕES DO TIPO MULTI-PEAK PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS QUASILINEARES EM

RN ENVOLVENDO ESPAÇOS DE ORLICZ-SOBOLEV

e portanto,

|vn(z)| ≤ η

2
, z ∈ RN\ ∪pj=1 Bρ+1(yn,i),

�nalizando a prova da a�rmação.

No que segue, considere a função wn,i(x) = vn(x+yn,i). Note que wn,i é uma solução

não-negativa e não trivial do problema

−∆Φwn,i + V (εnx+ εnyn,i)φ(|wn,i|)wn,i = g(εnx+ εnyn,i, wn,i) em RN (Aεn)

A�rmação 4.3.4. Existe δ > 0 tal que ‖wn,i‖∞ ≥ δ para n su�cientemente grande.

De fato, se ‖wn,i‖∞ → 0, combinando (f1) com a de�nição de g, segue

g(εnx+ εnyn,i, wn,i)

φ(|wn,i|)wn,i
≤ V0

2
∀ n ≥ n0.

para algum n0 ∈ N. A desigualdade acima com J ′εn(wn,i)wn,i = 0 implicam∫
RN
φ(|∇wn,i|)|∇wn,i|2dx+

∫
RN
V (εnx+ εnyn,i)φ(|wn,i|)|wn,i|2dx = 0 ∀ n ≥ n0, .

Assim, ‖wn,i‖εn = 0 para todo n ≥ n0 o que é uma contradição com o Lema 4.2.1.

Na sequência, considerando η < δ e usando as A�rmações 4.3.3 e 4.3.4

‖wn,i‖∞,B(ρ+1)(0) ≥ δ,

isto é,

‖vn‖∞,Bρ+1(yn,i) ≥ δ, para todo i ∈ Γ.

Finalmente, fazendo un(x) = vn

( x
εn

)
e Pn,i = εnyn,i, concluímos que un é uma solução de

(Pε) veri�cando

‖un‖∞,Bεn(ρ+1)(Pn,i) ≥ δ, para todo i ∈ Γ.

e

‖un‖∞,RN\∪i∈ΓBεn(ρ+1)(Pn,i) ≤ ‖vn‖∞,RN\∪pj=1Bρ+1(yn,i) ≤ η para todo n ≥ n0,

provando o teorema.
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Apêndice A

Construção de uma função auxiliar

Neste apêndice, mostramos como construímos a função ζ usada no Capítulo 3. Pri-

meiramente, recorde que

f ′(a) > (m− 1)
f(a)

a
,

o que implica

f ′(a) >
V0

k
(m− 1)φ(a).

Por continuidade, no que segue, �xamos δ su�cientemente pequeno, tal que o número

λ = a− δ veri�que

f ′(λ) >
V0

k
(m− 1)φ(λ). (A.1)

Considerando h(s) =
f(s)

φ(s)
, temos

h′(λ) >
V0

k
e h(λ) <

V0

k
λ.

De fato, recorde que
f(a)

φ(a)a
=
V0

k
.

Desde que as funções
tm−2

φ(t)
e
f(t)

tm−1
são crescentes para t > 0, segue que

f(t)

φ(t)t
=
f(t)

tm−1

tm−2

φ(t)



184 APÊNDICE A. CONSTRUÇÃO DE UMA FUNÇÃO AUXILIAR

também é crescente para t > 0. Logo, para λ < a,

h(λ) =
f(λ)

φ(λ)
<

f(a)

φ(a)a
λ,

o que implica
V0

k
λ− h(λ) >

f(a)

φ(a)a
λ− f(a)

φ(a)a
λ = 0.

Por outro lado, recordando que

φ′(λ)λ < (m− 2)φ(λ)

e usando novamente que
f(t)

φ(t)t
é crescente com (A.1), vem

h′(λ) =
f ′(λ)

φ(λ)
− f(λ)φ′(λ)(

φ(λ)
)2

>
V0

k
(m− 1)− (m− 2)

f(λ)

φ(λ)λ

>
V0

k
(m− 1)− (m− 2)

f(a)

φ(a)a
=
V0

k
.

Agora, de�na a função

ĥ(s) =

 h(s), se s ≤ a,
V0

k
s, se s > a,

e note que ĥ(s) =
f̂(s)

φ(s)
onde

f̂(s) =

 f(s), se s ≤ a,
V0

k
φ(s)s, se s > a.

Além disso,

• h(a)

a
=

f(a)

φ(a)a
=
V0

k
,

• h(s)

s
=

f(s)

φ(s)s
=
sm−2

φ(s)

f(s)

sm−1

x para s > 0,

• h′(λ) >
V0

k
,
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• B :=
V0

k
λ− h(λ) > 0.

O próximo lema é fundamental para obter a função ζ.

Lema A.1. Existem t0, t1 ∈ (0,+∞) tais que t0 < a < t1 e ζ̃ ∈ C1([t0, t1]), satisfazendo

(ζ̃1) ζ̃(s) ≤ ĥ(s), para todo s ∈ [t0, t1],

(ζ̃2) ζ̃(t0) = ĥ(t0) e ζ̃(t1) = ĥ(t1),

(ζ̃3) (ζ̃)′(t0) = (ĥ)′(t0) e (ζ̃)
′
(t1) = (ĥ)

′
(t1),

(ζ̃4) A função s→ ζ̃(s)

s
é não-descrente para todo s ∈ [t0, t1].

Demonstração. No que segue, para cada δ > 0 su�cientemente pequeno, �xamos os

números

λ = a− δ, B = h′(λ) >
V0

k
e D =

V0

k
λ− h(λ),

onde
V0

k
=
h(a)

a
. Considerando a função

y(t) = At2 +Bt,

temos que

y(0) = 0 e y′(0) = B.

A seguir, nosso objetivo é provar que existem A < 0 e T > δ tais que

y(T ) =
V0

k
T +D e y′(T ) =

V0

k
.

As igualdades acima são equivalentes a resolver o seguinte sistema
AT 2 +BT = V0

k
T +D

2AT +B = V0

k

cuja solução é

T =
2D

B − V0

k

=
2(V0

k
λ− h(λ))

B − V0

k

> δ, se δ ≈ 0+
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e

A = −1

4

(B − V0

k
)2

D
.

Agora, seja ζ̃ : R→ R dada por

ζ̃(t) = y(t− λ) + h(λ).

Note que

ζ̃(λ) = h(λ), (ζ̃)′(λ) = h′(λ), ζ̃(T + λ) =
V0

k
(T + λ) e (ζ̃)′(T + λ) =

V0

k
. (A.2)

Um cálculo direto nos permite concluir

(ζ̃)′(t)t− ζ̃(t) = At2 − Aλ2 +Bλ− h(λ).

Logo,

(ζ̃)′(t)t− ζ̃(t) > 0⇔ At2 − Aλ2 +Bλ− h(λ) > 0.

Entretanto,

At2 − Aλ2 +Bλ− h(λ) > 0⇔ −t∗ < t < t∗,

onde

t∗ =

√
λ2 − (Bλ− f(λ))

A
= T + λ.

Portanto,

(ζ̃)′(t)t− ζ̃(t) ≥ 0 ∀t ∈ [λ, T + λ], (A.3)

de onde segue que
ζ̃(t)

t
é não-decrescente em [a− δ, a+ τ ], onde τ = T − δ > 0.

Usando (A.3)

ζ̃(t) ≤ (ζ̃)′(t)t =
(
2A(t− λ) +B

)
t ∀ t ∈ [λ, T + λ]

o que implica

ζ̃(t) ≤ (2AT +B)t =
V0

k
t ≤ h(t) ∀ t ∈ [a, T + λ]. (A.4)

Além disso, mostra-se que

Aδ2 +Bδ + h(λ) < h(a), δ ≈ 0+.
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Assim, diminuindo δ se necessário, por continuidade, conclui-se que

ζ̃(t) = A(t− λ)2 +B(t− λ) + h(λ) < h(t) ∀ t ∈ [λ, a]. (A.5)

Considerando t0 = a− δ e t1 = a+ τ , por (A.2), (A.4) e (A.5),

ζ̃(s) ≤ ĥ(s) para todo s ∈ [t0, t1],

ζ̃(t0) = ĥ(t0), (ζ̃)′(t0) = ĥ′(t0), ζ̃(t1) = ĥ(t1) e (ζ̃)′(t1) = ĥ′(t1).

Usando o Lema A.1, segue que a função ζ(t) = φ(t)ζ̃(t) veri�ca as seguintes condi-

ções:

• ζ(s) ≤ f̂(s), para todo s ∈ [t0, t1],

• ζ(t0) = φ(t0)ĥ(t0) = f̂(t0) e ζ(t1) = φ(t1)ĥ(t1) = f̂(t1),

•

ζ ′(t0) = φ
′
(t0)ζ̃(t0) + φ(t0)(ζ̃)′(t0)

= φ′(t0)ĥ(t0) + φ(t0)(ĥ)′(t0)

= φ′(t0)h(t0) + φ(t0)h′(t0)

=
(
φ(t)h(t)

)′
(t0) = f ′(t0),

• ζ ′(t1) = (f̂)′(t1),

• ζ(s)

φ(s)s
=
φ(s)ζ̃(s)

φ(s)s
=
ζ̃(s)

s
,

mostrando que a função ζ veri�ca as condições (ζ1), (ζ1), (ζ3) e (ζ4) mencionadas no

Capítulo 3.





Apêndice B

Um resultado de imersão

Neste apêndice, estabelecemos dois resultados de imersão que foram usados na tese.

O primeiro resultado esta associado a uma importante propriedade envolvendo os espaços

de Orlicz-Sobolev que sabemos ser válida para os espaços de Sobolev. Aqui, seguimos

as ideias encontradas em Donaldson e Trundinger [32, Teorema 3.2] e Adams [1, Teo-

rema 8.35]. Todavia, enfatizamos que a nossa demonstração pode ser aplicada também a

domínios ilimitados de RN .

Proposição B.2. Existe uma constante M∗ > 0, independente de ε tal que

‖u‖Φ∗,Ωε,i ≤M∗‖u‖X̃ε,i para todo u ∈ X̃ε,i.

Demonstração. No que segue, de�na a função υ(t) =
(
Φ∗(t)

)1− 1
N . Primeiramente,

observe que ∣∣∣ d
dt
υ(t)

∣∣∣ ≤ N − 1

N
Φ̃−1

(
υ(t)

N
N−1

)
para todo t > 0. (B.1)

De fato, por de�nição
d

ds
Φ−1
∗ (s) =

Φ−1(s)

s1+ 1
N

.

Por outro lado,
d

ds
Φ−1
∗ (s) =

1
d
ds

Φ∗(s)
.
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Logo, fazendo s = Φ−1
∗ (t), obtém-se

Φ−1
(
Φ∗(t)

) d
dt

Φ∗(t) =
(
Φ∗(t)

)1+ 1
N para todo t ≥ 0. (B.2)

Aplicando o Lema 1.1.9,

Φ∗(t) ≤ Φ−1
(
Φ∗(t)

)
Φ̃−1

(
Φ∗(t)

)
. (B.3)

Combinando (B.2) e (B.3), obtemos∣∣∣ d
dt

Φ∗(t)
∣∣∣ ≤ Φ̃−1

(
Φ∗(t)

)(
Φ∗(t)

) 1
N

de onde segue ∣∣∣ d
dt
υ(t)

∣∣∣ ≤ N − 1

N
Φ̃−1

(
Φ∗(t)

)
para todo t > 0.

Note que para cada u ∈ X̃ε,i ∩ L∞(Ωε,i) e k > 0, a função ν := υ ◦
(
|u|
k

)
∈ W 1,1(Ωε,j) e

∂ν(x)

∂xj
= υ

′
( |u(x)|

k

)sgnu(x)

k

∂u(x)

∂xj
.

Por [1, Teorema 4.12], desde que Ω
ε,j

veri�ca a condição do cone uniforme para todo ε > 0,

sabemos que existe uma constante associada com a imersão W 1,1(Ωε,j) ↪→ L
N
N−1 (Ωε,j) que

não depende de ε, isto é, existe uma constante positiva C, independente de u e ε, tal que

‖ν‖
L

N
N−1 (Ωε,j)

≤ C
( N∑
j=1

∥∥∥ ∂ν
∂xj

∥∥∥
L1(Ωε,j)

+ ‖ν‖L1(Ωε,j)

)
,

ou equivalentemente,[∫
Ωε,i

Φ∗

( |u|
k

)
dx

]1− 1
N

≤ C

k

N∑
j=1

∫
Ωε,i

∣∣∣υ′( |u|
k

) ∂u
∂xj

∣∣∣dx+ C

∫
Ωε,i

|υ
( |u|
k

)
|dx.

Considerando k = ‖u‖Φ∗,Ωε,i , pela Desigualdade de Hölder e (B.1), temos

1 ≤ 2C

k

N − 1

N

N∑
j=1

‖Φ̃−1
(
Φ∗

( |u|
k

))
‖Φ̃,Ωε,i

∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥
Φ,Ωε,i

+ C

∫
Ωε,i

|υ
( |u|
k

)
|dx. (B.4)

Agora, observe que∥∥∥Φ̃−1
(

Φ∗

( |u|
k

))∥∥∥
Φ̃,Ωε,i

= inf
{
λ > 0 :

∫
Ωε,i

Φ̃
(1

λ
Φ̃−1

(
Φ∗

( |u|
k

)))
dx ≤ 1

}
.
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Além disso, ∫
Ωε,i

Φ̃
(

Φ̃−1
(

Φ∗

( |u|
k

)))
dx = 1,

donde

inf
{
λ > 0 :

∫
Ωε,i

Φ̃
(1

λ
Φ̃−1

(
Φ∗

( |u|
k

)))
dx ≤ 1

}
≤ 1.

Logo, ∥∥∥Φ̃−1
(

Φ∗

( |u|
k

))∥∥∥
Φ̃,Ωε,i

≤ 1,

e, portanto,

‖Φ̃−1
(
Φ∗

( |u|
k

))
‖Φ̃,Ωε,i

∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥
Φ,Ωε,i

≤ ‖∇u‖Φ,Ωε,i (B.5)

Por outro lado, usando o Teorema do Valor Médio, veri�ca-se∫
Ωε,i

|υ
( |u|
k

)
|dx ≤ 2

k

N − 1

N

∥∥Φ̃−1
(
Φ∗(
|u|
k

)
)∥∥

Φ̃,Ωε,i
‖u‖Φ,Ω̃ε,i

. (B.6)

De (B.4)-(B.6), conclui-se que

1 ≤ 2C

k

N − 1

N
‖∇u‖Φ,Ω̃ε,i

+
2

k

N − 1

N
‖u‖Φ,Ω̃ε,i

.

Portanto, existe M∗ > 0, independente de ε, satisfazendo

‖u‖Φ∗,Ωε,i ≤M∗‖u‖X̃ε,i para todo u ∈ X̃ε,i ∩ L∞(Ωε,i).

Agora, o resultado segue usando densidade.

Decorre da demonstração do resultado acima o seguinte corolário:

Corolário B.3. Seja (yn,i) obtida na Proposição 4.1.1. Então, existe C > 0 independente

de ρ e n ∈ N, tal que∫
RN\∪pj=1Bρ(yn,i)

Φ∗(|v|)dx ≤ C‖v‖W 1,Φ(RN\∪pj=1Bρ(yn,i)),

para todo v ∈ W 1,Φ(RN\ ∪pj=1 Bρ(yn,i)).

Demonstração. O corolário segue repetindo as mesmos argumentos usados na demons-

tração da Proposição B.2. O principal ponto que gostaríamos de enfatizar é o fato de que

a constante associada com a imersão

W 1,1(RN\ ∪pj=1 Bρ(yn,i)) ↪→ L
N
N−1 (RN\ ∪pj=1 Bρ(yn,i))

independe de ρ e n ∈ N, pois os conjuntos Θρ,n,i = RN \∪pj=1Bρ(yn,i) veri�cam a condição

do cone uniforme para todo ρ > 0 e n ∈ N.





Apêndice C

Um resultado do tipo Lions para

espaços de Orlicz-Sobolev

Neste apêndice, estabelecemos um resultado bem conhecido para os espaços de So-

bolev. Entretanto, convém mencionar que não encontramos na literatura uma versão para

os espaços de Orlicz-Sobolev . Aqui, adaptamos os argumentos encontrados em [8].

Proposição C.1. Sejam %, C0 > 0 e εn ∈ (0,+∞) com εn → 0. Seja (vn,i) ⊂ X̃εn , i uma

sequência satisfazendo

‖vn,i‖X̃εn,i ≤ C0 e lim
n→+∞

sup
y∈RN

∫
B%(y)∩Ωεn,i

Φ(|vn,i|)dx = 0.

Então, para qualquer N-função B veri�cando a condição ∆2 com

lim
t→0

B(t)

Φ(t)
= 0 e lim

|t|→+∞

B(t)

Φ∗(t)
= 0.

temos

lim
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|vn,i|)dx = 0.

Demonstração. Primeiramente, note que dado η > 0 existe κ > 0 tal que

B(|vn,i|) ≤ ηΦ∗(|vn,i|) para |vn,i| ≥ κ.
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Combinando a Proposição (B.2) com a limitação de (‖vn,i‖X̃εn,i) em R, temos∫
Ωεn,i

B(|vn,i|)dx ≤ ηC +

∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx

o que implica

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|vn,i|)dx ≤ ηC + lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx. (C.1)

Assim, a proposição segue mostrando que

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx = 0. (C.2)

De fato, supondo (C.1) e (C.2),

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|vn,i|)dx ≤ ηC

e pela arbitrariedade de η segue que

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|vn,i|)dx = 0.

Agora, mostraremos que o limite em (C.2) ocorre. Com esta �nalidade, para cada

ζ > 0 su�cientemente pequeno considere a função χζ ∈ C1
0(R) dada por

χζ(s) =



1, se |s| ≤ κ− ζ,

a1(s), se − (κ+ ζ) ≤ s ≤ −(κ− ζ),

a2(s), se κ− ζ ≤ s ≤ κ+ ζ,

0, se |s| ≥ κ+ ζ,

onde a1, a2 ∈ C1
(
R; [0, 1]

)
com a1 não-decrescente e a2 não-crescente. A seguir, de�na a

seguinte função auxiliar

un,i(x) = χζ(|vn,i(x)|)vn,i(x).

Note que ∫
Ωεn,i

B(|un,i|)dx ≥
∫

Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ−ζ]
B(|vn,i|)dx. (C.3)

Logo, (C.2) segue mostrando o limite abaixo

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|un,i|)dx = 0. (C.4)
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De fato, por (C.3) e C.4,

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ−ζ]

B(|vn,i|)dx = 0.

Desde que ∫
Ωεn,i∩[κ−ζ≤|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx = on(1)

e ∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx =

∫
Ωεn,i∩[κ−ζ≤|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx+

∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ−ζ]

B(|vn,i|)dx,

resulta que

lim sup
n→+∞

∫
Ωεn,i∩[|vn,i|≤κ]

B(|vn,i|)dx = 0,

Para concluir, provaremos (C.4). No que segue, de�na

wn,i =
un,i
κ+ ζ

e observe que a condição ∆2 implica na existência de uma constante Cκ+ζ > 0 tal que∫
Ωεn,i

B(|un,i|)dx ≤ Cκ+ζ

∫
Ωεn,i

B(|wn,i|)dx.

Portanto, C.4 segue provando o seguinte limite

lim sup
n→+∞

∫
Ωε,i

B(|wn,i|)dx = 0. (C.5)

Usando novamente a condição ∆2 existe uma constante Cκ > 0 veri�cando

Φ(|wn,i|) ≤ CκΦ(|un,i|) para todo n ∈ N.

Uma vez que |wn,i| ≤ κ+ ζ, para todo n ∈ N, pelo Lema 1.1.32∫
B%(y)∩Ωεn,i

Φ(|un,i|)dx ≥
Φ(κ+ ζ)

Cκ

∫
B%(y)∩Ωεn,i

ξ0(|wn,i|)dx ≥ C̃κ+ζ

∫
B%(y)∩Ωεn,i

|wn,i|mdx

onde ξ0(s) = min{sl, sm}, de onde segue

lim
n→+∞

sup
y∈RN

∫
B%(y)∩Ωεn,i

|wn,i|mdx = 0. (C.6)
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A�rmamos que para todo α > 1 e n ∈ N, Φ(|wn,i|α) ∈ W 1,1(Ωεn,i). Com efeito,

sendo |wn,i| ≤ 1 e wn,i ∈ X̃εn,i,∫
Ωεn,i

Φ(|wn,i|α)dx ≤
∫

Ωεn,i

Φ(|wn,i|)dx ≤
1

V0

∫
Ωεn,i

Φ(|wn,i|)V (εnx)dx < +∞.

Além disso,

|∇Φ(|wn,i|α)| ≤ αφ(|wn,i|α)|wn,i|α|∇Φ(|wn,i|)|.

Aplicando a Desigualdade de Young,∫
Ωεn,i

|∇Φ(|wn,i|α)|dx ≤ α

∫
Ωεn,i

φ(|wn,i|α)|wn,i|α|∇wn,i|dx

≤ α

∫
Ωεn,i

Φ̃
(
φ(|wn,i|α)|wn,i|α

)
dx+ α

∫
Ωεn,i

Φ(|∇wn,i|)dx

≤ α

∫
Ωεn,i

Φ
(
2|wn,i|

)
dx+ α

∫
Ωεn,i

Φ(|∇wn,i|)dx

≤ c1

[∫
Ωεn,i

(
Φ(|∇wn,i|) + Φ

(
|wn,i|

))
dx

]
< +∞,

de onde segue que Φ(|wn,i|α) ∈ W 1,1(Ωεn,i). Usando a imersão contínua de Sobolev

W 1,1
(
B%(y) ∩ Ωεn,i

)
↪→ L

N
N−1

(
B%(y) ∩ Ωεn,i

)
existe uma constante c1 > 0, independente de εn e %, satisfazendo[∫

B%(y)∩Ωεn,i

(
Φ(|wn,i|α)

N
N−1

)
dx

]N−1
N

≤ c1

[∫
B%(y)∩Ωεn,i

(
Φ(|∇wn,i|) + Φ

(
|wn,i|

))
dx

]
.

Considerando Hn,i = Φ(|∇wn,i|) + Φ
(
|wn,i|

)
observamos que[∫

B%(y)∩Ωεn,i

|wn,i|
mαN
N−1 dx

]N−1
N

≤ c1

∫
B%(y)∩Ωεn,i

Hn,idx. (C.7)

Agora, �xemos α su�cientemente grande e consideremos p = m
N

+mα. Por (C.6) e (C.7),

∫
B%(y)∩Ωεn,i

|wn,i|pdx ≤

[∫
B%(y)∩Ωεn,i

|wn,i|mdx

] 1
N
[∫

B%(y)∩Ωεn,i

|wn,i|
mαN
N−1 dx

]N−1
N

≤ c1η

∫
B%(y)∩Ωεn,i

Hn,idx.
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A seguir, seja (yj,i) ⊂ Ωεn,i, j ∈ N tal que

Ωεn,i ⊂
⋃
j∈N

B%(yj,i),

onde cada ponto de Ωεn,i pertence a no máximo β bolas. Portanto,∫
Ωεn,i

|wn,i|pdx ≤ βc1η

∫
Ωεn,i

Hn,idx.

Recorde que ‖vn,i‖X̃εn,i ≤ C0, então Hn,i é uniformemente limitada em L1(Ωεn,i), conse-

quentemente

wn,i → 0 em Lp(Ωεn,i)

para p su�cientemente grande. Por outro lado,

‖wn,i‖Lm(Ωεn,i)
≤ c2

∫
Ωεn,i

Φ(|∇wn,i|)dx < +∞.

Por interpolação, concluímos que

wn,i → 0 em Lq(Ωεn,i) para todo q > m,

em particular,

wn,i → 0 em Ll
∗
(Ωεn,i) e wn,i → 0 em Lm

∗
(Ωεn,i),

consequentemente, ∫
Ωεn,i

Φ∗(|wn,i|)dx→ 0,

pois Φ∗(t) ≤ c3(|t|l∗ + |t|m∗) para todo t ≥ 0.

Finalmente, existe Cη > 0 tal que

B(|t|) ≤ ηΦ(|t|) + CηΦ∗(|t|) para todo t ≥ 0,

logo

lim
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|wn,i|)dx ≤ ηc4.

Fazendo η → 0, obtemos

lim
n→+∞

∫
Ωεn,i

B(|wn,i|)dx = 0,

mostrando (C.5), �nalizando a demonstração.
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