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Resumo

Neste trabalho estudamos uma classe de equagoes semilineares do tipo logistica.
Mais precisamente, consideramos os casos homogéneo e nao homogéneo. No caso
homogéneo, discutimos questoes relacionadas a existéncia, nao existéncia e unicidade
de solugao positiva e por fim, mostramos que o decaimento da solugao no infinito é do
tipo polinomial. A existéncia de solugao é obtida via método de sub e supersolucao
enquanto que o comportamento é obtido por argumentos de comparacao. No caso
nao homogéneo, estudamos questoes relacionadas a existéncia de solucao positiva
bem como o seu comportamento no infinito. A existéncia de solugao é obtida usando
argumentos de minimizagao, mais precisamente, o método direto do calculo das
variacoes.



Abstract

In this work we study a class of semilinear equations of the logistic type.
More precisely, we consider the homogeneous and inhomogeneous cases. In the
homogeneous case, we discuss the existence, nonexistence and uniqueness of positive
solution as well the decay at infinity. The existence is obtained by using the method
of sub-super solutions. In the inhomogeneous case, we discuss the existence of
positive solution and show that the decay at infinity is not exponential. The
existence is obtained by using minimizes arguments, more precisely, the Direct
Method of Calculus of Variations.

vi
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Introducao

Neste trabalho estudamos a seguinte classe de problemas elipticos semilineares
—Au = f<)‘7 M U, l’) em RN? (1)

onde N > 3, A\ e p sdo parametros reais e a nao linearidade f(\, u,s,z) sera
considerada em dois casos particulares, a saber: o caso homogéneo e o caso nao
homogéneo.

Inicialmente estudamos o caso homogéneo, o qual é baseado no artigo de
Rédulescu-Repovs [15]. Mais precisamente tratamos o seguinte problema

— Au= AV (z)u—g(u)) em RY, (Py)

onde o potencial V : RY — R é uma funcdo que muda de sinal e satisfaz alguma
condicao de integrabilidade e a nao linearidade ¢ : Rt — R* ¢ uma funcao suave.
O problema (Py) esté relacionado com certos problemas fisicos tais como: teoria
de combustao, supercondutividade, superfluidos e oscilagoes em circuitos elétricos.
Baseado no artigo de Costa-Drabek-Tehrani [5], estudamos o caso ndo homogéneo
do problema (1)). Mais precisamente, consideramos o seguinte problema

— Au = a(x)(Mu — g(u)) — ph(z) em RY, (Pux)

onde N > 3, X e u sdo parametros reais, a, h : RY — R sdo funcdes nao negativas
que satisfazem algumas condicoes de integrabilidade e a funcao ¢ : Rt — R tem
crescimento superquadratico.

Nos tltimos anos o interesse nesse tipo de problema vem se renovando. Mais
especificamente, problemas da forma

—Au = f(u) — ph(z) em Q, u=0 sobre 0,

onde © C RY ¢ um dominio limitado suave, a nao linearidade f(u) comporta-se
como o termo logistico Au(1 —u) e ph(x) é o termo de colheita, ver Shi [17]. Pode-
se pensar o problema eliptico semilinear acima como um estado estacionario do
problema correspondente de reagao e difusao:

9 Au = f(u) — ph(z), em Qx[0,00)
u(z,0) = wup(z), para x € ()
u(z,t) =0, para (z,t) € 99 x [0, 00).

Do ponto de vista pratico, tais problemas podem fornecer modelos para a pesca.
Aqui u(t,z) é a densidade populacional de uma espécie de peixe, @ C RY ¢ o
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Introducao

habitat dos peixes e h(x) é o termo de colheita.
Este trabalho esta escrito em trés capitulos como segue.

No Capitulo 1, estabelecemos alguns resultados auxiliares referentes a: problemas
de autovalores com peso, o método de sub e super solugao, regularidade e
comportamento assintotico da solucao fundamental do problema

—Aw = f(z) em RY,

onde a funcao f : RV — R atende a certas hipoteses que sao especificadas no
capitulo. Estes resultados serao utilizados nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia de solugao positiva para o problema (Py).
Mais precisamente, tratamos o seguinte problema

—Au = AV (z)u—g(u)) em RY,
{ u >0 ! em RV, (2)

onde N > 3, A\ é um parametro real e o potencial V : RV — R ¢ uma funcao
Holder continua que muda de sinal, ou seja, V = VT — V=~ e VT £ 0, onde
V*H(z) = max{V(z),0} e V- (x) = max{—V(z),0}. Ainda sobre o potencial V'

consideramos as seguintes hipoteses:

(V1) Ve L®*RN) e VF =V, + Vy, onde V; € LY2(RN) e lim |2*Va(x) = 0;

|z|—o0
(V2) Existem A, « > 0 tais que
VH(z) < Alz|™?7%, Vo € RY.

Vamos assumir que o termo de absor¢ao nao linear ¢ : RT — R* é uma funcao
de classe C! que satisfaz as seguintes hipoteses:

g'(1)

(91) 9(0) = ¢'(0) = 0 e lim inf > 0;

(92) A aplicagdo t +— g(t)/t é crescente em (0, 4+00);

(g3) g tem crescimento superlinear no infinito, isto é

lim 9(t)

t—+oo

> [V ]eo-

Os principais resultados deste capitulo sao:

Teorema 1 Suponha que as fungées V e g satisfazem as condigoes (V1), (g1),

(92) e (g3). Entao o problema (Py) tem uma solu¢io positiva, para qualquer
A> A= lim A(Bg,), onde

n—-+00

M(Bg,) = inf / |Vul*dz; / V(z)u?dr =1;.
u€H}(Br,,) | JBg, Br,



Introducao

Em adi¢do, assumindo a condi¢ao de decaimento (153), temos o seguinte resultado:

Teorema 2 Suponha que V' e g satisfazem as hipdoteses (V1), (V2), (g1), (92) e
(g93). Entao,

(1) o problema (P)) tem uma tnica solugao positiva para qualquer A > X*. Além
disso, a solugao satisfaz
lim u(z) =0;
|z|——+o0

(ii) o problema (Py) nao tem soluc¢ao para qualquer 0 < X < A\*.

A existéncia de solugao para o problema (P))) sera obtida via método de interagao
monotodnica (também conhecido como método de sub e super solugao). Desde que
nao estamos assumindo condic¢oes de crescimento do tipo subcritico ou critico sob g
nao podemos aplicar técnicas variacionais.

Finalmente, no Capitulo 3, estudamos a existéncia de solu¢ao positiva para o
problema (P, ). Mais precisamente, tratamos o seguinte problema

—Au = a(z)(Mu— g(u)) — ph(zr) em RY,
{ u >0 ! g em RY, (3)

onde N > 3, X\ e u sdo parametros reais, a,h : RY — R sao funcoes positivas e
a nao linearidade ¢ : Rt — R™ tem crescimento superlinear. Sobre o potencial a
consideramos a seguinte hipotese

(a1) 0 <ae L= (RY)NL®(RY).
A nao linearidade g atende as hipoteses:

(g1) g:RT — R é uma fungao continua com ¢(0) = ¢’(0) = 0;

g2) 0 < g = liminf@ < ag = limsupﬁ <00, p>1;
p

s—+oo  SP s—+4oo S

(g3) s — 9s) é uma fungao nao decrescente.
s

Por fim, sobre h assumimos que

(h1) 0 < h e L2RN)N L*(RY), onde 0 = 1 + |z|%

(ha) h € LARY) e [z]7 |h| o, o) < Crcomr > el4l=1

O principal resultado deste capitulo nos dira sob quais condi¢oes dos parametros
reais A e p o problema (P, ) tem solugdo positiva. Mais precisamente temos

Teorema 3 Sejam p > 1, N > 3, a, h e g fungodes satisfazendo as hipdteses (ay),
(91) — (93), (h1) — (ha). Entao, para cada X > Ay = A\ (a), existe it = 1(A) > 0 tal
que, para 0 < p1 < f1, o problema (P, )) tem uma solugdo positiva u,, satisfazendo

uﬂ(m) Z ’$|N72’

para |x| grande, (4)

onde A\i(a) denota o autovalor principal do problema

—Au = da(z)u em RY. (5)
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A existéncia de solucdo para o problema (P, ) serda obtida via método de
minimizacdo. Note que para justificar que a solucao u,, do problema (P, ) é positiva
nao podemos utilizar a principio do méximo, tendo em vista que estamos estudando
o problema em todo o RY. Com isso, temos que o estudo deste problema ¢ bastante
relevante.

Com o objetivo de tornar os capitulos independentes da introducao,
enunciaremos novamente os resultados principais em cada capitulo.



Capitulo 1

Resultados auxiliares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que serao necessarios para o
estudo que seré feito nos capitulos subsequentes.

1.1 Resultados de regularidade

Nesta secao enunciaremos alguns resultados de regularidade. Comecgamos
enunciando o principio do maximo.

Teorema 1.1 (J10], Corolario 3.2) Seja Q@ C RN wum dominio limitado.
Considere o operador
Lu = Au + cu,

onde ¢ € uma constante nao positiva. Seja u € C(€2). Se
Lu > 0(<0),

entao

supu < supu’(infu > infu™).
Qp _ag) (9 09 )

Se Lu =0 em (), entdao

sup |u| = sup |ul.
Q G

A seguir enunciamos uma desigualdade muito tutil para mostrar que uma solucao
de um determinado problema é positiva, na literatura é conhecida como desigualdade
de Hanack. Aqui, apresentaremos uma versao fraca.

Teorema 1.2 ([10], Teorema 8.20) Considere o operador Lu = —Au+ cu, onde
c € L¥(RY). Seu e WH(Q) € uma fungio ndo negativa satisfazendo no sentido
fraco:

Lu=0 em ),

entdo, para qualquer bola Bygr(y) C Q, temos

sup v < C inf wu, (1.1)
BR(y) BR(y)

onde C' = C(N,R).
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O proéximo resultado que apresentaremos é uma consequéncia das estimativas
interiores de Schauder.

Teorema 1.3 ([10], Corolario 6.3) Seja @ C RN wm dominio limitado. Se
u € C?*(Q) e f e C¥0) satisfazem

Lu=f em (),

onde L € um operador eliptico com coeficientes em C*(2), e Q' CC Q com
dist(§Y,09) > d. Entao, existe uma constante C' > 0 tal que

d|| Dul| ey + | D?ullcory + &7 D?ullcairy < Cllulle@) + || fllca@))-

Teorema 1.4 ([10], Lema 4.2) Seja f uma funcgao limitada e localmente Holder
continua em Q, e seja w o potencial Newtoniano de f. Entdo, w € C*(Q) e satisfaz
a equacao

—Aw=f em.

Teorema 1.5 ([10], Teorema 6.13) Seja L uma operador estritamente eliptico
num dominio limitado Q C RY. Suponha que f e os coeficientes de L estao em
L>(Q) N C*(Q) e que Q satisfaz a condi¢ao da esfera exterior para todo ponto da
fronteira. Se @ € continua sobre 0S), entdo o problema de Dirichlet,

Lu =f em €
u =@ sobre OS2,

tem uma tinica solugio u € C(Q) N C%*(Q).
O teorema seguinte nos fornece estimativas interiores para fungoes em LP.

Teorema 1.6 ([10], Teorema 9.11) Sejam Q C RY um subconjunto aberto e L
um operador estritamente eliptico. Se u € W2P(Q) N LP(Q), € uma solugio forte da
equagao

Lu=f em, (1.2)

ou seja, u € uma func¢dao duas vezes fracamente diferencidvel e satisfaz (1.2) em quase
todo ponto (q.t.p), onde os coeficientes de L sao continuos e limitados e f € LP(£2),
entdo, para qualquer dominio ) CC Q, existe C' = C(N,p,,Q) > 0 tal que

ullw2r@y < Cllullzr@) + 1l @)-
O Teorema seguinte nos fornece uma desigualdade de Sobolev geral.

Teorema 1.7 ([8], Teorema 6, p.270) Seja Q um subconjunto aberto e limitado
do RY | com fronteira de classe C'. Suponha que u € WHP(Q).

(i) Sek < %, entiao u € L1(Q), onde % = Além disso, temos a estimativa

1k
P N~
lullza) < Cllullwrr@),

onde C' = C(k,p, N,Q) > 0.

~J



Capitulo 1 1.2 O espaco D2

(i) Se k> %, entdo u € C'k_[%]_l’a(ﬁ), onde

N N
a:{ EIRE R T

qualquer v < 1, se

nao € um inteiro

S|z |z

€ um inteiro.

Além disso, temos a estimativa
<
’luHCk—[%]—l,a(ﬁ) = CHUHW’“’(Q%
onde C = C(k,p, N,a,Q) > 0.

Em seguida apresentaremos um resultado de regularidade interior para solugoes
fracas w € H}(Q2) do problema

Lu=f em (), (1.3)
onde Q C RY & aberto e limitado, e o operador L tem a seguinte forma divergente
Lu = —Au+ c(x)u.

Mais precisamente, temos

Teorema 1.8 (|8], Teorema 1, p. 309) Suponha que c € L=(Q) e f € L*Q).
Sew € H'(Q) é uma solucio fraca do problema (1.3), entao u € HE, () e para cada
aberto V. CC QQ, temos a estimativa

lull 2oy < CUIf I r20) + lullz2)),
onde a constante C' > 0 depende apenas de V', ) e dos coeficientes de L.

Teorema 1.9 (|18], Lema B.3) Seja Q um dominio em RY e g: QxR — R uma
funcao de Carathéodory tal que

lg(z,u)| < c(z)(1+ |u]) qtp emQ,

N/2
loc

com c € L)/2(Q). Seu e W) € uma solugdo fraca da equagio

—Au=g(x,u) em S,

entio u € LY () para qualquer ¢ < co. Se u € Wi(Q) e ¢ € L2 (Q), entdo

loc

u € LU(Q) para qualquer q¢ < oo.

Teorema 1.10 ([10], Teorema 8.17) Seja q : RY — R uma funcio suave e
limitada e h € L*?(RY) uma fungdo suave com s > N. Fizado R > 0 ep > 1,
eviste C > 0, C = C(N, R, p, |lq|lo), tal que, se u € WL(RN) é uma subsolucio
(supersolugao) de

—Au+ q(z)u = h(z) em RY, (1.4)

entao,
sup u(—u) < C{R™N?|lu* (u”) o (Bon(ay) + B |11
yEBR(z)

para todo x € RN onde § =1 — (N/s).

LS/2}7



Capitulo 1 1.2 O espaco D2

1.2 O espaco D'?

Nesta secao, vamos considerar Q C RY aberto, N > 3. Para maiores detalhes
veja [2]. Definimos o espaco D?(2) como sendo

DY(Q) = {u e L () : |Vu| € L)}

munido da norma
[ullprz == HUHL2*(Q) + HVU”L2(Q)-

Definimos Dy*(€2) como sendo o completamento de C2°(Q) com respeito a norma

||u||D1,2.
Temos que os espacos DV2(Q) e Di?(Q) sdo espacos de Hilbert e separaveis.
Sobre Dy*(€) introduzimos uma seminorma || - | pp2 definida por

lull e = [ ¥ull e

Devido a imersao de Sobolev ( ver [8, Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev]|,
que pode ser estendida por densidade a Dé’2(Q), concluimos que esta seminorma é
realmente uma norma e, além disso, é equivalente a norma ||u| 12 sobre Dy*(€).
Assim, podemos considerar o espago DV?(RY) munido com a norma

1/2
||uHD1,2:(/ |Vu]2dx) |
RN

Pela imersao de Sobolev, existe K > 0 tal que
Jull o vy < Kllullpns . Yu € DM2(RY), (15)
Portanto, D%?(R™) est4 continuamente imerso em L™ (RY).

Observacgao 1.11 Se Q C RY ¢ um subconjunto aberto de medida finita com
fronteira de classe C*, temos

WIAQ) = D) cC IX(Q), VYpel,29),
onde CC denota imersao compacta.

A seguir apresentamos a desigualdade de Hardy, que é devida a Garcia Azorero-
Peral [9)].

Lema 1.12 (Desigualdade de Hardy) Se N >3 e u € DY?(RY), entdo
(1)
Juf® 2
—=dr < Cy |Vul“dx (1.6)
N [2]? RN

e, consequentemente, ot € LA(RY), onde Cy = (%)2;
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(2) Cy = (N 2)2 € a constante otima, ou seja, € a menor constante que satisfaz a
desigualdade. Assim,

» [Vul?d
Cy—= inf ){(J>0;—<fR Vel z}

2
|77 0

Demonstragao: prova de (1): Desde que o espago C°(RY) é denso em DVZ(RY)
com a norma || - || p1.2, vamos mostrar inicialmente que a desigualdade é valida para
as fungoes de C5°(RY). Sendo assim, se u € C§°(RY), entdo para |z| suficientemente
grande u(z) = 0. Desta forma,

)l = [ Gttt =~ [ 2ultn) G alea)e

Considere f : [1,+00) — R definida por f(t) = u(tx), entao

h) — ha) — 5
F(t) = lim ft+ ]z f(t) :}lbii%u(tl'—l- a}:Z) u(tr) :a_z(m)

= (Vu(tz),z) .

Assim,
+o0
lu(z)|* = —2/1 u(tx) (Vu(tz), z) dt.

Desta forma, usando o Teorema de Fubini, obtemos

/ [u(@) /+OO/ <— Vu(tx)>da:dt
RN Iiﬁl2 rv |z Nzl '
Agora, facamos a mudanca de variavel y = tx. Dali,
lu(z /+°°/ <y/t > 1
———dx = -2 —dydt
s o Tot \Tui ¥ W) ) 7

_ o [T At [ u(y)Ou
- 2/1 N1 /]RN |y| or (y)dy (1 7)
- / ) ) ay |

N - 2 RN |y| aT‘
< 2 [ Lo
- N-2 RN |y| (97”

onde r = y/|y|.
Note que |[u(y)|/|y| € L*(RY). De fato, desde que u € C5°(RY), existe R > 0 tal
que suppu C Br(0). Assim,

ul? ul? 1
[opet= [ i o
=Y Yl ) 1yl Br©) Yl

10



Capitulo 1 1.2 O espaco D2

usando coordenadas polares, obtemos

2 R 1
el gy < a2 —dfdr
2 oo 2
RV [yl 0o Js. T
R

= ||u||c2,ONwN/ rN=3dr
0

R
[Nl v
N—2 .
Nwy RN72[Ju||2,
= <
N _2 +oo,

mostrando o desejado. Além disso, observe que o fato de |Vu| € L?(RY), implica
que ‘g—ﬁ! € L*(RY). Assim, usando a desigualdade de Holder em (1.7), obtemos

1/2
[uf (] v / ’
Todr < ——— —5d d :
Lot v (L) (L ’

De onde segue que
Jul? 2 2/ 2
—dr < [ —— Vu|“dx. 1.8
/RN |x|2 = N —2 RN | u| ¢ ( )

Provando que a desigualdade de Hardy ¢ valida para u € C°(RY).
Agora, considere u € DV2(RY). Desde que C$°(RY) é denso em DV?(RY), existe
uma sequéncia (u,) C DY*(RY) tal que

o)

u, — u em D"*(RY), (1.9)
isto é,
V| — |[Vu| em L*(RY). (1.10)
Assim, da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, segue que
u, — u em L¥ (RY) (1.11)

e, consequentemente,
U, —u  qt.pemRY, (1.12)

Desde que (u,) C C$°(RY), vale a desigualdade

/ (A 2/ |V, [2da (1.13)
RN ’$‘2 o N -2 RN " ’ )

Note que de (1.12), segue que

un(2)[*_ Julx)]?
|z[? | z[?

q.t.p em RY. (1.14)

11
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1

.2 O espaco D2

Dai, usando o Lema de Fatou, obtemos

2 2
/ W—Qdaséliminf/ el
r |7] n—too Jpv |7

(1.15)

Desta forma, passando o liminf em (1.13) e usando (1.10) e (1.15), obtemos que

(1.6) é valido para toda u € DV?(RY).
Prova de (2): Dado € > 0, considere a fun¢ao radial

Ay, ser € [0,1]
utr) = { ANJ%’E, ser > 1,
onde Ay, = m Derivando, obtemos
0 0,1
p={ % . %rel
—r 27 ser>1.

Afirmamos que U € DV?(RY). De fato, temos que

[ ve

2% +o00
WNANE * _2N . 1
= ’ —l—wNA?V’E r N2 dr
1

N

wNA?\;G wNA?\;E(Q—N) [ _ 2N i|+
= : 2 r N-2
N 2Ne 1
wyAX . (N —2) .
= < Ay, <
N T TaNe ONONes oo

1 +o0
e = wy { / AR N + / Az, (s
0 1

(1.16)

N 2N
N N\ N
2 6) r 1dr}

para todo € > 0. Mostrando que U € L? (RY). Para concluirmos nossa afirmacao

devemos mostrar que |VU| € L?(RY). Temos que

+oo
/ VU (2)|*dr = wN/ p N2 N
RN 1

Ly

2
/ W@, < CN/ VU (2)da.
RN RN

Por outro lado, temos que

U(@) U()
/ o P P FE
RN Bl(O) ]RN\Bl(O)

12

U(x)[*

(1.18)

dzx.



Capitulo 1 1.8 Um problema de autovalor com peso indefinido para o Laplaciano

Usando coordenadas polares, obtemos

U 2 1 +oo . 2—N—2¢,.N—1
/ V@) dz = wNA?VE / rN3dr + / r..r. dr
RN |‘/E|2 ’ 0 1 7’2

1 +o0
= wy A%, {/ rN=3dr + / r_(1+2€)dr}
0 1

1
:wNA?V’E/ TN_?’dr—l—wNA?V’E/ VU (7)|*dx
0 RN

wNA?V
= 2 A3 VU (z)|*dx.
s v, [ VU@
w 2
Desde que ]]VV{]; > (0, segue que

2
[ s wvas, [ v,
gy |7 RN

para todo € > 0. Passando ao limite quando € — 0, temos

/RN U@E S o /RN VU (2)2da. (1.19)

Assim, de (1.18) e (1.19), segue que

2
/ Vte) dx:CN/ VU (2)Pda.
rv 7| RN

Concluindo nossa demonstragao.

Observacgao 1.13 Gostariamos de destacar que a desigualdade de Hardy, também
¢ vdlida para funcoes em WI2(RYN), jd que na demonstracio usamos o fato de que
espago CS°(RY) ¢ denso em WH2(RYN). No entanto, ndo consequimos mostrar que
a melhor constante € atingida.

1.3 Um problema de autovalor com peso indefinido
para o Laplaciano

Nesta se¢ao vamos estudar o seguinte problema de autovalor

{_Au =AV(z)u em  Q (1.20)

u =0 sobre 0f),

onde Q é um dominio limitado do RY, N > 1, A é um parametroreale V : RV — R
¢ uma funcao Holder continua que muda de sinal, ou seja, V =Vt -V~ e VT £ 0,
onde V*(z) = max{V(z),0} e V™ (z) = max{—V(x),0}. Ainda sobre o potencial

V' vamos assumir as seguintes hipoteses:

13



Capitulo 1 1.8 Um problema de autovalor com peso indefinido para o Laplaciano

(V1) Ve L*(RY) e VI =V, + V3, onde V4 € LY2(RY) e lim |z]*Va(z) = 0;

|z|—o00
(V2) Existem A, > 0 tais que

Vi(z) < Alz|™27*, Vz e RV,

Diremos que u € Hj(2) é uma autofungao do problema (1.20) associada ao
autovalor \ se

/Vquﬂda: = )\/ V(z)updr, Yo € Hy(Q). (1.21)
Q 0

O problema (1.20) foi estudado de forma mais geral pela Mabel Cuesta em [7].
Voltando ao nosso estudo, vamos mostrar inicialmente que o ntmero

M(Q) = inf {/Q|Vu|2dx;/ﬂ‘/(x)|u\2dx:1} (1.22)

ueHL(Q)

¢ um autovalor positivo do problema (1.20). Em seguida, estudaremos o sinal e
a regularidade das autofung¢oes do problema (1.20) associadas a A;(f2) e, por fim,
observaremos a monotonicidade do autovalor A;(2) relacionada a subdominios. Feito
isto, teremos condi¢oes de mostrar o principal resultado desta se¢ao que é provar
que o numero

A= lim A\ (Bg,) (1.23)

n—-4oo

estd bem definido e é positivo, onde

M(Bg,) =  inf / |Vul*dz; / V(z)u*de =1, . (1.24)
ueH&(BRn) BRn BRn

Mais precisamente temos o seguinte resultado devido a Radulescu-Repovs [15].
Teorema 1.14 Suponha que V' satisfaz a condi¢iao (V1). Entao, \* > 0.

O resultado que apresentaremos a seguir mostrard que A;({2) é um autovalor
positivo para o problema (1.20). Para simplificar a notac¢do, em toda esta segao,

denotaremos A1 (€2) por Aj, exceto quando haja necessidade de especificar o dominio
Q.

Proposicao 1.15 O nudmero Ay definido em (1.22) é um autovalor positivo para o
problema (1.20)).

Demonstragao: Para provar esta proposicao iremos utilizar o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange (ver [11, Proposigao 14.3]). Considere os funcionais
J,F : H} () — R definidos por

J(u) ::/Q\Vu\Qd:c e Flu) ::/QV(Q:)\uqu:—l. (1.25)

14



Capitulo 1 1.8 Um problema de autovalor com peso indefinido para o Laplaciano

Note que J, F' € C'(H}(Q); R) (ver [14, Apéndice B|) com

J (u)p = 2/ VuVedr e F'(u)p = 2/ V(z)updr, Yo € Hy(S).
Q Q
Consideremos o vinculo
M = {u € H)(Q); F(u) = 0}. (1.26)

Observe que M é uma variedade de classe C'. De fato, basta observar que dado
u € M, temos

F'(u)u = 2/9V(l‘)u2d$ =2+#0.
Observe também que J|j; é claramente limitado inferiormente, pois

J(u) = /Q \Vul*dz >0, Yue M.
Portanto, existe A\; € R tal que

A= J&E J(u). (1.27)
Note que A; > 0. De fato, seja (u,) C M uma sequéncia minimizante, isto é,
J(up,) = /Q \Vu,|*de — A\ e F(u,) =0.

Suponha que A; = 0, entao

/ V(z)uide =1 e |u,|*>— 0. (1.28)
0

Por outro lado, usando o fato de V € L®(R") e a imersao de Sobolev, temos

/Q V(z)u?dx

StK;H/HundeiS\H/HaﬂunH%aQ)EZCWH/HwHunH2—+0-

O que contradiz o fato de [, V(x)uidz = 1. De onde segue a afirmacao.
Afirmamos que A\; é atingido, ou seja, existe ug € M tal que J(ug) = A;. De
fato, desde que a sequéncia (||u,||?) é converge, existe K > 0 tal que

lunl < K, Vn €N.

Dai, sendo H}(Q) reflexivo, segue que existe ug € H(2) tal que, a menos de
subsequéncia,
u, — ug em Hy(S2). (1.29)

Desde que a norma é fracamente semi continua inferiormente (s.c.i), temos

lin inf [ 2 > [ (1.30)

15



Capitulo 1 1.8 Um problema de autovalor com peso indefinido para o Laplaciano

Agora usando a imersao compacta Hj () < L*(2), obtemos
u, — g em L*(Q),

implicando que
un(z) — up(x) q.t.p em

e existe h € L*(2) tal que

lun ()| < h(z), q.t.pem 2, Vn €N,

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

1= / Vuidr — / Vuddz. (1.31)
Q Q
De onde segue que uy € M, pois fQ Vuldr = 1. Além disso, de (1.30), obtemos
A < J(ug) = |lug|)* < liminf [|u,||* = liminf J(u,) = A;.
Mostrando que
Desta forma, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe 5 € R tal que
J'(uo) = BF'(uo), (1.33)

ou seja,
J'(uo)p = BF'(ug)p, Y € Hy(9).

Escolhendo ¢ = ug, obtemos
2J(ug) = 25/ V(z)uddz.
Q

De onde segue que \; = (. Note que podemos supor ug > 0, pois se ug satisfaz (1.32)),
temos que |ug| também satisfaz. Além disso, ug # 0, ja que ug € M. Portanto, A\; é
um autovalor positivo para o problema (1.20).
]
O resultado seguinte nos fornecera uma informacao sobre o sinal das autofungoes
associadas ao autovalor A;.

Proposicao 1.16 As autofuncoes associadas ao autovalor Ay tem sinal definido,
isto €, sao positivas ou negativas em 2.

Demonstragao: Note que da demonstracao do prova anterior temos que se ¢ é
uma autofuncdo do problema (1.20) associada a Aj, podemos supor que ¢ > 0 em
). Assim, vamos mostrar que

o(x) >0, Vrell

16



Capitulo 1 1.8 Um problema de autovalor com peso indefinido para o Laplaciano

Suponha que existe xy € Q tal que p(zg) = 0 e considere o conjunto A = {z €
Q; ¢(x) = 0}. Assim, temos que A # (). Note que A é fechado. De fato,
seja 1 € Q\A, entdo ¢(x;) > 0. Desde que Q) é aberto, existe r > 0 tal que
B(z1,4r) C Q. Dai, pelo Teorema [1.2/ (desigualdade de Hanack), existe C' > 0 tal
que

sup ¢ < C _inf ¢,
B(z1,r) B(z1,r)

implicando que ¢(z) > 0 em B(zy,7) e, portanto, 2\ A é aberto, seguindo que A é
fechado. Usando um raciocinio anélogo mostramos que A é aberto. Desde que € é
conexo, teriamos ) = A, o que é um absurdo, pois uy # 0. Logo, ¢(z) > 0, para
todo x € Q).
]
Outro ponto importante no estudo das autofungoes associadas a A; é quanto a
sua regularidade. Neste sentido temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.17 Seja ¢ : 2 — R uma autofungao do problema (L.20) associada a
A\i. Entao, o € C*(Q) N C(Q).

Demonstragao: Para provarmos este resultado vamos utilizar o Teorema 1.9, com
g: Q2 xR — R definida por g(x, ) := AV (x)p. Assim,

l9(z, @) < M|V ]loolio] < M|V ]loo (1 + lio])-
Desta forma, aplicando o Teorema 1.9, obtemos
p € LP(2), paral<p< +oo.
Dai, desde que V' € L*>°(Q2), temos que
Ve LP(Q), paral <p< +oc.

Implicando que
@ € WyP(Q) para 1 < p < +0o0.

Assim, escolhendo p de modo que p > N, segue do Teorema (1.7 que ¢ € C%*(Q),
onde a = 1 — N/p. Dai, segue que Vi € C%*(Q) e, portanto, aplicando o Teorema
1.5, temos que ¢ € C%%(Q) N C(Q).
]
Na sequéncia, faremos um resultados que nos permitird comparar o valor do
autovalor \; para subdominios. Neste caso, para especificar o dominio vamos utilizar
a notagao A1(2), quando o dominio considerado for (2.

Proposicao 1.18 Seja Q; um subconjunto aberto préprio de um dominio Qy C RY.

Entao,
A1(22) < A (). (1.34)
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Capitulo 1 1.8 Um problema de autovalor com peso indefinido para o Laplaciano

Demonstragao: Seja ¢ € Hj({;) uma autofungao positiva do problema (1.20)
associada ao autovalor A\;(€2;). Estendendo a fungao como segue

~ ) e, sex ey
Plo) = { 0, se z € O\,

temos que @ € H}(Qy). Além disso,

M(Qy) < VR Jo [Veldr
el = fQQ V(x)p2dx le V(x)p2dx

A1),

|
Uma consequéncia direta da Proposicao/1.18 é que o niimero \* esta bem definido.
De fato, se considerarmos uma sequéncia crescente (R,,) de nimeros reais positivos
tal que
lim R, = +o0,

n—-+oo

temos, devido a Proposicao 1.18, que a sequéncia de ntmeros reais positivos
(A1 (Bg,)) ¢ monétona decrescente, onde

M(Bg,) = inf / |Vul*dz; / V(z)uPde =1, . (1.35)
ueH(%(BRn) BRn BRn

e, assim, mostramos que o numero A\* esta bem definido.
Para concluir esta secao vamos apresentar a prova do Teorema [1.14.

Demonstragao do Teorema 1.14: Para qualquer R > 0, fixe u € H}(Bg) tal
que [ V(x)u’dr = 1. Temos

1:/ V(z)u’dx
Br

/(V+—V_)u2da:

Br

S/ VH(z)uldx
Bpgr

_ /B Viloptde + / Va(w)uPdz,

Br

Por (V1), temos Vi € LY/?(RYN), ja da imersdo continua de Sobolev H}(Bg) —
L¥ (Bg), u* € L%(BR). Assim, segue da desigualdade de Hélder e da imersao de
Sobolev, que

[ Viaids < Illosg s, < Vil [ 19uPds. (136
R R

Novamente utilizando a hipotese (V'1), temos que fixado € > 0, existem ntmeros
positivos Ry e R com R; < R tais que, se |x| > Ry, entdo

|ZB|2V2(.CE) <.
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Desta forma, usando as desigualdades de Holder e de Hardy, obtemos

2
/ Va(x)utdr < e/ u—zdx < 026/ |Vul*dz < C’ge/ |Vul*dz.
Br\Br, Bp\Br, |71 Br\Br, By

(1.37)
Para concluirmos nossas estimativas, observe que o fato de V' € L*°(R") implica
que Vi € L°(RY) e, assim, segue das imersoes de Sobolev que

/ Va(a)ilde < Cl|Valloo ( /
BRl Br

Desta forma, segue de (1.36), (1.37) e (1.38) que

2

2*
2*dx> go3||1@||m/ Vuldr.  (1.38)
Br

lu

1

M(R) = {C1[Vall sy + Coe + Cs|Valoo}
Assim, passando ao limite quando R — 00, temos

A" > {Cln‘/lHLN/Q(RN) + 026 + Cg”‘/gHoo}il > 0.

1.4 Um problema de autovalor envolvendo um
operador mais geral

Nesta se¢ao vamos estudar o seguinte problema de autovalor

{ —Au— AV (2)u

pu em Q
u =0

sobre 0f), (1.39)

onde N > 3, Q@ ¢ RN ¢ um dominio limitado, A é um ntmero real positivo e
V :RY — R é uma funciao como na secao anterior.

Diremos que u € Hj(Q2) \ {0} é uma autofungao do problema (1.39) associada
ao autovalor i se

/Q(VUVQO — ANV (x)up) dx = u/ﬁwpdm, Yo € Hy (). (1.40)

Nosso objetivo é mostrar que

b= in {/Q(|Vu|2—)\V(:c)u2) dx;/9|u]2d:c:1} (1.41)

weHL(Q)
¢ um autovalor do problema (1.20). Neste sentido temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.19 pu; € um autovalor do problema (1.39). Além disso, p; < 0 para
A > A\ (Q), onde M\ () € definido por (1.22).

19
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Demonstragao: Para provar esta proposicao iremos utilizar o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange. Considere os funcionais J, F : H} () — R definidos
por

J(u) == /Q (|Vul> = AV(2)u?) dz e F(u):= /Q |u|?dz — 1. (1.42)

Note que J, F' € C'(H}(Q); R) (ver [14, Apéndice B|) com

J (u)p = 2/ (VuVep — AV (x)up)dr e F'(u)p = 2/ wpdz, Yo € Hy(S).
Q Q
Consideremos o vinculo
M = {u € H}; F(u) = 0}.

Observe que M é uma variedade de classe C'. De fato, basta observar que dado
u € M, temos

F/(u)u:Z/uzdx:27éO,
0

ou seja, F'(u) # 0 para todo u € M.
Afirmamos que J|y; é limitado inferiormente. De fato, usando o fato de que
V € L*(RY), temos que para qualquer u € M

J(u) :/ ]Vu]de — )\/ V(x)qux > —)\HVHOO/Ude > =V ] oo-
Q Q Q

Portanto, existe y; € R tal que

p1 = inf J(u).

ueM

Afirmamos que p; é atingido, ou seja, existe ug € M tal que J(ug) = pi. De fato,
seja (u,) C M uma sequéncia minimizante, isto é,

J(un) — M1,

ou seja,
Junl? = A [ Vaizde = g
Q

Assim, para todo n € N,

||un||2—)\'/ Vuldr| < < K.
0

| ||* — )\/QVugdx

Dai,
|un||* < K + )\HVHOO/ |up Pde = K + M|V |le = K1, ¥n €N,
Q

mostrando que a sequéncia (u,,) é limitada em H} (). Desde que H}(Q) é reflexivo,
existe ug € H} () tal que, a menos de subsequéncia,

u, — ug em Hy(€2).
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Desde que a norma ¢ fracamente s.c.i, temos
liminf [|w, || > [Juo|)*. (1.43)
n—00

Agora usando a imersdao compacta H](2) < L*(Q), obtemos
u, — up em L*(Q).

De onde segue que ||uo||r2(q) = 1, implicando que uy € M. Além disso, do Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue juntamente com (1.43)) implica que:

i < J(ug) = [luoll? — A / V(a)ulde
Q

n
n—-+o00

~ liminf (||un||2 - )\/ V(x)uidx>
n——+0o00 Q
= liminf J(u,)

n—-+00

< lim+inf||un||2— lim A/V(m)qux
n—-+0oo Q

Assim, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe § € R tal que
J,(UO> == ﬁF/(U()), (144)
isto é,
J'(uo)p = BF'(uo)p, YV € Hy(Q).

Escolhendo ¢ = ug, obtemos
2J(ug) = 2@/ uidz.
Q

De onde segue que p; = 3, ou seja, p1 € um autovalor para o problema (1.39). Note
que podemos supor uy > 0, pois se ug satisfaz (1.32), entdo |ug| também satisfaz.
Além disso, ug # 0, ja que ug € M.

Agora, vamos provar que u; < 0 para A > \; := A\ (Q). De fato, seja ¢; € H}(Q)
uma autofuncao associada a \{, ou seja,

Al/Vgp%dx:/ Vo |*da.
Q Q

Isto juntamente com a caracterizacao de p, implica que

" / Viide < / Vi Pz — A / Viide
Q Q Q

A
— (1 — —) / |V [2dx
M) Ja

< 0.

Portanto, p; < 0, concluindo a demonstragao da proposicao.
u
O resultado seguinte nos fornecera uma informagao sobre o sinal das autofuncoes
associadas ao autovalor pi;.
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Proposicao 1.20 As autofungoes associadas ao autovalor py tem sinal definido,
isto €, sao positivas ou negativas em 2.

Demonstragao: A prova deste fato segue usando o mesmo argumento usado na
demonstragao da Proposicao [1.16.

Um outro ponto importante no estudo das autofungoes do problema (1.39) é
quanto a sua regularidade. Neste sentido temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.21 Seja p € Hy(Q) uma autofungdo do problema (1.39) associada a
w1 Entao, ¢ € C*(Q)NC(Q).

Demonstragao: Para demonstrarmos este resultado vamos utilizar o Teorema 1.9,
com g : Q X R — R definida por g(z,p) = (A\V(x) + p1)p. Assim,

9(z, )] < AV lloo + [ ) (1 + o).
Desta forma, aplicando o Teorema 1.9, obtemos
p e LP(Q), paral <p< +4oo.
Dai, desde que V' € L*(Q2), temos que
(AV 4+ 1) € LP(R2), para 1l <p < +oo.

Implicando que
@ € W, P(Q) para 1 < p < 4o0.

Assim, escolhendo p de modo que p > N, segue do Teorema 1.7(ii) que ¢ € C%*(Q),
onde a = 1 — N/p. Dai, segue que (AV + 1) € C**(Q) e, portanto, aplicando o
Teorema [1.5, temos que p € C?*(Q) N C(Q).

]

1.5 Um problema de autovalor em R”"

Nesta secao apresentaremos alguns resultados referentes ao seguinte problema
de autovalor

—Au = Xa(z)u em RY, (1.45)

onde N > 3, \ é um parametro real e @ : R — R ¢ uma funcio positiva satisfazendo
a seguinte hipotese:

(a1) a € LT (RN) N L=(RY).

Desde que a € L%(RN ), usando a desigualdade de Holder e a imersdo
DY (RYN) — L2 (RY), obtemos que existe a > 0 tal que

a/ |a|u2dx§/ |Vul*dz,
RN RN

22
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para todo u € DV2(RY). Assim, temos que a expressao

||u||%,:/ |Vu|2dx—g/ guidz.
RN 2 RN

define uma norma equivalente a norma usual em DV2(RY).
Consideremos o operador T': D'(RY) — D'?(RY) definido por

(Tu,v) :/ awvdr, Yu,v € DY*(RYN).
RN

Podemos verificar que o operador T estd bem definido, autoadjunto e compacto,
ver Brown [3]. Assim, usando a Teoria Espectral para Operadores Compactos
Autoadjuntos, ver Brezis [4], existe uma sequéncia (u,) de autovalores positivos
tais que

pn — 0,

Assim, se \, = u !, entao
—Au = \a(x)u.

Além disso, podemos assumir que a autofuncao (; associada a \; é positiva e Ay
tem a seguinte caracterizacao variacional
[ |Vu|?dzx

\p = inf S 1 " k>2%2eL < DVRVY
k dirg}/:kilégfa(x)u2dl’7 =Leh= (R7),

(veja Kesavan [12, Teorema 3.6.2]).

1.6 O método de sub e super solugao

Nesta secao vamos descrever o método de sub e super solucao, o qual também é
conhecido na literatura por método de interacao monotonica. Considere o problema
de Dirichlet

{ —Au = f(z,u) em  Q

u =0 sobre 0f), (1.46)

onde © é um dominio limitado suave em RY e f : Q x R — R é uma funcio Holder
continua e de classe C! com respeito a segunda varidvel.

Uma solugdo para o problema (1.46) no sentido classico é uma funcdo u €
C2%(2) N C(Q) que satisfaz o mesmo.

Definigao 1.22 Uma fungio u € C*(Q)NC(Q) € dita uma subsolugao do problema
(1.46) se

“Au < f(mu) em  ©Q
{ u <0 sobre Of2. (1.47)
Enquanto que uma funciouw € C*(Q)NC(Q) € dita uma supersolucdo do problema
(1.46) se
—Au > f(x,u) em Q
{ u >0 sobre OS2. (1.48)
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A demonstracao do resultado que enunciaremos a seguir pode ser encontrada em
[16, Teorema 1.2].

Teorema 1.23 Sejam u e u uma subsolu¢ao e uma supersolugao, respectivamente,
para o problema (1.46) tais que u < u em 2. Entao, existe uma solugdo u de (1.46)
satisfazendo u < u < u.

Demonstracao: Considere g(z,u) := f(z,u) + au, onde a € R é uma constante.
Podemos escolher a > 0 suficientemente grande de modo que a aplicacao R 3 u —
g(x,u) seja crescente em [u(x),u(x)], para todo x € Q). Para isto, basta tomar

a > max{|f,(z,u);x € Q,u € [u(z),u(x)]}. (1.49)

Para esta escolha de a, definimos a sequéncia de funcées (u,) C C?(2)NC(Q) como
segue: seja ug = u e, para todo n > 1, u, é a solucao tnica do problema linear

Uy, 0 sobre 0f). (1.50)

{ —Au, +au, = g(x,u, 1) em Q

Vamos mostrar que de fato a sequéncia (u,) estd bem definida, isto é, o problema
(1.50) admite uma tnica solugao. Para isto, basta justificar que o seguinte problema

{—Av+av = h(z) em (1.51)

v =0 sobre 0f),

onde h € C*(f)), admite uma unica solugdo. Mas isto, segue do Teorema [1.5.
Afirmamos que
U< o < tUppr Sup << ug =T (1.52)

De fato, para justificarmos esta afirmagao vamos utilizar essencialmente o principio
do maximo. Primeiro vamos mostrar que u; < w. Temos das defini¢oes de uy e w
que

—Auy + auy = f(z,u) + au < —Au + au.

Assim,

{ A(uy — ) — a(uy —u)

>0 em Q
Ul—ﬂ SO

sobre 0Of).

Aplicando o Teorema [I.1(principio do méaximo), temos

sup(u; — ) < sup(u; —u)* =0.
Q 0

Logo, u; < u. Para provar que v < uy, novamente obtemos das defini¢oes de uy e u
que u — u; < 0 sobre 0f) e

—Auy +auy = g(z,u) > g(x,u) = f(z,u) + au > —Au + au,
pois g é crescente na segunda entrada. Desta forma,

Alu—w)—alu—u) >0 em
u—u; <0 sobre OS2
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Capitulo 1 1.6 O método de sub e super solu¢ao

Dai, pelo principio do méximo, u < u;. Para concluirmos nossa afirmacao, resta
provar que
U< Uprr < Up. (1.53)

Nossa hipotese de indugao é que

Vamos mostrar primeiro que u,1 < u,. Temos que

— Aty + atty = (1) = g, w,)

— Aty + atyg = gz, uy).

Assim,
A(Upyr — Up) — a(Upyy —up) >0 em Q
Upi1 — U, < 0 sobre 0Of2.

Dali, pelo principio do méximo,
Un+1 S Up,-

Por fim, temos das defini¢oes de u,.1 € u e da hipotese de indugao que
— Aty + Gty = g(2,un) > g(o,u) > —Au + au.

Dalf,
Au—ups1) —alu —uppy) >0 em Q
U — Uy, <0 sobre Of).

Dali, pelo principio do méximo, temos que
g S un—i—l;

mostrando nossa afirmagao. Desta forma, para cada x €  a sequéncia (u,(x)) é
monoétona decrescente e limitada. Logo, estda bem definida a fungao

uw(z) == lm w,(z), VreQ. (1.54)

n—-+o0o

Vamos justificar que podemos passar o limite em (1.50) para concluir que u
definida em (1.54) é solugao do problema (1.46). Para isto, precisamos mostrar que

para cada = € Q, onde B, () CC Q. Desde que Q2 é aberto, dado = € €, existe
r > 0 tal que B,(z) CC Q. Assim, u,, € C**(B,(2)) e gn := g(-,un_1) € C¥(B,(x)),
para cada n € N. Sejam dy = dist(x,0B,.(x)) = r e d = r/2. Entao, escolhendo
ry > 0 de modo que B,,(x) CC B,(z) com dist(B,,(z),0B,(x)) > d, segue do
Teorema 1.3, que existe C' > 0 tal que

d|| Dunllos,, @) + E(1D*unlloes,, @) + & D*unllcas,, @) < Ans (1.56)
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Capitulo 1 1.6 O método de sub e super solu¢ao

onde A, = C(||un||cB, @) T l|9nllco(B,(2)))- Assim, para r, < ri, temos que

1D un | ey < Cllunlle. @y + llgnllca(s, @)

para todo n € N. Para obtermos (1.55), resta justificar que
[unllows, @) + lgnlloas,@) < €, ¥neN. (1.57)

Primeiro, note que

gnllo <O, YneN. (1.58)
De fato, desde que g é crescente na segunda variavel, temos
g(z,u) < go(2) < g(x,7), Ve

De onde segue (1.58). Desta forma, temos que a sequéncia (g,,) ¢ limitada em LP(€),
para 1 < p < +oo. Além disso,

tn|r) £ C, Vn €N, (1.59)

pois, u < u,, < u para todo n € N. Desde que B,(z) CC (, segue do Teorema [1.6
que
[unllw2r ) < Clllunlle@) + lgnllr@) < K, VneN. (1.60)

Agora, usando o Teorema 1.7, vamos tomar k = 2 e p suficientemente grande de
modo que p > N. Assim,

W2P(B, () — C*(B,(x)),
com o =1 — N/p. Implicando que, para todo n € N,
||UanLa(BT(x)) < K. (1.61)
Desta forma, para justificarmos (1.57), resta provar que, para todo n € N

19nllca (B, @) < C- (1.62)

De fato, usando a desigualdade do valor médio, o fato de f e u,_; serem fungoes
Holder continuas e (1.49), obtemos

190 (2) = gn(W)] < |f (2, un—1(2)) = [y, una ()] + altn-1(2) = un1(y)|
< f (@, un-1(2)) = f(@ un1(y)) + f (@, un-1(y)) = f(y, un-1(y))
+ aClz —y|®
< a|tup-1(z) = up—1(y)| + K|z — y|®.

Dai, usando (1.61)), obtemos

190(2) = gu ()] _ [tn-1(2) = uns(y)]
e —yl* T

+K<C, VneNlN

Mostrando (1.62)). Logo, (1.57) é satisfeito, implicando que

||D2un||ca(37x) <C, VreQeneN. (1.63)

26



Capitulo 1 1.7 Decarmento do potencial Newtoniano

Desta forma, temos que a familia { D?u,,} ¢ equicontinua e uniformemente limitada
em B, , para cada x € €. Dai, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, a menos de
subsequéncia

u, —u em C*(B,,), para cada x € (). (1.64)

Com isto, podemos passar o limite em (1.50)) e concluir que u é solugao do problema
(1.46)).
|
A observacao seguinte mostra que a hipotese de u < uw em {2 é necesséaria para
que o Teorema [1.23/ seja verdadeiro.

Observagao 1.24 A hipdtese u < U nao € automaticamente satisfeita para sub e
supersolugoes arbitrarias de (1.46). Mais ainda, pode ocorrer de u > u em todo o
dominio Q). Um exemplo elementar é o sequinte: considere o problema de autovalor

{—Au = \u em Q (1.65)

u =0 sobre 012,

onde 0 é um dominio limitado do RY. Sabemos que as solucoes deste problema sdo
da forma u(z) = Cey, onde C € R € uma constante e e; nao muda de sinal em S,
digamos ei(x) > 0, para todo x € Q). Escolhendo uw = ey e uw = —ey. Entdo, u(resp.,
u) € subsolugao(resp., supersolu¢ao) para o problema (1.65), mas u > 1.

1.7 Decaimento do potencial Newtoniano

Nesta secao vamos estabelecer alguns resultados que serao tteis para obter
o comportamento no infinito das solugoes dos problemas que estudaremos nos
Capitulos 2 e 3. Aqui supomos que N > 3.

O primeiro resultado que apresentaremos é devido a Li-Ni [13].

Lema 1.25 Seja f : RY — R uma funcio localmente Hélder continua com o
sequinte decaimento no infinito

f(2)] < Clal', (1.66)

onde C' > 0, |l < —2 sao constantes. Seja w o potencial Newtoniano de f, isto é€,

w(x) = CN/R Ly)dy (1.67)

Nz —y N2

onde Cy = [N(N —2)wy] ™, w, € o volume da bola unitdria em RN . Entdo, w estd
bem definida e, além disso,

Cla]>¥ se | <—N
lw(z)| << Clz)>* Nn|z| se I=—N (1.68)
Cla|** se —N <l<—=2.
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Capitulo 1 1.7 Decarmento do potencial Newtoniano

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que w estd bem definida. De fato, note
que a hipotese (1.66), implica que

Klyl', selyl>R
FOIER i i

Assim, se |y| > R

L+ 1yl ) = 1fw)]+ w7 f )] < Kly'+ K < Ch.

Se |y| < R, entao
L+ [yl f(y)] < K+ RTK < Ca.

Considerando C' = max{C', Cs}, obtemos
A+l W< C vy eRY.
Dai,
1
w(z)| < C/ dy.
|w(z)| o ey 20+ [

Decompondo a integral acima

lw(x)] S/ Ady+/ Ady+/ Ady
z—y|< 2l Bl <ja—y|<2)al |z—y|>2|z|

:Il+]2+13,

onde A = C/[|lz — y|V2(1 + |y|™")]. Agora, vamos estimar Iy, I5 e I3.

Estimativa para [,: Seja , := {y € RY; |y — 2| < |2|/2}. Assim, para y € O,

ol =yl = le =yl < =,
ou seja, ol ol
x x

> |p] — = 2
2 el - 5 =2

Dai,

C
I S/ dy
Y2 Jyictst Jr =y VR [y

Ch
< dy
/|a:—y|§|;‘" |z — y| N2 |

G ‘%'TN—ld (1.69)
TRl
|2°]
—C
Yl
—Cg‘l"QH
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Capitulo 1 1.7 Decarmento do potencial Newtoniano

Estimativa para I3: Seja Q3 := {y € RY;2|z| < |y — z|}. Assim, para y € Q3

y—z
Iy—x|§|y|+|x|§|y|+—| 5 l,

ou seja,
ly — |

< .
5 <yl

Desta forma,

C
I — / y
27 o =y 2+ g™
S/ ¢ —7dy
I CON

Ch
< dy.
/93 |z — y|N 2o — gyl

Usando coordenadas polares, obtemos

+o0 N-1 2417
I3 < / CLCZT = Cor )
9 pN-2-1 241 o]

||
Desde que [ < —2, encontramos

Iy < Cslz|**. (1.70)

Estimativa para I5: Seja Q5 := {u € RY; %‘ < |y — z| < 2|z|}. Dai,

C
1 :/ dy
P o =N R [y

C, / 1
< dy
[2[N=2 Jo, 1+ |y|~
1
< Cl|9€|2_N/ — o
wi<alel L — 1Yl

1 1
i<t 1 — |yl 1<|y| <3| Y|

3yl
< C'1|:B|2_N (Cg + Cg/ ?"N_lrldr>
1

Cylz|>N, se N—-1+1< -1
<] Cslz*Nlog|z|, seN-1+1=-1
Colz|>N(C7 + Cgla|N*h), se N —1+1> —1.

Assim, para |z| suficientemente grande, segue das estimativas (1.69), (1.70) e (1.71)
que

Clz|>, sel < —N
lw(z)] < < Clz|>*Nlog|z|, sel=—N (1.72)
Clx*H, se — N <l< =2
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Capitulo 1 1.7 Decarmento do potencial Newtoniano

u

O segundo resultado que apresentaremos agora, que é devido a Allegretto-

Odiobala [1], ¢ de mesma natureza que o anterior considerando outras hipoteses
sobre a funcao f : RY — R.

Lema 1.26 Suponha que a f € L*(RY) e |$|%|f|Lp(RN\B‘z|(O)) <C,comp>7L e
% + % = 1. Entao,

w(x) = CN/R &dy < ¢ (1.73)

Nz —y N T N
onde Cy = [N(N — 2)wy]™! e wy € o volume da bola unitdria em RY.

Demonstragao: Note que

1 teoq
w(x) = NwN : thl |f’L1(Bt(x))dt'

De fato, temos de [8, Teorema 6, p.270|, que
f()
=C —
wie) = Oy [ By
e f)
=C / (/ ———dS ) dt
N 0 9By (z) |z — y|N -2 Y
—+00
= ON/ f(?J)dSy) dt
GBt(:c)
=(Cy lim {/ (
R—+o00 0
S|
B tN 2
Denotemos h(t) = [ () | (¥)dSy. Assim,

w(z) = Cy lim U()Rtl ()dt]

=(Cy lim
R—+o00

R—+o00

= O lim_ [(tNi_Qh(t)) v /0 ’ tfjv(f)l dx]

0

1 [t
= Nux /. v e dt,

mostrando a identidade desejada. Agora, vamos mostrar a estimativa. Temos que

+oo 1 400 1 |z|/2 1
/0 lm|f|u(3t(m))dt=// tN_1|f|L1(Bt(x))dt+/0 tN__1|f|L1(Bt(x))dt

x|/2

= J1+J2.
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Capitulo 1 1.7 Decarmento do potencial Newtoniano

Estimativa para J;: Temos que

= Cla* M| flo@n)-

Estimativa para J;: Desde que % + % = 1, temos Aplicando a desigualdade de
Holder que

22
Jo :/0 tN—_l\f|L1(Bt(x))dt

jal /2 1

- [T] rwa]a
0 By(z)
w2 [ .

g/ - (/ dy) 1| o (Biayy | di
0 By (z)

=172 1-N+Z&
:c/‘ R [ PP
0

2-N+2
2] ‘
< COllfllrs g o0 | 5 :
2

Note que fazendo a mudanca de variavel y = x — z, temos

sy = [, Py
B%(I)

—— [t pa:
Bz (0)

2

- / e — 2)Pdz / (@ — 2)Pdz
RN\B%(O) RN

S/ |f(z — 2)|Pd=
RN\B%(O)

= W1 ar5 o

Desta forma,
N

s
<]2 < C||f||LP RN\B‘ l(o)) |: 2 |.T|2 N,

Das estimativas feitas anteriormente, segue o resultado.
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Capitulo 2

Solucao positiva para uma equacao
homogénea do tipo logistica

2.1 Introducao e resultados principais

Neste capitulo, vamos estudar o seguinte problema
— Au= AV (z)u —g(u)) em RY, (Py)

onde N > 3, X\ é um parametro real e o potencial V : RY¥ — R é uma funcao
Holder continua que muda de sinal, ou seja, V = VT — V=~ e VT £ 0, onde
V*H(z) = max{V(z),0} e V- (z) = max{—V(z),0}. Ainda sobre o potencial V'

consideramos as seguintes hipoteses:

(V1) Ve L®RN) e V¥ =V, + Va, onde V; € LY2(RN) e lim |2]*Va(z) = 0;

|z|—o0
(V2) Existem A, > 0 tais que
V(z) < Alz|?7®, Vz e RY.

Vamos assumir que o termo de absor¢ao nao linear g : Rt — R* ¢ uma fungao de
classe C' que satisfaz as seguintes hipoteses:

q'(t)
t

(91) 9(0) =4'(0) =0 e liminf

t—0

> 0;

(g2) A aplicacao t — g(t)/t é crescente em (0, +00);

(g93) g tem crescimento superlinear no infinito, isto é

lim 9(t) > ||V ]| oo-
t—+oo

Os resultados que estabeleceremos neste capitulo sao devidos a Radulescu e
Repovs [15].

Diremos que uma funcao v : RY — R ¢ uma solugao cléssica do problema (P
se u € C?(RY) e satisfaz (P) pontualmente.

Neste capitulo destacamos dois resultados, o primeiro diz respeito a existéncia
de solugao positiva para o problema (P,)). Mais precisamente temos:

32



Capitulo 2 2.2 Resultados a priori

Teorema 2.1 Suponha que as fungoes V' e g satisfazem as condigoes (V'1), (g1),
(g92) e (g3). Entao o problema (Py) tem uma solugdo positiva, para qualquer X > \*.

No segundo resultado, provaremos que, ao assumirmos a hipotese (V2),
dependendo do valor do parametro real A teremos existéncia ou nao existéncia de
solugao positiva para o problema (P,). Além disso, no caso em que temos existéncia
de solugao positiva, mostraremos que a mesma tem decaimento do tipo polinomial
no infinito. Neste sentido, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Suponha que N > 4 e que V e g satisfazem as hipdteses (V'1), (V2),
(91), (92) € (gs). Entao,
(i) o problema (P)) tem uma wunica solugdo positiva para qualquer X > X*. Além

disso, existe C' > 0 tal que

u(zr) < Clz)*™, vz eRY; (2.1)

(ii) o problema (P)) ndao tem solugao para qualquer 0 < X < \*.

2.2 Resultados a priori

Nesta secao faremos alguns resultados a priori; sendo assim, assumiremos que o
problema (Py) tem uma solugao positiva. Com isso, provaremos que o decaimento
da solugao ¢ do tipo polinomial e em seguida provaremos dois lemas que serao
utilizados na demonstragao do Teorema 2.2. Aqui assumiremos que V e g satisfazem

as hipoteses (V'1), (V2), (g1), (92) e (g3).

Lema 2.3 Se u € uma solugdao positiva do problema (P)), tal que | ‘lim u(z) =0,
x|—+00

entao existe uma constante C' > 0 tal que
u(z) < Clz)*™, Vva e RY.

Demonstracao: Seja wy o volume da bola unitaria em R e considere o potencial
Newtoniano com densidade V*tu

_ 1 Vi (y)u(y)
w(z) = NV = 2)un /RN PR dy. (2.2)

Desde que V1w é uma funcao Holder continua, segue do Teorema (1.4l que w satisfaz

—Aw =V*(zr)u em RY, (2.3)

Desde que limg|—, o0 u(x) = 0, existe R > 0 tal que |u(x)| < 1, para |z| > R, e como
u € C*(RY), Ju(z)] < C para |z| < R. Desta forma,

lu(z)] < C, VzeRY. (2.4)
Dai, usando (V2) e (2.4), obtemos

Vi(yu(y) < Cly| >, vy eRN. (2.5)
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Capitulo 2 2.2 Resultados a priori

Aplicando o Lema [1.25 com | = =2 —a e f(x) = VT (z)u(zx), temos
w(r) < Clz|™, Vo e RY. (2.6)

Defina v(z) = Cw(z) — u(z), com C suficientemente grande para que v(0) > 0.
Portanto, de (2.6) e do fato de lim|,— 4o u(z) = 0, temos que limyg|_.o v(x) = 0.
Afirmamos que v(z) > 0 para todo x € RY. De fato, caso contrério, existiria
1o € RY ponto de minimo local de v e, neste caso, v(zy) < 0, Vu(zg) = 0 e
Awv(zg) > 0. Por outro lado, se C' > A, temos

Av(zg) = CAw(xy) — Au(zo)
= —CV™¥ (wo)u(xo) + A(V (xo)u(z0) — g(u(xo)))
< (A = O)V*(zo)u(o) — Aglu(o))
< 0.

O que é uma contradigao. Logo,
v(z) >0, VoeRY. (2.7)

Consequentemente,

u(z) < Cw(z) < Cla|™®, Vo eRN.
Isto juntamente com (V'2) implica

VH(z)u(r) < Clz| 272, Vo e RV,
Desta forma, com | = —2 — 2q, segue do Lema [1.25 que se 2o < N — 2,

w(r) < Clz|™**, Vz e RY.

Seja n, o maior inteiro tal que n,a < N —2. Entao, repetindo o argumento anterior,
segue que
w(r) < Clz|™", VreRY

e, consequentemente,
u(z) < Clz| ™™, Vo e RY.

Assim, utilizando (V'2), obtemos
VH(2)u(z) < Claz|72MetDe vy e RV,
Desde que (n, + 1)a > N — 2, segue do Lema [1.25 que
w(r) < Clz)*™, VreRY.

De onde segue que
u(z) < Olz*™, Vo eRY

e isto completa a prova.
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Lema 2.4 Se u é uma solugdo positiva do problema (Py), tal que | ‘lim u(x) =0,
T|—-+00

entio V*tu,V-u,g(u) € LY(RY) e u € HY(RY).

Demonstracao: Para qualquer R > 0 consideremos a funcao da média

1 1
u(R) Nuwy RN /83R u(x)do Nuwon /331 u(Rx)do, (2.8)

onde wy denota o volume da bola unitaria em RY. Entdo, usando a mudanca de
variavel y = Rx e o Teorema da Divergéncia, obtemos

1

NU}N 0B,

1 ou
= — —(Rz)do
Nwy /831 87)( )

1 ou
— [
NwNRN_l 9B an («T) g

1
a NU)NRN_I Br

u'(R) Vu(Rzx).n(z)do

Au(z)dz.
Assim,

NwNRN_lﬂ’(R):/ Au(z)dx

Br

~ /B (V(@)u(x) — glu(z)))dz. (2.9)
Y /B (V*(2)u(x)dz + A /B (V= (2)u(z) + g(u(x)))dz.

Pelo Lema 2.3, existe C' > 0 tal que |u(z)| < Clz[~"*?, para todo = € RY. Entao,
pela hipotese (V2),

/ VT (z)udz < CA/ |z| V" dx
I<|z|<R

1<|z|<R
R
:ClA/ rN=ap N1y
1

—Q

oA {T_}R (2.10)

1 —x
eu(i-2)
(07 «

<C1

I

07

Além disso, desde que u é continua e V* € L>®(RY), obtemos
/ VH(z)udr < C. (2.11)
0<[z|<1
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Das estimativas (2.10) e (2.11)), seque que V*u € L'(RY). Agora, vamos mostrar que
V=u, g(u) € LY(RY). Para isto, por contradicio, suponha que V-u+g(u) ¢ L*(RY).
Entao, por (2.9), temos que para R suficientemente grande @' (R) > 0. De fato, desde
que Vtu € LY RY) e Voutg(u) ¢ L'(RY), segue que para R suficientemente grande

/BR V¥ wjude < / (V™ (x)u + g(u))da.

Br

De onde obtemos a afirmagao. Desta forma, para R suficientemente grande u(R)
é crescente e, assim, u(R) - 0 quando R — o0, 0 que é uma contradi¢do, pois
aplicando a Proposi¢ao 2.3 em (2.8), obtemos

u(R) = L / u(Rz)do < cpNe_ L / lz| N 2do < CY RN — 0,

Nwy Jop, Nwy Jap,

quando R — 4o00. Desta forma, V~(z)u + g(u) € L'(RY). Portanto, V" u, g(u) €
LY(RY).

Para concluirmos a demonstracao, resta mostrar que v € HY(RY), ou seja,
u € L*(RY) e |[Vu| € L3(RY). Pela hipotese (g;), temos que existem a,d > 0
tais que

g(t) >at para0 <t <9,

implicando
2

t
g(t) > % para 0 < t < 0. (2.12)

Além disso, observe que o fato de limy o u(xz) = 0 implica que o conjunto
{z € R¥;u(z) > 6} é compacto. Dai, usando (2.12) e o fato de g(u) € L'(RY),

temos
/ u’dx :/ uldx +/ uldx
RN [u>6] [u<d]

2
S/ qua:—l——/ g(uw)dx
[u>6] a Ju<s)

< 00,

mostrando que v € L*(RY). Resta provar que |Vu| € L?*(RY). Multiplicando a
equagao
—Au = A(V(z)u — g(u))

por u, integrando e usando o teorema da Divergéncia, obtemos

/B |Vul?dz — /83 u(x)g—z(m)da = )\/B (V(z)u — g(u))udz, (2.13)

para qualquer R > 0. Desde que Vu — g(u) € LY(RY) e u € L®°(RY) temos que
(Vu — g(u))u € LY(RY) e, assim,

lim (/ |Vu|*dx —/ u(w)@(x)da> < 00.
R—oo \ /B, OBR on
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Agora vamos provar que |Vu| € L?(RY). De fato, suponha que |Vu| ¢ L?*(RY),
entao existe Ry > 0 tal que

0 1
/ w(2) 22 (z)do > -/ Vu|?dz, (2.14)
dBR an 2 JBg
para qualquer R > Ry, pois, caso contrario, teriamos de (2.13) que

5[ [Tude < | (@ - gwyuds

2 Br
o que implicaria (Vu—g(u))u ¢ L'(RY), o que ¢ uma contradigao. Defina as fungoes
ou
AR ::/ w(x)=—(z)do;
)= [ @G
B(R) ::/ u?(z)do;
0Bp
C(R) := / |Vu(z)2dz.
Br
Assim, podemos reescrever a desigualdade (2.14) da forma

A(R) > -C(R), para qualquer R > Ry. (2.15)

DN | —

Por outro lado, temos da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

2

ou
M|l 208

= () (L i)
= B(R) (/emR \Vu.r]|2da)
< B(R) (/BBR |Vu|2dcr) :

Isto junto com o [8, Teorema 6, p.270] implica que

ou\ >
A2(R) = <a_n> < ullZ2om,

L%(8BR)

A%(R) < B(R)C'(R). (2.16)

Agora, usando (2.15) e (2.16), obtemos

2
C'(R) > ZLCB((};))’ para qualquer R > Ry.
Assim,
1 C'(R
BIR) — 402((R) <0, para qualquer R > Ry,
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equivalentemente,
d /T ! dt + 1 <0 | R>R (2.17)
— ara qualquer . .
dr | J, B(t) C(r)l,—r ) para aied 0

Por outro lado, desde que u € L*(RY)
B(R) < / w(r)de = K, VR >0,
RN

implicando,

Desta forma,

lim ——~ = +00.

O que implicaria que a funcao

4 +/T dt
c(r)  Jo B(t)
é crescente para R > Ry. O que é uma contradigdo com (2.17). Logo, |Vu| €

L?(RY), mostrando que u € HY(RY).
|

Lema 2.5 Sejam w e v duas solugoes positivas do problema (Py), tais que

lim u(x)= lim wv(z) =0, entdo
|| =00 |z|—=+o0
0
lim [ u(z)edo = 0. (2.18)
R—0oo JoBy on

Demonstragao: Sendo u solugao de (Py), temos
—Au = AV (x)u — g(u)). (2.19)

Multiplicando a equagao (2.19) por v, integrando sobre Bpr e usando o teorema da
Divergéncia, obtemos

Vu.Vudr — / u(:c)g—zda = A/B (V(z)uw — g(u)v)dz.

Bpr 0BRr
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Desde que u e v sao solugoes do problema (P))), temos que Vu.Vu, V(z)uv —g(u)v €
LYRY). Assim, imp-co [5p5 u(x)g—Zda existe. Resta mostra que este limite é zero.
Segue do fato de que |n| = 1 e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

() Lo < @)oo ) Vol afde)
[ @) < (1, was) = ([ )
< (}l% /8 . |u(:p)|2d0> v <R /a . |Vv(x)|2da) "

Usando novamente a hipotese de que u e v sao solugoes do problema (Py)), segue do
Lema 2.4 que a integral
/ (/ (u® + |W|2)da> dR
0 0Br
é convergente. Entao
2R
lim (/ (u?® + \Vv|2)d5) dr = 0.
R—o00 R OB,

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, temos

2R
/ (/ (u® + |W\2)ds) dr = R/ (u® + [Vv]?)dS,
R B, OBpy

para algum R’ € [R,2R]. Desde que

(2.20)

Rl
0<— [ @+|VP)dS <R[ (u*+|Vo])dS,
2 OB g 0Bp/

temos que

R—o0

lim R’/ (w2 + |Vo[2)dS = 0.
0By

Assim, podemos encontrar uma seqiiéncia (R,,) com R,, — oo tal que
lim Rn/ (u? + |Vv|?)dS = 0
e, conseqiientemente,
lim Rn/ |Vv|?dS =0 = lim Rn/ u*dS. (2.21)
Assim, dado € > 0, existe nyg € N tal que para n > ng

R, u?dS < e,

OBg,,

ou seja, para n > ng, temos

WS < = < K.
/83Rn R”

Usando isto e (2.21) em (2.20), obtemos

lim u—vda =0.
R—o00 OB 677
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2.3 Problema auxiliar

Nesta secao vamos obter um resultado que seré usado nas provas dos Teoremas
2.1l e 2.2. Aqui, estudaremos o problema (Py) em dominio limitado, ou seja, fixado
R > 0, consideremos o problema

i S

Usando o método de sub e super solu¢ao provaremos que o problema (2.22) tem
uma solu¢do positiva, para qualquer A > \;(Bg). Mais precisamente, temos:

Lema 2.6 Seja A > \{(Bg), onde \{(Bg) € definido por (1.24). Entao, o problema
(2.22) tem uma solugao positiva.

Demonstragao: Para provar este resultado precisamos encontrar uma sub e uma
supersolugao para o problema (2.22). Note que u(x) = M é uma supersolugao do
problema (2.22)) para M suficientemente grande. De fato, temos que

u(x) =M >0 sobre 0Bg.
Desde que Aw = 0, resta mostrar que
g9(z,u(x)) := A(V(2)u — g(u)) <0 em Bpg.
Por (g3), para t suficientemente grande, temos
9(t) = t]|V][oo-

Assim,
V(z)u —g(@) <[Vt - g(u) <0.

Agora queremos encontrar uma subsolugao positiva para o problema (2.22).
Desde que A > \{(Bg), segue da Proposi¢ao 1.19 que o autovalor p;, definido em
(1.41), do problema

—Au—AV(x)u =pu em  Bpg
uw >0 em  Bpg (2.23)
u =0 sobre 0Bg

¢é negativo. Seja e; uma autofungao do problema (2.23) associada a p;, entao

—Ae; — AV (x)ey = pe; em Bgr
ee. >0 em  Bpg (2.24)
er =0 sobre 0Bgp.

Afirmamos que
u(z) = eey(x) (2.25)

é uma subsoluc¢ao do problema (2.22) para e > 0 suficientemente pequeno. De fato,
ja sabemos que u(z) = 0 sobre 0. Assim, precisamos verificar que

—Au(z) < g(z, u(z)) = MV(2)u(r) - g(u(r))), em Bg,
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ou seja,
—Au(x) — g(z,u(z)) <0, em Bpg. (2.26)

De (2.24)), temos
—Au = e(—Aey) = e(AV(x)ey + preq).

Desta forma, (2.20) é equivalente a

eprer + Ag(ee;) <0, em Bpg. (2.27)
Desde que
—9(0
4(0) = lim gleer) — 9(0)
e—0 €eq

Segue da hipotese (g1) que g(0) = ¢'(0) = 0, dai
g(eer) = eejo(1), quando € — 0. (2.28)
Usando (2.28) em (2.27), concluimos que
eprer + Ag(eer) = eeq (g + Ao(1)) <0,

para e suficientemente pequeno, ja que pu; < 0. Com isto, mostramos que u = eeq é
uma subsolugao para o problema (2.22).
Assim, para usarmos o método de sub e super solucao, resta mostrarmos que
u < W em Bp, mas note que isto é facilmente satisfeito, pois u é limitada em By e
estamos tomando € pequeno. Desta forma, segue do Teorema 1.23 que o problema
(2.22) tem uma solugao positiva.
|

Observagao 2.7 Note que u(x) = M ¢é uma supersolu¢ao do problema (2.22))
independente do raio da bola em que o problema é considerado. Isto serd fundamental
quando estivermos interessados em obter uma candidata a solugdo do problema (Py).

2.4 Demonstracao do Teorema 2.1

Nesta secao vamos apresentar a prova do Teorema 2.1. A demonstracao sera
feita em trés etapas. Na primeira etapa, encontraremos um candidato a solugao
do problema. Em seguida, vamos estabelecer condigoes que nos permitam “passar
o limite” quando R — oo no problema (2.22). Assim, na segunda etapa iremos
utilizar estimativas interiores de Schauder para justificar certas limitagoes que nos
permitirao na terceira etapa, através de um argumento diagonal provarmos que o
candidato obtido na primeira etapa é solu¢ao do problema (P)).

Etapa 1. Fixe A > \* e uma sequéncia Ry < Ry < ... < R, < ... de nimeros
positivos tal que R, — oo e A\(R;) < A. Implicando que A\;(R,) < A para todo
n € N, ja que a sequéncia (A (R,)) é decrescente. Pela observacao anterior, temos
que u, < M em Bpg,, para todo n € N. Além disso, observe que u,;; ¢ uma
supersolucdo de (2.22) para R = R,,. De fato, desde que By, C Bg, .., temos que

—Aupir = AV (@)uns1 — g(Uns1)) em Bp,
Upi1 >0 sobre 0Bpg,.

n+17?
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Dalf,
A(tups1 —u,) =0 em  Bpg,
Ups1 — Uy >0 sobre 0Bpg,
Logo, pelo principio do maximo, u, < u,;1. Desta forma, a sequéncia (u,(x)) é
mondétona crescente e limitada para cada € RY. Logo, a funcao u : RN — R dada

por
u(z) == lim u,(x) (2.29)

n—od

esta bem definida e é positiva em RY.
Etapa 2. Em termos de simplicidade, vamos supor que a sequéncia R, = n.
Fixado m € N vamos mostrar que

[unllce@my < €, paran > 4m. (2.30)

Como foi dito anteriormente, vamos utilizar uma consequéncia das estimativas

interiores de Schauder. Pela primeira parte da demonstragao, temos que u, €
C**(By,y,) e satisfaz

—Au, = f(x,u,) em By, paran > 4m,

onde f,(z) = f(z,u,) = MV (2x)u, — g(u,)). Sejam dy = dist(0,0By,) = 4m
ed = A% = 2m. Assim, considerando € = B%, temos que ' CC By, €
dist(?, Bym) = 4’”’;—“ > 2m. Dali, pelo Teorema 1.3, existe C' > 0 tal que

d|| Dunlle + & (|D%up ey + &0 D?uglceeny < Cllunllemam + I falloe i)
(2.31)
para n > 4m. Note que de maneira analoga ao feito no Teorema 1.23 temos que

[unlleim) + [ fallow s, < K, paran > 4m. (2.32)
Assim, desde que B,, C €, temos juntando (2.31) e (2.32) que
[unllc2e @y < lunllo2a@y < K, paran > 4m. (2.33)

Dai segue que a familia {D?u,,} ¢ equicontinua e uniformemente limitada em B,, e,
assim, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, para cada m € N,

u, —v, em C**(B,). (2.34)

Etapa 3. Vamos utilizar um argumento diagonal para justificar que a menos de
subsequéncia
u, —u em CP(RY), (2.35)

loc

onde u é a fungao definida em (2.29). Pela segunda etapa, temos que existe uma
subsequéncia (u}) C (u,) satisfazendo

u: —u; em C*(B).
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Desde que u,(z) — u(x) para cada € RV, segue que u; = ulgz. Agora,
aplicando a segunda etapa para (u.), temos que existe uma subsequéncia (u2) C (u))
satisfazendo

ul —uy em C*(By).

Usando o argumento anterior, segue que u; = u|g;, ou seja,
2 2R
u; —u em C%(Bs).
Seguindo assim, fixado k € N, existe uma subsequéncia (u¥) C (uf~1) que satisfaz

uf —u em C*(By).
Afirmamos que a sequéncia diagonal (uf) atende (2.35). De fato, seja B uma bola
qualquer em R” | entdo existe kg € N tal que B C By,. Dai, para k > ko, B C Bj.
Logo,

u® —u em C?*(B), para cadak > k.

n

Desta forma, devido a forma que tomamos as subsequéncias (u”), obtemos
uf —u em C*B).

Mostrando que a sequéncia (uf) satisfaz (2.35). Assim, tomando o limite no
problema (2.22)) concluimos que a fungao u definida em (2.29) é uma solugao positiva
para o problema (Py).

2.5 Demonstracao do Teorema 2.2

Nesta secao apresentaremos a prova do Teorema 2.2. A demonstragao sera feita
em trés lemas.

O primeiro lema é um resultado de existéncia. Nele mostraremos que para
A > \* o problema (Py) tem uma solugdo positiva que tende a zero no infinito.
Mais precisamente temos:

Lema 2.8 Suponha que V' e g satisfazem as hipdteses (V'1), (V2), (g1), (92) € (g3).
Entao, para qualquer A > X*, o problema (Py) tem uma solugao positiva, com

lim wu(z)=0. (2.36)

|| —+oo

Demonstracao: Para provarmos este resultado, basta repetir a demonstracao feita
no Teorema 2.1, com a seguinte mudanca, no lugar de considerarmos uma constante
como supersolugao, a hipotese (V2) nos garantira que a fungao

u(z) =n/(1+z?), neN

é uma supersolugao do problema (2.22) para qualquer R > 0 e n suficientemente

grande. De fato, temos que
2nx;

(1 + [af?)?

Uy, = —

43



Capitulo 2 2.5 Prova do Teorema 2.2

B =2n(1 + |z|*)? + 8nz?(1 + |x|?)
T
o (1+ |z[2)*

Assim,

N i {Qn(l + [2]2)? = 8na?(1 + |z]?)
2 1+ 2P)"
N+ (N —4)|z]*_
= u.
(1+ |2]2)”
Desta forma, para provar que u ¢ uma supersoluc¢ao de (2.22)), para todo R > 0,
devemos mostrar que

N + (N —4)|z|? B @ N N
1+ [z2)? > AV(z) — A = Ve e RY. (2.37)
Seja
J h )_N—I—(N—4)|x]2
S (RO

e observe que para |z| suficientemente grande, h(x) se comporta como 1/|z|?. Desta
forma, usando a hipotese (V'2), obtemos para |z| suficientemente grande que

Viz) < V) < —

- - ’x‘Q—&-a

1
< —.
e
Desde que Ag(u)/u > 0, temos que para |z| > K para algum K suficientemente
grande (2.37) ocorre. Jé para || < K, podemos tomar n suficientemente grande de

forma que

I V.

Desde que N > 4, temos
W) < XMVl <3 4 i),

Mostrando que (2.37) é satisfeito para todo # € RY e, assim, U ¢ uma supersolugao
para o problema (2.22)) para qualquer R > 0.

Note que u < u, pois podemos tomar para cada R > 0, € suficientemente pequeno
em (2.25) de modo que a desigualdade ocorra. Assim, temos que o problema (P
tem uma solucao u : RY — R tal que

u(z) <u(z), VreRY.

Desta forma, tendo em vista que

lim @(z) =0,
[z —+o0
segue que
lim wu(z) =0,
|| —+oo
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implicando que u é uma solugdo positiva do problema (P)) que tende a zero no
infinito.
u
O Lema seguinte nos fornece um resultado de unicidade de solu¢ao para o
problema (Py). Mais precisamente temos

Lema 2.9 Suponha que V' e g satisfazem as hipoteses (V'1), (V2), (g1), (92) € (g3).
Entao, para qualquer X\ > X*, o problema (P)) tem uma tunica solugdo positiva
satisfazendo (2.36)).

Demonstragao: Sejam u e v duas solugoes positivas do problema (Py) satisfazendo
(2.36). Entao, podemos assumir, sem perda de generalidade, que u < v. De fato,
temos que @ = min{u, v} é, claramente, uma supersolucao de (Py) e u definida em
(2.25)) ¢ uma subsolugao. Assim, encontrariamos uma solu¢ao w pelo método de sub
e super solucgao tal que w < u. Entao, fariamos o raciocinio para v e w, justificando
o sem perda de generalidade. Desde que u e v sao solugdes de (Py), temos

—Au = ANV (x)u — g(u)) (2.38)
e
—Av = AV (z)v — g(v)). (2.39)
Multiplicando (2.38)) por v, (2.39) por u e integrando sobre Bg, obtemos
/ VuVudr — / u(x)@da = )\/ V(z)uv — )\/ vg(u)dx (2.40)
Br OBpr on Br Br
e
ou
VuVudx —/ v(z)m—do = A/ V(z)uv — )\/ ug(u)dz. (2.41)
Br OBr on Br Br

Subtraindo estas duas expressoes obtemos:

/83R (u(:v)g—:; — v(x)g—:;) do = ,\/BR w (@ _ &5)) d.

Pelo Lema 2.5, o lado esquerdo converge para zero quando R — 4o00. Assim,

/R w (@ - #) dz = 0. (2.42)

Desde que 0 < u < v, temos da hipotese que

gv) 9w

> 0.

Consequentemente, (2.42) implica que

v Uu

Desde que ¢(t)/t nao é constante, obtemos u = wv.
n
No proximo resultado, mostraremos a nao existéncia de solugao para o problema
(P)). Mostraremos que para 0 < A < A\* o problema (P)) nao tem solu¢ao. Mais
precisamente temos
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Lema 2.10 Suponha que V e g satisfazem as hipdteses (V1), (V2), (g1), (g2) e
(g93). Entao, para qualqguer 0 < X < X*, o problema (P)) nao tem solugdo positiva
satisfazendo (2.30).

Demonstragao: Vamos argumentar por contradi¢ao. Suponha que para 0 < \ <
A* o problema (P)) tem uma solugao positiva satisfazendo (2.36). Desta forma,

Ui

/ |Vul*dz — / u%da = )\/ (V(z)u® — g(u)u)dz.
Br 8BR Br

Dos Lemas 2.4/ e 2.5, segue fazendo R — +o00 que

/ ]Vu|2d:r+)\/ g(u)udx:)\/ V(z)udz.
RN RN RN

Note que se A = 0, teriamos u = 0, o que é um absurdo. Assim, desde que A > 0 e
g=0

/ |Vul?dz < )\/ V(z)uldz. (2.43)
RN RN

Por outro lado, segue da definigdo de A* e A;(R) que

V|*dx
M(R) < Jeal VoA
Jp, V(x)p?dz

com fBR V(x)p?dz > 0, onde p € Hj(Bg). Desde que A* < \;(R), para todo R > 0,
temos que

/\*/ V(a:)gonxS/ (V|da (2.44)
Bg Br
2N 2 . 2N
para qualquer ¢ € C(RY) com [,y V(z)p?dz > 0. Fixe ¢ € Cj(RY) tal que
0<ep<le
(z) = 1,selz] <1

P00, selz] > 2.

Para n > 1 defina ¢, (x) := ¢, (z)u(x), onde @,(x) = ¢(¥). Entao,

Yn(z) — u(z), para todo z € RY

2(2)| < u(z), paratodo z € RY e todon € N.
|t (z)| < u(z)

Desde que u € H'(RY), segue da imersao continua H'(RY) — L%(RN) que
u € L%(RN ). Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

que
Y —u em L¥ (RY).

Afirmamos que
Vb, | — |Vu| em L*(RY). (2.45)
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De fato, seja Q,, := {z € RY;n < |z| < 2n}. Dai,

||V1/1n - VUHL2(RN) = HZLV(,On + o, Vu — VU/HLQ(RN)
< [[(¢n — DVul 2@y + [[uVonl| 2@
= [[(pn — D)Vullp2@y) + [uVn 22,

Desde que u € L¥ (RY) e ¢, € C2(RY), temos que u? € L¥2(RN) ¢ |Vy,| €

LN2(RN). Dai, pela desigualdade de Hélder, obtemos

IVehn = Vull 2y < [1(0n = DVull 2@ + ullze ) I VenlZ2@n)-

Note que para cada z € RY, p,(z) — 1. Assim,
(pn(z) —1)Vu — 0 para cada z € R,
Além disso,
[(pn(z) — 1)Vu| < [Vu| € L*(RY).

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim |[(¢n(z) = 1)Vul[ 2@y = 0.

n—-—+00
Observe também que
IVoullin @y = IVl v @)

Por fim, note que usando o fato de u € L* (RV) e

—+00

||U||L2*(RN) = Z(||U||L2*(Qn)>

n=0

obtemos

nl_lﬂrloo 1wl 2+ 0,y = 0.

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Assim, utilizando de (2.46) a (2.49), temos que (2.45) ocorre, provando nossa

afirmacao. Agora, desde que
Ve, Vou? € LYRY), VT2 < VTule V2 < Vol
segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim V*(x)dex—/ VH(x)uldx

n—+oo Jpn RN
e
lim Vo (x)ide = V7~ (x)uldz.
n—-+oo Jpn RN
Consequentemente,

lim V(x)@bfldx:/ V(z)udz.

n—-+o0o RN RN
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Entao, por (2.43) e (2.50) existe ny € N tal que

/ V(z)p2dx > 0,
RN

para qualquer n > ng. Assim,

)\*/ V(m)@bidxg/ |Vib|*dz, para n > ng.
RN RN

Entao, usando (2.45) e (2.50) obtemos

)\*/ V(:C)u2d:c§/ |Vul*dz. (2.51)
RN RN

O que é uma contradigao com (2.43). Logo, o problema (P,) nao tem solugao se
0< A

]
Demonstracao do Teorema [2.2: A prova deste resultado segue dos Lemas 2.3,
2.8,12.9 e 2.10.

]
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Capitulo 3

Solucao positiva para uma equacao
nao homogénea do tipo logistica

3.1 Introducao e resultados principais

Neste capitulo vamos estudar o seguinte problema nao homogéneo:
— Au = a(z)( M — g(u)) — ph(z) em RY, (Pux)

onde N > 3, X\ e u sdo parametros reais, a,h : RY — R sao funcoes positivas e
a nao linearidade ¢g : Rt — R™ tem crescimento superlinear. Sobre o potencial a
consideramos a seguinte hipotese:

(a1) 0 <ae L= (RY)NL2(RY).
A nao linearidade g atende as hipoteses:

(91) g : RT — R* é uma funcao continua com ¢(0) = ¢’(0) = 0;

(g2) 0 < g := liminfﬁ <y = limsupi? <00, p>1;
5

s—4o0 SP s——+o00

(g3) s+ 9(s) é uma fungao nao decrescente.
s

Por fim, sobre h assumimos que:

(h1) 0 < h e L2(RY)N L*(RY), onde 0 = 1 + |z|%;

(ha) h e LI(RN) € ’x‘¥’h’Lq(RN\B\z\(O)) <, comr > % e % + % =L

Os resultados que estabeleceremos neste capitulo sao devidos a Costa-Drabek-
Tehrani [5].

Uma solugdo do problema (P,,) sera entendida no sentido fraco. Mais
precisamente, diremos que u € DV*(RY) ¢ uma solugao de (P, ) se

/Vqudx — )\/a(x)uvdx + /a(x)g(u)vda: +u/h(x)vda: =0, (3.1)

para toda v € DM?(RY) N LETH(RY).
O principal resultado deste capitulo nos dira sob quais condi¢oes dos parametros
reais A e p o problema (P, ) tem solugao positiva. Mais precisamente temos:
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Teorema 3.1 Sejamp > 1, N > 3, a, h e g fungdes satisfazendo as hipdteses (ay),
(91) — (93), (h1) — (ha). Entao, para cada X > Ay = A\ (a), existe i = j1(A) > 0 tal
que, para 0 < p1 < f1, o problema (P, ) tem uma solugdo positiva u,, satisfazendo

C
u,(x) > T para |z| grande, (3.2)

onde \i(a) denota o autovalor principal do problema de autovalor (1.45).

Dividiremos a demonstragao deste resultado em duas Sec¢oes. Na Segao 3.2,
estudaremos um problema auxiliar e, por fim, na Secao 3.3, mostraremos que a
solucao que encontraremos na Segao 3.2 ¢ de fato uma solugao positiva para o
problema (P, ) e possui o decaimento dado por (3.2).

3.2 Um problema auxiliar

Nesta secao vamos considerar o seguinte problema auxiliar
— Au = a(z) Mt — g(u)) — ph(z) em RY, (Pry)

onde N > 3, X\ e i sao parametros reais e as fungoes a, h e g satisfazem as hipoteses
descritas na Secao 3.1.

Para mostrar que o problema (P: ,) tem solucdo, iremos usar argumento de
minimizagao. Mais precisamente, iremos usar o Método Direto do Calculo das
Variagoes (ver [6, Teorema 1.2.]) para o funcional I, : D"?(RY) — R U {+o0}
definido por

1 2 A +\2
L) =14 2 / |Vu|“dx — §/a(x)(u )odx + J(u) —i—,u/h(q:)uda:, se J(u) < 400
+00, se J(u) = o0,

onde J : DY*(RY) — R U {+oc} ¢ dado por

Note que todo ponto critico u, de I, é uma solugdo do problema (Plj ). Em
particular, se u, é um ponto critico nao trivial e nao negativo, entao u, ¢ uma
solucao do problema (P, ).

O principal resultado desta segao é o seguinte:

Proposigao 3.2 Suponha que a, g e h satisfazem as hipdteses (a1), (g1) — (g3) e
(h1). Entao, existe g > 0 e u, € DY*(RY) tais que, para 0 < p < g, u, € uma
solugao do problema (P, ).

Ja& que estamos interessados em mostrar que o problema (P, ) tem solugao,
iniciamos apresentando um resultado a priori que nos fornecerd uma condigao
necessaria para que o problema (P, ) tenha solugao.
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Lema 3.3 Suponhamos que as hipdteses (a1), (g1) — (g3) e (h1) ocorrem. Se
u € DY2(RY) € uma solugao positiva de (P,y), entdo A\ > \;.

Demonstragao: Seja ¢; uma autofungao positiva do problema (1.45) associada ao
autovalor \{, ou seja,

/Vg01Vudx = Al/a(x)goludx. (3.3)

Escolhendo v = ¢; como uma fungao teste em (3.1), obtemos

/Vquoldx = )\/a(m)wplda’ — /[a(m)g(u) + ph(x)u]pide.

De (g1) e (h1) temos que

/[a(x)g(u) + ph(z)u)prde > 0.

Desta forma, usando (3.3), obtemos

(A =) /a(m)wpldx < 0.

Portanto, A > A;.
u
A seguir apresentaremos um resultado que seréa usado em todo este capitulo.
Desde que estamos interessados em obter solucoes positivas, redefinimos a funcao g
da seguinte forma g(s) = 0 para s < 0.

Lema 3.4 Suponhamos que as hipdteses (g1) e (g2) ocorrem. Entao, para qualquer
e > 0 existem constantes positivas C, = C1(€) e Cy = Cs(€) tais que, para s > 0,

(a) —es+ C1s? < g(s) < es+ CysP;

(b) —es® + C1sP%! < G(s) < es” + CosP™, onde G(s) = [ g(t)dt.

Demonstragao: Segue da hipotese (g2) que dado € > 0, existe A > 0 tal que para

s> A

S
a; < %p) < Q. (3.4)

Desta forma, temos que

ars? < g(s) < ags?, para s > A. (3.5)

Note que por (g1)
g9(s) = g(0) + g'(0)s + r(s) =r(s),

onde lim,_o7(s)/s = 0. Assim, existe 0 > 0 tal que para |s| < 0

—es < g(s) <es. (3.6)
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Por outro lado, temos da continuidade da fungao g que existe K > 0 tal que

ogggm para § < s < A. (3.7)
Assim, de (3.5), (3.6) e (3.7), segue o item (a). O item (b) segue de (a) por
integragao.
u
No que segue mostraremos que /,, é coercivo e fracamente s.c.i. Para isto, vamos
considerar inicialmente o seguinte resultado.

Lema 3.5 Sejam u € DY?(RY) e h € L2(RY), com o =1+ |z|?, entdo

’ / h(z)udz

onde ||h||se = ([ o|h[2dz)">.

< Clhllzollull, (3.8)

Demonstragao: De fato, desde que h € L2(RY), com o = 1 + |z|?, segue das
desigualdades de Holder e de Hardy que

‘ / h(z)uda

. ' R —

2 u?
< |24 (/ md«%’)
< C||h|13 ., lull*.

]
O resultado que apresentaremos a seguir mostrara que o funcional I,, ¢ coercivo.

Lema 3.6 Seja A > \;. Entao,
(a) existem numeros reais positivos pg € By tais que

HEDllgf(RN)IM(u) < —fo, para todo 0 < p < po; (3.9)

(b) para 0 < pu < g, o funcional é uniformemente coercivo, isto é, dado M > 0
existe Ry tal que, para 0 < pu < pyo

I(u) > M, se|ul| > Ry. (3.10)

Demonstracao de (a): Seja ¢; uma autofuncdo positiva do problema (1.45)
associada ao autovalor A\, ou seja,

loul =1 ¢ / Vo Pde = A / a(2)dz.
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Entao, usando o Lema [3.4(b), obtemos

=
—
~
AS)
AS

SN~—
I

IA

~
(V)

N~ N = DN
VRS
—_
|
> > 2>
— N —

~+
[\
|

a(x)gofdx—l—/a(a:)G(tgol)dx—i—,ut/h(x)goldx

t2—|—/a(a:)G(upl)d:c—|—ut/h(:c)g01d:c

Do | >

7~ N
—
|
|

t? + 6t2/a(x)<pfdaz + CotPt! /a(a:)goﬁ’“d:c + ,ut/h(x)gpldx

1 2
Lo 22 oy gy /a(x)wﬁ’“dx + ut/h(w)sold%“
2 MM

Desde que A > A;, podemos tomar e suficientemente pequeno de modo que
A= )X —2¢ > )\;. Desta forma,

1 A
I,(tyr) < 5 (1 - /\—> t? + Cgtp+1/a(x)g0]f+1dx + ut/h(m)gpldx. (3.11)

1

Note que para t suficientemente pequeno temos

. <
t? [5 (1 - %) —I—Cgtp_l/a(a:)golfﬂdx] < 0.
1

Dai, existem tg, By > 0 tais que

1

2

A1

A
(1 - —) t2 + CotPt? /a(m)g@’fﬂdx = —20y, paratodo t <t,. (3.12)

Em seguida tomemos py > 0 tal que

,uto/h(x)gpldx < By, paratodo p < up. (3.13)

Assim, usando (3.12) e (3.13) em (3.11), segue que

1,(top) < —By, paratodo 0 < pu < .

Mostrando que (3.9) ocorre.

Demonstracao de (b): Apresentaremos uma prova no caso em que A ¢ um
autovalor do problema (1.45). Suponha que A = A\ < Apyq para algum k > 2. Seja
ko o maior inteiro tal que Ay, < Ax. A seguir, escreveremos o espago D'?(RY) da
seguinte forma

onde

DY?(RY) = H, @ Hy ® Hs,

Hy == Span{p1, ¢2, ..., oo }» Ho = Span{opei1s - r}, Hz = (H; & Ho)".
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1/ A 1 Ak
=—(—-1 =—11- : 3.14
o 2 <>‘k0 > 2 ( )‘kJrl) ( )
Consideremos o funcional quadratico

= %/\Vu\Qd:U— %/a(z)ude. (3.15)

Agora usando a caracterizacao variacional dos autovalores do problema (1.45), dado
por

Definamos

f| ‘ U|2dl 1,2/ mN
< ’
Ap = dllan kilgl}L) —f 2y L < D*(RY) (3.16)

1 A
:§/|Vu]2dx——k/a(x)u2dx
1 1A
z—/wmwp- ﬂ/w|m
Ak )
= (1
5 (35 -1) 1l

= —mo|[ul*

temos

(l) Se u € Hl,

(ii) Se u € Ho,

Qu) = %/Wuﬁdm—%/a( yuldr > = /]Vu|2d — 1)\k/\Vu| dx = 0.
(iii) Se u € Hs,
Qu) = %/[Vu\de— %/a(x)zﬂda:

1 1 A
S 2 2, 1 2
> 2/|Vu| dx 2)\HI/WUJ dx

1 A
— o (1= 2 ) l?
2 Aot

= [|uf]*.

Resumindo, temos que

Q(u) > —mg||lul|* para u € Hy,
Qu) >0 para u € Hs, (3.17)
Q(u) > my|lu|* para u € Hs.

Agora, para u € DV?(RY ) temos u = v+ w + z, onde v € Hy, w € Hy e z € Hs.
Entao, segue de (3.17) qu

/ |Vul*dz — a(x)ul*dx + J(u) + ,u/h(x)udx

(3.18)

> my||2]|? — mg||"0||2 + J(u) + ,u/h(a:)uda:.
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Capitulo 3 3.2 Um problema auxiliar

Para provarmos o item (b) vamos argumentar por contradi¢do, sendo assim,
suponha que existem, uma constante Ly > 0 e as sequéncias (u,) C [0, o] e
(u,) C DY2(RY), tais que

I (up) < Lo, VneN. (3.19)

Afirmacao: [jv,|* + ||w,||* — +o0.

De fato, suponha que isto nao ocorre, ou seja, ||v,||? + ||w,||* < C, para todo
n € N. Entao, ||z,]| — +o0, ja que ||u,||* = [|val|? + ||wal]* + ||2.]|>. Assim, usando
o Lema 3.5 e a estimativa (3.18]), obtemos

L, (wn) = mal|zall® = mollvn | = piallllz.o (W lloall? + wall? + [|20]1?) — +o0.

O que é uma contradicao com (3.19), mostrando a afirmacdo. Entao, t2 =
v | + |Jw,]|> — +o00. Note que de (3.19) temos que J(u,) < 4+o00. Dai, usando os
Lemas 3.5 e 3.4(b), obtemos

1
1, > 5 / |Vul|?dx — % a(x)|ul*dx + J(u) —|—un/h(m)udx
> m|zall* = mo([[vall* + [lwall*) — /a(m)[E(UZ)Q + Ciluy [P ]de — A,
> m|zal* = mo(lvall* + lwall*) — ellallnyzllunll3- + C: /a(fb’)\ump“dx — A

> il znl* = mo([[oal|* + lwal*) = Cellally [lun* + Cy /a(fv)!uw’“dw — A,

onde Ay, = pin[[All2.o(v/onll® + [lwal]* + [zl[?). A seguir, tomando € = szEi— e

observando que
[oall? + lwall* + 12all® = £ + [l2al* < (tn + [|2al))* € M > —m,

temos

m
Ly, () = fHZnH2 = 2mo(flvall® + [lwall*) + C1 /a(x)lurﬂp“dfc —An

2
mi || Zn HUn
Zti{7 . —2m0+Bn—t—2||h||2,a(tn+||zn||)}
2
my || Zn Cg Cg HZnH
>2d— |12 -2 B, — —= - — ,
—”{2 t o+ t tn<tn

4Pl
u
onde B, = Cyt2~! /a(x) (t_n) dx. Agora, note que se |[7|| > 1, temos
n
Cs || zn my || zn 2
toAt = 4 ||t
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Dalf,
2
mq || Zn CS
I n > t2 — || -2 Bn —_ — .
Mn(u)—n{4 tn m0+ tn}
Se 2|l < 1, temos que
my || 2 2 203
I, (u) > 28 — ||=2]] — -2 B, —— 5.
Hn (u ) - "n 4 tn mo + tn
Em ambos os casos, obtemos
ma || zn || C
L (uy) > 22212 —2mg+ B, — = ¢ (3.20)
4 ||t, tn
A seguir consideramos dois casos
Caso 1: Z ]l — +o0.
Neste caso, temos
m ||z |I? C
L(u,) >t Tl t_n —2mo—t— — +o00.

Contradizendo (3.19).

Caso 2: f—: < Ki, para algum K; > 0.

Neste caso, sendo D'?(RY) reflexivo, existe z € DV?(RY) tal que a menos de
subsequéncia

?ézemDmﬁm, (3.21)
implicando
j—n(x) — z(z) qtpaxeRY, (3.22)
Por outro lado, temos que
ol lwal® _
t o

de onde segue que as sequéncias (%) e (f—") sao limitadas em DV?(RY). Desde
n n
que H, e Hy tem dimensao finita, temos que as nogoes de convergéncia fraca e forte

coincidem; assim, a menos de subsequéncia

(Y

t_n — v em DY*(RY) (3.23)
¢ w
— —w em D“*(RY). (3.24)

Usando a imersao continua DV2(RY) — L? (RY), segue que as convergéncias (3.23)
e (3.24) também ocorrem em L?" (RY), isto é,

Un

— —v em L*(RY) (3.25)

n
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Capitulo 3 3.2 Um problema auxiliar

Yn o w em L¥(RY), (3.26)

n

Usando [4, Teorema IV.9.], também a menos de subsequéncia

Un v em qtpreRY (3.27)
¢ w
t—" —w em q.t.pax€RY. (3.28)
Portanto,
% @ em D"(RY), (3.29)

onde @ = v + w + z. Usando (3.19) em (3.20), obtemos

+1
Ly 1 m zn2 2mg C Uy, +|?
t%ﬁ_tﬁ__lr E —|-t‘z—_1+gz a(x) E dz.
Dai, desde que t,, — 400, concluimos que
4Pl
nl_l)I_{loo a(x) <Q;—n) dx = 0. (3.30)
Note que de (3.22), (3.27) e (3.28), temos
%(m) —u(r) qtpazeRY. (3.31)
Assim, usando o Lema de Fatou e (3.30), obtemos
4Pl
/a(x)|ﬂ+(x)|p+1dx < liminf/a(x) <%) dxr = 0. (3.32)

Implicando que

(z) = v(z) +w(x) +2(x) <0, qtpreRY.

I}

Desde que (3.29) ocorre, segue da imersao continua DV?(RY) — L* (RY) que

()

Dai, devido (3.31)) e (3.33)), podemos utilizar o [11, Lema 4.8], para concluir que

<K, VneN. (3.33)

2*
2

2
(7;—") —~ @ em L% (RY). (3.34)
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Assim, desde que a € L= (RY), obtemos de (3.34)

/ a(x) (;‘—:)de - / a(z)a%dz. (3.35)
()] =021

, VneN.
Desta forma, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

Ja ()

Agora note que temos a seguinte estimativa

Além disso, observe que

a(x)

< a(z)

dr — /a(x)(ﬂ+)2dx = 0. (3.36)

_ lonll® + wall® + =all®

Ty () = : [ {et) | 100+ 60| + bty i

Tz 7 1 A TN
> 20— |12 - —= — 1
e dg ) -3 fa@|(32) | o
Entao, usando (3.36), segue que
1z, ]1> 1
]un(un)zti{z j—n +Z—|—0(1)}—>+oo,

novamente contradizendo (3.19). Desta forma, concluimos a prova no caso em que
A = A\ € um autovalor do problema (1.45) para k > 2.

A prova no caso em que A > A; ndo é um autovalor do problema (1.45) segue
o mesmo raciocinio. A diferenca é na hora de escrever o espaco D%?(RY) como
soma direta. Primeiro consideramos ky o maior inteiro tal que Ay, < A. A seguir,
escrevemos o espago DV?(RY) da seguinte forma

DY?(RY) = H, @ H,,
onde
Hy := Span{p1, @2, ..., 00, } € Hy:= (Hp)*.
No proximo resultado mostraremos que /,, é fracamente s.c.i.
Lema 3.7 Para qualquer X e p fixados, o funcional 1, € fracamente s.c.i.

Demonstragao: Suponha que u, — wu. Entao, analogamente ao feito na
demonstracao do item (b) do Lema 3.6, obtemos

/ a(@)|utPde — / a(z)|ut2da. (3.37)
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/ h()un(z)dz — / h(z)u(z)dz. (3.38)

De fato, desde que h satisfaz a hipotese (hy), segue da desigualdade de Holder que

’/ —u)dz| < /BR h(z)(u, —u)dx| + /RN\BR h(x)(un — u)dx

< Wllz2am llun = ullz2r) + Clibl 2 @By 1t = ull

Note que

< Pl 2By lun — vl 2, + Ce.

Agora, tendo em vista que u,, — u, e que a imersao de Sobolev DV#(RY) — L%(Bp)
é compacta, temos que
u, —u em L*(Bg).

Assim, segue da nossa estimativa que

‘/ n — u)dx

mostrando a convergéncia em (3.38). Usando o Lema de Fatou, obtemos

< (¢, para n > ng,

n—-+o00o

/a(a:)G(u)dac < liminf/a(x)G(un)dx. (3.39)

Portanto, utilizando (3.37), (3.38), (3.39) e o fato da norma ser fracamente s.c.i,
obtemos

liminf 7, (u,) > I, (u).

n—-+00

n

Agora estamos aptos a mostrar que o funcional I, atinge um minimo em
DY2(RY). Mais precisamente temos

Proposigao 3.8 Sejam A > A\ e py e By como no Lema 3.6. Entao, para 0 < p <
o, o funcional I, atinge o minimo em D“(RY), isto é, existe u, € D"*(RY) tal
que

inf  I,(u) =1,(u,) <—pF <O. (3.40)

u€D1:2(RN)

Além disso, existem constantes positivas by e By, que nao dependem de i, tais que
bo < |luull < By, para todo 0 < pu < pug. (3.41)

Demonstracao: Dos Lemas 3.6(b) e 3.7 temos que o funcional é coercivo e
fracamente s.c.i. Entao, aplicando o Método Direto do Calculo das Variagoes, temos
que [, ¢ limitado inferiormente e existe uma funcao u, € DYM2(RY) tal que

inf I,(u) = 1,(uy,).

D1,2(RN)
Além disso, segue do Lema 3.6(a) que

I(u,) < -0 <0.

59



Capitulo 3 3.2 Um problema auxiliar

Temos também, da desigualdade de Hélder, da imersdao continua D?(RY) s
L* (RY) e do Lema 3.5 que, para qualquer p € [0, i)

@m%:;/WMMx—%/M@Wﬂ%mﬁ/d@ﬂ@@%ﬂ/ﬁumm

> = /|Vu| de — ———= )\Ha”L /]Vu| dx — ‘/ x)udx (3.42)
Z—CHMF—MQWMAWH
= —Ciflul® = Colful-
Desta forma, temos que
lhﬁi%fl u(u) > 0.
Implicando que existe o > 0 tal que
I,(u) >0, para ||u| <. (3.43)
Desde que I,,(u,) < 0, segue (3.43) que existe by > 0 tal que
bo < |luull, para todo 0 < p < pu. (3.44)
Sendo 1, coercivo, existe By > 0 tal que
|luull < By, para todo 0 < p < p. (3.45)
Sendo assim, de (3.44) e (3.45) segue (3.41).
u

Para concluirmos que u, € solugao do problema (P: ,) resta mostrarmos que I, é
diferenciavel em u,,. Sendo assim, nosso proximo resultado nos fornecera informacoes
o )
quanto a diferenciabilidade de I, em seus pontos de minimo.

Proposicao 3.9 Suponha que i € um ponto de minimo de I, e que a sequéncia
(t,) € RY € tal que lim,,_., o t, = 0. Entdo, se v € DV?(RY) N LEYH(RY), temos

I,(t+tyv) — 1,(q)

0= lim ;
e n (3.46)
= /VﬁVvdx—)\/a(a:)ﬂ+vdx+/a( )g (@)vdm+,u/h(a:)vdx.
Demonstragao: Note que para mostrarmos que
I tn
hr+n pll + tv) /Vqudx - A / a(z)utvdr + M, (3.47)

onde M = [ a(x)g(@)vdx + p [ h(z)vdx; basta provar que

lim “a+%”_J@>—/@@m@wma (3.48)

n——+o0 tn
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A conclusao de (3.46)), segue do fato de @ ser um ponto de minimo. De fato, temos
que
I,(tu+t,v) > 1,(a), VneN.

Assim,

/ ViVeds — A / o(z)itvdz + / a(2)g(@yvdz + 1 / hxyode >0, (3.49)

para todo v € DY (RY) N LPHY(RY). Trocando v por —v em (3.49) segue a
desigualdade contraria e, portanto, (3.46) ocorre. Observe que do Teorema
Fundamental do Céalculo, temos

J(a+tw)—J@ 1 / a(z) [G(a + t,v) — G(01)] da

tn ty

_ / o) [% / ﬁang(s)dm] dz.

Desta forma, para obtermos (3.48)) precisamos mostrar que

/ a(z) E /u o g(s)ds] iz — / o(2)g(@)vdz. (3.50)

1 U+tnv

Considere F,(x) = - g(s)ds. Desde que g é continua, segue do Teorema

Fundamental do Calculouque

Gl + tuv) = G(i)

F.(z) = P

Dai, para cada x € R,

lim F(z) = G'(a(z))v(z) = g(a(z))o(z).

n—-+00

Além disso, temos do Teorema do Valor Médio para integrais

1 U+tnv
— / g(s)ds

Fu@) = |-

= 19(0n(x))v()],

onde 4(z) < 0,(z) < u(z) + tyv(z). Dai, segue do Lema 3.4(a) que

(x
| Fo(z)| < (0 ( )+C (0 ())P)|v]
< [e(@t(x) + tovT (2)) + Co(aT () + t,vT (2))"] |v|
< et +Ivl + (v)?) + Co2PH(Ja P + [v P) .

Desta forma, para qualquer dominio 2 C R,

/Q a(z)F,(2)dx

< / ea(z) (" |v] + (v7)?) dz + D

0
< ellally ]l 2 oy 0l 22 @) + ellall w[v]|72x () + D
< Ciellally @l [[v]l + Ceellall x [[v]* + D,
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onde
D =(C, / a(x) (|a+|p|v| + |v+|p+1) dx
Q

o, / o it ot o|dz + Cy / o) o] da
Q Q

< ¢, [( /Q a(x)|1l+|p“d:c>pi1 ( /Q a<x>|v|p+1>”il + /Q a(x)|v|p“dx] |

Assim,

/Qa(m)Fn(x)dl’ < Crellally llallllv] + Caellall y lv]* + £, (3.51)

onde

E=0C [(/Q a(x)|ﬁ+|p+1dx>pil (/Q a(x)|v|p+1>pil —i—/ga(x)|v|”+1dx] |

Desde que /a(x)G(ﬂ)dm < +00, segue do Lema [3.4(a)

/a(:v)\ﬂﬂpﬂdx < /a(a:)G’(ﬁ)d:L‘+e/a(x)|ﬁ+|2dx < 0.

Desta forma, ja que o lado direito da desigualdade em (3.51)) ndo depende de n, segue
da propriedade de continuidade da medida que a sequéncia (aF,,) é equi-integréavel,
isto é, existe um conjunto mensuravel A, de medida finita e § > 0 tais que

/ la(z)F,(z)|de < €, ¥n > 1;

¢ (3.52)
/A la(z)F,(7)|dz < ¢, YM C RY mensuravel, com |M| < 6.
M
Dai, segue do Teorema de Convergéncia de Vitali (ver [11, Teorema 4.13|) que
(3.50) ocorre.
u
A seguir apresentamos a prova da Proposicao 3.2.
Demonstracao da Proposigao 3.2: Das Proposi¢oes 3.8 e 3.9 temos que u, ¢
solugio do problema (P ).
u
Agora vamos fazer um estudo quanto a regularidade da funcao u,. Neste sentido,
comegamos mostrando que u, € L=(R").

Lema 3.10 Seja u, € DY?(RY) uma solugio fraca do problema (P)y). Entdo,
u, € L*(RY) e lim wu,(z) =0.

|z|—+o0

Demonstracao: Note que o fato de u, ser uma solugao do problema (P: ,) implica
que a mesma ¢ uma solucao fraca da desigualdade variacional

Au+b(x)u >0, xRN, (3.53)
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onde b = AaX{z:w,(x)>0} € L>*(RY). De fato, desde que u, é solugao do problema
(P ), temos

/VuMVde—)\/a(x)u:[vdx = —/a(x)g(uu)vda:—u/h(x)vdx
<0

)

para todo v > 0, mostrando a afirmacao. Assim, u, ¢ uma subsolucao do problema
Au+b(z)u=0, xR

Desta forma, desde que u, € L*¥ (RY), uma aplicagao do Teorema [1.10, para p = 2*,
implica que existe C' = C'(, ||lal|) > 0 tal que

sup u,(z) < C (R‘?l*

r€BR

u’:HLQ*(BgR)) s VR > 0.

Note que sup u,(x) = sup u;(z). Assim,

x€BR zE€BR

sup u,f (z) < C <R72ﬂ*

r€BR

u:HL2*(BQR)> ; VR > O

Dai, usando a imersdo de Sobolev DM?(RY) < L* (Byg), obtemos a seguinte
estimativa

sup u;r () < CR =
r€BR

Desde que limg_. 4 R 7 = 0, segue que existe C > 0 tal que

sup u;f () < C,

zeRN
ou seja, .
[l < C (3.54)
Além disso,
lim wu(z)=0. (3.55)
|z| =400

Agora, observe que o fato de u, ser solucao do problema (P;r ,) € equivalente a dizer
que u, € solucao do seguinte problema

Au+c(z)u = ph(z), xR,

onde

eta) = ala) (A= L)y

u, ()

Note que, do Lema 3.4, temos que

0< @ <1+Cy(s)Pt, s>0.
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Assim, usando (3.54) na desigualdade anterior, obtemos para todo # € RY que

le(@)] < ‘a(ﬂf) (A - M) ‘ < da(z) + 9lu) Aa(z) + 1+ Cy(uf)Pt < C.

uf (A
Dali, aplicando o Teorema 1.10, para p = 2* e s = 2N, obtemos

sup (—u,) < C (R_g*

Br(y)

U;HLZ*(BQR(y)) + MRHhHLN(Bm(y))) )

onde C' = C(\ R, |lall) e y € RY & arbitrario. Note que sup(—u,) = supu,.
Assim, temos que

sup u, <C (R_%

Br(y)

0l (e + HEIR o 5 ) (3.56)

Consideremos R = 1 na estimativa anterior e analisemos o que ocorre com os termos
w22 By € 1PNl Lv (By(y)) Para |y| grande. Desde que u € L*" (RY), obtemos

/RN Ju, |* do = /B |ur, |* d + /RN\B |uy, [*dx < oo,

onde B, é a bola aberta de raio n centrada na origem, n € N. Assim,

. _ *
lim |u,, |*"dx = 0.

Logo, dado € > 0 existe ng € N tal que
/ lu; |* de < ¢ Vn>ng.
RN\B,

Entao para y € RY com |y| > ng + 2, temos que By(y) C RV \ B, e
/ |u;|2*dx < / |u;|2*dx <,
Ba(w) RN\ By

2, | 2% (By(yy) < € paratodoy € RN com |y| > ng + 2.
Analogamente, usando o fato de h € L2(RY) N L>=(RY), temos que

ou seja,

IRl L~ By <€ paratodoy € RN com |y > ny.
Usando isto em (3.56), obtemos

sup u, < Ce.
Bi(y)

Desde que y € RY ¢é qualquer, segue que

[t [loe < C. (3.57)
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Além disso,

li L(x)=0. 3.58
Portanto, de (3.54) e (3.57) temos que u, € L>(R"Y) e de (3.55) e (3.58) temos que
| ‘lim u,(x) = 0.
x|—+00

De posse do lema anterior temos o seguinte resultado de regularidade.

Proposicao 3.11 Seja u, € DY*(RY) uma solugio do problema (P;,). Entdo,
u € CHY(RY).

Demonstracao: Para analisar a regularidade da funcao u, vamos reescrever o
problema (P)) da seguinte forma:

~Au=f xcRY (3.59)
onde f:RY — R é dada por

f(@) = a(z) (Mt (z) = g(u())) — ph(z). (3.60)

Note que utilizando as hipoteses (a;) e (hy) e os Lemas 3.4/ e 3.10 temos que
f € L®(RY). Assim, segue que f € LP(Q) para todo 1 < p < oo, com 2 C RY um
dominio limitado qualquer. Desde que u, € D'?(R") & solugdo fraca de (3.59) e
DY (RN) — H'(Q) continuamente, temos que u,, € H*(). Daf, usando o Teorema
1.8, segue que u, € H*(2). Além disso, o fato de f € LP(Q) para todo 1 < p < oo
implica que

u, € W*P(Q), paratodo 1 < p < oo.

Desta forma, tomando p de modo que p > N, segue do Teorema [1.7 que u, €
C12(Q). Desde que © C RY é um dominio limitado qualquer, concluimos que
u, € CH(RY).

u

3.3 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta se¢ao vamos fornecer a prova do Teorema/3.1. Iremos mostrar que a solucao
u,, do problema auxiliar (P;r \), que encontramos via minimizagao, é de fato uma
solucao positiva do problema (P, \). Além disso, mostraremos que o decaimento da
solucao w, nao é do tipo exponencial, isto ¢, satisfaz (3.2).

Iniciamos mostrando alguns resultados que serao necessarios para a prova do
Teorema 3.1.

Lema 3.12 Seja f, () := a(x)(Muf — g(uy,)). Entao, f.(z) > 0 para todo x € RV,

Demonstragao: Seja S := max {s; 9s) — } Segue da hipdtese (g3) que

S

Fule) = ale) O (2) — glup(@))) = a(e) (@) (A - M) <0, (361)

wt(2)
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apenas nos pontos em que u,(x) > 5. Agora considere v = (u, — 5)*. Desde que
0<wv<uf+(=9)" < |uy| e u, € L N DY(RY), segue que v ¢ uma fungao teste
e, desta forma, usando (3.61), obtemos

[ 19uds = [ a0 - o)), — )" = pha) u — 5)*] do <0,
Q
onde Q := {z € RY;u,(z) > S}. Dai,
[l pr2() = 0,
implicando v = 0 em Q. Mas u, > 0 em €. Logo, = 0, ou seja,
u,(z) < S, VaxeRY.

Desta forma, temos que o resultado segue.

Proposicao 3.13 Considere 1 >0 e € > 0. Defina
Viu=1{r e RY;u, > ea(x)¥, fulz) > ea(x)u,(z)}. (3.62)

Entao, existem constantes positivas p < po, €9, Lo e Ry > 1 tais que, para todo
O0<p<p el<e<Le, temos

> L. (3.63)

||a||L%(Ve,umBR1) -

Demonstragao: Fizemos 0 < p < pgy (po definido no Lema [3.6) e € > 0. Para
simplificar a notacao vamos suprimir os indices de V , e u,. Temos que

<I;/L(u)7 u> = 07
ou seja,
Jul? = [ atwye? - [late)gtuu+ ph(oyilds
Assim, utilizando (3.8) e (3.41)), obtemos
bg < )\/ a(x) (u+)2dm +/ fu(z)udz + p||h||2,0 Bo
1% RN\V

(3.64)
2
< Nl 0+ [ Sl il B

Agora considere a seguinte decomposi¢io RN\V = A; U Ay, A; N Ay = ), onde

N-2

Ay = {x c RM\V;ut(z) < ea(:c)T}

N-2

Ay = {:c e RM\V; f.(2) < ea(z)u(z), u(z) > ea(x)T} .
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Capitulo 3

Desde que g(s)s > 0, para todo s € R, obtemos

| Ful@)udz < A / a(z)(uh)2de < \e / a(z)

Ay

Além disso, desde que u(x) > 0 em A,,

futopds < [ atenide < Celally ol < Celally 52
Ao

Desta forma, combinando as estimativas (3.65)

N
b5 < Mall iy, Bo + Aellall & + Cellallx Bg + pllllz0 Bo.

Dalf,

N
w2l celaly  pn,

B2 A A\B,

N
2 2
)_6ng Clally |l

e 1 < g de modo que
pillillas _ 1 (o)’
ABy AIN\By/)

1 bo \

€Lz (]RN) existe Ry > 1 tal que

Dalf,

Agora, defina Ly := L/2. Desde que a €

Desta forma, observando o fato de V,, , C V., para 0 < € < €y, temos

lall 5 v, nmay = Nall ) = llall g, s,
2 ”aHL%(VE,#) - HGHL%(RN\BRJ
L
Z L —_ - = Lo.
2

e (3.66) com (3.64), obtemos

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

Agora temos condigbes de demonstrar o principal resultado deste capitulo.
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Demonstracao do Teorema 3.1: Usando a notagao da Proposigao3.13, supomos
que pt < py. Consideremos w : RY — R o potencial Newtoniano da funcao h, isto &,

h(y)

ry [ —yN?

U)(I‘) = C'N dya

onde Cy = [N(N — 2)wy]™! e wy é o volume da bola unitaria em RY. Entao, w é
solugao do problema

—Aw = h(z), w e DYRY). (3.69)
De fato, considerando S(x) = \:vl% temos que, no sentido das distribuigoes,
AS =9,

onde § é a delta de Dirac. Dai, usando propriedades de distribui¢oes temos que
A(Sx(=h))=—h*xAS=—h*xd=—h'

Além disso, repetindo o argumento da Proposi¢ao [1.16 temos que w(x) > 0 para
todo # € RY e, analogamente, a prova da Proposi¢ao 3.11 temos que w € C1*(RY).
Note que u,, + pw ¢é solugao do problema

—A(uy, + pw) = a(r)(Mu, — g(w,)), = €RY. (3.70)
Portanto, definindo V,, := V, ,,, segue da Proposicao 3.13/ que para z € V,, N Bg,
N+2
A, + ) = a@) (hu — 9(u,)) = [u(@) 2 cale)u, () = Gal2) . (3.71)

Agora, para R > 4R, consideramos 2, g a solugao do problema de Dirichlet

—Az :ega(azr)¥>(vumBR1 em  Bp (3.72)
P sobre 0Bp.

Dai, segue de (3.71) e do fato de u, + pw > 0 em RY que

Auy + pw — 2, ) <0 em Bpr (3.73)
Uy, + pw — z, g > 0 sobre 0Bg. '
Dai, pelo principio do maximo,
(uy + pw)(z) > 2, p(x) em Bpg. (3.74)
Pela formula de Poisson (ver [8, p.33|), temos:
-2/ G =N d 3.75
Z#,R(x> = € R('Tﬂ y)a(y) XV;LOBRl Y, ( . )

Br

onde Gy representa a fungao de Green da bola Bg. Note que
Gre () = T (B s (B -2() o) = D/ [(o) 422
= F(% \x|2+|y|272x'y) p(lg\/( \zl\zyl)2+R2,2x_y)

= () D Gnay),

L Aqui * denota convolucao
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onde I' é a solugao fundamental do Laplaciano. Entao,

oten - (B) e (B ). 510

A seguir defina [ := inf Gi(x,y) e note que [ > 0 para r < =. De fato, temos que

|z, |yl <r
a fungao de Green na bola unitaria é dada por

Gle) =Tl -0) -1 (Iel (- 75 ).

N@:—Q&- N >3.

ERE

onde

Desta forma, para mostrar que [ > 0, precisamos provar que existe a > 0 tal que

1 ]
ly—xf Py -2

A= >a >0, paralz] [yl <7,

para algum 0 < r < 1. Desde que |z|, |y| < r, temos

ly — x| < |yl + |z| < 2r

2, o 2
HSL’| Y ZU| > |~T’ ‘;C| |y| :1—|33||y\ > 1_,,,2 >1—r.

I
Dai,
1 1 1—3r 1
A>—— = > 0 O0<r<<z
= 1-r 2(1-n O PSS 3
mostrando nossa afirmacao. Sendo assim, consideremos r = }l. Observe que da
identidade (3.76) com R’ =1 temos
1\ V-2
l <—> = inf GR(x y), para R > 4R;.
R ol yI<
Portanto, usando isto em (3.75), obtemos
L (1 N-2 N2 1
2k () 2 €l R la H N2 By para |z| < ZR' (3.77)

Mas desde que

/ ol ¥ da = / o 72 |a|N“dx<||a||oo/ 0 da,
V#OBRI VunBRl Vuf-‘lBRl

segue da Proposi¢ao 3.13 e de (3.77) que para |z| < 1R
N
1 N-2 L7 1 N-2 N
2u,r(T) > € (E) W = Cejl (§> Ly . (3.78)
a 4
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Dai, para 4|z| = R, temos de (3.74) e (3.78) que existe K > 0 tal que

K
(u# + uw)(:v) Z ‘x’Nfgv

para |z| > R;.

Desta forma, usando o Lema [1.26, temos

K K ud
() 2 W = pw(z) 2 |z|N-2 N |z|V-2

Tomando o < p; de modo que k — pod > 0, obtemos para pu < po
C

|I|N_27

u,(x) > para |z| > R;. (3.79)

para algum C' > 0. Por outro lado, tomando |z| = £ em (3.78), segue de (3.74) que

(uy + pw)(z) > C,  para |z| < R;. (3.80)

Desde que w é limitada em Bp,, existe ug > 0 suficiente pequeno de modo que, para

s s
uy(xz) > C — pw(x) >0, para |z| < Ry. (3.81)

Logo, u,(z) > 0 para todo x € RY e satisfaz (3.2). Portanto, tomando ji(\) =
min{ s, 13}, concluimos a prova.
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