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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo dos operadores Cohen fortemente somantes
sob o ponto de vista da teoria de ideais de operadores e polindémios. Além disso,
introduzimos duas novas classes de operadoresque generalizam o conceito de operado-
res multilineares e polinémios desta natureza, a saber, os operadores miltiplo Cohen
fortemente somantes e os operadores Cohen fortemente somantes num dado ponto.
Mostramos que as novas classes definidas, como as anteriores, formam ideais normados
de operadores/polinémios e que os operadores multiplo Cohen fortemente somantes
formam um ideal de Banach. Também mostramos que a construcao da classe dos
operadores miltiplo Cohen fortemente somantes fornece um tipo de holomorfia e uma

sequéncia coerente e compativel de ideais.

Palavras-chave: Operadores Cohen fortemente somantes; Ideais de operadores e po-

lindbmios; Séries em espacos de Banach.



Abstract

This work presents a study of Cohen strongly summing operators under the viewpoint
of the theory of multilinear operators ideals and polynomial ideals. Furthermore, we
introduce two new classes that generalize the concept of multilinear operators and
polynomials of this nature, namely multiple Cohen strongly summing operators and
Cohen strongly summing operators at a given point. We show that the new classes
defined, as well as the previous classes, form normed ideals of operators/polynomials
and that the class of multiple Cohen strongly summing operators forms a Banach ideal.
We also show that the construction of the class of multiple Cohen strongly summing

operators provides a holomorphy type and a coherent and compatible sequence of ideals.

Keywords: Cohen strongly summing operators; Operators and polynomials ideals;

Series in Banach spaces.
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Introducao

Motivagoes fortes para o estudo de séries em espagos de Banach surgem com os
trabalhos de A. Dvoretzky e C. Rogers [20], com a prova de que, em dimensao infinita,
sempre existem séries incondicionalmente convergentes que nao convergem absoluta-
mente. A. Grothendieck [2I] introduz, entdo, a esséncia do conceito de operadores
absolutamente somantes, como sendo aqueles que melhoram a convergéncia de séries,
no sentido de transformar séries incondicionalmente convergentes em absolutamente
convergentes. Essas ideias foram melhor esclarecidas e apresentadas através dos traba-
lhos de A. Pietsch [37] e J. Lindenstrauss e A. Pelczynski [29].

A classe dos operadores absolutamente p-somantes, introduzida por A. Pietsch
[37] como uma generalizacao dos operadores absolutamente somantes, tem muitas apli-
cagoes a teoria dos espacos de Banach; por exemplo, esta classe forma uma generali-
zagao natural da classe dos operadores Hilbert-Schmidt entre espacos de Hilbert. Em
1973, J. S. Cohen [17] introduziu a classe dos operadores lineares fortemente p-somantes
motivado pelo fato de que a classe dos operadores lineares absolutamente somantes nao
¢ fechada sob conjugagao. Pietsch ([37], pag. 338) mostrou que o operador identidade
de [; em [y é absolutamente 2-somante, enquanto que seu conjugado, de Iy em [, nao
é absolutamente 2-somante. Em seu trabalho, Cohen mostra que a classe dos opera-
dores lineares fortemente p-somantes caracteriza o conjugado da classe dos operadores
lineares absolutamente p*-somantes, com 1/p + 1/p* = 1.

Ainda na década de 1970, Pietsch [38] desenvolve a teoria de ideais de operadores
lineares de forma abstrata e em [39] esboga a teoria para aplicacées multilineares e
polinémios.

No contexto da teoria de ideais de operadores (|38, 39]), surge a questao natural:



a classe dos operadores (lineares) Cohen fortemente p-somantes pode ser generalizada
para multi-ideais e ideais de polindmios sem perder a esséncia do ideal original? Para os
operadores lineares absolutamente somantes existem diversos tipos de generalizagoes
(alguns exemplos em [24] 32]). Podemos encontrar em [8, [14], 15| [16, B5] tentativas
de estabelecer critérios gerais que um multi-ideal deve satisfazer para preservar as
propriedades do ideal linear original.

O conceito multilinear dos operadores Cohen fortemente somantes foi investi-
gado em 2007 por D. Achour e L. Mezrag [1] (ver também [26]). Neste trabalho,
Achour e Mezrag compararam a nova classe com a classe dos operadores multilineares
p-dominados e provaram um Teorema de Dominacao de Pietsch. Recentemente novos
conceitos relacionados a essa classe estao sendo investigados, como em [12].

Em nosso trabalho apresentamos um estudo dos operadores (lineares e multilinea-
res) Cohen fortemente somantes sob o ponto de vista da teoria de ideais de operadores e
polinémios. Além disso, introduzimos duas novas classes que generalizam o conceito de
operadores multilineares e polinomios desta natureza: a classe dos operadores miiltiplo
Cohen fortemente somantes e a classe dos operadores Cohen fortemente somantes num
dado ponto. Também mostramos que as novas classes definidas, como as anteriores,
formam ideais de Banach de operadores e de polindmios. Do ponto de vista do bom
comportamento dessas extensoes, demonstramos que a construcao multilinear intro-
duzida por Achour [I] e a nossa construcao da classe dos operadores multiplo Cohen
fortemente somantes fornecem sequéncias de ideais coerentes e compativeis, segundo
os critérios definidos por Pellegrino e Ribeiro [35].

Existem duas abordagens bem conhecidas usadas para estudar classes de polino-
mios entre espagos de Banach. Na primeira, L. Nachbin [28] introduziu o conceito
de tipos de holomorfia como classes de polindmios que sao estaveis por meio da di-
ferenciacdo. Na segunda, A. Pietsch [38] introduziu a nogao de ideais de operadores
multilineares, imediatamente adaptavel a polinomios. Algumas classes de polinémios
sao ao mesmo tempo tipos de holomorfia e ideais, como os polinémios nucleares e com-
pactos. Mostramos que esse fato também é verdadeiro para a classe dos polindémios

multiplo Cohen fortemente p-somantes.



Organizacao da tese

O texto estd organizado da seguinte forma: o Capitulo [1| contém defini¢oes e
alguns resultados sobre a teoria dos operadores lineares, multilineares e polindmios
Cohen fortemente somantes; o Capitulo |2 é dedicado ao estudo de ideais das classes
Cohen fortemente somantes; o Capitulo [3| contém a definicdo da nova classe dos opera-
dores e polinémios multiplo Cohen fortemente somantes, inclusive com resultados da
teoria de ideais e tipos de holomorfia; o Capitulo {4 trata das questoes de coeréncia e
compatibilidade das sequéncias construidas com esses ideais; no Capitulo [5| esta pre-
sente a definicao da classe dos operadores multilineares e polinomios Cohen fortemente
somantes num dado ponto e resultados da teoria de ideais.

Como apoio a leitura, apresentamos também dois apéndices: o Apéndice A, com
resultados tteis de Anélise Funcional; e o Apéndice B, com resultados necessarios sobre
a teoria de operadores multilineares e polinémios.

Embora a maioria dos autores definam os operadores multilineares Cohen for-
temente p-somantes por meio de desigualdades, preferimos defini-los, principalmente,
usando seqiiéncias e entao mostrando as caracterizacoes equivalentes via desigualda-
des. Essa abordagem tem algumas vantagens na demonstracao de muitos dos nossos

resultados.



Notacao e terminologia

e Ao longo do texto, K denotara o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.

Os espagos vetoriais serao considerados sobre K =R ou C.

e Se A for um conjunto e n € N, a notacao A" denota o produto cartesiano de n

copias de A.

e Identificaremos os elementos do conjunto N" com elementos de N, de modo a
evitar notacoes sobrecarregadas. Deste modo, em vez de denotar, por exemplo,

@j,....5n € L1(F;N") escrevemos apenas aj, j;, € l1(F).

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “funcao”. Se E e F' sao
espagos vetoriais normados sobre o corpo K, denotaremos por £ (E; F') o espago

dos operadores lineares continuos de E' em F.

e Denotamos por L(Ey, ..., E,; F') o espago de todos os operadores n-lineares con-

tinuos de Fy X --- x E, em F e se £} =--- = E,, escrevemos apenas L("FE; ).

e O espaco de Banach de todos os polindmios n-homogéneos continuos de E em
F, com a norma usual do sup, serd denotado por P("E; F'). Denotaremos por
L("E; F) o espago de todos os operadores n-lineares continuos simétricos de E™

em F e por P o tnico operador de L£,("E; F) tal que P(z) = P(x, ..., z).

e Se E e F' sao espacos vetoriais normados sobre o corpo K, o grafico de uma funcao

u de E em F' ¢é o subconjunto

Graf, ={(z,y) e Ex Fyy=u(z)}.



Dizemos que u tem grafico fechado se Graf, for fechado em F x F.

Se u e v sao operadores, a composicao u o v serd denotada por uv. Também
usamos a notagdo M (uy,...,u,) para o operador n-linear definido por
M (uy, ooy ) (21, ooy 20) = M(ug(x1), ..., un(2,)), onde M é operador n-linear e

cada wu; é linear, 1 =1, ...,n.

Letras maitsculas como E, F, G, E;, G;, H, ... denotarao espacos de Banach, salvo
onde expressamente indicado. A norma de um espago (completo ou nao) E sera
usualmente denotada por ||-|| ; usaremos ||-|| ; caso haja possibilidade de confusao.
Usaremos a norma do sup em espacos de fungoes, exceto meng¢ao em contrario.
O simbolo Bg denotara a bola unitéaria fechada {z € E;||z|| < 1}. Em alguma

situacao particular, serd mencionado se a bola é fechada ou aberta.
O dual (topolégico) de um espago de Banach E sera denotado por E'.

Um operador linear v de E em F' ¢ dito de posto finito se a dimensao de u (F)

for finita.



Capitulo 1

Operadores lineares, multilineares e
polinémios Cohen fortemente

somantes

Neste capitulo faremos um estudo mais criterioso da classe dos operadores forte-
mente p-somantes, definida por Cohen [I7], buscando uma melhor apresentagao desses
conceitos e resultados numa linguagem mais clara e moderna e, além disso, propondo

algumas caracterizagoes e resultados ainda nao presentes na literatura.

1.1 Operadores lineares Cohen fortemente somantes

As definicoes, caracterizacoes e resultados da presente secao sao, em sua maioria,

essencialmente conhecidos.

Como notacao e terminologia basica, os seguintes espacos sao muito comuns na

teoria de séries em espacos de Banach e serao muito utilizadas ao longo do texto.

Sejam E um espago de Banach e 1 < p < co. Uma sequéncia (z;)2, em E ¢
absolutamente p-somavel se (||x;]])72; € [,. O espago das sequéncias absolutamente

p-somaveis serd denotado por [,(E) e é um espago normado munido com a norma

(>, HJEin)l/p, sel <p<oo

(@)l =
sup||z;||, se p =00 .
1



Uma sequéncia (z;)7°, em E ¢é fracamente p-somavel se (¢(z;))2, € [,, para todo

/ N . . . , ,
v € E'. O espaco das sequéncias fracamente p-somaveis serd denotado por l;"(E) eé
um espaco normado munido com a norma

sup (Y002, [t(2:)[?)"?, se 1 <p < oo
YEB

fo%) E
[1@0)21 [l =
sup{ sup [ip(ws)| §, sep= o0

i lell<t

Definicao 1.1.1 (Cohen, [17]) Uma sequéncia (x;):°, em um espaco de Banach E

¢ Cohen fortemente p-somante se a série Y . p;(x;) convergir para toda (p;)32, €

/ 1 1
IY(E), com —+ — = 1.

O espaco das sequéncias Cohen fortemente p-somantes de E serd denotado por
l,(E).

O seguinte resultado mostra que se pode substituir a série > .~ ¢;(z;) na De-
finicao [1.1.1] pela série Y7, [¢i(z;)|. Por questdo de manejo, usaremos esta tdltima

representacao da série em nosso texto.

Proposicao 1.1.2 Seja (x;)2, uma sequéncia em E. A série > .~ @i(x;) converge

para toda (p;)32, € I%(E') se, e somente se, a série Y . |pi(x;)| converge para toda

/

(i) € L (E).

Demonstra¢do. Suponhamos que a série > = ¢;(x;) converge para toda (¢;)3°; €

l;fi(E'). Para o caso real, tome

R pi(z;) 20
=
—p;, se pj(x;) <0

I ;
e, para o caso complexo, tome ; = ;"% onde ; é o argumento de @;(z;).

Em ambos os casos, segue que Z;’il Y;(x;) converge, por hipotese, e portanto

Z i (z4)| = Z%‘(%‘)

também converge.

A reciproca é imediata. =



Como demonstrado em [22], pag 223 Lema 1.1 e Teorema 1.2 (fazendo p = 1 e

q¢ =p*), [,{E) ¢ um espaco normado e completo com a norma dada por

o0

l@)Zillep = sup > o)l .

()52 llw,p* <177

Vamos usar a dualidade (lp(E)), = [,-(E"), com $+ }% = 1 (ver Apéndice ,
Proposicao |A.3]) para provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.3 Se 1 < p < oo, entio:

1) LL,(E) ClL(E) CL(E);
ii) Sep=1, [,(E)=10,(FE) e sep=o00, l,(E)=10(E).

Demonstragao. A inclusdo [,(E) C [(E) e a coincidéncia [(E) = I (F) sdo
canodnicas (veja [41]).

Como (lp(E))l =1,-(E'), se (x;) € I,(F), segue que

[zl = s Y lp@)l < sup Y @@ = [l@)Zllep
(%)?ilesz*(E’) i=1 (@i)Z1€B (g i=1
(1.1)

logo 1,(E) C I,(E).

Note que se p = 1, entdo p* = oo e por (1.1 usando o fato de I(E') = (% (E"),

obtemos [[(2,)2, ], = [|(2)Zslle » 0 que implica [,(E) = I,(E). =

Observamos que se T' € L(F; F), entdao o operador
T° : 1, (E) — L,(F) definido por (z;)%°, — (T (2;))32,,

estd bem definido e é continuo. De fato, é claro que T° ¢ linear e se (z;)%2, € l,(E),
entao
|7 @z, = 1@ @z, < 171 e,
Em nosso contexto, o caso interessante ocorre quando esse tipo de correspondéncia

induz um operador continuo de [,(E) em [,(F), o que motiva a proxima definicao.

Definigao 1.1.4 Seja 1 < p < oco. Um operador T € L(E; F) é Cohen fortemente
p-somante se
(T(z;))ey € L,(F) sempre que ()52, € I,(E) ,

8



1sto €, se o operador

T i1, (B) = L(F) 5 (20)72) = (T ()32 (1.2)

i=1

estda bem definido e é continuo.

Denotamos por D,(E; F') o conjunto formado pelos operadores Cohen fortemente
p-somantes. Note que, pela Proposicao [L.1.3) Dy (E; F) = L(E; F).
O préximo resultado traz algumas caracterizacoes para operadores Cohen forte-

mente p-somantes.

Proposicao 1.1.5 Para T € L(E;F) e
valentes:

% + z% =1, as sequintes afirmacoes sao equi-

i) T ¢ Cohen fortemente p-somante;

i1) Existe uma constante C > 0 tal que

Z |0i(T ()| < Cll(2a)Z2allpl1(0i)Z e

sempre que (1;)52, € [,(E) e ()2, € l;fi(F’) E

i11) Eziste uma constante C' > 0 tal que
D laiT (@) < Cll ) llpl (0 g (1.3)
i=1

para todos m €N, ;€ E, o, € F', i=1,...m .
Demonstracao. (i) = (i) Como T é Cohen fortemente p-somante, o operador

T: I%(F') < L,(E) = I

()i (:)21) = (il T(2:)))iZy

estd bem definido e portanto é bilinear. Vamos mostrar que T tem gréfico fechado.

Supondo que ocorrem

(", 2%) = (¢, ) em l;”*(F/) X 1,(E) (1.4)

e T(g" ") = yemly, (1.5)

9



entao Tv(go,as) = y. De fato, como vale 1} segue que

. k k oo
y = lim T(",a") = lim (pf(T ()2, |
e portanto
khrn O¥(T(2F)) = y;, paratodoi € N. (1.6)
—00

Por outro lado, de (1.4) segue que
lim H(T(ah)) = @u(T(x). paratodo i € N |
— 00

Da igualdade acima e por (1.6), concluimos que

@i(T(x;)) = yi, paratodoi€eN,

donde f(gp, x) =y e T possui grafico fechado. Desta forma, T é continuo e

et = [Fenz, @z, <[] ez i)zl - @9

(iii) = (i1) Sejam (z;)32, € I,(E) e ()2, € I%(F"). Entao,

Z!% () !—SUP<ZI% ) )

< sup (Cf[(z:)iZ [[pl[(92)iZ1 ]| pv)

= C[(@)Zillpl[(0i) 21 [ew,pr-
(17) = (i) e (4i) = (4i7) sdo imediatas. m
Proposicao 1.1.6 O infimo das constantes C' que satisfazem a desigualdade

da Proposi¢ao [1.1.5 define uma norma em Dy(E; F), denotada d,(-). Além disso,
|7 =

Demonstracao. Sejam 71,7, € D,(E;F) e A € K. Vamos mostrar que 17 + AT
satisfaz 1) da proposicido anterior. Para quaisquer m € N, z; € E, ¢; € F', i =

1,...,n, pela desigualdade triangular, segue que

> lei(Th + ATz) ()] < Z i (Ta ()| + > lps(ATa(:))]

i=1 i=1

=l Tu@))| + A 3 (Tl (1.8)
< (d(Ta) + Ny (T2)) 1)l ol (20l

10



e portanto 11+ AT, € D, (E; F'), donde D,(E; F) é subespago de L(E; F'). Por fica
claro que vale a desigualdade triangular para d,(-) e a desigualdade d,(AT") < |A|d,(T).
Se d,(T) = 0, tomando m = 1 em temos que |(T(X))| = 0, para todos ¢ € F' e
x € E. Dai, pelo Teorema de Hahn-Banach, ||7(x)|| = 0, para todo = € E, e portanto
T = 0. As demais propriedades de uma norma sao de féacil verificacao.

Agora note que

L R S (TG

Zi)filﬂp s ||(<Pi)f11”w,p* <1

= sup (Z |901(T(37z))|>

||(33i);:>il|‘z)7||(<Pi)$i1”w,p*§1 i=1

< sup (dp(T) [ ()i [ [ (0i)iZ ) = dp(T)

)2 llp s 1(Pi) 72 lw px <1
isto é, HfH < d,(T). Deste fato e de 1) segue que HTH =d,(T). m

A seguinte observacao sera muito util quando estivermos, mais adiante, lidando

com ideais de operadores.

Observagao 1.1.7 Se T' € D,(E; F), entdo Hf” = HTVH (ou ainda, pelo exposto
acima,

Hf” =d,(T)). De fato,

Tz, = s IT@)HE) e

7=, o0
I Cr @, lp<t

xi)?ialgl
= sup sup Y Jpil(T(x)))|
()2 [lp <1 \I(@i)§2q lw,p* <175

= sup ||(¢Z(T($z)))fi1||ll

)2 Mo s (i) 72 lw px <1

=[]

Como consequéncia do fato de que um operador linear é Cohen fortemente p-
somante se, e somente se, seu conjugado ¢ um operador absolutamente p*-somante
(Teorema 2.2.2 em [17], pag. 184) e do Teorema de Dvoretzky-Rogers para operadores
lineares absolutamente somantes, um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers também é

valido para os operadores lineares Cohen fortemente p-somantes:

Teorema 1.1.8 (do tipo Dvoretzky-Rogers) Se E € um espaco de Banach, entdio

1dg : E — E é Cohen fortemente p-somante se, e somente se, dim F < oo.
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Demonstracdo. Vamos denotar por T’ : F' — E o operador adjuntode T : E — F.
Supondo que idg : E — E ¢ Cohen fortemente p-somante, segue que id, : ' — E &
absolutamente p*-somante. Entao, pelo Teorema de Dvoretzky-Rogers ([32], pag 449
Teorema 2.1) para operadores lineares absolutamente somantes, segue que a dimensao
de E', e consequentemente de F, ¢ finita.

Reciprocamente, se dim £ < oo entao idE/ : E' — E' é absolutamente p*-somante

e portanto idg : ' — E é Cohen fortemente p-somante. m

Também vale o seguinte resultado de inclusao, cuja demonstracao esta presente

em [I7] (Teorema 2.4.1, pag. 188): Se p; < po, entao tem-se

D,,(E;F) C D, (E;F).

1.2 Operadores multilineares e polindmios Cohen for-

temente somantes

Nesta secao estudaremos a classe dos operadores multilineares Cohen p-somantes
como extensao natural do caso linear. Como feito anteriormente, a definicao dessa
classe é construida por sequéncias, diferentemente do modo mais comum, como em [1].
Em seguida, os operadores sao caracterizados por desigualdades e introduzimos um

resultado abstrato relacionado a duas diferentes caracterizagoes para a classe.

Definicao 1.2.1 Sejam 1 < p < oo e Ej, F' espagos de Banach, j = 1,...,n. Um
operador T € L(FE, ..., E,; F') é Cohen fortemente p-somante se

(T <5551)7 ---,IZ(?L)))OO € l,(F) sempre que (:L’Z(j))oo €lyp(E;), j=1,..,n,
i=1 i=1
isto €, se o operador
T oy (By) X o X Loy (Bp) = L(F) (1.9)

((1‘5”) sy (Ztgn)> ) > (T <x§1), ...,xgn)>>
i=1 i=1 i=1

estd bem definido e € continuo.

O conjunto dos operadores n-lineares Cohen fortemente p-somantes seré denotado
pot Leonp(Er,.os By F). B facil mostrar que Loonp(EL, .., En; F), munido com as

operagoes usuais, é subespaco de L(Ey, ..., E,; F).
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Proposicao 1.2.2 Para T € L(Fy, ..., E,; F) e

sao equivalentes:

+ % = 1, as sequintes afirmagoes

SR

i) T € Cohen fortemente p-somante;

i1) Existe uma constante C > 0 tal que

xl(-n)

e8] D l/np 0 » 1/”?
D" n .
<C (Z\xi’ ) <Z! ) 1620)24 e
i=1 =1

(1.10)

/L- p—

sempre que (x(j)) Elp(Ey) . j=1,..n e (p)2 € LS(F).
=1

i11) Eziste uma constante C > 0 tal que

S e (7 (o, sl)) | <
=1 B o i
) &

<e (3
i=1
para todos m € N, .rz(j) €kl ¢, € Foi=1,..m,j=1...n.

np 1/np
> ()il

(1.11)

Demonstracao.

(1) = (i1) Como T é Cohen fortemente p-somante, o operador

T 1 (F) X byp(Ey) X o X Lyp(Ey) — g

(0 (5 o () ) s (0 (7 (0, a)))

estd bem definido e portanto é (n + 1)-linear. Além disso, procedendo como na de-
monstracao da Proposicao verificamos que T possui gréafico fechado e portanto é

continuo. Assim,

Z Pi (T <x§1),...,x§n)>>‘ — Hf (Wi)?ip (x§1)> . (xl(n)) )
' =1 i=1

<[] 11, [+, o))

Iy

* .
w,p

(77) = (i) e (i) = (¢i1) sdo imediatas.
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(7i1) = (i) De modo semelhante ao caso linear, é suficiente usar o fato de que a

soma da série é o supremo de suas somas parciais. ®

A demonstracao da proposicao seguinte é andloga a da Proposicao[l.1.6|e portanto

sera omitida.

Proposicao 1.2.3 O infimo das constantes C' que satisfazem , denotado ||T'||con.ps

define uma norma em Lcoonp(Er, ..., By ). Além disso, ’f” = |T"||conp-

Definicao 1.2.4 Sejam 1 < p < oo e E,F espacos de Banach. Um polinémio n-
homogéneo P € P("E; F) é Cohen fortemente p-somante se

(P(x;))e; € L,(F) sempre que ()52 € lny(E) .

O conjunto dos polinémios n-homogéneos Cohen fortemente p-somantes sera de-
notado por Poonp("E; F). E facil mostrar que Poon (" E; F), munido com as operagoes

usuais, é subespago de P("E; ).

Lema 1.2.5 Um polinomio P € P("E;F) é Cohen fortemente p-somante se, e so-
mente se, P € L,("E; F) é Cohen fortemente p-somante.

Demonstragio. Se P é Cohen fortemente p-somante, para toda (z;)°, € l,,(E),
segue que
(P(a)y = (P(wi 0 22))32, € Lp(F) .
Logo, P é Cohen fortemente p-somante.
Reciprocamente, pela Formula de Polarizagdo (Apéndice , Teorema [B.3)) com
xo = 0, segue que
nl2"p (:c§1>, ...,:cg”)) = Z g1, P (81:651) +- 4 5n:1:§")) ,
gj==x1
para todo ¢ € N. Entao, se (xl(-j)> € ly(E), com j =1,...,n , como P é Cohen
i=1
fortemente p-somante,
o0
<P (519551) +---+ enzgn)» € ,(F),

=1

7 7

quaisquer que sejam os valores dos €;. Assim, <I5 (;U(l), ...,x(.”))) € [,(F) e, por-

tanto, P é Cohen fortemente p-somante. m
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Proposigao 1.2.6 Para P € P("E;F) e
equivalentes:

% + % = 1, as sequintes afirmagoes sao

i) P € Cohen fortemente p-somante;

it) Eziste uma constante C > 0 tal que

1/p
Zm () |<C(Z||xz||w) @)l (112)

sempre que (2,)7%, € Ly(E) e ()7, € [2(F).

i11) Eziste uma constante C' > 0 tal que

1/p
Zm (1) |<C(Z||xz|m’) )y » (113)

para todosm €N, z, € E, o, € F', i=1,...,m .

Além disso, o infimo das constantes C que satisfazem (1.13), denotado ||P||conyp -
define uma norma em Peoop,("E; F).

Demonstracao. (i) = (i) : Se P é Cohen fortemente p-somante, entdo, pelo lema

anterior, P também é Cohen fortemente p-somante. Usando a Proposicio segue

que

Z‘sz( xl | _Z|¢Z xla"w Z>>|
i=1
s 1/p
<C (Z ||$z‘||np) [1(0) |, -
i=1

(17) = (i) e (4i) = (4i7) sdo imediatos.

(ii1) = (ii) Se (i) € lup(E) € (i) € l;ji(F/), entao

IR (z Pl m)
m =1
m 1/p
< sup C(ZH%H"”) ()i |
m i=1
00 1/p
=C (Z ||in|"”> (i) |wp -
i=1

A demonstragao de que o infimo das constantes C' satisfazendo ((1.13)) define uma

norma em Peop (" E; F) ¢ similar & feita nas proposigdes anteriores. m

15



1.3 Um resultado abstrato sobre operadores multili-

neares Cohen fortemente somantes

Por meio da Proposicao poderiamos ter definido um operador multilinear
Cohen fortemente p-somante usando a desigualdade (1.11])). Muitos autores, incluindo
D. Achour e K. Saadi [2], definem um operador multilinear Cohen fortemente p-somante

da seguinte forma:

Sejam 1 < p < oo, Ej, I espagos de Banach, j = 1,...,n. Um operador n-linear

continuo 1" : E; X ... Xx E, — F' é Cohen fortemente p-somante se existe uma constante
C > 0 tal que, para todos xgj), ...,:1:%) €EFljepr,....pom€ F’ ¢ para todo m € N,

zm; o (T (2", x(”)))’ <C (Em;ﬁl me

Com esta defini¢do, Achour-Mezrag [I] provam um Teorema da Dominagao de

v 1/p
> (p)i%1 e - (1.14)

Pietsch (|1.16]) para esta classe. A seguir, mostramos que as defini¢oes dadas por ([1.14))

e (L.11)) sdo, de fato, equivalentes por serem caracterizadas pelo mesmo Teorema da
Dominacao de Pietsch.
Observamos que, como

S ) s (Eer) - (Sl

a implicagao (1.14) = (1.11)) é 6bvia. Entretanto, a implicacdo ((1.11)) = (1.14) ndo nos

parece imediata. A principal ferramenta usada na demonstracao desta equivaléncia é

zV %m xz(n)

. ngn)

N

o Teorema da Dominagao de Pietsch Generalizado |11, 33]:

Sejam Xy,..., X,,Y e Ey,..., E,. conjuntos nao-vazios arbitrarios, H uma familia
de funcoes de X7 x --- x X,, em Y. Sejam K1, ..., K; espacos topolégicos de Hausdorff

compactos, G, ..., Gy espacos de Banach e suponha que as aplicacoes

R; : K;j xE; x---xE, xGj —1[0,00), j=1,...,t,
S HXE X XE. xG X xG—[0,00)

possuam as seguintes propriedades:
1. Paracadaz¥ € Ejeb e Gy, com (4,1) € {1,...,t} x{1,...,7}, a aplicagdo
(Rj)o,.. oy K —[0,00)
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definida por (Rj)x(1)7,..,x(r),b(30) = Rj (907 x(l)a s x(T)a b)7 ¢ continua;

2. As seguintes desigualdades sao validas:

R; (20, .. x(”myb( )) < mR- (92D, .. 2, 0

para todos ¢ € K;, 2 € ) (com [ =1,...,7), 0 < nj,a; < 1, b €
Gj,jzl,...,tefG”H,.

Sob essas condicoes, temos a seguinte defini¢do e teorema, obtidos de [34]:

Definicao 1.3.1 Sejam 0 < py, ..., pr, po < 00, com pio = p% 4+ 4 pit. Uma aplicagcao

f:Xix---xX,—=Y emH éRy,..., Ri-S-abstrato (p1, ..., p;)-somante se existe uma
constante C' > 0 tal que

m 1/po
R
i=1
t 1/pk
H sup <Z Ry, ((,0, 51 —_ Er),bfk; )pk)

k= 1¢6Kk i=1

para todos a;f)? ...,ngl) € E,, bgs), ...,bq(fl) €eG, meNe(s])e{l,...,r} x{1,...,t}.

Teorema 1.3.2 (Teorema da Dominacao de Pietsch generalizado) Uma aplica-
¢cio [ € H € Ry, ..., Ri-S-abstrato (p1, ..., pt)-somante se, e somente se, existem uma
constante C' > 0 e medidas de probabilidade de Borel puy em Ky, k=1,...,t, tais que

1/pk
S (f,2W, . 2a™ M b)) <CH</ Ry (¢, <>,...,x<f>,b<’f>)p’“duk) ,

para todos tV € E;, 1 =1,...,r eb® € Gy, comk=1,...,t

Usaremos a sigla TDP para designar o Teorema da Dominacao de Pietsch a partir
deste ponto.

Vamos estabelecer a equivaléncia entre as diferentes abordagens sobre operadores

multilineares Cohen fortemente somantes:

Teorema 1.3.3 Seja 1 <p < oo, com 1/p+1/p*=1. Para T € L(X4,...,X,,;Y), as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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i) FEriste uma constante C' > 0 tal que

m m n 1/p

1 n P m
e (7 (e ) < € (ZH!x | ) ol
: i=1 j=1

para todos m € N, x()eX o, eY i=1,..m,j=1,...n;

np 1/np
> ()il

(1.15)

i1) Eziste uma constante C > 0 tal que

Sk r () T (35
= j=1 \i=1

1=

para todos m € N, x()eX g, eY i=1,..m,j=1..n

)

i11) Ezistem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel

1/p*
()" du(w)) ,

(1.16)

p em Byn (com a topologia fraca *) tais que

(T (@1, )| < Cllaal] - [l ( /

BY//

para todos x; € X, ¢ € Y, j=1,..,n

Demonstragao. (i) = (i7) : Como ja dito, basta usar a desigualdade de Holder.

(17) = (¢it) : Usando o TDP generalizado, escolhendo

t=n+1le r=1

E, = {0}

K, ={0} ,k=1,...,ne K,y = By»
Ge=Xp, k=1,...n, e Gp1 =Y
H=L(X,..,X,;Y)

po=1, pr=np, k=1,...ne pyy1 =p"

S (T 0,zM, ...z, ) = ‘gp(T (x(l),...,x(”)))’
Ru (3.0,89) = )], k= 1.

Ryia (1,0, 0) = [1h(¢)|

segue que
m l/po m » l/pO
0
(Z (5 (7.0, el 60 b)) ) - (z 7,000, 0" o)) )
i=1 i=1

>

i=1

1 n
A (r ()

9

~.
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e também

n+1

m » 1/pk
k
H sup ZRk (%5171('1)7 axgr)ab@( ))
k=1 PEEE \ =1

m 1/pn+1 n 1P
= ws}gp (Z Rn1(2,0, @i)p"“) H Sup <Z By (% ) )
ERn+t1

i=1 k=1 VKR \ (21

m /p* 4 m 1/np
— s (Zwm |P*> -H(ZHxE’“ )

1/)€BY// i=1

[y | (Z |t
k=1 =1

Assim, T satisfaz (1.15) se, e somente se, é Ry,..., R;-S-abstrato (pi,...,p)-

somante. Pelo TDP generalizado, existem uma constante C' > 0 e medidas de pro-

babilidade de Borel p em K, k=1,...,t, tais que

t 1/pk
S(T,x1, ey Ty by, oy by H (/ Ry ( ¢’$1»-~-a$r,bk)pkduk> 7

isto é,

(T (21, ... )| < C

H( A Hwkrr”pduk)l/np] ( | w<so>p*du<w>>l/p*
gcuxlu._.uxnn( [ wer <w>>w

(7i1) = (i) : (Teorema 2.4 em [1]) Para todo m € N, se 1 < i < m segue, por

(L.16), que

©; (T (x,gl), “'7%@)))‘ <C Hargl)
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Entao,

(T
=1
m 1/p*
<oy (\mg” o ( [ wer <w>>
i=1 vy
m » 1/p m 1/p*
<C (Z( zV ")) Z ( / [0 (1) 7" dp( )))
1;1 » 1/p 1/p*
_ (1) (n)
_(;’(;( || || ) /B”ZW o) P du( ))
m " ( » 1/p 1/p*
C Dl N
< (;( ! ! ) wi?j,, ZZI (i) >
m , 1/p
:(;(z( A D)) el
=1

O teorema anterior pode ser visto como um caso particular do proximo teorema,
mais geral e abstrato. A ferramenta usada na demonstracdo serd novamente o TDP

generalizado (veja |34]).

Teorema 1.3.4 Seja f: X1 X -+ x X,, =Y uma aplicacio em H e sejam

0< p*,U,S,pb e De—1,q1, - Q-1 < OO

tais que
1 1 1 1 1 1 1 1
—=—+4-t—+—= e -=—+-+—+ —.
u N Pt—1 D § a1 dt—1 P

Se Rk(zl,.wzr,b)(') € constante, para cada xq,...,2.,b e para todo 1 < k <t —1, entao as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) f € Ry, ..., Ry-S-abstrato (p1, ..., p—1,p*)-somante;
it) f € Ry, ..., R-S-abstrato (q1, ..., @1, p*)-somante;

Demonstracao. Pelo TDP generalizado, f é Ry, ..., Ri-S-abstrato (p1,...,pi—1,p")-
somante se, e somente se, existem uma constante C' e medidas de probabilidade de

Borel p; em K;, @ =1,...,t, tais que

t 1/pi
S(fvxla“')xhblv"'a S H (/ gpaxlw"axﬁbi)pidﬂi) .
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Em nosso caso, f é Ry,..., Ri-S-abstrato (pi,...,pi—1,p")-somante se, e somente se,

existem uma constante C' e uma medida de probabilidade de Borel ;1 em K, tais que

t—1

1/p*
S<f7$17"'7xr>bla-'->bt) gc(HRZ<307xla7$rabz)>(/ Rt(gpaxlw“axmbt)p du) )
i=1 Ky
(1.17)
j& que, por hipotese, para qualquer ¢ € K; fixo,

1/pi
(/ Ri(cp,xl, ...,Jir,bi)pidui) = RZ‘(QO,[El, ...,Ir,bi) y 1= ]_, ,t — 1.
K;

Por outro lado, o mesmo raciocinio mostra que f é Ry, ..., Ri-S-abstrato (q1, ..., ¢t—1, p*)-
somante se, e somente se, existem uma constante C' e uma medida de probabilidade de

Borel p em K; tais que

t—1 1/p*
S(f,x1, @, by, b)) < C (HRi(go,xl,...,xr,bi)>-( Ri(p, 1, ..., xp, by)P d,u) :
i=1 Ky
expressao que corresponde exatamente a dada por (1.17). m

Vale ressaltar uma conseqiiéncia um tanto surpreendente do Teorema para

os operadores lineares. Sejam p* € (1, 00) fixo e
r

F:{(T,q)e [1,00) x (1,00) : ! :$+]%}'
L

Seja C,4(E; F) a classe de todos os operadores T' € L (E;F) tais que existe uma

constante C > 0 satisfazendo

m 1r
(Z |opi (T (xi))|r> < Cll(@a)iZoll, 1ei)iZi N, e

para todo inteiro positivo m e todos x; € E, ¢; € F', i = 1,...,m. Pelo Teorema, m,
segue que

Criq (B; F) = Cryqo (B3 F)
para todos (r1,q1), (12.g2) € I'. Em particular,
Crg(E; F) = Cp(E; F) = Dy(E F)
com 1 =1/p+ 1/p*, para todo (r,q) € I
Um fato importante que serd usado posteriormente é que a classe Cy ,(E; F) ¢é

trivial se p < ¢q. A demonstragao deste fato ¢ dada pelo seguinte teorema:
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Teorema 1.3.5 Sel <p<oo, 1 =1/p+1/p* ep <gq, entao Cy ,(E; F) ={0}.

Demonstracao. O caso £ = {0} ou F' = {0} é trivial. Suponhamos E # {0}
e ' # {0}. Usando a Proposi¢ao do Apéndice vamos tomar a sequéncia

()2 = (@iBi)2y ¢ L com ()72 € Ly e (Bi)2 € L.
SeT € C,(E;F),0#x€Ee0#p¢cF, entdo, para todo m € N,

Z |90( )‘ ZE ‘ - Z |90 azﬁz - Z |<az§0)<T(6ﬂ7>)|

< Cl|(Bix)iZallq [I(@ip)Zal | pe -

) 1/p*

1/p
= =[] |[(8:) 1Hq¢sup (e (Zlazlp>
1/p*
= Cllz[[ [1(B:)iZ1llq 1| (Z i ”*) :
i=1

Agora, tomando seguidamente 0 sup|,<; € 0 supj ;< na desigualdade acima, obtemos

m m l/p*
711> 1l < CHBIg (ZW”*) ,
i=1 i=1

donde concluimos que se T' # 0, segue que (A\;)°, € [y, 0 que é absurdo. m

Assim,

|Z|A|<CII$|I|I(@ )izillg JSup <Z|@/} aip)

=1
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Capitulo 2

Ideais de operadores Cohen

fortemente somantes

Neste capitulo vamos estudar os operadores Cohen fortemente somantes sob o
ponto de vista da teoria de ideais de operadores e polindbmios. Mostraremos que, de
fato, as generalizacoes multilinear e polinomial apresentadas no Capitulo [I| formam

ideais de Banach.

2.1 Ideais de operadores: exposicao breve da teoria

Convém apresentarmos uma breve introducao a teoria de ideais de operadores,
com vistas ao estudo de ideais de operadores Cohen fortemente p-somantes. Os re-
sultados desta se¢do sido todos conhecidos e o livro [38], de Pietsch, é uma excelente

referéncia para consultas. Também sugerimos [4, [8, 9]

Definicao 2.1.1 Um ideal de operadores (lineares) I é uma subclasse da classe L de
todos os operadores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer
espacos de Banach E e F, as componentes T (E; F) := L (F; F)NZ satisfazem:

i) Z(E,F) € um subespaco vetorial de L (E; F) que contém os operadores
de posto finito;

it) A propriedade de ideal: sew € L(E;F), v e Z(F,G) ete L(G,H),
entio tou € T(E; H) .



Definigao 2.1.2 Um ideal normado de operadores (L, ||-||;) € um ideal de operadores
Z munido da fungao ||-||; : Z — [0,00) tal que:

i) ||-|l; restrita a Z (E; F) é uma norma para quaisquer espagos de Banach
E eF;

it) ||idk||; =1, onde idg : K — K € dada por idk (v) = z;
iii) Seu € L(E,F),veI(F;G)ete L(G;H), entdo

[tvull < (I {lvflz [l -

Quando as componentes Z (E£; F') do ideal Z sdo completas com respeito a ||-||,
dizemos que Z é um ideal de Banach (ou completo) de operadores.
A desigualdade abaixo serd muito utilizada neste capitulo, em especial nas de-

monstracoes de completude dos ideais de operadores Cohen somantes.

Proposicao 2.1.3 Seja (Z,||-||;) um ideal normado de operadores. Entao, ||t|| < ||t||;
para qualquer t € L.

Observagao 2.1.4 Se p € E', entao ||¢| = ||¢ll;- De fato, como ¢ é de posto finito,
entao p €1 e

lellz = llidrelly < llidx|z (@]l = lloll - (2.1)

A desigualdade contrdria seque da Proposicio|2.1.5

Agora, como uma generalizagao natural da teoria de ideais de operadores lineares,

vejamos a nocao de ideais de aplicacoes multilineares.

Defini¢ao 2.1.5 Sejam E, ..., E, sao espacos normados. A aplicagio A € L (Ey, ..., Ey; F)
(4)

é dita de tipo finito se existemm € N, ¢ € B eb; € F comi=1,..mej=1,..,n,

tats que

Aty e mn) = S o (@1) - 0™ (2,) b
=1

O conjunto formado por essas aplicagdes é denotado por L (Ex, ..., En; F). E fdcil ver
que Ly (Ey, ..., E,; F') € um subespago de L (Ey, ..., E,; F).
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Definicao 2.1.6 Um ideal de aplicacoes multilineares M é uma subclasse da classe de
todas aplicacoes multilineares continuas entre espacos de Banach tal que, para todo
n € N e espagos de Banach Ei,....E, e¢ F, as componentes M (E,...,E,; F) =
L(Ey, ..., Ey; F)N M satisfazem:

i) M(Ey, ..., Ey; F) é um subespago vetorial de L (E, ..., Ey; F) que contém
as aplicacoes n-lineares de tipo finito;

it) A propriedade de ideal: se A € M (E,...,E.; F), uj € L(G}, E;) para
j=1,..nete L(F;H), entio tA (uy,...,u,) € M(G1,...,Gn; H).

O ideal M também é denominado multi-ideal e, para cada n fixo,

M, = U M (Ey, ..., E,; F)

FEq,...,En,F Banach

¢ chamado de ideal de aplicacoes n-lineares.

Definicao 2.1.7 Um ideal normado de aplicagoes multilineares (M, ||-|| v,) € um ideal
de aplicagoes multilineares M munido da fungao ||-|| , : M — [0,00) , tal que:

i) |||l o restrita a M (Ey, ..., E,; F) € uma norma para quaisquer espagos
de Banach E1, ..., E,, F e todon € N;

it) ||idgn||\ = 1, onde idg» : K" — K € dada por idg» (z1,...,2,) =

x1 - X, para todo n € N;

iti) Se M € M (Ey,....,E;; F), uj € L(G;,E;) para j = 1,.,n et €
L(F;H), entao

M (s ooy i) | g < D g [ l]- - [l ] -

Se n for um inteiro positivo fixo, sob as condicbes acima, dizemos que M,, é um
ideal normado de aplicagoes n-lineares. Quando as componentes M (Ey, ..., E,; F') sdo
completas com respeito a ||-|| ,, dizemos que M é um multi-ideal de Banach. O mesmo

se diz de M,,.

Observacao 2.1.8 As componentes de um multi-ideal M ou de um ideal de aplicacgoes

n-lineares M,, envolverao sempre espacos de Banach sobre o mesmo corpo (fixo) K.
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Note que o espaco vetorial L¢ (Ey, ..., E,; F') satisfaz a propriedade de ideal. De
fato, seja M € Ly (Ey, ..., E,; F) da forma

1 n
M (@1, eszn) = D oi (21) -+ (@) b
i=1
e sejam u; € L(G;E;) comj=1,...,n,ete L(F;H). Entao,

tEM (uyy ey Up) (T4, ey ) = M (ug (21) 5 ...y Uy, (2,))

=1 <Zs&§1) (ur (1)) -+ 91" (1 () bz-)

_ it (o1 (i () -+ o™ (i () b>>

= | 20t (@)l (um () <bi>)

s () (@) (o) ()1 (@g) 7

i=1

com (gpl(-j)uj> € G e t(b;) € H. Portanto

tM (ul, ,Un) S ,Cf (Gl, ,Gn,H) .

As normas em multi-ideais tém comportamento semelhante ao caso de ideais de

operadores lineares, como mostra a seguinte proposicao:

Proposigdo 2.1.9 Seja (M, ||| \,) wm multi-ideal normado. Entao, || M| < || M]|
para qualquer M em M.

Demonstracao. Sejam M € M (Ey,...,E;F), p € F' e x; € Ej fixos, com j =
1,...,n. Defina, para cada j = 1,...,n, R; : K—E;, por R;(\) = Az;. Segue que
IR || = [|]| e

oM (R, ... R,) (A1, oy A\n) = @M (A1, oo, \nTy) = A1 Ay (M) (24, ooy )

Entao,

oM (Ry,...,R,) = (oM) (x1, ..., ) idgn, (2.2)
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e portanto

(M) (21, ..y wn)| = [(@M) (21, s )| |[idgen ]| o4
= [[(pM) (@1, ..., Tp) idcn || pq

< ol MI g [[Ball - ([ Bl
Pelo Teorema de Hahn-Banach,

IM (21, ... 2n) || = sup |(@M) (21, ..., Zn)]

lell<1

< sup [l [MI| o [[Ba]] -~ | Ball

loll<1

= Myl ]
donde [[M] < [M] . m

Apresentaremos a nocao de ideais de polindomios como adaptacao natural do con-
ceito de ideais de aplicagoes multilineares. Em principio, vejamos a definicao de po-
linémio de tipo finito.

O subespago de P ("E; F') gerado pelas aplicagoes P (z) = ¢ (z)" b, com ¢ € E’
e b € F, é denotado por Py ("E; F) e seus elementos sdo chamados de polinomios
n-homogéneos de tipo finito. Denotamos por Py ("E; F) o fecho de Py ("E; F) em

P("E; F), e os elementos de Py ("E; F) sao chamados de polinémios aproximéaveis.

Definicao 2.1.10 Um ideal de polinémios homogéneos, ou simplesmente um ideal de
polindomios, € uma subclasse U da classe de todos os polindmios homogéneos continuos
entre espacos de Banach tal que para todo n € N e quaisquer espacos de Banach E e
F, as componentes U ("E; F) =P ("E; F) NU satisfazem:
i) U("E;F) é um subespago vetorial de P ("E; F) que contém os polino-
mios n-homogéneos de tipo finito;
it) A propriedade de ideal: seu € L(G,E), PelU ("E;F) ete L(F;H),
entio tPu e U ("G; H) .

Se n € N for fixado, a classe

U, = |J UCE;F)

E,F Banach

é chamada de ideal de polindmios n-homogéneos.
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Definicao 2.1.11 Um ideal normado de polinémios (U, ||-||,;) € um ideal de polinomios
U munido da funcao |||, : U — [0,00), tal que:

i) ||-|l,, restrita aU ("E; F) € uma norma para quaisquer espagos de Banach
E e F etodoneN;
it) ||idgll,, = 1, onde idg : K — K € dada por idg (z) = 2";

iit) Sew € L(G,E), P € U("E;F), et € L(F;H), entao |tPul, <
P el

Se as componentes U ("E; F') sao completas com respeito a |||, , dizemos que U
é ideal de Banach de polindémios. De modo analogo se procede para U,,.

As definigoes e resultados a seguir mostram que sempre é possivel obter um ideal
de polinémios a partir de um multi-ideal. Doravante, denotaremos a classe de todos os

polinémios n-homogéneos e continuos entre espacos de Banach por P".
Definigao 2.1.12 Seja M um ideal normado de aplica¢oes multilineares. A classe
PM:{PeP”;ﬁeM,neN} ,

com ||P|p,, == HIBHM, ¢ chamada ideal de polindmios gerado pelo ideal M.

Proposicao 2.1.13 Seja M um ideal de Banach de aplicagoes multilineares. Entao

Pt € um ideal de Banach de polinémios.

Demonstracao. Sejam E, F' espacos de Banach, Py, P, € Py ("E; F) e k € K. Entao
P, Py e M("E;F). Como M ("E;F) é um ideal, segue que P, + kP, € M ("E; F).
Assim,

(P1+kP2)V:]51+kp2€M(nE,F),

e portanto

P1+kP2€PM<nE;F).

Se P é um polinomio n-homogéneo de tipo finito, segue diretamente da Formula
de Polarizacao que Péde tipo finito e portanto P € Py ("E; F) .
Sejam u € L (G,E), Pe Py ("E;F)ete L(F;H). Como

tP (u,...,u) (z,...2) =tP (u(x),..,u(z)) = tPu(x) = (tPu)" (z, ..., ),
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segue que

(tPu)’ =tP(u,...,u) € M ("E; F), (2.3)

e portanto vale a propriedade de ideal, isto é, tPu € Py ("G; H).
Nao ¢ dificil mostrar que [|-[|,  restrita a Py ("E; F) ¢ uma norma.

Para o calculo da norma do operador id, note que (id)" = idgn. Assim
lidg|lp,, = llidkn|[ o = 1.
Sejam t € L(F;H), P € Py ("E;F)eu € L(G,E). De (2.3)), segue que
[tPullp,, = [[¢2 (o) | < W0 2] ll™ = W 1P, ™
Como M é um ideal de Banach e como ¥ : Py ("E; F) — M ("E;F): P — P
¢ uma isometria linear sobre a imagem, para provar que Pp ("E; F') é um espago de

Banach basta mostrar que ¥ (Pp ("E; F')) é fechado em M ("E; F'). Mas isso ndo é

dificil de verificar. De fato, se

lim ¥ (Py) =Ae M("E; F)

k—o0

— 0.

na norma de M, entao H]Bk - AH — 0, e como ||| < ||-]| v, segue que Hpk - A‘
Sabendo que L, ("E; F) é fechadg/lem L("E; F), segue que A € L, ("E; F) e portanto
A e Py ("E; F), pois (/Al)v =Ae M("E;F). Assim, A=V (/Al) e V(Pu("E;F))
e segue que Y (Py ("E; F)) é fechada. Portanto Py é um ideal de Banach de polino-

mios. W

2.2 Ideal de operadores lineares Cohen fortemente so-

mantes

Vamos denotar por D, a subclasse da classe de todos os operadores lineares entre
espacos de Banach que sao Cohen fortemente p-somantes.

Nesta segao, por razoes de completude do trabalho, vamos mostrar que (D,,d,)
é um ideal de Banach de operadores lineares. Este resultado é conhecido embora nao
esteja tao presente na literatura.

Apenas uma pequena observacao é necessaria antes de mostrarmos os principais

resultados da secao.
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Observacgdo 2.2.1 Se 0 AT € L(E;F) ep; € F', i=1,....,m , entio

(@i T)iZ [l p = sup [[(@i(T(y)))i2

(= (an))..

< 7] sup [[(i(h))iZ

heBr

= [IT1HI(ps)i e

onde, na primeira e na ultima igualdade, usamos a Proposi¢cao do Apéndice [A]

= [IT[| sup

yEBE

p*

Proposigao 2.2.2 Se 1 < p < oo, entao (D,,d,) € um ideal normado de operadores

lineares.

Demonstracao. Ja sabemos que as componentes D,(E; F') sdo espagos vetoriais nor-
mados (com a norma d,(-)) quaisquer que sejam os espacos de Banach E e F' (Pro-
posicao . Vamos mostrar que toda componente D,(E; F') contém os operadores
de posto finito, isto ¢, L¢(E; F) C D,(E; F), para todos os espagos de Banach E e F.

Nesta direcao, vamos verificar que
T:E—F :T)=v¢@)y, comp e E eyeF,

pertence a D,(E; F'). De fato, para todos m € N, z; € E, ¢; € F',i=1,..,m,segue

que

m m

ST = Y lpiwz)y)] = Zw (2)ei(y

i=1 =1

< ||¢||ZHI¢|H%(@/)
ZZlm r / m 1/p*
<[]l (Z ||$i||p> (leoi(y) p*)
i=1 i=1
s 1/p*
= [[®] [yl | (x4l (Z >
m 1/p*
< [ 1yl ()i [ Sup (le(w)lp*)
WEBF \ =1

= Cll(z)iZallp [1(0e) il pe
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e entdao 1" € Dy(E; F).
Propriedade de ideal: Sejam A; € L(Ey E), T € Dy(E;F) e Ay € L(F; Fy).
Para todos m € N, z; € Ey, ¢; € F(;, 1 =1,...,m, usando a Observagao ,

D Il (AT A ()] = > (i A)(T(As (1))

i—1 i=1
< dp(T)|[(Arza)iZ4 [ [ (9A2)7% [|wpr
< dp(D)|| Al | ()4 |p [|A2]| 1 (02) i1 |
= [| Ao dp(T) [[Av|] | (i) |p [1(03)i o, (2.4)
= C[|(z:)iZ11lp |[(02)i2 1w,

e, portanto, AsT A, € D,(Ep; Fy). Note também que, por (2.4),
dp(A2T Ar) < |[A2]| dp(T) [|As]] -

Por tltimo, vamos mostrar que d,(idx) = 1. Como idg é de posto finito (logo,

Cohen fortemente p-somante) e [;’(K) é isometricamente isomorfo a [,(K) (Apéndice

Al Proposicao |A.2)), tomando m = 1 em ([1.3)), segue que
g
|pidi(2))] = [e(@)] < [[=]lllel] = [I(2,0,0,..)lp [[(©,0,0, .. ) lwp~

o que nos diz que d,(idgx) < 1. Além disso, para todos x,p € K, com ||¢|| =1,

2|l =1, 0,0, ey = [[(idx(2), 0,0,y < dp(idg) || |l

o que implica em 1 < d,(idk). Logo d,(idx) =1. =

Proposigao 2.2.3 Se 1 < p < oo, entio (D,,d,) é um ideal de Banach de operadores

lineares.

Demonstracao. Seja (75,)2°, uma sequéncia de Cauchy em (D,(E;F),d,). Como

|1 < dp(-) (Proposicao [2.1.3), segue que (T5,)5>, é de Cauchy em L(E; F) e, portanto,

lim 7, =T € L(E; F). (2.5)

n—oo

Devemos agora mostrar que T € D,(E; F).

Como cada T, ¢ Cohen fortemente p-somante, T}, : l,(E) — L,(F) estd bem
definido para todo n. Além disso, }T\n
L(L,(E); [,(F)) e portanto lim, ., Ty, = A € L(I,(E); L,(F)).

A~

= d,(T,) , donde (7},)22, é de Cauchy em

n=1
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Defina, para todo (z;)52, € [,(F),

(y5)721 = A(25)721) € L(F).

Com isso, dado € > 0 existe ng € N tal que

T(5) = will < [(Tul23))5%0 = (i) llew

= | Fut@zzn - Atz

<ell(z;)Zallp »

para todo n > ny, isto é, lim,_,. T,,(z;) = y;, para todo j € N. Disto e de (22.5)), segue
que T'(z;) = y;, para todo j € N, donde

(T(zn))nzy = (Yn)mer € L,(F), para toda (z,),2; € [,(E),

e portanto 7 l,(E) — [,(F) estd bem definido. m

2.3 Ideal de operadores multilineares e polinémios

Cohen fortemente somantes

Vamos denotar por Lcop;, a subclasse da classe de todos os operadores multilinea-
res entre espacos de Banach que sao Cohen fortemente p-somantes. Se n € N for fixado,
L1, denotara a classe de todos os operadores n-lineares entre espagos de Banach que
sao Cohen fortemente p-somantes. Nesta secdo vamos mostrar que (Lcoonps || - ||conp)
¢ um ideal de Banach de operadores multilineares. Primeiro, verifiquemos que todo

operador multilinear de tipo finito é Cohen fortemente p-somante.

Proposicao 2.3.1 Sel<p<oo,neNeT € L(E,...,E,; F) €éde tipo finito, entdo

T ¢ Cohen fortemente p-somante.

Demonstracao. Para todo n € N, devemos mostrar que a aplicacao

Ay By X X E, = F: Ay (21,...,2,) =1 (1) -y (20) b,
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com Y, € B, k=1,..,nebe F, é Cohen fortemente p-somante. Assim, para todos

meN, 2" € B, o, e F',i=1,...,m,r=1,..,n, segue que
i 2

5o (0 (s

i=1

_ i s (47) - (27 i8]

<Jnll-- el 3 )] ||ol]| o)
ZZln m 1/np m 1/p*
np "
< [l 1l H( (EX ) (Zm(b)?)
r=1 =1 =1
o . . 1/np] m ’(p(b) o 1/p*
= [[al] - Il 1101 H(Z\xﬁ” ) (ZW,—>
r=1 i=1 i=1
:n m np 1/”1’: m 1/p*
< Il llenl 110l H(Z\xi” ) sp <Zm<w>1p")

a:lm

n m np 1/np
e H(Z} ) 1l

Portanto A,, é Cohen fortemente p-somante para todo n. m

Os seguinte lema é consequéncia imediata do fato de (Lconp, || - ||conyp) ser ideal

mas, por uma necessidade imediata, vamos adiantar sua apresentacao.

Lema 2.3.2 Sen e N eT € L(Ey,...,E,; F) é Cohen fortemente p-somante, entao

T < 1TV conp -
Demonstragdo. Tomando m =1 em (1.11]), segue que

|90(T(x17 ’xn))| < ||T||C’Oh,p ||(I170’O7 )||np T ||($n70707 )Hmﬂ ||(90’0707 )|

w,p*

e portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach, ||T|| < ||T||conp- ™

Teorema 2.3.3 Sel<p<oceneN, entao (LEy .1 llconp) € um ideal normado

de operadores n-lineares.

Demonstracao. Ja sabemos que as componentes Loonp(E1, ..., En; F) sdo espagos

vetoriais normados (com a norma || - ||conp) quaisquer que sejam n € N, os espagos de
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Banach E; e F, j = 1,...n, (Proposi¢io , e contém os operadores de tipo finito
(Proposicio 2.3.1).

Vejamos a validade da propriedade de ideal. Sejam A, € L(H,; E,), r =1,...,n,
T € Loonp(Er, ..., B F) e A€ L(F; Fy). Para todo m € N e todos a:gr) € H,, p; € Fy,
r=1,..,n,i=1,...,m, usando a Observagao [2.2.1] temos

>

(AT (Ar, s A) (27, 0™

=1
= > | eit) (1 (A1 (#7) s (7))
=1
<||7| (AaiDyr Al (i A)m|
— Coh,p 1']:2 =1 np ( nl‘l =1 np (902 =1 |w1p*
D\m n)\m m
< 1T leonllil|NlAal ||| @] Al

= AT lon 1Al Al || @2 @m0l (@26)

D\m n)\m m
= C [ @, ezl

np

e, portanto, AT (A, ..., An) € Loonp(Hi, ..., Hy; Fy). Note também que, por (2.6,
IAT (Ay, ..., An)llconp < |[AIT|congp [[Al]---[[ Anl] -

Por dltimo, vamos mostrar que ||idgn||conp, = 1, para todo n € N. Como idgn &

de tipo finito (logo, Cohen fortemente p-somante), pelo Lema [2.3.2]
1 = [idgn|| < [[idgn|conp -

Por outro lado, como ||¢||wp = ||¢

>

» em K, segue que

©Yi (idKn <.f13£1), ceey .Ign))) ’
=3 (x|
i=1
< lleill ||| |
i=1
m p* s m np 1/np m p 1/np
< (ZH% p*) (Z’ ) (Z‘xl(n) )
i=1 i=1 i=1

)\m n)\m m
ol (CE R0 YRR € v [ [y

2

)

np
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para todo m € N e todos 7" v, € K,r=1,...,n, 71 =1,....,m, o que implica em

7 )

\lidgn||conp < 1. Assim, ||idgn||con, = 1. ®

Proposicao 2.3.4 Sel < p < oo en €N, entao (ﬁgoh,p, |- ||coh,p) ¢ um ideal de

Banach de operadores n-lineares.

Demonstracao. Seja (73)2, em (Loonhp(Er, ..o, Eni F), || - ||conp) uma sequéncia de
Cauchy. Como, pelo Lema -1l <l - llconp, segue que (T})32, é de Cauchy em
L(FEy, ..., E,; F) e, portanto,

lim T, =T € L(Ey, ..., B F). (2.7)

k—o0

Mostraremos que T' € Leoonp(En, ..., En; F'). Como cada Ty é Cohen fortemente

T = Illcony . 1ogo
(fk)zozl ¢ de Cauchy em L(I,,,(En),....lLnp(Ey); L,(F)) e portanto limy_,q T, = A €
L(Lup(Er), ooy Lip(Ey); L(F)).

Definindo

p-somante, fk estd bem definido para todo k. Além disso,

(yj)52, = (A <m§1), ...,x§-n)>>oo € l,(F),

j=1

D\ n)\ > .
para ((xg )>j:1 R <x§ )>j:1) € lyp(Ey) X ... X Lnp(Ey), segue que dado € > 0 existe

ko € N tal que

e
(:c] j=1 i j=1

para todo k > ko, isto é, limy .o Tk (x(l), ...,xgn)> = y;, para todo j € N. Disto e de

np ‘ np

J

1} obtemos T (:Eg-l), ...,xg-n)> = y;, para todo 7 € N, donde

(T (xg.”, --~»$§")>)OO = (y))721 € L,(F)

Jj=1

para todo ((xgl)) s (x(;)) ) € lnp(E1) X ... X lyy(E,). Portanto o operador
1 1
T: Lnp(Ey) X oo X lpp(Ey) = 1,(F) esta bem definido e assim T' € Loopp(En, ..., By F).
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Vamos denotar por Pcon, a subclasse da classe de todos os polinémios entre
espagos de Banach que sdo Cohen fortemente p-somantes. Se n € N for fixado, Pg,, ,
denotara a classe de todos os polindmios n-homogéneos entre espacos de Banach que
sao Cohen fortemente p-somantes.

Segue imediatamente do Lema e dos Teoremas e 2.1.13| que Pconp €

um ideal de Banach de polinémios:

Proposicdo 2.3.5 Se 1 < p < oo en €N, entao (Ply, | - llconp) € um ideal de

Banach de polinomios n-homogéneos.
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Capitulo 3

Operadores multiplo Cohen

fortemente somantes

Neste capitulo usamos a teoria bem sucedida dos operadores miltiplo absoluta-
mente somantes (veja p. ex. |25 B4] 36]) como prototipo para motivar nossa definigao
de operador multilinear multiplo Cohen fortemente p-somante. Como ficara claro mais
adiante, esta nova abordagem é adequada do ponto de vista da teoria de ideais de
operadores multilineares e de polindbmios bem como sob o ponto de vista de tipos de
holomorfia.

Esses nossos resultados ja se encontram publicados na Revista Linear and Multi-
linear Algebra sob o titulo “Cohen and multiple Cohen strongly summing multilinear

operators” [13].

3.1 Operadores multilineares miuiltiplo Cohen forte-

mente somantes

Como temos procedido até agora em todo o texto, exibiremos a definicao de
operador multilinear maltiplo Cohen fortemente p-somante em termos de sequéncias e,

em seguida, caracterizagoes por desigualdades.

Definicao 3.1.1 Sejam 1 < p < oo e E;, ' espacos de Banach, i = 1,...,n, com
%—i— I% = 1. Um operador T € L(E,...,E,; F) e dito miltiplo Cohen fortemente



p-somante se

T (x(.l),...,:c(»n))) € l,(F) |
< J1 In J1yeein €N p< >
sauer (a7)

para quaisquer \ ;" )
j:

Nao é dificil mostrar que a classe de todas as aplicacoes multilineares miultiplo

Cohen fortemente p-somantes de Fy X - - - x E,, em F' é um subespago de L(F1, ..., E,; F).

Essa classe serd denotada por L,conp(Er, ..., En; F).

Proposicao 3.1.2 Para T € L(Fy,....E,; F) e
sao equivalentes:

% + z% = 1, as sequintes afirmagoes

i) T € maultiplo Cohen fortemente p-somante;

i1) Eziste uma constante C > 0 tal que

1 (n
Pitmin (T (f’fg‘l)’ -~-v“7jn)>>‘

para quaisquer (Vi i )jr,..jneN € l;ji(F’) e (:1:@> € L(E), 1 =
1,...,n.

jlv"‘vjn:

<o (3|
j=1

Y

) 1/p
> H(Spjl,...,jn)jl,...,anN

’w,p*

i11) Eziste uma constante C > 0 tal que

1 n
Z T <T (I§~1)7 ---ﬁﬁﬁ))’ (3.1)
j17~“1j71/:1
1/p m 1/p
p (n) p m
R Z HLEJ H(Sojl7"”jn)j1"“’j7":1H )
]:1 w,p

(1)
=C (Z H”"J
j=1
para todos m € N, ¢; . € F'ea” e Ei, i =1..,n, j =

J

1,....m, g=1,....m.

Além disso, o infimo das constantes C que satisfazem 7 denotado ||T||mconyp
define uma norma em Ly,conp(Er, ... By F).

Demonstracao. (i) = (i7) Se T' é¢ multiplo Cohen fortemente p-somante, o operador

T 1%(F) x L(Ey) x - x L(B,) — Iy
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dado por

1\ n)\ 1 n
(%__,,jnM.WEN, ()" o (o)’ ) — (o (T () el)))
J1= In= ]17---7.77L€N

estd bem definido e é (n + 1)-linear.

Seja ()52, € 1% (F') X I,(Ey) X -+ x I,(E,) com

zp = 2 €L (F) X [(Ey) x -+ x ,(E,)

- (3.2)
T(xk) = (21, )jssinen € L1
Escrevendo
_ @\~ (n) \*
Tk = ((90;?1,‘..,]‘”)jl:---JnEN, (xk’,j1>j11 )ty <xk‘,jn)jnl) (3 3)
2= (©iroiin ) jroinels (x(l))oo (m(m)oo ; .
I ) J1=1 In Jn=1
segue que
(i1, )jreimen = 1 ()
_ 1 k 1) (n)
i (e (),
Precisamos mostrar que
T(x) = (Zj1,..jn )1, i EN-
Mas
~ ~ 1 oo n o
1= (o o (), (42)7))
_ (1) (n)
de forma que precisamos mostrar que
1 n
Do (T <35§‘1)7 ,mgn)>> = Zj1,in (3.4)
para todos ji, ..., J, € N. Temos
: k (1) (n) _
]}1_{210 G (T <$k7j1, ,xkjn>> = Zj1,in (3.5)
e, por outro lado, de (3.2)) e (3.3) segue que
vy o em By e o = o, em F (3.6)
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para quaisquer j € N, i =1,...n e ji,...,jn € N. Como T é continuo, segue de (i3.6))

que

. k 1) (n) (1) (n)
kll_}rilo i (T (xk o T M)) = Qi1 in (T (:L‘jl sy Ty )) : (3.7)
para todos ji, ..., jn € N. Assim, de (3.7)) e (3.5) obtemos (3.4)). Logo, T possui gréfico

fechado e portanto é continuo. Por conseguinte,

(1) (n)
90]‘1 ----- Jn (T( Jl”"xjn))’
Jise-sgn=1

N T(x(-l),---al’(‘n)>>
(p‘]l,...,jn ( J1 In jly-“’jneN 1

~ 1 oo n [ee)
= [T | (@51,.dn )1, imeN <$§1)) e (fﬂgn)> o
Jj1i=1 Jn=1

1

< > ..((n>>°° H‘
= - ) ‘ x] =1 , (Spjly--w]n)‘]l,‘“,]neN wp*
(77) = (i) e (i) = (¢i1) sdo imediatas.
(iii) = (ii) Sejam (95, i )i juens € L%(F') e (xy’), e LB, i = 1um
]:
Entao,
N o w
> e (7 (a)al?))
jla ,jn 1
1 n
= sup ( D1 ,onosjn (T <m§-l), 7$§n)>) ))
m .717 7.771—1
<su p ‘ <$§n)>m H(%l,...,jn)m =1
» ]:1 » J1s--In= ’LU,p*
- “) B [N [ (ORI
’(xj I=1lp ‘ o 7=Hlp ((pjl’m’]n)jlw’]n‘EN w,p*
[ ]

O resultado seguinte demonstra que a definicao de operador multiplo Cohen for-

temente p-somante generaliza o conceito de operador Cohen fortemente p-somante.

Proposicao 3.1.3 Todo operador multilinear Cohen fortemente p-somante é maultiplo
Cohen fortemente p-somante e

I+ Nfmconp < - llconp -

Demonstracdo. Pelo Teorema [1.3.3) T € Lcoonp(En, ..., En; F) se, e somente se, exis-

tem uma constante positiva C' e uma medida de probabilidade de Borel p em By tais
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que

BF//

1/p*
”*dﬂ(w)> :

para todos x; € E;, ¢ € F', j=1,..,n. Assim, dado m € N,

1/p*
| (/ e jn>|p*du<¢>> ,

Fl/
) e Ei,i=1,...n,1<j1, .. J, <m. Entao,

7))

(T (1, -y )] < Cllaa] - [ (/ ¥ ()

(n)

(1)
xll In

e (T (1) )| < ]

(

~~~~~ 7

T

1
Oj1,en i <T (m}l), ,:1:5

J1yeees In=
m 1/p*
1 n *
<¢ 3 | ) S ( [ jmduw))
Jlseerdn= B
m » 1/p m 1/p*
1 n *
SC( > ([l .)wé-n))) ( > [ Wl duw))
Jroedn=1 Jogn=1? By

m » 1/p m » 1/p m 1/p*
—c (Z(wﬁ-” ) ~--<Z1w§’” ) (/ Y e jn>p*du<w>>
j=1 j=1 B sgn=1
. m 1/p*
go\(x@)) - ' <sup > [Wle... m)
T =l p \YEB 4y in=1

9

3.2 Ideais de operadores e de polinémios multiplo

Cohen fortemente somantes

Vamos denotar por L,,con, a subclasse da classe de todos os operadores multi-
lineares entre espacos de Banach que sao miltiplo Cohen fortemente p-somantes. Se
n € N for fixado, L], , denotara a classe de todos os operadores n-lineares entre
espacos de Banach que sao miltiplo Cohen fortemente p-somantes.

Vamos, nesta se¢ao, mostrar que (Lyconyp 5 || * [|mconp) ¢ um ideal de Banach de

operadores multilineares. Nesta direcao, a Proposicao mostra que as componentes

Linconp(E1, ..., Ey; F') contém os operadores de tipo finito e, além disso, a Proposicao
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garante que essas componentes sao espagos normados. A observagao seguinte nos

levara ao fato de que ||idgn||mconp = 1.

Observacgao 3.2.1 SeT € miltiplo Cohen fortemente p-somante, entdo ||T'|| < ||T'||mconp-
De fato, tomando m =1 em (3.1]), temos

(T (1, oo 2n))| < N THmconpl| (21,05l - - [ (@ns 0, l1(5 05w

e assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, seque que ||T|| < ||T'||mcon,p-

Como [|idgn]| = 1, a Observacao nos da a desigualdade 1 < ||idgn||mcohp-
Além disso, como Leon, € um ideal, ||idgn||conp = 1 e a Proposigao nos da a
desigualdade ||idgn ||mconp < 1.

Resta-nos mostrar a propriedade de ideal e a completude.

: . , .
Teorema 3.2.2 Seja n € N. Entao L7 o, ,, munido com a norma || - ||mconp, € ideal

de Banach de operadores n-lineares.

Demonstracao. Sejam A; € L(H;; E;), i = 1,..,n , T € Lyconp(Er, ..., B F) e

A € L(F;G). Para todo m € N, se ¢;, ;. € G e xgi) e H,i1=1,...n, j;, =

n

1,...,m, 7 =1,...,m, entao, temos

>

J1yeen=1

e (AT(A, o A (), )|

m

= 3 ) (1 (0 (5 (o))

JlseeeyJn=1
< Tl oy (H (4 (=) ) 1 AV et b
i=1 o lip
< AT oy 41l 1A, (H ()| ) ([ o
i=1 o lip

Portanto, AT(Ay, ..., An) € Liconp(Hi, ..., Hy3 G) e
AT (Ax, s An)llmconp < AT llmconp [|A1]] -+ [|Anl] -

A completude é demonstrada de maneira analoga a feita para o caso do ideal dos

operadores multilineares Cohen fortemente p-somantes (Teorema [2.3.4). m

A nocao de polindmios multiplo Cohen fortemente p-somantes sera introduzida

por meio da Proposicao [2.1.13
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Definicao 3.2.3 A classe dos polinémios n-homogéneos multiplo Cohen fortemente

p-somantes serd dada por
TT;LCOh,p = {P S Pn’P < ‘C%CO}L,P} ’
Além disso, com a norma dada por

1PlPcons = [1Pllmcons -

obtemos um ideal (de Banach) de polinémios gerado pelo ideal Lconp, como garante

a proposigao [2.1.13.

3.3 Tipos de holomorfia e ideais miltiplo Cohen for-

temente somantes

Nesta se¢do, usamos o artigo 8] de G. Botelho et. al., que estabelece condigoes
para que um ideal de polindmios gerados por um ideal de operadores multilineares seja

um tipo de holomorfia global.

3.3.1 Tipos de holomorfia global e ideais de polindmios

Dados P € P("E;F), k < n e a € E, definimos o polinomio d*P(a) € P(*E; F)

por
k!
(n—k)!

Diremos que um operador (n+ 1)-linear e continuo 7" é simétrico nas n primeiras

d*P(a)(x) = Pla, ™% a2, ®) ) .

variaveis se
T(ay,...,an,b) =T (ag(l), ey Qg (), b) ,
para toda permutagao o do conjunto {1,...,n} e todos a,...,a, € Ee b€ G.
A prova do resultado principal desta subsecao serda omitida. Ela pode ser encon-

trada em [§]. A seguinte definigdo é essencialmente a mesma que a dada por Nachbin

[28]:

Definicao 3.3.1 (Botelho et. al., [8]) Um tipo de holomorfia global é uma classe
Py de polindmios homogéneos continuos entre espacos de Banach tal que, para todos
n € N e espagos de Banach E e F, as componentes Py("E; F) == P("E; F) N Py

satisfazem:
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i) Py("E; F) é um subespaco vetorial de P("E; F) munido com uma norma
denotada por P — ||P||g;

ii) Pg(°E; F) = F como espago vetorial normado para todos E e F';

i1i) Existe uma constante o > 1 tal que para todosn € N, k <n,a € E e

quaisquer espacos de Banach E e F, com P € Py("E; F),

1 -~
—d*P(a)

d*P(a) € Py(*E; F) e o

< o"[|P||mllal""" .

H

Para a proxima defini¢ao, usamos a notagao ("E, G; F) em vez de (E, -(7-1)-, E,G;F).

Defini¢ao 3.3.2 (Botelho et. al., [8]) Seja J uma classe de aplica¢des multilinea-
res continuas entre espacos de Banach tal que para todos n € N e espacos de Fn, ..., E,
e ', a componente J(Ey, ..., En; F) := L(FEy, ..., B, F)NT € um subespago vetorial de
L(Ey, ..., Ey; F) equipado com a norma denotada por || - ||7 . Dizemos que J possui
a propriedade (B) se existe C > 1 tal que, para todos n € N, quaisquer espagos de

Banach E e F e todo A € J("E,K; F) simétrico nas primeiras n varidveis, ocorre
Ale J("E;F) e [|Allly < CllAlly

onde A1 : E™ — F ¢é definido por Al(xq,...,x,) := A(2z1, ..., T, 1).

Teorema 3.3.3 (Botelho et. al., [8]) Se um multi-ideal de Banach M possui a pro-
priedade (B) com constante C, entdo o ideal de Banach Py de polinémios gerado por

M é um tipo de holomorfia global com constante o = 2C'.

3.3.2 Pyconp € um tipo de holomorfia global.

Vamos demonstrar que o ideal L,,conp dos operadores multilineares Cohen forte-
mente p-somantes possui a propriedade (B) e, portanto, a classe P,,con, dos polindomios

multiplo Cohen fortemente p-somantes é um tipo de holomorfia global.

Teorema 3.3.4 O multi-ideal de Banach L,con,p possui a propriedade (B) com cons-
tante C = 1. Portanto, o ideal Ppconp dos polinomios mailtiplo Cohen fortemente

p-somantes € um tipo de holomorfia global com constante o = 2.
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Demonstracao. Sejam n € N, E e F espagos de Banach e T € L,,con,("E, K; F).

Para todo inteiro positivo m, definimos

Pit,esins S€ jn+1 =1 1, se jn+1 =1
Pt yeedinsinst — . € Yy = ) (3.8)
0, se jpi1=2,....m, 0, se jpi1=2,....m ,
com Ji, ..., jn, Jn+1 = 1,...,m. Assim, para todos ¢, ;. € F' e xy) € b, 1 =

L.on, 55=1..m, 7=1,...,m, temos

1 n
Z Pijr oo (Tl (xél), ,:cgn)>)‘

J1yeemrin=1
m
1
= > i (T(fﬂgl),--.,@:),l))‘
jla---7j’rL:1
-
: 1
= Z gpj17---7jn+1 (T <I§'1)’ 7x§:))y]n+1>>‘
j17~~~7jn+1:1
n . m
< T mcons || ()T, LH <‘”5'”>j1‘ (IO ST
i= o lip
—H HmCoh,pH Z; =1 ||(@j1,.~~,jn+1)jl,...,jnzl|’w,p*7
=1 p

de modo que Tl € meoh,p(nE; F) e HT1||mC’oh,p < ||T||mCoh,p- Portanto, EmCoh,p

possui a propriedade (B) com constante C' = 1 e, pelo Teorema ¢ um tipo de

holomorfia global com constante o = 2. =
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Capitulo 4

Coeréncia e compatibilidade de i1deais

Cohen fortemente somantes

Neste capitulo mostramos que os ideais de polindmios e ideais de aplicagoes mul-
tilineares Cohen fortemente p-somantes e miiltiplo Cohen fortemente p-somantes sao
coerentes e compativeis como pares, segundo os critérios definidos por Pellegrino e
Ribeiro [35], ao ideal dos operadores lineares da mesma classe. Esses conceitos sdo va-
riacoes de abordagens anteriores de 10, [14]. Esse fato deixa claro que as generalizagoes
multilinear e polinomial do ideal de operadores Cohen fortemente p-somantes lineares,
aqui apresentadas, possuem um bom comportamento, preservando uma relevante in-

terconexao com os niveis de n-linearidade e as caracteristicas do ideal original.

4.1 Definicoes e resultados de coeréncia e compatibi-
lidade

Dados T' € L(E}, ..., Ey; F) e ay € Eg, 0ooperador T, € L(E, ..., Ex_1, Exy1, ..., En; F)
é definido fixando-se o elemento a; na k-ésima coordenada e dados a, € FE,, com
an € L(Ey; F) é definido por

r=1,..,ner#k, ooperador T4, o i axi1,..

Ty sars e a, (@) =T (a1, ..., A1, T, Qs1, ey Ap) -

Dados P € P("E;F), k < n e a € E, definimos o operador P, € P("*E; F)



por

Pu(z) = P(d", 2" ) = P(a, ™), a, , 7P 2)
e para k = 1 denotamos simplesmente F,.

Seja (Z/{n,/\/ln)f:[:l uma N-upla de pares, onde cada U, ¢ um ideal normado de
polindmios n-homogéneos e cada M,, é um ideal normado de aplicagbes n-lineares. O
parametro N pode ser eventualmente infinito.

As demonstragoes dos resultados desta se¢ao encontram-se em [40] e serdo omi-

tidas.

Definicao 4.1.1 [Par de ideais compativeis| Sejam T um ideal normado de operadores
e N € (N~ {1})U{oc}. Uma sequéncia (U,, M,,))"_,, ondelty = My = I, é compativel

com L se existem constantes positivas oy, o, i3 € (y LaIS QUE Para qUuaiSquer espacos

de Banach E,FEy,..., FE, e F, as sequintes condigcoes sao verdadeiras para todo n €

{2,...,N}:

(CP1) Sek e {1,....,n}, T € M, (E1,...,Ey; F) e a; € E; para todo
jge{l,...,n}~{k}, entio

Th, .. ETL(EF)

<Ak —1,Ak+415-+,0n
[T sanssan| Iz < @ T Mg, Nlaall - Nar—ll axsall - - lan]l -

(CP2) Se PeU,("E;F) ea € E, entao Pn1 € Z(E;F) e

P

1Pl < "

i, |
(CP3) Seu eI (Ey;F) ey €L paratodoj=1,...,n—1, entdo

’yl""yn,ﬂLEMn(El,...,En;F)

170t g, < @slimll - [l flullz -

(CP4) SeueI(E;F),v€FE, entioy" ueld,("E;F) e
7" ully, < @l -

(CP5) P €U, ("E;F) se, e somente se, P € M, ("E; F).
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Definicao 4.1.2 (Par de ideais coerentes) Sejam Z um ideal normado de opera-
dores e N € NU{oo}. Uma sequéncia (Un, M,,)Y_,, onde Uy = My =T, é coerente se

n=1’
existem constantes positivas 1, P2, B3 e Py tais que para quaisquer espacos de Banach

E Fy,...,E,1 e F as sequintes condicoes sao satisfeitas paran=1,..., N — 1:

(CH1) SeT € Mysy (Ey, ..., B3 F) eaj € Ej para j =1,...,n+ 1,
entao

Taj e M, (El, .. .,Ejfl,qu,l, .. .’En+1;F)

1T, | g, < Bo TN g, Nl -

(CH2) Se P €U,y ("T'E;F) ea € E, entio P, eU, ("E; F) e
1P, < 52 |1P . ]

(CH3) SeT € M, (Ey,...,E,;F)evye E/ ., entaoyT € My (Er, ..., Epi1; F)
e

VTN pt, e < B3 1T Mg, IV

(CH4) Se P e U, ("E;F) ey e E', entio yP € U, ("TE; F) e

VP, y < BallPllgg, V1]

v

(CH5) Para cadan = 1,...,N, P € U, ("E; F) se, e somente se, P €
M, ("E; F).

Segundo as defini¢bes acima, coeréncia nao necessariamente implica em compa-
tibilidade. Entretanto, sob restricoes das constantes (3;, © = 1, ..., 4, temos esta impli-

cacao. E o que afirma a seguinte proposicao, cuja demonstragao pode ser encontrada

em [40]:

Proposicao 4.1.3 Se (Z/{n,/\/ln)i:[:1 ¢ coerente, com constantes 3y = Py = 3 = B4 =1,
entdao € compativel com o ideal Uy = M, =T.

4.2 Sequéncias Cohen fortemente somantes

ANl n n 0o : :
Vamos mostrar que a sequéncia (Pg,, , s Leon p)ne1, composta pelos ideais de po-

lindbmios n-homogéneos e ideais de operadores n-lineares Cohen fortemente p-somantes,
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é coerente e compativel com o ideal dos operadores lineares Cohen fortemente p-
somantes.
Na demonstracao deste resultado, por conveniéncia, usaremos a expressao do

Teorema [1.3.3] item i), como defini¢do de operador Cohen fortemente p-somante.

Teorema 4.2.1 A sequéncia (P, ., LEonp)ne1 € coerente e compativel com o ideal

D, dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes.

Demonstragao. Usando a Proposicao|4.1.3, vamos mostrar que a sequéncia é coerente

com constantes 3; =1,i=1,....4.

(CH5) Ja foi demonstrado no Lema [1.2.5]

(CH1) Seja a1 € Ey. Se T € Leoonp(En, ..., Enyr; F), segue que, para todo inteiro

(j

o (2 (a2, )

i=1

9 GO
1

positivo m e todos x ) e E;, ¢, € Floi=1,...m,j=1,..n,

m 1/p
< ITlcuns (Z!Im!lp Col I ) 1l
=1
n P p e
1 n m
=HTHcOh,pHa1H<Z\wE> ol ) 1@l
=1

donde Ty, € Loohyp(Ea, .oy Eni1; F) e || Toy|lconpy < ||T]|conpllai]||- Procedendo de

modo analogo, observamos que
Taj € ECOh,p(Elﬂ R Ej—lu Ej—‘rh D) En-‘rl; F)7 j = 27 ey 1

e [|Tollconp < 1T conpllasl]-

(CH2) Seja a € E. Se P € Poonp(" E; F), entdo, para todo m € N e todos x; €
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E, g, € F',i=1,..,m,

Z‘% (1)) —Z’% (a, iy ..., x;))|
m 1/17
< [[Pllconp (Z HGHPHMI"I’) [1(i)iZ [fow e

i=1
m 1/p

= [[Pllconpllall (ZH%H’”’) 127 |l
i=1

e, portanto, P, € Peoonp("E; F) e || Pal|conp < ||P||Coh7p||a||.

(CH3) Se T € Leoohp(Er, ..., By F) e v € E;H-l? entdao, para todo m € N e todos
2D eE, g eF i=1,..m,j=1..n+]1,

; <7T (xz(l), e xgn), xEnH))) ‘
o (1 (20 ont?) 2 ()|
o (ot ()
< IT | conp (Zm:szm p ..ngmn |y (q;gnﬂ))
=1

m n+1 1/p

< IT G [[? m

< |[Tllconpl]] 2 (i)l
i=1 j=1

e portanto T pertence a Leonp(E1, ..o Eny Ent1; F) e |V || conp < T conpl7]]-

1=

I
AMSH

=1

I

1

» 1/np
) (03 )i%1 o,

(CH4) Sejam P € Poon,("E; F) e v € E'. Para todo inteiro positivo m e todos
z, €E, o, € F', i=1,...,m, temos, para K = C,

i (eu(rP(a2))| = i i) Pz
- fj [er(P(( ()7
< 1Pllcons (Z 2z ||"p) BT,
< 1Pllcumpln (i ||xi||<”+1>p> AT

i=1
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onde (y(z;))"/" representa a raiz n-ésima de menor argumento principal de (x;).
Se K = R, facamos

1, se y(x;) >0

-1, se y(x;) <0,

de forma que a;y(z;) > 0. Entao,

Z i (VP (z:))| = Z v (@) [|i (P(4))]
= Zaﬂ(%)!%(P(%))\

= 3 e Pl(an(@) "))

m 1/p
< [IP|con,p (Z H(&ﬁ(%))l/"%\\"p) (03 )i% ||,

i=1

m 1/p
= [[Pllconp (Z | |7(fl7z‘))|1/"$i|!"p> (2024 [ p
i=1

m 1/p
] (Z Hxill(”“)p) ()i [ -
i=1

Portanto 7P pertence a PcOh,p(”“E; F) e ||[vPllconp < [|P]lconpl|Vl]-

= [[Plloon.p

Assim, pela Proposicao 4.1.3) (Pg,p s Leonp)ne1 € coerente e compativel com o

n=1

ideal D,, dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes m

4.3 Sequéncias miultiplo Cohen fortemente somantes

Nesta se¢do mostramos que a sequéncia (P con, s Lrmconp)net, composta pelos
ideais de polinémios n-homogéneos e ideais de operadores n-lineares multiplo Cohen
fortemente p-somantes, sdo coerentes e compativeis (como pares) ao ideal dos ope-
radores lineares Cohen fortemente p-somantes. Buscamos mostrar com isso o bom

comportamento dessas classes, realcando a pertinéncia das generalizagoes propostas.

Teorema 4.3.1 A sequéncia (P,

D, dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes.

Cohps Lmconpinet € coerente e compativel com o ideal
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Demonstracao. Usando a Proposicao4.1.3] vamos mostrar que a sequéncia é coerente

com constantes 3; =1,i=1,....4.
(CH5) Segue imediatamente da Definicdo [3.2.3]
(CH1) Seja ant1 € Enp1. Vamos mostrar que se T € Lconp(En, ..., Entr; F),

entdo T, ., € Limcohp(Lr, ..., By F). Para todo m € N, tomando os funcionais

Ot reorjns 5€ Jnr1 =1

Pijtsensdnidngr — )
07 5€ Jnt+1 = 27 ey 1

com ji, ..., jn, jnt+1 = 1, ..., m, entao, para todos ¢;, ;. € F'e xy) ceFk,i=1,...,n, j;=

1,....m, 3 =1,...,m, temos

1 n
Z (le,...,jn (Tan+1 <x§1)7 ey x‘gn)>) ‘
J1seesn=1
m
1 n
= Z ()Ojlgn.,jnyjn«l»l (T (x§1)7 ey x‘gn)7 an+1>) ‘
oY | @)
(wj j=1 » ' x] j=1

J1yeeerdnsjn+1=1
p
m m
1 n
=1, =1

| sl
P
Tan+1 € ‘CmCoh,p(Ela ooy B F) S ||Tan+1||mCoh,p < ||T||mCoh,p ||an+1||-

< ||T||m00h,p ||an+1||p

-----

= [[Tllmconp llant|lp

e segue que

Procedendo de modo analogo, observamos que
Taj c 'CmC’oh,p(Ela ceey Ej—17 Ej+1, ceey En—',—l; F), ] = 1, . n

e HTameCoh,p < HTHmCoh,p ||ajH~

v

(CH2) Sejam P € Ppconp("'E;F) e a € E. Por (CH5), segue que P €
Lyconp("TE; F) e, por (CH1), temos

P, e Liconp("E; F) e ||pa||m00h,p < ||p|‘m00h,p [|al-
Assim, como (P,) = P, segue, novamente por (CH5), que

Fo € Un("E; F) e [[Pallmcony < [1Pllmconsp llall

02



(CH3) Se v € E, ., entdo, para todo m € N e todos ¢;, _j;, € F ex

1=1,...n+1, 5,=1,...m, 7=1,....m,

1 n n+1
> i (0T (202l 2l ‘

Jlsensng1=1

J1yeedn1=1

Note que a expressao (4.1]) pode ser reescrita na forma

m2 m
5 o ()

In=171,-sjn—1=1

com as escolhas

n n n+1 .
A = 2 (a00) = 1,
n n n+1 .
A0, = el () =1
(n) _(n) (n+1)
\ Z(mfl)m«k‘jn - Iin <xjm > 5 jn — 1, ’m
e
( = .
(pj17"'7,jn = ()Ojl,...,jnJ; jn = 1, 7m
@jl,...,m—i-jn = gpjl,...,j»,“Q; jn — 17 M
L @jl,...,(m—l)m—s—jn = @1, fin,mo ]n =1, e, m o
De fato,

23

1 n n+1
it (T (25l (1)) )]

(%)

J

€ Eia



>

jl:"'7jn+1:

(1) (n) (n+1)
Pt seeesnt (T (% e Ly <$1n+1 )))‘
1

>

jn+1 jlv“vjn:l

J1ye- 7j”ﬂ:1

>

1 n n+1
Pityeesin,2 <T ($§‘1) ,xgn)’y ($§2+ )>>>‘

J1yeesdn=1

J1yee-

J1yeesdn

>

1 n n+1
17 T e (T (az§1),...,x§n)7 <x(- )>

Jm

ajnzl

~ 1 n
Pi1,eein <T< J(l)""’zj(n)>)‘+

~ 1 n
S (T (80, ))]

J1ye- 7]77«:1

NS

]17

Jn=1j1

Desta forma, se T' € L,,conp(En, --

m
j1,~‘-,jn+1:1
m2 m

Jn=171,;jn—1=1

m,...,m,m?

-y

j17~~~7jn—17jn:1

90]'17.--,]'71,

< N|T||mconp

= [|Tlmcon.p

(2
n+1

< T || mconp |171| H

();
In n—l

1 n
90.]17 H(m—=1)m+7jn (T (Z](.l)’ cens Z((Wl)fl

~ 1 n
Dijr oo <T (zj(-l), s z](n)>> ‘ .

7,]1'1,_1

>

7--~7jn—1:1

(1) (n)
<T (zjl s 2y
m2 n—1 m
S0 I TGS
Ji _— SDJL Jn J1serdn—1,Jn
P i=1 7= lp
n—1
In+1 . -1 J =1
InsJn+1 D i=1 J p

() 160zl
p

o4

1 n TL+1
Pi1erdng1 <T (xgl) » xgn)fy <$§"+1 )> >> ‘

1 n n+1
et (T (sl (a5777))) |+

)]

. En; F), usando (4.1)), segue que

(1) (n) ,.(n+1)
Pi1seeiins1 <7T (xji e L, ’xjn+1 ))‘

~ 1 n
Spjlvn-vjn (T <Z§l)’ n Z.;n))) ‘

=1 | |w,p*

| |(spj17---7jn+1 )x,...,jn+1:1|

w,p*



onde em (%), estamos usando a igualdade

(n) n+1) )™ _ (n+1)\ |P
‘ (xJ" 7( Lins1 ))jn,jn+11 » - ) ‘7( Lint1 )

Jn7]n+17
m
i)y
p J=lp

e alimitacdo de y. Assim, YT € Loconp (Evy ...y Engr; F) e ”'VTHmcoh,p < HTHmcoh,p Il -
(CH4) Seja v € E'. A aplicagao

1/p

p
O

o H n+1)

j=1

n+1 (k]

Z’Y(mk)p(xlv Y

k=1

n+1
)
(T150 Tpy1) € " Tny1) € F,

n+1
k

onde " indica a omissdo da k-ésima coordenada, é (n + 1)-linear, simétrica e sua

restrigdo a diagonal coincide com yP. Entao (ver Apéndice B, Proposigao [B.4) esta

aplicacao coincide com (yP)Y. Usando este fato, para todo m € N e para todos

T < F'e mgi) cE,i=1,...n+1, 5,=1,....m, 7=1,...,m, segue que

1 n+1
Spjlz"'vjn+1 ((’YP)\/ (‘%‘.gl)7 Tt x§n+1 )>> )

JLpeedint1
n+1
1 &\ p [0 E (1)
(pjlv“'vjn+1 ( Fy <x Jk > P ( jl T xjn+1

:n—i-l Z

7]n+1 1 k=1
1 St e @
)\ 7 (1) (n+1)
< n+1 Z (Z Pi1,sing1 (’}/ (xjk ) P (le y Ty )) ‘
J1yedn+1=1 \k=1

1 s ®\ 5 1 ® (1) "
- n4+1 (Z Pi1,rdnt1 (7 (xjk ) P 0 TR IR ))

k=1 Jiyenjn1=1]||

&)\ 7 1) [kl (n+1) "
( Pj1,esiinsr <7 (:Ejk ) P (le ’”"Ijnﬂ )) ) )

Jisensny1=1

®Y p (0 F o
Spjl,...,jn+1 (7 (.T] ) P <J}']1 ) " 'ijnJrl ))‘

IA
3
+ |
—
i\

1

ko

1 — - MY @ (n+1)
— n+1 Z @jl,~~~;jn+1 <P (fy (le )x]2 gt 7xjn+1 ))‘ +~..
J15-sJn+1=1
» (n+1) (1) (n)
ot Z Pi1seeintt (P (7 (Ijn+1 ) Ljnmtt Ty, ))’
J1eesJn+1=1

%)



Assim,

>

Jiseesdnt1=1

gpjl"":jn-ﬂ <(’YP)V <x(1) m(n+1)>))

100

(4.2)
1 m

a1l Z

Jiseensdn41=1

> My .2 (n+1)
Gt oot (P (7 (le ) N ))‘ + .-

m

» (n+1) ,.(1) (n)
cot Z 2R W (P <7 (xjnH ) PRORERIN ))’
J1yednt1=1

Entdo, por argumento analogo ao usado na demonstragao da propriedade (C'H3),

cada parcela de (4.2), por exemplo a primeira, pode ser escrita sob como

j2:1 j37---7jn+1:1

~ > 2) n+1
(ij,---7jn+1 <P (Z](Q yaeey Z§n+1 )>> ‘

. ~ k
para as escolhas convenientes dos ¢, ;. ., € zj(.k), com k = 2,...,n+ 1. Portanto, como

demonstrado na propriedade (C'H3), segue que
. 1 2 n+1
Z Pt yensfint1 (P <7 <$§1)> $‘§‘2)7 U ax§n+1 ))> ‘
Jiseesdnt1=1

n+1
< 1Pllmcons 11 T [
i=1

7 ) j=1 » FIlsdnt 1) 1, jnpr=11w,p
Voltando a (4.2)), finalmente obtemos

>

J1seendny1=1

Pt seensiint1 ((fyp)v (x(l) ' x(n+1))>‘

J1 0 Y ing
m
1

n+1 Z

J1seesdn1=1

. (1) (2) (n+1)
(pjl7"'7.jn+l (P (f}/ (le )IJ2 gt 7xjn+1 >>‘ +~..

p

5 (n+1)) (1) (n)
ot Z Pjisensint (P (7 (xjnJrl ) Tjyotet sy, )) ’
Ity dn+1=1
1 n+1 ~m
< (1Pl I TT | (#57) N 1ot o+
i=1 I=lp

n+1 ~m

=+ Pl I T || (57) ||<soj1,...,jn+1);?z,...,jw_l||w,p*]
=1

n+1

= || Pllmcons I T ]
i=1

@)m
<x] j=1

| |(S0j11--~7jn+1 )‘?:,..‘,jn+1:1 | |w7p* :
p

26



Assim, YP € Prcony("E; F) e
17 Pllmcony < 1Pllmconp (711 = [1Pllmconp [17]] -

m

Conclui-se, pela Proposicao [4.1.3} que (P}, 0 Linconp)net € coerente e compa-

tivel com o ideal D, dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes. =

Observacao 4.3.2 Com resultados anteriores e 0s dessa se¢ao, podemos mostrar que a
classe dos operadores multilineares mailtiplo Cohen fortemente p-somantes, que contém
a classe Lconp, nao é “tao grande” no sentido de que, por exemplo, contenha todo

operador multilinear continuo.

De fato, invocando a propriedade (CP1) na Definigdo [4.1.1) a qual é satisfeita
pela classe L,,conp, concluimos que se u : E — F nao é Cohen fortemente p-somante,

entao o operador multilinear continuo
Y EX---x E— F, definido por ¥(x1,...,2,) = @(x1) ... o(xn_1)u(x,) ,

onde 0 # ¢ € F', nao esta em LnCohp-
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Capitulo 5

Operadores Cohen fortemente

somantes em todo ponto

A defini¢ao de aplicagbes absolutamente somantes num dado ponto foi concebida
por M. Matos e apresentada em [24]. Em seguida, a teoria vem sendo consolidada e
muitos resultados foram estabelecidos (veja [3], &, B0]). De forma natural, este tipo de
abordagem vem sendo aplicada a outras classes de operadores multilineares e polino-
mios, como é possivel ver em [6] e em [31].

Neste capitulo vamos introduzir as classes dos operadores multilineares e polino-
mios Cohen fortemente somantes em um dado ponto e demonstrar alguns resultados,
como teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers. Também observamos as novas classes sob o
ponto de vista da teoria de ideais.

Por nao conseguirmos transpor, num primeiro momento, alguns detalhes técni-
cos, vamos mostrar apenas que as classes formam ideais normados de operadores e de

polindmios. Em trabalhos futuros buscaremos mostrar que esses ideais sao de Banach.

5.1 Operadores e polinémios Cohen fortemente

somantes em todo ponto

Definicao 5.1.1 Sejam 1 < p < oo, n € N e Fy,...,E,,F espacos de Banach. Uma

aplicacao multilinear continua T : Ey X -+ x E, — F ¢é Cohen fortemente p-somante



no ponto a = (ay,...,a,) € By X -+ X E, quando

o0

(T (a1 + xgl), ey Gy F :L‘En)> — T (aq, ...,an)>A € l,(F)

sempre que (xgj)> €el,(E;),j=1,...,n.
i=1

Definicao 5.1.2 Sejam 1 <p < oo, n € N e E,F espacos de Banach. Um polinéomio

n-homogéneo P : E — F é Cohen fortemente p-somante no ponto a € E quando
(P (a+ ;) — P(a)Z, € L,(F)

sempre que (x;);, € 1, (E).

Nao ¢ dificil provar que a classe de todas as aplicacoes multilineares de Fy X - - - X
E,, em F, que sao Cohen fortemente p-somantes num dado ponto é um subespaco de
L (Ey, ..., E,; F). Denotaremos esse espago por c(gghm (B4, ..., Ey; F) . O espago vetorial
formado pelas aplicagoes multilineares de £y X - - - X E,, em F' que sao Cohen fortemente
p-somantes em todo ponto ¢ denotado por Lg, , (Er, ..., B F).

De forma semelhante, a classe de todos os polinémios Cohen fortemente p-somantes
de E'em F num dado ponto a é um subespago de P("E; F'), denotado por ng))h’p(”E; F).
O espaco vetorial formado pelos polinémios n-homogéneos P : & — F' que sao Cohen

fortemente p-somantes em todo ponto é denotado por ng)h,p("E; F).

Observacio 5.1.3 E importante perceber que nas definicées acima usamos sequén-

cias em [,(E;), g =1,...,n, e [,(E), diferentemente das defini¢coes de operadores mul-

tilineares e polinomios Cohen fortemente somantes (Defini¢oes e . Desta
forma, os conceitos de Lcony (En, ..., En; F) e E(C(')gh,p (B, ..., By F) sao distintos. Ao
final desta secao justificamos o motivo da escolha desses espacos nas Definigoes

el 1.2

As proximas duas proposi¢oes sao demonstradas usando os mesmos argumentos

de [3] e faremos essas demonstragoes por razao de completude.

Proposicao 5.1.4 Sea € E e P € P("E;F), entdo as sequintes afirmagoes $ao

equivalentes:

i) P € Cohen fortemente p-somante em a € E;
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i) P ¢ Cohen fortemente p-somante em (a, ...,a) € E™.

Demonstragao.

i1) = 1) é imediato.

i) = i1): Suponhamos que P seja Cohen fortemente p-somante em a € E e tome-
mos (;c?'))jol € l,(F), com j = 1,...,n. Usando a Formula de Polarizagdo (Teorema

[B.3] no Apéndice B), para cada z¢ € E ¢ todo i € N, segue que

n!2" [P (a—l—mgl),...,a—t—xl@)) —P(a,...,a)} (5.1)

— Z €1 - (l’o—l-Z&k (a+x )> Z €1 - P(xo+eia+---+¢ena)
g;==1 g;==1

= Z [61 ceeen P (xo + (Z €ka> (Z 5kx(k >> (xo +cia+ -+ 5na) ,
ci=%1 k=1

de onde percebemos, de imediato, que P é Cohen fortemente p-somante se a = 0 (basta
tomar xy = 0).

Se a # 0, escolha xy = (n + 1) a. Para essa escolha,

xg—l—nga:xO—l—gla—l—'--Jrana:Aa;«éO.
k=1

Mas se Aa # 0, a igualdade

P()\a+xj)—P()\a):P<)\ (a+%>> —P(ha) = A" {P (a+§xj> —P(a)]

implica que P é Cohen fortemente p-somante em Aa, se o for em a. Portanto, P é
Cohen fortemente p-somante em (xq + (£1a + - - - + £,a)) e, pela expressao em (5.1)), P

¢ Cohen fortemente p-somante em (a,...,a). ®

Fica estabelecida um tipo de relacao entre ﬁ(gghw (Ery .., Eps Fe ﬁ(Cl:())h,p (Er, ..., By F),
por meio da proposicao a seguir. Ela serd bastante util para a demonstragao de varios
resultados, inclusive um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para a classe dos operadores

Cohen fortemente p-somantes em todo ponto.
Proposicao 5.1.5 Sejam a = (ay,...,a,) € By X ---x E, eT € £(cagh,p (Ey, ..., En; F).
Entao

i) Sel<r<mn, entio Ty, . ﬁ(c()())hp( iy B F), com

7

{1,....,n} ={j1, -, Js ULk, s ki }
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{jl, -~-7js} N {kl, ceey kr} = (Z),

i) T € Eg())h,p (E1, ..., Eq; F) para todo

be {()\1@1, e )\nan) N EeEK =1, ,n} .
Em particular, T' é Cohen fortemente p-somante na origem.

Demonstragao.

(i) Para os operadores (lineares) To, . 4, i.a;41,.a0s J = 1, ..., 7, basta notar que

(9)
Ta17-~-,aj—1,aj+17-~-7an <$z

=T (al + 0, ey @1 F O,Clj + .I'l(»j),CLj+1 +0,...,a, + O) — T(al, e an) .

Assim, se T é Cohen fortemente p-somante em a, entao T, é Cohen

3§ 1,054 15e0050n
fortemente p-somante na origem.

Para o caso bilinear como, por exemplo, o do operador T}, ., ,, fazemos

n—1 n *
(Tah...,an_z (xl( ),l'g )>>i:1

(T (a1 +0,a3+0,....an-9+0,an,_1 + 355"71), a, + xE”)) — T (ay, ..., an)) '

i=1

(T <a1 +0,a2+0,...,an,_2+0,a,_1+ :L‘Z(n_l), ay, + a:l(n)) —T(ay,..., an)) }

- (Tala---aan—l (xgn)> + Ta17~--7an—27an (Iin_l))> i—1 9

donde, pela hipétese e pelo caso anterior (linear), segue que T, .

— (T ai, as, ...,an_l,xz(n)) + T (al,ag, ...,an_g,xgn_l),aTL))

an_» ¢ Cohen forte-
mente p-somante na origem. Os demais casos bilineares e todos os outros casos sao
demonstrados através do mesmo argumento.

(i7) Se b= (May, ..., \pay), com A; # 0 para todo j, entdo

(o.9]
2

=1

=2
=1
:|>\1...)\n|z
=1

©; (T <)\1a1 + xgl), ey Ay + xin)> — T (May, ..., Anan)) ‘

A A (n
Pi (T ()\lal + )\—lxgl), oy Anin, + )\—xg )) =T (May, ..., /\nan)) ‘
1 n

1 1
i (T <a1 + )\—3351), ey Oy + )\—:175 )> — T (ay, ...,an)) ‘ .
1 n
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Portanto T é Cohen fortemente p-somante em b.

Se A; = 0 para todo j, da demonstragdo de (i), com o mesmo argumento, segue
que T" é Cohen fortemente p-somante na origem. Os demais casos, quando \; = 0
para algum ou alguns valores de j, sdo demonstrados usando (i) e o seguinte tipo de
desenvolvimento que, por simplicidade, faremos para o caso n = 3, Ay # 0, Ay # 0 e

)\3:01

T (/\16L1 + X, /\2(12 + Yi, ZZ') -T ()\1&1, /\QCLQ, 0)

= /\1/\2 -T (a1 + — )\ (12+ /\2 ) —T(al,ag,O)]

Z; Z; 7
= A\ T(a1,a2,2i)+T()\—1,a2,Zi> +T(6L17?/\/2 >+T()\1 i, z):|

- 7 X; yz
=M |Tagay (20) + Doy (5520 ) + Lo | g
A2 | s (21) + Ta, (/\1"2@) a ()\2 > " (/\1 Ao’ >]

A classe dos operadores Cohen fortemente p-somantes em todo ponto contém a

classe dos operadores multiplo Cohen fortemente somantes, como mostra o seguinte

teorema:

Teorema 5.1.6 Se T' € Lyconp(Er, ..., En; F), entao T € Eecvoh’p(El, o By F).

Demonstracao. Vamos nos ater ao caso n = 2. Os outros casos sao analogos.
Sejam T € Ly,conp(E1, Eo; F), (a,b) € Ey x Ey um ponto qualquer. Pela desigualdade

triangular e pela bilinearidade dos operadores, segue que, para todos (z;)2; € [,(E1),

!

()21 € l(Ea) e (@) € lw (F),
Z o (T (a + @i, b+ y;) — T(a,b))]

SZM(T(G,%))!+Z|@0¢(T(% !+Z|<Pz (@i, y2))| - (5:2)

Mas cada parcela da expressao (5.2) é finita, para todo (a,b) € E; x Fy. De fato,

tomando a primeira parcela, com as escolhas de

wi, se j =1 -
Vi = . e (z)52; = (a,0,0,...) ,
0, se j e N—{1}
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juntamente com a hipotese de que T' € L,,conp(E1, Eo; F'), segue que

Z li (T(a,y:))| = Z l0ii (T(25,y:))] < o0 .

ij=1
Aplicando argumento similar segue que > .~ [¢; (T'(z;,b))| < co. Para a ultima par-
cela, tomando

Vi, set=7J

0,sei#7,

WYij =

com 7,5 € N, segue que

Sl (Tlaiy) = 3 lgig (Tlaiyi))] < 0.

,j=1

Concluimos que
Z loi (T (a + z;,b+y;) — T(a,b))| < oo,
i=1
para todo (a,b) € Ey x Ey, e portanto T € L, (Ey1, Ep; F). =

Observacao 5.1.7 Neste ponto vale observar que obtivemos as sequintes inclusoes
Lcoonp(Er, s Bn; F) C Lincohp(Er, -y Bny F) C LG, (B, ooy Ens F)

como consequéncia da Proposicao[3.1.9 e do teorema anterior.

Desta observagao, segue imediatamente que

Proposigao 5.1.8 As classes L, (Ey, ..., By F) e Pghy, ("E; F) contém os opera-

dores n-lineares e polindmios n-homogéneos de tipo finito, respectivamente.

Entretanto, a classe dos operadores multilineares Cohen fortemente p-somantes
em todo ponto goza de um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers, de modo que esta classe
nao coincide com a classe dos operadores multilineares continuos. Esse teorema e sua

demonstracao seguem as ideias de [3].

Teorema 5.1.9 (do tipo Dvoretzky-Rogers) Sejam E um espaco de Banach en >
2 um numero natural. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) dim F = oo;
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b) E(ggh,p("E; E) # L("E; E), para todo a = (ay,...,a,) € E™ com a; # 0

para todo i, ou a; = 0 para um Unico 1.

Demonstragao.

a) = b) Supondo dim F = oo, seja a = (ay, ..., a,) € E™ com a; # 0 para todo i,
ou a; = 0 para um tnico ¢. Vamos tomar um natural k € {1,...,n} tal que a; # 0 para
todo i # k (repare que isso nao exclui o caso a; # 0, para todo i). Agora, para cada
i # k escolhamos ¢; € E tal que o;(a;) = 1 e vamos definir T € L("E; E) por

(%]
T(x1, .y Tp) = @1(x1) - on(Tn) T

Com isto, To,, .ap 1.ap1,man (@) = T(ay, ..., k1,2, Qs1, ..., 0,) = @, para todo x €
E. Logo, pelo Teorema Ta,....ax_1,a541,...an D20 & Cohen fortemente p-somante.
Finalmente, pela Proposicao |5.1.5] 7" nao é Cohen fortemente p-somante em a.

b) = a) Vamos supor que dim E < oco. Sejam {eq,...,e,} e {¢1,..., 0.} bases de
E e de E', nesta ordem, com ¢i(e;) = 0x;. Assim, todo z € E pode ser escrito da

forma x =", _, vp(x)ey e, se T € L("E; E), entao

T(I’l, ,./L'n) =T (Z Py (xl)ekp ceey Z gpkn<xn)€kn>
k1=1 kn=1

— Z Sok’l (xl) oo gpkn (ﬂfn>T(€1, ceey Gn) s

k1ynkn=1
donde T é de tipo finito. Portanto, pela Proposicao [5.1.8, 7" é Cohen fortemente

p-somante em todo ponto. m

A proposicao seguinte nos oferece uma caracterizacao por desigualdades para os
operadores Cohen fortemente p-somantes na origem que nos serd ttil na demonstracao
de resultados posteriores. A sua demonstracao é analoga a da Proposicao [1.2.2] e,

portanto, serd omitida.

Proposicao 5.1.10 T € £(C[)gh’p (Er, ..., En; F) se, e somente se, existe uma constante

C > 0 tal que
S e (T (o, a)) | < € (H 1) ) ([N,
i=1 j=1 -

(]

sempre que (x(j)> €lpy(E;),j=1,...n, e (@) € LL(F'). O infimo dos C tais
i=1

que a desigualdade acima € vdlida define uma norma em £g)3h7p (Er, ..., B F).
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Os proximos resultados nos levarao a mostrar que os operadores multilineares e

polindmios Cohen fortemente somantes em todo ponto formam ideais normados.

Lema 5.1.11 Sel <p <oo,a=(a1,...,a,) € Eyx---xE, eT € LE,,  (E1, ..., Ep; F),

entdo existe uma constante C' = C(ay, ..., a,) tal que

>

1=

©; (T <a1 —l—xz(l), ey O —i—wg")) —T(ay, ...,an)>) <C,

sempre que (:L‘Ej)> € l,(E)), (pi)2, € lz’j’*(F'),
i=1

(xl('j)>i:1Hp <1el[(e)Zillwp <1,
g=1..n.

Demonstracao. Vamos mostrar o caso bilinear. O mesmo argumento serve para todos
os demais casos. Sejam T € Lg,,  (E1, Ey; F) e (a,b) € Ey x E;. Pela Proposicao
os operadores T, Ty, e T sao Cohen fortemente p-somantes na origem e por intermédio

da Proposicao [5.1.10, segue que
> @i (T (a+ i, b+ i) — T (a,b))
i=1

SE]%@M%M+XMMﬂ%WH§]%@@MM

< Cull(a)izall, () Z2allwpe + Co ll(:)i2 M1, 11(20)5 o pe
+ Cs ()21, 12y [, 1103w e

S Ca,b )
sempre que |[(z:);2[], < 1, 1(5:)Z ], < e [[(i)Z[lwpr < 1. m

Teorema 5.1.12 Para T € L(E, ..., E,; F) e

equivalentes:

+ # =1, as sequintes afirmacoes sao

SR

i) T € Cohen fortemente p-somante em todo ponto;

it) Para todo a = (ay,...,a,) € Ey X -+ X E, existe uma constante C > 0

tal que,

>

©; (T (a1 + ZL‘Z(I), ey Oy xin)> —Tl(ay, ..., an)>’ <

< ¢ (1l + (&) [ ) - (Tl + | (=)

sempre que <a:£])> cl,(E), j=1,...n, e(p)2, € l;’ﬁ(F/).

=1

) 1)l
V4
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i1i) Para todo a = (ay,...,a,) € Ey X -+ X E, existe uma constante C' > 0
tal que,

>

1=

<0 o+ ()7 ) - (et + | a17)7

i (T <a1 —|—x§1),...,an+x§")) —T(al,...,an)>’ <

0l
(5.3)
para todos m € N, xgj) €k, ¢ € Foi=1,..m,j=1,...n.

Além disso, o infimo das constantes C' para as quais a desigualdade é
satisfeita, define uma norma em Lg,, (E1, ..., B F), a qual serd denotada
por || - [lev-

Demonstracao. (i) = (i) e (i) = (i77) s@o imediatas.

(idi) = (i) Se (xgﬁ)i EL(E), j=1,..n e (p)%, €% (F), entao

>

i=1

i (T (Gl + 1171('1)7 vy O+ xgn)) — T(ax, -~-7@n))’
©; <T (a1 + mgl), ey Oy + xgm) —T(ay, ...,an)> ‘)

<su (€ (Jlaull+ | (+)" | ) (ol + | ()7 ]| ) o0l )
_ W\ (n)\ \oo
= (laull+ [ (+)7 ) (ol + [ ()7 ) 002l

(1) = (i) A demonstragao dessa implicagao segue a técnica introduzida por M. Matos

m

em [24]. Vamos definir espacos G, = E, x [, (E,), r =1,...,n, com a norma da soma,

e considerar a aplicacao (n + 1)-linear
(T): Gy x -+ x G X I%(F') — 1y (F)

que faz corresponder a cada (n+1)-upla ((al, (mi”)oo > N (an, (mfn)>il> , (cpz-)fil),

i=1
a sequéncia (gpi <T (a1 + xl(l), Oy xE”)> — T (ay, ...,an)>>A . A boa definicao da

fungdo ® segue da hipotese. Vamos mostrar que ¢ (7') é continua, donde seguira o

resultado desejado. O conjunto
Fk,(z(.l)>:o 77777 (I(m)>zl’(‘pi)?§1 ={(b1,...,bn) € Ey X -+ X E, tais que

o (o () ) o (0 (607 00m)) |, <)
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é fechado em F4 x - - - x E,, para todo niimero natural k&,

e (i), € Blw (7). De fato, basta observar que

(n

7

)2 e = [ By

) )0~ [

Sm:Elx

é a funcao continua dada por

m

S (b1, -, bp) by +

( <61 + :cg

i=1
Seja

S L e

com intersecao tomada sobre todas as sequéncias

b.1.11, By x --- x E,

)7,

(pi)2y € Bl;!*(F’)- Pelo Lema

existe ko tal que Fy, tem interior nao vazio. Sendo (b, ...

existe 0 < € < 1 tal que

(CHCUANERCAE

(n)

%

H@@

,Up) € um ponto tal que

(o (7

Assim, se (vy, ...

o0

)

i=1

para todo r =1, ..., n, temos

<o [0

e com o uso de (5.4) e se |[(0:)52;]|wpe < €, segue que

o0

1 () [((b1, (0);24) s -, (b, (0)Z4
+ ((Ul’ (xgl))izl) Y (Um (xz(n)
2@ [(o o (@) )

[e.9]

) (0%

)o)

) +
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) ) eam)|

sempre que ||c, — b.|| < € com (:1:5-”) € By, r=1..,ne
i=1

)| <=

=),
(om0 )

() _, € Bu@o, T

- X E, = [0,00),

=1,...,n,
(901 'm ﬂ S
meN
2! )) —T(bl,...,bn)>‘.
(807,)7, 1 ’
(1)>' . S Blp(E,-)a r=1,..,n,e

J F} e pelo Teorema de Baire,
kEN
, b)) um ponto interior de Fy,,

<k07

1

(5.4)

(pi)i2 € Bl;f* (F')

<ée,

S kOu

1



pois

[(br +v,) = b || = ||lvg]| <€,

(_r>>°°
‘ (x] j=1

Portanto, ®(7") é limitada na bola de raio € e centro em

<e e (02l lupe <<
p

/

(b1, (0):21) 5 s (bn; (0):Z1 5 (0)324)) € G X -+ X Gy X L (FT).

Pelo Teorema [B.1 ®(T') é continua e segue que

>

1=

= e (e (=)L) (o (7)) 00)

o; (T <191 e b+ x§”>> ~ T (b, ...,bn)>‘

I

< 1ol (ol + ()7 | ) (1ot + | (=)7L ) 0l
e que
17 = [l (D)} -
Um célculo extenso, porém direto, mostra que a fun¢ao || -||e, := ||® ()] € de fato uma

norma em L, (Ey, ... E; F). m

De forma natural, usando os mesmos argumentos aplicados ao caso multilinear,
com as devidas adaptacoes, segue um teorema analogo ao Teorema [5.1.12| para polino-

mios Cohen fortemente somantes em todo ponto. As demonstragoes serao omitidas.

Teorema 5.1.13 Para P € P, ("E; F) e

equivalentes:

% + z% = 1, as sequintes afirmacoes $ao

i) P é Cohen fortemente p-somante em todo ponto;

it) Eziste uma constante C > 0 tal que, para todo a € E,
>l (P (a+ai) = Pa)] < € (Jlall + I@)Eal,) - 1) Zalhg

sempre que (2;);2, € L,(E) e (p:)2, € I%(F').

i1i) Ezxiste uma constante C' > 0 tal que, para todo a € E,
S ki (P ot z) = Pla)] < C (lall + Nl ) 1602
(5.5)
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para todos m €N, z; € E, o, € F', i=1,...,m.

Além disso, o infimo das constantes C para as quais a desigualdade é

satisfeita, define uma norma em Pg, ("E; F), denotada por || - ||co.

Vamos justificar a escolha apontada pela Observacao fazendo uso do caso

bilinear (n = 2). Sejam p* € (1, 00) fixo e

F:{(r,q)e 1, 00) x(1,oo):1:1+i}.

r q p*
Seja, C’T(flq’b)(El,Eg;F), com (a,b) € E; x E,, a classe de todos os operadores T €

L (Ey, Ey; F) tais que existe uma constante C' > 0 satisfazendo

m 1/r
<Z loi (T (a + 4,0 +y;) — T(a, b))|r>

< € (llall + 1l ) (14 D, ) 16Dy

para todos m € N, z; € Ey, y; € Fy e ¢; € F', i = 1,...,m. Supondo ¢ = np, pela
Proposigao |5.1.5) se T' € C(a’b)(El, Ey; F) entao T, € o\ (E9; F)). Mas como p < np

1,np 1,np

(em nosso caso p < 2p), o Teorema nos diz que T, = 0, para todo a € E1, o que

implica diretamente que 7" = 0. Assim, justifica-se a escolha de [, ao invés de [,,,.

5.2 Ideais de operadores e polinémios Cohen forte-

mente somantes em todo ponto

Nesta secao mostramos que os operadores multilineares e polinomios Cohen for-
temente somantes em todo ponto formam ideais normados. Neste intuito ji& demons-
tramos que essas classes contém os operadores e polinémios de tipo finito e que sao

espagos normados munidos com as normas || - ||e,. Além disso, como

lidgn |,y = llidgnl] =1,

ev —

tanto no caso multilinear quanto no polinomial, para mostrar que ||idg»||,, = 1, preci-

samos apenas, em cada caso, provar a desigualdade contraria.

Proposicao 5.2.1 (L, [I'll.,) € um ideal normado de operadores multilineares en-

tre espacos de Banach.
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Demonstragao. Vamos dividir a demonstracao em duas etapas:
1. |Jidgn||,, < 1:

Facamos o caso n = 2. Os demais podem ser demonstrados de modo anélogo.

Sejam m € N, a1,as € K| <$§1)> , <x(2)> e (p;)m,, com 7 [E(2)790i e K,
1 i=1

= ] i e
para todo ¢ = 1,...,m. Assim, usando o fato de que o operador linear idg é Cohen

fortemente p-somante e d,(idx) = 1 (ver Se¢ao [2.2)), segue que

M

‘ <QOZ ('ldKQ (CLl + 931(1), as + $£2)> — ZdK2 (al, CLQ))) ‘

m

= 3| (o (0nsf? + sl +af))

<ol 32| (o (=) bt 32 (5 (1)) |+ 2o | o (522)

<o 3 (o (52) oo 20| () +

(S ED)) (e @)

o3 (o e ()] + o 3| i a27))) |+

(S e M) (1 G o))

(11 3 o e ()] ) 1+ 20| o (e ()] ) =
< (11 30 (o (e ()] ) (2] e ()

< (lal+ &) Wttt ) (el + ()7 | Mzl

< (o ) ) Qo+ ) L) 0l

o que nos faz concluir que ||idgz||,, < 1.

=1

2. A propriedade de ideal e a desigualdade das normas:

Sejam A] € ,E(H]7E]), ] = 1,...,7’1, N T e E%}oh,p<El7"'aEn;F) e A€ L(F, Fo)
Para todos m € N, (a,...,a,) € Hy X -+ X Hy, 2P e By e i € Fy, k =1,....n,

i
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1 =1,...,m, segue que

>

i=1

_ i ((%A) (7 (A1 (a1 +2) o Ay (a4 27)) = T(A (@), s An(an)) ‘

o; <(AT(A1, e A) <a1 W ap x§">) — (AT(Ay, ..o, A (an, ...,an))‘

<171l T <\|Ar<ar>|| +[|eanym,

r=1

) s e
P

< T el sl 1A TT (||a7~n + ||y, ) AN 1l
r=1

= Aol TT (e + 0] ) M0 (5.6

= (llauli+ @] )+ (alt+ ]| ) 6ol

e, portanto, AT(Ay, ..., A,) € L), ,(Hy, ..., Hy; Fy). Além disso, por 1) concluimos

que

||AT(A17~-aAn)||ev S HA“ ||T||ev HAIHHARH :

Proposicdo 5.2.2 (Pg, . |I'll.,) € um ideal normado de polindmios entre espagos de
Banach.

Demonstracao. Como no caso multilinear, vamos dividir a demonstracao em duas
etapas:

1. |lidga|,, < 1:

Sejam m € N, a € K, (2;);-, e (¢;)!";, com z;,; € K, para todo i = 1,...,m.
Usando o fato de que o operador multilinear ¢dg» é Cohen fortemente p-somante para

todo n € N e [lidx|| ¢, = 1 (ver Secdo [2.3), segue que
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Y leilidin (a+ ;) —idyn (a))] = Z i (a+ )" — a"|

=1
pi (na”lxi + (g) a"Pal 4+ (Z) a’r! % + naz ' + x?)

=2
<ol Yl + (3o latah| + +n!a\Z!% HZ‘%

=1
i=1

e ) n\ o .
= nla" Y ()] + (2)|a| 23 leide @, m)] + -+
=1

=1

o0
+n|a|z ©i(idgn—1 :cl,..., i) Z i(idgn (T4, ..., ;)
—1 M

i=1 nl n

< nlal" M| (@a)iZallp 1 (00) ]l ( a1 (@)l g (00l lwgpe + -+ +
(x

+nlal [z |5 ()i g + I

< (lal + 1)z )" [1(e1)i e

Dizallp 1)l pr

donde se conclui que ||idgn||,, < 1.
2. A propriedade de ideal e a desigualdade das normas:

Sejam A, € L(Eo; E), P € Pgy, ("E; F) e Ay € L(F; Fy). Para todos m € N,
a,x; € Fye p; € F(;, 1 =1,...,m, segue que

Z lpi((A2PAr)(a + x;) — (A2 P A1)(a))|

Z |(0:A2)(P(As(a + z:)) — P(Ai(a)))]

<[ Pllew ([1Ax (@)l + [1(Arza) iyl |p)" [1(0iA2)ils [ pe

< [Pfleol A" (all + 11(a)iZallp)™ 1A (00l e

= [[A2|[[|Pllev [[AL" (Hall + 11(:)iZillp)" [1(2:)i [ pr (5.7)
= C (llall + 1)) 11(0:)iZsllw e

e, portanto, Pg, , satisfaz a propriedade de ideal. Além disso, por (5.7)), conclui-se

que

| A2 P Axllew < [[As[[ [[Pllew [[Ar]]" -
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Apéndice A

Alguns resultados de Analise

Funcional

Neste apéndice, apresentamos um material complementar necessirio a uma me-
lhor compreensao de cada capitulo. Essencialmente, sao resultados importantes mas
que nao caberiam diretamente no texto, sob pena de desviar o foco e a sequéncia do
trabalho.

O teorema a seguir, cuja demonstragao se encontra em [21], exibe uma caracteri-

zagao do espago [;'(E) muito ttil em nosso trabalho.

Teorema A.1 (Grothendieck) Se 1l < p < oo e %4— z% = 1, entdo existe um iso-
morfismo isométrico entre I)(E) e L(ly+; E). Para p = 1, [;(E) e isometricamente
isomorfo a L(co; E). Em ambos o0s casos, identifica-se uma sequéncia (v;)i2, € IJ)(E)
com o operador T € L(ly; E) definido por

T((bi);‘il) = Z bix; .

Proposigdo A.2 Os espacos [)(K) e [,(K) sdo isometricamente isomorfos.

~ ro, . . . ’ .
Demonstracao. Como K' é isometricamente isomorfo a K, para cada ¢ € K existe



a, € K tal que p(x) = a,z, para todo z € K. Além disso, ||¢|| = |a,|. Dai,

1/p
(@)1 l[wp = sup (Z p(x )

QOGB ’

1/p
= sup a,x;|P

cpEB ’

0o 1/p
= (Z ’xi\p> = [|(z:)Z1llp -
=1

Proposigao A.3 Se 1 < p < oo, entdo o dual topologico do espago l,(E) € o espago
lp*(E'), onde % + z% = 1. FEssa dualidade pode ser expressa por

l@)mll= s 3 el

para (¢;)2, € L-(E') e (2;)2, € I,(F). Pela desigualdade de Holder,

o] 1/p*
[T ((pa)iZ1) ((wa)2) | < (ZH%H“) [1(z:)iZallp

o que mostra que J estd bem definida, é claramente linear, continua e ||J|| < 1.

Definindo a aplicagao linear [, de E em [,(E), pondo Ix(x) = (0,...,0,z,0,...),
com r na k-ésima entrada, segue que T, € E' para todo T € (I,(E))". Vamos mostrar
que (TI), € l,-(E"). Dados ¢ > 0 e k € N, existe 7, € E, [|zx]| < 1, tal que
ITL| < |TI(xx)] +¢/(2%7"). Para cada (az)$2, € 1,

< Z (|TIk )| 2k/p > |
9
< z (L) o] + Z s
=1 =1

<D TIk(w)onpr

k=1

|TIk |Oék

+elllan)iilly = (+)

I6)



onde, para cada k € N, escolhemos fr € K, ||5k|]| = 1, tal que TIy(zx)axfr =

|TI)(zk )| no primeiro termo de (x), e no segundo termo usamos a Desigualdade

de Holder. Como

> Ti(wy) By

k=1

= [T (B z)iZ0)| < T ()il

segue que
() < (T + )l ()i llp -

Assim, (||T1i]])32, € I+ e, como & > 0 ¢ arbitrario, segue que (T1;)32, € I,-(E'),
com |[(T1,),|l,- < ||IT||. Entdo, fica claro que a aplicagdo linear I de (I,(E)) em

l,-(E"), dada por I(T) = (T1;)2,, para cada T € (I,(E))’, estd bem definida, é

continua e ||/|] < 1. Como IJ = idy gy ¢ JI = idg, gy, concluimos que (L,(E)) e

/ ~ . . .
l,-(E") sao isomorfos isometricamente. m

Como consequéncia imediata do Principio da Reflexividade Local ([18], pag. 73)

segue a seguinte proposicao:

Proposicdo A.4 Sejam E um espaco de Banach, o; € E', i = 1,...m, e p > 1.
Entao

m 1/p m 1/p
sup (> (@)l | =sup (D el |
vEBLr \i=1 veBe \ =1

O resultado abaixo é usado no texto para demonstrar a trivialidade de uma classe

de operadores sob certas restricoes.

Proposicao A.5 Sejam 1 < p < oo, 1 =1/p+1/p* ep < q. Entao existem sequéncias
(ar)ily € b e (Be)ily € g tais que (M)l == (cuBr)il, € b

11
1—-1_1
q p*

Demonstragao. Por hipotese, 1 > 1/q + 1/p*. Assim, tomando 0 < ¢ < —%4-2=,

1 > 1 >
@ = () e e = (7)<l
= Ko Sy = Kate) )
e segue que
1 e}

aBe), = | ——— L .

()it (k(‘11+1’1*+25)>k:1 ¢ L
n
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Apéndice B

Resultados tteis relacionados a

operadores multilineares e polindmios

O objetivo da apresentacao destes conhecidos resultados da teoria multilinear e
de polinémios se traduz em ter uma colecao de ferramentas recorrentemente usadas no
texto. As demonstracoes dessas proposicoes e teoremas fogem do objetivo do texto,

porém podem ser encontradas em [4] Bl 27].

Iniciamos apresentando varias equivaléncias sobre a continuidade de uma aplica-
¢ao multilinear e também sobre a continuidade de um polinoémio ([4], pag. 3 Teorema

1.2.2 e pag. 20 Teorema 1.3.7):

Teorema B.1 Sejam n € N, Ey, ..., E, e F espacos normados sobre K e A : E; X

- X B, — F uma aplicagao multilinear. Entao, sao equivalentes:

(1) A € continua;
(ii) A € continua na origem;

(1ii) Eziste uma constante positiva K tal que
[Az1s o ) [| < K[| - [l

para qualquer (z1,...,x,) € By X+ X E,;
(1v) A € uniformemente continua sobre os limitados;
(v) A é limitada em toda bola com raio finito;

(vi) A € limitada em alguma bola com raio finito.



Teorema B.2 Sejam E e F espagos vetoriais normados sobre K, n € N, P € P ("E; IF)

e A€ L;("E; F) tais que A=P Entao, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) A€ Ls("E; F);
(i) P € P("E;F);
(
(

iii) P é continuo na origem;

iv) Eziste uma constante K > 0 tal que |P (z)|| < K||z||" para todo
r € FE;

(v) P é limitado em toda bola com raio finito;
(vi) P € limitado em alguma bola com raio finito;

(vii) Se B C E € limitado, existe Kg > 0 tal que
[Pz — Py|| < Kp[lz -y

para quaisquer x,y € B.

Uma relagao entre polinémios e aplicacoes multilineares simétricas é dada pelo

teorema ([27], pag. 6 Teorema 1.10):

Teorema B.3 (Formula de Polarizagao) Sejam E, F espacos vetoriais sobre K.
Se A€ Ly("E; F) entdo

1
Az, ooy p) = on Z g1 Ao+ 11 + -+ ez,

n!
gi==%1

PATA QUALSGQUET T, T1, T, ...y Ty € F.

Um resultado de coincidéncia para aplicacoes multilineares simétricas pode ser

facilmente obtido por meio da féormula de polarizacao:

Proposicdao B.4 Se A,B € Ly("E;F) e Az™ = Bx™ para todo © € E, entao as

aplicacoes A e B coincidem em todo o dominio.

Demonstragao. Para todo (zy,...,x,) € E", temos

1
Az, . xp) = o Z e1--enA(e11 + -+ enmy)”
v €i=:|:1
1
n: gi==%1
= B(x1, ..., Tp) -
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O teorema do grafico fechado ([4], pag. 9 Teorema 1.2.8) e o teorema de Banach-
Steinhaus ([5], pag. 206 Corolario 1), em suas versdes multilineares, sdo ferramentas
bastante usadas, principalmente a primeira, na caracterizacao dos operadores Cohen

fortemente somantes por desigualdades.

Teorema B.5 (do grafico fechado multilinear) Sejam Ei,...,E, e F espagos de
Banach e A: Ey1 X --- X E,, — F uma aplicacao n-linear de grdfico fechado. Entao A

€ continua.

Teorema B.6 (de Banach-Steinhaus multilinear) Sejam F, ..., E, espa¢os de Ba-
nach, F' um espaco vetorial normado e (Aj);il C L(Ey,....,E,; F) tal que para cada
x; € B, i=1,..,n, a seqiéncia (A;(z1, ,:En));il é convergente. Definindo

A(xy, .y xy) = lm Aj(z1, ..., 2,) ,

Jj—o0

entio A € L(Fy,...,E,; F).

Este ultimo também possui uma versao para polindémios homogéneos ([4], pag.

26 Teorema 1.3.13):

Teorema B.7 (de Banach-Steinhaus para polinémios homogéneos) Sejam E
um espaco de Banach, F' um espaco normado e (P]);il C P("E; F) tal que, para cada

x € F, a seqiiéncia (ij)j:1 é convergente. Definindo

P(z) := lim Pj(x) ,

j—0o0

entio P € P ("E; F).
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