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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo dos operadores Cohen fortemente somantes

sob o ponto de vista da teoria de ideais de operadores e polinômios. Além disso,

introduzimos duas novas classes de operadoresque generalizam o conceito de operado-

res multilineares e polinômios desta natureza, a saber, os operadores múltiplo Cohen

fortemente somantes e os operadores Cohen fortemente somantes num dado ponto.

Mostramos que as novas classes de�nidas, como as anteriores, formam ideais normados

de operadores/polinômios e que os operadores múltiplo Cohen fortemente somantes

formam um ideal de Banach. Também mostramos que a construção da classe dos

operadores múltiplo Cohen fortemente somantes fornece um tipo de holomor�a e uma

sequência coerente e compatível de ideais.

Palavras-chave: Operadores Cohen fortemente somantes; Ideais de operadores e po-

linômios; Séries em espaços de Banach.
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Abstract

This work presents a study of Cohen strongly summing operators under the viewpoint

of the theory of multilinear operators ideals and polynomial ideals. Furthermore, we

introduce two new classes that generalize the concept of multilinear operators and

polynomials of this nature, namely multiple Cohen strongly summing operators and

Cohen strongly summing operators at a given point. We show that the new classes

de�ned, as well as the previous classes, form normed ideals of operators/polynomials

and that the class of multiple Cohen strongly summing operators forms a Banach ideal.

We also show that the construction of the class of multiple Cohen strongly summing

operators provides a holomorphy type and a coherent and compatible sequence of ideals.

Keywords: Cohen strongly summing operators; Operators and polynomials ideals;

Series in Banach spaces.
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Introdução

Motivações fortes para o estudo de séries em espaços de Banach surgem com os

trabalhos de A. Dvoretzky e C. Rogers [20], com a prova de que, em dimensão in�nita,

sempre existem séries incondicionalmente convergentes que não convergem absoluta-

mente. A. Grothendieck [21] introduz, então, a essência do conceito de operadores

absolutamente somantes, como sendo aqueles que melhoram a convergência de séries,

no sentido de transformar séries incondicionalmente convergentes em absolutamente

convergentes. Essas ideias foram melhor esclarecidas e apresentadas através dos traba-

lhos de A. Pietsch [37] e J. Lindenstrauss e A. Pelczy«ski [29].

A classe dos operadores absolutamente p-somantes, introduzida por A. Pietsch

[37] como uma generalização dos operadores absolutamente somantes, tem muitas apli-

cações à teoria dos espaços de Banach; por exemplo, esta classe forma uma generali-

zação natural da classe dos operadores Hilbert-Schmidt entre espaços de Hilbert. Em

1973, J. S. Cohen [17] introduziu a classe dos operadores lineares fortemente p-somantes

motivado pelo fato de que a classe dos operadores lineares absolutamente somantes não

é fechada sob conjugação. Pietsch ([37], pág. 338) mostrou que o operador identidade

de l1 em l2 é absolutamente 2-somante, enquanto que seu conjugado, de l2 em l∞, não

é absolutamente 2-somante. Em seu trabalho, Cohen mostra que a classe dos opera-

dores lineares fortemente p-somantes caracteriza o conjugado da classe dos operadores

lineares absolutamente p∗-somantes, com 1/p+ 1/p∗ = 1.

Ainda na década de 1970, Pietsch [38] desenvolve a teoria de ideais de operadores

lineares de forma abstrata e em [39] esboça a teoria para aplicações multilineares e

polinômios.

No contexto da teoria de ideais de operadores ([38, 39]), surge a questão natural:



a classe dos operadores (lineares) Cohen fortemente p-somantes pode ser generalizada

para multi-ideais e ideais de polinômios sem perder a essência do ideal original? Para os

operadores lineares absolutamente somantes existem diversos tipos de generalizações

(alguns exemplos em [24, 32]). Podemos encontrar em [8, 14, 15, 16, 35] tentativas

de estabelecer critérios gerais que um multi-ideal deve satisfazer para preservar as

propriedades do ideal linear original.

O conceito multilinear dos operadores Cohen fortemente somantes foi investi-

gado em 2007 por D. Achour e L. Mezrag [1] (ver também [26]). Neste trabalho,

Achour e Mezrag compararam a nova classe com a classe dos operadores multilineares

p-dominados e provaram um Teorema de Dominação de Pietsch. Recentemente novos

conceitos relacionados a essa classe estão sendo investigados, como em [12].

Em nosso trabalho apresentamos um estudo dos operadores (lineares e multilinea-

res) Cohen fortemente somantes sob o ponto de vista da teoria de ideais de operadores e

polinômios. Além disso, introduzimos duas novas classes que generalizam o conceito de

operadores multilineares e polinômios desta natureza: a classe dos operadores múltiplo

Cohen fortemente somantes e a classe dos operadores Cohen fortemente somantes num

dado ponto. Também mostramos que as novas classes de�nidas, como as anteriores,

formam ideais de Banach de operadores e de polinômios. Do ponto de vista do bom

comportamento dessas extensões, demonstramos que a construção multilinear intro-

duzida por Achour [1] e a nossa construção da classe dos operadores múltiplo Cohen

fortemente somantes fornecem sequências de ideais coerentes e compatíveis, segundo

os critérios de�nidos por Pellegrino e Ribeiro [35].

Existem duas abordagens bem conhecidas usadas para estudar classes de polinô-

mios entre espaços de Banach. Na primeira, L. Nachbin [28] introduziu o conceito

de tipos de holomor�a como classes de polinômios que são estáveis por meio da di-

ferenciação. Na segunda, A. Pietsch [38] introduziu a noção de ideais de operadores

multilineares, imediatamente adaptável a polinômios. Algumas classes de polinômios

são ao mesmo tempo tipos de holomor�a e ideais, como os polinômios nucleares e com-

pactos. Mostramos que esse fato também é verdadeiro para a classe dos polinômios

múltiplo Cohen fortemente p-somantes.
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Organização da tese

O texto está organizado da seguinte forma: o Capitulo 1 contém de�nições e

alguns resultados sobre a teoria dos operadores lineares, multilineares e polinômios

Cohen fortemente somantes; o Capítulo 2 é dedicado ao estudo de ideais das classes

Cohen fortemente somantes; o Capítulo 3 contém a de�nição da nova classe dos opera-

dores e polinômios múltiplo Cohen fortemente somantes, inclusive com resultados da

teoria de ideais e tipos de holomor�a; o Capítulo 4 trata das questões de coerência e

compatibilidade das sequências construídas com esses ideais; no Capítulo 5 está pre-

sente a de�nição da classe dos operadores multilineares e polinômios Cohen fortemente

somantes num dado ponto e resultados da teoria de ideais.

Como apoio à leitura, apresentamos também dois apêndices: o Apêndice A, com

resultados úteis de Análise Funcional; e o Apêndice B, com resultados necessários sobre

a teoria de operadores multilineares e polinômios.

Embora a maioria dos autores de�nam os operadores multilineares Cohen for-

temente p-somantes por meio de desigualdades, preferimos de�ní-los, principalmente,

usando seqüências e então mostrando as caracterizações equivalentes via desigualda-

des. Essa abordagem tem algumas vantagens na demonstração de muitos dos nossos

resultados.
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Notação e terminologia

• Ao longo do texto, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.

Os espaços vetoriais serão considerados sobre K = R ou C.

• Se A for um conjunto e n ∈ N, a notação An denota o produto cartesiano de n

cópias de A.

• Identi�caremos os elementos do conjunto Nn com elementos de N, de modo a

evitar notações sobrecarregadas. Deste modo, em vez de denotar, por exemplo,

aj1,...,jn ∈ l1(F ;Nn) escrevemos apenas aj1,...,jn ∈ l1(F ).

• Usaremos o termo �operador� com o mesmo sentido de �função�. Se E e F são

espaços vetoriais normados sobre o corpo K, denotaremos por L (E;F ) o espaço

dos operadores lineares contínuos de E em F.

• Denotamos por L(E1, ..., En;F ) o espaço de todos os operadores n-lineares con-

tínuos de E1 × · · · × En em F e se E1 = · · · = En escrevemos apenas L(nE;F ).

• O espaço de Banach de todos os polinômios n-homogêneos contínuos de E em

F , com a norma usual do sup, será denotado por P(nE;F ). Denotaremos por

Ls(nE;F ) o espaço de todos os operadores n-lineares contínuos simétricos de En

em F e por P̆ o único operador de Ls(nE;F ) tal que P (x) = P̆ (x, ..., x).

• Se E e F são espaços vetoriais normados sobre o corpo K, o grá�co de uma função

u de E em F é o subconjunto

Grafu = {(x, y) ∈ E × F ; y = u (x)} .



Dizemos que u tem grá�co fechado se Grafu for fechado em E × F .

• Se u e v são operadores, a composição u ◦ v será denotada por uv. Também

usamos a notação M(u1, ..., un) para o operador n-linear de�nido por

M(u1, ..., un)(x1, ..., xn) := M(u1(x1), ..., un(xn)), onde M é operador n-linear e

cada ui é linear, i = 1, ..., n.

• Letras maiúsculas como E,F,G,Ei, Gi, H, ... denotarão espaços de Banach, salvo

onde expressamente indicado. A norma de um espaço (completo ou não) E será

usualmente denotada por ‖·‖ ; usaremos ‖·‖E caso haja possibilidade de confusão.

Usaremos a norma do sup em espaços de funções, exceto menção em contrário.

O símbolo BE denotará a bola unitária fechada {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1} . Em alguma

situação particular, será mencionado se a bola é fechada ou aberta.

• O dual (topológico) de um espaço de Banach E será denotado por E ′.

• Um operador linear u de E em F é dito de posto �nito se a dimensão de u (E)

for �nita.
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Capítulo 1

Operadores lineares, multilineares e

polinômios Cohen fortemente

somantes

Neste capítulo faremos um estudo mais criterioso da classe dos operadores forte-

mente p-somantes, de�nida por Cohen [17], buscando uma melhor apresentação desses

conceitos e resultados numa linguagem mais clara e moderna e, além disso, propondo

algumas caracterizações e resultados ainda não presentes na literatura.

1.1 Operadores lineares Cohen fortemente somantes

As de�nições, caracterizações e resultados da presente seção são, em sua maioria,

essencialmente conhecidos.

Como notação e terminologia básica, os seguintes espaços são muito comuns na

teoria de séries em espaços de Banach e serão muito utilizadas ao longo do texto.

Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Uma sequência (xi)
∞
i=1 em E é

absolutamente p-somável se (||xi||)∞i=1 ∈ lp. O espaço das sequências absolutamente

p-somáveis será denotado por lp(E) e é um espaço normado munido com a norma

||(xi)∞i=1||p =

 (
∑∞

i=1 ||xi||p)
1/p

, se 1 ≤ p <∞

sup
i
||xi||, se p =∞ .



Uma sequência (xi)
∞
i=1 em E é fracamente p-somável se (ϕ(xi))

∞
i=1 ∈ lp, para todo

ϕ ∈ E ′ . O espaço das sequências fracamente p-somáveis será denotado por lwp (E) e é

um espaço normado munido com a norma

||(xi)∞i=1||w,p =


sup
ψ∈B

E
′

(
∑∞

i=1 |ψ(xi)|p)1/p , se 1 ≤ p <∞

sup
i

{
sup
||ϕ||≤1

|ϕ(xi)|

}
, se p =∞ .

De�nição 1.1.1 (Cohen, [17]) Uma sequência (xi)
∞
i=1 em um espaço de Banach E

é Cohen fortemente p-somante se a série
∑∞

i=1 ϕi(xi) convergir para toda (ϕi)
∞
i=1 ∈

lwp∗(E
′
), com

1

p
+

1

p∗
= 1.

O espaço das sequências Cohen fortemente p-somantes de E será denotado por

lp〈E〉.

O seguinte resultado mostra que se pode substituir a série
∑∞

i=1 ϕi(xi) na De-

�nição 1.1.1 pela série
∑∞

i=1 |ϕi(xi)|. Por questão de manejo, usaremos esta última

representação da série em nosso texto.

Proposição 1.1.2 Seja (xi)
∞
i=1 uma sequência em E. A série

∑∞
i=1 ϕi(xi) converge

para toda (ϕi)
∞
i=1 ∈ lwp∗(E

′
) se, e somente se, a série

∑∞
i=1 |ϕi(xi)| converge para toda

(ϕi)
∞
i=1 ∈ lwp∗(E

′
).

Demonstração. Suponhamos que a série
∑∞

i=1 ϕi(xi) converge para toda (ϕi)
∞
i=1 ∈

lwp∗(E
′
). Para o caso real, tome

ψj =

 ϕj, se ϕj(xj) ≥ 0

−ϕj, se ϕj(xj) < 0

e, para o caso complexo, tome ψj = ϕje
−iθj , onde θj é o argumento de ϕj(xj).

Em ambos os casos, segue que
∑∞

j=1 ψj(xj) converge, por hipótese, e portanto

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| =
∞∑
j=1

ψj(xj)

também converge.

A recíproca é imediata.
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Como demonstrado em [22], pág 223 Lema 1.1 e Teorema 1.2 (fazendo p = 1 e

q
′
= p∗), lp〈E〉 é um espaço normado e completo com a norma dada por

||(xi)∞i=1||C,p = sup
||(ϕi)∞i=1||w,p∗≤1

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| .

Vamos usar a dualidade (lp(E))
′

= lp∗(E
′
), com 1

p
+ 1

p∗
= 1 (ver Apêndice A,

Proposição A.3) para provar o seguinte resultado:

Proposição 1.1.3 Se 1 ≤ p ≤ ∞, então:

i) lp〈E〉 ⊂ lp(E) ⊂ lwp (E);

ii) Se p = 1, lp〈E〉 = lp(E) e, se p =∞, lp(E) = lwp (E).

Demonstração. A inclusão lp(E) ⊂ lwp (E) e a coincidência l∞(E) = lw∞(E) são

canônicas (veja [41]).

Como (lp(E))
′
= lp∗(E

′
), se (xi) ∈ lp〈E〉, segue que

||(xi)∞i=1||p = sup
(ϕi)∞i=1∈Blp∗ (E

′
)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| ≤ sup
(ϕi)∞i=1∈Blw

p∗ (E
′
)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| = ||(xi)∞i=1||C,p ,

(1.1)

logo lp〈E〉 ⊂ lp(E).

Note que se p = 1, então p∗ = ∞ e por (1.1) usando o fato de l∞(E
′
) = lw∞(E

′
),

obtemos ||(xi)∞i=1||p = ||(xi)∞i=1||C,p , o que implica lp〈E〉 = lp(E).

Observamos que se T ∈ L(E;F ), então o operador

T̂ s : lp (E)→ lp(F ) definido por (xi)
∞
i=1 7→ (T (xi))

∞
i=1 ,

está bem de�nido e é contínuo. De fato, é claro que T̂ s é linear e se (xi)
∞
i=1 ∈ lp(E),

então ∥∥∥T̂ s ((xi)
∞
i=1)
∥∥∥
p

= ‖(T (xi))
∞
i=1‖p ≤ ‖T‖ ‖(xi)

∞
i=1‖p .

Em nosso contexto, o caso interessante ocorre quando esse tipo de correspondência

induz um operador contínuo de lp(E) em lp〈F 〉, o que motiva a próxima de�nição.

De�nição 1.1.4 Seja 1 < p ≤ ∞. Um operador T ∈ L(E;F ) é Cohen fortemente

p-somante se

(T (xi))
∞
i=1 ∈ lp〈F 〉 sempre que (xi)

∞
i=1 ∈ lp(E) ,

8



isto é, se o operador

T̂ : lp (E)→ lp〈F 〉 ; (xi)
∞
i=1 7→ (T (xi))

∞
i=1 (1.2)

está bem de�nido e é contínuo.

Denotamos por Dp(E;F ) o conjunto formado pelos operadores Cohen fortemente

p-somantes. Note que, pela Proposição 1.1.3, D1(E;F ) = L(E;F ).

O próximo resultado traz algumas caracterizações para operadores Cohen forte-

mente p-somantes.

Proposição 1.1.5 Para T ∈ L(E;F ) e 1
p

+ 1
p∗

= 1, as seguintes a�rmações são equi-

valentes:

i) T é Cohen fortemente p-somante;

ii) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| ≤ C ||(xi)∞i=1||p||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ,

sempre que (xi)
∞
i=1 ∈ lp(E) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
) ;

iii) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
i=1

|ϕi(T (xi))| ≤ C ||(xi)mi=1||p||(ϕi)mi=1||w,p∗ , (1.3)

para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m .

Demonstração. (i)⇒ (ii) Como T é Cohen fortemente p-somante, o operador

T̃ : lwp∗(F
′
)× lp(E)→ l1

((ϕi)
∞
i=1, (xi)

∞
i=1) 7→ (ϕi(T (xi)))

∞
i=1 ,

está bem de�nido e portanto é bilinear. Vamos mostrar que T̃ tem grá�co fechado.

Supondo que ocorrem

(ϕk, xk)→ (ϕ, x) em lwp∗(F
′
)× lp(E) (1.4)

e T̃ (ϕk, xk)→ y em l1 , (1.5)
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então T̃ (ϕ, x) = y. De fato, como vale (1.5), segue que

y = lim
k→∞

T̃ (ϕk, xk) = lim
k→∞

(
ϕki (T (xki ))

)∞
i=1

,

e portanto

lim
k→∞

ϕki (T (xki )) = yi, para todo i ∈ N . (1.6)

Por outro lado, de (1.4) segue que

lim
k→∞

ϕki (T (xki )) = ϕi(T (xi)), para todo i ∈ N .

Da igualdade acima e por (1.6), concluímos que

ϕi(T (xi)) = yi, para todo i ∈ N ,

donde T̃ (ϕ, x) = y e T possui grá�co fechado. Desta forma, T̃ é contínuo e

∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| =
∥∥∥T̃ ((ϕi)

∞
i=1, (xi)

∞
i=1)
∥∥∥
l1
≤
∥∥∥T̃∥∥∥ ||(xi)∞i=1||p||(ϕi)∞i=1||w,p∗ . (1.7)

(iii)⇒ (ii) Sejam (xi)
∞
i=1 ∈ lp(E) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
). Então,

∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| = sup
m

(
m∑
i=1

|ϕi(T (xi))|

)
≤ sup

m
(C ||(xi)mi=1||p||(ϕi)mi=1||w,p∗)

= C ||(xi)∞i=1||p||(ϕi)∞i=1||w,p∗ .

(ii)⇒ (i) e (ii)⇒ (iii) são imediatas.

Proposição 1.1.6 O ín�mo das constantes C que satisfazem a desigualdade (1.3)

da Proposição 1.1.5 de�ne uma norma em Dp(E;F ), denotada dp(·). Além disso,∥∥∥T̃∥∥∥ = dp(T ).

Demonstração. Sejam T1, T2 ∈ Dp(E;F ) e λ ∈ K. Vamos mostrar que T1 + λT2

satisfaz (1.3) da proposição anterior. Para quaisquer m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i =

1, ..., n, pela desigualdade triangular, segue que
m∑
i=1

|ϕi((T1 + λT2)(xi))| ≤
m∑
i=1

|ϕi(T1(xi))|+
m∑
i=1

|ϕi(λT2(xi))|

=
m∑
i=1

|ϕi(T1(xi))|+ |λ|
m∑
i=1

|ϕi(T2(xi))| (1.8)

≤ (dp(T1) + |λ|dp(T2)) ||(xi)mi=1||p||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

10



e portanto T1+λT2 ∈ Dp(E;F ), donde Dp(E;F ) é subespaço de L(E;F ). Por (1.8) �ca

claro que vale a desigualdade triangular para dp(·) e a desigualdade dp(λT ) ≤ |λ|dp(T ).

Se dp(T ) = 0, tomando m = 1 em (1.3) temos que |ϕ(T (X))| = 0, para todos ϕ ∈ F ′ e

x ∈ E. Daí, pelo Teorema de Hahn-Banach, ||T (x)|| = 0, para todo x ∈ E, e portanto

T = 0. As demais propriedades de uma norma são de fácil veri�cação.

Agora note que∥∥∥T̃∥∥∥ = sup
||(xi)∞i=1||p , ||(ϕi)∞i=1||w,p∗≤1

||(ϕi(T (xi))
∞
i=1||l1

= sup
||(xi)∞i=1||p , ||(ϕi)∞i=1||w,p∗≤1

(
∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))|

)
≤ sup
||(xi)∞i=1||p , ||(ϕi)∞i=1||w,p∗≤1

(dp(T ) ||(xi)∞i=1||p ||(ϕi)∞i=1||w,p∗) = dp(T ) ,

isto é,
∥∥∥T̃∥∥∥ ≤ dp(T ). Deste fato e de (1.7) segue que

∥∥∥T̃∥∥∥ = dp(T ).

A seguinte observação será muito útil quando estivermos, mais adiante, lidando

com ideais de operadores.

Observação 1.1.7 Se T ∈ Dp(E;F ), então
∥∥∥T̂∥∥∥ =

∥∥∥T̃∥∥∥ (ou ainda, pelo exposto

acima,∥∥∥T̂∥∥∥ = dp(T ) ). De fato,∥∥∥T̂∥∥∥ = sup
||(xi)∞i=1||p≤1

∥∥∥T̂ ((xi)
∞
i=1)
∥∥∥
C,p

= sup
||(xi)∞i=1||p≤1

||(T (xi))
∞
i=1)||C,p

= sup
||(xi)∞i=1||p≤1

(
sup

||(ϕi)∞i=1||w,p∗≤1

∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))|

)
= sup
||(xi)∞i=1||p , ||(ϕi)∞i=1||w,p∗≤1

||(ϕi(T (xi)))
∞
i=1||l1

=
∥∥∥T̃∥∥∥ .

Como consequência do fato de que um operador linear é Cohen fortemente p-

somante se, e somente se, seu conjugado é um operador absolutamente p∗-somante

(Teorema 2.2.2 em [17], pág. 184) e do Teorema de Dvoretzky-Rogers para operadores

lineares absolutamente somantes, um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers também é

válido para os operadores lineares Cohen fortemente p-somantes:

Teorema 1.1.8 (do tipo Dvoretzky-Rogers) Se E é um espaço de Banach, então

idE : E → E é Cohen fortemente p-somante se, e somente se, dimE <∞.
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Demonstração. Vamos denotar por T
′

: F
′ → E

′
o operador adjunto de T : E → F .

Supondo que idE : E → E é Cohen fortemente p-somante, segue que id
′
E : E

′ → E
′
é

absolutamente p∗-somante. Então, pelo Teorema de Dvoretzky-Rogers ([32], pág 449

Teorema 2.1) para operadores lineares absolutamente somantes, segue que a dimensão

de E
′
, e consequentemente de E, é �nita.

Reciprocamente, se dimE <∞ então id
′
E : E

′ → E
′
é absolutamente p∗-somante

e portanto idE : E → E é Cohen fortemente p-somante.

Também vale o seguinte resultado de inclusão, cuja demonstração está presente

em [17] (Teorema 2.4.1, pág. 188): Se p1 ≤ p2, então tem-se

Dp2(E;F ) ⊂ Dp1(E;F ).

1.2 Operadores multilineares e polinômios Cohen for-

temente somantes

Nesta seção estudaremos a classe dos operadores multilineares Cohen p-somantes

como extensão natural do caso linear. Como feito anteriormente, a de�nição dessa

classe é construída por sequências, diferentemente do modo mais comum, como em [1].

Em seguida, os operadores são caracterizados por desigualdades e introduzimos um

resultado abstrato relacionado a duas diferentes caracterizações para a classe.

De�nição 1.2.1 Sejam 1 < p ≤ ∞ e Ej, F espaços de Banach, j = 1, ..., n. Um

operador T ∈ L(E1, ..., En;F ) é Cohen fortemente p-somante se(
T
(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

))∞
i=1
∈ lp〈F 〉 sempre que

(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lnp(Ej) , j = 1, ..., n ,

isto é, se o operador

T̂ : lnp (E1)× · · · × lnp (En)→ lp〈F 〉 (1.9)((
x
(1)
i

)∞
i=1

, ...,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)
7→
(
T
(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

))∞
i=1

está bem de�nido e é contínuo.

O conjunto dos operadores n-lineares Cohen fortemente p-somantes será denotado

por LCoh,p(E1, ..., En;F ). É fácil mostrar que LCoh,p(E1, ..., En;F ), munido com as

operações usuais, é subespaço de L(E1, ..., En;F ).
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Proposição 1.2.2 Para T ∈ L(E1, ..., En;F ) e 1
p

+ 1
p∗

= 1, as seguintes a�rmações

são equivalentes:

i) T é Cohen fortemente p-somante;

ii) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤
≤ C

(
∞∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥np
)1/np

...

(
∞∑
i=1

∥∥∥x(n)i

∥∥∥np)1/np

||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ,

(1.10)

sempre que
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lnp(Ej) , j = 1, ..., n e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
).

iii) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤
≤ C

(
m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥np
)1/np

...

(
m∑
i=1

∥∥∥x(n)i

∥∥∥np)1/np

||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

(1.11)

para todos m ∈ N, x(j)i ∈ Ej, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m , j = 1, ..., n .

Demonstração.

(i)⇒ (ii) Como T é Cohen fortemente p-somante, o operador

T̃ : lwp∗(F
′
)× lnp(E1)× · · · × lnp(En) −→ l1(

(ϕi)
∞
i=1,

(
x
(1)
i

)∞
i=1

, ...,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)
7−→

(
ϕi

(
T
(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

)))∞
i=1

está bem de�nido e portanto é (n + 1)-linear. Além disso, procedendo como na de-

monstração da Proposição 1.1.5, veri�camos que T̃ possui grá�co fechado e portanto é

contínuo. Assim,

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ =
∥∥∥T̃ ((ϕi)

∞
i=1,

(
x
(1)
i

)∞
i=1

, ...,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)∥∥∥
l1

≤
∥∥∥T̃∥∥∥ ∥∥x(1)∥∥

np
· · ·
∥∥x(n)∥∥

np
||(ϕi)∞i=1||w,p∗ .

(ii)⇒ (i) e (ii)⇒ (iii) são imediatas.
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(iii)⇒ (ii) De modo semelhante ao caso linear, é su�ciente usar o fato de que a

soma da série é o supremo de suas somas parciais.

A demonstração da proposição seguinte é análoga à da Proposição 1.1.6 e portanto

será omitida.

Proposição 1.2.3 O ín�mo das constantes C que satisfazem (1.11), denotado ||T ||Coh,p,
de�ne uma norma em LCoh,p(E1, ..., En;F ). Além disso,

∥∥∥T̂∥∥∥ = ||T ||Coh,p.

De�nição 1.2.4 Sejam 1 < p ≤ ∞ e E,F espaços de Banach. Um polinômio n-

homogêneo P ∈ P(nE;F ) é Cohen fortemente p-somante se

(P (xi))
∞
i=1 ∈ lp〈F 〉 sempre que (xi)

∞
i=1 ∈ lnp(E) .

O conjunto dos polinômios n-homogêneos Cohen fortemente p-somantes será de-

notado por PCoh,p(nE;F ). É fácil mostrar que PCoh,p(nE;F ), munido com as operações

usuais, é subespaço de P(nE;F ).

Lema 1.2.5 Um polinômio P ∈ P(nE;F ) é Cohen fortemente p-somante se, e so-

mente se, P̌ ∈ Ls(nE;F ) é Cohen fortemente p-somante.

Demonstração. Se P̌ é Cohen fortemente p-somante, para toda (xi)
∞
i=1 ∈ lnp(E),

segue que

(P (xi))
∞
i=1 = (P̌ (xi, ..., xi))

∞
i=1 ∈ lp〈F 〉 .

Logo, P é Cohen fortemente p-somante.

Reciprocamente, pela Fórmula de Polarização (Apêndice B, Teorema B.3) com

x0 = 0, segue que

n!2nP̌
(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

)
=
∑
εj=±1

ε1 · · · εnP
(
ε1x

(1)
i + · · ·+ εnx

(n)
i

)
,

para todo i ∈ N. Então, se
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lnp(E), com j = 1, ..., n , como P é Cohen

fortemente p-somante, (
P
(
ε1x

(1)
i + · · ·+ εnx

(n)
i

))∞
i=1
∈ lp〈F 〉 ,

quaisquer que sejam os valores dos εj. Assim,
(
P̌
(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

))∞
i=1
∈ lp〈F 〉 e, por-

tanto, P̌ é Cohen fortemente p-somante.
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Proposição 1.2.6 Para P ∈ P(nE;F ) e 1
p

+ 1
p∗

= 1, as seguintes a�rmações são

equivalentes:

i) P é Cohen fortemente p-somante;

ii) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
i=1

|ϕi(P (xi))| ≤ C

(
∞∑
i=1

||xi||np
)1/p

||(ϕi)∞i=1||w,p∗ , (1.12)

sempre que (xi)
∞
i=1 ∈ lnp(E) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
).

iii) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
i=1

|ϕi(P (xi))| ≤ C

(
m∑
i=1

||xi||np
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ , (1.13)

para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m .

Além disso, o ín�mo das constantes C que satisfazem (1.13), denotado ||P ||Coh,p ,

de�ne uma norma em PCoh,p(nE;F ).

Demonstração. (i) ⇒ (ii) : Se P é Cohen fortemente p-somante, então, pelo lema

anterior, P̌ também é Cohen fortemente p-somante. Usando a Proposição 1.2.2, segue

que

∞∑
i=1

|ϕi(P (xi))| =
∞∑
i=1

|ϕi(P̌ (xi, ..., xi))|

≤ C

(
∞∑
i=1

||xi||np
)1/p

||(ϕi)||w,p∗ .

(ii)⇒ (i) e (ii)⇒ (iii) são imediatos.

(iii)⇒ (ii) Se (xi)
∞
i=1 ∈ lnp(E) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
), então

∞∑
i=1

|ϕi(P (xi))| = sup
m

(
m∑
i=1

|ϕi(P̌ (xi, ..., xi))|

)

≤ sup
m

C ( m∑
i=1

||xi||np
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗


= C

(
∞∑
i=1

||xi||np
)1/p

||(ϕi)∞i=1||w,p∗ .

A demonstração de que o ín�mo das constantes C satisfazendo (1.13) de�ne uma

norma em PCoh,p(nE;F ) é similar à feita nas proposições anteriores.
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1.3 Um resultado abstrato sobre operadores multili-

neares Cohen fortemente somantes

Por meio da Proposição 1.2.2, poderíamos ter de�nido um operador multilinear

Cohen fortemente p-somante usando a desigualdade (1.11). Muitos autores, incluindo

D. Achour e K. Saadi [2], de�nem um operador multilinear Cohen fortemente p-somante

da seguinte forma:

Sejam 1 < p ≤ ∞, Ej, F espaços de Banach, j = 1, ..., n. Um operador n-linear

contínuo T : E1× ...×En → F é Cohen fortemente p-somante se existe uma constante

C > 0 tal que, para todos x(j)1 , ..., x
(j)
m ∈ Ej e ϕ1, ..., ϕm ∈ F

′
e para todo m ∈ N,

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤ C

(
m∑
i=1

n∏
j=1

∥∥∥x(j)i ∥∥∥p
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ . (1.14)

Com esta de�nição, Achour-Mezrag [1] provam um Teorema da Dominação de

Pietsch (1.16) para esta classe. A seguir, mostramos que as de�nições dadas por (1.14)

e (1.11) são, de fato, equivalentes por serem caracterizadas pelo mesmo Teorema da

Dominação de Pietsch.

Observamos que, como(
m∑
i=1

(∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)i

∥∥∥)p)1/p

≤

(
m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥np
)1/np

...

(
m∑
i=1

∥∥∥x(n)i

∥∥∥np)1/np

,

a implicação (1.14)⇒ (1.11) é óbvia. Entretanto, a implicação (1.11)⇒ (1.14) não nos

parece imediata. A principal ferramenta usada na demonstração desta equivalência é

o Teorema da Dominação de Pietsch Generalizado [11, 33]:

Sejam X1, ..., Xn, Y e E1, ..., Er conjuntos não-vazios arbitrários, H uma família

de funções de X1 × · · · ×Xn em Y . Sejam K1, ..., Kt espaços topológicos de Hausdor�

compactos, G1, ..., Gt espaços de Banach e suponha que as aplicações Rj : Kj × E1 × · · · × Er ×Gj → [0,∞) , j = 1, ..., t ,

S : H× E1 × · · · × Er ×G1 × · · · ×Gt → [0,∞)

possuam as seguintes propriedades:

1. Para cada x(l) ∈ El e b ∈ Gj, com (j, l) ∈ {1, ..., t}×{1, ..., r}, a aplicação

(Rj)x(1),...,x(r),b : Kj → [0,∞) ,
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de�nida por (Rj)x(1),...,x(r),b(ϕ) = Rj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b

)
, é contínua;

2. As seguintes desigualdades são válidas: Rj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), ηjb

(j)
)
≤ ηjRj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(j)

)
S
(
f, x(1), ..., x(r), α1b

(1), ..., αtb
(t)
)
≥ α1...αtS

(
f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t)

)
para todos ϕ ∈ Kj, x

(l) ∈ El (com l = 1, ..., r), 0 ≤ ηj, αj ≤ 1, b(j) ∈

Gj, j = 1, ..., t e f ∈ H.

Sob essas condições, temos a seguinte de�nição e teorema, obtidos de [34]:

De�nição 1.3.1 Sejam 0 < p1, ..., pt, p0 <∞, com 1
p0

= 1
p1

+ · · ·+ 1
pt
. Uma aplicação

f : X1× · · ·×Xn → Y em H é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt)-somante se existe uma

constante C > 0 tal que(
m∑
i=1

(
S
(
f, x

(1)
i , ..., x

(r)
i , b

(1)
i , ..., b

(t)
i

))p0)1/p0

≤ C
t∏

k=1

sup
ϕ∈Kk

(
m∑
i=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
i , ..., x

(r)
i , b

(k)
i

)pk)1/pk

para todos x(s)1 , ..., x
(s)
m ∈ Es, b(s)1 , ..., b

(s)
m ∈ Gl, m ∈ N e (s, l) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., t}.

Teorema 1.3.2 (Teorema da Dominação de Pietsch generalizado) Uma aplica-

ção f ∈ H é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt)-somante se, e somente se, existem uma

constante C > 0 e medidas de probabilidade de Borel µk em Kk, k = 1, ..., t, tais que

S
(
f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t)

)
≤ C

t∏
k=1

(∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)pk
dµk

)1/pk

,

para todos x(l) ∈ El, l = 1, ..., r e b(k) ∈ Gk, com k = 1, ..., t.

Usaremos a sigla TDP para designar o Teorema da Dominação de Pietsch a partir

deste ponto.

Vamos estabelecer a equivalência entre as diferentes abordagens sobre operadores

multilineares Cohen fortemente somantes:

Teorema 1.3.3 Seja 1 < p ≤ ∞, com 1/p+ 1/p∗ = 1. Para T ∈ L(X1, ..., Xn;Y ), as

seguintes a�rmações são equivalentes:
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i) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤ C

(
m∑
i=1

n∏
j=1

∥∥∥x(j)i ∥∥∥p
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

para todos m ∈ N, x(j)i ∈ Xj, ϕi ∈ Y
′
, i = 1, ...,m , j = 1, ..., n ;

ii) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤ C
n∏
j=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(j)i ∥∥∥np
)1/np

||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

(1.15)

para todos m ∈ N, x(j)i ∈ Xj, ϕi ∈ Y
′
, i = 1, ...,m , j = 1, ..., n ;

iii) Existem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel

µ em BY ′′ (com a topologia fraca *) tais que

|ϕ(T (x1, ..., xn))| ≤ C||x1|| ... ||xn||

(∫
B

Y
′′

|ψ(ϕ)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

,

(1.16)

para todos xj ∈ Xj, ϕ ∈ Y
′
, j = 1, ..., n .

Demonstração. (i)⇒ (ii) : Como já dito, basta usar a desigualdade de Hölder.

(ii)⇒ (iii) : Usando o TDP generalizado, escolhendo

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = n+ 1 e r = 1

E1 = {0}

Kk = {0} , k = 1, ..., n e Kn+1 = BY ′′

Gk = Xk, k = 1, ..., n, e Gn+1 = Y
′

H = L(X1, ..., Xn;Y )

p0 = 1, pk = np, k = 1, ..., n e pn+1 = p∗

S
(
T, 0, x(1), ..., x(n), ϕ

)
=
∣∣ϕ (T (x(1), ..., x(n)))∣∣

Rk

(
γ, 0, x(k)

)
=
∥∥x(k)∥∥ , k = 1, ..., n

Rn+1(ψ, 0, ϕ) = |ψ(ϕ)|
segue que(

m∑
i=1

(
S
(
T, x

(1)
i , ..., x

(r)
i , b

(1)
i , ..., b

(t)
i

))p0)1/p0

=

(
m∑
i=1

(
S
(
T, 0, x

(1)
i , ..., x

(n)
i , ϕi

))p0)1/p0

=
m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ,
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e também

n+1∏
k=1

sup
ϕ∈Kk

(
m∑
i=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
i , ..., x

(r)
i , b

(k)
i

)pk)1/pk

= sup
ψ∈Kn+1

(
m∑
i=1

Rn+1(ψ, 0, ϕi)
pn+1

)1/pn+1

·
n∏
k=1

sup
γ∈Kk

(
m∑
i=1

Rk

(
γ, 0, x

(k)
i

)pk)1/pk

= sup
ψ∈B

Y
′′

(
m∑
i=1

|ψ (ϕi) |p
∗

)1/p∗

·
n∏
k=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(k)i ∥∥∥np
)1/np

= ||(ϕi)mi=1||w,p∗ ·
n∏
k=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(k)i ∥∥∥np
)1/np

.

Assim, T satisfaz (1.15) se, e somente se, é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt)-

somante. Pelo TDP generalizado, existem uma constante C > 0 e medidas de pro-

babilidade de Borel µk em Kk, k = 1, ..., t, tais que

S(T, x1, ..., xr, b1, ..., bt) ≤ C
t∏

k=1

(∫
Kk

Rk(ϕ, x1, ..., xr, bk)
pkdµk

)1/pk

,

isto é,

|ϕ(T (x1, ..., xn))| ≤ C

[
n∏
k=1

(∫
Kk

||xk||npdµk
)1/np

] (∫
B

Y
′′

|ψ(ϕ)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

≤ C||x1|| ... ||xn||

(∫
B

Y
′′

|ψ(ϕ)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

.

(iii) ⇒ (i) : (Teorema 2.4 em [1]) Para todo m ∈ N, se 1 ≤ i ≤ m segue, por

(1.16), que

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤ C
∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...

∥∥∥x(n)i

∥∥∥(∫
B

Y
′′

|ψ(ϕi)|p
∗
dµ(ψ)

)1/p∗

.
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Então,

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣
≤ C

m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)i

∥∥∥(∫
B

Y
′′

|ψ(ϕi)|p
∗
dµ(ψ)

)1/p∗


≤ C

(
m∑
i=1

(∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)i

∥∥∥)p)1/p( m∑
i=1

(∫
B

Y
′′

|ψ(ϕi)|p
∗
dµ(ψ)

))1/p∗

= C

(
m∑
i=1

(∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)i

∥∥∥)p)1/p(∫
B

Y
′′

m∑
i=1

|ψ(ϕi)|p
∗
dµ(ψ)

)1/p∗

≤ C

(
m∑
i=1

(∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)i

∥∥∥)p)1/p(
sup

ψ∈B
Y
′′

m∑
i=1

|ψ(ϕi)|p
∗

)1/p∗

= C

(
m∑
i=1

(∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)i

∥∥∥)p)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ .

O teorema anterior pode ser visto como um caso particular do próximo teorema,

mais geral e abstrato. A ferramenta usada na demonstração será novamente o TDP

generalizado (veja [34]).

Teorema 1.3.4 Seja f : X1 × · · · ×Xn → Y uma aplicação em H e sejam

0 < p∗, u, s, p1, ..., pt−1, q1, ..., qt−1 <∞ ,

tais que
1

u
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pt−1
+

1

p∗
e

1

s
=

1

q1
+ · · ·+ 1

qt−1
+

1

p∗
.

Se Rk(x1,...,xr,b)
(·) é constante, para cada x1, ..., xr, b e para todo 1 ≤ k ≤ t− 1, então as

seguintes a�rmações são equivalentes:

i) f é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt−1, p
∗)-somante;

ii) f é R1, ..., Rt-S-abstrato (q1, ..., qt−1, p
∗)-somante;

Demonstração. Pelo TDP generalizado, f é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt−1, p
∗)-

somante se, e somente se, existem uma constante C e medidas de probabilidade de

Borel µi em Ki, i = 1, ..., t , tais que

S(f, x1, ..., xr, b1, ..., bt) ≤ C
t∏
i=1

(∫
Ki

Ri(ϕ, x1, ..., xr, bi)
pidµi

)1/pi

.
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Em nosso caso, f é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt−1, p
∗)-somante se, e somente se,

existem uma constante C e uma medida de probabilidade de Borel µ em Kt tais que

S(f, x1, ..., xr, b1, ..., bt) ≤ C

(
t−1∏
i=1

Ri(ϕ, x1, ..., xr, bi)

)
·
(∫

Kt

Rt(ϕ, x1, ..., xr, bt)
p∗dµ

)1/p∗

,

(1.17)

já que, por hipótese, para qualquer ϕ ∈ Ki �xo,(∫
Ki

Ri(ϕ, x1, ..., xr, bi)
pidµi

)1/pi

= Ri(ϕ, x1, ..., xr, bi) , i = 1, ..., t− 1.

Por outro lado, o mesmo raciocínio mostra que f é R1, ..., Rt-S-abstrato (q1, ..., qt−1, p
∗)-

somante se, e somente se, existem uma constante C e uma medida de probabilidade de

Borel µ em Kt tais que

S(f, x1, ..., xr, b1, ..., bt) ≤ C

(
t−1∏
i=1

Ri(ϕ, x1, ..., xr, bi)

)
·
(∫

Kt

Rt(ϕ, x1, ..., xr, bt)
p∗dµ

)1/p∗

,

expressão que corresponde exatamente à dada por (1.17).

Vale ressaltar uma conseqüência um tanto surpreendente do Teorema 1.3.4 para

os operadores lineares. Sejam p∗ ∈ (1,∞) �xo e

Γ =

{
(r, q) ∈ [1,∞)× (1,∞) :

1

r
=

1

q
+

1

p∗

}
.

Seja Cr,q(E;F ) a classe de todos os operadores T ∈ L (E;F ) tais que existe uma

constante C > 0 satisfazendo(
m∑
j=1

|ϕi (T (xi))|r
)1/r

≤ C ‖(xi)mi=1‖q ‖(ϕi)
m
i=1‖w,p∗

para todo inteiro positivo m e todos xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m. Pelo Teorema 1.3.4,

segue que

Cr1,q1(E;F ) = Cr2,q2(E;F )

para todos (r1, q1) , (r2.q2) ∈ Γ. Em particular,

Cr,q(E;F ) = C1,p(E;F ) = Dp(E;F ) ,

com 1 = 1/p+ 1/p∗, para todo (r, q) ∈ Γ.

Um fato importante que será usado posteriormente é que a classe C1,q(E;F ) é

trivial se p < q. A demonstração deste fato é dada pelo seguinte teorema:
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Teorema 1.3.5 Se 1 < p <∞, 1 = 1/p+ 1/p∗ e p < q, então C1,q(E;F ) = {0}.

Demonstração. O caso E = {0} ou F = {0} é trivial. Suponhamos E 6= {0}

e F 6= {0}. Usando a Proposição A.5 do Apêndice A, vamos tomar a sequência

(λi)
∞
i=1 = (αiβi)

∞
i=1 /∈ l1 com (αi)

∞
i=1 ∈ lp∗ e (βi)

∞
i=1 ∈ lq.

Se T ∈ C1,q(E;F ), 0 6= x ∈ E e 0 6= ϕ ∈ F ′ , então, para todo m ∈ N,

m∑
i=1

|ϕ(T (λix))| =
m∑
i=1

|ϕ(T (αiβix))| =
m∑
i=1

|(αiϕ)(T (βix))|

≤ C||(βix)mi=1||q ||(αiϕ)mi=1||w,p∗ .

Assim,

|ϕ(T (x))|
m∑
i=1

|λi| ≤ C||x|| ||(βi)mi=1||q sup
ψ∈B

F
′′

(
m∑
i=1

|ψ(αiϕ)|p∗
)1/p∗

= C||x|| ||(βi)mi=1||q sup
ψ∈B

F
′′

|ψ(ϕ)|

(
m∑
i=1

|αi|p
∗

)1/p∗

= C||x|| ||(βi)mi=1||q ||ϕ||

(
m∑
i=1

|αi|p
∗

)1/p∗

.

Agora, tomando seguidamente o sup||ϕ||≤1 e o sup||x||≤1 na desigualdade acima, obtemos

||T ||
m∑
i=1

|λi| ≤ C ||(βi)mi=1||q

(
m∑
i=1

|αi|p
∗

)1/p∗

,

donde concluímos que se T 6= 0, segue que (λi)
∞
i=1 ∈ l1, o que é absurdo.
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Capítulo 2

Ideais de operadores Cohen

fortemente somantes

Neste capítulo vamos estudar os operadores Cohen fortemente somantes sob o

ponto de vista da teoria de ideais de operadores e polinômios. Mostraremos que, de

fato, as generalizações multilinear e polinomial apresentadas no Capítulo 1 formam

ideais de Banach.

2.1 Ideais de operadores: exposição breve da teoria

Convém apresentarmos uma breve introdução à teoria de ideais de operadores,

com vistas ao estudo de ideais de operadores Cohen fortemente p-somantes. Os re-

sultados desta seção são todos conhecidos e o livro [38], de Pietsch, é uma excelente

referência para consultas. Também sugerimos [4, 8, 9]

De�nição 2.1.1 Um ideal de operadores (lineares) I é uma subclasse da classe L de

todos os operadores lineares contínuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer

espaços de Banach E e F, as componentes I (E;F ) := L (E;F ) ∩ I satisfazem:

i) I (E,F ) é um subespaço vetorial de L (E;F ) que contém os operadores

de posto �nito;

ii) A propriedade de ideal: se u ∈ L (E;F ), v ∈ I (F,G) e t ∈ L (G,H) ,

então tvu ∈ I (E;H) .



De�nição 2.1.2 Um ideal normado de operadores (I, ‖·‖I) é um ideal de operadores

I munido da função ‖·‖I : I → [0,∞) tal que:

i) ‖·‖I restrita a I (E;F ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach

E e F ;

ii) ‖idK‖I = 1, onde idK : K→ K é dada por idK (x) = x;

iii) Se u ∈ L (E,F ), v ∈ I (F ;G) e t ∈ L (G;H), então

‖tvu‖I ≤ ‖t‖ ‖v‖I ‖u‖ .

Quando as componentes I (E;F ) do ideal I são completas com respeito a ‖·‖I ,

dizemos que I é um ideal de Banach (ou completo) de operadores.

A desigualdade abaixo será muito utilizada neste capítulo, em especial nas de-

monstrações de completude dos ideais de operadores Cohen somantes.

Proposição 2.1.3 Seja (I, ‖·‖I) um ideal normado de operadores. Então, ‖t‖ ≤ ‖t‖I
para qualquer t ∈ I.

Observação 2.1.4 Se ϕ ∈ E ′, então ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖I. De fato, como ϕ é de posto �nito,

então ϕ ∈ I e

‖ϕ‖I = ‖idKϕ‖I ≤ ‖idK‖I ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖ . (2.1)

A desigualdade contrária segue da Proposição 2.1.3.

Agora, como uma generalização natural da teoria de ideais de operadores lineares,

vejamos a noção de ideais de aplicações multilineares.

De�nição 2.1.5 Sejam E1, ..., En são espaços normados. A aplicação A ∈ L (E1, ..., En;F )

é dita de tipo �nito se existem m ∈ N, ϕ(j)
i ∈ E ′j e bi ∈ F com i = 1, ...,m e j = 1, ..., n,

tais que

A (x1, ..., xn) =
m∑
i=1

ϕ
(1)
i (x1) · · ·ϕ(n)

i (xn) bi.

O conjunto formado por essas aplicações é denotado por Lf (E1, ..., En;F ). É fácil ver

que Lf (E1, ..., En;F ) é um subespaço de L (E1, ..., En;F ) .
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De�nição 2.1.6 Um ideal de aplicações multilinearesM é uma subclasse da classe de

todas aplicações multilineares contínuas entre espaços de Banach tal que, para todo

n ∈ N e espaços de Banach E1, ..., En e F , as componentes M (E1, ..., En;F ) :=

L (E1, ..., En;F ) ∩M satisfazem:

i) M (E1, ..., En;F ) é um subespaço vetorial de L (E1, ..., En;F ) que contém

as aplicações n-lineares de tipo �nito;

ii) A propriedade de ideal: se A ∈ M (E1, ..., En;F ) , uj ∈ L (Gj, Ej) para

j = 1, ..., n e t ∈ L (F ;H) , então tA (u1, ..., un) ∈M (G1, ..., Gn;H) .

O idealM também é denominado multi-ideal e, para cada n �xo,

Mn =
⋃

E1,...,En,F Banach

M (E1, ..., En;F )

é chamado de ideal de aplicações n-lineares.

De�nição 2.1.7 Um ideal normado de aplicações multilineares (M, ‖·‖M) é um ideal

de aplicações multilinearesM munido da função ‖·‖M :M−→ [0,∞) , tal que:

i) ‖·‖M restrita a M (E1, ..., En;F ) é uma norma para quaisquer espaços

de Banach E1, ..., En, F e todo n ∈ N;

ii) ‖idKn‖M = 1, onde idKn : Kn −→ K é dada por idKn (x1, ..., xn) =

x1 · · ·xn para todo n ∈ N;

iii) Se M ∈ M (E1, ..., En;F ), uj ∈ L (Gj, Ej) para j = 1, ..., n e t ∈
L (F ;H) , então

‖tM (u1, ..., un)‖M ≤ ‖t‖ ‖M‖M ‖u1‖ · · · ‖un‖ .

Se n for um inteiro positivo �xo, sob as condições acima, dizemos queMn é um

ideal normado de aplicações n-lineares. Quando as componentesM (E1, ..., En;F ) são

completas com respeito a ‖·‖M, dizemos queM é um multi-ideal de Banach. O mesmo

se diz deMn.

Observação 2.1.8 As componentes de um multi-idealM ou de um ideal de aplicações

n-linearesMn envolverão sempre espaços de Banach sobre o mesmo corpo (�xo) K.
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Note que o espaço vetorial Lf (E1, ..., En;F ) satisfaz a propriedade de ideal. De

fato, seja M ∈ Lf (E1, ..., En;F ) da forma

M (x1, ..., xn) =
m∑
i=1

ϕ
(1)
i (x1) · · ·ϕ(n)

i (xn) bi

e sejam uj ∈ L (Gj;Ej) com j = 1, ..., n, e t ∈ L (F ;H) . Então,

tM (u1, ..., un) (x1, ..., xn) = tM (u1 (x1) , ..., un (xn))

= t

(
m∑
i=1

ϕ
(1)
i (u1 (x1)) · · ·ϕ(n)

i (un (xn)) bi

)

=

(
m∑
i=1

t
(
ϕ
(1)
i (u1 (x1)) · · ·ϕ(n)

i (un (xn)) bi

))

=

(
m∑
i=1

ϕ
(1)
i (u1 (x1)) · · ·ϕ(n)

i (un (xn)) t (bi)

)

=

(
m∑
i=1

(
ϕ
(1)
i u1

)
(x1) · · ·

(
ϕ
(n)
i un

)
(xn) t (bi)

)
,

com
(
ϕ
(j)
i uj

)
∈ G′j e t (bi) ∈ H. Portanto

tM (u1, ..., un) ∈ Lf (G1, ..., Gn;H) .

As normas em multi-ideais têm comportamento semelhante ao caso de ideais de

operadores lineares, como mostra a seguinte proposição:

Proposição 2.1.9 Seja (M, ‖·‖M) um multi-ideal normado. Então, ‖M‖ ≤ ‖M‖M
para qualquer M emM.

Demonstração. Sejam M ∈ M (E1, ..., En;F ) , ϕ ∈ F ′ e xj ∈ Ej �xos, com j =

1, ..., n. De�na, para cada j = 1, ..., n, Rj : K→Ej, por Rj (λ) = λxj. Segue que

‖Rj‖ = ‖xj‖ e

ϕM (R1, ..., Rn) (λ1, ..., λn) = ϕM (λ1x1, ..., λnxn) = λ1 · · ·λn (ϕM) (x1, ..., xn) .

Então,

ϕM (R1, ..., Rn) = (ϕM) (x1, ..., xn) idKn , (2.2)
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e portanto

|(ϕM) (x1, ..., xn)| = |(ϕM) (x1, ..., xn)| ‖idKn‖M

= ‖(ϕM) (x1, ..., xn) idKn‖M

= ‖ϕM (R1, ..., Rn)‖M

≤ ‖ϕ‖ ‖M‖M ‖R1‖ · · · ‖Rn‖ .

Pelo Teorema de Hahn-Banach,

‖M (x1, ..., xn)‖ = sup
‖ϕ‖≤1

|(ϕM) (x1, ..., xn)|

≤ sup
‖ϕ‖≤1

‖ϕ‖ ‖M‖M ‖R1‖ · · · ‖Rn‖

= ‖M‖M ‖x1‖ · · · ‖xn‖ ,

donde ‖M‖ ≤ ‖M‖M .

Apresentaremos a noção de ideais de polinômios como adaptação natural do con-

ceito de ideais de aplicações multilineares. Em princípio, vejamos a de�nição de po-

linômio de tipo �nito.

O subespaço de P (nE;F ) gerado pelas aplicações P (x) = ϕ (x)n b, com ϕ ∈ E ′

e b ∈ F , é denotado por Pf (nE;F ) e seus elementos são chamados de polinômios

n-homogêneos de tipo �nito. Denotamos por PA (nE;F ) o fecho de Pf (nE;F ) em

P (nE;F ) , e os elementos de PA (nE;F ) são chamados de polinômios aproximáveis.

De�nição 2.1.10 Um ideal de polinômios homogêneos, ou simplesmente um ideal de

polinômios, é uma subclasse U da classe de todos os polinômios homogêneos contínuos

entre espaços de Banach tal que para todo n ∈ N e quaisquer espaços de Banach E e

F , as componentes U (nE;F ) := P (nE;F ) ∩ U satisfazem:

i) U (nE;F ) é um subespaço vetorial de P (nE;F ) que contém os polinô-

mios n-homogêneos de tipo �nito;

ii) A propriedade de ideal: se u ∈ L (G;E), P ∈ U (nE;F ) e t ∈ L (F ;H) ,

então tPu ∈ U (nG;H) .

Se n ∈ N for �xado, a classe

Un :=
⋃

E,F Banach

U (nE;F )

é chamada de ideal de polinômios n-homogêneos.
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De�nição 2.1.11 Um ideal normado de polinômios (U , ‖·‖U) é um ideal de polinômios

U munido da função ‖·‖U : U −→ [0,∞) , tal que:

i) ‖·‖U restrita a U (nE;F ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach

E e F e todo n ∈ N;

ii) ‖idnK‖U = 1, onde idnK : K −→ K é dada por idnK (x) = xn;

iii) Se u ∈ L (G,E) , P ∈ U (nE;F ), e t ∈ L (F ;H) , então ‖tPu‖U ≤
‖t‖ ‖P‖U ‖u‖

n .

Se as componentes U (nE;F ) são completas com respeito a ‖·‖U , dizemos que U

é ideal de Banach de polinômios. De modo análogo se procede para Un.

As de�nições e resultados a seguir mostram que sempre é possível obter um ideal

de polinômios a partir de um multi-ideal. Doravante, denotaremos a classe de todos os

polinômios n-homogêneos e contínuos entre espaços de Banach por Pn.

De�nição 2.1.12 SejaM um ideal normado de aplicações multilineares. A classe

PM =
{
P ∈ Pn; P̆ ∈M, n ∈ N

}
,

com ‖P‖PM :=
∥∥∥P̆∥∥∥

M
, é chamada ideal de polinômios gerado pelo idealM.

Proposição 2.1.13 Seja M um ideal de Banach de aplicações multilineares. Então

PM é um ideal de Banach de polinômios.

Demonstração. Sejam E,F espaços de Banach, P1, P2 ∈ PM (nE;F ) e k ∈ K. Então

P̆1, P̆2 ∈ M (nE;F ). ComoM (nE;F ) é um ideal, segue que P̆1 + kP̆2 ∈ M (nE;F ).

Assim,

(P1 + kP2)
∨ = P̆1 + kP̆2 ∈M (nE;F ) ,

e portanto

P1 + kP2 ∈ PM (nE;F ) .

Se P é um polinômio n-homogêneo de tipo �nito, segue diretamente da Fórmula

de Polarização que P̆ é de tipo �nito e portanto P ∈ PM (nE;F ) .

Sejam u ∈ L (G,E), P ∈ PM (nE;F ) e t ∈ L (F ;H). Como

tP̆ (u, ..., u) (x, ..., x) = tP̆ (u (x) , ..., u (x)) = tPu (x) = (tPu)∨ (x, ..., x) ,
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segue que

(tPu)∨ = tP̆ (u, ..., u) ∈M (nE;F ) , (2.3)

e portanto vale a propriedade de ideal, isto é, tPu ∈ PM (nG;H).

Não é difícil mostrar que ‖·‖PM restrita a PM (nE;F ) é uma norma.

Para o cálculo da norma do operador idnK, note que (idnK)∨ = idKn . Assim

‖idnK‖PM = ‖idKn‖M = 1.

Sejam t ∈ L (F ;H), P ∈ PM (nE;F ) e u ∈ L (G,E). De (2.3), segue que

‖tPu‖PM =
∥∥∥tP̆ (u, ..., u)

∥∥∥
M
≤ ‖t‖

∥∥∥P̆∥∥∥
M
‖u‖n = ‖t‖ ‖P‖PM ‖u‖

n .

ComoM é um ideal de Banach e como ∨ : PM (nE;F ) −→M (nE;F ) : P −→ P̆

é uma isometria linear sobre a imagem, para provar que PM (nE;F ) é um espaço de

Banach basta mostrar que ∨ (PM (nE;F )) é fechado em M (nE;F ) . Mas isso não é

difícil de veri�car. De fato, se

lim
k→∞

∨ (Pk) = A ∈M (nE;F )

na norma deM, então
∥∥∥P̆k − A∥∥∥

M
→ 0, e como ‖·‖ ≤ ‖·‖M, segue que

∥∥∥P̆k − A∥∥∥→ 0.

Sabendo que Ls (nE;F ) é fechado em L (nE;F ), segue que A ∈ Ls (nE;F ) e portanto

Â ∈ PM (nE;F ), pois
(
Â
)∨

= A ∈M (nE;F ) . Assim, A = ∨
(
Â
)
∈ ∨ (PM (nE;F ))

e segue que ∨ (PM (nE;F )) é fechada. Portanto PM é um ideal de Banach de polinô-

mios.

2.2 Ideal de operadores lineares Cohen fortemente so-

mantes

Vamos denotar por Dp a subclasse da classe de todos os operadores lineares entre

espaços de Banach que são Cohen fortemente p-somantes.

Nesta seção, por razões de completude do trabalho, vamos mostrar que (Dp, dp)

é um ideal de Banach de operadores lineares. Este resultado é conhecido embora não

esteja tão presente na literatura.

Apenas uma pequena observação é necessária antes de mostrarmos os principais

resultados da seção.
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Observação 2.2.1 Se 0 6= T ∈ L(E;F ) e ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m , então

||(ϕiT )mi=1||w,p∗ = sup
y∈BE

||(ϕi(T (y)))mi=1||p∗

= ||T || sup
y∈BE

∥∥∥∥(ϕi(T (y)

||T ||

))m
i=1

∥∥∥∥
p∗

≤ ||T || sup
h∈BF

||(ϕi(h))mi=1||p∗

= ||T || ||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

onde, na primeira e na última igualdade, usamos a Proposição A.4 do Apêndice A.

Proposição 2.2.2 Se 1 < p ≤ ∞, então (Dp, dp) é um ideal normado de operadores

lineares.

Demonstração. Já sabemos que as componentes Dp(E;F ) são espaços vetoriais nor-

mados (com a norma dp(·)) quaisquer que sejam os espaços de Banach E e F (Pro-

posição 1.1.6). Vamos mostrar que toda componente Dp(E;F ) contém os operadores

de posto �nito, isto é, Lf (E;F ) ⊂ Dp(E;F ), para todos os espaços de Banach E e F .

Nesta direção, vamos veri�car que

T : E → F : T (x) = ψ(x)y, com ψ ∈ E ′ e y ∈ F,

pertence a Dp(E;F ). De fato, para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m , segue

que

m∑
i=1

|ϕi(T (xi))| =
m∑
i=1

|ϕi(ψ(xi)y)| =
m∑
i=1

|ψ(xi)ϕi(y)|

≤ ||ψ||
m∑
i=1

||xi|||ϕi(y)|

≤ ||ψ||

(
m∑
i=1

||xi||p
)1/p( m∑

i=1

|ϕi(y)|p∗
)1/p∗

= ||ψ|| ||y|| ||(xi)mi=1||p

(
m∑
i=1

|ϕi(y)|p∗

||y||p∗

)1/p∗

≤ ||ψ|| ||y|| ||(xi)mi=1||p sup
w∈BF

(
m∑
i=1

|ϕi(w)|p∗
)1/p∗

= C ||(xi)mi=1||p ||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,
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e então T ∈ Dp(E;F ).

Propriedade de ideal: Sejam A1 ∈ L(E0;E), T ∈ Dp(E;F ) e A2 ∈ L(F ;F0).

Para todos m ∈ N, xi ∈ E0, ϕi ∈ F
′
0, i = 1, ...,m, usando a Observação 2.2.1,

m∑
i=1

|ϕi((A2TA1)(xi))| =
m∑
i=1

|(ϕiA2)(T (A1(xi))|

≤ dp(T )||(A1xi)
m
i=1||p ||(ϕiA2)

m
i=1||w,p∗

≤ dp(T )||A1|| ||(xi)mi=1||p ||A2|| ||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||A2|| dp(T ) ||A1|| ||(xi)mi=1||p ||(ϕi)mi=1||w,p∗ (2.4)

= C ||(xi)mi=1||p ||(ϕi)mi=1||w,p∗

e, portanto, A2TA1 ∈ Dp(E0;F0). Note também que, por (2.4),

dp(A2TA1) ≤ ||A2|| dp(T ) ||A1|| .

Por último, vamos mostrar que dp(idK) = 1. Como idK é de posto �nito (logo,

Cohen fortemente p-somante) e lwq (K) é isometricamente isomorfo a lq(K) (Apêndice

A, Proposição A.2), tomando m = 1 em (1.3), segue que

|ϕ(idK(x))| = |ϕ(x)| ≤ ||x||||ϕ|| = ||(x, 0, 0, ...)||p ||(ϕ, 0, 0, ...)||w,p∗ ,

o que nos diz que dp(idK) ≤ 1. Além disso, para todos x, ϕ ∈ K , com ||ϕ|| = 1,

||x|| = ||(x, 0, 0, ...)||C,p = ||(idK(x), 0, 0, ...)||C,p ≤ dp(idK) ||x|| ||ϕ||,

o que implica em 1 ≤ dp(idK). Logo dp(idK) = 1.

Proposição 2.2.3 Se 1 < p ≤ ∞, então (Dp, dp) é um ideal de Banach de operadores

lineares.

Demonstração. Seja (Tn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em (Dp(E;F ), dp). Como

|| · || ≤ dp(·) (Proposição 2.1.3), segue que (Tn)∞n=1 é de Cauchy em L(E;F ) e, portanto,

lim
n→∞

Tn = T ∈ L(E;F ). (2.5)

Devemos agora mostrar que T ∈ Dp(E;F ).

Como cada Tn é Cohen fortemente p-somante, T̂n : lp(E) → lp〈F 〉 está bem

de�nido para todo n. Além disso,
∥∥∥T̂n∥∥∥ = dp(Tn) , donde (T̂n)∞n=1 é de Cauchy em

L(lp(E); lp〈F 〉) e portanto limn→∞ T̂n = A ∈ L(lp(E); lp〈F 〉).
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De�na, para todo (xj)
∞
j=1 ∈ lp(E),

(yj)
∞
j=1 := A((xj)

∞
j=1) ∈ lp〈F 〉.

Com isso, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

||Tn(xj)− yj|| ≤ ||(Tn(xj))
∞
j=1 − (yj)

∞
j=1||C,p

=
∥∥∥T̂n((xj)

∞
j=1)− A((xj)

∞
j=1)

∥∥∥
C,p

< ε||(xj)∞j=1||p ,

para todo n > n0, isto é, limn→∞ Tn(xj) = yj, para todo j ∈ N. Disto e de (2.5), segue

que T (xj) = yj, para todo j ∈ N, donde

(T (xn))∞n=1 = (yn)∞n=1 ∈ lp〈F 〉, para toda (xn)∞n=1 ∈ lp(E),

e portanto T̂ : lp(E)→ lp〈F 〉 está bem de�nido.

2.3 Ideal de operadores multilineares e polinômios

Cohen fortemente somantes

Vamos denotar por LCoh,p a subclasse da classe de todos os operadores multilinea-

res entre espaços de Banach que são Cohen fortemente p-somantes. Se n ∈ N for �xado,

LnCoh,p denotará a classe de todos os operadores n-lineares entre espaços de Banach que

são Cohen fortemente p-somantes. Nesta seção vamos mostrar que (LCoh,p, || · ||Coh,p)

é um ideal de Banach de operadores multilineares. Primeiro, veri�quemos que todo

operador multilinear de tipo �nito é Cohen fortemente p-somante.

Proposição 2.3.1 Se 1 < p ≤ ∞, n ∈ N e T ∈ L (E1, ..., En;F ) é de tipo �nito, então

T é Cohen fortemente p-somante.

Demonstração. Para todo n ∈ N, devemos mostrar que a aplicação

An : E1 × · · · × En → F : An (x1, ..., xn) = ψ1 (x1) · · ·ψn (xn) b ,
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com ψk ∈ E ′k, k = 1, ..., n e b ∈ F, é Cohen fortemente p-somante. Assim, para todos

m ∈ N, x(r)i ∈ Er, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m, r = 1, ..., n, segue que

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (An (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣ψ1

(
x
(1)
i

)
· · ·ψn

(
x
(n)
i

)
ϕi(b)

∣∣∣
≤ ||ψ1|| · · · ||ψn||

m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥ · · · ∥∥∥x(n)i

∥∥∥ |ϕi(b)|
≤ ||ψ1|| · · · ||ψn||

 n∏
r=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(r)i ∥∥∥np
)1/np

( m∑
i=1

|ϕi(b)|p
∗

)1/p∗

= ||ψ1|| · · · ||ψn|| ||b||

 n∏
r=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(r)i ∥∥∥np
)1/np

( m∑
i=1

|ϕi(b)|p
∗

||b||p∗

)1/p∗

≤ ||ψ1|| · · · ||ψn|| ||b||

 n∏
r=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(r)i ∥∥∥np
)1/np

 sup
w∈BF

(
m∑
i=1

|ϕi(w)|p∗
)1/p∗

= C

 n∏
r=1

(
m∑
i=1

∥∥∥x(r)i ∥∥∥np
)1/np

 ||(ϕi)mi=1||w,p∗ .

Portanto An é Cohen fortemente p-somante para todo n.

Os seguinte lema é consequência imediata do fato de (LCoh,p, || · ||Coh,p) ser ideal

mas, por uma necessidade imediata, vamos adiantar sua apresentação.

Lema 2.3.2 Se n ∈ N e T ∈ L(E1, ..., En;F ) é Cohen fortemente p-somante, então

||T || ≤ ||T ||Coh,p .

Demonstração. Tomando m = 1 em (1.11), segue que

|ϕ(T (x1, ..., xn))| ≤ ||T ||Coh,p ||(x1, 0, 0, ...)||np · · · ||(xn, 0, 0, ...)||np ||(ϕ, 0, 0, ...)||w,p∗ ,

e portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach, ||T || ≤ ||T ||Coh,p.

Teorema 2.3.3 Se 1 < p ≤ ∞ e n ∈ N, então
(
LnCoh,p, || · ||Coh,p

)
é um ideal normado

de operadores n-lineares.

Demonstração. Já sabemos que as componentes LCoh,p(E1, ..., En;F ) são espaços

vetoriais normados (com a norma || · ||Coh,p) quaisquer que sejam n ∈ N, os espaços de
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Banach Ej e F , j = 1, ...n, (Proposição 1.2.3), e contêm os operadores de tipo �nito

(Proposição 2.3.1).

Vejamos a validade da propriedade de ideal. Sejam Ar ∈ L(Hr;Er), r = 1, ..., n,

T ∈ LCoh,p(E1, ..., En;F ) e A ∈ L(F ;F0). Para todo m ∈ N e todos x(r)i ∈ Hr, ϕi ∈ F
′
0,

r = 1, ..., n, i = 1, ...,m, usando a Observação 2.2.1, temos

m∑
i=1

∣∣∣ϕi((AT (A1, ..., An))
(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

)∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣(ϕiA)
(
T
(
A1

(
x
(1)
i

)
, ..., An

(
x
(n)
i

)))∣∣∣
≤ ||T ||Coh,p

∥∥∥(A1x
(1)
i )mi=1

∥∥∥
np
...
∥∥∥(Anx

(n)
i )mi=1

∥∥∥
np
||(ϕiA)mi=1||w,p∗

≤ ||T ||Coh,p||A1||...||An||
∥∥∥(x

(1)
i )mi=1

∥∥∥
np
· · ·
∥∥∥(x

(n)
i )mi=1

∥∥∥
np
||A|| ||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||A|| ||T ||Coh,p ||A1||...||An||
∥∥∥(x

(1)
i )mi=1

∥∥∥
np
· · ·
∥∥∥(x

(n)
i )mi=1

∥∥∥
np
||(ϕi)mi=1||w,p∗ (2.6)

= C
∥∥∥(x

(1)
i )mi=1

∥∥∥
np
· · ·
∥∥∥(x

(n)
i )mi=1

∥∥∥
np
||(ϕi)mi=1||w,p∗

e, portanto, AT (A1, ..., An) ∈ LCoh,p(H1, ..., Hn;F0). Note também que, por (2.6),

||AT (A1, ..., An)||Coh,p ≤ ||A|| ||T ||Coh,p ||A1||...||An|| .

Por último, vamos mostrar que ||idKn||Coh,p = 1, para todo n ∈ N. Como idKn é

de tipo �nito (logo, Cohen fortemente p-somante), pelo Lema 2.3.2,

1 = ||idKn|| ≤ ||idKn||Coh,p .

Por outro lado, como ||ϕ||w,p∗ = ||ϕ||p∗ em K, segue que

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (idKn

(
x
(1)
i , ..., x

(n)
i

))∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (x(1)i · · ·x(n)i

)∣∣∣
≤

m∑
i=1

||ϕi||
∥∥∥x(1)i ∥∥∥ ...∥∥∥x(n)i

∥∥∥
≤

(
m∑
i=1

||ϕi||p
∗

)1/p∗ ( m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥np
)1/np

· · ·

(
m∑
i=1

∥∥∥x(n)i

∥∥∥np)1/np

=
∥∥∥(x

(1)
i )mi=1

∥∥∥
np
· · ·
∥∥∥(x

(n)
i )mi=1

∥∥∥
np
||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,
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para todo m ∈ N e todos x(r)i , ϕi ∈ K, r = 1, ..., n, i = 1, ...,m, o que implica em

||idKn||Coh,p ≤ 1. Assim, ||idKn||Coh,p = 1.

Proposição 2.3.4 Se 1 < p ≤ ∞ e n ∈ N, então
(
LnCoh,p, || · ||Coh,p

)
é um ideal de

Banach de operadores n-lineares.

Demonstração. Seja (Tk)
∞
k=1 em (LCoh,p(E1, ..., En;F ), || · ||Coh,p) uma sequência de

Cauchy. Como, pelo Lema 2.3.2, || · || ≤ || · ||Coh,p, segue que (Tk)
∞
k=1 é de Cauchy em

L(E1, ..., En;F ) e, portanto,

lim
k→∞

Tk = T ∈ L(E1, ..., En;F ). (2.7)

Mostraremos que T ∈ LCoh,p(E1, ..., En;F ). Como cada Tk é Cohen fortemente

p-somante, T̂k está bem de�nido para todo k. Além disso,
∥∥∥T̂k∥∥∥ = ||Tk||Coh,p , logo

(T̂k)
∞
k=1 é de Cauchy em L(lnp(E1), ..., lnp(En); lp〈F 〉) e portanto limk→∞ T̂k = A ∈

L(lnp(E1), ..., lnp(En); lp〈F 〉).

De�nindo

(yj)
∞
j=1 :=

(
A
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∞
j=1
∈ lp〈F 〉,

para

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

)
∈ lnp(E1)× ...× lnp(En), segue que dado ε > 0 existe

k0 ∈ N tal que∥∥∥Tk (x(1)j , ..., x
(n)
j

)
− yj

∥∥∥
≤
∥∥∥∥(Tk (x(1)j , ..., x

(n)
j

))∞
j=1
− (yj)

∞
j=1

∥∥∥∥
C,p

=

∥∥∥∥T̂k ((x(1)j )∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

)
− A

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

)∥∥∥∥
C,p

< ε

∥∥∥∥(x(1)j )∞
j=1

∥∥∥∥
np

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)∞
j=1

∥∥∥∥
np

,

para todo k > k0, isto é, limk→∞ Tk

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)
= yj, para todo j ∈ N. Disto e de

(2.7), obtemos T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)
= yj, para todo j ∈ N, donde(

T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∞
j=1

= (yj)
∞
j=1 ∈ lp〈F 〉 ,

para todo

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(1)
j

)∞
j=1

)
∈ lnp(E1) × ... × lnp(En). Portanto o operador

T̂ : lnp(E1)× ...× lnp(En)→ lp〈F 〉 está bem de�nido e assim T ∈ LCoh,p(E1, ..., En;F ).
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Vamos denotar por PCoh,p a subclasse da classe de todos os polinômios entre

espaços de Banach que são Cohen fortemente p-somantes. Se n ∈ N for �xado, PnCoh,p
denotará a classe de todos os polinômios n-homogêneos entre espaços de Banach que

são Cohen fortemente p-somantes.

Segue imediatamente do Lema 1.2.5 e dos Teoremas 2.3.4 e 2.1.13 que PCoh,p é

um ideal de Banach de polinômios:

Proposição 2.3.5 Se 1 < p ≤ ∞ e n ∈ N, então
(
PnCoh,p, || · ||Coh,p

)
é um ideal de

Banach de polinômios n-homogêneos.
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Capítulo 3

Operadores múltiplo Cohen

fortemente somantes

Neste capítulo usamos a teoria bem sucedida dos operadores múltiplo absoluta-

mente somantes (veja p. ex. [25, 34, 36]) como protótipo para motivar nossa de�nição

de operador multilinear múltiplo Cohen fortemente p-somante. Como �cará claro mais

adiante, esta nova abordagem é adequada do ponto de vista da teoria de ideais de

operadores multilineares e de polinômios bem como sob o ponto de vista de tipos de

holomor�a.

Esses nossos resultados já se encontram publicados na Revista Linear and Multi-

linear Algebra sob o título �Cohen and multiple Cohen strongly summing multilinear

operators� [13].

3.1 Operadores multilineares múltiplo Cohen forte-

mente somantes

Como temos procedido até agora em todo o texto, exibiremos a de�nição de

operador multilinear múltiplo Cohen fortemente p-somante em termos de sequências e,

em seguida, caracterizações por desigualdades.

De�nição 3.1.1 Sejam 1 < p ≤ ∞ e Ei, F espaços de Banach, i = 1, ..., n, com
1
p

+ 1
p∗

= 1. Um operador T ∈ L(E1, ..., En;F ) e dito múltiplo Cohen fortemente



p-somante se (
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))
j1,...,jn∈N

∈ lp〈F 〉 ,

para quaisquer
(
x
(i)
j

)∞
j=1
∈ lp(Ei), i = 1, ..., n.

Não é difícil mostrar que a classe de todas as aplicações multilineares múltiplo

Cohen fortemente p-somantes de E1×· · ·×En em F é um subespaço de L(E1, ..., En;F ).

Essa classe será denotada por LmCoh,p(E1, ..., En;F ).

Proposição 3.1.2 Para T ∈ L(E1, ..., En;F ) e 1
p

+ 1
p∗

= 1, as seguintes a�rmações

são equivalentes:

i) T é múltiplo Cohen fortemente p-somante;

ii) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣
≤ C

(
∞∑
j=1

∥∥∥x(1)j ∥∥∥p
)1/p

· · ·

(
∞∑
j=1

∥∥∥x(n)j

∥∥∥p)1/p ∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,p∗

,

para quaisquer (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwp∗(F
′
) e

(
x
(i)
j

)∞
j=1
∈ lp(Ei), i =

1, ..., n.

iii) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣ (3.1)

≤ C

(
m∑
j=1

∥∥∥x(1)j ∥∥∥p
)1/p

· · ·

(
m∑
j=1

∥∥∥x(n)j

∥∥∥p)1/p ∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,p∗

,

para todos m ∈ N, ϕj1,...,jn ∈ F
′
e x

(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n, ji =

1, ...,m, j = 1, ...,m.

Além disso, o ín�mo das constantes C que satisfazem (3.1), denotado ||T ||mCoh,p ,

de�ne uma norma em LmCoh,p(E1, ..., En;F ).

Demonstração. (i)⇒ (ii) Se T é múltiplo Cohen fortemente p-somante, o operador

T̃ : lwp∗(F
′
)× lp(E1)× · · · × lp(En) −→ l1
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dado por(
(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N,

(
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

)
7−→

(
ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)))
j1,...,jn∈N

está bem de�nido e é (n+ 1)-linear.

Seja (xk)
∞
k=1 ∈ lwp∗(F

′
)× lp(E1)× · · · × lp(En) com xk → x ∈ lwp∗(F

′
)× lp(E1)× · · · × lp(En)

T̃ (xk)→ (zj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ l1 .
. (3.2)

Escrevendo 
xk =

(
(ϕkj1,...,jn)j1,...,jn∈N,

(
x
(1)
k,j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
k,jn

)∞
jn=1

)
x =

(
(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N,

(
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

) , (3.3)

segue que

(zj1,...,jn)j1,...,jn∈N = lim
k→∞

T̃ (xk)

= lim
k→∞

(
ϕkj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
k,j1
, ..., x

(n)
k,jn

)))
j1,...,jn∈N

.

Precisamos mostrar que

T̃ (x) = (zj1,...,jn)j1,...,jn∈N.

Mas

T̃ (x) = T̃

((
(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N,

(
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

))
=
(
ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)))
j1,...,jn∈N

,

de forma que precisamos mostrar que

ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))
= zj1,...,jn (3.4)

para todos j1, ..., jn ∈ N. Temos

lim
k→∞

ϕkj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
k,j1
, ..., x

(n)
k,jn

))
= zj1,...,jn (3.5)

e, por outro lado, de (3.2) e (3.3) segue que

x
(i)
k,j → x

(i)
j em Ei e ϕkj1,...,jn → ϕj1,...,jn em F

′
, (3.6)
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para quaisquer j ∈ N, i = 1, ..., n e j1, ..., jn ∈ N. Como T é contínuo, segue de (3.6)

que

lim
k→∞

ϕkj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
k,j1
, ..., x

(n)
k,jn

))
= ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))
, (3.7)

para todos j1, ..., jn ∈ N. Assim, de (3.7) e (3.5) obtemos (3.4). Logo, T possui grá�co

fechado e portanto é contínuo. Por conseguinte,

∞∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣
=

∥∥∥∥ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))
j1,...,jn∈N

∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥T̃ ((ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N,
(
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

)∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥T̃∥∥∥∥∥∥∥(x(1)j )∞

j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)∞
j=1

∥∥∥∥
p

∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,p∗

.

(ii)⇒ (i) e (ii)⇒ (iii) são imediatas.

(iii) ⇒ (ii) Sejam (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwp∗(F
′
) e

(
x
(i)
j

)∞
j=1
∈ lp(Ei), i = 1, ..., n.

Então,

∞∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣
= sup

m

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣)

≤ sup
m

(
C

∥∥∥∥(x(1)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)m
j=1

∥∥∥∥
p

∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,p∗

)

= C

∥∥∥∥(x(1)j )∞
j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)∞
j=1

∥∥∥∥
p

∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,p∗

.

O resultado seguinte demonstra que a de�nição de operador múltiplo Cohen for-

temente p-somante generaliza o conceito de operador Cohen fortemente p-somante.

Proposição 3.1.3 Todo operador multilinear Cohen fortemente p-somante é múltiplo

Cohen fortemente p-somante e

|| · ||mCoh,p ≤ || · ||Coh,p .

Demonstração. Pelo Teorema 1.3.3, T ∈ LCoh,p(E1, ..., En;F ) se, e somente se, exis-

tem uma constante positiva C e uma medida de probabilidade de Borel µ em BF ′′ tais
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que

|ϕ(T (x1, ..., xn))| ≤ C||x1|| ... ||xn||

(∫
B

F
′′

|ψ(ϕ)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

,

para todos xj ∈ Ej, ϕ ∈ F
′
, j = 1, ..., n . Assim, dado m ∈ N,

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣ ≤ C
∥∥∥x(1)j1 ∥∥∥ ...

∥∥∥x(n)jn

∥∥∥(∫
B

F
′′

|ψ(ϕj1,...,jn)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

,

para todos ϕj1,...,jn ∈ F
′
e x(i)j ∈ Ei, i = 1, ..., n, 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m. Então,

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn

))∣∣∣
≤ C

m∑
j1,...,jn=1

∥∥∥x(1)j1 ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)jn

∥∥∥(∫
B

F
′′

|ψ(ϕj1,...,jn)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗


≤ C

(
m∑

j1,...,jn=1

(∥∥∥x(1)j1 ∥∥∥ ...
∥∥∥x(n)jn

∥∥∥)p)1/p( m∑
j1,...,jn=1

∫
B

F
′′

|ψ(ϕj1,...,jn)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

= C

(
m∑
j=1

∥∥∥x(1)j ∥∥∥p
)1/p

· · ·

(
m∑
j=1

∥∥∥x(n)j

∥∥∥p)1/p(∫
B

F
′′

m∑
j1,...,jn=1

|ψ(ϕj1,...,jn)|p∗dµ(ψ)

)1/p∗

≤ C

∥∥∥∥(x(1)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)m
j=1

∥∥∥∥
p

(
sup

ψ∈B
F
′′

m∑
j1,...,jn=1

|ψ(ϕj1,...,jn)|p∗
)1/p∗

= C

∥∥∥∥(x(1)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)m
j=1

∥∥∥∥
p

∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,p∗

,

e portanto T ∈ LmCoh,p(E1, ..., En;F ).

3.2 Ideais de operadores e de polinômios múltiplo

Cohen fortemente somantes

Vamos denotar por LmCoh,p a subclasse da classe de todos os operadores multi-

lineares entre espaços de Banach que são múltiplo Cohen fortemente p-somantes. Se

n ∈ N for �xado, LnmCoh,p denotará a classe de todos os operadores n-lineares entre

espaços de Banach que são múltiplo Cohen fortemente p-somantes.

Vamos, nesta seção, mostrar que (LmCoh,p , || · ||mCoh,p) é um ideal de Banach de

operadores multilineares. Nesta direção, a Proposição 3.1.3 mostra que as componentes

LmCoh,p(E1, ..., En;F ) contém os operadores de tipo �nito e, além disso, a Proposição
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3.1.2 garante que essas componentes são espaços normados. A observação seguinte nos

levará ao fato de que ||idKn||mCoh,p = 1.

Observação 3.2.1 Se T é múltiplo Cohen fortemente p-somante, então ||T || ≤ ||T ||mCoh,p.
De fato, tomando m = 1 em (3.1), temos

|ϕ(T (x1, ..., xn))| ≤ ||T ||mCoh,p||(x1, 0, ...)||p · · · ||(xn, 0, ...)||p||(ϕ, 0, ...)||w,p∗ ,

e assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que ||T || ≤ ||T ||mCoh,p.

Como ||idKn|| = 1, a Observação 3.2.1 nos dá a desigualdade 1 ≤ ||idKn||mCoh,p.

Além disso, como LCoh,p é um ideal, ||idKn||Coh,p = 1 e a Proposição 3.1.3 nos dá a

desigualdade ||idKn||mCoh,p ≤ 1.

Resta-nos mostrar a propriedade de ideal e a completude.

Teorema 3.2.2 Seja n ∈ N. Então LnmCoh,p, munido com a norma || · ||mCoh,p, é ideal

de Banach de operadores n-lineares.

Demonstração. Sejam Ai ∈ L(Hi;Ei), i = 1, ..., n , T ∈ LmCoh,p(E1, ..., En;F ) e

A ∈ L(F ;G). Para todo m ∈ N, se ϕj1,...,jn ∈ G
′
e x(i)j ∈ Hi, i = 1, ..., n, ji =

1, ...,m, j = 1, ...,m, então, temos
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (AT (A1, ..., An)
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
=

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣(ϕj1,...,jnA)
(
T
(
A1

(
x
(1)
j1

)
, ..., An

(
x
(n)
jn

)))∣∣∣
≤ ||T ||mCoh,p

(
n∏
i=1

∥∥∥∥(Ai (x(i)j ))m
j=1

∥∥∥∥
p

)
||(ϕj1,...,jnA)mj1,...,jn=1||w,p∗

≤ ||A|| ||T ||mCoh,p ||A1|| · · · ||An||

(
n∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

)
||(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1||w,p∗ .

Portanto, AT (A1, ..., An) ∈ LmCoh,p(H1, ..., Hn;G) e

||AT (A1, ..., An)||mCoh,p ≤ ||A|| ||T ||mCoh,p ||A1|| · · · ||An|| .

A completude é demonstrada de maneira análoga à feita para o caso do ideal dos

operadores multilineares Cohen fortemente p-somantes (Teorema 2.3.4).

A noção de polinômios múltiplo Cohen fortemente p-somantes será introduzida

por meio da Proposição 2.1.13.
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De�nição 3.2.3 A classe dos polinômios n-homogêneos múltiplo Cohen fortemente

p-somantes será dada por

PnmCoh,p :=
{
P ∈ Pn; P̌ ∈ LnmCoh,p

}
.

Além disso, com a norma dada por

||P ||PmCoh,p
= ||P̌ ||mCoh,p ,

obtemos um ideal (de Banach) de polinômios gerado pelo ideal LmCoh,p, como garante

a proposição 2.1.13.

3.3 Tipos de holomor�a e ideais múltiplo Cohen for-

temente somantes

Nesta seção, usamos o artigo [8] de G. Botelho et. al., que estabelece condições

para que um ideal de polinômios gerados por um ideal de operadores multilineares seja

um tipo de holomor�a global.

3.3.1 Tipos de holomor�a global e ideais de polinômios

Dados P ∈ P(nE;F ), k ≤ n e a ∈ E, de�nimos o polinômio d̂kP (a) ∈ P(kE;F )

por

d̂kP (a)(x) =
k!

(n− k)!
P̆ (a, (n−k). . . , a, x, (k)..., x) .

Diremos que um operador (n+ 1)-linear e contínuo T é simétrico nas n primeiras

variáveis se

T (a1, ..., an, b) = T
(
aσ(1), ..., aσ(n), b

)
,

para toda permutação σ do conjunto {1, ..., n} e todos a1, ..., an ∈ E e b ∈ G.

A prova do resultado principal desta subseção será omitida. Ela pode ser encon-

trada em [8]. A seguinte de�nição é essencialmente a mesma que a dada por Nachbin

[28]:

De�nição 3.3.1 (Botelho et. al., [8]) Um tipo de holomor�a global é uma classe

PH de polinômios homogêneos contínuos entre espaços de Banach tal que, para todos

n ∈ N e espaços de Banach E e F , as componentes PH(nE;F ) := P(nE;F ) ∩ PH
satisfazem:
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i) PH(nE;F ) é um subespaço vetorial de P(nE;F ) munido com uma norma

denotada por P 7→ ||P ||H ;

ii) PH(0E;F ) = F como espaço vetorial normado para todos E e F ;

iii) Existe uma constante σ ≥ 1 tal que para todos n ∈ N, k ≤ n, a ∈ E e

quaisquer espaços de Banach E e F , com P ∈ PH(nE;F ),

d̂kP (a) ∈ PH(kE;F ) e

∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
H

≤ σn||P ||H ||a||n−k .

Para a próxima de�nição, usamos a notação (nE,G;F ) em vez de (E,
(n)
· · ·, E,G;F ).

De�nição 3.3.2 (Botelho et. al., [8]) Seja J uma classe de aplicações multilinea-

res contínuas entre espaços de Banach tal que para todos n ∈ N e espaços de E1, ..., En

e F , a componente J (E1, ..., En;F ) := L(E1, ..., En;F )∩J é um subespaço vetorial de

L(E1, ..., En;F ) equipado com a norma denotada por || · ||J . Dizemos que J possui

a propriedade (B) se existe C ≥ 1 tal que, para todos n ∈ N, quaisquer espaços de

Banach E e F e todo A ∈ J (nE,K;F ) simétrico nas primeiras n variáveis, ocorre

A1 ∈ J (nE;F ) e ||A1||J ≤ C||A||J ,

onde A1 : En → F é de�nido por A1(x1, ..., xn) := A(x1, ..., xn, 1).

Teorema 3.3.3 (Botelho et. al., [8]) Se um multi-ideal de BanachM possui a pro-

priedade (B) com constante C, então o ideal de Banach PM de polinômios gerado por

M é um tipo de holomor�a global com constante σ = 2C.

3.3.2 PmCoh,p é um tipo de holomor�a global.

Vamos demonstrar que o ideal LmCoh,p dos operadores multilineares Cohen forte-

mente p-somantes possui a propriedade (B) e, portanto, a classe PmCoh,p dos polinômios

múltiplo Cohen fortemente p-somantes é um tipo de holomor�a global.

Teorema 3.3.4 O multi-ideal de Banach LmCoh,p possui a propriedade (B) com cons-

tante C = 1. Portanto, o ideal PmCoh,p dos polinômios múltiplo Cohen fortemente

p-somantes é um tipo de holomor�a global com constante σ = 2.

44



Demonstração. Sejam n ∈ N, E e F espaços de Banach e T ∈ LmCoh,p(nE,K;F ).

Para todo inteiro positivo m, de�nimos

ϕj1,...,jn,jn+1 =

 ϕj1,...,jn , se jn+1 = 1

0, se jn+1 = 2, ...,m ,
e yjn+1 =

 1, se jn+1 = 1

0, se jn+1 = 2, ...,m ,
(3.8)

com j1, ..., jn, jn+1 = 1, ...,m. Assim, para todos ϕj1,...,jn ∈ F
′
e x

(i)
j ∈ Ei, i =

1, ..., n, ji = 1, ...,m, j = 1, ...,m, temos

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T1
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
=

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn
, 1
))∣∣∣

(3.8)
=

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
, yjn+1

))∣∣∣
≤ ||T ||mCoh,p

∥∥∥(yj)
m
j=1

∥∥∥
p

n∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗

= ||T ||mCoh,p
n∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn=1||w,p∗ ,

de modo que T1 ∈ LmCoh,p(nE;F ) e ||T1||mCoh,p ≤ ||T ||mCoh,p. Portanto, LmCoh,p
possui a propriedade (B) com constante C = 1 e, pelo Teorema 3.3.3, é um tipo de

holomor�a global com constante σ = 2.
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Capítulo 4

Coerência e compatibilidade de ideais

Cohen fortemente somantes

Neste capítulo mostramos que os ideais de polinômios e ideais de aplicações mul-

tilineares Cohen fortemente p-somantes e múltiplo Cohen fortemente p-somantes são

coerentes e compatíveis como pares, segundo os critérios de�nidos por Pellegrino e

Ribeiro [35], ao ideal dos operadores lineares da mesma classe. Esses conceitos são va-

riações de abordagens anteriores de [10, 14]. Esse fato deixa claro que as generalizações

multilinear e polinomial do ideal de operadores Cohen fortemente p-somantes lineares,

aqui apresentadas, possuem um bom comportamento, preservando uma relevante in-

terconexão com os níveis de n-linearidade e as características do ideal original.

4.1 De�nições e resultados de coerência e compatibi-

lidade

Dados T ∈ L(E1, ..., En;F ) e ak ∈ Ek, o operador Tak ∈ L(E1, ..., Ek−1, Ek+1, ..., En;F )

é de�nido �xando-se o elemento ak na k-ésima coordenada e dados ar ∈ Er, com

r = 1, ..., n e r 6= k, o operador Ta1,...,ak−1,ak+1,...,an ∈ L(Ek;F ) é de�nido por

Ta1,...,ak−1,ak+1,...,an(x) = T (a1, ..., ak−1, x, ak+1, ..., an) .

Dados P ∈ P(nE;F ), k ≤ n e a ∈ E, de�nimos o operador Pak ∈ P(n−kE;F )



por

Pak(x) := P̆ (ak, xn−k) = P̆ (a, (k)..., a, x, (n−k)... , x)

e para k = 1 denotamos simplesmente Pa.

Seja (Un,Mn)Nn=1 uma N -upla de pares, onde cada Un é um ideal normado de

polinômios n-homogêneos e cada Mn é um ideal normado de aplicações n-lineares. O

parâmetro N pode ser eventualmente in�nito.

As demonstrações dos resultados desta seção encontram-se em [40] e serão omi-

tidas.

De�nição 4.1.1 [Par de ideais compatíveis] Sejam I um ideal normado de operadores

e N ∈ (Nr {1})∪{∞}. Uma sequência (Un,Mn)Nn=1, onde U1 =M1 = I, é compatível

com I se existem constantes positivas α1, α2, α3 e α4 tais que para quaisquer espaços

de Banach E,E1, . . . , En e F , as seguintes condições são verdadeiras para todo n ∈
{2, . . . , N} :

(CP1) Se k ∈ {1, . . . , n}, T ∈ Mn (E1, . . . , En;F ) e aj ∈ Ej para todo

j ∈ {1, . . . , n}r {k}, então

Ta1,...,ak−1,ak+1,...,an ∈ I (Ek;F )

e ∥∥Ta1,...,ak−1,ak+1,...,an

∥∥
I ≤ α1 ‖T‖Mn

‖a1‖ . . . ‖ak−1‖ ‖ak+1‖ . . . ‖an‖ .

(CP2) Se P ∈ Un (nE;F ) e a ∈ E, então Pan−1 ∈ I (E;F ) e

‖Pan−1‖I ≤ α2

∥∥P̌∥∥Mn
‖a‖n−1 .

(CP3) Se u ∈ I (En;F ) e γj ∈ E ′j para todo j = 1, . . . , n− 1, então

γ1 · · · γn−1u ∈Mn (E1, . . . , En;F )

e

‖γ1 · · · γn−1u‖Mn
≤ α3 ‖γ1‖ · · · ‖γn−1‖ ‖u‖I .

(CP4) Se u ∈ I (E;F ), γ ∈ E ′, então γn−1u ∈ Un (nE;F ) e∥∥γn−1u∥∥Un ≤ α4 ‖γ‖n−1 ‖u‖I .

(CP5) P ∈ Un (nE;F ) se, e somente se, P̆ ∈Mn (nE;F ).
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De�nição 4.1.2 (Par de ideais coerentes) Sejam I um ideal normado de opera-

dores e N ∈ N∪{∞}. Uma sequência (Un,Mn)Nn=1, onde U1 =M1 = I, é coerente se

existem constantes positivas β1, β2, β3 e β4 tais que para quaisquer espaços de Banach

E,E1, ..., En+1 e F as seguintes condições são satisfeitas para n = 1, . . . , N − 1:

(CH1) Se T ∈ Mn+1 (E1, . . . , En+1;F ) e aj ∈ Ej para j = 1, . . . , n + 1,

então

Taj ∈Mn (E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En+1;F )

e ∥∥Taj∥∥Mn
≤ β1 ‖T‖Mn+1

‖aj‖ .

(CH2) Se P ∈ Un+1 (n+1E;F ) e a ∈ E, então Pa ∈ Un (nE;F ) e

‖Pa‖Un ≤ β2
∥∥P̌∥∥Mn+1

‖a‖ .

(CH3) Se T ∈Mn (E1, . . . , En;F ) e γ ∈ E ′n+1, então γT ∈Mn+1 (E1, . . . , En+1;F )

e

‖γT‖Mn+1
≤ β3 ‖T‖Mn

‖γ‖ .

(CH4) Se P ∈ Un (nE;F ) e γ ∈ E ′, então γP ∈ Un+1 (n+1E;F ) e

‖γP‖Un+1
≤ β4 ‖P‖Un ‖γ‖ .

(CH5) Para cada n = 1, . . . , N , P ∈ Un (nE;F ) se, e somente se, P̆ ∈
Mn (nE;F ).

Segundo as de�nições acima, coerência não necessariamente implica em compa-

tibilidade. Entretanto, sob restrições das constantes βi, i = 1, ..., 4, temos esta impli-

cação. É o que a�rma a seguinte proposição, cuja demonstração pode ser encontrada

em [40]:

Proposição 4.1.3 Se (Un,Mn)Nn=1 é coerente, com constantes β1 = β2 = β3 = β4 = 1,

então é compatível com o ideal U1 =M1 = I.

4.2 Sequências Cohen fortemente somantes

Vamos mostrar que a sequência (PnCoh,p ,LnCoh,p)∞n=1, composta pelos ideais de po-

linômios n-homogêneos e ideais de operadores n-lineares Cohen fortemente p-somantes,
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é coerente e compatível com o ideal dos operadores lineares Cohen fortemente p-

somantes.

Na demonstração deste resultado, por conveniência, usaremos a expressão do

Teorema 1.3.3, ítem i), como de�nição de operador Cohen fortemente p-somante.

Teorema 4.2.1 A sequência (PnCoh,p,LnCoh,p)∞n=1 é coerente e compatível com o ideal

Dp dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes.

Demonstração. Usando a Proposição 4.1.3, vamos mostrar que a sequência é coerente

com constantes βi = 1, i = 1, ..., 4.

(CH5) Já foi demonstrado no Lema 1.2.5.

(CH1) Seja a1 ∈ E1. Se T ∈ LCoh,p(E1, ..., En+1;F ), segue que, para todo inteiro

positivo m e todos x(j)i ∈ Ej, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m , j = 1, ..., n,

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (Ta1 (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (a1, x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣
≤ ||T ||Coh,p

(
m∑
i=1

||a1||p
∥∥∥x(1)i ∥∥∥p · · · ∥∥∥x(n)i

∥∥∥p)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||T ||Coh,p||a1||

(
m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥p · · · ∥∥∥x(n)i

∥∥∥p)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

donde Ta1 ∈ LCoh,p(E2, ..., En+1;F ) e ||Ta1||Coh,p ≤ ||T ||Coh,p||a1||. Procedendo de

modo análogo, observamos que

Taj ∈ LCoh,p(E1, ..., Ej−1, Ej+1, ..., En+1;F ), j = 2, ..., n

e ||Taj ||Coh,p ≤ ||T ||Coh,p||aj||.

(CH2) Seja a ∈ E. Se P ∈ PCoh,p(n+1E;F ), então, para todo m ∈ N e todos xi ∈
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E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m,

m∑
i=1

|ϕi(Pa(xi))| =
m∑
i=1

|ϕi(P̌ (a, xi, ..., xi))|

≤ ||P̌ ||Coh,p

(
m∑
i=1

||a||p||xi||np
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||P̌ ||Coh,p||a||

(
m∑
i=1

||xi||np
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

e, portanto, Pa ∈ PCoh,p(nE;F ) e ||Pa||Coh,p ≤ ||P̌ ||Coh,p||a||.

(CH3) Se T ∈ LCoh,p(E1, ..., En;F ) e γ ∈ E
′
n+1, então, para todo m ∈ N e todos

x
(j)
i ∈ Ej, ϕi ∈ F

′
, i = 1, ...,m , j = 1, ..., n+ 1,

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (γT (x(1)i , ..., x
(n)
i , x

(n+1)
i

))∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

)
γ
(
x
(n+1)
i

))∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i γ

(
x
(n+1)
i

)))∣∣∣
≤ ||T ||Coh,p

(
m∑
i=1

∥∥∥x(1)i ∥∥∥p · · · ∥∥∥x(n−1)i

∥∥∥p ∥∥∥x(n)i γ
(
x
(n+1)
i

)∥∥∥p)1/np

||(ϕi)mi=1||w,p∗

≤ ||T ||Coh,p||γ||

(
m∑
i=1

n+1∏
j=1

∥∥∥x(j)i ∥∥∥p
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

e portanto γT pertence a LCoh,p(E1, ..., En, En+1;F ) e ||γT ||Coh,p ≤ ||T ||Coh,p||γ||.

(CH4) Sejam P ∈ PCoh,p(nE;F ) e γ ∈ E
′
. Para todo inteiro positivo m e todos

xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m, temos, para K = C,

m∑
i=1

|ϕi(γP (xi))| =
m∑
i=1

|ϕi(γ(xi)P (xi))|

=
m∑
i=1

|ϕi(P ((γ(xi))
1/nxi))|

≤ ||P ||Coh,p

(
m∑
i=1

||(γ(xi))
1/nxi||np

)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

≤ ||P ||Coh,p||γ||

(
m∑
i=1

||xi||(n+1)p

)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

50



onde (γ(xi))
1/n representa a raíz n-ésima de menor argumento principal de γ(xi).

Se K = R, façamos

ai =

 1, se γ(xi) ≥ 0

−1, se γ(xi) < 0 ,

de forma que aiγ(xi) ≥ 0. Então,

m∑
i=1

|ϕi(γP (xi))| =
m∑
i=1

|γ(xi)||ϕi(P (xi))|

=
m∑
i=1

aiγ(xi)|ϕi(P (xi))|

=
m∑
i=1

|ϕi(P ((aiγ(xi))
1/nxi))|

≤ ||P ||Coh,p

(
m∑
i=1

||(aiγ(xi))
1/nxi||np

)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||P ||Coh,p

(
m∑
i=1

|| |γ(xi))|1/nxi||np
)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||P ||Coh,p||γ||

(
m∑
i=1

||xi||(n+1)p

)1/p

||(ϕi)mi=1||w,p∗ .

Portanto γP pertence a PCoh,p(n+1E;F ) e ||γP ||Coh,p ≤ ||P ||Coh,p||γ||.

Assim, pela Proposição 4.1.3, (PnCoh,p,LnCoh,p)∞n=1 é coerente e compatível com o

ideal Dp dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes

4.3 Sequências múltiplo Cohen fortemente somantes

Nesta seção mostramos que a sequência (PnmCoh,p ,LnmCoh,p)∞n=1, composta pelos

ideais de polinômios n-homogêneos e ideais de operadores n-lineares múltiplo Cohen

fortemente p-somantes, são coerentes e compatíveis (como pares) ao ideal dos ope-

radores lineares Cohen fortemente p-somantes. Buscamos mostrar com isso o bom

comportamento dessas classes, realçando a pertinência das generalizações propostas.

Teorema 4.3.1 A sequência (PnmCoh,p,LnmCoh,p)∞n=1 é coerente e compatível com o ideal

Dp dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes.
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Demonstração. Usando a Proposição 4.1.3, vamos mostrar que a sequência é coerente

com constantes βi = 1, i = 1, ..., 4.

(CH5) Segue imediatamente da De�nição 3.2.3.

(CH1) Seja an+1 ∈ En+1. Vamos mostrar que se T ∈ LmCoh,p(E1, ..., En+1;F ),

então Tan+1 ∈ LmCoh,p(E1, ..., En;F ). Para todo m ∈ N, tomando os funcionais

ϕj1,...,jn,jn+1 =

 ϕj1,...,jn , se jn+1 = 1

0, se jn+1 = 2, ...,m ,

com j1, ..., jn, jn+1 = 1, ...,m, então, para todos ϕj1,...,jn ∈ F
′
e x(i)j ∈ Ei, i = 1, ..., n, ji =

1, ...,m, j = 1, ...,m, temos

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn (Tan+1

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
=

m∑
j1,...,jn,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn,jn+1

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
, an+1

))∣∣∣
≤ ||T ||mCoh,p ||an+1||p

∥∥∥∥(x(1)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn,jn+1)
m
j1,...,jn,jn+1=1||w,p∗

= ||T ||mCoh,p ||an+1||p
∥∥∥∥(x(1)j )m

j=1

∥∥∥∥
p

· · ·
∥∥∥∥(x(n)j

)m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1||w,p∗ ,

e segue que

Tan+1 ∈ LmCoh,p(E1, ..., En;F ) e ||Tan+1||mCoh,p ≤ ||T ||mCoh,p ||an+1||.

Procedendo de modo análogo, observamos que

Taj ∈ LmCoh,p(E1, ..., Ej−1, Ej+1, ..., En+1;F ), j = 1, ..., n

e ||Taj ||mCoh,p ≤ ||T ||mCoh,p ||aj||.

(CH2) Sejam P ∈ PmCoh,p(n+1E;F ) e a ∈ E. Por (CH5), segue que P̆ ∈

LmCoh,p(n+1E;F ) e, por (CH1), temos

P̆a ∈ LmCoh,p(nE;F ) e ||P̆a||mCoh,p ≤ ||P̆ ||mCoh,p ||a||.

Assim, como (Pa)
∨ = P̆a segue, novamente por (CH5), que

Pa ∈ Un(nE;F ) e ||Pa||mCoh,p ≤ ||P ||mCoh,p ||a||.
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(CH3) Se γ ∈ E ′n+1, então, para todo m ∈ N e todos ϕj1,...,jn ∈ F
′
e x(i)j ∈ Ei,

i = 1, ..., n+ 1, ji = 1, ...,m, j = 1, ...,m,

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γT
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
, x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
=

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)))∣∣∣ . (4.1)

Note que a expressão (4.1) pode ser reescrita na forma

m2∑
jn=1

m∑
j1,...,jn−1=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,jn (T (z(1)j1
, ..., z

(n)
jn

))∣∣∣ ,
com as escolhas 

z
(i)
ji

= x
(i)
ji
, ji = 1, ...,m , i = 1, ..., n− 1

z
(n)
jn

= x
(n)
jn
γ
(
x
(n+1)
j1

)
, jn = 1, ...,m

z
(n)
m+jn

= x
(n)
jn
γ
(
x
(n+1)
j2

)
, jn = 1, ...,m

...

z
(n)
(m−1)m+jn

= x
(n)
jn
γ
(
x
(n+1)
jm

)
, jn = 1, ...,m

e 

ϕ̃j1,...,jn = ϕj1,...,jn,1, jn = 1, ...,m

ϕ̃j1,...,m+jn = ϕj1,...,jn,2, jn = 1, ...,m
...

ϕ̃j1,...,(m−1)m+jn = ϕj1,...,jn,m, jn = 1, ...,m .

De fato,
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m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)))∣∣∣
=

m∑
jn+1

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)))∣∣∣
=

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn,1 (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn
γ
(
x
(n+1)
j1

)))∣∣∣+
+

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn,2 (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn
γ
(
x
(n+1)
j2

)))∣∣∣+ · · ·

· · ·+
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn,m (T (x(1)j1 , ..., x(n)jn
γ
(
x
(n+1)
jm

)))∣∣∣
=

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,jn (T (z(1)j1
, ..., z

(n)
jn

))∣∣∣+
+

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,m+jn

(
T
(
z
(1)
j1
, ..., z

(n)
m+jn

))∣∣∣+ · · ·

· · ·+
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,(m−1)m+jn

(
T
(
z
(1)
j1
, ..., z

(n)
(m−1)m+jn

))∣∣∣
=

m2∑
jn=1

m∑
j1,...,jn−1=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,jn (T (z(1)j1
, ..., z

(n)
jn

))∣∣∣ .
Desta forma, se T ∈ LmCoh,p(E1, ..., En;F ), usando (4.1), segue que

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γT
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn
, x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
=

m2∑
jn=1

m∑
j1,...,jn−1=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,jn (T (z(1)j1
, ..., z

(n)
jn

))∣∣∣
=

m,...,m,m2∑
j1,...,jn−1,jn=1

∣∣∣ϕ̃j1,...,jn (T (z(1)j1
, ..., z

(n)
jn

))∣∣∣
≤ ||T ||mCoh,p

∥∥∥∥(z(n)jn

)m2

jn=1

∥∥∥∥
p

n−1∏
i=1

∥∥∥∥(z(i)ji )m
ji=1

∥∥∥∥
p

||(ϕ̃j1,...,jn)m,...,m,m
2

j1,...,jn−1,jn=1||w,p∗

= ||T ||mCoh,p
∥∥∥∥(x(n)jn

γ(x
(n+1)
jn+1

)
)m
jn,jn+1=1

∥∥∥∥
p

n−1∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗

(∗)
≤ ||T ||mCoh,p ||γ||

n+1∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗ ,
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onde em (∗), estamos usando a igualdade

∥∥∥∥(x(n)jn
γ
(
x
(n+1)
jn+1

))m
jn,jn+1=1

∥∥∥∥
p

=

 m∑
jn,jn+1=1

∣∣∣γ (x(n+1)
jn+1

)∣∣∣p ∥∥∥x(n)jn

∥∥∥p
1/p

=

∥∥∥∥(γ (x(n+1)
j

))m
j=1

∥∥∥∥
p

∥∥∥∥(x(n)j

)m
j=1

∥∥∥∥
p

e a limitação de γ. Assim, γT ∈ LmCoh,p (E1, . . . , En+1;F ) e ‖γT‖mCoh,p ≤ ‖T‖mCoh,p ‖γ‖ .

(CH4) Seja γ ∈ E ′ . A aplicação

(x1, ..., xn+1) ∈ En+1 7→ 1

n+ 1

n+1∑
k=1

γ(xk)P̆ (x1,
[k]
· · ·, xn+1) ∈ F ,

onde
[k]
· · · indica a omissão da k-ésima coordenada, é (n + 1)-linear, simétrica e sua

restrição à diagonal coincide com γP . Então (ver Apêndice B, Proposição B.4) esta

aplicação coincide com (γP )∨. Usando este fato, para todo m ∈ N e para todos

ϕj1,...,jn ∈ F
′
e x(i)j ∈ Ei, i = 1, ..., n+ 1, ji = 1, ...,m, j = 1, ...,m, segue que

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
(γP )∨

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
=

1

n+ 1

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
n+1∑
k=1

γ
(
x
(k)
jk

)
P̌

(
x
(1)
j1
,
[k]
· · ·, x(n+1)

jn+1

))∣∣∣∣∣
≤ 1

n+ 1

 m∑
j1,...,jn+1=1

(
n+1∑
k=1

∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌

(
x
(1)
j1
,
[k]
· · ·, x(n+1)

jn+1

))∣∣∣∣
)

=
1

n+ 1

∥∥∥∥∥∥
(
n+1∑
k=1

∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌

(
x
(1)
j1
,
[k]
· · ·, x(n+1)

jn+1

))∣∣∣∣
)m

j1,...,jn+1=1

∥∥∥∥∥∥
1

≤ 1

n+ 1

n+1∑
k=1

∥∥∥∥∥
(∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌

(
x
(1)
j1
,
[k]
· · ·, x(n+1)

jn+1

))∣∣∣∣)m
j1,...,jn+1=1

∥∥∥∥∥
1

=
1

n+ 1

n+1∑
k=1

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌

(
x
(1)
j1
,
[k]
· · ·, x(n+1)

jn+1

))∣∣∣∣


=
1

n+ 1

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, · · · , x(n+1)

jn+1

))∣∣∣
+ · · ·

· · ·+

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)
x
(1)
j1
, · · · , x(n)jn

))∣∣∣
 .
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Assim,

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
(γP )∨

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣ (4.2)

=
1

n+ 1

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, · · · , x(n+1)

jn+1

))∣∣∣
+ · · ·

· · ·+

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)
x
(1)
j1
, · · · , x(n)jn

))∣∣∣
 .

Então, por argumento análogo ao usado na demonstração da propriedade (CH3),

cada parcela de (4.2), por exemplo a primeira, pode ser escrita sob como

m2∑
j2=1

m∑
j3,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃j2,...,jn+1

(
P̌
(
z
(2)
j2
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
para as escolhas convenientes dos ϕ̃j2,...,jn+1 e z

(k)
jk
, com k = 2, ..., n+ 1. Portanto, como

demonstrado na propriedade (CH3), segue que

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, · · · , x(n+1)

jn+1

))∣∣∣
≤ ||P̌ ||mCoh,p ||γ||

n+1∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗ .

Voltando a (4.2), �nalmente obtemos

m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
(γP )∨

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
=

1

n+ 1

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, · · · , x(n+1)

jn+1

))∣∣∣
+ · · ·

· · ·+

 m∑
j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)
x
(1)
j1
, · · · , x(n)jn

))∣∣∣


≤ 1

n+ 1

[
||P̌ ||mCoh,p ||γ||

n+1∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗ + · · ·

· · ·+ ||P̌ ||mCoh,p ||γ||
n+1∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗

]

= ||P̌ ||mCoh,p ||γ||
n+1∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)j )m
j=1

∥∥∥∥
p

||(ϕj1,...,jn+1)
m
j1,...,jn+1=1||w,p∗ .
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Assim, γP ∈ PmCoh,p(n+1E;F ) e

||γP ||mCoh,p ≤ ||P̌ ||mCoh,p ||γ|| = ||P ||mCoh,p ||γ|| .

Conclui-se, pela Proposição 4.1.3, que (PnmCoh,p,LnmCoh,p)∞n=1 é coerente e compa-

tível com o ideal Dp dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes.

Observação 4.3.2 Com resultados anteriores e os dessa seção, podemos mostrar que a

classe dos operadores multilineares múltiplo Cohen fortemente p-somantes, que contém

a classe LCoh,p, não é �tão grande� no sentido de que, por exemplo, contenha todo

operador multilinear contínuo.

De fato, invocando a propriedade (CP1) na De�nição 4.1.1, a qual é satisfeita

pela classe LmCoh,p, concluímos que se u : E → F não é Cohen fortemente p-somante,

então o operador multilinear contínuo

ψ : E × · · · × E → F, definido por ψ(x1, ..., xn) = ϕ(x1) . . . ϕ(xn−1)u(xn) ,

onde 0 6= ϕ ∈ E ′ , não está em LmCoh,p.
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Capítulo 5

Operadores Cohen fortemente

somantes em todo ponto

A de�nição de aplicações absolutamente somantes num dado ponto foi concebida

por M. Matos e apresentada em [24]. Em seguida, a teoria vem sendo consolidada e

muitos resultados foram estabelecidos (veja [3, 8, 30]). De forma natural, este tipo de

abordagem vem sendo aplicada a outras classes de operadores multilineares e polinô-

mios, como é possível ver em [6] e em [31].

Neste capítulo vamos introduzir as classes dos operadores multilineares e polinô-

mios Cohen fortemente somantes em um dado ponto e demonstrar alguns resultados,

como teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers. Também observamos as novas classes sob o

ponto de vista da teoria de ideais.

Por não conseguirmos transpor, num primeiro momento, alguns detalhes técni-

cos, vamos mostrar apenas que as classes formam ideais normados de operadores e de

polinômios. Em trabalhos futuros buscaremos mostrar que esses ideais são de Banach.

5.1 Operadores e polinômios Cohen fortemente

somantes em todo ponto

De�nição 5.1.1 Sejam 1 < p < ∞, n ∈ N e E1, ..., En,F espaços de Banach. Uma

aplicação multilinear contínua T : E1× · · · ×En −→ F é Cohen fortemente p-somante



no ponto a = (a1, ..., an) ∈ E1 × · · · × En quando(
T
(
a1 + x

(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∞
i=1
∈ lp〈F 〉

sempre que
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lp (Ej) , j = 1, ..., n.

De�nição 5.1.2 Sejam 1 < p <∞, n ∈ N e E,F espaços de Banach. Um polinômio

n-homogêneo P : E −→ F é Cohen fortemente p-somante no ponto a ∈ E quando

(P (a+ xi)− P (a))∞i=1 ∈ lp〈F 〉

sempre que (xi)
∞
i=1 ∈ lp (E).

Não é difícil provar que a classe de todas as aplicações multilineares de E1×· · ·×

En em F, que são Cohen fortemente p-somantes num dado ponto é um subespaço de

L (E1, ..., En;F ). Denotaremos esse espaço por L(a)
Coh,p (E1, ..., En;F ) . O espaço vetorial

formado pelas aplicações multilineares de E1×· · ·×En em F que são Cohen fortemente

p-somantes em todo ponto é denotado por LevCoh,p (E1, ..., En;F ) .

De forma semelhante, a classe de todos os polinômios Cohen fortemente p-somantes

de E em F num dado ponto a é um subespaço de P(nE;F ), denotado por P(a)
Coh,p(

nE;F ).

O espaço vetorial formado pelos polinômios n-homogêneos P : E −→ F que são Cohen

fortemente p-somantes em todo ponto é denotado por PevCoh,p(nE;F ).

Observação 5.1.3 É importante perceber que nas de�nições acima usamos sequên-

cias em lp(Ej), j = 1, ..., n, e lp(E), diferentemente das de�nições de operadores mul-

tilineares e polinômios Cohen fortemente somantes (De�nições 1.2.1 e 1.2.4). Desta

forma, os conceitos de LCoh,p (E1, ..., En;F ) e L(0)
Coh,p (E1, ..., En;F ) são distintos. Ao

�nal desta seção justi�camos o motivo da escolha desses espaços nas De�nições 5.1.1

e 5.1.2.

As próximas duas proposições são demonstradas usando os mesmos argumentos

de [3] e faremos essas demonstrações por razão de completude.

Proposição 5.1.4 Se a ∈ E e P ∈ P (nE;F ), então as seguintes a�rmações são

equivalentes:

i) P é Cohen fortemente p-somante em a ∈ E;
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ii) P̌ é Cohen fortemente p-somante em (a, ..., a) ∈ En.

Demonstração.

ii)⇒ i) é imediato.

i)⇒ ii): Suponhamos que P seja Cohen fortemente p-somante em a ∈ E e tome-

mos
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lp(E), com j = 1, ..., n. Usando a Fórmula de Polarização (Teorema

B.3, no Apêndice B), para cada x0 ∈ E e todo i ∈ N, segue que

n!2n
[
P̌
(
a+ x

(1)
i , ..., a+ x

(n)
i

)
− P (a, ..., a)

]
(5.1)

=
∑
εi=±1

ε1 · · · εnP

(
x0 +

n∑
k=1

εk

(
a+ x

(k)
i

))
−
∑
εi=±1

ε1 · · · εnP (x0 + ε1a+ · · ·+ εna)

=
∑
εi=±1

[
ε1 · · · εnP

(
x0 +

(
n∑
k=1

εka

)
+

(
n∑
k=1

εkx
(k)
i

))
− P (x0 + ε1a+ · · ·+ εna)

]
,

de onde percebemos, de imediato, que P̌ é Cohen fortemente p-somante se a = 0 (basta

tomar x0 = 0).

Se a 6= 0, escolha x0 = (n+ 1) a. Para essa escolha,

x0 +
n∑
k=1

εka = x0 + ε1a+ · · ·+ εna = λa 6= 0 .

Mas se λa 6= 0, a igualdade

P (λa+ xj)− P (λa) = P
(
λ
(
a+

xj
λ

))
− P (λa) = λm

[
P

(
a+

1

λ
xj

)
− P (a)

]
implica que P é Cohen fortemente p-somante em λa, se o for em a. Portanto, P é

Cohen fortemente p-somante em (x0 + (ε1a+ · · ·+ εna)) e, pela expressão em (5.1), P̌

é Cohen fortemente p-somante em (a, ..., a) .

Fica estabelecida um tipo de relação entre L(a)
Coh,p (E1, ..., En;F ) e L(b)

Coh,p (E1, ..., En;F ),

por meio da proposição a seguir. Ela será bastante útil para a demonstração de vários

resultados, inclusive um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para a classe dos operadores

Cohen fortemente p-somantes em todo ponto.

Proposição 5.1.5 Sejam a = (a1, ..., an) ∈ E1× · · · ×En e T ∈ L(a)
Coh,p (E1, ..., En;F ).

Então

i) Se 1 ≤ r < n, então Tak1 ,...,akr ∈ L
(0)
Coh,p (Ej1 , ..., Ejs ;F ), com

{1, ..., n} = {j1, ..., js} ∪ {k1, ..., kr}
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e

{j1, ..., js} ∩ {k1, ..., kr} = ∅;

ii) T ∈ L(b)
Coh,p (E1, ..., En;F ) para todo

b ∈ {(λ1a1, ..., λnan) ;λi ∈ K, i = 1, ..., n} .

Em particular, T é Cohen fortemente p-somante na origem.

Demonstração.

(i) Para os operadores (lineares) Ta1,...,aj−1,aj+1,...,an , j = 1, ..., n, basta notar que

Ta1,...,aj−1,aj+1,...,an

(
x
(j)
i

)
= T

(
a1 + 0, ..., aj−1 + 0, aj + x

(j)
i , aj+1 + 0, ..., an + 0

)
− T (a1, ..., an) .

Assim, se T é Cohen fortemente p-somante em a, então Ta1,...,aj−1,aj+1,...,an é Cohen

fortemente p-somante na origem.

Para o caso bilinear como, por exemplo, o do operador Ta1,...,an−2 , fazemos(
Ta1,...,an−2

(
x
(n−1)
i , x

(n)
i

))∞
i=1

=
(
T
(
a1 + 0, a2 + 0, ..., an−2 + 0, an−1 + x

(n−1)
i , an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∞
i=1

−
(
T
(
a1, a2, ..., an−1, x

(n)
i

)
+ T

(
a1, a2, ..., an−2, x

(n−1)
i , an

))∞
i=1

=
(
T
(
a1 + 0, a2 + 0, ..., an−2 + 0, an−1 + x

(n−1)
i , an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∞
i=1

−
(
Ta1,...,an−1

(
x
(n)
i

)
+ Ta1,...,an−2,an

(
x
(n−1)
i

))∞
i=1

,

donde, pela hipótese e pelo caso anterior (linear), segue que Ta1,...,an−2 é Cohen forte-

mente p-somante na origem. Os demais casos bilineares e todos os outros casos são

demonstrados através do mesmo argumento.

(ii) Se b = (λ1a1, ..., λnan), com λj 6= 0 para todo j, então

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (λ1a1 + x
(1)
i , ..., λnan + x

(n)
i

)
− T (λ1a1, ..., λnan)

)∣∣∣
=
∞∑
i=1

∣∣∣∣ϕi(T (λ1a1 +
λ1
λ1
x
(1)
i , ..., λnan +

λn
λn
x
(n)
i

)
− T (λ1a1, ..., λnan)

)∣∣∣∣
= |λ1 · · ·λn|

∞∑
i=1

∣∣∣∣ϕi(T (a1 +
1

λ1
x
(1)
i , ..., an +

1

λn
x
(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∣∣∣∣ .
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Portanto T é Cohen fortemente p-somante em b.

Se λj = 0 para todo j, da demonstração de (i), com o mesmo argumento, segue

que T é Cohen fortemente p-somante na origem. Os demais casos, quando λj = 0

para algum ou alguns valores de j, são demonstrados usando (i) e o seguinte tipo de

desenvolvimento que, por simplicidade, faremos para o caso n = 3, λ1 6= 0, λ2 6= 0 e

λ3 = 0:

T (λ1a1 + xi, λ2a2 + yi, zi)− T (λ1a1, λ2a2, 0)

= λ1λ2

[
T

(
a1 +

xi
λ1
, a2 +

yi
λ2
, zi

)
− T (a1, a2, 0)

]
= λ1λ2

[
T (a1, a2, zi) + T

(
xi
λ1
, a2, zi

)
+ T

(
a1,

yi
λ2
, zi

)
+ T

(
xi
λ1
,
yi
λ2
, zi

)]
= λ1λ2

[
Ta1,a2 (zi) + Ta2

(
xi
λ1
, zi

)
+ Ta1

(
yi
λ2
, zi

)
+ T

(
xi
λ1
,
yi
λ2
, zi

)]
.

A classe dos operadores Cohen fortemente p-somantes em todo ponto contém a

classe dos operadores múltiplo Cohen fortemente somantes, como mostra o seguinte

teorema:

Teorema 5.1.6 Se T ∈ LmCoh,p(E1, ..., En;F ), então T ∈ LevCoh,p(E1, ..., En;F ).

Demonstração. Vamos nos ater ao caso n = 2. Os outros casos são análogos.

Sejam T ∈ LmCoh,p(E1, E2;F ), (a, b) ∈ E1×E2 um ponto qualquer. Pela desigualdade

triangular e pela bilinearidade dos operadores, segue que, para todos (xi)
∞
i=1 ∈ lp(E1),

(yi)
∞
i=1 ∈ lp(E2) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
),

∞∑
i=1

|ϕi (T (a+ xi, b+ yi)− T (a, b))|

≤
∞∑
i=1

|ϕi (T (a, yi))|+
∞∑
i=1

|ϕi (T (xi, b))|+
∞∑
i=1

|ϕi (T (xi, yi))| . (5.2)

Mas cada parcela da expressão (5.2) é �nita, para todo (a, b) ∈ E1 × E2. De fato,

tomando a primeira parcela, com as escolhas de

ϕi,j =

 ϕi, se j = 1

0, se j ∈ N− {1}
e (zj)

∞
j=1 = (a, 0, 0, ...) ,
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juntamente com a hipótese de que T ∈ LmCoh,p(E1, E2;F ), segue que

∞∑
i=1

|ϕi (T (a, yi))| =
∞∑

i,j=1

|ϕi,j (T (zj, yi))| <∞ .

Aplicando argumento similar segue que
∑∞

i=1 |ϕi (T (xi, b))| < ∞. Para a última par-

cela, tomando

ϕi,j =

 ϕi, se i = j

0, se i 6= j ,

com i, j ∈ N, segue que
∞∑
i=1

|ϕi (T (xi, yi))| =
∞∑

i,j=1

|ϕi,j (T (xi, yj))| <∞ .

Concluímos que

∞∑
i=1

|ϕi (T (a+ xi, b+ yi)− T (a, b))| <∞ ,

para todo (a, b) ∈ E1 × E2, e portanto T ∈ LevCoh,p(E1, E2;F ).

Observação 5.1.7 Neste ponto vale observar que obtivemos as seguintes inclusões

LCoh,p(E1, ..., En;F ) ⊂ LmCoh,p(E1, ..., En;F ) ⊂ LevCoh,p(E1, ..., En;F ) ,

como consequência da Proposição 3.1.3 e do teorema anterior.

Desta observação, segue imediatamente que

Proposição 5.1.8 As classes LevCoh,p(E1, ..., En;F ) e PevCoh,p(nE;F ) contêm os opera-

dores n-lineares e polinômios n-homogêneos de tipo �nito, respectivamente.

Entretanto, a classe dos operadores multilineares Cohen fortemente p-somantes

em todo ponto goza de um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers, de modo que esta classe

não coincide com a classe dos operadores multilineares contínuos. Esse teorema e sua

demonstração seguem as ideias de [3].

Teorema 5.1.9 (do tipo Dvoretzky-Rogers) Sejam E um espaço de Banach e n ≥
2 um número natural. Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

a) dimE =∞;
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b) L(a)
Coh,p(

nE;E) 6= L(nE;E), para todo a = (a1, ..., an) ∈ En com ai 6= 0

para todo i, ou ai = 0 para um único i.

Demonstração.

a)⇒ b) Supondo dimE =∞, seja a = (a1, ..., an) ∈ En com ai 6= 0 para todo i,

ou ai = 0 para um único i. Vamos tomar um natural k ∈ {1, ..., n} tal que ai 6= 0 para

todo i 6= k (repare que isso não exclui o caso ai 6= 0, para todo i). Agora, para cada

i 6= k escolhamos ϕi ∈ E
′
tal que ϕi(ai) = 1 e vamos de�nir T ∈ L(nE;E) por

T (x1, ..., xn) = ϕ1(x1)
[k]
· · ·ϕn(xn)xk .

Com isto, Ta1,...,ak−1,ak+1,...,an(x) = T (a1, ..., ak−1, x, ak+1, ..., an) = x, para todo x ∈

E. Logo, pelo Teorema 1.1.8, Ta1,...,ak−1,ak+1,...,an não é Cohen fortemente p-somante.

Finalmente, pela Proposição 5.1.5, T não é Cohen fortemente p-somante em a.

b) ⇒ a) Vamos supor que dimE < ∞. Sejam {e1, ..., er} e {ϕ1, ..., ϕr} bases de

E e de E ′, nesta ordem, com ϕk(ei) = δk,i. Assim, todo x ∈ E pode ser escrito da

forma x =
∑r

k=1 ϕk(x)ek e, se T ∈ L(nE;E), então

T (x1, ..., xn) = T

(
r∑

k1=1

ϕk1(x1)ek1 , ...,
r∑

kn=1

ϕkn(xn)ekn

)

=
r∑

k1,...,kn=1

ϕk1(x1) · · ·ϕkn(xn)T (e1, ..., en) ,

donde T é de tipo �nito. Portanto, pela Proposição 5.1.8, T é Cohen fortemente

p-somante em todo ponto.

A proposição seguinte nos oferece uma caracterização por desigualdades para os

operadores Cohen fortemente p-somantes na origem que nos será útil na demonstração

de resultados posteriores. A sua demonstração é análoga à da Proposição 1.2.2 e,

portanto, será omitida.

Proposição 5.1.10 T ∈ L(0)
Coh,p (E1, ..., En;F ) se, e somente se, existe uma constante

C > 0 tal que

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (x(1)i , ..., x
(n)
i

))∣∣∣ ≤ C

(
n∏
j=1

∥∥∥(x(j)i )∞
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ,

sempre que
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lp (Ej) , j = 1, ..., n, e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F ′). O ín�mo dos C tais

que a desigualdade acima é válida de�ne uma norma em L(0)
Coh,p (E1, ..., En;F ).
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Os próximos resultados nos levarão a mostrar que os operadores multilineares e

polinômios Cohen fortemente somantes em todo ponto formam ideais normados.

Lema 5.1.11 Se 1 < p <∞, a = (a1, ..., an) ∈ E1×· · ·×En e T ∈ LevCoh,p (E1, ..., En;F ),

então existe uma constante C = C(a1, ..., an) tal que

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (a1 + x
(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∣∣∣ ≤ C ,

sempre que
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lp(Ej), (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
),
∥∥∥(x(j)i )∞

i=1

∥∥∥
p
≤ 1 e ||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ≤ 1,

j = 1, ..., n.

Demonstração. Vamos mostrar o caso bilinear. O mesmo argumento serve para todos

os demais casos. Sejam T ∈ LevCoh,p (E1, E2;F ) e (a, b) ∈ E1×E2. Pela Proposição 5.1.5,

os operadores Ta, Tb e T são Cohen fortemente p-somantes na origem e por intermédio

da Proposição 5.1.10, segue que

∞∑
i=1

|ϕi (T (a+ xi, b+ yi)− T (a, b))|

≤
∞∑
i=1

|ϕi (T (a, yi))|+
∞∑
i=1

|ϕi (T (xi, b))|+
∞∑
i=1

|ϕi (T (xi, yi))|

≤ C1 ‖(yi)∞i=1‖p ||(ϕi)
∞
i=1||w,p∗ + C2 ‖(xi)∞i=1‖p ||(ϕi)

∞
i=1||w,p∗

+ C3 ‖(xi)∞i=1‖p ‖(yi)
∞
i=1‖p ||(ϕi)

∞
i=1||w,p∗

≤ Ca,b ,

sempre que ‖(xi)∞i=1‖p ≤ 1, ‖(yi)∞i=1‖p ≤ 1 e ||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ≤ 1.

Teorema 5.1.12 Para T ∈ L(E1, ..., En;F ) e 1
p

+ 1
p∗

= 1, as seguintes a�rmações são

equivalentes:

i) T é Cohen fortemente p-somante em todo ponto;

ii) Para todo a = (a1, ..., an) ∈ E1 × · · · × En existe uma constante C > 0

tal que,

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (a1 + x
(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∣∣∣ ≤
≤ C

(
||a1||+

∥∥∥(x(1)i )∞
i=1

∥∥∥
p

)
...

(
||an||+

∥∥∥(x(n)i

)∞
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ,

sempre que
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lp(Ej), j = 1, ..., n, e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
).

65



iii) Para todo a = (a1, ..., an) ∈ E1 × · · · × En existe uma constante C > 0

tal que,

m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (a1 + x
(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∣∣∣ ≤
≤ C

(
||a1||+

∥∥∥(x(1)i )m
i=1

∥∥∥
p

)
...

(
||an||+

∥∥∥(x(n)i

)m
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

(5.3)

para todos m ∈ N, x(j)i ∈ Ej, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m , j = 1, ..., n .

Além disso, o ín�mo das constantes C para as quais a desigualdade (5.3) é

satisfeita, de�ne uma norma em LevCoh,p (E1, ..., En;F ), a qual será denotada

por || · ||ev.

Demonstração. (ii)⇒ (i) e (ii)⇒ (iii) são imediatas.

(iii)⇒ (ii) Se
(
x
(j)
i

)∞
i=1
∈ lp(Ej) , j = 1, ..., n e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
), então

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (a1 + x
(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∣∣∣
= sup

m

(
m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (a1 + x
(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

)∣∣∣)

≤ sup
m

(
C

(
||a1||+

∥∥∥(x(1)i )m
i=1

∥∥∥
p

)
...

(
||an||+

∥∥∥(x(n)i

)m
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)mi=1||w,p∗

)
= C

(
||a1||+

∥∥∥(x(1)i )∞
i=1

∥∥∥
p

)
...

(
||an||+

∥∥∥(x(n)i

)∞
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)∞i=1||w,p∗ .

(i)⇒ (ii) A demonstração dessa implicação segue a técnica introduzida por M. Matos

em [24]. Vamos de�nir espaços Gr = Er × lp (Er), r = 1, ..., n, com a norma da soma,

e considerar a aplicação (n+ 1)-linear

Φ (T ) : G1 × · · · ×Gn × lwp∗(F
′
) −→ l1 (F )

que faz corresponder a cada (n+1)-upla
((
a1,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

)
, ...,

(
an,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)
, (ϕi)

∞
i=1

)
,

a sequência
(
ϕi

(
T
(
a1 + x

(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− T (a1, ..., an)

))∞
i=1

. A boa de�nição da

função Φ segue da hipótese. Vamos mostrar que Φ (T ) é contínua, donde seguirá o

resultado desejado. O conjunto

F
k,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

,...,
(
x
(m)
i

)∞
i=1

,(ϕi)∞i=1

= {(b1, ..., bn) ∈ E1 × · · · × En tais que∥∥∥Φ (T )
((
b1,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

)
, ...,

(
bn,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

, (ϕi)
∞
i=1

))∥∥∥
l1
≤ k

}
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é fechado em E1×· · ·×En para todo número natural k,
(
x
(r)
i

)∞
i=1
∈ Blp(Er), r = 1, ..., n,

e (ϕi)
∞
i=1 ∈ Blw

p∗ (F
′ ). De fato, basta observar que

F
k,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

,...,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

,(ϕi)∞i=1

=
⋂
m∈N

F
k,
(
x
(1)
i

)m

i=1
,...,

(
x
(n)
i

)m

i=1
,(ϕi)mi=1

=
⋂
m∈N

S−1m ([0, k]) ,

onde

Sm : E1 × · · · × En → [0,∞),

é a função contínua dada por

Sm (b1, ..., bn) =
m∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (b1 + x
(1)
i , ..., bn + x

(n)
i

)
− T (b1, ..., bn)

)∣∣∣ .
Seja

Fk :=
⋂

F
k,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

,...,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

,(ϕi)∞i=1

,

com interseção tomada sobre todas as sequências
(
x
(1)
i

)∞
i=1
∈ Blp(Er), r = 1, ..., n, e

(ϕi)
∞
i=1 ∈ Blw

p∗ (F
′ ). Pelo Lema 5.1.11, E1 × · · · × En =

⋃
k∈N

Fk e pelo Teorema de Baire,

existe k0 tal que Fk0 tem interior não vazio. Sendo (b1, ..., bn) um ponto interior de Fk0 ,

existe 0 < ε < 1 tal que

∥∥∥Φ (T )
((
c1,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

)
, ...,

(
cn,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)
, (ϕi)

∞
i=1

)∥∥∥
l1
≤ k0 , (5.4)

sempre que ||cr − br|| < ε com
(
x
(r)
i

)∞
i=1
∈ Blp(Er), r = 1, ..., n e (ϕi)

∞
i=1 ∈ Blw

p∗ (F
′ ).

Assim, se (v1, ..., vn) é um ponto tal que∥∥∥(vr,(x(r)i )∞
i=1

)∥∥∥ < ε,

para todo r = 1, ..., n, temos

‖vr‖ < ε ,
∥∥∥(x(r)i )∞

i=1

∥∥∥
p
< ε ,

e com o uso de (5.4) e se ||(ϕi)∞i=1||w,p∗ < ε, segue que

‖Φ (T ) [((b1, (0)∞i=1) , ..., (bn, (0)∞i=1), (0)∞i=1)) +

+
((
v1,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

)
, ...,

(
vn,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)
, (ϕi)

∞
i=1

)]∥∥∥
l1

=
∥∥∥Φ (T )

[(
b1 + v1,

(
x
(1)
i

)∞
i=1

)
, ...,

(
bn + vn,

(
x
(n)
i

)∞
i=1

, (ϕi)
∞
i=1

)]∥∥∥
l1
≤ k0,
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pois

‖(br + vr)− br‖ = ‖vr‖ < ε ,∥∥∥∥(x(r)j )∞
j=1

∥∥∥∥
p

< ε e ||(ϕi)∞i=1||w,p∗ < ε .

Portanto, Φ(T ) é limitada na bola de raio ε e centro em

((b1, (0)∞i=1) , ..., (bn, (0)∞i=1 , (0)∞i=1)) ∈ G1 × · · · ×Gn × lwp∗(F
′
).

Pelo Teorema B.1, Φ(T ) é contínua e segue que

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi (T (b1 + x
(1)
i , ..., bn + x

(n)
i

)
− T (b1, ..., bn)

)∣∣∣
=
∥∥∥Φ (T )

((
b1,
(
x
(1)
i

)∞
i=1

)
, ...,

(
bn,
(
x
(n)
i

)∞
i=1

)
, (ϕi)

∞
i=1

)∥∥∥
l1

≤ ‖Φ (T )‖
(
‖b1‖+

∥∥∥(x(1)i )∞
i=1

∥∥∥
p

)
· · ·
(
‖bn‖+

∥∥∥(x(n)i

)∞
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ,

e que

‖T‖ = ‖Φ (T )‖ .

Um cálculo extenso, porém direto, mostra que a função || · ||ev := ‖Φ (·)‖ é de fato uma

norma em LevCoh,p (E1, ..., En;F ) .

De forma natural, usando os mesmos argumentos aplicados ao caso multilinear,

com as devidas adaptações, segue um teorema análogo ao Teorema 5.1.12 para polinô-

mios Cohen fortemente somantes em todo ponto. As demonstrações serão omitidas.

Teorema 5.1.13 Para P ∈ PevCoh,p(nE;F ) e 1
p

+ 1
p∗

= 1, as seguintes a�rmações são

equivalentes:

i) P é Cohen fortemente p-somante em todo ponto;

ii) Existe uma constante C > 0 tal que, para todo a ∈ E,

∞∑
i=1

|ϕi (P (a+ xi)− P (a))| ≤ C
(
||a||+ ‖(xi)∞i=1‖p

)n
||(ϕi)∞i=1||w,p∗ ,

sempre que (xi)
∞
i=1 ∈ lp(E) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp∗(F

′
).

iii) Existe uma constante C > 0 tal que, para todo a ∈ E,

m∑
i=1

|ϕi (P (a+ xi)− P (a))| ≤ C
(
||a||+ ‖(xi)mi=1‖p

)n
||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

(5.5)
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para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m.

Além disso, o ín�mo das constantes C para as quais a desigualdade (5.5) é

satisfeita, de�ne uma norma em PevCoh,p(nE;F ), denotada por || · ||ev.

Vamos justi�car a escolha apontada pela Observação 5.1.3 fazendo uso do caso

bilinear (n = 2). Sejam p∗ ∈ (1,∞) �xo e

Γ =

{
(r, q) ∈ [1,∞)× (1,∞) :

1

r
=

1

q
+

1

p∗

}
.

Seja C
(a,b)
r,q (E1, E2;F ), com (a, b) ∈ E1 × E2, a classe de todos os operadores T ∈

L (E1, E2;F ) tais que existe uma constante C ≥ 0 satisfazendo(
m∑
i=1

|ϕi (T (a+ xi, b+ yi)− T (a, b))|r
)1/r

≤ C
(
||a||+ ‖(xi)mi=1‖q

)(
||b||+ ‖(yi)mi=1‖q

)
‖(ϕi)mi=1‖w,p∗ ,

para todos m ∈ N, xi ∈ E1, yi ∈ E2 e ϕi ∈ F
′
, i = 1, ...,m. Supondo q = np, pela

Proposição 5.1.5, se T ∈ C(a,b)
1,np (E1, E2;F ) então Ta ∈ C(0)

1,np(E2;F ). Mas como p < np

(em nosso caso p < 2p), o Teorema 1.3.5 nos diz que Ta = 0, para todo a ∈ E1, o que

implica diretamente que T = 0. Assim, justi�ca-se a escolha de lp ao invés de lnp.

5.2 Ideais de operadores e polinômios Cohen forte-

mente somantes em todo ponto

Nesta seção mostramos que os operadores multilineares e polinômios Cohen for-

temente somantes em todo ponto formam ideais normados. Neste intuito já demons-

tramos que essas classes contêm os operadores e polinômios de tipo �nito e que são

espaços normados munidos com as normas || · ||ev. Além disso, como

‖idKn‖ev ≥ ‖idKn‖ = 1 ,

tanto no caso multilinear quanto no polinomial, para mostrar que ‖idKn‖ev = 1, preci-

samos apenas, em cada caso, provar a desigualdade contrária.

Proposição 5.2.1 (LevCoh,p, ‖·‖ev) é um ideal normado de operadores multilineares en-

tre espaços de Banach.
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Demonstração. Vamos dividir a demonstração em duas etapas:

1. ‖idKn‖ev ≤ 1:

Façamos o caso n = 2. Os demais podem ser demonstrados de modo análogo.

Sejam m ∈ N, a1, a2 ∈ K,
(
x
(1)
i

)m
i=1

,
(
x
(2)
i

)m
i=1

e (ϕi)
m
i=1, com x

(1)
i , x

(2)
i , ϕi ∈ K,

para todo i = 1, ...,m. Assim, usando o fato de que o operador linear idK é Cohen

fortemente p-somante e dp(idK) = 1 (ver Seção 2.2), segue que

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK2

(
a1 + x

(1)
i , a2 + x

(2)
i

)
− idK2 (a1, a2)

))∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (a1x(2)i + a2x
(1)
i + x

(1)
i x

(2)
i

))∣∣∣
≤ |a1|

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(2)i ))∣∣∣+ |a2|
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(1)i ))∣∣∣+
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(1)i x
(2)
i

))∣∣∣
≤ |a1|

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(2)i ))∣∣∣+ |a2|
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(1)i ))∣∣∣+
+

(
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(1)i ))∣∣∣
)(

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (x(2)i ))∣∣∣
)

= |a1|
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(2)i )))∣∣∣+ |a2|
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(1)i )))∣∣∣+
+

(
m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(1)i )))∣∣∣
)(

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(2)i )))∣∣∣
)

=

(
|a1|+

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(2)i )))∣∣∣
)(
|a2|+

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(1)i )))∣∣∣
)
− |a1||a2|

≤

(
|a1|+

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(2)i )))∣∣∣
)(
|a2|+

m∑
i=1

∣∣∣(ϕi (idK (x(1)i )))∣∣∣
)

≤
(
|a1|+

∥∥∥(x(2)i )m
i=1

∥∥∥
p
||(ϕi)mi=1||w,p∗

)(
|a2|+

∥∥∥(x(1)i )m
i=1

∥∥∥
p
||(ϕi)mi=1||w,p∗

)
≤
(
|a1|+

∥∥∥(x(2)i )m
i=1

∥∥∥
p

)(
|a2|+

∥∥∥(x(1)i )m
i=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

o que nos faz concluir que ‖idK2‖ev ≤ 1.

2. A propriedade de ideal e a desigualdade das normas:

Sejam Aj ∈ L(Hj;Ej), j = 1, ..., n , T ∈ LevCoh,p(E1, ..., En;F ) e A ∈ L(F ;F0).

Para todos m ∈ N, (a1, ..., an) ∈ H1 × · · · × Hn, x
(k)
i ∈ Ek e ϕi ∈ F

′
0, k = 1, ..., n,
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i = 1, ...,m, segue que

m∑
i=1

∣∣∣ϕi ((AT (A1, ..., An))
(
a1 + x

(1)
i , ..., an + x

(n)
i

)
− (AT (A1, ..., An))(a1, ..., an)

)∣∣∣
=

m∑
i=1

∣∣∣(ϕiA)
(
T
(
A1

(
a1 + x

(1)
i

)
, ..., An

(
an + x

(n)
i

))
− T (A1(a1), ..., An(an))

)∣∣∣
≤ ||T ||ev

n∏
r=1

(
||Ar(ar)||+

∥∥∥(Arx
(r)
i )mi=1

∥∥∥
p

)
||(ϕiA)mi=1||w,p∗

≤ ||T ||ev||A1||...||An||
n∏
r=1

(
||ar||+

∥∥∥(x
(r)
i )mi=1

∥∥∥
p

)
||A|| ||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||A|| ||T ||ev ||A1||...||An||
n∏
r=1

(
||ar||+

∥∥∥(x
(r)
i )mi=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)mi=1||w,p∗ (5.6)

= C

(
||a1||+

∥∥∥(x
(1)
i )mi=1

∥∥∥
p

)
· · ·
(
||a1||+

∥∥∥(x
(n)
i )mi=1

∥∥∥
p

)
||(ϕi)mi=1||w,p∗

e, portanto, AT (A1, ..., An) ∈ LevCoh,p(H1, ..., Hn;F0). Além disso, por (5.6), concluímos

que

||AT (A1, ..., An)||ev ≤ ||A|| ||T ||ev ||A1||...||An|| .

Proposição 5.2.2 (PevCoh,p, ‖·‖ev) é um ideal normado de polinômios entre espaços de

Banach.

Demonstração. Como no caso multilinear, vamos dividir a demonstração em duas

etapas:

1. ‖idKn‖ev ≤ 1:

Sejam m ∈ N, a ∈ K, (xi)
m
i=1 e (ϕi)

m
i=1, com xi, ϕi ∈ K, para todo i = 1, ...,m.

Usando o fato de que o operador multilinear idKn é Cohen fortemente p-somante para

todo n ∈ N e ‖idKn‖Coh,p = 1 (ver Seção 2.3), segue que
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m∑
i=1

|ϕi(idKn (a+ xi)− idKn (a))| =
∞∑
i=1

|ϕi (a+ xi)
n − an|

=
∞∑
i=1

∣∣∣∣ϕi(nan−1xi +

(
n

2

)
an−2x2i + · · ·+

(
n

2

)
a2xn−2i + naxn−1i + xni

)∣∣∣∣
≤ n|a|n−1

∞∑
i=1

|ϕi(xi)|+
(
n

2

)
|a|n−2

∞∑
i=1

∣∣ϕi(x2i )∣∣+ · · ·+ n|a|
∞∑
i=1

∣∣ϕi(xn−1i )
∣∣+

∞∑
i=1

|ϕi(xni )|

= n|a|n−1
∞∑
i=1

|ϕi(idK(xi))|+
(
n

2

)
|a|n−2

∞∑
i=1

|ϕi(idK2(xi, xi)|+ · · ·+

+ n|a|
∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣ϕi(idKn−1(xi, ..., xi︸ ︷︷ ︸
n−1

))

∣∣∣∣∣∣+
∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣ϕi(idKn(xi, ..., xi︸ ︷︷ ︸
n

)

∣∣∣∣∣∣
≤ n|a|n−1 ||(xi)mi=1||p ||(ϕi)mi=1||w,p∗ +

(
n

2

)
|a|n−2 ||(xi)mi=1||2p ||(ϕi)mi=1||w,p∗ + · · ·+

+ n|a| ||(xi)mi=1||n−1p ||(ϕi)mi=1||w,p∗ + ||(xi)mi=1||np ||(ϕi)mi=1||w,p∗

≤ (|a|+ ||(xi)mi=1||p)
n ||(ϕi)mi=1||w,p∗ ,

donde se conclui que ‖idKn‖ev ≤ 1.

2. A propriedade de ideal e a desigualdade das normas:

Sejam A1 ∈ L(E0;E), P ∈ PevCoh,p(nE;F ) e A2 ∈ L(F ;F0). Para todos m ∈ N,

a, xi ∈ E0 e ϕi ∈ F
′
0, i = 1, ...,m, segue que

m∑
i=1

|ϕi((A2PA1)(a+ xi)− (A2PA1)(a))|

=
m∑
i=1

|(ϕiA2)(P (A1(a+ xi))− P (A1(a)))|

≤ ||P ||ev (||A1(a)||+ ||(A1xi)
m
i=1||p)

n ||(ϕiA2)
m
i=1||w,p∗

≤ ||P ||ev||A1||n (||a||+ ||(xi)mi=1||p)
n ||A2|| ||(ϕi)mi=1||w,p∗

= ||A2|| ||P ||ev ||A1||n (||a||+ ||(xi)mi=1||p)
n ||(ϕi)mi=1||w,p∗ (5.7)

= C (||a||+ ||(xi)mi=1||p)
n ||(ϕi)mi=1||w,p∗

e, portanto, PevCoh,p satisfaz a propriedade de ideal. Além disso, por (5.7), conclui-se

que

||A2PA1||ev ≤ ||A2|| ||P ||ev ||A1||n .
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Apêndice A

Alguns resultados de Análise

Funcional

Neste apêndice, apresentamos um material complementar necessário a uma me-

lhor compreensão de cada capítulo. Essencialmente, são resultados importantes mas

que não caberiam diretamente no texto, sob pena de desviar o foco e a sequência do

trabalho.

O teorema a seguir, cuja demonstração se encontra em [21], exibe uma caracteri-

zação do espaço lwp (E) muito útil em nosso trabalho.

Teorema A.1 (Grothendieck) Se 1 < p ≤ ∞ e 1
p

+ 1
p∗

= 1, então existe um iso-

mor�smo isométrico entre lwp (E) e L(lp∗ ;E). Para p = 1, l1(E) e isometricamente

isomorfo a L(c0;E). Em ambos os casos, identi�ca-se uma sequência (xi)
∞
i=1 ∈ lwp (E)

com o operador T ∈ L(lp∗ ;E) de�nido por

T ((bi)
∞
i=1) =

∞∑
i=1

bixi .

Proposição A.2 Os espaços lwp (K) e lp(K) são isometricamente isomorfos.

Demonstração. Como K′ é isometricamente isomorfo a K, para cada ϕ ∈ K′ existe



aϕ ∈ K tal que ϕ(x) = aϕx, para todo x ∈ K. Além disso, ||ϕ|| = |aϕ|. Daí,

||(xi)∞i=1||w,p = sup
ϕ∈BK′

(
∞∑
i=1

|ϕ(x)|p
)1/p

= sup
ϕ∈BK′

(
∞∑
i=1

|aϕxi|p
)1/p

=

(
∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

= ||(xi)∞i=1||p .

Proposição A.3 Se 1 < p < ∞, então o dual topológico do espaço lp(E) é o espaço

lp∗(E
′
), onde 1

p
+ 1

p∗
= 1. Essa dualidade pode ser expressa por

||(xi)∞i=1||p = sup
(ϕi)∞i=1∈Blp∗ (E

′
)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| .

Demonstração. Considere a aplicação linear J de lp∗(E
′
) em (lp(E))

′
dada por

J ((ϕi)
∞
i=1) ((xi)

∞
i=1) =

∞∑
i=1

ϕi(xi) ,

para (ϕi)
∞
i=1 ∈ lp∗(E

′
) e (xi)

∞
i=1 ∈ lp(E). Pela desigualdade de Hölder,

|J ((ϕi)
∞
i=1) ((xi)

∞
i=1) | ≤

(
∞∑
i=1

||ϕi||p∗
)1/p∗

||(xi)∞i=1||p ,

o que mostra que J está bem de�nida, é claramente linear, contínua e ||J || ≤ 1.

De�nindo a aplicação linear Ik de E em lp(E), pondo Ik(x) = (0, ..., 0, x, 0, ...),

com x na k-ésima entrada, segue que TIk ∈ E
′
para todo T ∈ (lp(E))

′
. Vamos mostrar

que (TIk)
∞
k=1 ∈ lp∗(E

′
). Dados ε > 0 e k ∈ N, existe xk ∈ E, ||xk|| ≤ 1, tal que

||TIk|| < |TIk(xk)|+ ε/(2k/p
∗
). Para cada (αk)

∞
k=1 ∈ lp,∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

||TIk||αk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

(
|TIk(xk)|+

ε

2k/p∗

)
|αk|

≤
∞∑
k=1

|TIk(xk)||αk|+
∞∑
k=1

ε

2k/p∗
|αk|

≤

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

TIk(xk)αkβk

∣∣∣∣∣+ ε||(αk)∞k=1||p = (∗) ,
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onde, para cada k ∈ N, escolhemos βk ∈ K, ||βk|| = 1, tal que TIk(xk)αkβk =

|TIk(xk)αk| no primeiro termo de (∗), e no segundo termo usamos a Desigualdade

de Hölder. Como∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

TIk(xk)αkβk

∣∣∣∣∣ = |T ((αkβk xk)
∞
k=1)| ≤ ||T ||||(αk)∞k=1||p ,

segue que

(∗) ≤ (||T ||+ ε)||(αk)∞k=1||p .

Assim, (||TIk||)∞k=1 ∈ lp∗ e, como ε > 0 é arbitrário, segue que (TIk)
∞
k=1 ∈ lp∗(E

′
),

com ||(TIk)∞k=1||p∗ ≤ ||T ||. Então, �ca claro que a aplicação linear I de (lp(E))
′
em

lp∗(E
′
), dada por I(T ) = (TIk)

∞
k=1, para cada T ∈ (lp(E))

′
, está bem de�nida, é

contínua e ||I|| ≤ 1. Como IJ = idlp∗ (E′ ) e JI = id(lp(E))′ , concluímos que (lp(E))
′
e

lp∗(E
′
) são isomorfos isometricamente.

Como consequência imediata do Princípio da Re�exividade Local ([18], pág. 73)

segue a seguinte proposição:

Proposição A.4 Sejam E um espaço de Banach, ϕi ∈ E
′
, i = 1, ...,m, e p ≥ 1.

Então

sup
ψ∈B

E
′′

(
m∑
i=1

|ψ(ϕi)|p
)1/p

= sup
y∈BE

(
m∑
i=1

|ϕi(y)|p
)1/p

.

O resultado abaixo é usado no texto para demonstrar a trivialidade de uma classe

de operadores sob certas restrições.

Proposição A.5 Sejam 1 < p <∞, 1 = 1/p+1/p∗ e p < q. Então existem sequências

(αk)
∞
k=1 ∈ lp∗ e (βk)

∞
k=1 ∈ lq tais que (λk)

∞
k=1 := (αkβk)

∞
k=1 /∈ l1

Demonstração. Por hipótese, 1 > 1/q + 1/p∗. Assim, tomando 0 < ε <
1− 1

q
− 1

p∗

2
,

(αk)
∞
k=1 =

(
1

k(
1
p∗+ε)

)∞
k=1

∈ lp∗ e (βk)
∞
k=1 =

(
1

k(
1
q
+ε)

)∞
k=1

∈ lq ,

e segue que

(αkβk)
∞
k=1 =

(
1

k(
1
q
+ 1

p∗+2ε)

)∞
k=1

/∈ l1 .
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Apêndice B

Resultados úteis relacionados a

operadores multilineares e polinômios

O objetivo da apresentação destes conhecidos resultados da teoria multilinear e

de polinômios se traduz em ter uma coleção de ferramentas recorrentemente usadas no

texto. As demonstrações dessas proposições e teoremas fogem do objetivo do texto,

porém podem ser encontradas em [4, 5, 27].

Iniciamos apresentando várias equivalências sobre a continuidade de uma aplica-

ção multilinear e também sobre a continuidade de um polinômio ([4], pág. 3 Teorema

1.2.2 e pág. 20 Teorema 1.3.7):

Teorema B.1 Sejam n ∈ N, E1, ..., En e F espaços normados sobre K e A : E1 ×
· · · × En −→ F uma aplicação multilinear. Então, são equivalentes:

(i) A é contínua;

(ii) A é contínua na origem;

(iii) Existe uma constante positiva K tal que

‖A(x1, ..., xn)‖ ≤ K ‖x1‖ · · · ‖xn‖

para qualquer (x1, ..., xn) ∈ E1 × · · · × En;

(iv) A é uniformemente contínua sobre os limitados;

(v) A é limitada em toda bola com raio �nito;

(vi) A é limitada em alguma bola com raio �nito.



Teorema B.2 Sejam E e F espaços vetoriais normados sobre K, n ∈ N, P ∈ P (nE;F )

e A ∈ Ls (nE;F ) tais que Â = P. Então, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) A ∈ Ls (nE;F );

(ii) P ∈ P (nE;F );

(iii) P é contínuo na origem;

(iv) Existe uma constante K > 0 tal que ‖P (x)‖ ≤ K ‖x‖n para todo

x ∈ E;

(v) P é limitado em toda bola com raio �nito;

(vi) P é limitado em alguma bola com raio �nito;

(vii) Se B ⊂ E é limitado, existe KB > 0 tal que

‖Px− Py‖ ≤ KB ‖x− y‖

para quaisquer x, y ∈ B.

Uma relação entre polinômios e aplicações multilineares simétricas é dada pelo

teorema ([27], pág. 6 Teorema 1.10):

Teorema B.3 (Fórmula de Polarização) Sejam E,F espaços vetoriais sobre K.

Se A ∈ Ls(nE;F ) então

A(x1, ..., xn) =
1

n!2n

∑
εi=±1

ε1 · · · εnA(x0 + ε1x1 + · · ·+ εnxn)n,

para quaisquer x0, x1, x2, ..., xn ∈ E.

Um resultado de coincidência para aplicações multilineares simétricas pode ser

facilmente obtido por meio da fórmula de polarização:

Proposição B.4 Se A,B ∈ Ls(
nE;F ) e Axn = Bxn para todo x ∈ E, então as

aplicações A e B coincidem em todo o domínio.

Demonstração. Para todo (x1, ..., xn) ∈ En, temos

A(x1, ..., xn) =
1

n!2n

∑
εi=±1

ε1 · · · εnA(ε1x1 + · · ·+ εnxn)n

=
1

n!2n

∑
εi=±1

ε1 · · · εnB(ε1x1 + · · ·+ εnxn)n

= B(x1, ..., xn) .
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O teorema do grá�co fechado ([4], pág. 9 Teorema 1.2.8) e o teorema de Banach-

Steinhaus ([5], pág. 206 Corolário 1), em suas versões multilineares, são ferramentas

bastante usadas, principalmente a primeira, na caracterização dos operadores Cohen

fortemente somantes por desigualdades.

Teorema B.5 (do grá�co fechado multilinear) Sejam E1, ..., En e F espaços de

Banach e A : E1× · · · ×En −→ F uma aplicação n-linear de grá�co fechado. Então A

é contínua.

Teorema B.6 (de Banach-Steinhaus multilinear) Sejam E1, ..., En espaços de Ba-

nach, F um espaço vetorial normado e (Aj)
∞
j=1 ⊂ L (E1, ..., En;F ) tal que para cada

xi ∈ Ei, i = 1, ..., n, a seqüência (Aj(x1, ..., xn))∞j=1 é convergente. De�nindo

A(x1, ..., xn) := lim
j→∞

Aj(x1, ..., xn) ,

então A ∈ L (E1, ..., En;F ) .

Este último também possui uma versão para polinômios homogêneos ([4], pág.

26 Teorema 1.3.13):

Teorema B.7 (de Banach-Steinhaus para polinômios homogêneos) Sejam E

um espaço de Banach, F um espaço normado e (Pj)
∞
j=1 ⊂ P (nE;F ) tal que, para cada

x ∈ E, a seqüência (Pjx)∞j=1 é convergente. De�nindo

P (x) := lim
j→∞

Pj(x) ,

então P ∈ P (nE;F ) .
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