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Resumo

O discriminante de um corpo de nimeros K tem aplicabilidade tecnologica, por
isso varios estudiosos vém se ocupando em seu calculo, e certamente encontram di-
ficuldade quando tentam determinar uma base integral para K. Se tal corpo K for
abeliano, pode-se recorrer ao teorema de Kronecker-Weber que assegura que K esté
contido em alguma extensao ciclotomica Q((,,) e, neste caso, pode-se aplicar o teorema
de Hasse para calcular o discriminante de K.

O resultado aqui obtido estd restrito ao calculo do discriminante de corpos de
nimeros, subcorpos de corpos ciclotomicos Q((,r), onde p é um primo impar. E para
tal calculo apresentamos uma féormula em funcao do grau de K.
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Abstract

The discriminant of a number field K has technological applicability and because
of that, many researchers have being occupying themselves with its calculation, and
certainly finding difficulties in determining an integral base for K. If such a field K
is abelian, one can appeal to the Kronecker-Weber Theorem which assures that K is
contained in a cyclotomic extension Q((,,) and, in this case, the Theorem of Hasse can
be applied for evaluating the discriminant of K.

The result obtained here is restricted to calculation of the discriminant of number
fields, subfields of cyclotomic fields Q((,), where p is an odd prime. And for such
calculation a formula in function of K’s degree is presented.
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Notacao
G - Grupo do caracteres do grupo G.
(g) - Subgrupo gerado por g.

% - Anel dos inteiros modulo n.

/AN e . L
(—Z) - Grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de %.
n

(a,b) - Maximo divisor comum de a e b.

[a, b] - Minimo multiplo comum de a e b.

©(n) - Fungao de Euler.

K* - Grupo ciclico multiplicativo do corpo K.
K{z] - Anel dos polindmios sobre o corpo K.
[L : K] - Grau da extencao L sobre K.

(G : H) - Indice do subgrupo H em G.

N - Conjunto dos nimeros naturais.

Z - Conjunto dos ntimeros inteiros.

D(n) - Conjunto dos divisores de n.

= - Congruente.

| - Divide.

disc(K) - Discriminante do corpo K.

Kery - Nucleo de .

Imp - Imagem de .

71k () - Trago de x relativamente a L e K.
N1 k(z) - Norma de x relativamente a L e K.

det M - determinante da matriz M.
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I - Anel dos inteiros de um corpo de nimeros K.
Gal(L/K) - Grupo de Galois de L sobre K.

Xk - Grupo dos caracteres associados a K.

fx - Condutor do caracter .

(» - Raiz primitiva n-ésima da unidade.

Utn) - Conjunto das raizes n-ésimas da unidade.

P,y - Conjunto das raizes primitivas n-ésimas da unidade.
|A| - Cardinalidade do conjunto A.

Q(i) - Corpo de nimeros gaussianos.

Z[ i ] - Anel dos inteiros gaussianos.
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Introducao

"Que aqui nao adentrem aqueles que nao conhecem Geometria”.
Inscricao de adverténcia afixada na entrada da academia de filosofia de
Atenas, fundada por Platao no séc. IV a.C.

Os corpos ciclotomicos Q((,r), com p primo impar e r inteiro positivo, represen-
tam uma familia na categoria dos corpos de ntimeros algébricos que permite o uso da
Teoria de Galois no calculo do discriminante, entre outros estudos aqui nao abordados.

O parametro densidade de empacotamento esférico dos reticulados, subgrupos
discretos do R", depende do discriminante do corpo K, neste caso o volume da regiao
fundamental, além da fungao trago relativo e da norma do ideal i, quando tal reticulado
for a representacao geométrica de um ideal ordinario i do anel dos inteiros algébricos
de um corpo de niimeros K.

Os reticulados tém se mostrado bastante tteis em aplicacoes na teoria das comu-
nicacoes, contudo reticulados de maior interesse sao aqueles com maior densidade de
empacotamento, o qual podemos obter formando o discriminante minimo.

Empacotamento esférico ¢ a disposi¢ao de esferas de mesmo raio no espacgo eu-
clidiano n-dimensional, de tal modo que a intersecao de duas delas tenha no méaximo
um ponto. A forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior parte do espaco,
tem sido um desafio e mereceu citagao de Hilbert no ano de 1900 como o 18° problema
de uma lista de desafios que ocuparam destaque no desenvolvimento das ciéncias ao
longo de todo século XX e até hoje.

As pesquisas de base, em Matematica pura, apontam progressivamente para uma
maior ligagao com varios outros campos da ciéncia. Nosso trabalho, baseado no artigo
"On computing discriminants of subfields of Q((,r)” publicado no Journal of Number
Theory 96/2002, nao foge desta linha e procura mostrar que processo foi utilizado na
obtencao de um dos itens formador de um resultado importante da Teoria dos Numeros,
o discriminante de corpos de ntimeros abelianos.

Corpos de numeros abelianos sao extensdes normais de Q@ com grupo de Galois
abeliano que, segundo Kronecker e Weber, estao sempre contidos em algum corpo
ciclotomico Q(¢,).

O célculo do discriminante de um corpo de nimeros K, conforme sua definicao
original, depende do conhecimento de uma base integral do anel dos inteiros algébricos
de K (I como Z-modulo) e seu valor relativo, do conjunto das imersoes de K no corpo
dos nimeros complexos.

Para corpos com condutor poténcia de um primo impar, ou seja, subcorpos de
Q(¢r ), devido a correspondéncia de Galois, o discriminante absoluto de K pode ser
calculado em funcao do seu grau, aplicando a formula do condutor-discriminante. Este
é o nosso resultado principal correspondente ao teorema 4.1.

Entretanto para alcancarmos este objetivo precisaremos de trés lemas como pré-
requisito e do teorema de Hasse. Estes resultados, compilados no terceiro capitulo e
mais o lema do condutor, formam um preambulo para o calculo do discriminante para
o qual nos propomos.

No segundo capitulo, procuramos desenvolver resultados classicos da teoria dos
caracteres em grupos abelianos finitos, atencao especial dada ao estudo dos caracteres
de Dirichlet, com destaque para o conceito de condutor de um caracter numérico.
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As referéncias principais para os topicos abordados nestes capitulos foram os livros
[Was,Rib].

No primeiro capitulo apresentamos ao leitor alguns resultados indispenséaveis para
o entendimento dos elementos conceituais que compoem o titulo desta dissertacao.
Como a nocao de corpos de nimeros algébricos, com enfoque maior aos corpos ci-
clotomicos, qual o significado de condutor de um corpo abeliano, e o que é afinal o
discriminante de um corpo de nimeros e sua indissociada base integral. As principais
referéncias utilizadas nesses capitulos, tanto no contetido quanto na notagao foram
[End1,Sam].

No apéndice A foi escrito um capitulo "zero", com o objetivo introdutoério, con-
stituido dos resultados basicos aplicados, vizando atender aos leitores sem formacao
em Teoria Algébrica dos Numeros, porém interessados num melhor entendimento das
técnicas aqui abordadas, tal como a defini¢ao de inteiro algébrico, anel integralmente
fechado, norma e traco relativos e polindmio caracteristico. Iniciamos com uma ap-
resentacao das estruturas algébricas, com destaque para o grupo de Galois, grupo
multiplicativo das unidades do anel dos inteiros médulo n e extensao galoisiana dos
racionais.

Faremos uso exaustivo do anel Z como dominio principal integralmente fechado,
bem como do seu corpo de fracoes Q e de Z-modulos F.G., denotaremos por L o corpo
de decomposicao de um determinado polindémio ou para indicar um corpo ciclotomico
em questao. L como extensao finita de Q estarda sempre contido em C.

K denotara qualquer subcorpo de L que contém Q.

O anel dos inteiros algébricos sera denotado por [x, podendo ser um dominio
fatorial nao necessariamente euclidiano.

Enunciamos os atributos essenciais e especificos do anel dos inteiros de um corpo
de nimeros K de modo que o torne inconfundivel com qualquer outro fecho, além das
bases do método da Teoria dos Caracteres, a Teoria de Galois. As principais referéncias
pesquisadas neste apéndice foram [Bha,End2 Rot,Lan,Ste|.

Desta maneira tentamos tornar este trabalho enxuto, conciso, de facil entendi-
mento, e 0 mais auto-suficiente possivel.
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Capitulo 1

Corpos de Nimeros Algébricos e Seu
Principal Invariante

"Leiam, leiam Fuler. Ele € nosso mestre em tudo”.
Pierre de Laplace, séc. XVIII, recomendando Introducao a Analise
Infinita a seus alunos.

Um corpo de niimeros algébricos, ou simplesmente corpo de nimeros é uma ex-
tensao finita do corpo dos nimeros racionais. Corpos de nimeros tém caracteristica
Zero.

1.1 Corpos Quadraticos

Um corpo quadratico é uma extensao K de Q de grau dois.

Note que qualquer elemento o € K/Q é um elemento primitivo da extensao K.
De fato, 1 < [Q(a) : Q] < [K : Q] = 2, decorre que K = Q(«).

Os elementos 1, a formam uma base desta extensao e F,,xqg = P ¢ um
polinémio em Q[z] de grau dois.

Todo corpo quadratico possui um elemento primitivo distinguido da forma Vd,
univocamente determinado a menos de sinal, onde d € D é um ntmero inteiro livre de
quadrados, isto é, d = p{*p5?---pi~, onde os pys sa0 nimeros primos e «; € {0, 1}.
Seja D ={d € Z\ {0,1} ;1+#c*td, c€ Z} conjunto dos niimeros inteiros livres de
quadrados, e considere Q@ = {K ; Q C K C C e [K : Q] = 2} conjunto dos corpos
quadraticos de Q.

Para cada numero inteiro livre de quadrados, temos um tnico corpo quadratico
correspondente, e reciprocamente. Ou seja, A aplicacao f : D — Q, dada por f(d) =
Q(+/d) & bijetiva.

Diremos que um corpo quadratico K = Q(V/d) é;

a) Real, ou seja K C R, quando d > 0;
b) Imaginario, quando d < 0.

Sabemos que todo dominio fatorial é integralmente fechado em seu corpo de
fragoes, no entanto o anel I é integralmente fechado em K, mas nao ¢ um dominio
fatorial, pois para K = Q(v/—5) o dominio Z[v/—5| nao é fatorial.



Mencionamos, neste contexto que, para qualquer corpo de numeros algébricos K, o
anel [y sera fatorial;

a) se, e somente se [x for um dominio principal;

b) se, e somente se o seu ntimero de classes nk for igual a 1.
Definicao 1.1 Um dominio R € euclidiano, se existir uma aplicacao

e: R\ {0} =N

com as sequintes propriedades:

i) bla implica €(b) < e(a), a,be R\ {0};

i) 33 q,r € R, tais que a =bqg+ 1, com r =0 ou e(r) < e(b)

Portanto, todo DE, dominio euclidiano, é principal e, dai, fatorial.

De fato, dado um ideal nao-nulo a de R, existe b € a '\ {0}, tal que £(b) seja mini-
mal em {e(a) ;a € a) {0}}.
Para qualquer a € a, sejam ¢,r € R, tais que a =bg+ 1 er =0 ou e(r) < e(b),
como 7 = a — bq € a, pois bqg + r € a,
veja r € a, mas €(r) £ (b), pois £(b) é minimo,

dair =0e a =bg €< b >, concluimos que a =< b > é principal.
Assim, R é um dominio principal, logo fatorial.

Diagrama de ordenagao dos dominios

DI DFU| DIP| DE |

Exemplos de dominios euclidianos;

a) Z, anel dos inteiros, com a aplicacao € = | |, valor absoluto.
e: 2\ {0} = N
a -~ |al

b) KJz], anel dos polinémios sobre um corpo K qualquer, com a aplicagao € = 0,
grau do polinémio.

e: Klz]\ {0} = N
[~ 0f

¢) Em alguns casos, I, anel dos inteiros algébricos sobre o corpo quadratico K =
Q(v/d), com a aplicagdo ¢ = [Ngg( )|, norma absoluta (a norma serd sempre
nao-negativa quando d < 0).

IS [K\{O} — N
a~ [Nkjg(a)|



Para I ser um dominio de fatoracao tnica é suficiente, mas nao é necessario que
ele seja euclidiano.

Observagao 1.2 Em relagao ao exemplo c¢), a propriedade it da defini¢ao 1.1 é satis-
feita apenas quando d € {—1,-2,-3,-7,—-11}U{2,3,5,7,11,13,17,19, 21, 29, 33, 37,
41,57,73}, ou seja, temos 21 casos em que ]Q(\/g) ¢ um DE em relagao a norma abso-
luta. E nao se sabe se existem outros d € D tais que o dominio indicado seja euclidiano
em relacao a uma fungao € diferente da norma absoluta.

Um exemplo importante de DE é Z[ i | o anel dos inteiros de Gauss o qual é igual
ao anel Ig(; dos inteiros algébricos do corpo de niimeros gaussianos, onde i = /—1.

Lema 1.3 Z[ i ] ¢ euclidiano em relagao & norma Ny /q-

Prova.
Dados os elementos «, 3 € Z[ i ], existem u,v € Q, tais que a3~ = u + vi,

fazendo Ny o = N, temos N (af™!) = N ()N (87Y) = N (u + vi).
Sendo d = —1, N(z) > 0,V z, logo S]a implica N'(5) < N («).
Agora, existem m,n € Z, tais que [u—m| < 5 ¢ lv—n| < 5 isto é, m = [u],n =

[v]. Entao temos que existem tnicos m + ni,p € Z[ i ], tais que a = B(m + ni) + p,
onde p =0 ou N(p) < N(3).
De fato, p = a — 3(m + ni), mas

a=(u+vi)f=p=pPu+vi)—Bm+ni)=p=(u—m)+@w-n))j=
N(p) = N((u—m)+ (v =n))N(B) = N(p) = N((u —m)* + (v = n))N(9),

1
como |[u—m|, [v—n| < = = (u—m)?* (v—n)* < = = 0 < ((u—m)*+(v—n)?) < 1,

dai N'(p) < N(B). m

A~ =

1.2 Corpos Ciclotomicos

Considere e o elemento neutro de um grupo multiplicativo G. Dado um elemento
a€ @G, seam#e, ¥VmeN\{0}, diremos que a tem ordem infinita.

Se existir um nimero inteiro m > 0, tal que a™ = e, diremos que a tem periodo m
ou ordem m, quando m for o menor inteiro satisfazendo essa condicao. Para qualquer
0 # a € C, denotamos por o(«) a ordem de a no grupo multiplicativo C*.

Diremos que o € C* é uma raiz n-ésima da unidade em C, quando o = 1. Assim,
uma raiz n-ésima da unidade é um inteiro algébrico em C, raiz do polinémio x™ — 1.

O conjunto das raizes n-ésimas da unidade forma um grupo ciclico multiplicativo
de ordem n, denotado por U,(C), ou simplesmente U,).

C* nao ¢é ciclico, mas todo subgrupo finito de C* ¢ da forma Ug,). Um gerador
deste grupo é chamado de raiz primitiva n-ésima da unidade e é denotado por (,, ou
simplesmente ¢. O niimero complexo (] é uma raiz primitiva n-ésima da unidade se, e



somente se mdc(m,n) = 1, portanto o nimero de raizes primitivas n-ésimas da unidades
¢ ¢(n), onde ¢ é a funcao ¢ de Euler. Ou seja, o conjunto das raizes primitivas n-
ésimas da unidade em C tem ordem ¢(n) e é denotado por P,(C), ou simplesmente F,).

Observemos que a existéncia de uma raiz primitiva n-ésima da unidade perten-
cente a um corpo algebricamente fechado €2 O L é garantida por que a caracteristica
do corpo de decomposicao L de 2™ — 1, que é um corpo de niimeros, nao divide n, isto
¢, P,(Q) # ¢ < car(L) { n, o que é trivial quando car(L) = 0.

O conjunto das raizes primitivas n-ésimas da unidade, também um subconjunto
dos inteiros algébricos em C, é constituido das raizes distintas do polindbmio minimal
de G, Prj0 = H (x — %) € Z[z], conhecido como n-ésimo polinémio ciclotémico, e

(i, j)=1
denotado por ®,,.

O n-ésimo polinémio ciclotémico ®,, ¢ um polindbmio moénico em Z[z] de grau
¢(n) e irredutivel em Q|x].

Temos que z" — 1 = H o4, pois Up,y = U Ua-
din din

Se n = p, um nimero primo, temos p — 1 raizes primitivas n-ésimas da unidade
e portanto a lnica raiz p-ésima da unidade que nao é primitiva é 1.

Desta forma, ®,(r) = Z=L = 2P~ 4. o + 1.

z—1
Os seis primeiros polindémios ciclotémicos sao;
b=a-1, dy=x+1, &3=2>+1+1,
O=0+1, ="'+ +2+r+1lePs=2"—z+1.
Uma curiosidade notavel diz respeito aos coeficientes dos 104 primeiros polinémios
ciclotomicos que estao todos em {—1,0,1}. Agora, para n > 105 os coeficientes ex-
plodem, isto é, ocorrem coeficientes arbitrariamente grandes em Z. Uma outra, diz

respeito a alternancia do sinal de seus termos, ou seja, ®o,(z) = ®,(—x), mas s6 no
caso de n ser impar.

Definicao 1.4 Diremos que L € o n-ésimo corpo ciclotomico se L € resultante da
adjuncgao de Q e uma raiz primitiva n-ésima da unidade, L = Q((,).

7
O isomorfismo do grupo (+Z, +) sobre Uy, definido por a + nZ ~ (¢
n
) e ) Z
induz uma bijecao entre o grupo das unidades do anel 7 e P.

n

Dai o grau [L : K], igual & ordem de Aut(L/K), é um divisor de ¢(n), onde K é
um corpo intermediario entre L e Q.

Teorema 1.5 Seja L = K((), sendo ¢ € C uma raiz primitiva n-ésima da unidade.
Entao L é uma extensao galoisiana de K, cujo grupo de Galois Aut(L/K) é canon-

icamente isomorfo a um subgrupo de (—Z)* Em particular, Aut(L/K) é um grupo
n

abeliano e sua ordem divide p(n).



No caso em que K = Q, vale o seguinte:

Teorema 1.6 Seja ¢ € C uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Entao L = Q(()
é uma extensao galoisiana de Q, cujo grupo de Galois Aut(L/Q) € canonicamente

Y/ .
isomorfo a (_Z) , e portanto abeliano de ordem p(n).
n

Assim, concluimos que além de ( ,+) ~ Uy, temos o isomorfismo

’ nZ
Aut(L ~ (=)
L) = ()"
Obviamente (—)* ¢ abeliano, mas nem sempre é ciclico.

nz
Prova-se que (+Z)* sera ciclico se, e somente se n = 2,4, p” ou 2p”, para p primo impar,
n
veja | Rib] cap. 3 Ex.1.

Considere o corpo L, tal que Q C L C C, com [L : Q] < 0.
(L) =A{C € L;¢"=1} o conjunto das raizes em L do polinomio z™ — 1.
P,(L) ={¢ € L ;0(¢) = n} o conjunto das raizes primitivas n-ésimas da unidade em
L.
O grupo de todas as raizes da unidade em L,U(L), que é a unido dos grupos
Un(L), onde n € N\ {0}, é finito e coincide com o subgrupo de tor¢ao de L*, isto &,

U(L)| = | UD)| = T(L)] = {a € I1; |or(a)] =+ = |on(a)| = 1}] < o0,
n>1
onde o1, ...,0, sao isomorfismos de L em C.

Vamos determinar sua ordem no caso do n-ésimo corpo ciclotoémico.

Seja ¢ € C uma raiz primitiva n-ésima da unidade e L = Q(¢) o n-ésimo corpo ci-
clotomico. Entao U(L) tem ordem n, se n for par ou U(L) tem ordem 2n, se n for impar.

Escrevendo 7 e N no lugar de 77, e Ny, temos para j =1,2,...,p—1 que

Proposicao 1.7 Sejam ¢ uma raiz primitiva p-ésima da unidade, e p € um nimero
primo. Temos que;

T(()=-1 T(-1)=-p T(A-¢)=p
N@)=1 N@-1)=p NIA-¢)=p,

A seguir estudaremos o anel I; dos inteiros algébricos do corpo ciclotomico L,
restringindo-nos, entretanto, ao caso em que n é um primo impar.

Sendo L = Q(¢), onde, ¢ é uma raiz primitiva p-ésima da unidade, temos que
[L:Q]=p-1el,(, ...,(P"2 formam uma base da extensdo L de Q e que ¢, (2, ..., (P71
sao as raizes do p-ésimo polinomio ciclotomico @, = a?~1 + -+ + 2z + 1.



O grupo de Galois Aut(L/Q) consiste dos p — 1 automorfismo o1, 09, ...,0,1,
sendo o; univocamente determinado por ¢;(¢) = ¢/, j=1,2,...,p— 1, em particular
o1 é a identidade de L.

Podemos entao demonstrar que o Z-modulo I, é livre.

Teorema 1.8 1.(,...,(P"2 formam uma base do Z-mdodulo Iy,
Prova.
1,¢, ..., (P 2 sao linearmente independentes sobre Z, pois o sao sobre Q. Obvia-

mente Z + Z( + - - -+ Z(P~2? C I;. Portanto basta provar D.
Seja « € I, isto ¢ a = ag+ a1( + -+ + a,—2(P~2, com ag, ay, ..., a, 2 € Q.
Mostraremos primeiro que ag € Z. Note que
a(l=¢) =ao(1 =¢) +ar((l=¢) + - +ap 2P *(1 - ()
= ao(1—¢) + a1(< =)+t (P = )

Z — ¢Ith aplica Tr=1T.

J=1

p 2
T (a1 = ¢)) = T(ao(1 - a;(¢7 = ¢M).

=1

.

Note que

[\

p2 p—

p—2
a; (0 =) =D T(a; (¢ =) =D a0 T(¢ =)
j=1

i=1 j=1

.

e que T(¢/ = ¢7*) =T(¢7) = T(¢!H) = =1 = (=1) = 0, ou seja,

T (a1 =) = T(ao(1 = ()

/1.7

T(a(1—¢) =aeT(1—¢)"=" agp. - (1.1)

Por outro lado, temos que

= Zaj(a(l —()), def. traco

oj(a(l = () =0j(a —af) = gj(a) — 0;(a() = g;(a) — a;(a)o;(C)

=0j(a)1-¢) = T(a ZUJ (1-¢) (1.2)



De (1.1) e (1.2)
pay = ZUJ 11— e -OILNZ =pZ = ay € 7.

Supondo por indugdo que ai,...,a; € Z, para algum j € {1,2,...,p — 2},
mostraremos que a; € Z. De fato, multiplicando o por (P77, obtemos que

Oécpij = aj + (lj_HC + CLj+2C2 + -t ap_2cp72*j + aocpij + alcpijJrl + -+ aj_lefl.

Seja o p-ésimo polinémio ciclotomico ®, = 2P~t 4 ... + 2 + 1 cujas raizes sdo as
p — 1 raizes primitivas p-ésimas da unidade, logo (, = ¢ é uma delas,

assim 1 +C+ A4+ P24+ Pl =0=P ' =—1-(-C - —("2e

al?™ = ajtaj (e tay, 2P dagPT+ar P 4 tay g (—1-( == —(PT?)
aP™ = (aj — aj-1) + (aj41 — ¢;1)C + (a2 — aj-1)C* + -+ + (jpp-3 — ;)P0 +
(ajip-a —aj—1)CP7% com b; = (a4 —aj—1) €Q e 1 €{1,2,...,p—3,p—2}

e como a(P~7 € I, resulta que a; — aj_1 € 2.

Portanto, a; = (a;4; — aj_1) + aj+1 € Z, dai concluimos que ay,...,a,_2 € Z,

logoa €Z+Z,+ -+ 2P 2 =1, CZ+Z+---+7Z¢P2 1A

Vimos assim que o anel dos inteiros de Q(¢) é Z[¢] e um resultado devido a Krum-
mer afirma que toda unidade desse anel é o produto de um inteiro racional nao-nulo
com uma poténcia de (.

Mencionamos sem demonstracao que o teorema 1.8 se generaliza ao n-ésimo corpo
ciclotomico, para qualquer n > 1. De fato, este corpo tem 1,(,...,(¥™~1 como base
(veremos mais adiante como base integral), sendo ( uma raiz primitiva n-ésima da
unidade.

Proposicao 1.9 Seja L = Q((), com ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade
a) a=C+ ("t eK=Q(a) é o subcorpo mazimal real de L;
b) O anel dos inteiros algébricos de K € Z[al];

e(n)
c) La,...,a2 L formam uma base de K.

O seguinte teorema diz respeito a unicidade do subcorpo intermediario K.

Teorema 1.10 Sejam p um nimero primo e ( € C uma raiz primitiva p-ésima da
unidade, tal que L = Q({) € o corpo de decomposi¢ao de zP — 1 € Qlz|. Além disso,
seja g = [g], uma raiz primitiva mod.p, isto €, g € um gerador do grupo multiplicativo

(pZ) Entao



a) O grau da extensao L de Q é n=p—1, e os elementos ¢, i=0,1,...,p—2
formam uma base de L sobre Q;

b) O grupo de Galois Gal(L/Q) € gerado pelo automorfismo de L, dado por o(¢) =
, este automorfismo satisfaz, o = eo = , para todo 1,
¢ fi isfaz, o(¢) = (77 e ok (¢) = ¢ do i,k
onde esses indices devem ser lido mod.n;

¢) Seja d um divisor de n e seja e = %, entdo eriste um tinico corpo intermedidrio
Ky, tal que [Ky4 : Q] = d e este corpo € dado por Kg = Q(wp) = -+ = Q(wg_1),
onde wy = (9" +C9 4 4109V 6 4 soma dos (9, com i = k(mod.d).
O nidmero de wy € chamado de e-periodo de grau de L sobre Q, pois cada wy
consiste exatamente de e somas.

Tal resultado, a unicidade do grau do corpo intermediario K de uma extensao
ciclotomica p-ésima de Q, viabilizara o calculo do discriminante mais adiante.

1.3 Corpos de Numeros abelianos

Um resultado fundamental envolvendo corpos ciclotomicos e o conceito de corpos
de nimeros abelianos, devido a Kronecker e Weber, é o seguinte:

Teorema 1.11 Seja K uma extensao finita e abeliana dos racionais (isto €, galoisiana
com grupo de Galois abeliano). Entao K estd contido em algum corpo ciclotémico.

A importancia desse resultado reside no fato de que se o corpo K for abeliano
podemos aplicar o teorema de Hasse para calcular o discriminante absoluto de K.

1.4 Bases Integrais

Todo corpo de niimeros K possui uma base integral. Ou equivalentemente, seu
anel dos inteiros algébricos I é um Z-modulo livre. Isso pode ser provado juntando
a proposicao 1.12 com os teoremas 1.25 , 1.8 e A.2 , e com um sistema de imersoes
desses Z-modulos livres no Q-espaco vetorial.

Um sistema (aq,...,q,) de inteiros algébricos formard uma base da extensdo
K de Q se o discriminante desse sistema, além de ser nao-nulo, nao for divisivel por
nenhum quadrado 1 # ¢? € Z, e tal discriminante terd o menor valor absoluto dentre
todos dos sistemas de I}.

Qualquer uma das bases do Z-moédulo Ix é chamada base integral de K.

Uma base integral de K é também uma base de K sobre Q como espaco vetorial
ja que tem [K : Q] elementos linearmente independentes.

No entanto, a reciproca nao é verdadeira, isto é, nem toda base de K sobre Q,
como espaco vetorial, contida em [y, é uma base integral.

Por exemplo, no caso do corpo de niimeros K = Q(v/13) ,temos que {1,113} &
uma base de @(\/1_3) sobre Q formada por elementos inteiros algébricos, entretanto,
nao é uma base integral, pois o discriminante da dupla (1, \/ﬁ), pela observacao 1.26, é

1++v13
5 .
A seguinte proposicao afirma ser livre os submodulos de um Z-modulo livre.

diferente do discriminante de /. Uma base integral de K, neste caso é < 1,



Proposicao 1.12 Seja M um Z-mdodulo livre de posto n, e N um submddulo de M de
posto q < n. Entao;

a) N também é um Z-mddulo livre.

b) Ezxistem uma base {B, ..., Bn} de M e elementos ay, ..., a, € Z\{0}, com ai|as] . .. |a,,
tais que a1 81, a2, . .., a8, formam uma base de N .

¢) Chamando {1, ...,g,} de base de N, e os inteirosr; € a;Z,i =1,...,q €Tgq1,...,Ty €
Z, temos que 08 1somorfismos
n

HZi_)M; dado por (ry,72,...,10) ~ (rf1+ 1202+ -+ 1) €
i=1
q
HZi—>N, dado por (r1,...,1q) ~ (e + -+ +14,)
i=1
induzem o isomorfismo a% X+ X G;LZ XL X X — %, dai uma classe T € %

n—gq
se escreve na forma T = (T1,...,Tq Tqi1s-- -, Tn)

Proposicao 1.13 Seja M um Z-mddulo gerado por n elementos, M = 17+ - -+ B, 7.

Entao existem r,s € N, com r+ s < n e elementos ay,...,a, € Z\{—1,0,1}, tais que
ailas] ... |a, e M seja isomorfo ao Z-mddulo a% X oo X LoXTx X
Z 2

S

Proposicao 1.14 Seja K uma extensao finita de Q de grau n.
Entao:
a) O Z-mddulo Ik tem posto n.
b)Para todo anel S entre K e 7, as sequintes condigdes sao equivalentes;
1)S C Ik
i1)S € um Z-mddulo livre de posto ¢ < n
1i1)S € um Z-mddulo F.G.
No caso em que K = Q(S), S € um Z-mddulo livre de posto n.

Prova. a) Pelo teorema 1.25, I ¢ estd entre dois Z-modulos livres de posto n, portanto
tem posto n

b) i) = i)

Ainda por 1.25, S é um submodulo de um Z-mo6dulo livre de posto n, portanto,
a afirmacao resulta do item a da proposi¢ao 1.12, S também é um Z-modulo livre de
posto g < n.

i1) = 1) imediato.

i11) = i) como S é um Z-mo6dulo F.G. e S C K = S C Ik, pelo corolario A.26

Proposicao 1.15 Seja [K : Q] = n. Para qualquer subanel S de K, as sequintes
condicoes sao equivalentes;



i)S C Ik e K=Q(95)
i) S € um Z-mddulo livre de posto n.

Os subaneis S de I que satisfazem as condigoes equivalentes da prop. 1.15, sao chama-
dos as "ordens"de K e Ix de "ordem méaxima'de K.

Entre as ordens de K distingiiem-se os anéis Z[a], onde o € [k é um elemento
primitivo da extensao K de Q.
1.5 Discriminantes

O principal invariante dos corpos de niimeros algébricos é assim definido:
Definicao 1.16 Seja K uma extensao finita de grau n do corpo dos racionais. Para
qualquer n-upla (aq,...,a,) € K™, o Discriminante do Sistema (o, ..., q,) € o ele-
mento de Q dado por

disc gjolan, ..., an) = det(Txg(ioy)) € Q,com i,5 € {1,2,...,n}.

Observagao 1.17 Escrevendo T no lugar de Tk q,

T(mar) T(aiag) -+ T(aiap)
. T(ogon) T(ogaz) -+ T(ogow) |
a matriz . . . . é simétrica.
T (o) T(anas) -+ T(apan)
Observagao 1.18 Se a n-upla (a1, ...,qy) for uma base integral da extensio K de

Q, o discriminante desse sistema é sempre nao nulo. FE tal discriminante é dito o
discriminante do corpo K, denotado por disc(K).

Se um elemento v; € K é escrito como combinacao linear de oz;»s € K, com
i,7 € {1,2,...,n}, os discriminantes dos sistemas (71,...,7,) e (aq,...,a,) diferem
por um fator quadratico, ou melhor

Proposicao 1.19 Parai=1,2,...,n, seja v; = ZCLUOC]‘, onde a;; € Q. Entao
j=i
disc go(V1,-- ) = detQ(aij)disc r/olar, ..., ap)

Prova.

Y1 = G1100 + Qa0 + - -+ Q1,0
Yo = Q211 + Aol + + - - + G2, 0l

Yn = Gp1Q1 + QpaQiy + ++ + 4 Qpp Oy
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n n n

n n
de, = E Ari Oy Vs = E a0, 0 produto v,y = E Qi O E (g0l = E Qi O g O

i=1 j=1 i=1 J=1 3,j=1
n n

dai Trjq(37s) = Tieso( Y ariciagay) = Y Tjglarciasios) = > aniTiocio;)ass.

4,j=1 4,j=1 1,j=1

Agora fazendo variar r e s entre 1 e n, 1 < r,s < n temos desse somatorio 2 matrizes

(ari) = Ave (a55) = A", dai Txio(rys) = ATk o(ia;) A

det(Tijo(1r7s)) = det(ATy (i) AY) = det(A)det(Tx j(aia;))det(A") =

= det*(A)det(Tx g(ua;)),
fazendo A = a;;, temos
disc k011, .. m) = det?(aij)disc koo, ..., an).
u

Da Proposicao 1.19, concluimos que se vi,...,%v, € aq,...,q, forem bases de
K/Q, entdo a matriz mudanca de base (a;;) é invertivel, e portanto seu determinante

¢ invertivel, isto é, det(a;;) # 0.

Sejam o71,...,0, n Q-isomorfismos distintos de K em C, entdo para quaisquer

ai,...,q, € K temos que:

Proposicao 1.20 disc gjg(a, ..., a,) = det*(oi(aj)1 < ij < n)

Prova.
Tk o)) Zak ;) Zak(ai)ak(aj).
o1(aq) o9(ay) -+ op(ay) o1(aq) o1(ag)
Sejam Al — 01(:042) 02(:042) Un(:az) oA | Pl o)
. 0'1(061) 0'2(041> cee O'n(Oél) O'n(Ckl) O'n(OéQ)
entao
Zal(al)al(al) ZUz’(Oél)Uz(Oéz) Zai(ozl)ai(ozn)
AtA _ ;UZ(QQ)OZ(()[l) izlo-i<a2>o-z(a2) izla'i(OCQ)O'i(Oén)
Zai(ozn)ai(ozl) Zai(an)(;’i(ag) ZO’Z an)oi(ay,)
T(aian) T (ajae) T (ran,)
ou seja, A'A = T(a:2a1) 7(04:2042) :. T(O?an e portanto
T (o) T (anaz) T (apeu,)

11

o1(ap)
O'Q(Cl/n)

on(an)



det(A'A) = (det(A))? = det*(o;(a;)) = det(T (vuarj)) = disc gjglon, as,...;0q,) B

Este resultado garante que o discriminante do corpo de ntimeros algébricos K =
Q(«) coincida com o discriminante do polindmio caracteristico do elemento primitivo
a em relagao a extensdao K/Q, assim o discriminante do sistema (1,,...,a" ') e do
polinomio F,, kg nao diferem.

Proposicao 1.21 Para qualquer o € K, temos que

disc ro(L,a,. .. am ) = disc(Fa, /) = (~1) 5 INi/o(FL x/0(a))

Proposigao 1.22 Sejam (i, ..., 3, € K. Teremos que disck;q(f1,...,0,) # 0 se, e
somente se 1, ..., B, formarem uma base da extensao K de Q.

Usando 1.22, mostra-se que toda base da extensao K de QQ possui uma base dual,
e isto serd consequéncia do seguinte:

Seja {f1,..., s} uma base de K/Q, entao existe um tunico elemento o € K, tal
que Tg/o(af;) € Q, parai =1,2,...,n.
Usaremos este fato para mostrar que cada base {f, ..., 8,} de K/Q corresponde

a uma outra base {8],..., 4} também de K/Q, tal que Tx/p(5;05;) = ds,
justificando por que todo elemento o € K se escreve univocamente como sendo

a=> Txlaf)s ou a=> Txg(ad)s;
i=1 =1

Assim {3],...,3,} é a base dual de {3, ..., 3.} e reciprocamente.

Lema 1.23 Suponhamos que {01, ..., 0.} seja uma base da extensao K de Q. Para

quaisquer ci,...,c, € Q, existe um unico a € K, tal que Tgo(Bic) = ¢, i =
1,2,...,n
Proposicao 1.24 Para cada base {1, ..., B,} da extensao K de Q, existe uma unica

base {B,...,0,} desta extensdo, tal que Tr/o(Bi3;) = 6ij, 4,7 €1{1,2,...,n}.

n
TK\Q(ﬁiﬁ;‘) =0ij & Z 0i(B8)o;(B) =0 ou 1
ij=1
Observamos que uma base (31, ..., 3, deste tipo pode ser obtida multiplicando
uma base arbitraria por um certo elemento ¢t € Z \ {0} eliminando denominadores,
uma vez que, pelo teorema A.29 K = Q(Ik).
Tal base é dita dual, visto que existem, pelo lema 1.23, Tx/o(B;) € Q, tais que
qualquer o € K, pode ser escrito univocamente na forma

o = Tro(010) 0] + Tio(Bot) By + - - - + T yo(Bncr) 3,

O proximo teorema nos mostra que Ix, esta entre dois Z-modulos livres, M, M’,
sendo o primeiro gerado por uma base fy,..., 3, € Ik da extensao K/Q e o segundo
por sua base dual ,..., .
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Teorema 1.25 Suponhamos que B4, ..., 03, € Ik formem uma base da extensio K de
Q e fBy,..., 0, sua base dual. Entao temos que M C Ixx C M’ onde M =731+ --- +
2B, e M' = ZB] + --- + Zp,, sao Z-mddulo livres com bases By,...,0B, e By, ..., 0,
respectivamente.

Prova. Seja {f1,...,3,} uma base de K/Q, entao (3i,..., [, sao LI sobre Q, e con-
sequentemente, (31, ..., 3, sao LI sobre Z, portanto i, ..., 3, formam uma base para
M.

{8y,..., 0.} base dual de {1, ...,0,}, istoé, K = Q@ +---+Qp, = f1,..., 3,
sao LI sobre Z. Portanto /1, ..., 3, formam uma base para M' e M = Z+- - -+Zf, C
I evidentemente, pois 3i,...,0, € Ik.
falta mostrar que, I C M.

Pela proposicao 1.24, todo a € Iy C K se escreve como o = Z T (B00)3;.
j=1
Note que a, 3; € Ik, logo af; € Ik e que Tk o(fjo) € Z (p/ A.32 item a),

como o € Ix e a = ZT(@&)B} ea € LB + -+ 10, isto é, a« € M’ e por-
j=1
tanto [xr C M'. W

Para quaisquer oy, ..., a, € Ik, 0 disc gjg(ou, ..., o) € Z. Particularmente, o
discriminante de um corpo de niimeros é um niimero inteiro racional.

Observagao 1.26 O ideal de Z gerado pelo conjunto {disc k/g(ou,...,0n); a1, ... 00 €
Ik} € chamado de Ideal Discriminante de Ik /7 e é denotado por 07, /z- Agora se
{B1,...,Bn} for uma base do Z-mddulo Ik, isto é, Ix =701+ -+ Z,, o ideal dis-
criminante € gerado por disc go(B1, ..., 0n). Além disso, o discriminante de qualquer
sistema (aq, ..., ) € I satisfaz disc(ay,. .., a,) = a®disc(K), com a € Z, e tal
sistema serd uma base de I se a®> = 1.

Afirmacgao 1.27 Seja S C Ix. Para todas as bases (i,...,03, do Z-mddulo S, os
discriminantes disci/o(Bi, ..., Bn) coincidem.

Em particular, os discriminantes de todas as bases integrais de K sao iguais.

De fato, pela observacao 1.26 o quociente dos discriminantes de duas bases quais-
quer do Z-mo6dulo S é invertivel e é um quadrado em Z, logo igual a um.

disci/g(, ..., ap)
diSCK/Q(ﬁl, c. ,ﬁn)

Os discriminantes das bases do anel dos inteiros algébricos sao invariantes, inde-
pendentemente da escolha dessas bases. Dai a afirmacao que o discriminante de K é
unico.

=ad’=1= discgg(ar, ..., an) = discg/g(Bi, - - -, Bn)
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Definicao 1.28 Dizemos que t, € N € o indice de a, quando

discrg(l,a,...,a" ") = 2disc(K)

Proposigao 1.29 Seja o € I um elemento primitivo de K/Q, entao t, = (Ix : Z]a])

¢ o indice de Z[a] em Ik, considerados como grupos aditivos.

Prova. Como Z[a] é um submo6dulo do Z-modulo livre Ik e ambos tém posto n,

concluimos da prop. 1.12 que existe uma base ¢4, ..., &, de Ik e elementos ty,...,t, € Z
tais que tyé1,...,t,&, formam uma base de Z[a]
Pela proposicao 1.13, temos que;
Ik ~ Z z z
Tl = 0z X%z X X 02
I
gl =l x o x gl =ttt & (It Zo]) = [t ] = ta
Por outro lado concluimos da afirmacao 1.27 que:
discgig(l, o, ..., " 1) = discyg(tie, - . tnen)
Observe que
tier = t1e1 + 01 + 0eq - - - + Og,,
tocg =01 +toeg +--- + OSn
tnen =061+ 089 + -+ t,en
Da prop. 1.19 temos,
t 0 0 o
‘ 0 t ‘
discijg(tie, - . ., then) = 0 0 disci /g€, .-, €n)
0 0 tn
= (tltg s tn)zdiSCK/Q(gl, c. ,a’:“n)
= |tity -+ tp|*dx, como [ty -+ t,| = toa = (Ix : Za])
= discko(l,a,...,ap_1) =t2dg S to=1=Ix =Z[a]. A
Concluimos de 1.29 que K possui uma base integral da forma 1,a,...,a" !
quando t, = 1.
Sempre que tivermos o anel Ix na forma Z[a], teremos {1,q,...,a" !} como
base integral de K. Nem sempre existe uma base integral da forma 1,c, ...,a" 1,

onde « é o elemento primitivo.

Condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma base integral desse tipo

serao dadas na seguinte proposicao:
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Proposigao 1.30 Seja [K : Q] = n. Para qualquer « € I, as sequintes condigoes
sao equivalentes;

l) IK = Z[Oé]

ii) 1,a,..., o™ formam uma base integral de K

iii) dg = discg (L, o, ..., " 1)
Sendo {f,...,0,} uma base do Z-moédulo Ix, o discriminante do corpo K
disckq(f1, - - ., Bn) € também denotado por d.

Definicao 1.31 Chamamos de divisor nao essencial de discriminante e denotamos
por dygp 0 nimero inteiro positivo

dNED = de{ta ; € IK}

O seguinte exemplo, devido a Dedekind, mostra que existe um corpo ctibico K,
tal que t, # 1(Ix # Z[a]), para todo elemento primitivo a@ € Ix e mesmo sendo o
mdc dygp diferente de 1.

Exemplo 1.32 [Rib] Seja K = Q(«), onde Pyjg = 2* + 2> — 2z + 8.
Assim 1, o, 40~ formam uma base integral de K,

temos que disc(K) = disckg(1l, a,4a™t) = —503.

Por outro lado, disckg(1, o, ) = —2012 = 4disc(K) = t, =2

e para qualquer 7y € I, disckg(1,7,7?) € um multiplo de discr g(1, o, 0?),
isto €, discig(1,7,7?) =4m - disc(K), m € Z

e portanto, dygp = 2.

Com este exemplo vimos que nem todo corpo de nimeros algébricos K possui
uma base integral da forma 1, c,...,a" 1. Ou seja, as vezes nao & simples o processo
de determinar o elemento primitivo a.

1.5.1 Discriminante de Corpos quadraticos

Proposicao 1.33 Seja K = Q(\/d), onde d € D, um corpo quadritico. Temos que
disc(K) = d, se d = 1(mod.4) ou disc(K) = 4d, se d =2 ou 3(mod.4)

Prova. Para a = r 4+ sv/d, com r, s € Q, temos que o2 = r? 4+ s2d + 2rs\/d;

logo disck/q(1, ) = det ( g:(((i)) 77:((52)) >

Tomando 1, v/d como base da extensio K/Q, temos;

l-l=ay-1+apVd=1-1+0-vVd=a1=1eca;=0 (10
1-\/El:a21-1+a22\/3:0-1+1-\/a:>a21:()ea22:1 01

z—1 0

Fixe = 0 z—1

‘ =(z—-1)2=2"-20+1=T(a)=2r e N(a)=r*-5*d

15



04'1:(r—i—S\/E)l:r—i—éw/c_Z:an'1—|—a12\/82>a11:realgzs

a-Vd=(r+sVd)Vd=sd+rvVd=ay -1+ anVd= ay =sd e ap=r

(s
=\ sd r

rorT =2 —2rx+1* —s*d=T(a) =2r e N(a) =1r* — s*d

Foxje = —sd x—r

a2~1:(7’2+s2d—|—27’5\/3)-1:7’2+32d+27“3\/32a11~1—|—a12-\/3
=a; =1r’+5s%dean=2rs
o? - Vd = (r?+ s2d + 2rs\/d) - Vd = 2rsd + (12 + s2d)Vd = agy - 1 + agy - Vd

= a9, = 2rsd e ay = 1%+ s%d

e r? + s%d 2rs N B
- 2rsd 1+ s%d o, K/Q =

=22 — (2% + 25%d)x + 2* — 2r?s2d + s*d?
= T (a?) = 2(r? 4+ s%d) e N'(a?) = r* — 2r*s*d + s*d?

dai
. 2 2r
disci/o(1, o) = ’ or 202+ s2d) ‘ = 4s5%d

Em particular, temos disckq(1, Vd) =4d, pois Vd=0-1+1-Vd=r+sVd=>s=1

1 d 1 d 1 1 1
e disck/q (1, +2\/_> = d, pois +2\/_ =3 + 5\/3 =r+s/d = s = 5 dai

1\2 1
2 = . — = . — =
45%d = 4 <2> d=4 4d d.

1+d
9

Como 1,v/d formam uma base integral de K no caso d = 2 ou 3(mod.4) ou 1,

formam uma base integral de K no caso d = 1(mod.4), concluimos que

_ | d, se d=1(mod.4)
disc(Q(Vd)) = { 4d, se d =2 ou 3(mod.4)
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1.5.2 O Condutor dos CQ’s em Funcao do Discriminante

Diremos que m é o condutor do corpo K, se m é o menor inteiro, tal que K C
Q(¢m). Com relagao ao inteiro livre de quadrados d, se um primo p divide d, entao
d = pd', com (p,d’) = 1. O menor corpo ciclotomico contendo Q(v/d) é;

a) Q(¢y) , se d=1(mod.4)
b) Q(C4a), se d = 3(mod.4)

c) Q(Csar), se d = 2(mod.4)

Se o discriminante de Q(v/d) for denotado por A, entdo para todo d, o menor corpo

ciclotomico contendo Q(vd) = Q(vA) & Q({a)).

1.5.3 Discriminante de Corpos Ciclotéomicos

Proposigao 1.34 Seja L = Q((,), sendo (, uma raiz primitiva p-ésima da unidade,
onde p € um numero primo Z’mpm:.1
Temos que disc(L) = (—1)"7 pP~2.

Prova. Recordemos que P, o = F¢, /0 = ®, e que <I>p(CI§) =0, para j =
1,2,....,p—1equel,¢,..., gg—Q formam uma base integral de L.
Temos por 1.21 que discg(1, G, ..., E7?) = (—1)%/\&/@(@;(@))).

(p—l) -1 (@-DpE-2 p-1

2 ) T 2Ap_3) 2l =5 =2
Note que p%l(p —2)e p%l tém a mesma paridade,

entao (—1)< =l ) = (—1)?7_1

Basta provar que Nz q(®,(()) = P

Sabemos que , = =L = (27 — 1) = ((x — 1))’

=prP Tt —0=(z-1)Q,+ (- 1)), =D, + (z — 1), =

pr?~t = (z — 1)@}, + @, aplicado em ¢, = p(r~" = (G, — DP(Gp) + Pp(G)

aplicando NVp/g na igualdade p¢?=" = (¢, — 1)®/((,), temos

Np™) = N((G = D2,(G)) = N(pIN(G™) = N (G — DN (,(G))

Pela proposicio 1.7, N'(p) = p*!, N(¢)=1eN((—1)=p, dai
P 1= pN(2(G)) = N(2,(G) = p7

Portanto, disc(Q((,)) = (—1)%]9?_2, onde p é um primo impar. W
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Capitulo 2

Teoria dos Caracteres

"Um conjunto se diz infinito se pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com
uma parte propria de si mesmo”.
Richard Dedekind, séc. XIX

Sendo GG um grupo abeliano finito, estudaremos neste capitulo um conjunto im-
portante de homomorfismos: O grupo de caracteres, Hom(G,C*). Tal grupo, também
conhecido como dual de GG, tem a mesma ordem de G.

O conjunto {x1, X2, ---, Xn} de caracteres do grupo G sio independentes, no sen-

n
tido de que nao existem aq, as, . ..,a, € C, nem todos nulos, tais que Zaixi(:v) =0,
i=1
para todo = € GG, formando portanto uma base para o C-espaco vetorial, definido pelas
operacoes

X1+xe: x ~ xi(z)+x2(x) e ayx:x~ax(z), a € C.

Em consequéncia disso, todo subconjunto de automorfismos distintos de Aut(G, C*)
é também independente.

Veremos também que a estrutura de um grupo abeliano finito é determinado pelo
fato de que ele pode ser representado como o produto direto de subgrupos ciclicos, e
esta representacao em geral nao é tinica, mas as ordens dos subgrupos ciclicos, que sao
poténcias de primos, sao univocamentes determinadas por G.

Essas ordens sao chamadas de invariante do grupo abeliano finito G, e assim o
produto de todos os invariantes de G é igual a ordem de G.

2.1 Caracteres de Grupos abelianos finitos

Definicao 2.1 Seja G um grupo abeliano finito. Chamamos de caracter do grupo G a
um homomorfismo de G no grupo multiplicativo do corpo dos complexos

x:G— C,

em outras palavras , um caracter de G € uma funcao de G em C*,
com x(ab) = x(a)x(b), para todo a,b € G.
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Se o elemento a € G tiver ordem n, entdo x(a) é uma raiz n-ésima da unidade.
De fato,

(x(a))" = x(a") = x(e) = 1.
Dai a imagem x(G) é um subgrupo do grupo multiplicativo das raizes da unidade
contidas em C*.

X:G—=x(G)<{(eC ;("=1len>1}CC

Exemplo 2.2 Se n € um inteiro positivo e ( € C uma raiz n-ésima da unidade (" =
1), entao x : Z, — C*, dada por x(a) = ¢, Va € Z,, estd bem definida e € um caracter
de Z,,.

a € Z; ¢ um quadrado em Z7, se existe um b € Z7, tal que b* = a.

Exemplo 2.3 Outro caracter muito usado € o simbolo de Legendre para o primo p.
Seja p primo e seja G = (Z;,-), entao a aplicagio X : G — C*, definida por

(a) = 1, sea ¢ um quadrado em 7,
X\a) = —1, sea nao € um quadrado em Z,

é um caracter em G.

De fato,

Seja o corpo finito F = Z,, onde ¢ = p", para um p primo.

Entao o grupo multiplicativo é ciclico, F* = (g).

a e b sao quadrados em F*, a = (¢™)? e b = (¢")?

c e d ndo sao quadrados, ¢ = ¢*"* e d = ¢>""' m,n €N, dai;
x(ab) = x(¢°"¢*") = x((¢g"*")?) =1=1-1= x(a)x(b)

x(ed) = x (g1 g? ) = x((g™ 1)) = 1= (=1)(-1) = x(¢)x(d)
x(ad) = x(g*"g*" ") = x (P = ~1 =1 (1) = x(a)x(d).

Exemplo 2.4 Seja G = (R, +), entao para 0 € G, a aplica¢ao x : G — C* dada por
x(0) = € ¢ um caracter do grupo aditivo dos reais.

Os caracteres de um grupo abeliano G formam um grupo multiplicativo. E o chamado
dual de G e denotado por G. R
G ={x:G— C* ;x é homomorfismo } ou G = Hom(G, C*) o conjunto de caracteres
de G. R

Se x, X' € G, definimos xx’': G — C* por xx'(a) = x(a)x'(a), para todo a € G.

Temos x(a)x'(a) € C*, o que implica X’ ser um caracter de G
GxG—G

(G X) ~ xx

Temos, assim definida uma operagao em @(multiplica(;éio de G) e esta operacao
satisfaz as propriedades de um grupo abeliano, onde;

Xo : G — C*, dado por xp(a) = 1,Va € G, é o elemento neutro de @, e
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X : G — C*, dado por x(a) = x(a™'),Va € G, é o caracter inverso de .

Defato, xx(a) = x(@)x(e) = Y(a)x(a™) = x(@)(x(0) " = x(a) s = 15 0T = o

e portanto (@, -) é também um grupo multiplicativo.

Obviamente, se H é um subgrupo de GG e x é um caracter de G, entao a restri¢ao
de x a H é um caracter de H.

X : G—=x(G)

H——x(H)

XG@eHSG:;dHG}AI

Esta restricao sera usada mais adiante, quando veremos o conceito de condutor
de caracteres de Dirichlet.

Ordenando as ordens do grupo G, teremos m a maior delas, que chamamos de
expoente de G. Entdo a ordem de qualquer elemento de G divide m, dai x(a) é uma
raiz m-ésima da unidade, qualquer que seja a € G

m = exp(G) < m = max{o(a) ;a € G} = o(a)|m,Va € G,
e portanto x(a) € Upy).

Podemos entao, definir um caracter de um grupo abeliano finito G como um
homomorfismo de G no grupo multiplicativo das raizes m-ésimas da unidade, onde m

é o expoente de G
hom

X:G— Uy CC,
onde m = exp(G).

Teorema 2.5 O nimero de caracteres de um grupo abeliano finito G' € igual a ordem

de G isto ¢, |G| = |G]|.

Prova.
De fato, G pode ser representado como produto de grupos ciclicos

i=1

sendo G =< g1 >,Gy =< g9 >, ..., G, =< g, >, dai, todo elemento ¢ € G pode ser

representado de modo tunico, a menos da ordem , na forma g = g7 ¢5*---g%". Ese x é

al Qg

um caracter de G, x(g) = x(g7"95% - - 9°7) = x(91)“ x(92)** - - - x(g-)®", temos que x é
um caracter de G' e completamente determinado pelos valores de x(g1), x(92), - - -, X(gr)-
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Agora, se o(g1) = my, o(g2) = ma,...,0(9,) = m,, entdo G tem ordem
mimese---My €

X(g1), € uma raiz m;-ésima da unidade;
X(g2), € uma raiz my-ésima da unidade;

x(g-), € uma raiz m,-ésima da unidade,

entao, temos

my possibilidades para x;(g1) i.e my caracteres x;(¢1), @i=1,2,...,mq;
my possibilidades para x;(g2) i.e mgy caracteres x;(g2), @=1,2,...,mo;
m,. possibilidades para x;(g.) i.e m, caracteres x;(¢.), i=1,2,...,m,,
l0go, temos myms - - - m, caracteres em G e portanto |G| = |G|. m

Dados dois grupos abelianos finitos e distintos, se ¢ : H — G é um homomor-
fismo, entao ¢ induz um homomorfismo 7 : G — H dado pela sua composicao com
caracteres de G, conforme diagrama abaixo:

H—<Lp(H)CG

X
Xop=" J/

(C*
@:HmGinduzvzamﬁ, dado por y(x) = x o .
O nicleo de v consiste de todos os caracteres y de @, tais que v(x) = Xo-

Desta forma o ntcleo de v consiste de todos os caracteres de GG cuja restricao a
imagem de ¢ é o caracter trivial

Kery={x € G; X|om) = Xo}-

Em particular, se ¢ é a inclusao(p = ¢ e v =7 ), temos que H é um subgrupo
de G, entao () é a restrigao de x a H. Simbolicamente, temos

H<G=1Ux)=xlun

Neste caso, o niicleo de 7, sera denotado por H* .
Sern:G— % ¢ um homomorfismo canonico, dado por 7(a) = aH,Va € G,
entdo o levantamento 7 : £ — G (homomorfismo induzido por )
é tal que 7(x) = X o7 = X ¢ x(a) = X 0 7(a) = x(r(a)) = X(aH),Ya € G,
entdo, x(a) = 1,Va € H, o que significa que y € H*,
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isso implica que a imagem de 7 esta contida no nicleo de 7,

7(%) C H*, conforme diagrama abaixo:

Observacao 2.6 Um resultado importante sobre caracteres é a propriedade que afirma
existir caracteres que separam elementos de um grupo. R

Mais precisamente: Se a,a’ € G e a # d', entao existe um caracter x € G, tal
que x(a) # x(a’).

— —

Isso nos assegura que dado y € H, temos x € %(%), logo H+ =7(£)
G

Concluimos que se {1} — H = G & £ — {1}, ¢ uma sequéncia exata de grupos
abelianos finitos,

=@

entdo a sequéncia {1} — & 5 G 5 H — {1}, também ¢ exata.

L

H——G

T(x)=;x lw
G

* =
C =%

Observacgao 2.7 Olhando a parte do diagrama H = G 25 C*, podemos dizer que cada

. G . .
caracter x ot de H pode ser estendido a % caracteres x de G, isto €, cada caracter
G

X de um subgrupo de G de ordem 1 equivale a um caracter x ot de H. Ou ainda,
) L G . )
um caracter x ot de H € a restricao de % caracteres x de G, isto €, cada caracter
. . a . "
x ot de H se indentifica com ﬁ caracteres x de G. Portanto a partir da extensao dos
caracteres de um subgrupo podemos muitas vezes determinar parte dos caracteres do

grupo.

O seguinte teorema nos descreve, explicitamente, a obtencao dos caracteres de
um grupo abeliano finito. Neste caso, em particular, consideraremos o grupo G ciclico.

Teorema 2.8 Se G € um grupo ciclico de ordem n, entao G = G.

Prova.
Seja a um gerador de G e ( uma raiz n-ésima primitiva da unidade,

<a>=G e CEP(H)

Seja x : G — C*, dada por x(a) = (.
Se x"(a*) = ¢, com 1,k € {1,2,...,n}, entdo os caracteres X, x2, ..., X" 5 X" = Xo
sdo dois a dois distintos, e como |G| = |G| = n, temos G = {x0, X, X% ..., X""'} &
ciclico de ordem n e gerado por x. Logo, G = G n
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Teorema 2.9 Seja 0 : G — HGi um isomorfismo de grupos, entao 6 induz um
i=1

T 7\ T
isomorfismo de grupos 0 : G — HG"‘ Ou seja, HG" > HGi‘
i=1 i=1 i=1

Prova. Considere as projegoes m; e my, conforme diagrama.

K—, f1

A propriedede universal do produto direto nos assegura que para qualquer grupo K,
existe um tnico homormorfismo f, que faz comutativo os diagramas componentes, isto
¢, fi=mofefa=molf.
. , . =

Se demonstrarmos que existe um tnico homomorfismo ¢ de K em GG; x G5 nas mesmas

— A~ A~
condicoes de f, entao G; X G é isomorfo a G X Gbs.
Considere as projecoes 71,7y e as inclusoes i1,i5, conforme diagrama abaixo.

ili é\l — G1/>-<\C¥2
a o~ (gre) Go  ~  (e1,92)
e g K — Gy x Gy dada por ¢ = (i1 0 ¢1)(i2 0 ).

Sejam

De 71 (¥)(91, 92) := ¥(g1, €2) ,temos
Tiop(k) = mi(p(k)) = Ti(i1opr) (k) (izop2) (k) = T (i1 (p1(k))) (i2(p2(k))) = p1(k)er = i (k)

e de mo(¥)(g1, §2) := ¥(e1, Go), temos
Taop(k) = ma(p(k)) = Ta(iropr) (k) (izop2) (k) = ma(ir(p1(k))) (i2(p2(k))) = expa(k) = pa(k),
logo

Frop(k) = pi(k), ¥ ke
%20 (k) = ga(k), ¥ k€ K.

Portanto m o ¢ = @1 e Ty 0 = o, logo G x Gy & isomorfo a Gl/@}

o~ —

Porindugéo@l><~--><Gn%G1><-~><Gn [
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Teorema 2.10 Se G € um grupo abeliano finito, entao G = G.

Prova. Como todo grupo abeliano finito é isomorfo ao produto cartesiano de
um namero finito de grupos ciclicos (teo. fund. dos grupos abel. F.G.), temos que
G = Cf\l x Gy X --- X G, onde cada G; é um grupo ciclico ﬁnito.APelo/t\eoregl\a 2.8
G; =2 G; e pelo teorema 2.9 G E/\Gl XAGQ induz um isomorfismo G = G x G, dai
GG X+ xG. 2G| x---xG.=2GN

-~
~

Corolario 2.11 Se G € um grupo abeliano finito, entao G = G.

2.2 Caracteres de Dirichlet, Condutores

Nesta secao veremos o tipo mais importante de caracter para o nosso estudo, os
caracteres de Dirichlet das unidades do anel multiplicativo das classes de resto modulo
n, que sao conhecidos também como caracteres numeéricos.

Conheceremos também o condutor, um nimero inteiro especial que é o menor
divisor de n que satisfaz certas condigoes.

Definicao 2.12 Chamamos de Caracter de Dirichlet a um homomorfismo do grupo

7
multiplicativo das unidades do anel 7 no grupo multiplicativo do corpo dos complexos.
n

7\« .. .. . .
Se x : (_Z) — C* & um caracter de Dirichlet e m divide n, entao x induz um
m

7 \ « . L 7 \ «
homomorfismo (_Z) — C* pela composicao com a aplicacao natural de (+Z) em
n n

Z | « )
(ﬁ) . Isto é,

> L= =
m | n = mZ 2 nZ, logo temos 7 T dada por [a], ~ [a]n,
lal, € U(Z,) < (a,n) =1= (a,m) =1= la|, € U(Zy), ou seja, 7([al,) € U(Zn)

portanto 7 induz p

p: (%)*H (%)* e Kerp={ae€ (%)* ;(a,n) =1 e a=1(mod.m)}

Consideremos ¢ um caracter de Z; e escolhemos m dividindo n, tal que Kerp C Kery

Z*

n

=Imp — Z,, m é o menor inteiro tal que isso acontece.
Kerp

Assim, podemos pensar y como definido médulo m ou médulo n, ja que ambos
assumem os mesmos valores.

Quando um caracter esta definido médulo m entao ele também pode ser definido
modulo qualquer miltiplo de m, logo quando um caracter estd definido modulo n
podemos perguntar se ele foi estendido de um modulo de definicao menor, isto é, se n
¢ um maultiplo de m e se este, por sua vez, é também um miltiplo de outro inteiro, e
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assim por diante, até nao poder mais ter diminuido o seu modulo de definicao. Neste
momento acabamos de encontrar o seu condutor.

E conveniente escolher m minimal, que no caso de satisfazer as condicdes do Lema
2.13, é chamado condutor de x e denotado por fy.

2.2.1 Lema do Condutor

Lema 2.13 Sejam m e n inteiros positivos e X um caracter de Dirichlet definido mo-
dulo n. O condutor de x € m se, e somente se m € o menor inteiro que divide n,
satisfazendo a sequinte condi¢ao: Para todo inteiro a € mZ + 1 e primo com n, tiver-
mos a classe de a modulo n no nicleo de .

7 \ « -
Simbolicamente, seja X : (—Z) — C* um caracter de Dirichlet
n

fx=m<s m=minD(n)\ {1}, tq VYa€Z, a=1l(modm) e (a,n)=1
tem-se x(a) =1

Prova. [=

Seja m um divisor de n ,i.é, n = tm, com t € Z. Vamos supor que V a € Z tal
que (a,n) =1 e a = 1(mod.m), temos x(a) = 1.
SejabeZ t.q. (byn)=1 e a=b(mod.m)

a=b(mod.m) < a=>b< ab)™t =1, dai x(ab)™!) = x(1), isto &, x(a)x(b)~! =

E

1 = x(a) = x(b), desta forma x : ( )>k — C*, dada por x(a) = x(a), estd bem

- md. _
definida, @ = b temos x(a) = x(a) = x(b) = x(b)

e X(ab) = x(ab) = x(ab) = x(ab) = x(a)x(b) = x(a)x(b), sendo Y um homomor-
fismo. Portanto x pode ser visto como um caracter médulo m.

<]

Por outro lado, se x pode ser vista como um caracter modulo m, temos que para
todo a € Z tal que (a,n) = 1, e consequentemente (a,m) = 1, com a = 1(mod.m) =

a = 1. Como x esta bem definida, x(a) = x(1) = 1. Assim o condutor de y é m se, e
somente se m é o menor inteiro dividindo n que satisfaz as condi¢oes enunciadas. MW

Um caracter definido modulo seu condutor é chamado caracter primitivo.

Na pratica, um caracter de Dirichlet é uma aplicacdo de Z em C*, pois os ele-
mentos de uma classe de equivaléncia a sao elementos de Z.

X : Z — C, fazendo x(a) =0 se (a, fy) =d # 1 e x(a) € C*, sempre que (a, f,) = 1.

: L\«
Quando nos referimos a caracteres de (_Z) ou caracteres mod.n, estamos nos
n

referindo a caracteres cujos condutores dividem n.

Observagao 2.14 Se x(—1) =1, entao x € chamado de caracter par.
: Se x(—1) = —1, entao x é chamado de caracter impar.
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Observacao 2.15 x, v sao caracteres de condutores f, e f,. Consideremos o homo-
morfismo

()
[fxv f¢]Z
dado por v(a) = x(a)y¥(a) , entao x € o caracter primitivo associado a 7.

*_)C*’

Exemplo 2.16 Considere x definido mod.12 por:

x(1) =1

X(52 =—1

&7) =1
e ¢ definido mod.3 por

(1) =1

¥(2) = -1

entao Xy em ( " tem condutor 4.

122
De fato, xy tem imagem

Y1) = x(D$(1) = 1.1 = 1
XY(5) = x()¥(5) = x(5)¢(2) = (=1).(=1) = 1
X(7) = x(M9(7) = x(N(1) = (=1).(1) = —1
x(11) = x(11)9(11) = x(11)9(2) = 1.(=1) = —1,
4|8 eVacZ, ta que (a,12) =1 e a = 4k + 1,com k € 7Z, temos as sequintes
imagens:
k=0 a=1, (1,12)=1 e x(1) =1,
k=1 a=5 (512)=1 ¢ x(5) = 1,
k=2 a=9, (9,12)#1 e 9¢ (%)*
k=3 a=13, (13,12) =1 ¢ xo(13) = (1) = 1,
k=4 a=17, (17,12)=1 e X@D(l?)z)@/}@)zl,
k=5 a=21, (21,12)#1 e 21 ¢ (122)
k=6 a=25 (25,12)=1 ¢ x1(25) = x¥(1) =1,
k=7 a=29, (20,12)=1 e x¥(29) = x¥(5) = 1,
k=8 a=33, (33,12)#1 e 33 ¢ (12Z)*
dai, a € {1,5,13,17,...,12n — 11 ou 12n —7,... ;n € Z*} C Kery.

Observagao 2.17 Se (fy, fu) =1, entao fyy = fy fu-
Note do exemplo anterior que f,, =4 e 4 =2.2o0u 4 =4.1, mas
fy #4112, para a=35, temos 5= 1(mod.4), (5,12) =1, mas x(5) =—1

fx #2112, para a=25, temos 5= 1(mod.4), (5,12) =1, mas x(5) =—1

Y
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verificar se f, =3, ou 6

fx #3112, para a=7, temos 7=1(mod.3), (7,12) =1, mas x(7) = —1,

logo f, # 3.
Agora,

fy #6|12, para a =19, temos 19 = 1(mod.12), (19,12) =1, mas x(19) = x(7) = —1,
logo f, # 6, agora s6 nos resta dizer que f, = 12.

e fy =3, pois ¥ nao ¢ trivial, e portanto (f,, fy) # 1.

,
Seja H m; uma decomposicao de m em produtos de inteiros m; dois a dois rela-
i=1
1 3 _ Q01 asg fe
tivamente primos, m = py' - Py - PRT

Z )" eeex

le
O([z]m) = ([]mys [T]mgs - - - » []m,.), onde [z],, € a classe do x modulo m.

7
m,Z

: L\«
SeJaQ:(ﬁ) —>(

)* um isomorfismo de grupos dado por

T
Dado um caracter x de H ( )*, isto é
i=1

m;

/
mlz

Z

m, 2

)k (o) e

X (
definido por

X(Z1, Za, . @) = x((z1, 1,0, D) (1,2, ..., 1) -+ (1, 1,0 2,))

= x(z,1,..., Dx(L,xe,..., 1) - x(1,1,...,2,)
VAN
= xi(@)x2(22) - x(2), V ;€ (mIZ) ;

—

onde cada x; € (-2 )* é dado por x;(z;) = x(1,1,... 24 ..., 1).

m;7Z

Assim temos

T . 7 .. AN
ei(mlz) X - (mTZ) H(ﬁ)’

~

dada por 0(x) = x o¥.
Dai,




conforme diagrama abaixo:

(L) e () o x (o)

X
xof
C*

Dai, podemos identificar 0(x) = (x1, X2, -, Xr) € feé isomorfismo, logo todo car-

acter ¢ de (—Z)* pode ser escrito na forma ¥ = x1 - X2+ X, onde cada y; € um
m

caracter moédulo m;.

VAN
Portanto, para escrevermos os caracteres de (—) precisamos decompor m em

fatores primos para conhecermos os caracteres modulo cada fator de m.

Um dos isomorfismos mais importantes para o nosso estudo é aquele que identi-
fica cada caracter de Dirichlet do grupo multiplicativo das unidades do anel 7 com
n

um automorfismo do grupo de Galois do corpo ciclotomico Q((,).

Afirmacgao 2.18 (%)* é isomorfo a Gal(Q((,)/Q).

AN
Pois existe uma aplicagao ¢ : (ﬁ) — Gal(Q(¢,)/Q), dada por p(a) = oq,

Z
V ae (_Z)* que é um isomorfismo,
n

onde 0, : Ugny <= € um automorfismo definido por 0,(¢,) = (5.
Prova. -
a=bs a=bmodn)=a—-b=gn=a=qn+0b, q€Z,

p(a) =0, €

0a(Cn) = o =" = ()00 = ¢ = 04(Cn) = 00 = 03 = p(a) = ¢(b),

entao ¢ estd bem definida.

Agora,
p(ab) = @(ab) = gu = 740 0, = p(a) 0 p(b)

entao ¢ é um homomorfismo.

(*) : Uab(Cn) = Cgb = (Cg)a = 0@(@3) = O-a(gb(gn)) = 0a© O-b<<n>
eV o, € Gal(Q(¢)/Q), 3 a€ (=), tal que o, = p(a), entdo ¢ & bijetiva, isto ¢,

todo automorfismo de Gal(Q(¢,)/Q) é da forma o, univocamente determinado por a
e portanto ¢ é isomorfismo. W
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7\«
Ao identificarmos Gal(Q(¢,)/Q) com (n_Z) , um caracter de Dirichlet mod.n

7.

pode ser chamado de um caracter de Galois. Um caracter y € (+Z) pode ser identi-
n

ficado com um automorfismo o € Gal(Q((,)/Q).

Seja K o corpo fixo de H,ou seja, H é o subgrupo de Gal(Q((,)/Q) que fixa K,

Gal(Q(¢)/K) = H < Gal(Q((,)/Q)

H é um conjunto tanto de automorfismos quanto de caracteres e |H| = [Q((,) : K]

K={a€Q(¢) ;o(e) =, ¥V o€ H} & o corpo fixo de H.

Seja X o dual de (—Z)*, ou seja, o grupo dos caracteres de Dirichlet mod.n,
n

—

X = ()

Vamos conhecer agora um subgrupo importante de X, o grupo dos caracteres

associados a K, que é denotado por Xk, e é constituido de caracteres numéricos cujos
nucleos contém o grupo que fixa K.

X ={x€X;;x(h)=1, Vhe H}

Note que para um caracter y de Xx na aplicagao x(h) = 1, o automorfismo
h € H deve ser visto como uma classe de equivaléncia a, ja que H é isomorfo a um

7 \ « .
subgrupo de (—Z) , € tal subgrupo esta contido no nticleo de cada caracter de Xy.
n

Logo,

Note também que, devido a correspondéncia de Galois, o nimero de caracteres
associados a K divide o grau da extensao Q((,) de Q,

Cn)
|H|

—Q

K
) 1)
Q

que é dado pela fungao de Euler ¢(n). Logo, |Xk| = [K : Q].

Nestas condigoes, quando n ¢ uma poténcia de um primo impar, podemos fazer
uma analogia entre a teoria dos caracteres e a teoria de Galois, pois cada caracter se
identifica com um automorfismo(caracter de Galois) e a ordem de Xk vezes a ordem
de H é igual ao grau da extensao Q(¢,) de Q.
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Capitulo 3

Resultados Intermediarios Aplicados

"Louis Lagrange € a grande piramide da Matemdtica”.
Napoleao Bonaparte, séc. XIX

Neste capitulo apresentaremos trés resultados que serao aplicados diretamente na
demonstracao do nosso resultado principal, o teorema 4.1. Sao dois lemas e um teorema
que, além do lema 2.13, formam um preambulo para o calculo do discriminante para o
qual nos propusemos.

Considere o corpo ciclotomico Q((,r), onde p é primo impar e » > 1. Q((r) €
uma extensao galoisiana de Q.

r—1

Z \«
O grupo <_Z) é ciclico de ordem ¢(p") = (p — 1)p O isomorfismo en-
pT

)* ¢ dado pela aplicacao o, ~ a, com 0 < a < p" e

tre Gal(Q((pr)/Q) e <prZZ

mdc(a,p”) = 1. Dai Gal(Q((,r)/Q) também ¢é ciclico de ordem ¢(p").

O teorema fundamental de Galois garante que existe uma correspondéncia entre

os subcorpos de Q((,) e os subgrupos de (pTZ)*.

A correspondéncia de Galois associa a cada subcorpo K de Q((,r) um subgrupo

H de Gal(Q((,r)/Q) formado pelos automorfismos de Q((,r) que fixam K.

Dado um divisor d de ¢(p"), existe um tnico subcorpo K de Q((,r) de grau d
e tal corpo é fixado pelo unico subgrupo H de Gal(Q((,r)/Q) de indice d, ou seja,
H = Gal(Q(¢y)/K) e (Gal(Q(Gyr)/Q) : H) = d. Logo, [K Q] = d.

3.1 Primeiro Lema

Lema 3.1 Sejam p um nidmero primo impar, v um inteiro positivo, g um inteiro, tal
que g = [gl,r € um gerador do grupo (I%)* Entao para todo j, tal que 0 < j < r,
temos que

g" = 1(mod.p?) se,e somente se k = 0(mod(p — 1)p" ).

Prova. [=
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o(g) = (") = (p—Vp"" & ¢#*) = 1(modp").
¢* = Lmodp’) = ¢ = 1(mod p) = olg) | kp'~
(p—Vp " [kp 7 =p—1|kep V"= [ k=
p—1|k e pP k= (p—1)p |k, ouseja, k = 0(mod(p — 1)p’1).

<]

k= 0(mod.(p— D)) = o)k L og)lk = ¢ =1 = §° = 1 = ¢* = 1(modp’).

Z
(*) (p]-—Z

(p—1)p"~! e portanto

)* tem ordem o(p’) desde que g e p sejam primos entre si (g,p) =1, o(g) =

g" = 1(mod.p’) & k é um multiplo de  ¢(p’)

[ |
Em resumo

7L\« : : :
— )", entdo p’|g"¥P) — 1, onde j=1,2,...,r e teN.

e 7
e g gera (p’"Z

Seja o inteiro g, tal que g é um gerador do grupo , X um caracter de

Dirichlet definido modulo p".

Como o nimero de caracteres de um grupo abeliano finito é igual & ordem do
proprio grupo, existem (p — 1)p"~! caracteres de Dirichlet definidos modulo p”, isto é,
AN
(prZ
tamente determinado pala imagem de x(g).

()

)* = {X0s---s Xp(pr)-1} € pela correspondéncia g ~» g, cada caracter y é comple-

Considerando o niimero de caracteres e todas as possibilidades para o inteiro i,
podemos concluir, de acordo com o que foi determinado no teorema 2.8, que todos os
caracteres definidos mod.p” sao da forma

Xi() = Clporyprr » 1=0,1,2,.. (p—1)p" " —1.

Com essas notagoes veremos o seguinte lema.

3.2 Segundo Lema

Lema 3.2 Sejam i um inteiro, tal que 0 < i < (p — 1)p"™', g um inteiro, tal que

g = [glyr é um gerador de (—Z)* e xi um caracter de Dirichlet definido maodulo p",
p?"

por Xl(é) - CEp—l)p"*l‘ EntdO

P = (i,p") se, e somente se o condutor de x; € p 7.
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Prova. Para ¢ = 0 ¢ imediato,
[=
0p)=Pej=r=p7=f,=1""=1=f,=1
<]
foo=1=p""7=(i,p))=p' =p" = com i=0, (0,p") =p".

Agora, para i # 0
[= Se (i,p") = p/, entao i = tp’, para algum ¢ € Z. Pelo lema 2.13, x; pode ser
definido moédulo p"~7 sss p" 7 é o menor inteiro que divide p” satisfazendo: V h € Z,

tal que (h,p") =1 e h = 1(mod.p"7), temos a imagem x;(h) = 1.

pTZ) . g* = 1(mod.p"?)} um subgrupo de (pT_Z) . Pelo lema

3.1, ¢* = 1(mod.p"7) & k = re(p"7), para algum r € N, ou seja H = (@777,

Seja H = {g" € (

Pela definigao do caracter y;(g) = C;(p,.), temos y;(g*) = C;k(p,.). No entanto
g°®" ) = h e H, logo

- (1 )pr—i—1 ilp—1)pr—1—7 tp? (p—1)p" . L _1)pr—1 i
Xi(h) = Xi(g(p R ) = C(;Iil);{“)‘l - C(pfl)pr—l ¥ = Céz()zil)z))f—l =1l=fi,=p"".

<]

Supor que x; possa ser definido modulo p™~7, entdo yi(h) = 1, V h € H, em
i(p—1)p" It
, (p—1)pr—1 )
i(p—1)p 71 =t(p—1)p"~! implicando que ¢ = tp’, para algum inteiro ¢ B

particular y;(g®~7" 77" = ¢ = 1 desde que exista um inteiro t tal que

Em resumo, i = tp’ sss y; pode ser definido modulo p" 7, o que equivale dizer
que o condutor de x; é p"7 se p/ é a maior poténcia de p que divide i, ou seja, se
p’ = (i,p") e portanto (i,p") = p/ & f,, = p 4, onde i = 0,1,2,...,0(p") — 1 e

xi(9) = ¢ (pr)> Para < g >= (

p’”Z) '

3.3 O Teorema de Hasse

Também conhecido como a féormula do condutor-discriminante, o teorema de
Hasse, afirma que se um corpo de niimeros abelianos K é fixado por um subgrupo H
de Gal(Q(¢,)/Q), o discriminante de K pode ser obtido de H, calculando o produto dos
condutores de todos os caracteres de Dirichlet definidos médulo n, que estao associados
a K. Tal teorema assegura que o discriminante de K é, a menos de sinal, o produto
desses condutores.

Teorema 3.3 Sejam n um inteiro positivo, L o corpo ciclotomico Q((,), H um sub-
grupo do grupo dos automorfismos de L, e K o subcorpo de L fixado por H. Entao o
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discriminante do corpo K €, a menos de sinal, o produto dos condutores dos caracteres
numéricos definidos modulo n que sao associados a K.

‘Disc(K)‘: H fx

XEXK

Observacao 3.4 A expressao , a menos de sinal, diz respeito ao fato de o discrimi-
nante ser um numero positivo ou negativo, e estd relacionado a paridade do numero
de imersoes complexas de K.

Assim, Disc(K) = (=1)]]

plexas

fx, onde vy € L do mimero de imersées com-

XEXK 2

Veremos agora quem Sao 0s nUmeros i € 7.

Seja L = Q(«v) uma extensao normal de corpos e finita de Q e Q = Ac(L) o fecho
algébrico de L em C

C

|

Q

|

L=Q(a)

‘ )n = 8Pa|Q
Q

Existem n Q-isomorfismos de L em ) e m Q-isomorfismos de L em R.

Isto é, existem m raizes reais distintas de P, /g e (n — m) raizes complexas puras
distintas de Py/q.

Dai, o conjunto das raizes de Py é {a1, a2, ..., 0, Bmi1, Bmtts - -y Boom, Brom }.
2 2

n—

5, € temos n =1y + 2r9

Entao o namero de raizes reais ry = m e ro =

Exemplo 3.5 Seja K = Q((, + Cp_l) o subcorpo real mazimal de Q((,), usando o
teorema 3.8 vamos calcular o disc(K).

op) | K=Q(+¢ )

Sabemos que P, /x = * + (( + ¢, 1)z + 1, logo ¢, ¢, sdo raizes de P,k e
0P, /x = 2, donde [K : Q] = ’%1 e que K = Q(¢, + Cp_l), pela proposicao 1.9, é o
maior subcorpo de L que esta contido em R, logo 72 = 0.

K ¢ o corpo fixo do subgrupo H de Aut(L/Q) gerado por o, onde o(¢,) = ¢,

D

<o>=H=Aut(L/K)={ld,o}
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e [K: Q| = |Aut(K/Q)| = & = Aut(K/Q) = {o1,09, ... ,Uprl}.

p—1

3 automorfismos que vistos como caracteres tornam-se

Dai, temos
XK = {XleaX?a R 7X%}'
, . L\« . : ,
Note que cada y; é caracter de Dirichlet x : (_Z) — C*, definido modulo p. Logo
p

com excecao de x, todos tém condutor p. E pelo teorema 3.3,

p—3 p—3

Disc(K) = (-1)°p'z2 =pz .

Temos agora as ferramentas necessarias e suficientes para o céalculo do discrimi-
nante absoluto de um corpo K nas condicoes descritas no titulo da dissertacao.
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Capitulo 4

CAlculo do Discriminante

"FEu vi um professor de Matemdtica ser enterrado como um Rei; daqueles que tivera
feito um grande bem a seus suditos”.

Francois Voltaire, sec. XVIII, se pronunciando apés ter assistido aos
funerais de Isaac Newton.

Considere o corpo ciclotomico Q((,r), onde p é primo impar e r é um inteiro
positivo. Seja K um subcorpo proprio da extensao Q((,r) de Q. Entdo temos que o
grau de K sobre Q & um divisor proprio de o(p") = (p — 1)p"*.

Assim, podemos escrever [K : Q] = up’, onde j =0,1,...,r — 1 e u divide p — 1.

O discriminante de K é, de acordo como o teorema de Hasse, a menos de sinal,
o produtos dos condutores de todos os caracteres que estao associados a K, isto é,
os caracteres de Dirichlet definidos modulo p” cujos ntcleos contém o subgrupo de

Gal(Q(¢r)/Q) que fixa K.

Devido aos teoremas 1.6 e 2.10 , faremos uso dos isomorfismos entre os grupos

Gal(Q(¢)/Q) , (= z

) e (—
P P
como um caracter, ora este, por sua vez, pode ser identificado com uma unidade de

Y/
VL
O seguinte teorema que nos fornece o discriminante absoluto do corpo K, nas
condicoes acima citadas, é o nosso resultado principal.

* . . ,
) , no sentido de que ora um automorfismo funcionara

4.1 A Foéormula do Discriminante

Teorema 4.1 [T'ralSejam p um primo impar, r um inteiro positivo e K um subcorpo

de Q(¢yr), com [K : Q] = up?, onde u | p— 1. Entao

Py

|Disc(K)| = plUtP =55

Prova.
Se [K : Q] = up’, entdao o subgrupo H de Gal(Q(()|Q) que fixa K também é

ciclico de ordem
[Q(Gr) : Q] 9(®)

(K : Q) upl
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isto é,

-1 r—1 -1 r—1 -1 )
|H|: (p )p :p p 4 :p _p’r‘—]—lj
up’ U I U
Q(Gpr
)ty = |H|
") | K
)
Q
A nossa meta agora é a descricao detalhada do conjunto
Xi={xe (/Z\)* I X(H) = 1}
Pz

grupo dos caracteres associados a K. Sua constituicao é essencial para que possamos
explicitar os condutores de seus elementos.

Se 0, ¢ um gerador de H, pela afirmagao 2.18, (@) = H e x um caracter de
Dirichlet definido médulo p”, podemos concluir que y é associado a K se, e somente se

X(0a) = 1.

Z \«
Agora, seja g € Z, tal que g = [g],» ¢ um gerador de (_Z) :
pr
A ordem de a = [a],, com ¢(g) dividindo ¢(p"), é igual a ordem de H, isto &,

ola) = pla) = Bty

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a = g%(mod.p"), onde d = up’, pois
= =d
a = g°.

Consequentemente, dado um caracter y; definido modulo p” temos que x;(a) = 1
se, e somente se a ordem de g for um divisor do fator ud.

De fato, pela defini¢ao x;(g) = ¢ ry comi=0,1,....0(p") -1
Dai y;(a) = xi(g%) = C;‘%pr) = 1 se, e somente se id = tp(p").
Ou seja, i = Lp(p"), com t =0,1,...,d =1, pois t < d e i < o(p").

Ou equivalentemente, sendo d = up’, o caracter y; é associado a K se, e somente
se ¢ for um miltiplo da ordem de H.

Isto ¢, x;(a) = 1 < i = ¢tZ=1pr9~1 onde t = 0,1,...,up’ — 1. Como K & corpo
fixo, a ordem de H ¢é invariante, logo para x; € X o indice 7 é uma funcao de ¢,
i=t|H].

e Set=0=i=0e y;—0(a) =1 e f,, =1, logo para t = 0 o condutor de x; ¢ 1 e
portanto ele é neutro para o calculo do discriminante de K.
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e Parat # 0, ou seja, parat € {1,2,...,up’ — 1} que importa para o nosso célculo.
Note que o discriminante de K ¢é, em tese, uma poténcia de p cujo expoente esti
em funcao de u, p e j, logo procederemos para tornar ¢ em funcao deles.
Seja t = p'ty, onde [ =0,1,...,5 e (t,p) = 1.

Para [ = 0, temos a pergunta: Quantos elementos ¢ = ¢, primos com p existem
entre 1 e up’ — 1?7

Entre 1 e up? — 1 os miltiplos de p sdo: p,2p, ..., (up’~! — 1)p, ou seja, teremos
(up?~! — 1) ntimeros que nao sao primos com p, logo os niimeros primos com p
sao todos menos esses, i.é.,

(up/ = 1) = (wp’ ™ = 1) = up! —up’™' = u(p — )p/™" = up(p’)

Para [ = 1, quantos elementos ¢t = pt;, primos com p existem entre 1 e up/~* — 17
os miltiplos de p sao: p,2p, ..., (up’~? — 1)p. Analogamente,

(' — 1) — (up > — 1) = uph ™ — w2 = (i — p2) = ufp— ! =
Se(p)

Para [ = 2, chegaremos pelo mesmo raciocinio em Z%gp(gﬂ) .

Desta forma, teremos ﬁ@(p]) elementos t;s primos com p, e 0 <[ < j.

Para | = 0, teremos u(p — 1)p’~! elementos #,ss nestas condicoes, isto é, u(p —

1)p’~! caracters x;(pois o indice 7 estd em funcao de t)em Xx cujos condutores,
pelo lema 3.2, sao todos iguais a p/T!.

[=0, p=p°=1,entdo (i,p") =p' & f, =p ' =p" =p*L

Para | = 1, t = pty, com (tg,p) = 1. Dai temos I%go(]ﬂ) elementos t).s nestas

condigoes, isto &, u(p — 1)p’~2 caracteres x; em Xg cujos condutores, pelo lema
3.2, sao todos iguais a p’.

[ =1, p=p' =p entio (i,p) =p' & f, =p ' =p 1 =pH =pl
Analogamente. . .

Paral=j—1,t=p’ " t;, com (t,p) = 1. Dai temos ﬁgo(p]) elementos tj/ nes-
tas condigoes, isto é, u(p — 1)p’ 171 = u(p — 1) caracteres x; cujos condutores,
pelo lema 3.2, sao todos iguais a p?.

l=j—1, pb=p" entdo (i,p") =p/ ' & f, =p L =p I = p2

E finalmente para [ = j, temos ¢t = p’t;. Dai, existem (u — 1) elemetos s
primos com p, (t,p) = 1, pois t é no maximo up’ — 1, isto é, u — 1 caracteres x;
cujos condutores, pelo lema 3.2, sao todos iguais a p.

l=j=p=p=0Gp)=pef,=p 7 =pT 7 =)
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Obtemos entao a seguinte tabela

1 | n° de y; associado a K | condutor

0 up’H(p— 1) P

1 u;ﬂ‘z(p-—-l) p’

2 up’(p — 1) P

s | wprepo1) | e
1 up’(p — 1) P’

] u—1 p

Na 1% coluna temos os possiveis valores de [.

Na 2% coluna temos o ntimero de caracteres nao triviais y; para os quais ¢ =
p—1, r—j—1+1 —
tP=p 7 e (typ) = 1

Exceto para o caracter trivial, todos os caracteres associados a K estao registrados
nesta tabela.
Note que o somatorio da 2% coluna é igual a up’ — 1

up -1 +p+p*+-+p ) +u—1

ulp— (2L,
p—1 ,
u@—lﬂngJ+U—L

ulp! =) +u—1=up’ —ut+u—1=up —1.
Confirmando que, | Xx| = [K : Q).

Na 3% coluna temos os condutores correspondentes desses caracteres.

Continuando. Pelo teorema 3.3, o discriminante de K é, a menos do sinal, igual ao
produto dos condutores dos caracteres y; que sao associados a K.

Dise(K) = ] fu

Xi€XK
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1=0, temos pTlptl...pitlt = (pitlyw’ " e=1) = pur’ " p=1)(+1)

upi—l(p—1)  fatores

=1, temos Py = (p)w ) = g’ D)
—_——

upi—2(p—1)  fatores

[ =2, temos 1\17]"1]9]'*1 . pffll = (p/= 1y’ =) = pup 1))

upi—3(p—1)  fatores

l — j — 1’ temos p2p2 .. .p2 e (pQ)uPO(p_l) — pupo(p—1)2

up9(p—1)  fatores

l =7, temos pp--p (ph)el = plu—1

u—1  fatores

H fao = ptu_l(p_l)(jﬂ)p“pj_g(P—l)ijpJ'—3(p—1)(j—1) .

0
up®(p—1)2, u—1 _
P =
Xi€XK

p

PP DIGHDP ™ 4707724 G=1)p? 724 20 (1) pu(pfl)wﬂufl)

Ou seja, Disc(K) é uma poténcia de p cujo expoente é computado como sendo o

somatorio de cada elemento da 2% coluna multiplicado pelo log, dos elementos corre-
spondentes da 3* coluna.

Agora,
j .
1+ 1)p'—1 .
;( ’ u(p—1) N~ . .
u(p—1) +u—1)=—=(> (i+1)p—1)+u—-1=
b p i=0
up —1) & , - u(p—1 up—1) & , S
(p—1) (z—i—l)pz——(p )—i-u—l:—(p )Z(z+l)p7’+——1,
p i=0 p p =0 p
e note que

J

i+ =1+2p+3p" + -+ (j+1)p
=0

G+2pP -1 - (@7 -1)
(p—1) ‘
Pois,

A 1y, _ 1 2 _q
1+p+p2+---+p’+1=pj pol_v :
p—1 p—1
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, . e A ; J+2_ ~
E que p é raiz do polindémio 1 + 2 + 22 +--- + 27+ — Ix—_ll, que como equacao

polinomial tem seu conjunto solucao, neste caso, contido no conjunto dos nimeros

primos.
4 2 gy 4 (PP
De dm(1+x+x+ + )m:p dx( p— )x:p
Temos
; 1 1) (2
1+2p+:’>192+...+(j+1)1oj—(]JFQ)p7 %1_%2 ¥ 1>:o
Dali, . .
R S
p (p—1)? p
up =D+ 1) up-DEFE - uw
p(p—1)? p(p—1)? p
o)
— Ny — T L
wi + 2 pp-1) p
(P2 -1 1)
2 — ) -1
u((]+ 4 po-1 ' p
Portanto o expoente encontrado é ul(j +2)p — p]:il_l] -1 m

Corolario 4.2 Dados inteiros positivos p e r, com p primo impar, o discriminante do
corpo ciclotonico Q((yr) € dado por

rfl_pril—l}_l

Disc(Q(Gyr)) = (—1)"z pr= DI+ =25
Corolario 4.3 Se p é um primo impar, e K C Q((,) , entao

| Dise(K)| = plf 9!

Exemplo 4.4 Para p =5 e r = 3, temos exatamente sete subcorpos proprios da ex-
tensao Q(C125) de Q correspondendo a sete subgrupos de Gal(Q((ia5)|Q).

Se [Kl : Q] = d, entao |Hz| = |Gal(@(§125)|Kl)| = IT(J)O
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Esquematicamente, temos

Q(C125

~—

/ \
\ /

/\/&
\/\%

Q

Dos sete subcorpos préprios de Q((s3) podemos identificar, por 1.5.2; o corpo quadrdtico
K, = Q(v/5), os ciclotomicos Ky = Q((5), Ks = Q(Cs2) e, por 1.9, o subcorpo real
mazimal K7 = Q((ss + C;) Para identificar os nao ciclotomicos Ks, K4 e K¢ serd
necessdario encontrar os subgrupos, que os fizam, de um grupo de automorfismos de
ordem 100, o que nao € o objetivo do nosso trabalho, mas expressar os discriminantes
como uma poténcia de p =5, como seque:

diSC(Q(Clgg))) = 5275

[K7:Q] =50= |H;| =2 disc(K7) = 537
K¢ : Q] =25 = |Hg| =4 disc(Kg) = 5%
[K5:Q] =20= |Hs| =5 disc(K5) = 5%
[K4: Q] =10= |Hy| =10 disc(Ky) = 57
[K3: Q] =5= |H;3| =20 disc(K3) = 5°
[Ky: Q] =4= |Hy| =25 disc(Ky) = 5°
K, :Ql=2= |H|=50 disc(K,) = 5

Vejamos agora na literatura onde o leitor podera estender o nosso resultado e
encontrar o caso p = 2 e o discriminante absoluto de um corpo ciclotomico qualquer.

Observagao 4.5 A diferenga no cdlculo do discriminante de subcorpos de Q((ar) con-
siste no fato de que o grupo de Galois de Q((ar) sobre Q nao € ciclico, dai nao existir a
unicitdade do caso primo impar, podendo haver dois ou mais subcorpos de mesmo grau
com diferentes discriminantes.
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Neste caso, dado um divisor d do grau de Q((ar),basta analisar se o subcorpo K
de Q(Cor) de grau d € ciclotomico ou nao.

Veja o resultado do artigo “discriminants of subfields Q((ar)” publicado no ”Journal
of algebra and applications "[Lop]|.

Seja K o corpo ciclotomico Q((om) subcorpo de Q(Cor), de grau 2™~ e corpo fizo
de H=<5""" >, onde |H| = 2""". Entio |disc(K)| = 20m=12"""

. m—1__ . .

Noutro caso, |disc(K)| = 22 L onde o corpo intermedidrio K, corpo fixzo do sub-
- ZTom-—1 ~ . . A .

grupo H =< —1, 52 >, nao € ciclotomico.

Observacao 4.6 Mencionamos sem demonstracao a formula do discriminante que se
generaliza ao m-ésimo corpo ciclotomico, para qualquer m > 1

» mem) )
|disc(Q(Cm))| = = veja [Was]. prop 2.7
prt

plm

Nesta Dissertacao apresentamos um método para o calculo do discriminante de
corpos com condutor poténcia de um primo impar, isto é, de subcorpos de Q((,r), neste
caso um corpo abeliano, o qual pode se aplicar a formula do condutor-discriminante.

Isso foi possivel devido ao fato de o grupo de Galois de Q((,r) sobre os racionais
ser ciclico.

Entdo para cada divisor d = up’ do grau de Q((,r) com j =0,1,...,r — 1, existe
um tnico subcorpo K de Q((,r) de grau d, fixado por um subgrupo H de Gal(Q((,r)/Q)
de ordem (p — 1)p"~'d™!, e reciprocamente.

E é justamente por essa correspondéncia biunivoca que o discriminante absoluto
de K pode ser obtido como uma funcao de seu grau.
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Apéndice A
Apéndice

"A Matemdtica € uma linguagem. A linguagem que Deus descrevera o universo”.
Galileu Galilei, séc. XVII, externando sua opiniao a respeito da rainha das ciéncias.

Este apéndice, escrito com o objetivo introdutoério, ¢ constituido dos resultados
béasicos aplicados ao célculo do discriminante, vizando atender aos leitores sem formacao
em Teoria Algébrica dos Numeros, porém interessados num melhor entendimento das
técnicas aqui abordadas, tal como a definicao de inteiro algébrico, anel integralmente
fechado, norma e trago relativos e polindmio caracteristico.

Veremos a construgao do polinémio caracteristico e sua relagao com o polindémio
minimal de um elemento algébrico sobre Q, o discriminante de um polinémio f com
coeficientes sobre um corpo, corpos conjugados e elementos conjugados e uma apresen-
tacao superficial da Teoria de Galois com énfase em seu teorema fundamental.

Os K-espacos vetoriais serao expressos em sua versao generalizada, os A-mddulos,
e quando existir um sistema finito de geradores, estaremos nos referindo a um A-modulo
F.G. (finitamente gerado), que é uma ferramenta importante na determinagao do posto
e de bases integrais.

Iniciamos com uma apresentacao das estruturas algébricas, campos aplicativos
onde se caracterizam as operagoes, com destaque para o grupo de Galois, grupo multi-
plicativo das unidades do anel dos inteiros modulo n e extensao galoisiana dos racionais,
bem como o objeto sobre o qual discorre quase todo nosso estudo, o anel dos inteiros
algébricos.

Admitiremos ja conhecidos os conceitos de estruturas como Anéis, Dominios e
Corpos, como também os resultados basicos da Teoria dos Grupos e de Anéis, subanéis
unitarios e ideais primos e maximais. O leitor podera relembrar alguns desses conceitos
consultando a literatura em [Gon,Gar].

A.1 Estruturas Algébricas

Sejam E um conjunto nao-vazio, € * : I/ X ' — E uma operacao binéaria.
Denotamos *(z,y) por z * y, para quaisquer que sejam x,y € E.

Chamamos de estrutura algébrica um conjunto nao-vazio F, munido de pelo menos
uma operacao binaria.
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Assim, se a operagao * for associativa temos que a estrutura F é nomeada semi-grupo;

Além disso, se existir um tnico elemento neutro e € E, tal que x xe = exx = =,
para qualquer z € E, I£ é chamado de monoide;

Se ainda, além dessas duas propriedades operativas, todo elemento de F for simetrizéavel,
isto &, para cada x € F existir um 2! € F, tal que x x 2~ ! = 27! x 2 = ¢, diremos que
E tem estrutura de grupo.

A.2 A-moédulos

Defini¢ao A.1 Um A-mddulo é um par (M, ), onde M é um grupo abeliano
ep: Ax M — M € tal que para todo a,b € A e m,n € M, temos;

i) p(ab,m) = p(a, bm)

i) p(a+b,m) = p(a,m) + ¢(b,m)
i1i) p(a,m+n) = p(a,m) + ¢(a,n)
w) o(1,m) =m

Temos que a - m denota a imagem do par (a,m) pela aplicagao p.
Os elementos do anel A sao denominados escalares.

Consideremos o conjunto £(M, A) das formas A-lineares de M, isto &, o conjunto
dos homomorfismos de A-mddulos.

LM,A)=L={u: M — A; ué A-linear}
Para u,v € L e a € A definimos a adi¢ao e multiplicacao externa por;
utv: M — A, (u+v) (m)=u(m)+v(m)

a-u:M-—A (a-u) (m)=a-u(m)

obviamente £(M, A) é um A-modulo, pois £ é um grupo abeliano u 4+ v =v 4+ u
e a aplicagao ¢ : A x L — L, dada por ¢(a,u) = a-u é tal que,Va,b € Aeu,v € L,
temos;

i) (ab) -u = a(b-u)
it) (a+b)-u=a-u+b-u
iii) a-(u+v)=a-u+a-v

w)l-u=u
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Portanto o par (£,v) é também um A-moédulo.

O produto cartesiano de A-mo6dulos é um A-modulo, sendo as operagoes definidas
componente a componente.

No caso em que A é um corpo, o A-modulo M é um A-espaco vetorial. Assim a
defini¢ao de A-modulo para um anel A qualquer, obtém-se como generalizacao natural
da nogao de K-espacgo vetorial.

Um submodulo de um A-moédulo M é um subconjunto nao-vazio N de M tal que;
i) N é um subgrupo de M
i1) Para todo a € Aen € N, temos an € N

Sejam B um subconjunto de um A-modulo M e

N ={N ;N é submodulo de M e N DO B}

entdo (B) = ﬂ N é o menor A-médulo de M contendo B, chamado de A-submédulo

NeN
gerado por B.

Seja M um A-modulo. Se m € M pode ser escrito como

n
m:Zaimi; a; € Aem; € M

i=1

diremos que m é uma combinacao linear dos elementos my, ..., m, sobre A.

Evidentemente, o conjunto de todas as combinacoes lineares de mq,...,m, é o

n
A-submodulo (my,...,m,) = {Z a;m;; a; € A} gerado por my, ..., my,.
i=1

Se existir um subconjunto finito B de um A-modulo M, tal que M = (B), dire-
mos que M é um A-modulo F.G. (finitamente gerado).

Se B = {m}, isto é, B é contituido de um tnico elemento, entdo o A-modulo
(m) = {am;a € A} sera chamado de A-modulo ciclico gerado por m.

Uma seqiiéncia finita my, ..., m,, de elementos de um A-modulo M seréa chamado
n

linearmente independente se a soma E a;m; = 0 implicar a4 = a, = ... = a, = 0.
i=1
Caso contrario, diremos que a seqiiéncia ¢ linearmente dependente.

Um subconjunto B de um A-mo6dulo M sera chamado linearmente independente
se qualquer seqiiéncia finita de elementos distintos de B é linearmente independente.

Caso contrario, B é dito linearmente dependente.

Um subconjunto B de um A-moédulo M serda uma A-base se as seguintes condicoes
sao satisfeitas;
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i1) B é linearmente independente

Um A-mo6dulo M sera dito um A-modulo livre se possuir uma A-base.

Quando todas as bases de A forem finitas e tiverem a mesma cardinalidade,
chamaremos este numero de o posto de A.

Teorema A.2 Sejam A um Dominio de Ideais Principais e M um A-mddulo livre de
posto p, entao todo A-submddulo N de M ¢ livre com posto ¢ < p.

A.2.1 A-algebras

Cosideremos f : A — B um homomorfismo de anéis, com a,a’ € Ae b,V € B.

Definimos sobre B a seguinte multiplica¢ao a-b:= f(a)b,
a adigdo +: B X B — B, por +(b,b) =b+ 1V
e multiplicacao externa - : A x B — B, por ((a,b) =a-b= f(a)-b.

Temos que B ¢ um A-médulo, pois
i) (B,4+) é um grupo abeliano
i) a(a’b) = Fla)(F(a)b) = (@) f(a)b = f(aa)b = (aa')b
iti) (a+a')b= fla+a)b= (f(a)+ f(a')b= f(a)b+ f(a)b=1ab+a'b
iv) a(b+0) = f(a)(b+0) = f(a)b+ f(a)b = ab+ ab’
W 1-b=f(1)b=1zb=b

Nestas condigoes, dizemos que o A-modulo B é uma A-algebra.
Vejamos o caso em que f : A — B é a inclusao.

f+ K — B é um homomorfismo injetivo, onde K é corpo, entao B é uma K-algebra,
isto é, B ¢ um anel que contém uma codpia do corpo K.

Definicao A.3 Uma A-dlgebra B € finitamente gerada se existirem by,... b, € B,
tais que B = Alby, ..., by].

Definicao A.4 Diremos que B é uma A-dlgebra finita se B é um A-mddulo finita-
mente gerado.

Proposicao A.5 Se B ¢ uma A-dlgebra finita, entao B ¢ uma A-dlgebra finitamente
gerada.

Agora, sendo K C L corpos, temos o seguinte teorema:

Teorema A.6 Se L é uma K-dlgebra finitamente gerada, entao L € uma K-dlgebra
finita.

A-algebras sao generalizagoes de A-modulos.
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A.3 Extensoes de Corpos

Definicao A.7 Dados dois corpos L e K, diremos que L € uma extensao de K ou que
L/K é uma extensao de corpos, sempre que K for um subcorpo de L.

Neste caso, consideramos L como K-espaco vetorial, em relacao a operacao ex-
terna K X L — L, definida como restricao da multiplicacao em L. Em outras
palavras, aa representa o produto de a € K por a € L.

A.3.1 Extensoes Finitas

A dimensao do K-espaco L ¢ denotada por [L : K] e ¢ chamado de grau de L/ K.
Obviamente [L : K] > 1.
Diremos que L/K é uma extensao finita quando [L : K] < oo

Proposicdo A8 [L: K|=1<L=K

Prova. [= [L : K] =1 = {1} é um sistema gerador linearmente inde-
pendente maximal, e portanto, uma base de L/K resulta que todo a € L é da forma
a=a-1l,comae K. logpae K=LCK,ecomo K C L= K =1L.

<] L=K=Vaecl, ae K eportanto {1} é uma basede L/K = [L: K]=1 R

Dadas duas extensoes sucessivas L/ K e M /L, obtém-se uma base M /K multiplicando-
se os elementos de uma base de L/K pelos de uma base de M/L. De fato

Proposicao A.9 Suponhamos que fi,...,[B,, respectivamente Yi,...,%Ym, formam
uma base de L/ K e, respectivamente de M /L. Entao

ﬁlfyla-"7611717/6172?"'7ﬁn72>"'7ﬁ17m7"'7ﬁn7m
formam uma base de M/K.

M
Z|L ~ ) = {Br,.. . Bt - Ans ooy} ={B; Bi € basede L/K
| ={p B, e 7; € base de M/L} é uma base de M /K
= 15+
K

A.3.2 Extensoes Algébricas

Definicao A.10 Diremos que a extensao L de K € algébrica se todo elemento o € L
for raiz de algum polinémio nao-nulo f em K|x].

Simbolicamente, L/K ¢ alg. &V a e L, 3 f € K[z]\ {0}; f(a) = 0.

Caso contrario, se a extensao L de K nao for algébrica serd chamada de transce-
dente. Ou seja, se existir um elemento o € L que nao seja raiz de qualquer polindémio
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nao-nulo f em K{z].

Simbolicamente, L/K é transc. < Ja € L; ¥V f € K[z|\ {0}, f(a) # 0.

Defini¢ao A.11 Diremos que um polindmio nao-nulo f € K[x] é separdvel se for pos-
stwel fatord-lo em polindmios lineares distintos em algum corpo que contenha K.

Por exemplo, f = 2° —2 € Qz] e 2° — 2 = (z — V/2)(z — v/20)(z — v/2¢?), onde ¢
é uma raiz ctibica da unidade. Assim o corpo de decomposicio de f, Q(v/2,¢), é uma
extensao cubica de Q.

Diremos que um elemento « é separavel quando for raiz de algum polindmio
separavel.

A.3.3 Extensoes Separaveis

Definicao A.12 Diremos que uma extensao L de K € separdvel quando todos seus
elementos a € L forem separdveis.

Teorema A.13 Seja K um corpo finito ou de caracteristica zero, L uma extensao
finita de K de grau n e ) um corpo algebricamente fechado contendo K. Entao existem
n K-isomorfismos distintos de L em ().

Corolario A.14 [Teorema do elemento primitivo] Sejam K wum corpo finito ou de
caracteristica zero, L uma extensao finita de K de grau n. Entao existe um elemento
a € L, tal que L = K(«). Nestas condig¢oes o é chamado de Elemento Primitivo.

A.3.4 Extensoes Normais

Definicao A.15 Diremos que uma extensio N/K € normal se, para todo @ € N,
P,k (polinémio minimal do elemento o) se fatorar completamente em polinémios lin-
eares em N[x].

Ou seja, N é um corpo de decomposicao dos polindomios minimais. O que equivale
a dizer que se uma raiz de P,/x estd em NN, entao todas as raizes de P,/ estao em V.

A.3.5 Extensoes Galoisianas

Definigao A.16 Diremos que uma extensio L/K é de Galois se L for um corpo de
raizes de um polinomio separdvel.

Ou seja, L/K é uma extensao galoisiana se L é simultaneamente uma extensao
normal e separavel de K.
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A.3.6 Extensoes Ciclotomicas

Definigao A.17 Diremos que a extensao L/K ¢é ciclotomica, se L = K(C), onde ( é
uma raiz primitiva n-ésima da unidade.

Uma exposicao mais detalhada de corpos ciclotomicos encontra-se no capitulo 1.

A.4 Elemento algébrico sobre um corpo

Seja L um corpo e K um subcorpo de L. Por um elemento algébrico entendemos
qualquer o € L que ¢é algébrico sobre K, isto é, existem ag,ay,...,a, € K, tais que
ap + aja+ -+ a,a™ =0, ou seja « é raiz de um polinémio em K|z].

O fecho algébrico de K em L, Ay (K) =, é o conjunto constituido de elementos
de L que sao algébricos sobre K, pois L pode conter elementos nao algébricos sobre K.

Diremos que um corpo K é algebricamente fechado em L quando o conjunto de
todos os elementos de L que sao raizes de algum polinémio com coeficientes em K é o
proprio K.

Ap(Q2) = Q um fecho algébrico é algebricamente fechado, e também é maximal,
no sentido de que nao existe nenhuma extensao algébrica de K que o contenha.

Assim uma extensao L/K é algébrica se, e somente se Ar(K) = L e um subcorpo
K ¢é algebricamente fechado em L se todo polindmio nao constante p(x) € K[z] se
decompoe em fatores do primeiro grau em K|[z], ou equivalentemente, se Q = K.

Para qualquer extensdo algébrica L de C, temos A;(C) = C = L, isto é, o corpo
dos complexos & algebricamente fechado (teo. fund. da Algebra, 1798, C. Gauss), mas
nem para todo subcorpo K de C vale a igualdade Ac(K) = C, isto é, C nao é um fecho
algébrico, pois C é uma extensao transcedente de Q.

Lema A.18 Se K ¢ corpo, entao todo ideal do anel K[z] é principal, isto é, Klx| é
um dominio de ideais principais.

Teorema A.19 Seja o € L O K. As sequintes condicoes sao equivalentes;
i) a € algébrico sobre K
i1) Kla] é um corpo
iii) K(a)/K é uma extensao finita

Este teorema afirma que se a € L e existe um polinomio de grau n, f(z) € K|[z],
tal que f(a) =0, entdo o conjunto

Kla] ={ap+aja+ -+ a,a" ;aq,...,a, percorrem todo K}
, . . S fle)
¢ um corpo. E isto implica que o corpo de fragoes K (o) = ﬁ :frg#0¢€ Kla]
g(a

é uma extensao finita de K e isso, por sua vez, é condicao necessaria para o € L ser um
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elemento algébrico sobre K. Neste caso, P,x que é irredutivel sobre K gera (P k),
um ideal maximal de Klz], K[a] = K(«), e os elementos 1, q,...,a" ! formam uma
base da extensdo K(«) de K, sendo n = 0P,k = [K(«) : K].

Prova. i) = ii)
Seja 0 homomorfismo ¢, : K[x] — K[a], dado por ¢.(f) = f(«).

Entao kerp, = {f € Klz] ; f(o) = 0} = (Pyx) = Ja,x, pois K[z], por A.18, é um
DIP e se a € L ¢é algébrico sobre K, entao existe, conforme lema A.22, um polindémio
monico irredutivel em K[z] que se anula em o.

Como o polindomio gerador de J, i € irredutivel sobre K, entao J, x € um Ideal primo,
e todo ideal primo num dominio de ideais principais é maximal.

| Kla]

a,K

Logo ~ Im ¢, = K[a]. E portanto K|a] é corpo.

i) = iii)

Kla] € K(a) e K(a) é o menor corpo que contém K e « que é algébrico sobre K,
entdo K(«a) C Kla|, dai K(«a) = Kla].

Seja n = 0P, k. Os elementos 1,a,...,a" " sao linearmente independentes sobre K,
pois nao existe nenhum g € J, x \ {0}, com dg < n.

Seja v € K|[a], digamos v = h(«), com h € K|z].

Pelo algoritmo da divisao, existem tnicos ¢,r € K[z] ,tais que h = ¢P,/x + r, com
r =0 ou Jr <n, entdo h(a) = q(a) Po/r(a) + r(a).

n—1

n—1

temos h(a) = r(a) € K+ Ka + ... + Ko™}, ou seja v € ZKai e portanto
i=0

L, a,...,a" ! formam um sistema de geradores K-lineares, logo uma base de K(a)/K,

em particular [K(«a) : K| = n.

iii) = i)

K(«a)/K é finito = « é algébrico sobre K.

Suponha « transcedente sobre K, isto é, f(«) # 0 para qualquer que seja o polinémio
nao-nulo f € K{z].

Considere o conjunto {1,c,...,a™, ...} das poténcias de a e tome um subconjunto
finito qualquer, digamos {a™, a2, ... o™ }.

Com ay,aq,...,a, € K, a equagao a;a™ + asa™? + - -+ + a, " = 0 se, e somente se
a; =ag =---=a, =0, pois a é transcedente sobre K.

Isso implica em dizer que o subconjunto tomado é linearmente independente, e como é
parte qualquer, significa dizer que o conjunto inicial ¢ também L.I., isto é, {a’ ; i € N}
é um sistema linearmente independente e infinito e portanto [K(a): K] =00 W

A.5 Elemento inteiro sobre um anel

Sejam A um anel e R um subanel de A.

Diremos que um elemento a € A é inteiro sobre R, se existirem ag, aq, ..., 0, 1
pertencentes a R, tais que a" + ap,_1a" '+ -+ a0+ ag = 0, isto é, a é raiz de um
polindémio moénico em R|zx].
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Obviamente todo elemento de R é inteiro sobre R.
No caso em que A = C e R = Z, os elementos inteiros sobre Z serao chamados
de inteiros algébricos.

4 ~ 1+v5 . -
Por exemplo; i = v/—1, V12, 627’, 2\/_ sao inteiros algébricos, pois sao raizes

dos seguintes polinomios; 2241, 27—12, 2"—1, e 2?—x+1 € Z[x] ,respectivamente.

O fecho inteiro de R em A, I4(R), é o conjunto constituido de elementos de A
que sao inteiros sobre R, pois A pode conter elementos nao-inteiros sobre R.

Diremos que um anel R é inteiramente (ou integralmente) fechado em A quando
o conjunto de todos os elementos de A que sao raizes de algum poliné6mio ménico com
coeficientes em R é o proprio R.

I4(I4(R)) = I4(R) um fecho inteiro é integralmente fechado, e também é maxi-
mal, no sentido de que nao existe nenhuma extensao inteira de R que o contenha.

Assim uma extensao A/R é inteira se, e somente se [4(R) = A e um subanel R
é integralmente fechado em A se todo polinémio monico nao constante p(x) € Rx] se
decompde em fatores do primeiro grau em Rx|, ou equivalentemente, se [4(R) = R.

O seguinte resultado relaciona a propriedade de um elemento ser inteiro sobre
R com a propriedade de um certo R-modulo, um submodulo do R-moédulo A, ser
finitamente gerado.

Teorema A.20 Para qualquer o € A as sequintes condigoes sao equivalentes;
i) a € inteiro sobre R
it) R[a] é um R-mddulo F.G.

Prova. i) = ii)
« é raiz de um polindmio f = ag+a; + -+ a,_12" ' + 2" € R[x] isto é

Q"+ ap_ 10" aaFag =0 (%)

Seja o R-modulo F.G.
M =R+ Ra+--+ Ra"!

"=1) = M obviamente

istoé (1,a,...,«
M C R[a] (1).
Vm € N, temos que o™ € R[a], sabemos que a,a?,...,a" ' € M por (x)

a" = —(a,_ 10"+ aja +ag) € M

a" = a"a = —(ap_1a" ta+ -+ ajaa + apa) € M

a"? = a"a? = —(a,_10" e + -+ ajaa? + apa?) € M

anJr(nfl) = oo™l = _(an_lanflanfl R alaanfl + aoanfl) ceM
A" = a"a" = —(a, 10" " + - + ayaa” + apa™) € M

a"* = a”a¥, onde k > n
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Pelo algoritmo da divisao k,n € N, com n < k entao 33! ¢, r tais que kK = ng + r, com
0 <r <n. Entao

OénOék — C(nOéanrr = oo™
Sabemos que o € M e o™ = (a")? € M, pois o™ € M, ou seja, a"** € M, para
qualquer £ > 0, isto é, Vm € N, o™ € M. Logo

Rla] C M (2)
e de (1) e (2) temos a igualdade R[a] = M.

i) = i)

Rla] € um R-modulo F.G., sejam ay, ..., q, € Rla] C A, tais que R[a] = Ray + -+ +
Rao,

Como a € R[a], temos que ae; € Rla], i=1,...,n

aop = a1 + apay + -+ apo,  comai; €R, j=1,....n
QO = G210 + G202 + - -+ + A2p iy

QO = Ap10q + ApaQo + - - - + AppQy,

n
Logo, Ja;; € R, com aa; = g ajo, Vi=1,...,n
=1

(CLH — a)a1 + ajp0o + -+ - + a0, = 0
asioq + (age — a)ag + -+ - + agpay, =0

A1 + Apaa + -+ - + (Apn — @)y, =0

Zaijaj —ao; =0= Z(aiﬂ' — 5¢j04)04j =0, &= { 0, sei#j

1, set=7

Assim a matriz M = (a;; — d;;0) € M,(R[a]), desta forma o sistema Mz = 0 tem
solu¢do nao-nula (ay, ..., a,) € Rlal, logo det M = 0.

Note que na matriz M o elemento « estd em sua diagonal principal assim o det de M
e um polindmio monico em « de grau n, pois os termos fora da diagonal principal sao
constantes a;;o; € Rla].

Veja a contrucao do polinémio caracteristico na proxima secao. Este ¢ o chamado
truque determinantal de Nakayama.

det M = H(aii — a)a; + termos de menor grau em « = f(a) € Rla],
i=1

com f € R[z| monico de grau n.
Dai f(«) =0, isto é, « é inteiro sobre R. W

Corolario A.21 Se ay,...,q,, € A forem inteiros sobre R, entao Ray, ..., an| serd
um R-mddulo finitamente gerado.
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Prova. Ry = R tem posto 1, como R-mdédulo, logo é F.G.
Ry = R[a] é F.G.

Supor Ry = Rlay, s, ..., a considerado como R-modulo possua um sistema finito
B1, ..., 0 de geradores.

Como « é inteiro sobre R, as é inteiro sobre Ry,..., axy1 é inteiro sobre Ri. O
anel Ry 1 = Rlaq, ..., axr1] = Rilags1] considerado como Ry-modulo possui um sis-
tema finito de geradores 71, ..., "s; logo, considerado como R-moédulo, é gerado pelos
produtos B;y; (1 = 1,...,r e j = 1,...,5) e portanto por indugao concluimos que

R,, = Rlay, ..., ay] € um R-modulo F.G. qualquer que sejam € N B

No caso em que R = Z, temos que se « ¢ inteiro sobre Z o Z-moédulo Zla] é
finitamente gerado e que se ay,...,q, € A forem inteiros algébricos, entdao o anel
Zloy, ..., 0] € F.G. como Z-moédulo.

Lema A.22 Se o € L O K ¢ algébrico sobre K, entao « € inteiro sobre K[a|, isto €,
existe um polinémio monico irredutivel p(x) € K|x] tendo o como raiz, p(a) = 0.

Proposigao A.23 [Ste]Um nimero algébrico o é um inteiro algébrico se, e somente
se seu polindomio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Proposigao A.24 [Ste]Um inteiro algébrico é um nimero racional se, e somente se
€ um inteiro. Equivalentemente [4 N Q = Z.

A.6 Polinémio Caracteristico, Norma e Traco

Seja K uma extensao finita de Q, [K : Q] = n. A seguir associamos a cada
elemento a € K o seu polindmio caracteristico e este serd contruido usando-se uma
base qualquer.

Seja {f1, B2, ..., B, } uma base de K/Q, para cada o € K existem a;; € Q tais

n

que af; = Z aij B

i=1
Colocando esse sistema de igualdade em forma matricial temos:

51 @11 Ai2 - Qin 51

52 Q21 Q22 -+  Q2n 52
o . = . . . .

ﬁn Ap1 Ap2 - Ann ﬂn

O polinémio caracteristico do elemento o em relagao a extensao K/Q é o deter-
minante da matriz (I — (a;;)), com i,j € {1,2,...,n}.

r—an —ai2 - —Qin
—Q21 T — Q2 - —Q2p
Fa,K/Q =det, : : : : S Q[I]
—Qp1 —Qp2 e T — Qpp
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Obs;: O polindmio monico Fy,, /g independe da escolha da base {31, 32, ..., },
e tem o como raiz, i.6. F, g/g(a)=0

11 Q12 -+ Aip
. 21 Q22 -+  Q2n .
Da matriz C= ] ] ) ] podemos extrair;
Ap1 Gp2 - App

o trago e a norma do elemento « em relacao a extensao K/Q, que sao definidos como

sendo
Tro(e) =Xay;, e Ngjgla) = det(C)

O trago e a norma de um elemento o € K sao, a menos de sinal, o segundo e o
ultimo coeficientes, respectivamente, do seu polindmio caracteristico.

Seja F, k=" + 12"V 4+ agz + ag
an—1 = —Txg(a) ap = (—1)"Ng/q(a)

Particularmente, para n = 2, temos F, g/g = 2* — Tgg(a)z + N o)
Se K é uma extensao separavel de Q e o4,09,...,0, sao os Q—isomorfismos de

K em Q(corpo algebricamente fechado que contém K), onde oy(a), oa(),. .., 0,()
sao as n raizes distintas do polinomio caracteristico, entao;

a) O polinémio caracteristico é expresso na forma

F, kg=1"+ Z(—w’sj(al(a), oa(a), ... on(@))z" ™ € Zz]

onde S; é o j-ésimo polinémio simétrico elementar em n indeterminadas.

b) O traco do elemento o em relagao a extensao K/Q é a soma das raizes do
polinémio caracteristico Fy, x/q-

n

Tiola) = Z oi(a)

i=1
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¢) A norma do elemento « em relacio a extensao K/Q é o produto das raizes do
polindmio caracteristico Fy, k/q-

NK/Q(Q) = H oi(a)

O polinomio minimal,denotado por F,/q, esta relacionado com o polinomio car-
acteristico da seguinte maneira.

Fo)/0=Poq = 0Pu=[Q(a) : Q).

|
Seja a torre de corpos K com [L : Q] < oo, para todo o € K, Fy, 1,9 = FE?}@

|
Q

Sendo K = Q(«), Forig= Pa/Q[L: Q)]

Escrevendo 7 e AN no lugar de Tx /g e Nk/q, temos para todo o, 3 € K e a €
Q as seguintes propriedades;

D) T(a+0) =T () +T(B)

ii) 7 (aer) = a7 ()

iv) T(a) =na e N(a)=a", onden é o grau do polinémio Fy,, x/qg.

De i e ii temos que 7 é uma aplicacao linear.

A.7 Anel dos inteiros Algébricos

Considera-se além do corpo K = Q(«) um certo subanel distinguido I de K,
denominado anel dos inteiros algébricos de K, com corpo de fragoes igual a K, que
entretanto nem sempre é da forma Z[a/].

O estudo desse anel, cujo papel relativo a K é analogo ao de Z em relacao a Q,
pode ser considerado, segundo o prof. Otto Endler, o objetivo principal da Teoria dos
Numeros Algébricos.
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K = Q(Ix)
]

/

Sendo A um anel e R um subanel de A pretendemos mostrar que o conjunto
dos elementos de A que sao inteiros sobre R formam um subanel [4(R) de A. Para
provar que a diferenca e respectivamente o produto de dois elementos a, 3 € A inteiros
sobre R sao também inteiros sobre R, basta construir, a partir de polinomios monicos
f,g € Zlx], tais que f(a) = g(f8) = 0, dois polinémios ménicos d,p € Z[z], tais que
dlaw — ) = 0 e p(af) = 0. Tal construcao é viavel somente em casos bem simples,
vejamos entao o caso geral.

Teorema A.25 [4(R) é um subanel de A que contém R.

Prova. De fato, R C I4(R) C Aesejam o, € I4(R). Entao a—f, af € R|a, (]
e pelo corolario A.21 R[a, ] € um R-modulo F.G. Logo, pelo Teorema A.20, o — 3,
af € IA(R) |

Temos também a maximalidade de I4(R), no sentido de que qualquer subanel de
A, que é um R-moédulo finitamente gerado, estara nele contido, isto é;

Corolario A.26 Todo subanel S de K, que é um Z-mddulo F.G., estd contido em [.

A propriedade de ser inteiro é transitiva no seguinte sentido

Proposicao A.27 Seja A um anel, R um subanel de A e S um subanel de R, sao
equivalentes;

i) A € inteiro sobre R e R é inteiro sobre S

i1) A € inteiros sobre S.

O nome fecho inteiro se justifica pelo fato de I4( ) ser uma operagao de fecho no
seguinte sentido

Seja R o conjunto dos subanéis de A. Por R ~~» [4(R) é definida uma operagao
de R em R, tal que para todo R, S € R;

a) RCI4(R)CA
b) 14(1a(R)) = I4(R)

No caso A = Q, o anel 14(Z) = Ig(Z) = Iy coincide com o anel Z dos niimeros inteiros
racionais. Isto é uma consequéncia imediata do seguinte teorema
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Teorema A.28 Todo dominio fatorial € integralmente fechado no seu corpo de fracoes.
Prova. Todo 0 # a € K = Q(R) pode ser escrito na forma o = ab™!
a,be R e mdc(a,b) =1
se a € Ig(R), entao existem ¢y, ..., ¢, € R, tais que
a4+ ™ o eja+ ¢y =0
a™b™ + e b 4+ e M+ by, = 0
a™ +cba™ 4 e D™ e e, =0

a™ =b(—cia™t — o — 1020 = ¢, b = bla™

Mas mdc(a,b) =1=beU(R)=>a=ab"'€R . Ix(R)=R W

Supondo A = L um corpo e R um subanel de A, estudaremos o corpo das fracoes
do anel I (R).

Teorema A.29 Seja R um subanel do corpo L. Entao o fecho inteiro do corpo de
fracoes de R em L € o corpo de fracoes do fecho inteiro de R em L, simbolicamente

QL(R)) = IL(Q(R))

Em particular, Q(I;(R)) = L se, e somente se L for algébrico sobre Q(R).

Prova. Seja v € Q(IL(R)), digamos v = af~!, onde a,3 € I (R). Como
I (Q(R)) & um subcorpo de L contendo I1,(R), I(R) C I.(Q(R)) C L temos que

v € IL(Q(R)) = QUL(R)) C IL(Q(R)) (1)

b1 b b
Para qualquer v € I (Q(R)) existem L2 —, tais que
C1 Co Cm
b b b
YA e Ty =0 (x)
C1 Cm—1 Cm

Seja d = cicy - -+ ¢y # 0. Multiplicando a equagao (*) por dd~!, temos

A 4 bicacs Crp d IV b by 01 CaCr ATy A DppciCa o1 AT =0
S——— N d —

R

a1 Am—1 A,

=" dad Y b apd Y dand P =0 comay,...,a, € R (x%)
Multiplicando (*x) por d™, temos
(dy)™ + ay (dy)™ 4 apd(dy)™ 2 4 -+ - A G od™ 2 (dY)? 4 @1 d™2(dy) 4 @ d™ =0

= dy eI (R)= € @ = 7 € (IL(R))r\(oy = 7 € QUL(R))

= I.(Q(R)) € QUL(R))  (2)
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e de (1) e (2) temos a igualdade Q(I.(R)) = IL(Q(R)) ™
Agora se L é algébrica sobre Q(R) < IL(Q(R)) = L.
Dai Q(IL(R)) = L se, e somente se L ¢é algébrica sobre Q(R).

Aplicando A.29 ao caso em que L é um corpo de numeros algébricos obtemos o
seguinte

Corolario A.30 Um corpo de nimeros se identifica com o corpo de frac¢oes do seu
anel dos inteiros. Isto é

Q(IL) =L, qualquer que seja o corpo de nimeros algébricos L.

Dados um corpo L qualquer e um subanel R de L, consideramos, para todo
elemento v € I (R), o seu polinomio minimal P, x sobre K = Q(R). Apesar de vy
ser raiz de algum polinémio moénico f € R[z], ndo podemos afirmar, em geral, que
P,/k € R[x]. A este respeito podemos mostrar apenas o seguinte

Teorema A.31 Seja R um subanel de L e seja K = Q(R).
a) Se f,g forem polinémios monicos em Kz| e fg € Rlx|, entao f,g € Ix(R)[x]

b) Para qualquer v € I(R) temos que Py x € Ix(R)[x].

Prova. a) Existem oy, ..., 0, Qmy1, ..., 0 € Q (fecho algébrico de L, Ac(L))
tais que
f=Jle-a)eg= ] @-o)
=1 j=m+1

Entao fg também é monico.
De  fg=(zx—a) - (x—am)(@—amp)-- (2 —an) € Rlz]
temos que fg(o;) =0 parai=1,2,...,n, logo
a; € Ig(R) (1)
Entao existem aq,ao,...,a, € R tais que

—1
af a0 4+t apo +a, =0

i

n n—1 2
Ap—10; = —0Q; — 10 — = Ap2Qy — Gy
1 a QA9 ap,
Ap—1 Ap—1 Ap—1 Ap—1
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Note que fg é um polinomio monico e como tal

n a1
fg=a"— (Z ai) ALRNE 2 ;0 - i Q0 0y, " (=) (H ai>
i=1 =l i=1

i=1
Jj=2
k=3

7 i#jFk

Seus coeficientes sao combinagoes de suas raizes.
Portanto de (1) e (2) os coeficientes de f e g estao em Io(R)NK ouseja f,g € Ix(R)[x].

b) v € L é raiz de um polinomio monico h € R[z|, h(y) = 0.
Logo existe um polinémio monico ¢ € K(z], tal que h = P, /k.
Pelo item a) ¢, Py/x € K[z] e ¢P,/x € R[x]. Entao ¢, P,k € Ix(R)[z]. W

Diremos que um dominio R é integralmente fechado se for integralmente fechado
no seu corpo de fragoes isto é, Ix(R) = R, com K = Q(R).
Neste caso podemos simplificar o Teorema A.31 substituindo Ix(R)[z] por R[z].

Corolario A.32 Seja R um dominio integralmente fechado, L uma extensao finita de
K =Q(R), S um subanel de I,(R) que contém R. Para qualquer v € S temos que;

a) Iy, Py € Rla] e Toyw(v), Nk () € R
b) Ni/k(v) € um maltiplo de v no anel S
c) 7€ U(S) se, e somente se Npjk(v) € U(R)

d) Se Ny k(7) for irredutivel em R, entao serd irredutivel em S.

Prova. a) Sem perda de generalidade podemos supor que v # 0 e do item b) do
Teorema A.31 temos P, x € R[z] e da igualdade

F,r/x = P, onde m=[L:K(v)]

b) Como
F,rrk=1"+ Up12" 4+ dar+ag € Rlx]

e que a,—1 = —T1/k(7) e ap = (—1)"Ny K (7), mas
a =" —a, V" = —ay =" Y = — )

Noyk(y) =D 0" + a7+ )
c) Se v6 = 1, com § € S, entdo Ny x(7)Nr/x(0) = 1, onde Ny k(0) € R, por b)
Se Nk (7) € U(R), entéo 5NE/11<(7> =~"1é 0 inverso de v em S.

d) Resulta de ¢) e da multiplicatividade da norma W

Reformulamos A.32 no caso especial em que R = Z, observando que Z é integral-
mente fechado e esta contido em qualquer subanel de I, e que U(Z) = {—1,1}.
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Corolario A.33 Sejam L um corpo de niimeros algébricos e S um subanel de Iy,. Para
qualquer v € S temos que:

a) F, 10, Pyo € Z[z] e Tryo(), Noje(y) € Z

b) Npo(y) € um miltiplo de v no anel S.

c) v € U(S) se, e somente se |[Npg(y)] =1

d) Se ‘NL/@(v)‘ for um nimero primo, entao vy serd irredutivel em S

Este corolario mostra, em particular, que para decidir se um nimero algébrico é
inteiro ou nao, basta considerar o seu polinémio minimal sobre Q. Por exemplo seja
v =rgq, r € Q\{0} ep,qnimeros primos. Entao P, g = 29 — pr, portanto vy ser
um inteiro algébrico se, e somente se r € Z e certamente vy nao ¢ invertivel em Ig(,).

Observagao A.34 ¢ ¢ invertivel em Ig), onde ¢ € uma raiz primitiva n-ésima da
unidade, pois o termo independente de ®,, (n-ésimo polinémio ciclotonico) é sempre 1.

E natural perguntar se é possivel decidir se um elemento o« € L é um inteiro
algébrico ou nao, através de uma base apropriada de L/Q.

Mais precisamente, perguntamos se existe uma base {(1, ..., ,} de L/Q, tal que
a=af + -+ a,B, se, e somente se ay,...,a, € Z. Precisamos agora nos referir a
um assunto do capitulo 1, bases integrais, para entender que sim, pois para qualquer
extensao L de Q, de grau n, o anel I, é um Z-mo6dulo livre de posto n.

A seguir, consideraremos dominios quaisquer R e A, R contido em A, e estu-
daremos as relacoes entre estes dominios no caso em que A é inteiro sobre R, isto é,

I4(R) = A.

Teorema A.35 Seja A um dominio inteiro sobre R. Entao;

a) Para qualquer ideal a nao-nulo de A, aN R é um ideal nao-nulo de R
b) Os elementos inversiveis em A que estao em R sao inversiveis em R
c) A serd um corpo se, e somente se R for um corpo

d) Um ideal primo p de A serd um ideal mazimal de A se, e somente se p N R for um
tdeal mazimal de R.

Prova. a) Seja a € a # 0, como A é inteiro sobre S
seja "+ a4 +a,
um polindémio monico em R[z] de menor grau que tenha o como raiz
a"+aa" M+t a,ata, =0

dai
an = —0" —a1 0" — o —a, a#0
isto é
an = —a(@” P+ a4+ 4a, 1) #0 e a, €R
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entao
an € (@tANR)C(aNR)=a,€(anNR) e a,#0

b) Sabemos que
UR) € (UA)NR) (1)

Seja u € (U(A) N R), entdao u~' € A e é inteiro sobre R. Logo existem cy,...,¢, € R
tais que
uouT™ e e, =0

m=1) temos

Multiplicando por (u
vt +eaute+ o F et i+ epu™ =0
=u = —(cpu™ T F e u™ i 4+ cutcr) € Rlu] C R,
pois u € R também, logo u=! € R, isto é, u € U(R), ou seja
(U(A)NR) CUR) (2)

De (1) e (2) temos, portanto a igualdade (U(A) N R) = U(R)

¢) [= Seja A um corpo, entao U(A) = A\ {0} por b)
UR)=(UA)NR)=(A\{0}NR) =R\ {0} = R é corpo

<] A nao é corpo, entdo possuird um ideal nao nulo a, com 1 ¢ a. Pelo item a) o ideal
aN R de R é nao-nulo. Logo R nao é corpo.

A
d) Seja m : A — — um homomorfismo canonico, logo 7(A) = — ¢é inteiro sobre o

banel 7(R 1éi fi .
subanel 7(R), o qual é isomorfo a T

O ideal p de A serd maximal se, e somente se — for um corpo, este fato, pelo item c,

ocorrera se, e somente se for um corpo e, por sua vez se, e somente se p N R for

um ideal maximal de R. m

Corolario A.36 Seja o dominio A inteiro sobre R.
Se todo ideal primo nao-nulo de R for mazximal, entao todo ideal primo nao-nulo de A
serd mazximal.

Prova. Seja p um ideal primo nao-nulo de A, entao pelo teorema A.35 item a, p N R
¢ um ideal primo nao-nulo de R, logo maximal por hipdtese do corolério. Entao pelo
item d do Teorema A.35, p ¢ um ideal maximal de A. ®

E bem conhecido que Z, e mais geralmente qualquer dominio principal, tem a
propriedade acima indicada, ou seja, todo ideal primo nao-nulo de um dominio inteiro
sobre 7Z sera maximal. Disso resulta em particular

Corolario A.37 Seja K um corpo de nimeros algébricos. FEntao todo ideal primo
nao-nulo de I € um ideal mazimal.
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A.8 Discriminante do polinémio f

Seja K um corpo de caraceristica 0 ou prima. f(x) € K[z] um polinémio separavel
de grau n, tendo como corpo de decomposi¢ao L/K.

Se f(z) =c(r —a1)(x—ag) - (x —an), ¢ € K, consideremos A = H(ozi — a;j).

1<

Embora o ntimero A nao dependa da indexacao e disposicao das raizjes, o sinal
do nimero A depende. Por isso definimos o seguinte; o discriminante de um polindémio
f(z) € K[z] como sendo A?, e denotamos por disc(f) = A? desta forma, o discrimi-
nante depende apenas do conjunto de raizes.

E interessante notar que embora as raizes s pertencam a L, o discriminante do
polindémio f, resultante de operagoes com essas raizes, pertence a K.

Isto é, seja f(z) = ag + a1z + - -+ + a,x”, com ag,...,a, € K. O discriminante
de f é da forma p(ag, ai, ..., a,) para algum polindémio p € Z[xy, z, ..., x,]. Isso pode
ser concluido do fato de disc(f) ser uma fun¢ao simétrica nas raizes de f.

Dai disc(f) € K, para qualquer grau de f. Em particular, temos
disc(x® + bx +¢) = b* — 4c

disc(x® + bx® + cx 4 d) = b*c? — 4¢® — 3b%d — 27d* + 18bcd

A.9 Corpos Conjugados e Elementos Conjugados

Definicao A.38 Dados dois corpos K e € contendo o corpo Q, chamamos de Q-
isomorfismo de K sobre § a todo isomorfismo ¢ : K — €, tal que ¢(a) = a, para
todo a € Q.

Nestas condic¢oes dizemos que K e € sao Q-isomorfos.
Agora se K e () sao extensoes algébricas de Q, diremos que K e €2 sao corpos
Q-conjugados.

Definicao A.39 Dadas duas extensoes K e ) de Q, dizemos que dois elementos o € K
e 0 € Q sao Q-conjugados se existir um Q-isomorfismo

v Qla) — Q(B) , tal que p(a) = 3

O isomorfismo ¢ que leva elemento primitivo em elemento primitivo é tinico, e o
fato de dois elementos «, 3 serem conjugados sobre Q significa que ou «, [3 sao trance-
dentes sobre Q ou a e  sao algébricos sobre QQ e, neste caso, tém o mesmo polindmio
minimal, isto &, P, o= Fp/q.

Por exemplo, se f(z) é um polinémio irredutivel sobre Q e ay, as, . . ., a, sio suas

raizes distintas em uma extensao K de Q, entdo «; e oj com ¢ # j sao elementos dois
a dois Q-conjugados e Q(cy), Q(a;) sdo corpos dois a dois conjugados sobre Q.
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A.10 Teoria de Galois

Dada uma extensao de corpos normal e separavel L de Q, associamos a cada
corpo intermediario K;,gice de L um subgrupo A;ugice de I' e vice-versa.

ASSimL:KlNAlz{IdL}, KZNA“ KjNAj, KkNAk (& @:KnNAn:F

com 1,5,k € {1,2,...,n}

onde I' = Aut(L/Q) := {0 : L « ;0(a) = a, Ya € Q} é o conjunto de todos os
automorfismos entre Q e L que fixam Q.

Considere o conjunto de grupos G = {A ;A <T'} e o conjunto de corpos
F={K ;QC K C L}. Existe uma aplicacao

f+ F — G
K ~ A

cuja imagem é um grupo,

f(K)={oc€eTl o(a)=a, Vae K} = Aut(L/K),

e outra aplicagao

g: G — F
A ~ K
cuja imagem é um corpo,

g(A)={a € L;o(a) =a, Yo € A} = corpo firo de A

benotamos por G* a imagem f(F) e por F* a imagem ¢(G)
f:F—G=f(F)CG, sendo G" = f(F) =G CG
9:G— F=g(G) CF, sendo F* = g(G) = F* CF
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Proposicao A.40 As aplicacoes f - F — Geg:G — F;
i) Invertem a inclusao
i1) Induzem bije¢oes entre F* e G* inversas entre si.

Prova. de i)

L
f(K") = Aut(L/K") |
K" f(K') = Aut(L/K’)

K'C K" = | = f(K') 2 f(K")
K/
|
Q
L
A// ‘
A/ K// — g(A//)
A"CA = | = g(A") 2 g(A)
K' = g(A)
|
Q
n

Para provar ii) vamos ver alguns resultados preliminares
Lema A.41 As aplicagoes [ F — G e g: G — F satisfazem;
KCgof (K), VK €F e ACfog (A),VAEG

Prova. Se a € K, entdao Jo € T, tal que o(a) = o, Vo € Aut(L/K) = f(K).
Isto é, para a € K, entao o(a) = o, Vo € f(K), logo a € g(f(K)) = K Cgo f(K) e
se 0 € A, entao Ja € L, tal que o(a) = a, Ya € g(A) = corpo fixo de A, isto é, para
o€ A, entdo o(a) = a, Va € g(A), logo o € f(g(A) = AC fog(A)m

Concluimos do lema A.41 que;

Lema A.42 a) K € F* < K =go f (K), qualquer que seja K € F
b) AcG < A= fog (A), qualquer que seja A € G.

Prova. a) [= Consideremos K € F*, isto ¢ K € ¢(G), como

g: G={A ;A<T} — F={K ;QCKCL}
A ~ K

digamos g(A) = K, pelo lema A.41 A C fog(A), VA € G, e como g inverte a inclusdo
9(A) 2 g(fog(A)), isto é, K = g(A) 2 go fog(A)=go f(K)=go f(K)C Ke
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por Adl K Cgo f(K), VK € F, temos a igualdade.

<] Seja K = g o f(K), qualquer que seja K € F. Como

f: F={K ;QCKCL} — G={A ;ALT}
K ~ A

digamos f(K) = A
= K=g(f(K)=g9g(A)=Kelmge Keg(G)=KeF*
b) [= A € G* isto &, A € f(F), como f(K)=A,
pelo lema A4l K Cgo f(K), VK € F
e como [ inverte a inclusio f(K) D f(go f(K)),
isto 6 A — f(K) 2 fogo f(K) = fog(A) = fog(A) CA
e pelo lema A.41 A C fog(A), VA € G, temos a igualdade.

<] Seja A = f o g(A), qualquer que seja A € G.

Como
g: 6={A ;A<T} — F={K ;QCKCL}
A ~ K

digamos g(A) = K
=A=fgA)=f(K)=AclmfeAcf(F)=AcgG 1

Prova da Proposi¢ao A.40, item ii). Se K € F* = K = go f(K), VK €
F = f(K) = f(go f(K)), digamos f(K) = A.

) = f(g(A) = f(K) e Im [ = f(K)= [(K)eg
isto ¢, K € F* = f(K) € G* (1).
Se AeG = A= fog(A),VAeG=g(A)=g(fog(A)), digamos g(A) = K
9(A) = g(f(K)) = g(A) € Im g = g(A) € g(G) = g(A) € F*
isto 6, A € G* = g(A) € F* (2).
(1) e (2) implicam em

f: FFCF — f(F)=G"Cg, VKeF* JAecG* tal que A= f(K)
K ~ A
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ou seja, f : F* — G* é bijetora e
g:G"CG—g(G)=F CF, VA eG*, K € F* tal que K = g(A)
ou seja, g : G* — F* é bijetora e
foglo)=[f(g(0)) = fla) =0 = fog=Idg- e
go fla) =g(fla)) =glo) =a=go f=Ilds

=ft=geglt=Ff

e portanto f e g sao bijecoes inversas entre si. W

O par de aplicacoes F <= G é chamada de conexao de Galois e, se forem bijetivas,
esse par é dito uma correspondéncia de Galois entre os conjuntos F e G ordenados pela
inclusao e denotado por F* «—— G*.

E natural perguntar quais sio os corpos K € F* e os grupos A € G* que satis-
fazem tal correspondéncia.

Para isto determinamos certos conjuntos

F ={K,QC K CL ;L/K é galoisiana e finita} de F*
e G ={A,A<T ;L/g(A) é galoisiana e finita} de G*,

tais que F S G induza uma correspondéncia de Galois F' «—— §G'.

A.10.1  2* Parte do Teorema fundamental de Galois (Teorema
de Artin)

Teorema A.43 Seja A um subgrupo finito de I' = Aut(L/Q). Entao L/g(A) é uma
extensao normal e separdvel de grau o(A) e A = Aut(L/g(A))

Corolario A.44 Seja K um corpo tal que Q C K C L e [L: K] < o0, entao L/K €
galoisiana < go f(K) = K.

Neste caso, [L : K] = 0o(A), onde A = f(K)

Corolario A.45 A conexao de Galois F < G induz uma correspondéncia de Galois
fl g/

Corolario A.46 Se L/Q ¢ galoisiana finita, entao a conexao de Galois F = G € uma
correspondéncia de Galois.

Definigao A.47 A° = {0750 ;0 €T ed € A} é o subgrupo de T conjugado a A,
A <T e A I T, quando A = A, Vo €T.

Mostraremos que, na conexao de Galois F' & G, subgrupos conjugados de I’
correspondem a subcorpos Q-conjugados de L. No seguinte sentido:
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Lema A.48 a) VK € F eVo €T, temos que o' f(K)o = f(o(K))
b) VA € G eVo €T, temos que g(cAo™') = a(g(A))

Prova. a)Vo € T, temos § € 0 ! f(K)o & o 'd0 € f(K) = Aut(L/K) =
o to(a) =a, YVa € K.

do(a) = ca,Va € K = do(K) = 0(K) = 0 fixa o(K), ou seja, 6 € Aut(L/o(K)),
logo § € f(o(K)), dai o' f(K)o C f(o(K)) (1).

Sejad € f(o(K)) =0 € Aut(L/o(K) = dfixac(K) = §(c(K)) =0(K) = d(o(a)) =
o(a),Va € K

o to(a) = a,Va € K = 0710 fixa K = 0750 € Aut(L/K) = o760 € f(K) &
deof(K)o

Dai f(o(K)) € o~ f(K)o (2)
e de (1) e (2) temos a igualdade.
b) Va € L, temos « € g(cAc™!) & cAc (a) =a

Ao~ Ha) = o7Ha) & A fixa 07 (a) & A C Aut(L/o7(a)) = A C flo7Ha)) =
9(8) 2 9(f(o7H(a))) = o7 (@) € g(A)  aplica o

a€o(g(d)) = glcAo™!) Co(g(d)) (1)

a € o(g(A)) (071) = o7 (a) € g(A) = flo7H (@) 2 f(9(A)) = A C

flo @) = A C f(o-Y(a)) = A C Aut(L/o~(a)) = AoY(a) = 0~ Y(a) aplica o
= 0AoH(a) = a = a € glcAo1) dai o(g(A) C gleAch)  (2)

e de (1)e (2) temos a igualdade. m

Do lema A.48 resulta que F* e G* sao estaveis sob conjugacao com elementos de
I.

Lema A.49 a) Seja K € F*, entao o(K) € F*, para todo o0 € I’

b) Seja A € G*, entio o' Ao € G*, para todo o €T

A.10.2 32 Parte do Teorema Fundamental de Galois

Quanto a normalidade vale o seguinte:

Lema A.50 a) Se K € F e K/Q € uma extensao normal, entao o grupo f(K) serd
normal em I’
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b) Seja L/Q uma extensio normal. Se A € G for um subgrupo normal
de I', entao a extensao g(A)/Q serd normal.

Prova. a)

L
| )Aut(L/K) = f(K) ST
K

| )norm.
Q

De fato, Vo € T, temos o(K) = K, pois K/Q é norm., logo pelo lema A.48
o f(K)o = f(o(K)) = f(K) & f(K)" = f(K) = f(K) 4T

b)
L
|>A§F
norm. | K U
| ) norm.
Q

De fato, Vo € T, temos 0 !Ac = A, pois A < T, logo pelo lema A.48
a(g(A)) = flo™'Ag) = g(A)
Como L/Q é normal = o(L) C L, Vo € T resulta que g(A)/Q é normal. W

Proposicao A.51 Seja L/Q uma extensao galoisiana finita, para quaisquer K € F e
A € G temos;

a) o(K) corresponde a A%, Yo € T’

b) K/Q serd normal se, e somente se A é um subgrupo normal de T'.

FEA(

)norm.

©— = — =

A°={o"'0 ;0€AeceTl}

Neste caso, a restricdo 0 — 0},., 0 € I' € um homomorfismo de I' = Aut(L/Q)
sobre Aut(K/Q) com ntcleo A.

Aut(L/Q) — Aut(K/Q)

o~ O

r
Logo ker(o|, ) = A, portanto induz um isomorfismo = Aut(K/Q),
o(T")

ou seja, [K : Q] = oA

=(T:A).
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A.10.3 Teorema Fundamental de Galois

Teorema A.52 Sejam L uma extensao galoisiana e finita de Q e I' seu grupo de
Galois , T' = Gal(L/Q). Para cada subgrupo A de T', seja g(A) o corpo fizro de A.
Para cada subcorpo K de L que contém Q, seja f(K) o grupo dos K-automorfismos de
L. Entao;

i) As aplicagoes f e g sao bijecoes inversas uma da outra e invertem a inclusao;
i1) L € uma extensao galoisiana de seu corpo intermedidrio K de grau o(A);

iii) Para que um corpo intermedidrio K seja uma extensao Galoisiana de Q é necessdrio
e suficiente que f(K) = A seja um subgrupo normal de T.

Provamos o item ¢ pela prova da proposicao A.40 e lema A.41.
Para a prova dos itens ii e #1i, veja a prova do teorema A.43 e lema A.48, bem como a
do lema A.50 e proposi¢cao A.51 na literatura consultada, ref. [End2| §6 e [Rot].

Ensaio: Morre Intelectual, Nasce a Algebra Moderna

"So a ciéncia pura € digna de um espirito superior”.
Arquimedes, séc. I1I a.C.

Aos dezenove anos um jovem cientista francés entregou ao Diretor geral do de-
partamento de Matemética e Ciéncias da Escola Politécnica de Paris um artigo de sua
autoria entitulado “Une mémoire sur les conditions le resolution de equations par des
radicaux”. O veterano professor rejeitou o manuscrito classificando-o de incompreen-
sivel. Quarenta anos depois, gracas a J. Liouville, as idéias dessa obra comegaram a
ser compreendidas. Seu autor atendia pelo nome de Evariste Galois (1811-1832) e suas
idéias sedimentaram as base do que hoje chamamos de Algebra Moderna.

Galois caracterizou, em termos de teoria das permutacoes, as condicoes de resol-
ubilidade por radicais das equacoes algébricas. Para tanto, criou o conceito de “grupo”
e o proprio termo pelo qual é conhecido em matematica, e também, implicitamente, a
nocao de “corpo” que mais tarde Dedekind definiria de forma explicita.

Vamos tentar mostrar como (Galois construiu sua teoria, desenhando o que s6
pode ocorrer na natureza e no raciocinio do génio.

Galois estabeleceu uma analogia entre uma figura P (um poligono qualquer) no
plano com entes algébricos.

Poligono P Polinémio p € K|[z]

O plano que o contém Corpo de decomposigao L de p(x)
O género (n° de lados) de P Grau de p(x)

Os vértices vy,...,v, de P as raizes aq, ..., q, de p(z)
Poligono regular Polinémio irredutivel

E chamou de Z(P) o conjunto de todas as permutacoes do poligono, deu-lhe

uma estrutura de grupo com a operacao composi¢ao, visto como a familia de todas as
transformacoes ortogonais o : R — R?, tal que o(P) = P.
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Como uma transformacao linear o elemento o € Z(P) seria um operador or-
togonal simétrico, aquele que preserva modulo e sua matriz associada é invariante por
transposicao.

Se P & um poligono no plano de género n, vert(P) = {vy,...,v,} é o conjunto de
seus vértices, temos que cada transformacao ortogonal o € Z(P) permuta Vert(P) e

que Z(P) é isomorfo a um subgrupo de S,,.
Por exemplo, se P é um triangulo equilatero, entao Z(P) ~ Ss.
Se P é um triangulo isosceles, entao Z(P) ~ 7.

Se P é um triangulo escaleno, entao Z(P) = {Id} tem ordem um.

Ou seja, um poligono qualquer pode ser dividido em poligonos regulares, assim
como um polinomio qualquer pode ser fatorado em polinémios irredutiveis.

Uma segunda analogia auxiliard na formacao do que procuramos ver.

Transformacao linear Automorfismos de L
Transformacao linear ortogonal invariante em P Automorfismo de L fixando K

A grande sacada de Galois foi associar cada poligono (polindmio) a um grupo de
permutagao (automorfismos) chamado Grupo de Galois.

> (P Gal(P(z)) = Gal(L/K)

A teoria de Galois associa a cada equagao algébrica um conveniente grupo de
permutacao de suas raizes. Tal grupo é definido na teoria como grupo dos automor-
fismos que fixam um certo subcorpo do corpo de decomposi¢ao do polinomio (equagao
polinomial) em questao.

Galois iniciou suas pesquisas com um trabalho de Lagrange sobre permutacoes
de raizes, o que lhe deu condicoes necessarias e suficientes para concluir que equacoes
polinomiais sao resoliveis por radicais e, baseado nas provas de Abel, descobriu que
as equagoes algébricas irredutiveis sao resoliiveis por radicais se, e somente se o grupo
de permutacoes sobre suas raizes ¢ solivel, isto é, possui uma série de composi¢ao
cujos grupos quocientes sao ciclicos de ordem prima. Sobre isso forneceu um algoritmo
para achar essas raizes, assim como outros postulados, sempre votados mais para a
estrutura algébrica do que para casos especificos. Dando um tratamento generalizante
e aritmético a Algebra.

A noite que antecedera seu duelo passou em claro escrevendo as tltimas conclusoes
de sua teoria, pois sabia que a morte, que certamente viria no dia seguinte, era um
detalhe fugaz, sem importancia.

Atribulagoes pessoais, bem como o pouco tempo que viveu, nao impediram que
Galois produzisse uma obra que, embora pequena, seria das mais inovadoras da Matema-
tica em todos os tempos.
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