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Resumo

Neste trabalho usamos métodos variacionais e topológicos para provarmos resultados
de existência de soluções para problemas quasilineares com condições de fronteira ho-
mogênea de Dirichlet ou Neumann. Mais especificamente, usamos o método direto do
cálculo das variações, o Teorema do Passo da Montanha e a teoria do grau de Leray-
Schauder.

Apresentamos, também, resultados de existência para problemas quasilineares não
variacionais. Assim, utilizamos técnicas não variacionais - método de estimativas a priori;
mais precisamente, empregamos a teoria das bifurcações e o argumento de blow-up.
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Abstract

In this work we use variational and topological methods to prove existence results
of solutions for quasilinear problems with homogeneous Dirichlet or Neumann boundary
conditions. More specifically, we use the direct method of the calculation of the variations,
the Mountain Pass Theorem and degree theory of Leray-Schauder.

We present also existence results for nonvariational quasilinear problems. Thus we use
nonvariational techniques - a priori estimates method; in fact, we use bifurcation theory
and blow-up argument.
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Notações

Notações Gerais

B(x, δ) bola aberta de centro x e raio δ, 83

⇀ convergência fraca

|A| medida de Lebesgue de um conjunto A, 37

q.t.p quase toda parte

λ1 primeiro autovalor de −∆p em W 1,p
0 (Ω), 35

u|A restrição da função u ao conjunto A, 8

sig u sinal da função u, 22

I operador identidade, 4

X espaço de Banach real, 7

X∗ dual topológico de X, 7

deg grau de Leray-Schauder, 4

f ′ denota a derivada de Gâteaux e derivada de
Fréchet da função f

suppf suporte da função f , 3

| · | norma euclidiana

‖x‖p =
(∑N

i=1 xp
i

)1/p

norma p, 54

‖ · ‖ denota a norma de X e de X∗, 7
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div u divergente de u, xii

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
gradiente de u, 18

∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

laplaciano de u, xii

∂u

∂ν
= ∂νu = ν · ∇u derivada normal interior, 79

〈 , 〉 denota produto interno e aplicação dualidade

C,C0, C1, C2, C3, . . . , denotam constantes positivas

Ω ⊂ RN aberto

Ω fecho do conjunto Ω

∂Ω fronteira de Ω

C cont́ınuo de soluções, xiv

~b função vetorial, xiii

p′ = p/(p− 1) conjugado hölderiano de p

lim supn→∞ f limite superior da função f quando n →∞, 15

lim infn→∞ f limite inferior da função f quando n →∞, 2

indica final de demonstração

Espaços de Funções

Lp(Ω) =
{
u mensurável sobre Ω e

∫
Ω
|u|pdx < ∞}

, 1 ≤ p < ∞, 2

L∞(Ω) = {u mens. sobre Ω e existe C tal que |u(x)| ≤ C q.t.p sobre Ω}, 4

Cc(Ω) funções cont́ınuas com suporte compacto em Ω, 3

R+ = [0, +∞) semi-eixo real não negativo, xiii

Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N, 3

C∞(Ω) =
⋂

k≥0

Ck(Ω)

Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω)

x



C∞
c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω)

C(Ω) funções cont́ınuas sobre Ω

W 1,p(Ω) =



u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

Ω

giϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω), ∀i = 1, . . . , n



 ,

1 ≤ p ≤ ∞, xiii

W 1,p
0 (Ω) o completamento de C1

c (Ω), na norma de W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞, xiii

W−1,p′(Ω) dual topológico do espaço W 1,p
0 (Ω), xiii

‖u‖∞ = supx∈C(Ω) |u(x)| norma do espaço C(Ω), 86

‖u‖C1 = ‖u‖∞ + ‖∇u‖∞ norma do espaço C1
0(Ω), 78

‖u‖C1,α = ‖u‖C1 + sup
x 6=y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α norma do espaço C1,α(Ω), 78

‖u‖0,p =
(∫

Ω
|u|p)1/p

norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω), 17

‖u‖W 1,p(Ω) =

(
‖u‖p

0,p +
∑N

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

)1/p

norma do espaço de Sobolev W 1,p(Ω), 17

‖u‖1,p = ‖|∇u|‖0,p =
(∫

Ω
|∇u|p)1/p

norma do espaço W 1,p
0 (Ω), equivalente

a ‖u‖W 1,p(Ω), 18

|||u|||1,p =
(‖|∇u|‖p

0,p + ‖u‖p
0,p

)1/p
norma do espaço W 1,p(Ω), equivalente
a ‖u‖W 1,p(Ω), 53

p∗ expoente cŕıtico de Sobolev definido por

p∗ =





Np

N − p
se 1 ≤ p < N

∞ se p ≥ N

f = o(g) quando x → x0 se limx→x0 |f(x)|/|g(x)| = 0, 31.

xi



Introdução

Neste trabalho estudamos alguns problemas quasilineares envolvendo o operador
p-laplaciano. Este operador, denotado por ∆p, é definido por

∆p : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)
u 7−→ ∆pu

onde

〈−∆pu, v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v, ∀ u, v ∈ W 1,p
0 (Ω),

Ω é um domı́nio limitado em RN e 1 < p < ∞. Uma outra caracterização para este
operador é: ∆pu = div(|∇u|p−2∇u). Logo, para o caso onde p = 2, ele torna-se o laplaciano

usual ∆u =
∑N

i=1 ∂2u/∂x2
i .

Pelo menos dois argumentos explicam a importância desse tema. O p-laplaciano é um
operador t́ıpico aparecendo em alguns problemas f́ısicos e mecânicos, tais como: em glace-
ologia; em mecânica dos fluidos; no estudo dos fluidos não newtonianos; em elasticidade
não linear; em algumas reações de difusão, e na extração de petróleo. Por exemplo, um
problema que aparece em glaceologia (o derretimento lento das geleiras, sem transferência
de calor) conduz ao seguinte problema de Neumann:

(Pg)

{ −∆pu = 1 em Ω,

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= g sobre ∂Ω = Γ0 ∪ Γr,

onde Ω é um domı́nio limitado em R2,

g =

{
0 sobre Γ0

f sobre Γr,

e f é uma função dada. Para a descrição detalhada do modelo mecânico que conduz a Pg

ver, por exemplo, Pelissier-[26].
O segundo argumento é de natureza puramente matemática: o operador p-laplaciano

é um notável exemplo de uma aplicação dualidade. Este fato foi tratado, em 1969, por J.
L. Lions-[22].

Organizamos o trabalho da seguinte forma:
Resultados Básicos: Com objetivo de tornarmos a leitura do texto mais agradável

apresentamos, nesta seção particular, alguns fatos imprescind́ıveis a este trabalho.
Caṕıtulo 1: Nesta parte do trabalho estudamos, mais especificamente, a aplicação

dualidade Jϕ definida a partir de um espaço de Banach real X para as partes do seu
dual topológico P(X∗). Particularmente, estudamos alguns fatos tais como a sua sobre-
jetividade e algumas propriedades do seu inverso. Em seguida, tomando X = W 1,p

0 (Ω),
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mostramos que o operador p-laplaciano é, na verdade, uma aplicação dualidade. Essa
relação entre uma aplicação dualidade e o operador ∆p servir-nos-á de alicerce para os
caṕıtulos subseqüentes. Tanto neste caṕıtulo como no próximo, a referência principal foi
o artigo elaborado por Dinca, Jebelean e Mawhin-[13].

Caṕıtulo 2: Aqui, dedicamos a resolver o seguinte problema com condição de fronteira
de Dirichlet homogênea

{ −∆pu = f(x, u) em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

Mais precisamente, apresentamos resultados de existência e multiplicidade. Para este
propósito, empregamos a teoria dos pontos fixos e a teoria dos pontos cŕıticos. Para ser
mais preciso, utilizamos métodos topológicos - teoria do grau de Leray-Schauder sob a
forma de estimativa a priori - e métodos variacionais. Neste último caso, abordamos o
problema por um método variacional direto (utilizamos para isso, a caracterização varia-
cional do primeiro autovalor de −∆p em W 1,p

0 (Ω), como tratado em Anane-[2]) e, também,
usamos o Teorema do Passo da Montanha sob duas formas, que nos fornecem a não tri-
vialidade da solução para o problema em consideração e, também, a sua multiplicidade,
sob uma hipótese adicional sobre a função f.

No Caṕıtulo 3 aplicamos o operador p-laplaciano a um problema com condição de
fronteira de Neumann homogênea

−∆pu + |u|p−2u = f(x, u) em Ω,

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= 0 sobre ∂Ω,

onde Ω, p e f são definidos como no caṕıtulo anterior e ∂u/∂n = 〈∇u, n〉. Atacamos
este problema com as mesmas ferramentas usadas no problema de Dirichlet, a fim de
obtermos resultados de existência. Devemos notar que o espaço das funções u trabalhado
nesse caṕıtulo é o espaço W 1,p(Ω) munido da norma |||u|||1,p = (‖u‖p

0,p + ‖|∇u|‖p
0,p)

1/p,

enquanto que nos caṕıtulos que o antecedem, u ∈ W 1,p
0 (Ω), cuja norma é dada por ‖u‖1,p =

‖|∇u|‖0,p. Em vista disso, as aplicações dualidades são diferentes. Por isso, estabelecemos
alguns resultados que são análogos aos do primeiro caṕıtulo. Aqui, desenvolvemos um
estudo feito por Cringanu-[11].

No Caṕıtulo 4 analisamos um problema do tipo

(Pb)

{ −∆pu +~b · ∇u = f(u)
u ∈ C1

0(Ω),

onde Ω ∈ RN é limitado e de classe C1,α para algum α ∈ (0, 1), ~b ∈ C1(Ω) com div(~b) ≤ 0
e f : R→ [0, +∞) é uma função cont́ınua satisfazendo a condição de crescimento

∃ C0, C1 > 0 tais que C0|u|q ≤ f(u) ≤ C1|u|q, ∀u ∈ R+

para algum q > max{p − 1, 1/(p − 1)} se ~b 6= 0 e q > p − 1 se ~b = 0. Como não é claro

que este problema pode ser tratado por algum método variacional se ~b 6= 0, mostramos
ser posśıvel estudá-lo por métodos não variacionais, e mais precisamente, obtemos algu-
mas estimativas a priori e resultados de existência para o mesmo. Antes de mais nada,
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estudamos algumas propriedades do operador −∆p(·) +~b∇(·); em seguida, damos alguns
prinćıpios de comparação fraco e forte, e estudamos a solubilidade do problema

{
−∆pu +~b · ∇u = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde f ∈ L∞(Ω) é dada. Então, generalizamos o prinćıpio de máximo forte de Vasquez
para o operador p-laplaciano.

Com o fim de usarmos um método de continuação, introduzimos um parâmetro real
t ≥ 0 na equação e consideramos o problema

(1)

{ −∆pu +~b · ∇u = f(u + t),
u ∈ C1

0(Ω), t ≥ 0.

Provamos a existência de um cont́ınuo C de soluções positivas de (1) partindo de (0, 0),
tal que se C ∩ ({0} × C1

0(Ω) = {(0, 0)}, então C é ilimitado em R+ × C1
0(Ω). Portanto,

a existência de uma solução não trivial para (Pb) será garantida se este cont́ınuo for, a
priori, limitado. Para obtermos esta estimativa a priori estudamos algum resultado de
blow-up, que é aplicável se pudermos localizar, em algum sentido, o máximo global de
soluções. Infelizmente, no caso ~b 6= 0 esta localização não é mais posśıvel pelo método de
hiperplanos móveis, já que a equação não é mais invariante por reflexões com respeito a
um hiperplano. Este ponto ainda permanece uma questão aberta para o problema geral
(Pb), e a existência e estimativas a priori seriam provadas ao resolvê-lo. Mas, resolvemos

este último ponto para soluções radiais no caso em que Ω é uma bola e ~b é tal que o
problema pode ter soluções radialmente simétricas, isto é, com ~b radialmente simétrico.
Como conseqüência, obtemos estimativas a priori e a existência de solução, no caso radial.
Para o estudo deste caṕıtulo, baseamo-nos no artigo de Celine-[4].

Finalmente, no Apêndice, apresentamos alguns resultados clássicos, bem como suas
demonstrações. Resultados estes que completam os argumentos usados na parte principal
do trabalho.
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Resultados Básicos

Fazemos aqui um apanhado de resultados importantes da análise que, embora já bem
conhecidos, se fazem necessários para termos uma leitura mais prazerosa e compreensiva;
isto porque, enunciados numa parte em especial, evitam interrupções nas demonstrações
dos teoremas (ou algo parecido) situados nos caṕıtulos espećıficos. Logo, sempre que for
preciso, remeter-nos-emos a eles por meio de referências cruzadas.

0.1 Resultados de Análise Funcional

Em várias partes deste trabalho recorreremos aos seguintes resultados:

Teorema 0.1 ([9], Teorema I.3., Observação I.5.) Seja X um espaço de Banach,
reflexivo e suponhamos que φ : X → R satisfaça:

i) φ é fracamente semicont́ınuo inferiormente;

ii) φ é coercivo, isto é, φ(u) →∞ quando ‖u‖ → ∞.

Então φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que φ(u0) = inf φ(u) para todo
u ∈ X. Além disso, se φ é diferenciável, então todo ponto de mı́nimo u0 ∈ X é ponto
cŕıtico, isto é, φ′(u0) = 0.

Lema 0.1 ([9], Exemplo B, p.6) Se φ : X → R é um funcional convexo e semi-
cont́ınuo inferiormente no espaço de Banach e reflexivo X, então φ é fracamente semi-
cont́ınuo inferiormente.

Teorema 0.2 ([20],Convergência Fraca) Sejam X e Y espaços normados e T :X→Y
um operador linear compacto. Suponhamos que (xn) em X seja fracamente convergente,
digamos, xn ⇀ x. Então (Txn) é fortemente convergente em Y e tem o limite y = Tx.

Enunciaremos agora o importante teorema da convergência dominada devido a Le-
besgue. Este teorema nos diz, sob algumas hipóteses, que a operação de integração é
cont́ınua.

Teorema 0.3 ([5], Teorema 5.6) Seja (fn) uma seqüência de funções de L1(Ω). Supo-
nhamos que
(i) fn(x) → f(x) q.t.p em Ω,
(ii) existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para todo n ≥ 1, temos

|fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω.

1



Então f ∈ L1(Ω) e
lim

n→∞
‖fn − f‖L1(Ω) → 0,

isto é, ∫

Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫

Ω

fn(x)dx.

O próximo teorema nos dá condições para aplicar este resultado. Temos o seguinte

Teorema 0.4 ([7], Teorema IV.9) Sejam (fn) uma seqüência de Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω),
tais que

‖fn − f‖Lp(Ω) → 0.

Então podemos extrair uma subseqüência (fnk
) tal que

(i) fnk
→ f(x) q.t.p em Ω e

(ii) |fnk
(x)| ≤ h(x), ∀k e q.t.p em Ω, com h ∈ Lp(Ω).

Teorema 0.5 ([7], Proposição III.5) Sejam X um espaço de Banach e (xn) uma se-
qüência em X. Se xn ⇀ x na topologia fraca de X, então ‖xn‖ é limitada e

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

O teorema seguinte mostra ser relevante porque transforma uma propriedade de na-
tureza geométrica (convexidade uniforme) em outra, de natureza topológica (reflexivi-
dade), tão importante quando se deseja compacidade para a topologia fraca.

Teorema 0.6 ([7], Teorema III.29) Se x é uniformemente convexo, então X é refle-
xivo.

Lema 0.2 ([23], Corolário.2, p.126) Sejam M, N espaços métricos. Para que f :
M → N seja cont́ınua no ponto a, é suficiente que xn → a implique que (f(xn)) pos-
sui uma subseqüência convergindo para f(a).

Teorema 0.7 ([7], Teorema III.27) Sejam X um espaço de Banach reflexivo e (xn)
uma seqüência limitada em X. Então existe uma subseqüência (xnk

) que converge na
topologia fraca de X.

Teorema 0.8 ([18], Teorema 3.7 (Browder)) Se X é um espaço de Banach, real,
reflexivo, e T : X → X∗ é um operador monótono, hemicont́ınuo e coercivo, então
T (X) = X∗.

Lema 0.3 ([1], Lema 2.26) Se 1 < p ≤ 2 e 0 ≤ t ≤ 1, e p′ = p/(p− 1), então
∣∣∣∣
1 + t

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
1− t

2

∣∣∣∣
p′

≤
(

1

2
+

1

2
tp

)1/(p−1)

.

Lema 0.4 ([1], Teorema 2.7) Seja 0 < p < 1. Se u, v ∈ Lp(Ω), então

‖|u|+ |v|‖0,p ≥ ‖u‖0,p + ‖v‖0,p.

Teorema 0.9 Sejam T ∈ H−1(Ω) ∩ L1
loc(Ω) e u ∈ H1

0 (Ω). Suponhamos que exista uma
função f ∈ L1

loc tal que T (u) ≥ f q.t.p. sobre Ω. Então T (u) ∈ L1(Ω) e temos

〈T, u〉 =

∫

Ω

(T (u))(x)dx.
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0.2 Regularidade

Principalmente no quarto caṕıtulo deste trabalho, utilizamos os resultados que se
seguem.

Teorema 0.10 ([7], Proposição IV.18) Sejam f ∈ L1(RN) e g ∈ Lp(RN). Então

supp(f ∗ g) ⊂ supp f + supp g.

Teorema 0.11 ([14], Teorema 1 (Aproximação local por funções suaves)) Seja
u ∈ W k,p(Ω) para algum 1 ≤ p < ∞, e ponhamos uε = ηε ∗ u em Ωε := {x ∈ Ω :
dist(x, ∂Ω) > ε}. Então

• uε ∈ C∞(Ωε), ∀ ε > 0, e

• uε → u em W k,p
loc (Ω), quando ε → 0.

Teorema 0.12 ([7], Proposição IV.20) Sejam f ∈ Ck
c (RN) (k inteiro) e g ∈ L1

loc(RN).
Então f ∗ g ∈ Ck(RN). Em particular, se f ∈ C∞

c (RN) e g ∈ L1
loc(RN), então f ∗ g ∈

C∞(RN).

Teorema 0.13 ([7], Teorema IV.22) Seja f ∈ Lp(RN) com 1 ≤ p < ∞. Então,
ρn ∗ f → f em Lp(RN).

Teorema 0.14 ([1], Teorema 1.31 ) Sejam m um inteiro não negativo, Ω ⊂ RN limi-
tado e 0 < λ ≤ 1. Então, a imersão Cm,λ(Ω) → Cm(Ω) é compacta.

O lema seguinte foi provado por Liebermann-[21] e Tolksdorf-[31].

Lema 0.5 (Estimativa C1,α, Liebermann e Tolksdorf) Seja Ω um domı́nio limitado
com fronteira de classe C1,β, para algum β ∈ (0, 1), e seja u ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tal que
∆pu ∈ L∞(Ω). Então, u ∈ C1,α(Ω) e ‖u‖C1,α(Ω) ≤ K1 para algum α ∈ (0, 1) e K1 > 0, onde
α e K1 são constantes dependendo apenas de N, p e de um limite sobre ‖u‖∞e ‖∆pu‖∞.

Em [2], Anane provou:

Lema 0.6 (Estimativa L∞, Anane) Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) satisfazendo ∆pu ∈ L1

loc(Ω).
Suponhamos que existam a > 0, σ ∈ [1, p∗), q ∈ [1, p∗/p) e uma função b ∈ Lq′(Ω) (b ≥ 0)
tais que

−u∆pu ≤ a|u|σ + b(x)|u| q.t.p. em Ω.

Então, u ∈ L∞(Ω) e ‖u‖∞ ≤ C, onde C é uma constante dependendo apenas de a, σ, q,N,
p, ‖b‖q′ e ‖u‖p0 , onde

p0 =

{
p∗, se p∗ < ∞,

2 max{pq, σ}, se p∗ = ∞.
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0.3 Espaços de Sobolev

Teorema 0.15 ([7], Corolário IX.14) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado de classe C1,
com fronteira limitada, e 1 ≤ p ≤ ∞. Então,





se 1 ≤ p < N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω),
se p = N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,∞),
se p > N, então W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

com injeções cont́ınuas.

Teorema 0.16 ([7], Teorema IX.16 (Rellich-Kondrachov)) Seja Ω ⊂ RN um aberto
limitado de classe C1. Temos:





se 1 ≤ p < N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗),
se p = N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,∞),
se p > N, então W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

com injeções compactas.

Lema 0.7 ([27], Teorema A.0.6) Seja Ω um domı́nio limitado. Então

1. ∆p : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) é uniformente cont́ınuo em conjuntos limitados;

2. O operador composição (−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω) → W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é compacto se
1 ≤ q < pN/(N − p).

Em seguida, particularizamos para o operador laplaciano um resultado de prinćıpio
do máximo para equações diferenciais parciais eĺıpticas

Teorema 0.17 ([16], Teorema 8.1) Seja Ω um domı́nio limitado em RN e ~b ∈ C1(Ω).

Se u ∈ W 1,2(Ω) satisfaz ∆u−~b · ∇u ≥ 0, então supΩ u ≤ sup∂Ω u+.

0.4 Grau de Leray-Schauder

Apresentamos, aqui, a função grau, que nos informa sobre a existência, unicidade ou
multiplicidade de solução para equações da forma ϕ(x) = b, onde X é um espaço de
Banach real, ϕ ∈ C(Ω, X), Ω ⊂ X é um aberto e limitado, e b é um ponto dado de X.
Denotamos esta função por deg. Ela associa a cada tripla (ϕ, Ω, b), um número inteiro,
deg(ϕ, Ω, b), que é o grau de ϕ com respeito a Ω e a b. Definimos o grau em duas situações.
A primeira contemplando as perturbações de dimensão finita da identidade, e a segunda,
abrangendo as perturbações compactas da identidade, que é, de fato, a definição do grau
de Leray-Schauder.

Definição 0.1 Seja T : Ω → X.

(i) Dizemos que T é um operador de posto finito se T (Ω) está contido num subespaço de
dimensão finita de X;

(ii) chamamos φ = I − T : Ω → X perturbação de dimensão finita da identidade quando
T é um operador de posto finito.
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Definição 0.2 Sejam b ∈ X\φ(∂Ω) e F um subespaço de dimensão finita de X contendo
T (Ω) ∪ {b}. Definimos,

deg(φ, Ω, b) := deg(φ|Ω∩F , Ω ∩ F, b).

Definição 0.3 Seja T : Ω → X.

(i) Dizemos que T é um operador compacto se é cont́ınuo sobre Ω e se T (Ω) é relativa-

mente compacto, ou seja, T (Ω) é compacto;

(ii) chamamos φ = I − T : Ω → X uma perturbação compacta da identidade quando T é
um operador compacto.

Lema 0.8 Sejam T : Ω → X um operador compacto, φ = I − T uma perturbação
compacta da identidade e b ∈ X\φ(∂Ω). Então,

(i) φ é uma aplicação fechada, isto é, a imagem por φ de um fechado é um fechado;

(ii) φ é uma aplicação própria, isto é, a imagem inversa por φ de um compacto é um
compacto;

(iii) Seja r = dist(b, φ(∂Ω)) > 0. Existe Tr : Ω → X uma aplicação de posto finito tal
que ‖T − Tr‖ ≤ r/2.

Definição 0.4 Seja r = deg(b, φ(∂Ω) > 0, tomemos φr = I−Tr, onde Tr : Ω → X é uma
aplicação de posto finito tal que ‖φr−φ‖ = ‖Tr−T‖ ≤ r/2. Notemos que dist(b, φr(∂Ω)) ≥
r/2 > 0. Definimos então,

deg(φ, Ω, b) := deg(φr, Ω, b).

Propriedades Fundamentais do Grau

Exibimos, agora, algumas propriedades gerais do grau, que são muito utilizadas. Sejam
X um espaço de Banach, Ω ⊂ X aberto e limitado, T : Ω → X uma aplicação compacta,
φ = I − T uma pertubação compacta da identidade e b ∈ X\φ(∂Ω). Consideremos o
espaço dos operadores compactos T : Ω → X, denotado por K(Ω, X), munido com a
norma do supremo, ‖T‖∞ := sup{|T (x)| : x ∈ Ω}.
(d1) Continuidade do Grau por Variação do Operador T. Existe uma vizinhança
U de T no espaço dos operadores compactos K(Ω, X) tal que para todo S ∈ U temos
que,

b /∈ (I − S)(∂Ω) e deg(I − S, Ω, b) = deg(φ, Ω, b).

(d2) Invariância do Grau por Homotopias Compactas. Seja H ∈ C(Ω× [0, 1], X)
dada por,

H(x, t) = x− S(x, t),

onde S : Ω × [0, 1] → X é compacta. Se b /∈ H(∂Ω × [0, 1]) então deg(H(., t), Ω, b) é
constante para todo t ∈ [0, 1].
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(d3) O grau é constante nas componentes conexas de X\φ(∂Ω). Se b e b̄ estão na
mesma componente conexa de X\φ(∂Ω), então

deg(ϕ, Ω, b) = deg(ϕ, Ω, b̄).

(d4) Aditividade. Se Ω = Ω1∪Ω2, onde Ω1, Ω2 são subconjuntos de Ω abertos, limitados,
disjuntos e b /∈ φ(∂Ωi), (i = 1, 2). Então,

deg(φ, Ω, b) = deg(φ, Ω1, b) + deg(φ, Ω2, b).

Como conseqüência do grau de Leray-Schauder, temos um teorema de ponto fixo,
devido a Schaefer.

Teorema 0.18 ([14], Teorema do Ponto Fixo de Schaefer) Suponhamos A :X→X
uma aplicação cont́ınua e compacta. Suponhamos, também, que o conjunto

{u ∈ X : u = λA(u) para algum 0 ≤ λ ≤ 1}

seja limitado. Então A tem um ponto fixo.

0.5 Bifurcação

Introduzimos, nesta seção, algumas noções e resultados da teoria de bifurcação.

Definição 0.5 Sejam X e Y espaços de Banach, J = (λ0− δ, λ0 + δ) ⊂ R e Ω ⊂ X uma
vizinhança de x = 0, F : J × Ω → Y tal que F (λ, 0) = 0 sobre J. Então, (λ0, 0) é dito
um ponto de bifurcação para F (λ, x) = 0 se, e somente se, (λ, x) ∈ C, onde

C = {(λ0, 0) ∈ J × Ω : F (λ, x) = 0 e x 6= 0}.

Assim, (λ0, 0) é um ponto de bifurcação se, e somente se, (λ0, 0) = limn→∞(λn, xn) com
F (λn, xn) = 0 e xn 6= 0 para todo n. Neste caso é, também, conveniente dizermos que
zeros não triviais bifurcam em λ0 da reta, {(λ, 0) : λ ∈ J}, de zeros triviais.

Lema 0.9 ([29], Lema 1.1) Seja K um espaço métrico compacto e A e B subconjuntos
de K, fechados e disjuntos. Então, ou existe um subcont́ınuo de K encontrando-se com
ambos, A e B, ou K = KA ∪ KB, onde KA, KB são subconjuntos de K compactos e
disjuntos contendo A e B, respectivamente.

Lema 0.10 ([3], Lema A.1) Seja O ⊂ [λ1, λ2]×X um conjunto aberto e limitado com
a topologia induzida de [λ1, λ2] ×X e G : O → X compacto. Se 0 6∈ (I − G(λ, ·))(∂O)λ,
então

deg(I −G(λ, ·),Oλ, 0) = C

para todo λ ∈ [λ1, λ2] e C alguma constante, com

Oλ := {u ∈ X : (λ, u) ∈ O}, (∂O)λ := {u ∈ X : (λ, u) ∈ ∂O}.
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Caṕıtulo 1

O p-laplaciano como Aplicação
Dualidade

Este caṕıtulo é voltado ao estudo do operador −∆p, 1 < p < ∞ como uma aplicação
dualidade Jϕ : W 1,p

0 (Ω) → W−1,p′(Ω), 1/p + 1/p′ = 1 correspondendo à função de norma-
lização ϕ(t) = tp−1. Esta apresentação tem a vantagem de permitir aplicar os resultados
gerais conhecidos para a aplicação dualidade ao caso particular do p − laplaciano. Por
exemplo, a sobrejetividade da aplicação dualidade determina a existência de solução, em
W 1,p

0 (Ω), para a equação −∆pu = f , com f ∈ W−1,p′(Ω). Notemos que se f ∈ W−1,p′(Ω)
é dada, então um elemento u ∈ W 1,p

0 (Ω) é dito solução do problema de Dirichlet
{ −∆pu = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

se a igualdade −∆pu = f é satisfeita no sentido de W−1,p′(Ω).

1.1 Resultados Fundamentais Concernentes à Apli-

cação Dualidade

Abaixo, X sempre é um espaço de Banach real, X∗ representa o seu dual topológico
e 〈·, ·〉 a aplicação dualidade entre X∗ e X. A norma em X e em X∗ é denotada por ‖ · ‖.

Dado um operador A : X → P(X∗), cujos valores são conjuntos, a imagem de A é
definida pelo conjunto R(A) =

⋃
x∈D(A) A(x), onde D(A) = {x ∈ X : A(x) 6= ∅} é o

domı́nio de A.
O operador A é dito monótono se 〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ 0 sempre que x1, x2 ∈ D(A) e

x∗1 ∈ A(x1), x∗2 ∈ A(x2).
Uma função ϕ : R+ → R+ é chamada uma função de normalização se:

• ϕ é cont́ınua e estritamente crescente;

• ϕ(0) = 0;

• ϕ(r) → +∞ quando r → +∞.

O exemplo mais importante de função de normalização para o nosso trabalho é
ϕ : R+ → R+ dada por

ϕ(t) = tp−1.
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Dada uma função de normalização ϕ, associamos, a ela, uma aplicação dualidade
Jϕ : X → P(X∗) definida por

Jϕ(x) = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖, ‖x∗‖ = ϕ(‖x‖)}

para cada x ∈ X.

Afirmação 1.1 O domı́nio D(Jϕ) de Jϕ é igual a X. Isto é, para cada x ∈ X, Jϕ(x) é
não vazio.

Demonstração: Se x = 0, então Jϕ(0) = {0∗}, pois para todo x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ =
ϕ(‖x‖) = ϕ(0) = 0; donde x∗ = 0 é o único elemento de Jϕ(x). Agora, tomemos x ∈ X\{0}
e consideremos o seguinte subespaço de X, gerado por x, isto é:

Rx = {y ∈ X : y = ξx, ξ ∈ R}

e fx : Rx → R definida por fx(ξx) = ξϕ(‖x‖)‖x‖. Mostremos que fx é linear, cont́ınua e
‖fx‖ = ϕ(‖x‖).

Dados α, β ∈ R, temos

fx(α(ξx) + β(ξx)) = fx((αξ + βξ)x) = (αξ + βξ)ϕ(‖x‖)‖x‖
= αξϕ(‖x‖)‖x‖+ βξϕ(‖x‖)‖x‖ = αfx(ξx) + βfx(ξx).

Assim, fx é linear. Dáı, |fx(ξx)| = |ξϕ(‖x‖)‖x‖| = ϕ(‖x‖)‖ξx‖, donde fx é cont́ınua.
Além disso, se ξ = 1, fx(x) = ϕ(‖x‖)‖x‖. Logo fx(x/‖x‖) = ϕ(‖x‖) e, portanto, ‖fx‖ =
ϕ(‖x‖).

Pelo Teorema de Hahn-Banach (cf. Brezis-[7], Corolário I.2), existe x∗ ∈ X∗ tal que
x∗|Rx = fx e ‖x∗‖ = ‖fx‖. Por conseguinte,

〈x∗, x〉 = fx(1x) = ϕ(‖x‖)‖x‖, ‖x∗‖ = ‖fx‖ = ϕ(‖x‖),

dáı, x∗ ∈ Jϕ(x). E, portanto, Jϕ(x) é não vazio.

Algumas das principais propriedades da aplicação dualidade estão descritas no seguinte
resultado:

Teorema 1.1 Se ϕ é uma função de normalização, então:

(i) para cada x ∈ X, Jϕ(x) é um subconjunto de X∗, limitado, fechado e convexo;

(ii) Jϕ é monótono:

〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ (ϕ(‖x1‖)− ϕ(‖x2‖))(‖x1‖ − ‖x2‖) ≥ 0

para cada x1, x2 ∈ X e x∗1 ∈ Jϕ(x1), x∗2 ∈ Jϕ(x2);

(iii) para cada x ∈ X, Jϕ(x) = ∂ψ(x), onde ψ(x) =
∫ ‖x‖
0

ϕ(t)dt e ∂ψ : X → P(X∗) é a
subdiferencial de ψ no sentido da análise convexa, isto é,

∂ψ(x) = {x∗ : ψ(y)− ψ(x) ≥ 〈x∗, y − x〉, ∀y ∈ X}.
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Prova. (i) Já vimos que para todo x ∈ X, Jϕ(x) é um subconjunto não vazio de X∗.
Vejamos agora que Jϕ(x) é convexo. Sejam x∗1, x

∗
2 ∈ Jϕ(x) e α ∈ [0, 1], logo

〈αx∗1 + (1− α)x∗2, x〉 = α〈x∗1, x〉+ (1− α)〈x∗2, x〉
= αϕ(‖x‖)‖x‖+ (1− α)ϕ(‖x‖)‖x‖
= ϕ(‖x‖)‖x‖. (1.1)

Dáı,

ϕ(‖x‖) =

〈
αx∗1 + (1− α)x∗2,

x

‖x‖
〉

≤ sup
‖y‖≤1

|〈αx∗1 + (1− α)x∗2, y〉|

= ‖αx∗1 + (1− α)x∗2‖.
Por outro lado,

‖αx∗1 + (1− α)x∗2‖ ≤ α‖x∗1‖+ (1− α)‖x∗2‖ = αϕ(‖x‖) + (1− α)ϕ(‖x‖)
= ϕ(‖x‖).

Então,
‖αx∗1 + (1− α)x∗2‖ = ϕ(‖x‖). (1.2)

Logo, de (1.1) e (1.2) temos que αx∗1 + (1− α)x∗2 ∈ Jϕ(x) e, portanto, Jϕ(x) é convexo.
Mostremos que Jϕ(x) é fechado. Seja (x∗n) ⊂ Jϕ(x) tal que x∗n → x∗0 em X∗. Como

‖x∗n‖ = ϕ(‖x‖), usando a continuidade da norma, temos que ‖x∗0‖ = ϕ(‖x‖). Desde que
〈x∗n, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖ e x∗n → x∗0 segue que 〈x∗0, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖. Portanto, x∗0 ∈ Jϕ(x).

Finalmente, notemos que Jϕ(x) é limitado, pois se x∗ ∈ Jϕ(x), temos ‖x∗‖ = ϕ(‖x‖).

(ii) Para provarmos a monotonicidade de Jϕ, tomemos x1, x2 ∈ X e x∗1 ∈ Jϕ(x1),
x∗2 ∈ Jϕ(x2).

〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 = 〈x∗1, x1〉+ 〈x∗2, x2〉 − 〈x∗1, x2〉 − 〈x∗2, x1〉
≥ 〈x∗1, x1〉+ 〈x∗2, x2〉 − |〈x∗1, x2〉| − |〈x∗2, x1〉|
≥ ϕ(‖x1‖)‖x1‖+ ϕ(‖x2‖)‖x2‖ − ϕ(‖x1‖)‖x2‖ − ϕ(‖x2‖)‖x1‖
= (ϕ(‖x1‖)− ϕ(‖x2‖))(‖x1‖ − ‖x2‖).

Dáı, se ‖x1‖ = ‖x2‖, então 〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ 0. Logo, sem perda de generalidade,
podemos supor que ‖x1‖ > ‖x2‖. Usando o fato que ϕ é crescente, também temos
〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ 0.

(iii) Primeiramente, vejamos que Jϕ(x) ⊂ ∂ψ(x). Seja F : [0,∞) → [0,∞) definida

por F (t) =
∫ t

0
ϕ(τ)dτ. Dáı,

ψ(x) =

∫ ‖x‖

0

ϕ(t)dt = F (‖x‖), ∀ x ∈ X.

Seja x∗ ∈ Jϕ(x); desde que ϕ é crescente, pelo teorema do valor médio

F (‖y‖)− F (‖x‖) = F ′(θ)(‖y‖ − ‖x‖) ≥ ϕ(‖x‖)(‖y‖ − ‖x‖).
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onde θ é um número real entre ‖x‖ e ‖y‖. Agora, usando a definição de Jϕ(x), temos

ϕ(‖x‖)(‖y‖ − ‖x‖) = ‖x∗‖‖y‖ − 〈x∗, x〉 ≥ 〈x∗, y〉 − 〈x∗, x〉 = 〈x∗, y − x〉,
donde

ψ(y)− ψ(x) ≥ 〈x∗, y − x〉.
Portanto, x∗ ∈ ∂ψ(x).

Mostremos, agora, que ∂ψ(x) ⊂ Jϕ(x). Seja x∗ ∈ ∂ψ(x). Primeiramente, provamos
que

〈x∗, x〉 = ‖x∗‖‖x‖. (1.3)

Como 〈x∗, x〉 ≤ ‖x∗‖‖x‖, basta mostrarmos a desigualdade contrária. Para todo y ∈ X,
com ‖y‖ = ‖x‖, temos

0 = F (‖y‖)− F (‖x‖) = ψ(y)− ψ(x) ≥ 〈x∗, y − x〉 = 〈x∗, y〉 − 〈x∗, x〉;
dáı,

〈x∗, y〉 ≤ 〈x∗, x〉.
Resulta, então, que |〈x∗, y〉| ≤ 〈x∗, x〉, para todo y ∈ X com ‖y‖ = ‖x‖. Assim, temos:

‖x‖‖x∗‖ = ‖x‖ sup
‖z‖=1

|〈x∗, z〉| = sup
‖z‖=1

|〈x∗, ‖x‖z〉| ≤ 〈x∗, x〉.

Vejamos, agora, que ‖x∗‖ = ϕ(‖x‖).
Se x = 0, seja t > 0 e y ∈ X com ‖y‖ = 1. Ora,

〈x∗, ty〉 = 〈x∗, ty − 0〉 ≤ ψ(ty)− ψ(0) = F (t)− F (0) = F (t);

donde 〈x∗, ty〉 ≤ F (t). Por outro lado,

−〈x∗, ty〉 = 〈x∗, t(−y)〉 ≤ ψ(t(−y))− ψ(0) = F (t)− F (0) = F (t);

ou seja,
−〈x∗, ty〉 ≤ F (t).

Portanto,

|〈x∗, y〉| ≤ F (t)

t
, para todo y ∈ X com ‖y‖ = 1 e t > 0.

E assim,

‖x∗‖ = sup
‖y‖=1

|〈x∗, y〉| ≤ F (t)

t
quando t > 0.

Tomando o limite com t ↘ 0 obtemos

0 ≤ ‖x∗‖ ≤ lim
t↘0

F (t)

t
= lim

t↘0

F (t)− F (0)

t− 0
= F ′(0) = ϕ(0) = 0.

Donde, 0 = ‖x∗‖ = ϕ(0) = ϕ(‖0‖).
Dado x ∈ X\{0}, escrevendo x = ‖x‖x/‖x‖ e y = tx/‖x‖ para t > 0, vem

F (t)− F (‖x‖) = ψ(y)− ψ(x) ≥
〈

x∗, (t− ‖x‖) x

‖x‖
〉

= (t− ‖x‖)
〈

x∗,
x

‖x‖
〉

.
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Agora, usando (1.3), temos

(t− ‖x‖)
〈

x∗,
x

‖x‖
〉

= (t− ‖x‖)‖x∗‖
∥∥∥∥

x

‖x‖

∥∥∥∥ = (t− ‖x‖)‖x∗‖.

Portanto,
F (t)− F (‖x‖) ≥ (t− ‖x‖)‖x∗‖.

Para t > ‖x‖, resulta
F (t)− F (‖x‖)

t− ‖x‖ ≥ ‖x∗‖

e tomando o limite com t ↘ ‖x‖, vem

ϕ(‖x‖) = F ′(‖x‖) ≥ ‖x∗‖.

Analogamente, quando t < ‖x‖, temos

F (t)− F (‖x‖)
t− ‖x‖ ≤ ‖x∗‖

e dáı, resulta que ϕ(‖x‖) ≤ ‖x∗‖. Portanto, ϕ(‖x‖) = ‖x∗‖.

Lembremos que um funcional f : X → R é dito Gâteaux diferenciável em x ∈ X se
existe f ′(x) ∈ X∗ tal que

lim
λ→0

f(x + λy)− f(x)

λ
= 〈f ′(x), y〉, ∀ y ∈ X.

Observação 1.1 Se uma função convexa f : X → R é Gâteaux diferenciável em x ∈ X,
então ∂f(x) consiste de um único elemento, a saber x∗ = f ′(x). Com efeito, pela definição
da derivada de Gâteaux,

lim
λ→0

f(x + λy)− f(x)

λ
= 〈f ′(x), y〉, quando y ∈ X.

Da convexidade de f resulta, para todo λ ∈ (0, 1], que

f(x + λ(y − x)) = f(λy + (1− λ)x) ≤ λf(y) + f(x)− λf(x),

logo
f(x + λ(y − x))− f(x)

λ
≤ f(y)− f(x).

Fazendo λ ↘ 0, obtemos

f(y)− f(x) ≥ 〈f ′(x), y − x〉, ∀ y ∈ X,

donde f ′(x) ∈ ∂f(x).
Por outro lado, seja x∗ ∈ ∂f(x). Então, para todo y ∈ X e λ > 0,

f(x + λy)− f(x) ≥ 〈x∗, x + λy − x〉,
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donde
f(x + λy)− f(x)

λ
≥ 〈x∗, y〉.

Agora, fazendo λ ↘ 0, resulta que 〈f ′(x)− x∗, y〉 ≥ 0. Então

〈f ′(x)− x∗, y〉 = 0, ∀ y ∈ X,

e dáı,
f ′(x) = x∗.

Esta simples observação mostrar-se-á relevante, posteriormente.
A geometria do espaço X (ou X∗) fornece-nos mais propriedades da aplicação duali-

dade. Assim, lembremos as seguintes definições básicas:

Definição 1.1 O espaço X é dito:

(a) uniformemente convexo se para cada ε ∈ (0, 2], existe δ(ε) > 0 tal que se ‖x‖ =
‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≥ ε então ‖x + y‖ ≤ 2(1− δ(ε));

(b) localmente uniformemente convexo se para cada x ∈ X com ‖x‖ = 1 e cada ε ∈ (0, 2],
existe δ(x, ε) > 0 tal que se ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≥ ε, então ‖x + y‖ ≤ 2(1− δ(x, ε));

(c) estritamente convexo se para cada x, y ∈ X com ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x 6= y tem-se
‖x + y‖ < 2.

Temos a seguinte cadeia de implicações:

Teorema 1.2 As seguintes implicações são válidas:

(i) Se X é uniformemente convexo, então X é localmente uniformemente convexo;

(ii) Se X é localmente uniformemente convexo, então X é estritamente convexo.

Prova. (i) Evidente.
(ii) Sejam x, y ∈ X com ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e x 6= y. Dado ε > 0 tal que ε ≤ ‖x − y‖,

existe δ(x, ε) > 0 tal que ‖x + y‖ ≤ 2(1− δ(x, ε)) < 2.

Usamos, indistintamente, as equivalências dadas pela proposição seguinte.

Proposição 1.1 (i) O espaço X é uniformemente convexo se, e somente se, todas se-
qüências (xn), (yn) ⊂ X tais que ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 e ‖xn + yn‖ → 2 implicam que
‖xn − yn‖ → 0.

(ii) O espaço X é localmente uniformemente convexo se, e somente se, ‖xn‖ = ‖x‖ = 1
e ‖xn + x‖ → 2 implicam que ‖xn − x‖ → 0.

Prova. (i) Seja X uniformemente convexo. Suponhamos, por absurdo, que existam
seqüências (xn), (yn) ⊂ X com ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 e ‖xn + yn‖ → 2, mas ‖xn − yn‖
não convirja para zero. Então, existe ε ∈ (0, 2] e subseqüências (xnk

), (ynk
) tais que

‖xnk
− ynk

‖ ≥ ε para todo k ∈ N. Da convexidade uniforme de X, existe δ(ε) > 0 tal que
se ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≥ ε, então ‖x + y‖ ≤ 2(1− δ(ε)). Por conseguinte, temos

‖xnk
+ ynk

‖ ≤ 2(1− δ(ε)), ∀ k ∈ N.
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Fazendo k →∞, chegamos na contradição 2 ≤ 2(1− δ(ε)).
Inversamente, suponhamos que X não seja uniformemente convexo. Então, pela

Definição 1.1(a), dado ε ∈ (0, 2] tal que para cada δ = 1/n, existem xn, yn ∈ X com
‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 e ‖xn − yn‖ ≥ ε, temos ‖xn + yn‖ ≥ 2 (1− 1/n) para todo n ∈ N. Dáı,
‖xn + yn‖ → 2, e ‖xn − yn‖ não converge para zero, o que prova a negação da hipótese.

(ii) Esta etapa é análoga ao item (i), e deixamos ao cargo do leitor.

Em espaços de Banach uniformemente convexo, convergência em norma e convergência
fraca implicam em convergência forte. Na verdade, vale mais:

Proposição 1.2 Seja X um espaço localmente uniformemente convexo. Se uma seqüên-
cia (xn) ⊂ X satisfaz ‖xn‖ → ‖x‖ e xn ⇀ x, então xn → x.

Prova. De fato, seja xn ⊂ X satisfazendo ‖xn‖ → ‖x‖ e xn ⇀ x. Mostremos que xn → x.
Se x = 0 não há o que fazermos. Podemos, então, supor x 6= 0. Denotemos yn = xn/‖xn‖
e y = x/‖x‖. Então ‖yn‖ = ‖y‖ = 1 e yn ⇀ y. Mostremos que yn → y.
Suponhamos que (yn) não convirja para y, ou seja, ‖yn − y‖ não convirja para zero.
Assim, pela Proposição 1.1(ii) ‖yn + y‖ não converge para 2. Logo, existe ε ∈ (0, 2) e uma
subseqüência (ynk

) ⊂ (yn) tais que ‖ynk
+ y‖ < ε para todo k ∈ N, uma vez que, pela

Definição 1.1(b), ‖ynk
+ y‖ < 2. Como conseqüência do Teorema de Hahn-Banach (cf.

Brezis-[7], Corolário I.3), existe x∗ ∈ X∗ tal que ‖x∗‖ = 1, e 〈x∗, y〉 = 1. Então

〈x∗, ynk
〉+ 1 = 〈x∗, ynk

+ y〉 ≤ ‖x∗‖‖ynk
+ y‖ < ε,

de onde se obtém a contradição

2 = lim
k→∞

〈x∗, ynk
〉+ 1 ≤ ε < 2,

que completa a demonstração.

No que se segue, ϕ será uma função de normalização. A proposição seguinte ser-nos-á
útil, em particular, na obtenção da inversa da aplicação dualidade.

Proposição 1.3 (i) Se X é estritamente convexo, então Jϕ é estritamente monótono;
isto é:

〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 > 0

para cada x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 e x∗1 ∈ Jϕ(x1), x∗2 ∈ Jϕ(x2). Em particular,

Jϕ(x1) ∩ Jϕ(x2) = ∅ se x1 6= x2.

(ii) Se X∗ é estritamente convexo, então (Jϕ) é um conjunto unitário para todo x ∈ X.

Prova. Notemos que se X é estritamente convexo, então para cada x∗ ∈ X∗\{0} existe no
máximo um elemento x ∈ X com ‖x‖ = 1, tal que 〈x∗, x〉 = ‖x∗‖. De fato, suponhamos,
por absurdo, que existam x1, x2 ∈ X com ‖x1‖ = ‖x2‖ = 1, tais que

‖x∗‖ = 〈x∗, x1〉 = 〈x∗, x2〉.
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Obtemos a contradição

‖x∗‖ =
1

2
(〈x∗, x1〉+ 〈x∗, x2〉) =

1

2
〈x∗, x1 + x2〉

≤ 1

2
‖x∗‖‖x1 + x2‖ < ‖x∗‖,

devido à Definição 1.1(c).
Agora, provemos (i). Já sabemos, pelo Teorema 1.1(ii), que 〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Suponhamos, por contradição, que existam x1, x2 ∈ X com x1 6= x2 e x∗1 ∈ Jϕ(x1),
x∗2 ∈ Jϕ(x2), satisfazendo 〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 = 0. Logo,

0 = 〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ (ϕ(‖x1‖)− ϕ(‖x2‖))(‖x1‖ − ‖x2‖) ≥ 0,

e assim obtemos ‖x1‖ = ‖x2‖, já que ϕ é estritamente crescente.
Observamos que x1 6= x2 e ‖x1‖ = ‖x2‖ implicam que x1 6= 0 e x2 6= 0. Dáı obtemos

0 =

〈
x∗1 − x∗2,

x1

‖x1‖ −
x2

‖x2‖
〉

=

[
ϕ(‖x1‖)−

〈
x∗1,

x2

‖x2‖
〉]

+

[
ϕ(‖x2‖)−

〈
x∗2,

x1

‖x1‖
〉]

.

De 〈
x∗1,

x2

‖x2‖
〉
≤ ‖x∗1‖

∥∥∥∥
x2

‖x2‖

∥∥∥∥ = ‖x∗1‖ e ϕ(‖x1‖) = ‖x∗1‖
resulta que o primeiro couchete é não-negativo. Analogamente, o segundo também o é.
Logo, cada um deles deve ser nulo. Dáı,

‖x∗1‖ = ϕ(‖x1‖) =

〈
x∗1,

x2

‖x2‖
〉

,

que juntamente com ‖x∗1‖ = 〈x∗1, x1/‖x1‖〉 , produzem
〈

x∗1,
x2

‖x2‖
〉

= ‖x∗1‖ =

〈
x∗1,

x1

‖x1‖
〉

.

Assim, pelo parágrafo inicial, temos x1/‖x1‖ = x2/‖x2‖, isto é, x1 = x2, o que é uma
contradição.

(ii) Suponhamos, por absurdo, que exista x ∈ X tal que Jϕ(x) possua dois elementos,
digamos x∗1, x

∗
2 ∈ Jϕ(x), com x∗1 6= x∗2. Temos ‖x∗1‖ = ϕ(‖x‖) = ‖x∗2‖ e denotemos y∗1 =

x∗1/‖x∗1‖, y∗2 = x∗2/‖x∗2‖. É claro que ‖y∗1‖ = ‖y∗2‖ = 1 e y∗1 6= y∗2. Como Jϕ(x) é convexo
(Teorema 1.1(i)) e

ϕ(‖x‖)y∗1, ϕ(‖x‖)y∗2 ∈ Jϕ(x),

conclúımos que (1/2)ϕ(‖x‖)(y∗1 + y∗2) ∈ Jϕ(x), logo,
∥∥∥∥

1

2
ϕ(‖x‖)(y∗1 + y∗2)

∥∥∥∥ = ϕ(‖x‖),

que implica ‖y∗1 + y∗2‖ = 2, contradizendo o fato de X∗ ser estritamente convexo.

Uma propriedade interessante que será transferida ao operador p-laplaciano (ver Teo-
rema 1.10) aparece na
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Proposição 1.4 Se X é localmente uniformemente convexo e Jϕ(x) é monovalente
(Jϕ : X → X∗), então Jϕ satisfaz a condição (S+), isto é: se

xn ⇀ x e lim sup
n→∞

〈Jϕ(xn), xn − x〉 ≤ 0, então xn → x.

Prova. É imediato que de xn ⇀ x e lim supn→∞〈Jϕ(xn), xn − x〉 ≤ 0 resulta que
lim supn→∞〈Jϕ(xn)− Jϕ(x), xn − x〉 ≤ 0, pois xn ⇀ x implica 〈Jϕ(x), xn〉 → 〈Jϕ(x), x〉, e
dáı, 〈Jϕ(x), xn − x〉 → 0. De

0 ≤ (ϕ(‖xn‖)− ϕ(‖x‖)) (‖xn‖ − ‖x‖) ≤ 〈Jϕ(xn)− Jϕ(x), xn − x〉

segue
(ϕ(‖xn‖)− ϕ(‖x‖)) (‖xn‖ − ‖x‖) → 0

e, portanto, ‖xn‖ → ‖x‖, já que ϕ é cont́ınua e monótona.
A conclusão segue da Proposição 1.2.

É bom lembrarmos, aqui, mais uma definição.

Definição 1.2 (i) O operador T : X → X∗ é dito hemicont́ınuo se

lim
λ→0

〈T (x + λy), z〉 = 〈Tx, z〉, ∀x, y, z ∈ X;

(ii) O operador T : X → X∗ é dito demicont́ınuo se ele aplica seqüências fortemente
convergentes de X em seqüências fracamente convergentes de X∗; ou seja, se para
a seqüência (xn) ⊂ X temos xn → x ∈ X, então Txn ⇀ Tx.

Agora, vejamos que a aplicação dualidade Jϕ é demicont́ınua.

Proposição 1.5 Se X é reflexivo e Jϕ : X → X∗ então Jϕ é demicont́ınua, isto é, se
xn → x em X então Jϕ(xn) ⇀ Jϕ(x) em X∗.

Prova. Seja (xn) ⊂ X e x ∈ X com xn → x, quando n → ∞. Como (xn) é limitada
e ‖Jϕ(xn)‖ = ϕ(‖xn‖), resulta que Jϕ(xn) é limitada. Como X∗ é, também, reflexivo,
existe uma subseqüência (xnk

) de (xn) e x∗ ∈ X∗, tais que Jϕ(xnk
) ⇀ x∗, quando k →∞

(Teorema 0.7). Assim, para provarmos que Jϕ(xn) ⇀ Jϕ(x) é suficiente mostrarmos que
todas as subseqüências de Jϕ(xn) que são fracamente convergente têm o mesmo limite, a
saber Jϕ(x).

Seja x∗ ∈ X∗ o limite fraco de uma subseqüência Jϕ(xnk
) de Jϕ(xn). Pela semicon-

tinuidade inferior fraca da norma, temos:

‖x∗‖ ≤ lim inf
k→∞

‖Jϕ(xnk
)‖ = lim inf

k→∞
ϕ(‖xnk

‖) = lim
k→∞

ϕ(‖xnk
‖) = ϕ(‖x‖). (1.4)

Por outro lado,

|〈Jϕ(xnk
), xnk

〉 − 〈x∗, x〉| ≤ |〈Jϕ(xnk
), xnk

− x〉|+ |〈Jϕ(xnk
)− x∗, x〉|

≤ ‖Jϕ(xnk
)‖‖xnk

− x‖+ |〈Jϕ(xnk
)− x∗, x〉|,

que, em conjunto com
xn → x e Jϕ(xnk

) ⇀ x∗,
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implicam
〈Jϕ(xnk

), xnk
〉 → 〈x∗, x〉, quando k →∞.

Mas, 〈Jϕ(xnk
), xnk

〉 = ϕ(‖xnk
‖)‖xnk

‖ → ϕ(‖x‖)‖x‖. Dáı, 〈x∗, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖, e assim,
ϕ(‖x‖)‖x‖ = 〈x∗, x〉 ≤ ‖x∗‖‖x‖, que implica

ϕ(‖x‖) ≤ ‖x∗‖. (1.5)

De (1.4) e (1.5), resulta ϕ(‖x‖) = ‖x∗‖. Finalmente, de

〈x∗, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖ e ‖x∗‖ = ϕ(‖x‖),

obtemos x∗ = Jϕ(x).

A seguir, provamos que Jϕ é sobrejetora.

Teorema 1.3 Seja X reflexivo e Jϕ : X → X∗. Então R(Jϕ) = X∗.

Prova. Basta verificarmos que Jϕ satisfaz as condições do operador T, do Teorema 0.8.
Já sabemos que Jϕ é monótono pelo Teorema 1.1(ii).
O fato que Jϕ é hemicont́ınuo significa:

lim
t→0
〈Jϕ(u + tv), w〉 = 〈Jϕ(u), w〉 para u, v, z ∈ X,

e resulta da demicontinuidade de Jϕ (Proposição 1.5), pois (u + tv) → u quando t → 0,
donde Jϕ(u + tv) ⇀ Jϕ(u).

Finalmente, para verificarmos a coercividade de Jϕ, basta notarmos que

〈Jϕ(u), u〉
‖u‖ = ϕ(‖u‖) →∞ quando ‖u‖ → ∞.

Assim, o Teorema 0.8 conclui a demonstração.

Agora podemos enunciar e provar as principais propriedades da aplicação dualidade.

Teorema 1.4 Seja X reflexivo, localmente uniformemente convexo e Jϕ : X → X∗.
Então Jϕ é bijetiva com seu inverso J−1

ϕ limitado, cont́ınuo e monótono. Além disso,
vale J−1

ϕ = χ−1J∗ϕ−1 , onde χ : X → X∗∗ é o isomorfismo canônico entre X e X∗∗, e
J∗ϕ−1 : X∗ → X∗∗ é a aplicação dualidade em X∗ correspondente à função de normalização

ϕ−1.

Prova. Pelo Teorema 1.3, Jϕ é sobrejetivo. O espaço X sendo localmente uniformemente
convexo, é estritamente convexo (Teorema 1.2), e pela Proposição 1.3(i), Jϕ é estritamente
monótono, e dáı, injetivo. Logo, Jϕ é bijetivo.

Seja agora χ o isomorfismo (isométrico) canônico entre X e X∗∗ (〈χ(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉) e
seja J∗ϕ−1 : X∗ → X∗∗ a aplicação dualidade correspondente à função de normalização ϕ−1.
Como X é reflexivo e localmente uniformemente convexo, X∗∗ também o é; em particular,
X∗∗ é estritamente convexo (Teorema 1.2) e, conseqüentemente, J∗ϕ−1 : X∗ → X∗∗ tem
um único valor (Proposição 1.3(ii)).

É fácil ver que
J−1

ϕ = χ−1J∗ϕ−1 . (1.6)
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Realmente, seja x∗ ∈ X∗ e x = J−1
ϕ (x∗). Então Jϕ(x) = x∗, que implica 〈x∗, x〉 = ‖x∗‖‖x‖

e ‖x∗‖ = ϕ(‖x‖), ou, equivalentemente, 〈χ(x), x∗〉 = ‖x∗‖‖χ(x)‖ e ‖x∗‖ = ϕ(‖χ(x)‖).
Donde 〈χ(x), x∗〉 = ‖χ(x)‖‖x∗‖ e ‖χ(x)‖ = ϕ−1(‖x∗‖) quer dizer χ(x) = J∗ϕ−1(x∗), ou

melhor, x = χ−1J∗ϕ−1(x∗). Assim, x = J−1
ϕ (x∗) se, e somente se, x = χ−1J∗ϕ−1(x∗).

Como J∗ϕ−1 é um operador limitado (Teorema 1.1(i)) e χ−1 é um isomorfismo isométrico,

de (1.6) resulta que J−1
ϕ (= χ−1J∗ϕ−1) é limitado.

Vejamos que J−1
ϕ é cont́ınua. Seja x∗n → x ∈ X∗. De (1.6) e pela Proposição 1.5,

aplicada a J∗ϕ−1 , temos

J−1
ϕ (x∗n) = χ−1J∗ϕ−1(x∗n) ⇀ χ−1J∗ϕ−1(x∗) = J−1

ϕ (x∗). (1.7)

Tomemos xn = J−1
ϕ (x∗n), x = J−1

ϕ (x∗). Dáı, x∗n = Jϕ(xn) e x∗ = Jϕ(x), e pela definição de
Jϕ, obtemos ‖xn‖ = ϕ−1(‖x∗n‖) → ϕ−1(‖x∗‖) = ‖x‖, e dáı

‖J−1
ϕ (x∗n)‖ → ‖J−1

ϕ (x∗)‖. (1.8)

Como X é localmente uniformemente convexo, de (1.7), (1.8) e da Proposição 1.2,
temos J−1

ϕ (x∗n) → J−1
ϕ (x∗). Logo, J−1

ϕ é cont́ınua.
Provemos agora a monotonicidade de J−1

ϕ . O espaço X é identificado com X∗∗ pelo
isomorfismo canônico χ. Então, para x∗1, x

∗
2 ∈ X∗, temos:

〈χ(J−1
ϕ x∗1)− χ(J−1

ϕ x∗2), x
∗
1 − x∗2〉 = 〈J∗ϕ−1x∗1 − J∗ϕ−1x∗2, x

∗
1 − x∗2〉,

e aplicando o Teorema 1.1(ii) com ϕ−1 ao invés de ϕ e X∗ ao invés de X, conclúımos a
demonstração.

1.2 A Estrutura Funcional

No que se segue, Ω será um domı́nio limitado do RN , N ≥ 2 com fronteira lipschitziana
e p ∈ (1,∞). Começamos introduzindo o espaço de Sobolev

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) :
∂u

∂xi

∈ Lp(Ω), i = 1, . . . , N}

das funções u ∈ Lp(Ω), cujas derivadas fracas, ∂u/∂xi, também pertencem a Lp(Ω). Este
espaço será munido da norma:

‖u‖p
W 1,p(Ω) = ‖u‖p

0,p +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

onde ‖ ‖0,p é a norma usual de Lp(Ω).

É bom lembrarmos que (W 1,p(Ω), ‖ ‖W 1,p(Ω)) é separável, reflexivo e uniformemente
convexo.

Consideremos o seguinte subespaço de W 1,p(Ω) :

W 1,p
0 (Ω) = o fecho de C∞

0 (Ω) no espaço W 1,p(Ω).

Uma outra caracterização deste subespaço é dada por

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : u|∂Ω = 0}
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onde o valor de u em ∂Ω sendo entendido no sentido do traço. Lembramos que para Ω
limitado e com fronteira de classe C1, existe um operador linear limitado

T : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω)

tal que

(i) T (u) = u|∂Ω se u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω), e

(ii) ‖T (u)‖Lp(∂Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω),

para cada u ∈ W 1,p(Ω), com a constante C dependendo apenas de p e Ω.
O espaço dual (W 1,p

0 (Ω))∗ será denotado por W−1,p′(Ω), onde 1/p + 1/p′ = 1.
Para cada u ∈ W 1,p(Ω), colocamos

∇u =

(
∂u

∂x1

, · · · ,
∂u

∂xN

)
, |∇u| =

(
N∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
)1/2

e notamos que

|∇u| ∈ Lp(Ω), |∇u|p−2 ∂u

∂xi

∈ Lp′(Ω), para i = 1, . . . , N.

Vamos provar a última. Com efeito, de ||∇u|p−2∂u/∂xi| ≤ |∇u|p−2|∇u| = |∇u|p−1 vem

||∇u|p−2∂u/∂xi|p
′

= ||∇u|p−2∂u/∂xi|p/p−1 ≤ (|∇u|p−1)p/p−1 = |∇u|p. Assim, pela forma
dos elementos de W−1,p′(Ω) (cf. Brezis-[7], Proposição IX.20), o operador −∆p pode ser
visto agindo de W 1,p

0 (Ω) para W−1,p′(Ω) por

〈−∆pu, v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v para u, v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Consideremos, ainda, a função ‖ · ‖1,p : W 1,p
0 (Ω) → R dada por ‖u‖1,p = ‖|∇u|‖0,p.

Sabemos que ‖ · ‖1,p é uma norma em W 1,p
0 (Ω), e em virtude da desigualdade de Poincaré:

‖u‖0,p ≤ C(Ω, N)‖|∇u|‖0,p, ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω),

esta norma é equivalente a ‖ · ‖W 1,p(Ω).
Mudando-se a norma de um espaço de Banach para uma outra norma equivalente,

as propriedades geométricas podem ser alteradas. Por isso, provamos, em seguida, que
(W 1,p

0 , ‖ · ‖1,p) é uniformemente convexo. Antes, porém, provamos uma desigualdade
elementar conhecida como desigualdade de Clarkson, a qual será fundamental na prova
da convexidade uniforme de (W 1,p

0 , ‖ · ‖1,p).

Proposição 1.6 (i) Se p ∈ [2, +∞), então, para cada z, w ∈ RN , vale:
∣∣∣∣
z + w

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
z − w

2

∣∣∣∣
p

≤ 1

2
(|z|p + |w|p) . (1.9)

(ii) Se p ∈ (1, 2), então para cada z, w ∈ RN , vale:

∣∣∣∣
z + w

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
z − w

2

∣∣∣∣
p′

≤
[
1

2
(|z|p + |w|p)

] 1
p−1

. (1.10)
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Prova. (i) Primeiro caso: p ∈ [2, +∞).

Afirmação 1.2 Se 1 ≤ p < ∞ e a ≥ 0, b ≥ 0, então (a + b)p ≥ ap + bp.

Demonstração: Para p = 1 é imediato. No caso p > 1, consideremos a função
f : [0,∞) → R dada por f(x) = (x + b)t − xt − bt com t ∈ (1,∞) e b ∈ [0,∞). Ela
satisfaz f(0) = 0 e f ′(x) ≥ 0 para todo x ∈ [0,∞), pois, supondo f ′(x) < 0 obtemos
b < 0, que é uma a contradição.
Usando esta afirmação e a identidade do paralelogramo, temos

∣∣∣∣
z + w

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
z − w

2

∣∣∣∣
p

=

(∣∣∣∣
z + w

2

∣∣∣∣
2
) p

2

+

(∣∣∣∣
z − w

2

∣∣∣∣
2
) p

2

≤
(∣∣∣∣

z + w

2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
z − w

2

∣∣∣∣
2
) p

2

=

(
1

2
|z|2 +

1

2
|w|2

) p
2

=
1

2
p
2

(|z|2 + |w|2)
p
2 .

Agora, pelo Lema A.3,

1

2
p
2

(|z|2 + |w|2)
p
2 ≤ 2

p
2
−1

2
p
2

[(|z|2) p
2 + (|w|2) p

2 ] =
1

2
(|z|p + |w|p).

Portanto, ∣∣∣∣
z + w

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
z − w

2

∣∣∣∣
p

≤ 1

2
(|z|p + |w|p),

que é (1.9).
(ii) Segundo caso: p ∈ (1, 2). Claramente, (1.10) vale se z = 0 ou w = 0. Pela simetria

de (1.10) em z e w, podemos supor que |z| ≥ |w| > 0; agora, se z e w são colineares
(w = tz, t ≤ 1), (1.10) torna-se

∣∣∣∣
1 + t

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
1− t

2

∣∣∣∣
p′

≤
(

1

2
+

1

2
tp

)1/(p−1)

que é o Lema 0.3. Se z e w não são colineares, então eles determinam um plano, e podemos
vê-los como estando em C (conjunto dos números complexos). Desse modo, (1.10) pode
ser reescrito na forma

∣∣∣∣
1 + teiθ

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
1− teiθ

2

∣∣∣∣
p′

≤
(

1

2
+

1

2
tp

)1/(p−1)

. (1.11)

onde
w

z
= teiθ, 0 < t ≤ 1, 0 ≤ θ < 2π. Se θ = 0, z e w são colineares. Vejamos agora o

caso geral. Para isto, fixado 0 < t ≤ 1, basta mostrarmos que a função

f(θ) = |1 + teiθ|p′ + |1− teiθ|p′

tem um valor máximo para 0 ≤ θ < 2π em θ = 0. Como

f(θ) = (1 + t2 + 2t cos θ)
p′
2 + (1 + t2 − 2t cos θ)

p′
2 ,
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segue que f(2π − θ) = f(π − θ) = f(θ); dáı, é suficiente considerarmos f apenas no
intervalo 0 ≤ θ ≤ π/2. Desde que p′ ≥ 2, temos

f ′(θ) = −p′t sin θ[(1 + t2 + 2t cos θ)
p′
2
−1 − (1 + t2 − 2t cos θ)

p′
2
−1] ≤ 0

sobre o intervalo [0, π/2]. Assim, o máximo valor de f ocorre em θ = 0 e (1.11) está
provado. Portanto, provamos (1.10).

Teorema 1.5 O espaço (W 1,p
0 , ‖ · ‖1,p) é uniformemente convexo.

Prova. Primeiramente, provamos o caso p ∈ [2, +∞). Seja u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) satisfazendo

‖u‖1,p = ‖v‖1,p = 1 e ‖u− v‖1,p ≥ ε, ε ∈ (0, 2]. Usando (1.9), obtemos

∥∥∥∥
u + v

2

∥∥∥∥
p

1,p

+

∥∥∥∥
u− v

2

∥∥∥∥
p

1,p

=

∫

Ω

(∣∣∣∣
∇u +∇v

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∇u−∇v

2

∣∣∣∣
p)

≤ 1

2

∫

Ω

(|∇u|p + |∇v|p) =
1

2

(‖u‖p
1,p + ‖v‖p

1,p

)
= 1,

que implica ∥∥∥∥
u + v

2

∥∥∥∥
p

1,p

≤ 1−
(ε

2

)p

.

Dáı, ∥∥∥∥
u + v

2

∥∥∥∥
1,p

≤
(
1−

(ε

2

)p) 1
p

= 1−
[
1−

(
1−

(ε

2

)p) 1
p

]

︸ ︷︷ ︸
δ(ε)

que produz
‖u + v‖1,p ≤ 2(1− δ(ε)).

Vejamos, agora, o caso p ∈ (1, 2). Inicialmente, observamos que um cálculo direto
mostra que se v ∈ W 1,p

0 (Ω), então

|∇v|p′ ∈ Lp−1(Ω) e ‖|∇v|p′‖0,p−1 = ‖v‖p′
1,p. (1.12)

De fato, as igualdades |∇v|p =
(|∇v|p/(p−1)

)p−1
=

∣∣|∇v|p′
∣∣p−1

implicam em |∇u|p′∈Lp−1(Ω)
e,

‖v‖p′
1,p = ‖|∇v|‖p′

0,p = ‖|∇v|‖
p

p−1

0,p =

(∫

Ω

|∇v|p
) 1

p−1

=

(∫

Ω

∣∣∣|∇v| p
p−1

∣∣∣
p−1

) 1
p−1

=

(∫

Ω

∣∣∣|∇v|p′
∣∣∣
p−1

) 1
p−1

= ‖|∇v|p′‖0,p−1.

Sejam v1, v2 ∈ W 1,p
0 (Ω). Então |∇v1|p′ , |∇v1|p′ ∈ Lp−1(Ω), com 0 < p−1 < 1 e, segundo

o Lema 0.4,

‖|∇v1|p′ + |∇v2|p′‖0,p−1 ≥ ‖|∇v1|p′‖0,p−1 + ‖|∇v2|p′‖0,p−1. (1.13)
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De (1.12) e (1.13), obtemos

∥∥∥∥
v1 + v2

2

∥∥∥∥
p′

1,p

+

∥∥∥∥
v1 − v2

2

∥∥∥∥
p′

1,p

=

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇

v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇

v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

≤
∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇

v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣∇
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

=




∫

Ω

(∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
∇v1 −∇v2

2

∣∣∣∣
p′
)p−1




1
p−1

.

Dáı, usando (1.10), temos

∥∥∥∥
v1 + v2

2

∥∥∥∥
p′

1,p

+

∥∥∥∥
v1 − v2

2

∥∥∥∥
p′

1,p

≤
[
1

2

∫

Ω

(|∇v1|p + |∇v2|p)
] 1

p−1

=

[
1

2
‖v1‖p

1,p +
1

2
‖v2‖p

1,p

] 1
p−1

.

Para u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) com ‖u‖1,p = ‖v‖1,p = 1 e ‖u− v‖1,p ≥ ε ∈ (0, 2], obtemos

∥∥∥∥
u + v

2

∥∥∥∥
p′

1,p

≤ 1−
(ε

2

)p′

,

que implica ‖u + v‖1,p ≤ 2(1− δ(ε)).
Portanto, o espaço (W 1,p

0 , ‖ · ‖1,p) é uniformente convexo.

No que se segue, o espaço W 1,p
0 (Ω) será sempre considerado munido da norma ‖ · ‖1,p.

O próximo teorema conduzir-nos-á para um dos pilares deste caṕıtulo, que é o teorema
que o segue.

Teorema 1.6 O funcional ψ : W 1,p
0 (Ω) → R dado por ψ(u) = (1/p)‖u‖p

1,p é Gâteaux
diferenciável e ψ′(u)v = 〈−∆pu, v〉.
Prova. Consideremos, primeiramente, o caso u = 0 em W 1,p

0 (Ω). Neste caso, temos

lim
h→0

ψ(u + hv)− ψ(u)

h
= lim

h→0

ψ(0 + hv)− ψ(0)

h
= lim

h→0

1

p
hp

∫

Ω

|∇v|p

h

= lim
h→0

1

p
hp−1

∫

Ω

|∇v|p = 0.

Ou seja,
〈ψ′(0), v〉 = 0, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

Portanto, ψ é diferenciável na origem.
Agora, tomemos u ∈ W 1,p

0 (Ω)\{0}. Consideremos as aplicações

Q : Lp(Ω) −→ R

v 7−→ 1

p
‖v‖p

0,p
e

P : W 1,p
0 (Ω) −→ Lp(Ω)

v 7−→ |∇v|.
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Notemos que ψ = P ◦ Q. Vejamos que P e Q são aplicações Gâteaux diferenciáveis,
de onde segue que ψ também o é.

O funcional Q é Gâteaux diferenciável e

〈Q′(v), h〉 = 〈|v|p−1sgn v, h〉, ∀ v, h ∈ Lp(Ω). (1.14)

De fato, sejam v, h ∈ Lp(Ω) e t ∈ [0, 1]. Pelo teorema do valor médio existe ξ > 0
com tξ ∈ [0, 1] tal que, tomando g(t) = |v(x) + th(x)|p, temos

g(t)− g(0) = |v(x) + th(x)|p − |v(x)|p
= p|v(x) + tξh(x)|p−1sgn(v(x) + tξh(x))h(x)(t− 0)

= pt|v(x) + tξh(x)|p−1sgn(v(x) + tξh(x))h(x) (1.15)

de onde temos

1

pt
|g(t)− g(0)| = ||v(x) + tξh(x)|p−1sgn(v(x) + tξh(x))h(x)|

= |v(x) + tξh(x)|p−1|h(x)|
≤ ||v(x)|+ |h(x)||p−1|h(x)|.

Pela desigualdade de Hölder e do fato que v, h ∈ Lp(Ω), segue que

∫

Ω

||v(x)|+ |h(x)||p−1|h(x)|dx ≤
(∫

Ω

||v(x)|+ |h(x)||pdx

) p−1
p

(∫

Ω

|h(x)|pdx

) 1
p

≤ 2p−1

(∫

Ω

(|v(x)|p + |h(x)|p)dx

) p−1
p
(∫

Ω

|h(x)|pdx

) 1
p

< ∞.

Agora, por (1.15) e pelo teorema da convergência dominada

lim
t→0

Q(v + th)−Q(v)

t
= lim

t→0

1

pt

∫

Ω

(|v(x) + th(x)|p − |v(x)|p)dx

= lim
t→0

∫

Ω

|v(x) + tξh(x)|p−1sgn(v(x) + tξh(x))h(x)dx

=

∫

Ω

|v(x)|p−1sgn v(x)h(x)dx,

e dáı
〈Q′(v), h〉 = 〈|v|p−1sign v, h〉, ∀ v, h ∈ Lp(Ω).

O operador P também é Gâteaux diferenciável em u e

〈P ′(u), v〉 =
∇u∇v

|∇u| , ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (1.16)

De fato,
P 2(u) = |∇u|2 = ∇u∇u

implica
[P 2(u)]′v = (∇u∇u)′v,
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que produz
2P (u)P ′(u)v = 2∇u∇v.

Dáı, temos a expressão (1.16).
Combinando (1.14) e (1.16), obtemos que ψ é diferenciável em u e

〈ψ′(u), v〉 = 〈Q′(P (u)), P ′(u)v〉 = 〈|∇u|p−1,
∇u∇v

|∇u| 〉

=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v = 〈−∆pu, v〉, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

O próximo resultado ser-nos-á essencial no próximo caṕıtulo.

Teorema 1.7 O funcional ψ é continuamente Fréchet diferenciável em W 1,p
0 (Ω).

Prova. Consideremos o espaço produto X =
∏N

i=1 Lp′(Ω) munido da norma

[h]0,p′ =

(
N∑

i=1

‖hi‖p′
0,p′

)1/p′

para h = (h1, . . . , hN) ∈ X .

Definamos a aplicação

g : W 1,p
0 (Ω) −→ X

u 7−→ |∇u|p−2∇u.

Notemos que g(u) = (g1(u), . . . , gN(u)) e gi(u) = |∇u|p−2∂u/∂xi, i = 1, 2, . . . , N. Esta
função está bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de W 1,p

0 (Ω) em
conjuntos limitados de X . De fato, para i = 1, . . . , N, temos:

‖gi(u)‖p′
0,p′ =

∫

Ω

∣∣∣∣|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∣∣∣∣
p′

≤
∫

Ω

|∇u|(p−1)p′ =

∫

Ω

|∇u|p = ‖u‖p
1,p.

Provemos que g é cont́ınua. Pela equivalência das normas em RN , podemos encontrar
uma constante C1 > 0 tal que

[h]p
′

0,p′ ≤ C1

∫

Ω

|h|p′ , ∀h ∈ X .

Vejamos, primeiramente, o caso p ∈ (2,∞). Sejam u, v ∈ W 1,p
0 (Ω). Pelo Lema A.1(i),

temos:

[g(u)− g(v)]p
′

0,p′ ≤ C1

∫

Ω

|g(u)− g(v)|p′ = C1

∫

Ω

∣∣|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v
∣∣p′

≤ C1β
p′

∫

Ω

|∇u−∇v|p′ (|∇u|+ |∇v|)p′(p−2) .
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Como |∇u−∇v|p′ ∈ Lp/p′(Ω) e (|∇u|+ |∇v|)p′(p−2) ∈ Lp/p′(p−2)(Ω), pela desigualdade
de Hölder, temos:

[g(u)− g(v)]p
′

0,p′ ≤ C2

(∫

Ω

|∇u−∇v|p′ p
p′

) p′
p

(∫

Ω

(|∇u|+ |∇v|)p′(p−2) p
p′(p−2)

) p′(p−2)
p

= C2‖∇u−∇v‖p′
0,p ‖|∇u|+ |∇v|‖p′(p−2)

0,p

= C2‖u− v‖p′
1,p ‖|∇u|+ |∇v|‖p′(p−2)

0,p .

e, com a desigualdade de Minkowski, vem

[g(u)− g(v)]p
′

0,p′ ≤ C2‖u− v‖p′
1,p (‖|∇u|‖0,p + ‖|∇v|‖0,p)

p′(p−2)

implicando

[g(u)− g(v)]p
′

0,p′ ≤ C
1/p′
2 ‖u− v‖1,p (‖u‖1,p + ‖v‖1,p)

p−2

= C‖u− v‖1,p (‖u‖1,p + ‖v‖1,p)
p−2 , (1.17)

com C = C
1/p′
2 > 0 constante independente de u e v.

Agora, provamos o caso em que p ∈ (1, 2]. Se u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), então pelo Lema A.1(ii),

segue-se

[g(u)− g(v)]p
′

0,p′ ≤ C1

∫

Ω

|g(u)− g(v)|p′ = C1

∫

Ω

∣∣|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v
∣∣p′

≤ C1β̄
p′

∫

Ω

|∇u−∇v|p′(p−1) = C ′
2

∫

Ω

|∇u−∇v|p

= C ′
2‖u− v‖p

1,p.

Donde

[g(u)− g(v)]0,p′ ≤ C
′ 1
p′

2 ‖u− v‖
p
p′
1,p = C ′‖u− v‖p−1

1,p , (1.18)

com C ′ = C
′ 1
p′

2 > 0 constante independente de u e v.
De (1.17) e (1.18) segue a continuidade de g.
Por outro lado, vale

‖ψ′(u)− ψ′(v)‖ ≤ K[g(u)− g(v)]0,p′ (1.19)

com K > 0 constante independente de u, v ∈ W 1,p
0 (Ω). De fato, pela desigualdade de

Hölder, para u, v, w ∈ W 1,p
0 (Ω), temos

|〈ψ′(u)− ψ′(v), w〉| = |〈−∆u,w〉 − 〈−∆v, w〉|
=

∣∣∣∣
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇w −
∫

Ω

|∇v|p−2∇v∇w

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

∣∣(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v
)∣∣ |∇w| =

∫

Ω

|g(u)− g(v)| |∇w|

≤
(∫

Ω

|g(u)− g(v)|p′
) 1

p′
(∫

Ω

|∇w|p
) 1

p

.

24



Agora, usando a equivalência das normas em RN , temos

|〈ψ′(u)− ψ′(v), w〉| ≤ K

(
N∑

i=1

‖gi(u)− gi(v)‖p′
0,p′

) 1
p′

‖|∇w|‖0,p

= K [g(u)− g(v)]0,p′ ‖w‖1,p

provando, assim, (1.19). Ou seja, ψ′ : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) é cont́ınua.

Provemos agora que ψ é Fréchet diferenciável em u ∈ W 1,p
0 (Ω), e além disso,

〈ψ′(u), v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v. (1.20)

Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

ψ(u + v)− ψ(u)−
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v =

=
1

p

∫

Ω

(|∇u +∇v|p − |∇u|p − p|∇u|p−2∇u∇v
)

dx

=
1

p

∫

Ω

(∫ 1

0

d

dt
|∇u + t∇v|p dt−

∫ 1

0

p|∇u|p−2∇u∇vdt

)
dx

=
1

p

∫

Ω

∫ 1

0

(
d

dt
|∇u + t∇v|p dt− p|∇u|p−2∇u∇v

)
dt dx

=
1

p

∫ 1

0

∫

Ω

(
p|∇u + t∇v|p−2(∇u + t∇v)∇v − p|∇u|p−2∇u∇v

)
dx dt

=

∫ 1

0

∫

Ω

(g(u + tv)− g(u))∇v dx dt.

Pela desigualdade de Hölder, temos
∣∣∣∣ψ(u + v)− ψ(u)−

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∫

Ω

|g(u + tv)− g(u)| |∇v| dx dt

≤
∫ 1

0

(∫

Ω

|g(u + tv)− g(u)|p′dx

) 1
p′
‖v‖1,p dt

=

(∫ 1

0

‖|g(u + tv)− g(u)|‖0,p′ dt

)
‖v‖1,p.

Agora, pela equivalência das normas em RN , vem
∣∣∣∣ψ(u + v)− ψ(u)−

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v

∣∣∣∣ ≤ K

(∫ 1

0

[g(u + tv)− g(u)]0,p′ dt

)
‖v‖1,p,

com K > 0 constante independente de u e v. Logo,∣∣ψ(u + v)− ψ(u)− ∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v

∣∣
‖v‖1,p

≤ K

∫ 1

0

[g(u + tv)− g(u)]0,p′dt.

Agora, fazendo v → 0 em W 1,p
0 (Ω) na última desigualdade, e aplicando o Teorema da

Convergência de Lebesgue (pois g é cont́ınua e limitada) provamos a igualdade (1.20), e
assim, o teorema está demonstrado.

Antes de enunciarmos o próximo resultado, a definição seguinte é imprescind́ıvel.
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Definição 1.3 Uma aplicação A : X → X∗ é dita um operador potencial com um poten-
cial a : X → R, se a é Gateaux diferenciável e

lim
t→0

t−1(a(u + tv)− a(u)) = 〈A(u), v〉, ∀u, v ∈ X.

Sempre assumimos a(0) = 0.

O teorema logo abaixo, além de assegurar que −∆p é um operador potencial, afirma,
também, que a derivada de Gâteaux de seu potencial é a aplicação dualidade. Com isso,
obtemos que o operador −∆p é uma aplicação dualidade.

Teorema 1.8 O operador −∆p : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) é um potencial. Mais precisa-

mente, seu potencial é o funcional ψ : W 1,p
0 (Ω) → R, dado por ψ(u) = (1/p)‖u‖p

1,p e

ψ′ = −∆p = Jϕ onde Jϕ : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) é a aplicação dualidade correspondente

à função de normalização ϕ(t) = tp−1.

Prova. Pelo Teorema 1.6, ψ é Gâteaux diferenciável.
Tendo em vista a Observação 1.1, mostremos que ψ é convexa. Consideremos

F : [0,∞) → [0,∞) definida por F (t) =

∫ t

0

ϕ(τ)dτ.

É claro que ψ(u) = F (‖u‖1,p) para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω); logo, para provarmos a convexidade

de ψ é suficiente mostrarmos que F é convexa. Para isto, seja z = αs + (1 − α)t, onde
0 ≤ s < t e α ∈ [0, 1]. Como ϕ é crescente, temos, pelo teorema do valor médio, que

F (t)− F (z) ≥ (t− z)ϕ(z),

F (z)− F (s) ≤ (z − s)ϕ(z).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1−α), a segunda por (−α) e somando, obte-
mos

αF (s) + (1− α)F (t)− F (z) ≥ 0.

Ou seja,
F (z) ≤ αF (s) + (1− α)F (t).

Assim, F é convexa. Logo, com X = W 1,p
0 (Ω), pela Observação 1.1, ∂ψ(u) = ψ′(u), e

pelo Teorema 1.1(iii), Jϕ(u) = ψ′(u). Pelo Teorema 1.7, −∆pu = ψ′(u). Portanto,

ψ′ = −∆p = Jϕ

e ψ é o potencial de −∆p.

Observação 1.2 Seja ‖ ‖∗ a norma dual de ‖ ‖1,p. Então temos ‖−∆pu‖∗ = ‖Jϕ(u)‖∗ =
ϕ(‖u‖1,p) = ‖u‖p−1

1,p .

O teorema abaixo é um dos principais resultados desta seção, pois nele se estabelece
as principais propriedades para o operador p-laplaciano.

Teorema 1.9 O operador −∆p define uma correspondência bijetiva entre W 1,p
0 (Ω) e

W−1,p′(Ω), com inverso (−∆p)
−1 monótono, limitado e cont́ınuo.
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Prova. Do Teorema 1.8, temos −∆p = Jϕ : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω). Pelo Teorema 1.5,

(W 1,p
0 (Ω), ‖ · ‖1,p) é uniformemente convexo; assim é reflexivo, pelo Teorema 0.6, e local-

mente uniformemente convexo devido ao Teorema 1.2. Dáı, pelo Teorema 1.4, temos as
afirmações sobre (−∆p)

−1.

Observação 1.3 Do Teorema 1.9 podemos concluir os seguintes fatos:

(i) para cada f ∈ W−1,p′(Ω) a equação −∆pu = f tem uma única solução em W 1,p
0 (Ω).

(ii) As propriedades de (−∆p)
−1 mostram como a solução u = (−∆p)

−1f depende da f
dada. Estas propriedades serão usadas em seguida.

(iii) Como os elementos de W 1,p
0 (Ω) se anulam na fronteira, ∂Ω, no sentido do traço, é

natural que a única solução em W 1,p
0 (Ω) da equação −∆pu = f seja chamada uma

solução do problema de Dirichlet

{ −∆pu = f em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

Conclúımos esta seção com um resultado que nos será útil adiante, para mostrarmos
que um certo funcional (F) satisfaz a condição de compacidade de Palais-Smale.

Teorema 1.10 O operador −∆p satisfaz a condição (S+) : se un ⇀ u e
lim

n→∞
sup〈−∆pun, un − u〉 ≤ 0, então un → u.

Prova. Pelo Teorema 1.8, −∆p = Jϕ : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω). Agora, pelo Teorema 1.5,

(W 1,p
0 , ‖·‖1,p) é uniformemente convexo. Dáı, pelo Teorema 1.2, (W 1,p

0 , ‖·‖1,p) é localmente
uniformemente convexo. Portanto, pela Proposição 1.4, o teorema fica demonstrado.
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Caṕıtulo 2

O Problema de Dirichlet

Neste caṕıtulo estamos interessados em condições suficientes sobre o segundo membro
f para assegurar a existência de alguma u ∈ W 1,p

0 (Ω) para que a equação −∆pu = f(x, u)
valha no sentido de W−1,p′(Ω). Uma tal u é dita uma solução do problema de Dirichlet

{ −∆pu = f(x, u) em Ω,
u|∂Ω = 0.

(2.1)

Antes de tudo, condições apropriadas sobre f para assegurar que Nf (u) ∈ W−1,p′(Ω)
devem ser formuladas, Nf sendo o bem conhecido operador de Nemytskii definido por f ,
isto é, (Nf (u))(x) = f(x, u(x)) para x ∈ Ω. Portanto, somos levados a considerar alguns
resultados básicos sobre o operador de Nemytskii.

2.1 Operador de Nemytskii

Seja Ω um domı́nio limitado em RN , N ≥ 2 com fronteira lipschitziana e seja
f : Ω× R→ R uma função de Carathéodory, isto é:

(i) para cada s ∈ R, a função x 7→ f(x, s) é Lebesgue mensurável em Ω;

(ii) para quase todo x ∈ Ω, a função s 7→ f(x, s) é cont́ınua em R.

Fazemos a convenção que no caso de uma função de Carathéodory, a afirmação “x ∈ Ω”
será entendida no sentido “quase todo x ∈ Ω”.

Seja M o conjunto das funções mensuráveis u : Ω → R.

Proposição 2.1 Se f : Ω×R→ R é de Carathéodory, então, para cada u ∈M, a função
Nf (u) : Ω → R definida por (Nf (u))(x) = f(x, u(x)) para x ∈ Ω é mensurável em Ω.

Prova. Devemos mostrar que se u ∈ M, então Nf (u) ∈ M. Notemos que se z é uma
função simples, então f(·, z(·)) é mensurável. De fato, podemos escrever z da forma:
z =

∑m
k=1 αkχAk

com αk ∈ R e χAk
sendo a função caracteŕıstica de Ak (a famı́lia

{Ak ; k = 1, . . . , m} formando uma partição mensurável de Ω); dáı,

f(x, z(x)) = f(x,

m∑

k=1

αkχAk
(x)) =

m∑

k=1

χAk
(x)f(x, αk).
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Já que f é de Carathéodory, f(x, αk) é mensurável e dáı, f(·, z(·)) ∈M.
Consideremos agora uma seqüência (un) de funções simples em Ω, com un → u q.t.p.

em Ω. Ficou claro que f(·, un(·)) ∈ M para todo n ∈ N. Como Nf (un) = f(·, un(·)) q.t.p.→
f(·, u(·)) = Nf (u), temos que Nf (u) ∈M, pois é limite q.t.p. de funções mensuráveis.

Em vista dessa proposição, uma função de Carathéodory f : Ω × R → R define um
operador Nf : M→M, que é chamado operador de Nemytskii.

A proposição abaixo estabelece condições suficientes para que um operador de Nemy-
tskii aplique um espaço Lp1 em um outro Lp2 .

Proposição 2.2 Suponhamos f : Ω×R→ R de Carathéodory e que a seguinte condição
de crescimento seja satisfeita:

|f(x, s)| ≤ C|s|r + b(x) para x ∈ Ω, s ∈ R,

onde C ≥ 0 é constante, r > 0 e b ∈ Lq1(Ω), 1 ≤ q1 < ∞.
Então Nf (L

q1r(Ω)) ⊂ Lq1(Ω). Além disso, Nf é cont́ınua de Lq1r(Ω) em Lq1(Ω) e aplica
conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Prova. Mostremos que Nf (L
q1r(Ω)) ⊂ Lq1(Ω) e que Nf é limitada, ou seja, aplica

conjuntos limitados em conjuntos limitados. Basta usarmos a desigualdade de Minkowski,
para obtermos

‖Nf (u)‖0,q1 =

(∫

Ω

|f(x, u(x))|q1

)1/q1

≤
(∫

Ω

(C|u(x)|r + b(x))q1

)1/q1

≤ C‖|u|r‖0,q1 + ‖b‖0,q1 = C

(∫

Ω

||u|r|q1

)1/q1

+ ‖b‖0,q1

= C

[(∫

Ω

|u|rq1

)1/rq1
]r

+ ‖b‖0,q1 = C‖u‖r
0,rq1

+ ‖b‖0,q1 .

Vejamos agora que Nf é cont́ınua. Para isto é suficiente mostrarmos que toda se-
qüência (un) ⊂ Lrq1(Ω), com un → u em Lrq1(Ω) tem uma subseqüência (unk

)k∈N tal que
Nf (unk

) → Nf (u) em Lq1(Ω), quando k → ∞ (cf. Elon-[23] Corolário 2, p. 126). Pelo
Teorema 0.4, dada uma seqüência (un) ⊂ Lrq1(Ω), com un → u em Lrq1(Ω), existe uma
subseqüência (unk

)k∈N ⊂ (un), e existe h ∈ Lrq1(Ω) tais que:

(i) unk
→ u q.t.p. quando k →∞, e

(ii) |unk
| ≤ h q.t.p. em Ω, ∀ k ∈ N.

Além disso, Nf (unk
) → Nf (u) q.t.p. quando k →∞. E dáı,

|Nf (unk
(x))−Nf (u(x))|q1 → 0 q.t.p. em Ω.

Por outro lado,

|Nf (unk
(x))| = |f(x, unk

(x))| ≤ C|h(x)|r + b(x) q.t.p. em Ω e todo k ∈ N. (2.2)
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Ponhamos g(x) := (C|h(x)|r + b(x))q1 . É imediato que g ∈ L1(Ω), pois |h|r, b ∈ Lq1(Ω).
Tomando o limite quando k →∞ em (2.2), obtemos

|Nf (u(x))|q1 ≤ g(x) q.t.p. em Ω. (2.3)

De (2.2) e (2.3) resulta

|Nf (unk
(x))−Nf (u(x))|q1 ≤ (|Nf (unk

(x))|+ |Nf (u(x))|)q1 ≤ 2q1g(x) q.t.p. em Ω.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos:

‖Nf (unk
)−Nf (u)‖q1

0,q1
=

∫

Ω

|Nf (unk
(x))−Nf (u(x))|q1 → 0 quando k →∞.

Portanto, Nf : Lq1r(Ω) → Lq1(Ω) é cont́ınua.

No que diz respeito ao fato de um operador de Nemytskii ser um operador potencial,
temos:

Proposição 2.3 Suponhamos que f : Ω × R → R seja de Carathéodory e satisfaça a
condição de crescimento:

|f(x, s)| ≤ C|s|q−1 + b(x) para x ∈ Ω, s ∈ R,

onde C ≥ 0 é constante, q > 1, b ∈ Lq′(Ω), 1/q + 1/q′ = 1.
Seja F : Ω× R→ R definida por F (x, s) =

∫ s

0
f(x, τ)dτ. Então:

(i) a função F é de Carathéodory e existe C1 ≥ 0 constante e c ∈ L1(Ω) tais que

|F (x, s)| ≤ C1|s|q + c(x) para x ∈ Ω, s ∈ R;

(ii) o funcional Φ : Lq(Ω) → R definido por Φ(u) :=
∫

Ω
NF (u) =

∫
Ω

F (x, u) é continua-
mente Fréchet diferenciável e Φ′(u) = Nf (u), ∀u ∈ Lq(Ω).

Prova. (i) Que F é de Carathéodory segue de que f o é. Mostremos agora a outra parte.

|F (x, s)| =

∣∣∣∣
∫ s

0

f(x, τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
∫ |s|

0

(Cτ q−1 + b(x))dτ

=

∫ |s|

0

Cτ q−1dτ +

∫ |s|

0

b(x)dτ = C
|s|q
q

+ |s|b(x) + a(x),

onde a é uma função arbitrária em um espaço conveniente para que o operador de Ne-
mytskii esteja definido em espaços Lp adequados. Usando a desigualdade de Young para
|s|b(x), temos:

|F (x, s)| ≤ C

q
|s|q +

1

q
|s|q +

q − 1

q
b(x)

q
q−1 + a(x).

Como b ∈ Lq′(Ω), então bq/(q−1) ∈ L1(Ω). Assim, escolhendo a ∈ L1(Ω), façamos
((q − 1)/q)bq/(q−1) + a = c ∈ L1(Ω). Dáı,

|F (x, s)| ≤ C1|s|q + c(x) para x ∈ Ω, s ∈ R,
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onde C1 = (C + 1)/q > 0 e c ∈ L1(Ω).

(ii) Tudo que temos a fazer é provar que

w(v) ≡
∫

Ω

F (x, u + v)−
∫

Ω

F (x, u)−
∫

Ω

f(x, u)v = o(v) quando ‖v‖0,q → 0.

De fato, seja
α(v) = F (x, u + v)− F (x, u)− f(x, u)v.

Visto que

F (x, u + v)− F (x, u) =

∫ 1

0

d

dt
F (x, u + tv) dt =

∫ 1

0

[f(x, u + tv)v] dt,

temos

α(v) =

∫ 1

0

[f(x, u + tv)v − f(x, u)v] dt =

∫ 1

0

[f(x, u + tv)− f(x, u)]v dt;

donde

w(v) =

∫

Ω

∫ 1

0

[f(x, u + tv)− f(x, u)]v dt dx.

Usando o teorema de Fubini e a desigualdade de Hölder, temos

|w(v)| ≤
∫ 1

0

∫

Ω

|[f(x, u + tv)− f(x, u)]v| dx dt

≤
∫ 1

0

‖Nf (u + tv)−Nf (u)‖0,q′ dt ‖v‖0,q.

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue e pela Proposição 2.2 (onde Nf foi
provado ser limitado e cont́ınuo), a integral acima vai a zero, quando ‖v‖0,q → 0. Assim
‖v‖−1

0,qw(v) → 0 quando ‖v‖0,q → 0.

Observação 2.1 Deve ser notado que, sob as condições da Proposição 2.3 acima,

Nf (L
q(Ω)) ⊂ Lq′(Ω), NF (Lq(Ω)) ⊂ L1(Ω),

onde cada um dos operadores Nf e NF é cont́ınuo e limitado (isto é uma simples con-
seqüência da Proposição 2.2). De fato, tomando r = q − 1, temos pela Proposição 2.2
que Nf (L

q1(q−1)(Ω)) ⊂ Lq1(Ω). Fazendo q = q1(q − 1) obtemos q1 = q′; dáı, Nf (L
q(Ω)) ⊂

Lq′(Ω). Tomando agora r = q, vem NF (Lq1q(Ω)) ⊂ Lq1(Ω). Fazendo q = q1q temos q1 = 1,
isto é, NF (Lq(Ω)) ⊂ L1(Ω).

Deve, também, ser notado que para cada u ∈ Lq(Ω), vale Nf (u) = Φ′(u) ∈ Lq′(Ω).
Isto é óbvio já que Nf (L

q(Ω)) ⊂ Lq′(Ω).

Agora, voltemos ao Problema (2.1).
A função f : Ω×R→ R, abaixo, será assumida sempre de Carathéodory e satisfazendo

a condição de crescimento

|f(x, s)| ≤ C|s|q−1 + b(x) para x ∈ Ω, s ∈ R, (2.4)
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onde C ≥ 0 é constante, q ∈ (1, p∗), b ∈ Lq′(Ω), 1/q + 1/q′ = 1.
A restrição q ∈ (1, p∗) assegura que a imersão W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) seja compacta (cf.
Brezis-[7], Teorema IX.16). Portanto, o diagrama

W 1,p
0 (Ω)

Id
↪→ Lq(Ω)

Nf→ Lq′(Ω)
I∗d
↪→ W−1,p′(Ω)

mostra que Nf é um operador compacto (cont́ınuo, e transforma conjuntos limitados em
conjuntos relativamente compactos) de W 1,p

0 (Ω) em W−1,p′(Ω).
Um elemento u ∈ W 1,p

0 (Ω) é dito solução do Problema (2.1) se

−∆pu = Nf (u) (2.5)

no sentido de W−1,p′(Ω), ou seja,

〈−∆pu, v〉 = 〈Nf (u), v〉, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Isto é ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v =

∫

Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω). (2.6)

Neste estágio, numa abordagem do Problema (2.1), duas estratégias parecem naturais.
A primeira, reduz o Problema (2.1) a um problema de ponto fixo com operador com-

pacto. Realmente, pelo Teorema 1.9, o operador (−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω) → W 1,p

0 (Ω) é
limitado e cont́ınuo. Conseqüentemente, (2.5) pode ser equivalentemente escrito como

u = (−∆p)
−1Nf (u), (2.7)

com (−∆p)
−1Nf : W 1,p

0 (Ω) → W 1,p
0 (Ω) sendo um operador compacto.

A segunda, é uma estratégia variacional: as soluções do Problema (2.1) aparecem
como pontos cŕıticos de um funcional de classe C1 em W 1,p

0 (Ω). Para ver isto, primeira-
mente temos que −∆p = ψ′, onde o funcional ψ(u) = (1/p)‖u‖p

1,p é continuamente Fréchet

diferenciável em W 1,p
0 (Ω). Por outro lado, sob a condição (2.4) e levando em considera-

ção que a imersão W 1,p
0 (Ω) → Lq(Ω) é cont́ınua (na verdade, compacta), o funcional

Φ : W 1,p
0 (Ω) → R definido por Φ(u) =

∫
Ω

F (x, u) com F (x, s) =
∫ s

0
f(x, τ)dτ, é continua-

mente Fréchet diferenciável em W 1,p
0 (Ω) e Φ′(u) = Nf (u). Conseqüentemente, o funcional

F : W 1,p
0 (Ω) → R definido por

F(u) = ψ(u)− Φ(u) =
1

p
‖u‖p

1,p −
∫

Ω

F (x, u)

é de classe C1 em W 1,p
0 (Ω), e

F ′(u) = (−∆p)u−Nf (u).

A busca de soluções para o Problema (2.1) está, agora, reduzida à busca de pontos
cŕıticos para F , isto é, daquelas funções u ∈ W 1,p

0 (Ω) tais que F ′(u) = 0.
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2.2 Existência de Solução Usando um Teorema de

Ponto Fixo

Nesta seção, o “método de estimativa à priori” será usado no intuito de estabelecer
a existência de pontos fixos para o operador compacto T = (−∆p)

−1Nf : W 1,p
0 (Ω) →

W 1,p
0 (Ω). Este é o objeto do seguinte resultado.

Teorema 2.1 Se a função de Carathéodory f : Ω × R→R satisfaz (2.4) com q ∈ (1, p),
então o operador (−∆p)

−1Nf tem pontos fixos em W 1,p
0 (Ω) ou, equivalentemente, o Pro-

blema (2.1) tem solução. Além disso, o conjunto de todas as soluções do Problema (2.1)
é limitado no espaço W 1,p

0 (Ω).

Prova. Tendo em vista o Teorema 0.18, é suficiente provarmos que o conjunto

S = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) : u = αT (u) para algum α ∈ [0, 1]}

é limitado em W 1,p
0 (Ω). De (2.4), para u ∈ W 1,p

0 (Ω) arbitrário, temos

‖T (u)‖p
1,p =

∫

Ω

|∇(T (u))|p =

∫

Ω

|∇(T (u))|p−2|∇(T (u))|2

=

∫

Ω

|∇(T (u))|p−2∇(T (u))∇(T (u)) = 〈(−∆p)T (u), T (u)〉

= 〈Nf (u), T (u)〉 =

∫

Ω

f(x, u)T (u) ≤
∫

Ω

|f(x, u)||T (u)|

≤
∫

Ω

(C|u|q−1 + b(x))|T (u)|.

Além disso, para u ∈ S, isto é, u = αT (u), com α ∈ [0, 1], e aplicando a desigualdade de
Hölder, temos

‖T (u)‖p
1,p ≤

∫

Ω

Cαq−1|T (u)|q +

∫

Ω

b(x)|T (u)|

≤
∫

Ω

Cαq−1|T (u)|q +

(∫

Ω

|b(x)|q′
)1/q′ (∫

Ω

|T (u)|q
)1/q

= Cαq−1‖T (u)‖q
0,q + ‖b‖0,q′‖T (u)‖0,q.

Agora, pela imersão cont́ınua W 1,p
0 (Ω) → Lq(Ω), existe uma constante positiva C1 tal que

‖T (u)‖0,q ≤ C1‖T (u)‖1,p. Assim,

‖T (u)‖p
1,p ≤ Cαq−1Cq

1‖T (u)‖q
1,p + ‖b‖0,q′C1‖T (u)‖1,p

≤ CCq
1‖T (u)‖q

1,p + ‖b‖0,q′C1‖T (u)‖1,p.

Conseqüentemente, para cada u ∈ S, vale

‖T (u)‖p
1,p −K1‖T (u)‖q

1,p −K2‖T (u)‖1,p ≤ 0, (2.8)

com K1, K2 constantes não negativas. Desde que q ∈ (1, p), a limitação de S é assegurada.
Com efeito, basta notarmos que q − 1 > 0 e p− q > 0. Agora, vem

‖T (u)‖1,p(‖T (u)‖p−1
1,p −K1‖T (u)‖q−1

1,p −K2) ≤ 0,
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que implica
‖T (u)‖p−1

1,p −K1‖T (u)‖q−1
1,p −K2 ≤ 0;

dáı,
‖T (u)‖q−1

1,p (‖T (u)‖p−q
1,p −K1) ≤ K2.

De onde segue a limitação de ‖T (u)‖1,p. Isto é, existe uma constante a ≥ 0 tal que
‖T (u)‖1,p ≤ a. Conseqüentemente, se u ∈ S, temos ‖u‖1,p = α‖T (u)‖1,p ≤ a; donde, S é
limitado.

Observação 2.2 Veremos que se (2.4) vale com b ∈ L∞(Ω), então a abordagem varia-
cional permite-nos concluir a tese do Teorema 2.1 sob hipóteses extras, e o Problema (2.1)
ainda tem solução, mas a limitação do conjunto de todas as soluções não será assegurada
(cf. Teorema 2.9).

Observação 2.3 A condição q ∈ (1, p) aparece como uma condição técnica, necessária
para obtermos a limitação de S.

É natural indagarmos se o conjunto S ainda permanece limitado no caso em que q = p,
e é uma questão simples ver que se q = p e 1−K1 > 0, então o racioćınio acima funciona.
De fato,

‖T (u)‖p
1,p −K1‖T (u)‖q

1,p −K2‖T (u)‖1,p ≤ 0

implica
(1−K1)‖T (u)‖p

1,p −K2‖T (u)‖1,p ≤ 0,

que por sua vez, resulta em

‖T (u)‖1,p((1−K1)‖T (u)‖p−1
1,p −K2) ≤ 0.

Donde
(1−K1)‖T (u)‖p−1

1,p ≤ K2,

dáı, ‖T (u)‖1,p ser limitado. Isto significa que estamos interessados em trabalhar com as
melhores constantes C e C1 tais que 1−CCp

1 (= 1−K1) seja estritamente positivo. Existem
situações em que 1 − CCp

1 ≤ 0; neste caso, nada podemos declarar sobre a limitação de
S. O exemplo abaixo mostra que, sob esta condição, S pode ser ilimitado. Seja λ um
autovalor de −∆p em W 1,p

0 (Ω) e seja u um autovetor correspondente; ou melhor:

−∆pu = λ|u|p−2u.

Das igualdades

‖u‖p
1,p = 〈−∆pu, u〉 = 〈λ|u|p−2u, u〉 =

∫

Ω

λ|u|p−2u2

= λ

∫

Ω

|u|p = λ‖u‖p
0,p ,

resulta

λ =
‖u‖p

1,p

‖u‖p
0,p

. (2.9)
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Como ‖v‖0,p ≤ C1‖v‖1,p para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω), de (2.9) resulta que 1 − λCp

1 ≤ 0.
Realmente, ‖u‖p

1,p = λ‖u‖p
0,p ≤ λCp

1‖u‖p
1,p implica 1 − λCp

1 ≤ 0. Consideremos a função
de Carathéodory

f(x, s) = λ|s|p−2s.

Claramente, a condição de crescimento (2.4) é satisfeita com q = p e b = 0, e C = λ.
Conseqüentemente, (2.8) torna-se

(1− λCp
1 )‖T (u)‖p

1,p ≤ 0

para todo u ∈ S, e nenhuma conclusão sobre a limitação de S pode ser feita. Na verdade, S
é ilimitado. De fato, temos −∆p(tu) = λ|tu|p−2tu = Nf (tu), isto é, tu = (−∆p)

−1Nf (tu)
para todo t ∈ R, que significa {tu : t ∈ R} ⊂ S (tomando α = 1), e assim, S é ilimitado.

Observação 2.4 No caso f(x, s) = g(s) + h(x) com g : R → R cont́ınua e h ∈ L∞(Ω),
a invariância homotópica do grau de Leray-Schauder é usada por Hachimi e Gossez-[17]
no intuito de provar o seguinte resultado:
Se

(i) lim sup
s→±∞

g(s)

|s|p−2s
≤ λ1 e (ii) lim sup

s→±∞

pG(s)

|s|p < λ1

onde G(s) =
∫ s

0
g(τ)dτ e λ1 é o primeiro autovalor de −∆p em W 1,p

0 (Ω) (ver Anane-[2]),
então o problema

−∆pu = g(u) + h(x) em Ω, u = 0 sobre ∂Ω

tem uma solução em W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

2.3 Existência de Solução via Minimização

Como já enfatizamos na Seção 2.1, numa abordagem variacional sob a condição de
crescimento (2.4) sobre f , as soluções do Problema (2.1) são precisamente os pontos
cŕıticos do funcional F : W 1,p

0 (Ω) → R de classe C1 definido por

F(u) = ψ(u)− Φ(u) =
1

p
‖u‖p

1,p −
∫

Ω

F (x, u)

onde F (x, u) =
∫ s

0
f(x, τ)dτ.

Notemos que F é fracamente semicont́ınuo inferiormente em W 1,p
0 (Ω). De fato, já

sabemos que F(x, ·) = NF (Lq(Ω)) ⊂ L1(Ω), com NF cont́ınuo e limitado. Se un ⇀ u
em W 1,p

0 (Ω), pela imersão compacta W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), temos que un → u em Lq(Ω).

Pela continuidade, F (·, un) → F (·, u) em L1(Ω). Isto é,
∫
Ω

F (x, un) → ∫
Ω

F (x, u) sempre

que un ⇀ u em W 1,p
0 (Ω). Como η : R → R dada por η(t) = (1/p)tp é cont́ınua, e

ζ : W 1,p
0 (Ω) → R definida por ζ(u) = ‖u‖1,p é fracamente semicont́ınua inferiormente, a

composta, ψ = η ◦ ζ, é, pois, fracamente semicont́ınua inferiormente. Conseqüentemente,
F o é.

Assim, por um resultado já conhecido (Teorema 0.1), no intuito de obtermos condições
suficientes para (2.1) ter solução, um primeiro modo é assegurarmos a coercividade de F .
O resultado abaixo nos oferece condições para isto.
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Teorema 2.2 Seja f : Ω×R→ R uma função de Carathéodory satisfazendo a condição
de crescimento (2.4). Suponhamos que exista α ∈ L∞(Ω) com α(x) < λ1 sobre um con-
junto de medida positiva tal que

lim sup
s→±∞

pF (x, s)

|s|p ≤ α(x) ≤ λ1 uniformemente em Ω. (2.10)

Então F é coercivo. Conseqüentemente o Problema (2.1) tem solução.

Prova. Provamos, primeiramente, que existe ε0 > 0 tal que

N (v) ≥ ε0, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω) com ‖v‖1,p = 1, (2.11)

onde o funcional N : W 1,p
0 (Ω) → R é dado por

N (v) = ‖v‖p
1,p −

∫

Ω

α(x)|v|p.

Para isto, lembremos que

λ1 = inf

{‖v‖p
1,p

‖v‖p
0,p

; v ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0}

}
, (2.12)

o ı́nfimo sendo atingido quando v é múltiplo de alguma função u1 > 0 (cf. Anane-[2]).
De (2.10) e (2.12) segue que N (v) ≥ 0, ∀ v ∈ W 1,p

0 (Ω). De fato, o caso em que v = 0, a
prova é imediata. Agora, se v ∈ W 1,p

0 (Ω)\{0}, temos

∫

Ω

α(x)|v|p ≤
∫

Ω

λ1|v|p ≤
∫

Ω

‖v‖p
1,p

‖v‖p
0,p

|v|p =
‖v‖p

1,p

‖v‖p
0,p

∫

Ω

|v|p = ‖v‖p
1,p.

Dáı, N (v) = ‖v‖p
1,p−

∫

Ω

α(x)|v|p ≥ 0. Supondo, por contradição, que exista uma seqüência

(vn) em W 1,p
0 (Ω) com ‖vn‖1,p = 1 e N (vn) → 0, podemos encontrar uma subseqüência

de (vn), ainda denotada por (vn), e algum v0 ∈ W 1,p
0 (Ω) tais que vn ⇀ v0 em W 1,p

0 (Ω)
(Teorema 0.7) e vn → v0 em Lp(Ω) (Teorema 0.2). O funcional I : W 1,p

0 (Ω) → R dado
por

I(v) =

∫

Ω

α(x)|v|p

é cont́ınuo em Lp(Ω) e fracamente cont́ınuo em W 1,p
0 (Ω). De fato, seja a seqüência (vn)

tal que vn ⇀ v em W 1,p
0 (Ω), então vn → v em Lp(Ω). Dáı, |vn− v| → 0. Mas, |vn| − |v| ≤

|vn − v|, donde |vn| → |v|, ou seja, |vn|p → |v|p. Logo, se vn ⇀ v em W 1,p
0 (Ω), então

I(vn)− I(v) =

∫

Ω

α(x)(|vn|p − |v|p) → 0

e as afirmações sobre I são verdadeiras. Pela semicontinuidade inferior fraca de N em
W 1,p

0 (Ω), inferimos

0 ≤ ‖v0‖p
1,p −

∫

Ω

α(x)|v0|p ≤ lim inf
n→∞

N (vn) = 0
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e assim, ‖v0‖p
1,p =

∫
Ω

α(x)|v0|p. Mas, N (vn) → 1− ∫
Ω

α(x)|v0|p; logo

‖v0‖p
1,p =

∫

Ω

α(x)|v0|p = 1,

que implica v0 6= 0. Então, por (2.12) e (2.10) temos

λ1‖v0‖p
0,p ≤ ‖v0‖p

1,p =

∫

Ω

α(x)|v0|p ≤ λ1‖v0‖p
0,p. (2.13)

Dáı, como ‖v0‖p
1,p = 1, temos λ1‖v0‖p

0,p ≤ 1 ≤ λ1‖v0‖p
0,p, o que implica λ1‖v0‖p

0,p = 1 =
‖v0‖p

1,p , donde λ1 = ‖v0‖p
1,p/‖v0‖p

0,p. Dáı resulta que v0 é um múltiplo não-nulo de u1.
Conseqüentemente, |v0(x)| > 0 q.t.p. em Ω. Denotemos Ω1 := {x ∈ Ω : α(x) < λ1}.
Desde que |Ω1| > 0 (por hipótese), obtemos

∫

Ω

α(x)|v0|p =

∫

Ω1

α(x)|v0|p +

∫

Ω\Ω1

α(x)|v0|p < λ1‖v0‖p
0,p,

que contradiz (2.13). Assim, (2.11) está provado.
Seja v ∈ W 1,p

0 (Ω) qualquer. Naturalmente, a norma de v1 := v/‖v‖1,p é unitá-
ria. E assim, usando (2.11), temos ‖v1‖p

1,p −
∫

Ω
α(x)|v1|p ≥ ε0. Dáı, ‖v/‖v‖1,p‖p

1,p −∫
Ω

α(x) |v/‖v‖1,p|p ≥ ε0, que implica 1 − (1/‖v‖p
1,p)

∫
Ω

α(x)|v|p ≥ ε0, resultando em

‖v‖p
1,p −

∫
Ω

α(x)|v|p ≥ ε0‖v‖p
1,p. Como o v ∈ W 1,p

0 (Ω) foi tomado arbitrariamente, con-
clúımos que

‖v‖p
1,p −

∫

Ω

α(x)|v|p ≥ ε0‖v‖p
1,p, ∀ v ∈ W 1,p

0 (Ω). (2.14)

Seja ε > 0 tal que ε < λ1ε0. Por (2.10) existe Rε > 0 tal que se |s| > Rε temos
pF (x, s)/|s|p ≤ α(x)+ε, que implica F (x, s) ≤ ((α(x)+ε)/p)|s|p. E se |s| ≤ Rε, então, pela
Proposição 2.3(i), existe uma constante K = Kε tal que F (x, s) ≤ C1R

q
ε+c(x) = K+c(x).

Portanto,

F (x, s) ≤ α(x) + ε

p
|s|p + K + c(x) para x ∈ Ω, s ∈ R. (2.15)

Por (2.15), vem

F(v) =
1

p
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

F (x, v) ≥ 1

p
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

α(x) + ε

p
|v|p −

∫

Ω

(K + c(x))

=
1

p

(
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

α(x)|v|p
)
− ε

p

∫

Ω

|v|p −
(

K|Ω|+
∫

Ω

c(x)

)

=
1

p

(
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

α(x)|v|p − ε

∫

Ω

|v|p
)
−K1.

Por (2.14), temos

F(v) ≥ 1

p

(
ε0‖v‖p

1,p − ε‖v‖p
0,p

)−K1.

Agora, por (2.12) estimamos F como segue

F(v) ≥ 1

p

(
ε0‖v‖p

1,p −
ε

λ1

‖v‖p
1,p

)
−K1 =

λ1ε0 − ε

pλ1

‖v‖p
1,p −K1 → +∞

quando ‖v‖1,p → +∞.
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Observação 2.5 (i) Se em (2.4) a função b está em L∞(Ω), podemos verificar que se
q ∈ (1, p), então (2.10) vale com α ≡ 0; e assim, o Problema (2.1) tem solução.
Mas, como já temos observado (veja Observação 2.2), se b ∈ L∞(Ω) e apenas (2.10)
é exigido, então a limitação do conjunto de soluções (como no Teorema 2.5) não é
estabelecida.

(ii) A idéia da prova do Teorema 2.7 é adequada para provar a existência para variantes
multivalentes do Problema (2.1).

2.4 Existência de Solução Usando o Teorema do Passo

da Montanha

Nesta seção, ainda supomos que a função de Carathéodory f : Ω × R → R satisfaz a
condição de crescimento (2.4).

Aqui, formulamos condições suplementares sobre f que asseguram a existência de
pontos cŕıticos não triviais para o funcional de classe C1 definido por F : W 1,p

0 → R.
Notemos que a existência de pontos cŕıticos não triviais de F significa que o problema

de Dirichlet (2.1) tem soluções fracas não triviais.
A principal ferramenta nesta direção é o bem conhecido Teorema do Passo da Mon-

tanha de Ambrosetti e Rabinowitz-[28], o qual apresentamos aqui para tornar o trabalho
mais completo.

Teorema 2.3 ([28], Teorema 2.2) Seja X um espaço de Banach real e I ∈ C1(X,R)
satisfazendo a condição de Palais-Smale (PS). Suponhamos I(0) = 0 e

I1) existem constantes ρ, α > 0 tais que I|‖x‖=ρ ≥ α;
I2) existe um elemento e ∈ X, ‖e‖ > ρ tal que I(e) ≤ 0.

Então I possui um valor cŕıtico c ≥ α. Além disso, c pode ser caracterizado como

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u) (2.16)

onde
Γ = {g ∈ C([0, 1], X) : g(0) = 0, g(1) = e}.

Notemos que cada ponto cŕıtico u no ńıvel c definido em (2.16) (I ′(u) = 0, I(u) = c)
é não trivial. Conseqüentemente, se as hipóteses do Teorema 2.3 são satisfeitas com
X = W 1,p

0 (Ω) e I = F , então a existência de soluções não triviais para o Problema (2.1)
é assegurada.

Primeiramente, lidamos com a condição de compacidade (PS) para F . Lembremos
que F satisfaz a condição (PS) se qualquer seqüência (un) ⊂ W 1,p

0 (Ω) para a qual F(un)
é limitada e F ′(un) → 0 quando n →∞, possui uma subseqüência convergente.

Lema 2.1 Se (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) é limitada e F ′(un) → 0 quando n → ∞, então (un) tem

uma subseqüência convergente.

Prova. Pelo Teorema 0.7 podemos extrair uma subseqüência (unk
) de (un), fracamente

convergente para algum u ∈ W 1,p
0 (Ω). Como F ′(unk

) → 0, inferimos

〈F ′(unk
), unk

− u〉 = 〈−∆punk
−Nf (unk

), unk
− u〉 → 0. (2.17)
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Desde que unk
⇀ u em W 1,p

0 (Ω), pela imersão compacta W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), obtemos

unk
→ u em Lq(Ω). Então, como (Nf (unk

)) é limitado em Lq′(Ω), temos que 〈Nf (unk
), unk

−
u〉 → 0, pois |〈Nf (unk

), unk
− u〉| ≤ ‖Nf (unk

)‖0,q′‖unk
− u‖0,q. De (2.17) obtemos

〈−∆punk
, unk

− u〉 → 0 que, juntamente com o Teorema 1.10 mostra que unk
→ u em

W 1,p
0 (Ω).

Agora, estabelecemos a condição (PS).

Teorema 2.4 Se existem θ > p e s0 > 0 tais que

θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0, (2.18)

então F satisfaz a condição (PS).

Prova. Pelo Lema 2.1, é suficiente mostrarmos que toda seqüência (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) para

a qual (F(un)) é limitada e F ′(un) → 0, é limitada.
Seja d ∈ R tal que F(un) ≤ d para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N, denotemos

Ωn = {x ∈ Ω ; |un(x)| ≥ s0}, Ω′
n = Ω\Ωn.

Temos, então
1

p
‖un‖p

1,p −
(∫

Ωn

F (x, un) +

∫

Ω′n

F (x, un)

)
≤ d. (2.19)

Prosseguimos obtendo estimativas para a integral em (2.19), independentes de n. Seja
n ∈ N escolhido arbitrariamente. Se x ∈ Ω′

n, então |un(x)| < s0 e pela Proposição 2.3(i),
segue-se

F (x, un) ≤ C1|un(x)|q + c(x) ≤ C1s
q
0 + c(x).

Dáı, ∫

Ω′n

F (x, un) ≤
∫

Ω′n

C1s
q
0 +

∫

Ω′n

c(x) ≤ C1s
q
0|Ω|+

∫

Ω

c(x).

Portanto, ∫

Ω′n

F (x, un) ≤ C1s
q
0|Ω|+

∫

Ω

c(x) = K1. (2.20)

Se x ∈ Ωn, então |un(x)| ≥ s0 e por (2.18) vale

F (x, un) ≤ 1

θ
f(x, un(x))un(x),

que nos dá

∫

Ωn

F (x, un) ≤
∫

Ωn

1

θ
f(x, un)un =

1

θ

(∫

Ω

f(x, un)un −
∫

Ω′n

f(x, un)un

)
. (2.21)

Pela condição de crescimento (2.4), deduzimos

∣∣∣∣
∫

Ω′n

f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω′n

(C|un|q + b(x)|un|) ≤ Csq
0|Ω|+ s0

∫

Ω

b(x) = K2
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que implica

−1

θ

∫

Ω′n

f(x, un)un ≤ K2

θ
. (2.22)

Finalmente, de (2.19), (2.20), (2.21), (2.22), e somando e subtraindo

∫

Ω′n

F (x, un)

depois da primeira desigualdade, obtemos

1

p
‖un‖p

1,p −
1

θ

∫

Ω

f(x, un)un ≤ 1

p
‖un‖p

1,p −
∫

Ωn

F (x, un)− 1

θ

∫

Ω′n

f(x, un)un

≤ d + K1 +
K2

θ
= K;

isto é,
1

p
‖un‖p

1,p −
1

θ
〈Nf (un), un〉 ≤ K. (2.23)

Por outro lado, como F ′(un) → 0 quando n →∞, existe n0 ∈ N tal que |〈F ′(un), un〉| ≤
‖un‖1,p para n ≥ n0. Conseqüentemente, para todo n ≥ n0, temos

|〈−∆pun, un〉 − 〈Nf (un), un〉| ≤ ‖un‖1,p ou |‖un‖p
1,p − 〈Nf (un), un〉| ≤ ‖un‖1,p

que implica ‖un‖p
1,p − 〈Nf (un), un〉 ≥ −‖un‖1,p. Dáı,

−1

θ
‖un‖p

1,p −
1

θ
‖un‖1,p ≤ −1

θ
〈Nf (un), un〉. (2.24)

Agora, de (2.23) e (2.24) resulta

(
1

p
− 1

θ

)
‖un‖p

1,p −
1

θ
‖un‖1,p ≤ 1

p
‖un‖p

1,p −
1

θ
〈Nf (un), un〉 ≤ K

e levando em conta que θ > p, conclúımos que (un) é limitada.

Observação 2.6 Vale a pena notarmos que (2.18) estende a bem conhecida condição:
existem θ > 2 e s0 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0,

que foi primeiramente formulada por Ambrosetti e Rabinowitz como uma condição sufi-
ciente para garantir que F satisfaça (PS) no caso particular p = 2.

Agora, vendo (I2) no Teorema 2.3, o próximo passo é obtermos condições suficientes
para F ser ilimitada por baixo em W 1,p

0 (Ω).

Lema 2.2 O funcional F tem as propriedades:

(i) F(0) = 0

(ii) F aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.
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Prova. (i) Pela definição da F .

(ii) Como F ′(u) = −∆pu−Nf (u) é claro que

‖F ′(u)‖∗ ≤ ‖ −∆pu‖∗ + ‖Nf (u)‖∗
para todo u ∈ W 1,p

0 (Ω). Agora, pela última imersão do diagrama

W 1,p
0 (Ω)

Id
↪→ Lq(Ω)

Nf→ Lq′(Ω)
I∗d
↪→ W−1,p′(Ω),

temos
‖ −∆pu‖∗ + ‖Nf (u)‖∗ ≤ ‖u‖p−1

1,p + K‖Nf (u)‖0,q′

Além disso, pela imersão (compacta) W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) e em virtude do fato que Nf aplica

conjuntos limitados de Lq(Ω) em conjuntos limitados de Lq′(Ω), conclúımos que F ′ aplica
conjuntos limitados de W 1,p

0 (Ω) em conjuntos limitados de W−1,p′(Ω). Seja v ∈ W 1,p
0 (Ω)

escolhido arbitrariamente. Aplicando o teorema do valor médio, temos

|F(v)| = |F(v)−F(0)| = |〈F ′(ξv), v〉| ≤ ‖F ′(ξv)‖∗‖v‖1,p

com ξ ∈ (0, 1). Então (ii) segue da conclusão acima sobre F ′.

Observação 2.7 Na realidade, (ii) no Lema 2.2 é uma conseqüência da condição de
crescimento (2.4) e do fato que ‖ −∆pu‖∗ = ‖u‖p−1

1,p .

Observação 2.8 Suponhamos F ilimitado por baixo. Então, para todo ρ > 0 existe um
elemento e ∈ W 1,p

0 (Ω) com ‖e‖1,p ≥ ρ, tal que F(e) ≤ 0. Realmente, suponhamos, por
contradição, que exista algum ρ > 0 tal que para u ∈ W 1,p

0 (Ω) com ‖u‖1,p ≥ ρ, valha
F > 0. Então pelo Lema 2.2(ii), o conjunto {F(u) : ‖u‖1,p < ρ} é limitado. Resulta que
F é limitado por baixo, que é uma contradição.

Para que o funcional F seja ilimitado por baixo, são suficientes as condições dadas no

Teorema 2.5 Suponhamos que ocorra uma das alternativas:

(i) existem números θ > p e s1 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, s ≥ s1, (2.25)

ou

(ii) existem números θ > ρ e s1 < 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, s ≤ s1, (2.26)

então F é ilimitado por baixo.
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Prova. Vamos provar a suficiência da condição (i) (um argumento similar mostra que (ii)
vale). Mais precisamente, mostraremos que se u ∈ W 1,p

0 (Ω), u > 0 é tal que |M1(u)| > 0,
com M1(u) = {x ∈ Ω : u(x) ≥ s1}, então F(λu) → −∞ quando λ →∞.

Primeiramente, para λ ≥ 1, denotemos Mλ(u) = {x ∈ Ω : λu(x) ≥ s1} e observemos
que M1(u) ⊂ Mλ(u), e dáı |Mλ(u)| > 0. Por outro lado, existe uma função γ ∈ L1(Ω), γ >
0 tal que

F (x, s) ≥ γ(x)sθ para x ∈ Ω, s ≥ s1. (2.27)

Realmente, para x ∈ Ω e τ ≥ s1, por (2.25) temos

0 < θF (x, τ) ≤ τf(x, τ);

isto é,
θ

τ
≤ f(x, τ)

F (x, τ)
=

F ′
τ (x, τ)

F (x, τ)
.

Integrando de s1 a s obtemos

θ ln

(
s

s1

)θ

≤ ln F (x, s)− ln F (x, s1),

que implica (
s

s1

)θ

≤ F (x, s)

F (x, s1)
.

Ou seja,

F (x, s) ≥ F (x, s1)

sθ
1

sθ;

dáı,

F (x, s) ≥ γ(x)sθ, com γ(x) =
F (x, s1)

sθ
1

> 0.

Agora, seja λ ≥ 1. Claramente,

F(λu) =
λp

p
‖u‖p

1,p −
(∫

Mλ(u)

F (x, λu) +

∫

Ω\Mλ(u)

F (x, λu)

)
. (2.28)

Se x ∈ Mλ(u) então λu(x) ≥ s1, e por (2.27) temos F (x, λu(x)) ≥ γ(x)λθuθ. Portanto,
∫

Mλ(u)

F (x, λu) ≥ λθ

∫

Mλ(u)

γ(x)uθ ≥ λθ

∫

M1(u)

γ(x)uθλθK1(u), (2.29)

com K1(u) > 0. Se x ∈ Ω\Mλ(u) então λu(x) < s1, e em virtude da Proposição 2.3(i),
obtemos |F (x, λu(x))| ≤ C1λ

quq ≤ C1s
q
1 + c(x). Portanto,

∣∣∣∣
∫

Ω\Mλ(u)

F (x, λu)

∣∣∣∣ ≤ C1s
q
1|Ω|+

∫

Ω

c(x) = K2. (2.30)

De (2.28), (2.29) e (2.30), respectivamente, resulta

F(λu) =
λp

p
‖u‖p

1,p −
∫

Mλ(u)

F (x, λu)−
∫

Ω\Mλ(u)

F (x, λu)

≤ λp

p
‖u‖p

1,p − λθK1(u)−
∫

Ω\Mλ(u)

F (x, λu)

≤ λp

p
‖u‖p

1,p − λθK1(u) + K2 → −∞ quando λ →∞
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já que θ > p, e a prova está completa.

Com respeito a condição (I1) no Teorema 2.3, temos o seguinte

Teorema 2.6 Suponhamos que a função de Carathéodory f : Ω× R→ R satisfaça:

(i) existe q ∈ (1, p∗) tal que

|f(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R,

onde C é uma constante não negativa;

(ii)

lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p−2s
< λ1 uniformemente com x ∈ Ω

onde λ1 é o primeiro autovalor de −∆p em W 1,p
0 (Ω).

Então existem constantes ρ, α > 0 tais que F|‖u‖1,p=ρ ≥ α.

Prova. Consideremos a função h : Ω → R dada por

h(x) = lim sup
s→0

f(x, s)/(|s|p−2s).

Por (ii) podemos encontrar µ ∈ (0, λ1) tal que h(x) < µ uniformemente com x ∈ Ω.
Portanto, existe algum δµ > 0 tal que

f(x, s)

|s|p−2s
≤ µ para x ∈ Ω, 0 < |s| < δµ,

ou
f(x, s) ≤ µsp−1 para x ∈ Ω, s ∈ (0, δµ), (2.31)

−µ|s|p−1 ≤ f(x, s) para x ∈ Ω, s ∈ (−δµ, 0) (2.32)

Observemos que a função de Carathéodory f satisfaz f(x, 0) = 0 para x ∈ Ω. De
fato, de f ser cont́ınua no segundo argumento, vem lims→0 f(x, s) = f(x, 0). Por outro
lado, lims→0 f(x, s) = lims→0 f(x, s)/(|s|p−2s) lims→0 |s|p−2s = 0. Donde f(x, 0) = 0.

De (2.31), (2.32) e pela definição da F, vem

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, τ)dτ ≤
∫ s

0

µτ p−1dτ =
µ

p
|s|p, s ∈ (0, δµ),

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, τ)dτ = −
∫ 0

s

f(x, τ)dτ ≤
∫ 0

s

µ|τ |p−1dτ =
µ

p
|s|p, s ∈ (−δµ, 0).

Portanto,

F (x, s) ≤ µ

p
|s|p, para x ∈ Ω, |s| < δµ. (2.33)

Levando em conta (i), é fácil ver que F satisfaz

|F (x, s)| ≤ C1 (|s|q + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R, (2.34)
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com C1 constante não negativa. De fato,

|F (x, s)| =

∣∣∣∣
∫ s

0

f(x, τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
∫ |s|

0

C
(
sq−1 + 1

) C

q
|s|q + C|s|+ K1.

Pela desigualdade de Young, temos

C

q
|s|q + C|s|+ K1 ≤ C

q
|s|q +

1

q
|s|q +

q − 1

q
C

q
q−1 + K1 =

C + 1

q
|s|q + K2.

Portanto, |F (x, s)| ≤ C1 (|s|q + 1) , onde C1 ≥ max{(C + 1)/q, K2}. Escolhamos
q1 ∈ (max{p, q}, p∗) . Por (2.34) existe uma constante C2 ≥ 0 tal que

|F (x, s)| ≤ C2|s|q1 para x ∈ Ω, |s| ≥ δµ. (2.35)

Com efeito, se δµ ≥ 1, ou seja, |s| ≥ 1, temos

|F (x, s)| ≤ C1(|s|q + 1) ≤ C1(|s|q1 + 1) ≤ C2|s|q1 .

Se 0 < δµ ≤ |s| < 1, resulta

|F (x, s)| ≤ C1|s|q + C1 < 2C1 ≤ C2|s|q1 .

De (2.33) e (2.35), temos

F (x, s) ≤ µ

p
|s|p + C2|s|q1 para x ∈ Ω, s ∈ R. (2.36)

Pela estimativa (2.36), resulta

F(u) =
1

p
‖u‖p

1,p −
∫

Ω

F (x, u) ≥ 1

p
‖u‖p

1,p −
µ

p

∫

Ω

|u|p − C2

∫

Ω

|u|q1 .

Da imersão W 1,p
0 ↪→ Lq1(Ω), vem

F(u) ≥ 1

p
‖u‖p

1,p −
µ

p
‖u‖p

0,p − C3‖u‖q1

1,p

= ‖u‖p
1,p

[
1

p

(
1− µ

‖u‖p
0,p

‖u‖p
1,p

)
− C3‖u‖q1−p

1,p

]
.

Agora, pela caracterização variacional do primeiro autovalor λ1 (ver (2.12)), temos

F(u) ≥ ‖u‖p
1,p

[
1

p

(
1− µ

λ1

)
− C3‖u‖q1−p

1,p

]
≥ α > 0,

quando ‖u‖1,p = ρ é suficientemente pequeno.

O lema seguinte será necessário para obtermos alguma caracteŕıstica da solução não
trivial do Problema 2.1.

Lema 2.3 (i) Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) é uma solução do Problema (2.1) com f(x, s) ≥ 0 para

x ∈ Ω e s ≤ 0, então u ≥ 0.
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(ii) Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) é uma solução do Problema (2.1) com f(x, s) ≤ 0 para x ∈ Ω e

s ≥ 0, então u ≤ 0.

Prova. Vamos provar (i) (um argumento análogo prova (ii)). Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) uma

solução do Problema (2.1) e denotemos Ω− = {x ∈ Ω : u(x) < 0}. Definamos u− =
max{−u, 0}. Pela Proposição A.1, u− ∈ W 1,p

0 (Ω), e

∇u− =

{ −∇u em Ω−,
0 em Ω\Ω−.

De ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇u− =

∫

Ω

f(x, u)u−

obtemos

−
∫

Ω−
|∇u|p = −

∫

Ω−
f(x, u)u ≥ 0.

Assim, ∇u = 0 q.t.p. em Ω−; conseqüentemente ∇u− = 0 q.t.p. em Ω. Portanto,
‖u−‖1,p = 0, donde u− = 0 q.t.p. em Ω. Conclúımos que |Ω−| = 0, isto é, u ≥ 0 q.t.p. em
Ω.

A esta altura, estamos em posição de provar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.7 Suponhamos que a função de Carathéodory f : Ω× R→ R satisfaça:

(i) existe q ∈ (1, p∗) tal que

|f(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R,

onde C é uma constante não negativa;

(ii)

lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p−2s
< λ1 uniformente com x ∈ Ω

onde λ1 é o primeiro autovalor de −∆p em W 1,p
0 (Ω);

(iii) existem constantes θ > p e s0 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0.

Então o Problema (2.1) tem soluções não triviais u− ≤ 0 ≤ u+.

Prova. Provaremos que o Problema (2.1) tem uma solução não trivial u+ ≥ 0 (com
argumentos semelhantes prova-se a existência de u−). Definamos f+ : Ω × R → R por
f+(x, s) = f (x, (s + |s|)/2) , isto é,

f+(x, s) =

{
0, se s ≤ 0,

f(x, s), se s > 0,

e seja F+ : Ω×R→ R definida por F+(x, s) =
∫ s

0
f+(x, τ)dτ. Vejamos, inicialmente, que:
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1. a função f+ é de Carathéodory e satisfaz

|f+(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R;

2. lim sup
s→0

f+(x, s)

|s|p−2s
< λ1 uniformemente com x ∈ Ω;

3. θF+(x, s) ≤ sf+(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0;

4. 0 < θF+(x, s) ≤ sf+(x, s) para x ∈ Ω, s ≥ s0.

Prova de 1. Como f+(x, s) = f (x, (s + |s|)/2) , temos f+ de Carathéodory, já que f
o é. Além disso,

|f+(x, s)| =
{

0 ≤ C (|s|q−1 + 1) se s ≤ 0,
|f(x, s)| ≤ C (|s|q−1 + 1) se s > 0, por (i).

Prova de 2. Temos

lim sup
s→0

f+(x, s)

|s|p−2s
= max

{
lim sup

s↗0

f+(x, s)

|s|p−2s
, lim sup

s↘0

f+(x, s)

|s|p−2s

}

= max

{
0, lim sup

s↘0

f+(x, s)

|s|p−2s

}
< λ1 uniformemente com x ∈ Ω.

Prova de 3. Ora,

F+(x, s) =

∫ s

0

f+(x, τ)dτ =

{
0, se s ≤ 0,∫ s

0
f(x, τ)dτ = F (x, s), se s > 0

.

Dáı,

θF+(x, s) =

{
0 ≤ sf+(x, s) = 0, se s ≤ 0,

θF (x, s) ≤ sf(x, s) = sf+(x, s), se s > 0.

Prova de 4. De (3) temos θF+(x, s) ≤ sf+(x, s) se s > 0; em particular, se |s| ≥ s0 >0.
Como F+(x, s) = F (x, s) se s > 0, temos que (iii) prova (4).

De 1 - 4, inferimos que o funcional F+ : W 1,p
0 (Ω) → R de classe C1 dado por F+(u) =

(1/p)‖u‖p
1,p −

∫
Ω

F+(x, u) tem um ponto cŕıtico não trivial u+ ∈ W 1,p
0 (Ω). Para ver isto,

aplicamos o Teorema 2.3 com I = F+. Para este fim, antes de tudo, deve ser observado
que, tendo em vista 1, os resultados concernentes a F permanecem válidos para F+, com
f+ no lugar de f.

Claramente F+(0) = 0.
Por 1, 2 e pelo Teorema 2.6, existem constantes α, ρ > 0 tais que F+|‖u‖1,p=ρ ≥ α.
Além disso, por 4, pelo Teorema 2.5(i) e pelo Lema 2.2(ii) (veja também a Observação

2.8), existe um elemento e ∈ W 1,p
0 (Ω) com ‖e‖1,p ≥ ρ tal que F+(e) ≤ 0.

Finalmente, por 3 e pelo Teorema 2.4, F+ satisfaz a condição (PS). O ponto cŕıtico
não trivial u+ ∈ W 1,p

0 (Ω), cuja existência é assegurada pelo Teorema 2.3, satisfaz

∫

Ω

|∇u+|p−2∇u+∇v =

∫

Ω

f+(x, u+)v, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω). (2.37)
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Como f+(x, s) = 0 para x ∈ Ω, s ≤ 0, o Lema 2.3(i) mostra que u+ ≥ 0. Agora, pela
definição de f+, (2.37) torna-se

∫

Ω

|∇u+|p−2∇u+∇v =

∫

Ω

f(x, u+)v, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω),

que completa a prova.

Observação 2.9 O Teorema 2.7 foi originalmente estabelecido por Ambrosetti e Rabi-
nowitz, no caso p = 2. Depois, seus resultados tornaram-se freqüentemente citados como
um resultado t́ıpico de existência para problemas de Dirichlet não triviais com o membro
do lado direito tendo um crescimento superlinear (ver, por exemplo, o Corolário 2.23 em
Rabinowitz-[28], o Teorema 6.9 em Djairo-[15], o Teorema 6.2 em Struwe-[30]).

Neste contexto, o Teorema 2.7 pode ser visto como um modelo de resultado de existên-
cia para problemas de Dirichlet com o p-laplaciano tendo o segundo membro uma função
com crescimento mais rápido do que a potência “p− 1”, a condição (iii) implicando

lim
|s|→∞

f(x, s)

|s|p−2s
= +∞. (2.38)

Além disso, (2.38) mostra que a generalidade do Teorema 2.7 não é perdida se em (i) q
está em (p, p∗) ao invés de (1, p∗).

Por outro lado, um racioćınio semelhante aquele da prova do Teorema 2.5 mostra que
as condições (iii) e (i) no Teorema 2.7 implicam a existência de algum γ ∈ L∞(Ω), γ > 0,
tal que F (x, s) ≥ γ(x)|s|θ para x ∈ Ω, e |s| ≥ s0 (ver também a prova da Proposição 2.4
abaixo). Isto mostra que o potencial F cresce mais rápido que |s|p com |s| → ∞. Um
resultado de existência permitindo F crescer mais rápido que |s|p ou mais lento que |s|p
pode ser encontrado em Costa-Magalhaes-[10]

2.5 Multiplicidade de Soluções

Levando em conta os métodos minimax em teoria dos pontos cŕıticos, invocando o
Teorema do Passo da Montanha para provar a existência de soluções não triviais para o
Problema (2.1), é natural indagarmos sobre a multiplicidade de soluções.

Mais precisamente, seguindo o caso particular p = 2, deveria ser esperado que sob as
hipóteses do Teorema 2.7, o fato de f ser ı́mpar fosse suficiente para garantir a existência
de uma seqüência ilimitada de soluções para o Problema (2.1).

Tal resultado concluirá esta seção. Antes, porém, precisamos de dois resultados:

Proposição 2.4 Suponhamos que a função de Carathéodory f : Ω× R→ R satisfaça:

(i) existe q ∈ (1, p∗) tal que

|f(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R,

com C ≥ 0 constante;

(ii) existem números θ > p e s0 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0.
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Então, se X1 é um subespaço de dimensão finita de W 1,p
0 (Ω), o conjunto S = {v ∈ X1 :

F(v) ≥ 0} é limitado em W 1,p
0 (Ω).

Prova. Por (i), F satisfaz

|F (x, s)| ≤ C1 (|s|q + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R, (2.39)

com C1 ≥ 0 constante.
Podemos concluir, de (ii), que existe γ ∈ L∞(Ω), γ > 0 em Ω, tal que

F (x, s) ≥ γ(x)|s|θ para x ∈ Ω, |s| ≥ s0. (2.40)

De fato, como na prova do Teorema 2.5, temos

F (x, s) ≥ γ1(x)sθ para x ∈ Ω, s ≥ s0, (2.41)

onde γ1(x) = F (x, s0)/s
θ
0. Em virtude de (2.39), é óbvio que γ1 ∈ L∞(Ω) e (ii) implica

γ1 > 0 em Ω.
Um racioćınio semelhante mostra que

F (x, s) ≥ γ2(x)|s|θ para x ∈ Ω, s ≤ −s0, (2.42)

onde γ2(x) = F (x,−s0)/s
θ
0. Ainda, γ2 ∈ L∞(Ω) e γ2 > 0 em Ω. Com efeito, para x ∈ Ω e

τ ≤ −s0, por (ii) temos 0 < θF (x, τ) ≤ τf(x, τ). Além disso,

F (x, τ) > 0, e
s

−s0

≥ 1 se s ≤ −s0.

Assim,
θ

τ
≥ f(s, τ)

F (x, τ)
,

ou seja, ∫ −s0

s

θ

τ
dτ ≥

∫ −s0

s

F ′
τ (x, τ)

F (x, τ)
dτ,

que implica ∫ s

−s0

θ

τ
dτ ≤

∫ s

−s0

F ′
τ (x, τ)

F (x, τ)
dτ.

Conforme a prova de (2.27)

θ ln

(
s

−s0

)
≤ ln

F (x, s)

F (x,−s0)
.

Dáı,
sθ

(−s0)θ
≤ F (x, s)

F (x,−s0)
,

e, por fim,

F (x, s) ≥ F (x,−s0)s
θ

(−s0)θ
=

F (x,−s0)

sθ
0

|s|θ = γ2(x)|s|θ.

De (2.39), γ2 ∈ L∞(Ω) e (ii) implica que γ2 > 0 em Ω. Portanto, (2.40) vale com
γ(x) = min{γ1(x), γ2(x)} para x ∈ Ω, como afirmamos.
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Provemos, agora, que F satisfaz

F(v) ≤ 1

p
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

γ(x)|v|θ −K, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω) (2.43)

com K≥0 constante. Seja v, arbitrário, em W 1,p
0 (Ω) e denotemos Ω0 ={x∈Ω: |v(x)|<s0}.

Por (2.39) temos

∫

Ω0

F (x, v) ≥ −C1

∫

Ω0

(|v|q + 1) ≥ −C1

∫

Ω

(sq
0 + 1) = −C1 (sq

0 + 1) |Ω| = K1,

e por (2.40) vale
∫
Ω\Ω0

F (x, v) ≥ ∫
Ω\Ω0

γ(x)|v|θ, pois |v| ≥ s0 em Ω\Ω0. Então

F(v) =
1

p
‖v‖p

1,p −
(∫

Ω0

F (x, v) +

∫

Ω\Ω0

F (x, v)

)

≤ 1

p
‖v‖p

1,p −
∫

Ω\Ω0

γ(x)|v|θ −K1

=
1

p
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

γ(x)|v|θ +

∫

Ω0

γ(x)|v|θ −K1

≤ 1

p
‖v‖p

1,p −
∫

Ω

γ(x)|v|θ + K,

onde K = ‖γ‖0,∞sq
0|Ω| −K1, e (2.43) está provado.

A função ‖ ‖γ : W 1,p
0 (Ω) → R definida por ‖v‖γ =

(∫
Ω

γ(x)|v|θ)1/θ
é uma norma em

W 1,p
0 (Ω). De fato,

‖u + v‖θ
γ =

∫

Ω

γ(x)|u + v|θ ≤
∫

Ω

γ(x)|u||u + v|θ−1 +

∫

Ω

γ(x)|v||u + v|θ−1

=

∫

Ω

γ
θ−1

θ (x)|u + v|θ−1γ
1
θ (x)|u|+

∫

Ω

γ
θ−1

θ (x)|u + v|θ−1γ
1
θ (x)|v|

Dáı, pela desigualdade de Hölder, temos

‖u + v‖θ
γ ≤

(∫

Ω

∣∣∣γ θ−1
θ (x)|u + v|θ−1

∣∣∣
θ

θ−1

) θ−1
θ

(∫

Ω

∣∣∣γ 1
θ (x)|u|

∣∣∣
θ
) 1

θ

+

(∫

Ω

∣∣∣γ θ−1
θ (x)|u + v|θ−1

∣∣∣
θ

θ−1

) θ−1
θ

(∫

Ω

∣∣∣γ 1
θ (x)|v|

∣∣∣
θ
) 1

θ

=

(∫

Ω

γ(x)|u + v|θ
) θ−1

θ
(∫

Ω

γ(x)|u|θ
) 1

θ

+

(∫

Ω

γ(x)|u + v|θ
) θ−1

θ
(∫

Ω

γ(x)|v|θ
) 1

θ

.

Agora, aplicando a definição ‖ ‖γ, obtemos

‖u + v‖θ
γ ≤ ‖u + v‖θ−1

γ ‖u‖γ + ‖u + v‖θ−1
γ ‖v‖γ.
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Donde
‖u + v‖γ ≤ ‖u‖γ + ‖v‖γ.

Os demais axiomas da norma são imediatos.
No subespaço X1 de dimensão finita, as normas ‖ ‖1,p e ‖ ‖γ sendo equivalentes, existe

uma constante K̃ = K̃(X1) > 0 tal que ‖v‖1,p ≤ K̃
(∫

Ω
γ(x)|v|θ)1/θ

para todo v ∈ X1.
Conseqüentemente, por (2.43), em X1 vale:

F(v) ≤ 1

p
K̃p

(∫

Ω

γ(x)|v|θ
) p

θ

−
∫

Ω

γ(x)|v|θ −K =
1

p
K̃p‖v‖p

γ − ‖v‖θ
γ −K.

Portanto (1/p)K̃p‖v‖p
γ −‖v‖θ

γ −K ≥ 0 para v ∈ S; e levando em consideração que θ > p,
conclúımos que S é limitado.

O segundo resultado de que necessitamos é a versão simétrica Z2 do Teorema do Passo
da Montanha.

Teorema 2.8 ([28], Teorema 9.12) Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita
e seja I ∈ C1(X,R) par, satisfazendo (PS), e I(0) = 0. Se:
I1) existem constantes ρ, α > 0 tais que I|‖x‖=ρ ≥ α;
I ′2) para cada subespaço de dimensão finita X1 de X o conjunto {x ∈ X1 : I(x) ≥ 0} é
limitado,
então I possui uma seqüência ilimitada de valores cŕıticos.

Agora podemos estabelecer o

Teorema 2.9 Suponhamos que a função de Carathéodory f : Ω× R→ R seja ı́mpar no
segundo argumento: f(x, s) = −f(x,−s). Se as condições (i), (ii), (iii) do Teorema 2.7
são satisfeitas, isto é,

(i) existe q ∈ (1, p∗) tal que

|f(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R,

com C ≥ 0 constante;

(ii)

lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p−2s
< λ1 uniformente com x ∈ Ω

onde λ1 é o primeiro autovalor de −∆p em W 1,p
0 (Ω);

(iii) existem constantes θ > p e s0 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0,

então o Problema (2.1) tem uma seqüência ilimitada de soluções.
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Prova. A função f sendo ı́mpar, o funcional F é par. É óbvio que F(0) = 0.
De (iii), pelo Teorema 2.4, F satisfaz a condição (PS).
Por (i), (ii) e pelo Teorema 2.6, existem constantes α, ρ > 0 tais que F|‖u‖1,p=ρ ≥ α.
A Proposição 2.4, (i) e (iii) mostram que o conjunto {v ∈ X1 : F(u) ≥ 0} é limitado

em W 1,p
0 (Ω), sempre que X1 for um subespaço de dimensão finita de W 1,p

0 (Ω). Aplicando
o Teorema 2.8 com X = W 1,p

0 (Ω) e I = F vemos que F possui uma seqüência ilimitada de
valores cŕıticos. Pelo Lema 2.2(ii), F possui uma seqüência ilimitada de pontos cŕıticos.
Ou seja, o Problema (2.1) tem uma seqüência ilimitada de soluções.

Observação 2.10 Na Proposição 2.4, pela condição (ii), o expoente q na condição de
crescimento (i) deve estar no intervalo (p, p∗) (veja a Observação 2.9). Portanto, como
no caso do Teorema 2.7, a generalidade do Teorema 2.9 não é perdida se q em (i) for
requerido está no intervalo (p, p∗) ao invés de (1, p∗).

Observação 2.11 No caso particular p = 2 a hipótese de simetria de f permite remover
a condição (ii) no Teorema 2.9 (veja, por exemplo, o Teorema 9.38 em Rabinowitz-[28],
o Teorema 6.6 em Struwe-[30]).
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Caṕıtulo 3

O Problema de Neumann

Nosso objetivo neste caṕıtulo é obtermos a existência de resultados para o problema
de Neumann

−∆pu + |u|p−2u = f(x, u) em Ω (3.1)

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= 0 sobre ∂Ω. (3.2)

Aqui Ω é um domı́nio limitado, com fronteira suave, em RN , N ≥ 2, 1 < p < ∞,
f : Ω × R → R é uma função de Carathéodory que satisfaz algumas condições especiais
de crescimento e ∂u/∂n = ∇u · n.

Justifiquemos, primeiro, o uso da condição de froteira (3.2), principalmente no caso
em que p 6= 2. Notemos que para p = 2, esta condição torna-se

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0

Por um lado, a usamos porque ela aparece em vários fenômenos f́ısicos (por exemplo,
(Pg), - ver Introdução ). Por outro lado, podemos introduzir o operador −∆p sobre
W 1,p(Ω) com uma definição naturalmente ligada ao Problema (3.1), (3.2). Consideremos
D ⊂ W 1,p(Ω) definido por

D = {u ∈ W 1,p(Ω) : div
(|∇u|p−2∇u

) ∈ Lp′}, onde
1

p
+

1

p′
= 1.

Então, para cada u ∈ D podemos falar (ver, por exemplo, Pelissier-[26], Lema 1.2,
Caṕıtulo I) em |∇u|p−2∂u/∂n

∣∣
∂Ω

; e |∇u|p−2∂u/∂n
∣∣
∂Ω
∈ W−1/p′,p′(∂Ω) =

(
W 1−1/p,p(∂Ω)

)∗
é definido por

〈
|∇u|p−2 ∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

, v|∂Ω

〉
=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v +

∫

Ω

div
(|∇u|p−2∇u

)
v, (3.3)

para todo v ∈ W 1,p(Ω). Se, além disso, a condição (3.2) é satisfeita, então
∫

Ω

−div
(|∇u|p−2∇u

)
v =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v para v ∈ W 1,p(Ω). (3.4)

Portanto, se u ∈ W 1,p(Ω), |∇u|p−2∂u/∂n
∣∣
∂Ω

= 0 e div (|∇u|p−2∇u) ∈ Lp′(Ω), então
∫

Ω

−div
(|∇u|p−2∇u

)
v =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v para v ∈ W 1,p(Ω).
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Definimos sobre W 1,p(Ω) uma norma equivalente à norma usual deste espaço, pondo

|||u|||p1,p = ‖|∇u|‖p
0,p + ‖u‖p

0,p =

∫

Ω

|∇u|p +

∫

Ω

|u|p para u ∈ W 1,p(Ω)

e provamos que o espaço (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é separável, reflexivo e uniformemente convexo.
Inspirado em (3.4), definimos o operador

−∆p :
(
W 1,p(Ω), ||| · |||1,p

) → (
W 1,p(Ω), ||| · |||1,p

)∗

por

〈−∆pu, v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v para u, v ∈ W 1,p(Ω). (3.5)

Provamos que para cada u ∈ W 1,p(Ω)

−∆pu ∈
(
W 1,p(Ω), ||| · |||1,p

)∗
.

Mostramos, também, que a aplicação dualidade, correspondente à função de normalização
ϕ(t) = tp−1, no espaço (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é monovalente e

Jϕ(u) = −∆pu + |u|p−2u para u ∈ W 1,p(Ω). (3.6)

Assim, o lado esquerdo da equação (3.1) é a aplicação dualidade sobre (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) ,
correspondendo a ϕ(t) = tp−1. Isto é importante, pois nos possibilita usá-la (a aplicação
dualidade) para o problema de Neumann.

3.1 Alguns Resultados de Análise Não Linear

Para provarmos a existência de solução para este problema, utilizamos os mesmos
métodos empregados no problema com condição de Dirichlet. Para tanto, necessitamos,
inicialmente, de alguns resultados de Análise Não-Linear.

Teorema 3.1 Seja Ω um domı́nio arbitrário em RN , N ≥ 2. Então o funcional
u 7→ |||u|||1,p é uma norma em W 1,p(Ω), equivalente à norma usual ‖ · ‖W 1,p .

Prova. Vamos provar, inicialmente, que a função u 7→ |||u|||1,p é uma norma em W 1,p(Ω).
Para cada u ∈ W 1,p(Ω), temos |||u|||1,p ≥ 0 e

|||u|||1,p = 0 se, e somente se, ‖u‖p
0,p + ‖|∇u|‖p

0,p = 0 se, e somente se, u = 0.

Se u ∈ W 1,p(Ω) e λ ∈ C, então

|||λu|||1,p =

(∫

Ω

|∇(λu)|p +

∫

Ω

|λu|p
) 1

p

= |λ||||u|||1,p .

Sejam u, v ∈ W 1,p(Ω). Pela desigualdade de Minkowski, temos:

|||u + v|||p1,p = ‖u + v‖p
0,p + ‖|∇u +∇v|‖p

0,p

≤ (‖u‖0,p + ‖v‖0,p)
p + (‖|∇u|‖0,p + ‖|∇v|‖0,p)

p.
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Consideremos a = (‖u‖0,p, ‖|∇u|‖0,p), b = (‖v‖0,p, ‖|∇v|‖0,p), a, b ∈ R2 munido da norma p,

isto é, se % = (x, y), então ‖%‖p = (|x|p + |y|p) 1
p . Aplicando a desigualdade de Minkowski,

temos ‖a + b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p. Dáı, temos

|||u + v|||p1,p ≤
[(‖u‖p

0,p + ‖|∇u|‖p
0,p

) 1
p +

(‖v‖0,p + ‖|∇v|‖p
0,p

) 1
p

]p

= (|||u|||1,p + |||v|||1,p)
p

que implica |||u + v|||1,p ≤ |||u|||1,p + |||v|||1,p , e assim, ‖ · ‖ é uma norma em W 1,p(Ω).
Mostremos, agora, a equivalência das normas. Seja u ∈ W 1,p(Ω). Pela desigualdade

de Hölder, temos

N∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

≤ N
1
p′

(
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
2p

) 1
p

≤ K1

(
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p
) 2

p

,

onde K1 = N1/p′ ; ou, equivalentemente,

(
N∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
) p

2

≤ K2

N∑
i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p

,

onde K2 = K
p/2
1 . Integrando esta desigualdade sobre Ω, obtemos

∫

Ω

(
N∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
) p

2

≤ K2

N∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Isto é

‖|∇u|‖p
0,p ≤ K2

N∑
i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

,

que produz

|||u|||p1,p = ‖u‖p
0,p + ‖|∇u|‖p

0,p ≤ ‖u‖p
0,p + K2

N∑
i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

≤ K3

(
‖u‖p

0,p +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

)
= K3‖u‖p

W 1,p ,

onde K3 = max{1, K2}. Conseqüentemente,

|||u|||1,p ≤ K4‖u‖W 1,p , (3.7)

onde K4 = K
1
p

3 > 0 é uma constante independente de u.
Pela desigualdade de Cauchy, temos

(
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p
)2

≤ N

N∑
i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
2p

≤ N

(
N∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
)p

,
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que implica
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p

≤ K5

(
N∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
) p

2

,

com K5 = N1/2. Integrando esta desigualdade sobre Ω, temos

N∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p

≤ K5

∫

Ω

(
N∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
) p

2

,

isto é,
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

≤ K5‖|∇u|‖p
0,p .

Portanto,

‖u‖p
W 1,p = ‖u‖p

0,p +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

0,p

≤ ‖u‖p
0,p + K5‖|∇u|‖p

0,p

≤ K6|||u|||p1,p,

com K6 = max{1, K5}. Conseqüentemente,

‖u‖W 1,p ≤ K7|||u|||1,p , (3.8)

onde K7 = K
1/p
6 é uma constante independente de u.

De (3.7) e (3.8) resulta a equivalência das normas.

Observação 3.1 A equivalência destas normas também resulta da Observação 16 do
Brezis-[7](p.170), no caso particular onde Ω é um domı́nio limitado do RN , com fronteira
suave, usando os teoremas de imersão de Sobolev.

Observação 3.2 Como estas normas são equivalentes, segue que (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é um
espaço de Banach separável, e no caso particular onde Ω é um domı́nio limitado em RN ,
com fronteira suave, a inclusão C1(Ω) ⊂ (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é densa.

Também, a imersão (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) ⊂ (Lq(Ω), ‖ · ‖0,q) , 1 < q < p∗ é compacta,
onde p∗ é o expoente conjugado de Sobolev.

Observação 3.3 Em todas as demonstrações dos resultados seguintes, os detalhes omi-
tidos encontram-se nos resultados análogos para o problema de Dirichlet, já provados.

Como as propriedades geométricas do espaço não são imutáveis, quando mudamos a
norma para uma outra equivalente, damos uma prova direta do seguinte

Teorema 3.2 Seja Ω um domı́nio arbitrário no RN , N ≥ 2. Então o espaço
(W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é uniformemente convexo.
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Prova. Primeiro, provamos o caso em que p ∈ [2,∞). Sejam u, v ∈ W 1,p(Ω) com
|||u|||1,p = |||v|||1,p = 1 e |||u− v|||1,p ≥ ε ∈ (0, 2].

Usando (1.9) temos

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
u + v

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

1,p

+

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
u− v

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

1,p

=

∫

Ω

∣∣∣∣
u + v

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∇
u + v

2

∣∣∣∣
p

+

∫

Ω

∣∣∣∣
u− v

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∇
u− v

2

∣∣∣∣
p

=

∫

Ω

∣∣∣∣
u + v

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
u− v

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∇u +∇v

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∇u−∇v

2

∣∣∣∣
p

≤
∫

Ω

1

2
(|u|p + |v|p) +

1

2
(|∇u|p + |∇v|p)

=
1

2

(|||u|||p1,p + |||v|||p1,p

)
= 1,

que implica ∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
u + v

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

1,p

≤ 1−
(ε

2

)
. (3.9)

Agora, vejamos o caso onde p ∈ (1, 2). Um cálculo direto mostra que se v ∈ W 1,p(Ω),
então |v|p′ , |∇v|p′ ∈ Lp−1(Ω). De fato, se v ∈ W 1,p(Ω), então

∫

Ω

|v|p =

∫

Ω

|v|p′(p−1) =

∫

Ω

∣∣∣|v|p′
∣∣∣
p−1

< ∞,

donde |v|p′ ∈ Lp−1(Ω). A prova de que |∇v|p′ ∈ Lp−1(Ω) encontra-se no Teorema 1.5.

Sejam v1, v2 ∈ W 1,p(Ω). Então
v1 + v2

2
,
v1 − v2

2
∈ W 1,p(Ω) e

∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

,

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′

,

∣∣∣∣∇
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

,

∣∣∣∣∇
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′

∈ Lp−1(Ω), com 0 < p− 1 < 1; e pelo Lema 0.4, temos

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

≥
∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

, (3.10)

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇

v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣∇
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

≥
∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇

v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇

v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

. (3.11)

Ora,

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

+

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

=

=

(∫

Ω

∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∇
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p) p′

p

+

(∫

Ω

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∇
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p) p′

p

=

(∫

Ω

∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
p) 1

p−1

+

(∫

Ω

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∇v1 −∇v2

2

∣∣∣∣
p) 1

p−1

.
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Pela desigualdade de Minkowski, temos
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

+

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

=

≤
{[(∫

Ω

∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p) 1

p−1

+

(∫

Ω

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p) 1

p−1

]p−1

+

+

[(∫

Ω

∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
p) 1

p−1

+

(∫

Ω

∣∣∣∣
∇v1 −∇v2

2

∣∣∣∣
p) 1

p−1

]p−1 } 1
p−1

=

[


∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1




p−1

+

+




∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
∇v1 −∇v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1




p−1 ] 1
p−1

.

Notemos que a desigualdade acima é justificada no Teorema 3.1 (Demonstração). De
(3.10) e (3.11), obtemos

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

+

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

≤
[


∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1




p−1

+




∥∥∥∥∥
∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
∇v1 −∇v2

2

∣∣∣∣
p′
∥∥∥∥∥

0,p−1




p−1 ] 1
p−1

=

[∫

Ω

(∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
p′
)p−1

+

+

∫

Ω

(∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
p′

+

∣∣∣∣
∇v1 −∇v2

2

∣∣∣∣
p′
)p−1 ] 1

p−1

.

Agora, por (1.10), temos

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 + v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

+

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
v1 − v2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

≤
[∫

Ω

1

2
(|v1|p + |v2|p) +

∫

Ω

1

2
(|∇v1|p + |∇v2|p)

] 1
p−1

=

(
1

2
|||v1|||p1,p +

1

2
|||v2|||p1,p

) 1
p−1

.

Para u, v ∈ W 1,p(Ω) com |||v|||1,p = |||v|||1,p = 1 e |||u− v|||1,p ≥ ε, com ε ∈ (0, 2] obtemos
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
u + v

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

1,p

≤ 1−
(ε

2

)p′

. (3.12)

De (3.9) e (3.12), conclúımos que (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é uniformemente convexo.

Observação 3.4 Como (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é uiformemente convexo, do Teorema 0.6 re-
sulta que ele é reflexivo.
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3.2 O Operador p-laplaciano e a Aplicação Dualidade

Agora, introduzimos o operador p-laplaciano no espaço W 1,p(Ω) enfatizando sua cone-
xão com uma aplicação dualidade. No que diz respeito à aplicação dualidade e as proprie-
dades necessárias para resolvermos o problema em apreço, podemos consultar o Caṕıtulo
1. Como foi mostrado no ińıcio deste caṕıtulo, se u ∈ W 1,p(Ω), div (|∇u|p−2∇u) ∈ Lp′(Ω)
e |∇u|p−2∂u/∂n

∣∣
∂Ω

= 0, então

∫

Ω

−div
(|∇u|p−2∇u

)
v =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v, para v ∈ W 1,p(Ω).

Como a integral

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v existe para cada u, v ∈ W 1,p(Ω), podemos definir o

operador −∆p : (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) → (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p)
∗

por

〈−∆pu, v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v, para u, v ∈ W 1,p(Ω).

Observamos que se u∈W 1,p(Ω), então−∆pu∈(W 1,p(Ω), ||| · |||1,p)
∗
. De fato, se u ∈ W 1,p(Ω),

a aplicação
S : W 1,p(Ω) −→ R

v 7−→ 〈−∆pu, v〉
é linear e, como para cada v ∈ W 1,p(Ω), usando a desigualdade de Hölder, temos

|〈−∆pu, v〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|∇u|p−1|∇v| ≤
(∫

Ω

|∇u|p
) 1

p′
(∫

Ω

|∇v|p
) 1

p

≤ |||u|||p−1
1,p |||v|||1,p .

Logo, −∆pu ∈ (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p)
∗
. Seja, agora,

Jϕ :
(
W 1,p(Ω), ||| · |||1,p

) → P (
W 1,p(Ω), ||| · |||1,p

)∗

a aplicação dualidade correspondente à função de normalização ϕ(t) = tp−1. Pelo Teorema
1.1(iii) temos Jϕ(u) = ∂η(u), para u ∈ W 1,p(Ω), onde η : (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) → R, é dado
por

η(u) =

∫ |||u|||1,p

0

ϕ(t)dt =
1

p
|||u|||p1,p =

1

p
‖u‖p

0,p +
1

p
‖∇u‖p

0,p .

Objetivando a monovalência de Jϕ, tendo em vista a Observação 1.1, enunciamos e
provamos o

Teorema 3.3 O funcional η é Gâteaux diferenciável em (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) e η′(u) =
−∆pu + |u|p−2u, para u ∈ W 1,p(Ω).

Prova. A prova deste resultado segue as mesmas linhas do Teorema 1.6. Mesmo assim,
fazemo-la devido às diferenças decorrentes da nova norma. Entretanto, alguns detalhes
foram omitidos, pois eles aparecem naquele teorema.

Consideremos os funcionais

η̃1 : Lp(Ω) → R, η̃1(u) =
1

p
‖u‖p

0,p =
1

p

∫

Ω

|u|p,
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η2 : W 1,p(Ω) → R, η2(u)
1

p
‖∇u‖p

0,p =
1

p

∫

Ω

|∇u|p, e

η1 : W 1,p(Ω) → R, η1 = η̃1|W 1,p(Ω).

O funcional η̃1 é Gâteaux diferenciável em Lp(Ω) e

〈η̃1(u), v〉 = 〈|u|p−1sgnu, v〉, para u, v ∈ Lp(Ω).

Usando a imersão (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) → (Lp(Ω), ‖ · ‖0,p) resulta que η1 é Gâteaux diferen-
ciável em (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) .

Seja P : W 1,p(Ω) → Lp(Ω) o operador definido por P (u) = |∇u|. Se u = 0 ∈ W 1,p(Ω),
então 〈η′2(0), v〉 = 0, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).
Se u 6= 0, temos

〈P ′(u), v〉 =
∇u∇v

|∇u| , ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

Por outro lado, o funcional

P ′(u) : W 1,p(Ω) −→ R
v 7−→ 〈P ′(u), v〉

é linear e

|〈P ′(u), v〉| =
∣∣∣∣
∫

Ω

∇u∇v

|∇u|

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|∇v| ≤ |Ω| 1
p′

(∫

Ω

|∇v|p
) 1

p

≤ K|||v|||1,p,

para todo v ∈ W 1,p(Ω) e K = |Ω|1/p′ , donde P é Gâteaux diferenciável em u. Como
η2 = η̃1 ◦ P, o funcional η2 é Gâteaux diferenciável em u e

〈η′2(u), v〉 = 〈η̃′1(P (u)), P ′(u)v〉 =

〈
|∇u|p−1,

∇u∇v

|∇u|
〉

=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v = 〈−∆pu, v〉, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

Conseqüentemente, η = η1 + η2 é Gâteaux diferenciável em (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) e

〈η′(u), v〉 = 〈−∆pu + |u|p−2u, v〉, ∀u, v ∈ W 1,p(Ω),

e assim
η′(u) = −∆pu + |u|p−2u, ∀u ∈ W 1,p(Ω).

Observação 3.5 Usando a convexidade de η, pelo Teorema 1.1(iii) e pela Observação
1.1, resulta que Jϕ é monovalente e

Jϕ(u) = η′(u) = −∆pu + |u|p−2u, para u ∈ W 1,p(Ω).

Realmente, a função η é convexa, pois η1, η2 : W 1,p(Ω) → R são funções convexas.
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Observação 3.6 Seja ||| · |||∗ a norma dual de ||| · |||1,p . Então, temos

|||Jϕ(u)|||∗ = ϕ(|||u|||1,p) = |||u|||p−1
1,p .

Observação 3.7 Como (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) é uniformemente convexo, então é localmente
uniformemente convexo, e pela Proposição 1.4, a aplicação Jϕ satisfaz a condição (S+).

Já vimos que o funcional η é Gâteaux diferenciável em W 1,p(Ω). Além disso, temos:

Teorema 3.4 O funcional η, sobre (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p) , é continuamente Fréchet diferen-
ciável.

Prova. Definindo uma aplicação g idêntica a do Teorema 1.7 e utilizando a norma ||| · |||1,p,
vemos, de maneira análoga, que g é cont́ınua.

Como o funcional ψ do Teorem 1.7 é de classe C1, e a lei que define η2 é a mesma,
vemos que η2 ∈ C1 ((W 1,p(Ω), ||| · |||1,p),R) .

Agora, vamos provar que η1 ∈ C1 ((W 1,p(Ω), ||| · |||1,p),R) .
Sejam u, v, w ∈ W 1,p(Ω) e p ∈ (2,∞). Pelo Lema A.1(i) e pela desigualdade de Hölder,
temos:

|〈η′1(u)− η′1(v), w〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

(|u|p−2u− |v|p−2v
)
w

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

∣∣|u|p−2u− |v|p−2v
∣∣ |w|

≤
(∫

Ω

∣∣|u|p−2u− |v|p−2v
∣∣p′

) 1
p′

(∫

Ω

|w|p
) 1

p

≤ C

(∫

Ω

|u− v|p′(|u|+ |v|)p′(p−2)

) 1
p′
|||w|||1,p.

Ainda aplicando Hölder, temos

|〈η′1(u)− η′1(v), w〉| ≤ C

(∫

Ω

|u− v|p′(p−1)

) 1
p′(p−1)

(∫

Ω

(|u|+ |v|)p′(p−2) p−1
p−2

) p−2
p′(p−1)

|||w|||1,p

= C

(∫

Ω

|u− v|p)

) 1
p
(∫

Ω

(|u|+ |v|)p

) p−2
p

|||w|||1,p

≤ C|||u− v|||1,p‖|u|+ |v|‖p−2
0,p |||w|||1,p. (3.13)

Agora, se p ∈ (1, 2], usando o Lema A.1(ii), temos

|〈η′1(u)− η′1(v), w〉| ≤
∫

Ω

∣∣|u|p−2u− |v|p−2v
∣∣ |w|

≤ C1

(∫

Ω

|u− v|p′(p−1)

) 1
p′
|||w|||1,p = C1‖u− v‖p−1

0,p |||w|||1,p

≤ C1|||u− v|||p−1
1,p |||w|||1,p, (3.14)

com C,C1 > 0 constantes independentes de u, v e w. De (3.13) e (3.14) segue que
η1 ∈ C1 ((W 1,p(Ω), ||| · |||1,p),R) .

Conseqüentemente, η = η1+η2 ∈ C1 ((W 1,p(Ω), ||| · |||1,p),R) e assim, η é continuamente
Fréchet diferenciável em (W 1,p(Ω), ||| · |||1,p).
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3.3 Existência de Resultados para o Problema (3.1),

(3.2)

A partir de agora, consideramos o Problema (3.1), (3.2) onde f : Ω × R → R é uma
função de Carathéodory que satisfaz a condição de crescimento (2.4).

No que segue, o espaço W 1,p(Ω) será considerado munido da norma ||| · |||1,p.

Definição 3.1 (i) Um elemento u ∈ C2(Ω) é dito uma solução clássica para o Problema
(3.1), (3.2) se

−∆pu + |u|p−2u = f(x, u) em Ω

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= 0 sobre ∂Ω.

(ii) Um elemento u ∈ W 1,p(Ω) é dito uma solução fraca para o Problema (3.1), (3.2) se

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v +

∫

Ω

|u|p−2uv =

∫

Ω

f(x, u)v para v ∈ W 1,p(Ω). (3.15)

Notamos que para u, v ∈ W 1,p(Ω), a condição de crescimento (2.4) e a imersão
W 1,p(Ω) → Lq(Ω), implicam que a integral

∫
Ω

f(x, u)v existe. Observamos, também,

que se u ∈ C2(Ω) é uma solução clássica, então é uma solução fraca e se u ∈ W 1,p(Ω) é
uma solução fraca e u ∈ C2(Ω) então u é uma solução clássica.

Provemos o seguinte resultado de regularidade:

Proposição 3.1 Se u ∈ W 1,p(Ω) é uma solução fraca e, além disso, ∆pu ∈ Lp′(Ω), então
u satisfaz

−∆pu + |u|p−2u = f(x, u) para x ∈ Ω;

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= 0 em W

− 1
p′ ,p

′
(∂Ω).

Prova. Provemos a primeira destas igualdades. Como u é uma solução fraca, temos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v +

∫

Ω

|u|p−2uv =

∫

Ω

f(x, u)v para v ∈ W 1,p(Ω).

Usando a relação (3.3), obemos

〈
|∇u|p−2 ∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

, v|∂Ω

〉
= −

∫

Ω

|u|p−2uv +

∫

Ω

f(x, u)v +

∫

Ω

(∆pu)v

para v ∈ W 1,p(Ω), e dáı,

∫

Ω

(−∆pu + |u|p−2u− f(x, u)
)
v = −

〈
|∇u|p−2 ∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

, v|∂Ω

〉
. (3.16)

Para v ∈ C1
0(Ω), por (3.16) obtemos

∫

Ω

(−∆pu + |u|p−2u− f(x, u)
)
v = 0 para v ∈ C1

0(Ω),
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que implica
−∆pu + |u|p−2u = f(x, u) para x ∈ Ω. (3.17)

Vamos provar, agora, a outra igualdade. Usando a relação (3.17) em (3.16), resulta

〈
|∇u|p−2 ∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

, v|∂Ω

〉
= 0 para v ∈ W 1,p(Ω).

Como a aplicação traço

T : W 1,p(Ω) −→ W 1− 1
p
,p(∂Ω)

v 7−→ v|∂Ω

é sobrejetiva, segue-se

〈
|∇u|p−2 ∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

, ϕ

〉
= 0, ∀ϕ ∈ W 1− 1

p
,p(∂Ω),

ou seja

|∇u|p−2 ∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 em
(
W 1− 1

p
,p(∂Ω)

)∗
= W

− 1
p′ ,p

′
(∂Ω).

Daqui em diante, uma solução do Problema (3.1), (3.2) é uma solução fraca. Usando
operadores, o Problema (3.1), (3.2) tem a forma

Jϕ(u) = Nf (u), (3.18)

onde Jϕ é a aplicação dualidade sobre W 1,p(Ω) correspondente à função de normalização
ϕ(t) = tp−1, dada por Jϕ(u) = −∆pu + |u|p−2u, para u ∈ W 1,p(Ω) e Nf é o operador de
Nemytskii de f, ou seja, (Nf (u))(x) = f(x, u(x)), para x ∈ Ω. A igualdade (3.18) deve
ser vista no sentido de (W 1,p(Ω))∗, isto é,

〈Jϕ(u), v〉 = 〈Nf (u), v〉 para v ∈ W 1,p(Ω),

que é
〈−∆pu + |u|p−2u, v〉 = 〈Nf (u), v〉 para v ∈ W 1,p(Ω)

ou, equivalentemente,

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v +

∫

Ω

|u|p−2uv =

∫

Ω

f(x, u)v para v ∈ W 1,p(Ω).

Os métodos e as hipóteses que serão usados, em seguida, são inspirados no problema
de Dirichlet com o p-laplaciano, tendo em vista a analogia apresentada na introdução a
este caṕıtulo.
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3.4 Existência de Solução Usando um Teorema de

Ponto Fixo

A restrição 1 < q < p∗ assegura que a imersão W 1,p(Ω) → Lq(Ω) seja compacta.
Portanto, o diagrama

W 1,p(Ω)
i→ Lq(Ω)

Nf→ Lq′(Ω)
i∗→ (

W 1,p(Ω)
)∗

mostra que Nf (significando i∗ ◦Nf ◦ i) é compacto.
Pelo Teorema 1.4, o operador Jϕ : W 1,p(Ω) → (W 1,p(Ω))

∗
é bijetivo, com seu inverso

J−1
ϕ limitado, cont́ınuo e monótono. Conseqüentemente, (3.18) pode ser, equivalente-

mente, escrito
u =

(
J−1

ϕ

)
Nf (u)

com J−1
ϕ Nf : W 1,p(Ω) → W 1,p(Ω) um operador compacto.

De maneira perfeitamente análoga ao Teorema 2.1, temos

Teorema 3.5 Se a função de Carathéodory f : Ω×R → R satisfaz (2.4) com q ∈ (1, p),
então o operador

(
J−1

ϕ

)
Nf tem uma ponto fixo em W 1,p(Ω) ou, equivalentemente, o proble-

ma (3.1), (3.2) tem solução. Além disso, o conjunto das soluções é limitado em W 1,p(Ω).

Prova. Definimos o operador T = J−1
ϕ Nf e provamos que ele tem, pelo menos, um ponto

fixo, usando um método de estimativa a priori. Para isto é suficiente mostrarmos que o
conjunto

S = {u ∈ W 1,p(Ω) : u = αT (u) para algum α ∈ [0, 1]}
é limitado em W 1,p(Ω). De (2.4), para u ∈ W 1,p(Ω), temos

|||T (u)|||p1,p = 〈Jϕ(T (u)), T (u)〉 = 〈Nf (u), T (u)〉 =

∫

Ω

f(x, u)T (u)

≤
∫

Ω

(
C|u|q−1 + |b|) |T (u)|.

Se u ∈ S, isto é, u = αT (u) com α ∈ [0, 1], temos

|||T (u)|||p1,p ≤
∫

Ω

(
C|u|q−1 + |b|) |T (u)| =

∫

Ω

(
Cαq−1|T (u)|q−1 + |b|) |T (u)|

≤ Cαq−1‖T (u)‖q
0,q + ‖b‖0,q′‖T (u)‖0,q ≤ C‖T (u)‖q

0,q + ‖b‖0,q′‖T (u)‖0,q

≤ CCq
1 |||T (u)|||q1,p + C1‖b‖0,q′|||T (u)|||1,p ,

sendo que a constante C1 veio da imersão cont́ınua W 1,p(Ω) → Lq(Ω). Conseqüentemente,
para cada u ∈ S vale

|||T (u)|||p1,p − C2|||T (u)|||q1,p − C3|||T (u)|||1,p ≤ 0,

com C2, C3 constantes positivas. Observamos que se q ∈ (1, p) então, pela desigual-
dade acima, existe uma constante a > 0 tal que |||T (u)|||1,p ≤ a para u ∈ S e então
|||u|||1,p = α|||T (u)|||1,p ≤ αa ≤ a para u ∈ S, isto é, S é limitado.
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3.5 Existência de Solução via Minimização

Na presente seção, como também, na próxima, usamos métodos variacionais para
encontrarmos resultados de existência para o Problema (3.1), (3.2). Aqui, provamos um
resultado semelhante ao Teorema 0.1.

Teorema 3.6 Suponhamos que a função de Carathéodory f : Ω × R → R satisfaça a
condição de crescimento (2.4) com 1 < q < p. Então o Problema (3.1), (3.2) tem pelo
menos uma solução u ∈ W 1,p(Ω).

Prova. Para u ∈ W 1,p(Ω), usando a Proposição 2.3, temos

F(u) =
1

p
|||u|||p1,p −

∫

Ω

F (x, u) ≥ 1

p
|||u|||p1,p − C1‖u‖q

0,q −
∫

Ω

c(x).

Pela imersão W 1,p(Ω) → Lq(Ω), resulta

F(u) ≥ 1

p
|||u|||p1,p − C2|||u|||q1,p − C3,

onde C2, C3 são constantes positivas. Como p > q > 1, então F é coercivo e limitado
por baixo em W 1,p(Ω). Seja l = infW 1,p(Ω)F e (un) ⊂ W 1,p(Ω) tal que F(un) → l. Como
F é coercivo, temos que (un) é limitada em W 1,p(Ω), e pela reflexividade de W 1,p(Ω),
passando a uma subseqüência, se necessário, podemos supor que un ⇀ u em W 1,p(Ω). Já
que a imersão W 1,p(Ω) → Lq(Ω) é compacta, segue que un → u em Lq(Ω). Novamente,

F(u) = η(u)− φ(u) =
1

p
|||u|||p1,p −

∫

Ω

F (x, u).

Como η é C1 em W 1,p(Ω) e é convexo, então é fracamente semicont́ınuo inferiormente
(Lema 0.1). Então, lim infn→∞ η(un) ≥ η(u). Pela continuidade de φ em Lq(Ω), temos
φ(un) → φ(u) e então

l = lim inf
n→∞

F(un) ≥ lim inf
n→∞

η(un)− φ(u) ≥ η(u)− φ(u) = F(u) ≥ l

que implica F(u) = l.
Conseqüentemente, u é um ponto mı́nimo de F e como F é diferenciável, segue que u

é um ponto cŕıtico. Logo, u é uma solução do Problema (3.1), (3.2).

Observação 3.8 Uma outra prova do Teorema 3.6 pode ser dada usando o resultado do
tipo-Fredholm lembrado no Teorema A.1.

De fato, escolhamos X = W 1,p(Ω), Y = (W 1,p(Ω))
∗
, T = Jϕ(Ω), S = Nf (ou seja,

i∗◦Nf ◦i : W 1,p(Ω) → (W 1,p(Ω))
∗
). Como a imersão W 1,p(Ω) → Lq(Ω) é compacta, então

Nf é compacta. Pelo Teorema 1.4, T é bijetivo e T−1 é cont́ınuo. Para u ∈ W 1,p(Ω) temos

|||λJϕ(u)−Nf (u)|||∗ ≥ |||λJϕ|||∗ − |||Nf (u)|||∗ ≥ |λ||||u|||p−1
1,p − C‖u‖q−1

0,q − C1

≥ |λ||||u|||p−1
1,p − C2|||u|||q−1

1,p − C1 →∞,

quando |||u|||1,p →∞, pois p > q > 1.
Para verificarmos a hipótese (iv) usamos a Observação A.1, com λ = 1, seguida dos

cálculos usados na Seção 3.4.
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3.6 Existência de Solução Usando o Teorema do Passo

da Montanha

Na presente seção, ainda supomos que a função de Carathéodory f satisfaz a condição
de crescimento (2.4).

Seja φ : Lq(Ω) → R o funcional definido por φ(u) =
∫
Ω

F (x, u), onde F (x, s) =∫ s

0
f(x, t)dt. Analogamente ao que foi feito para o problema de Dirichlet (ver Observação

3.3), o funcional F : W 1,p(Ω) → R definido por

F(u) = η(u)− φ(u) =
1

p
|||u|||p1,p −

∫

Ω

F (x, s)

é de classe C1 em W 1,p(Ω) e

F ′(u) = η′(u)− φ′(u) = −∆pu + |u|p−2u−Nf (u).

A busca de solução para o Problema (3.1), (3.2) está, agora, reduzida à busca de
pontos cŕıticos de F , isto é, daquelas funções u ∈ W 1,p(Ω) tais que F ′(u) = 0. Para isto,
usamos o Teorema do Passo da Montanha. Primeiro estabelecemos alguns resultados
preliminares, cujas demonstrações - as análogas - vimos no tratamento do problema com
condição de fronteira de Dirichlet homogênea.

Proposição 3.2 Se (un) ⊂ W 1,p(Ω) é limitada e F ′(un) → 0 quando n →∞, então (un)
possui uma subseqüência convergente.

Teorema 3.7 Suponhamos que existam θ > p e s0 > 0 tais que

θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0 (3.19)

então F satisfaz a condição (PS).

Teorema 3.8 Suponhamos que ocorra uma das alternativas:

(i) existem números θ > p e s1 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, s ≥ s1, (3.20)

ou

(ii) existem números θ > ρ e s1 < 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, s ≤ s1. (3.21)

Então F é ilimitado por baixo.

Observação 3.9 Pelo Teorema 3.8, como F é ilimitada por baixo, para cada ρ > 0 existe
e ∈ W 1,p(Ω) com |||e|||1,p > ρ tal que F(e) ≤ 0 (ver Observação 2.8).

Teorema 3.9 Suponhamos que a função de Carathéodory f : Ω× R→ R satisfaça:
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(i) existe q ∈ (1, p∗) tal que

|f(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R,

onde C é uma constante não negativa;

(ii)

lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p−2s
< λ̄1 uniformemente com x ∈ Ω

onde λ̄1 = inf
{|||v|||p1,p/‖v‖p

0,p : v ∈ W 1,p(Ω), v 6= 0
}

.

Então existem constantes ρ, α > 0 tais que F||||u|||1,p=ρ ≥ α.

Agora, estamos em posição de provar o principal resultado desta seção.

Teorema 3.10 Suponhamos f : Ω× R→ R de Carathéodory e que satisfaça:

(i) existe q ∈ (1, p∗) tal que

|f(x, s)| ≤ C(|s|q−1 + 1) para x ∈ Ω, s ∈ R,

onde C é uma constante não negativa;

(ii)

lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p−2s
< λ̄1 uniformente com x ∈ Ω

onde λ̄1 = inf
{|||v|||p1,p/‖v‖p

0,p : v ∈ W 1,p(Ω), v 6= 0
}

;

(iii) existem constantes θ > p e s0 > 0 tais que

0 < θF (x, s) ≤ sf(x, s) para x ∈ Ω, |s| ≥ s0.

Então o Problema (3.1), (3.2) tem pelo menos uma solução não trivial u ∈ W 1,p(Ω).

Prova. É suficiente mostrarmos que F tem pelo menos um ponto cŕıtico não trivial
u ∈ W 1,p(Ω). Para isto usamos o Teorema 2.3.

Claramente, F(0) = 0.
De (i), (iii) e do Teorema 3.7, F satisfaz a condição (PS). Além disso, por (i), (ii) e

pelo Teorema 3.9, existem constantes ρ, α > 0 tais que F||||u|||1,p=ρ ≥ α.
Finalmente, de (i), (iii) e do Teorema 3.8 (ver também a Observação 3.9), existe um

elemento e ∈ W 1,p(Ω), |||e|||1,p > ρ tal que F(e) ≤ 0 e a prova está completa.

Observação 3.10 A vantagem de usarmos o teorema do Passo da Montanha para provar-
mos a existência de solução para o Problema (3.1), (3.2) é dada pelo fato de que mostramos
sua não trivialidade.

Observamos, ainda, que no caso particular de ser f(x, 0) 6= 0, resulta que u = 0 não
é uma solução; portanto, a existência de solução não nula para o Problema (3.1), (3.2) é
provada pelos Teoremas 3.5 e 3.6.
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Observação 3.11 Se em adição às hipóteses do Teorema 3.10, f é ı́mpar no segundo
argumento: f(x,−s) = −f(x, s) para x ∈ Ω, s ∈ R, então o Problema (3.1), (3.2)
tem uma infinidade de soluções em W 1,p(Ω). Este fato segue as mesmas linhas da prova
do Teorema 2.9, sendo que a Proposição 2.4, lá usada, deve ser adaptada para o novo
funcional (F).

Observação 3.12 Se a função f não é mais uma função de Carathéodory, mas é men-
surável sobre Ω × R, então o problema de Neumann com o p-laplaciano tem a seguinte
forma:

(Pm)




−∆pu + |u|p−2u ∈ [f(x, u), f(x, u)] em Ω,

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= 0 sobre ∂Ω;

e chamamo-lo de problema Neumann multivalente.
Devemos notar que

f(x, u) = lim
ε→0+

ess inf{f(x, t) : |t− 1| < ε},

f(x, u) = lim
ε→0+

ess sup{f(x, t) : |t− 1| < ε}.

Supomos que as funções f, f são N-mensuráveis, significando que as aplicações

x 7→ f(x, u(x)), x 7→ f(x, u(x)) são mensuráveis, para todo u : Ω → R mensurável.

Um elemento u ∈ W 1,p(Ω) é uma solução do problema (Pm) se existe w ∈ Lq′(Ω) tal
que

w(x) ∈ [f(x, u(x), f(x, u(x)] para x ∈ Ω e
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v +

∫

Ω

|u|p−2uv =

∫

Ω

wv para v ∈ W 1,p(Ω).

Usando uma variante não suave do Teorema do Passo da Montanha (ver Chang-[8])
foi mostrado em Cringanu-[11] que o problema (Pm) tem pelo menos uma solução não
trivial u ∈ W 1,p(Ω).
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Caṕıtulo 4

Problemas Eĺıpticos Não
Variacionais

Neste caṕıtulo, consideramos um problema do tipo:

(Pb)

{ −∆pu +~b · ∇u = f(u),
u ∈ C1

0(Ω),

onde Ω ⊂ RN é limitado de classe C1,α para algum α ∈ (0, 1), ∆p é o operador p-laplaciano

com 1 < p < +∞, ~b ∈ C1(Ω) com div(~b) ≤ 0 e f : R → [0, +∞) é uma função cont́ınua
satisfazendo a condição de crescimento

∃C0, C1 > 0 tais que C0|u|q ≤ f(u) ≤ C1|u|q, ∀u ∈ R+ := [0, +∞), (4.1)

para algum q > max{p− 1, 1/(p− 1)} se ~b 6= 0 (e q > p− 1 se ~b = 0).

Devido as caracteŕısticas do operador Lu = −∆pu +~b · ∇u, utilizamos técnicas não
variacionais; começamos, então, introduzindo um parâmetro real t ≥ 0 para podermos
falar em um cont́ınuo de soluções, e consideramos o problema

{ −∆pu +~b · ∇u = f(u + t),
u ∈ C1

0(Ω), t ≥ 0.
(4.2)

Dáı, usamos o método de estimativa a priori para provarmos a existência de soluções
positivas para o problema (Pb)

4.1 Propriedades do Operador L

Na presente seção, estudamos algumas propriedades do operador Lu = −∆pu+~b ·∇u;
em particular, sua inversibilidade e algumas propriedades do seu inverso. Isto está contido
no Teorema 4.1. Antes de enunciá-lo, porém, necessitamos de alguns resultados. São as
duas proposições seguintes.

Destaquemos, antes de tudo, a seguinte

Definição 4.1 Entendemos como soluções de (4.2) as funções u satisfazendo




∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇uϕ =

∫

Ω

f(u + t)ϕ, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω),

u ∈ C1
0(Ω), t ≥ 0.

(4.3)
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Proposição 4.1 (Estimativa L∞). Seja Ω um domı́nio limitado em RN e u satisfazendo




∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇uϕ =

∫

Ω

f(u)ϕ, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω),

u ∈ W 1,p
0 (Ω),

(4.4)

onde ~b ∈ C1(Ω) com div(~b) ≤ 0, e f é uma função cont́ınua para a qual existem duas
constantes a e b tais que

|f(u)| ≤ a|u|q + b, ∀u ∈ R (4.5)

com 0 < q < Np/(N − p) − 1 se p < N, q < ∞ se p ≥ N. Então u ∈ L∞(Ω) e existe

uma constante C > 0 dependendo de p,N, Ω, a, b, q e de ‖u‖1,p (mas não depende de ~b),
tal que ‖u‖∞ ≤ C.

Para provarmos esta proposição, necessitamos, inicialmente, de dois lemas.

Lema 4.1 Sob as hipóteses da Proposição 4.1, un ∈ Lpn(Ω) para todo n ∈ N, onde pn é
definido por

p0 =





Np

N − p
, se p < N,

2 max{p, q + 1}, se p ≥ N,
(4.6)

e por recorrência,

pn+1 = p0 +
p0

p
(pn − q − 1). (4.7)

Prova. Vamos provar este resultado por indução sobre n. Pelo Teorema 0.15, u ∈ Lp0(Ω).
Suponhamos que u ∈ Lpn(Ω) para n ∈ N fixado e mostremos que u ∈ Lpn+1(Ω). Conside-
remos a seqüência (vn) definida por

vk(x) =





k, se u(x) ≥ k,
u(x), se −k ≤ u(x) ≤ k,
−k, se u(x) ≤ −k.

Definamos α := p(pn+1− p0)/p0. Como vk ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω), a Proposição A.1 assegura

que |vk| ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Dáı, multiplicando |vk| várias vezes, obtemos que |vk|λ ∈

W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), onde λ > α (cf. Brezis-[7], Proposição IX.4). Desde que λ > α e

Ω é limitado, temos |vk|α ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Logo, |vk|αvk ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Pela
definição de W 1,p

0 (Ω), existe uma seqüência (ϕn) ⊂ C∞
c (Ω) tal que ϕn → u em W 1,p

0 (Ω).
Tomando as funções lipschitzianas gk : R→ R dadas por

gk(x) =





k, se x ≥ k,
x, se −k ≤ x ≤ k,
−k, se x ≤ −k,

temos, para todo k fixado e n → ∞, que ψn,k := |gk(ϕn)|αgk(ϕn) → |vk|αvk em Ls(Ω),
para todo s ∈ (1,∞), pois gk é limitada, e Ω sendo limitado implica que L∞ ⊂ Ls(Ω)
para todo s ∈ (1,∞). Além disso, a convergência ocorre, também, em W 1,p

0 (Ω). De fato,
de gk ser lipschitziana e ϕn → u em W 1,p

0 (Ω),
∫

Ω

|gk(ϕn(x))− gk(u(x))|p ≤
∫

Ω

Cp|ϕn(x)− u(x)|p → 0;
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ou seja,
gk(ϕn) → gk(u) = vk em Lp(Ω).

Assim, |gk(ϕn)|αgk(ϕn) → |vk|αvk em Lp(Ω). Mostremos que ‖∇ψn,k−∇(|vk|αvk)‖0,p → 0.
Do cálculo, segue-se

∇(|vk|αvk) = α|vk|α−1 vk

|vk|∇vkvk + |vk|α∇vk = (α + 1)|vk|α∇vk,

e da mesma forma:
∇ψn,k = (α + 1)|gk(ϕn)|α∇gk(ϕn).

Notemos que se vk 6= u, então ∇vk = 0. E,

∇(gk(ϕn)) = g′k(ϕn)∇ϕn =

{
0, se |ϕn(x)| ≥ k,

∇ϕn, se |ϕn(x)| ≤ k.

Logo,

‖∇(|gk(ϕn)|αgk(ϕn))− |vk|αvk‖p
0,p = (α + 1)p

∫

Ω

||gk(ϕn)|α∇gk(ϕn)− |vk|α∇vk|p

= (α + 1)p

∫

|ϕn(x)|≤k

||ϕn|α∇ϕn − |vk|α∇vk|p

+(α + 1)p

∫

|ϕn(x)|≥k

|0− |vk|α∇vk|p.

Como ϕn → u em W 1,p
0 (Ω), ϕn(x) → u(x) q.t.p. em Ω. Logo, se |ϕn(x)| ≥ k, então

|u(x)| ≥ k. Dáı, vk = k, que nos dá ∇vk = 0. Analogamente, |ϕn(x)| ≤ k implica
|u(x)| ≤ k; donde u = vk. Assim, temos

‖∇(|gk(ϕn)|αgk(ϕn))− |vk|αvk‖p
0,p = (α + 1)p

∫

|ϕn(x)|≤k

||ϕn|α∇ϕn − |u|α∇u|p.

De ϕn → u em W 1,p
0 (Ω) resulta, também, que ∇ϕn(x) → ∇u(x) q.t.p. em Ω. Dáı,

|ϕn(x)|α∇ϕn(x) → |u(x)|α∇u(x) q.t.p. em Ω. Além disso, de ϕn,∇ϕn ∈ C∞
c segue que

ϕn,∇ϕn ∈ L1(Ω) ∩ L∞(Ω); dáı, |ϕn|α∇ϕn ∈ L1(Ω) ∩ L∞(Ω). Como k majora ϕn para
todo n, existe um M > 0 tal que

||ϕn(x)|α∇ϕn(x)| ≤ M. (4.8)

Tomando o limite em (4.8), obtemos |u(x)|α∇u(x) ≤ M ; e como Ω é limitado, h = Mp ∈
L1(Ω). Logo,

||ϕn(x)|α∇ϕn(x)− |u(x)|α∇u(x)|p ≤ (||ϕn(x)|α∇ϕn(x)|+ ||u(x)|α∇u(x)|)p ≤ 2ph(x).

Assim, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue,

‖∇ψn,k −∇(|vk|αvk)‖p
0,p = (α + 1)p

∫

|ϕn(x)|≤k

||ϕn(x)|α∇ϕn(x)− |u(x)|α∇u(x)|p → 0

conclui a convergência em W 1,p
0 (Ω).
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Como as funções ψn,k têm suporte compacto e pertencem a W 1,p
0 (Ω), então pelos

Teoremas 0.10 e 0.12, suas regularizações estão em C∞
c (Ω) e convergem a elas em W 1,p

0 (Ω)
(Teorema 0.11) e, pelo Teorema 0.13, convergem em Ls(Ω) para todo s ∈ (1,∞). Passando
ao limite em (4.4) com ϕ igual a estas regularizações, para n e k fixos, obtemos (4.4) com
ϕ = ψn,k. Mantendo k fixo e fazendo n →∞, obtemos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇(|vk|αvk) +

∫

Ω

~b · ∇u|vk|αvk =

∫

Ω

f(u)|vk|αvk, ∀ k ∈ N. (4.9)

Afirmação 4.1 Se u ∈ W 1,p
0 (Ω), e ϕ0 ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) é tal que ∇ϕ0 ≡ 0 sobre
{x ∈ Ω : |u(x) > k}, então

∫

Ω

~b · ∇uϕ0 = −
∫

Ω

~b · ∇ϕ0u−
∫

Ω

div(~b)ϕ0u.

Demonstração: Tomemos S ∈ W−1,p′(Ω) definido por

S : W 1,p
0 (Ω) → R : ψ →

∫

Ω

~b · ∇ψϕ0, ∀ψ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Então, para todo ψ ∈ C∞
c (Ω), temos 〈S, ψ〉 = −

∫

Ω

~b · ∇ϕ0ψ −
∫

Ω

div(~b)ϕ0ψ. De fato,

tomemos uma seqüência (ϕn) ⊂ C∞
c (Ω) convergindo em W 1,p

0 (Ω) para ϕ0 (por densidade).
Integrando por partes, vem

∫

Ω

~b · ∇ψϕn =
N∑

i=1

∫

Ω

(biϕn)ψxi
= −

N∑
i=1

∫

Ω

(biϕn)xi
ψ

= −
N∑

i=1

∫

Ω

bi(ϕn)xi
ψ −

N∑
i=1

∫

Ω

bi
xi

ϕnψ

= −
∫

Ω

~b · ∇ϕnψ −
∫

Ω

div(~b)ϕnψ.

Assim, S como um elemento do espaço das distribuições D′ é representado pela função
−~b · ∇ϕ0 − div(~b)ϕ0 ∈ L1

loc(Ω). Desde que ~b · ∇ϕ0u + div(~b)ϕ0u ∈ L1(Ω), o Teorema 0.9
implica ∫

Ω

~b · ∇uϕ0 = 〈S, u〉 = −
∫

Ω

~b · ∇ϕ0u−
∫

Ω

div(~b)ϕ0u,

como afirmamos.
Em particular, obtemos:

∫

Ω

~b · ∇u|vk|αvk = −
∫

Ω

~b · ∇(|vk|αvk)u−
∫

Ω

div(~b)|vk|αvku (4.10)

Agora,
∫

Ω

~b · ∇(|vk|αvk)vk =

∫

Ω

~b

(
α|vk|α−1 vk

|vk|∇vkvk + |vk|α∇vk

)
vk

=

∫

Ω

~b (α|vk|α∇vk + |vk|α∇vk) vk =

∫

Ω

(α + 1)~bvk|vk|α∇vk

=

∫

Ω

α + 1

α + 2
~b(α + 2)

vk

|vk| |vk|α+1∇vk =

∫

Ω

α + 1

α + 2
~b · ∇(|vk|α+2).
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Por outro lado, onde vk é constante, temos ∇vk = 0; dáı,

∫

Ω

~b · ∇(|vk|αvk)u =

∫

Ω

~b · ∇(|vk|αvk)vk

e, assim, por (4.10), obtemos

∫

Ω

~b · ∇u|vk|αvk = −α + 1

α + 2

∫

Ω

~b · ∇(|vk|α+2)−
∫

Ω

div(~b)|vk|αvku. (4.11)

Tomando uma seqüência (ϕn,k) ⊂ C∞
c (Ω) convergindo para |vk|α+2 em W 1,p

0 (Ω) quando
n →∞ [desde que |vk|αvk, vk ∈ W 1,p

0 (Ω)∩L∞(Ω), a Proposição IX.4 do Brezis-[7] implica
que |vk|α+2 = |vk|αvk · vk ∈ W 1,p

0 (Ω)], obtemos

−
∫

Ω

~b · ∇(|ϕn,k|α+2) = −
N∑

i=1

∫

Ω

bi|ϕn,k|α+2
xi

=
N∑

i=1

∫

Ω

bi
xi
|ϕn,k|α+2 =

∫

Ω

div(~b)|ϕn,k|α+2.

E dáı,

−
∫

Ω

~b · ∇(|vk|α+2) =

∫

Ω

div(~b)|vk|α+2.

Portanto, usando (4.11), temos

∫

Ω

~b · ∇u|vk|αvk =

∫

Ω

div(~b)

(
α + 1

α + 2
|vk|α+2 − |vk|αvku

)

=

∫

Ω

div(~b)

(
α + 1

α + 2
|vk|α+2 − |vk|α|vku|

)

=

∫

Ω

div(~b)|vk|α+1

(
α + 1

α + 2
|vk| − |u|

)

≥ 0 (4.12)

já que vku ≥ 0, div(~b) ≤ 0 e |vk| ≤ |u| q.t.p. em Ω. Com um cálculo direto, temos

(
p

α + p

)p ∫

Ω

|∇(|vk|
α
p vk)|p =

(
p

α + p

)p ∫

Ω

∣∣∣∣
α

p
|vk|

α
p
−1 vk

|vk|∇vkvk + |vk|
α
p∇vk

∣∣∣∣
p

=

∫

Ω

∣∣∣∣
(

p

α + p

)
α

p
|vk|

α
p∇vk +

p

α + p
|vk|

α
p∇vk

∣∣∣∣
p

=

∫

Ω

|∇vk|p|vk|α.

Igualmente simples, temos

(α + 1)

∫

Ω

|∇vk|p|vk|α =

∫

Ω

|∇vk|p−2∇vk(α + 1)∇vk|vk|α

=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇(|vk|αvk).
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Assim, devido a (4.12), usando (4.9) e (4.5), obtemos

(α + 1)

∫

Ω

|∇vk|p|vk|α ≤
∫

Ω

f(u)|vk|αvk ≤
∫

Ω

(a|u|q + b)|vk|αvk

≤
∫

Ω

(a|u|q + b)|u|α|u| =
∫

Ω

a|u|q+α+1 + b|u|α+1 (4.13)

=

∫

Ω

a|u|pn + b

(∫

Ω

|u|(α+1) pn
α+1

)α+1
pn

(∫

Ω

1
pn

pn−α−1

) pn−α−1
pn

≤ a‖u‖pn

0,pn
+ b‖u‖α+1

0,pn
|Ω| q

pn .

Se ‖u‖0,pn ≥ 1, temos

a‖u‖pn

0,pn
+ b‖u‖α+1

0,pn
|Ω| q

pn ≤ a‖u‖pn

0,pn
+ b|Ω| q

pn ‖u‖pn

0,pn
≤ A(‖u‖pn

0,pn
+ 1).

Se ‖u‖0,pn < 1, temos

a‖u‖pn

0,pn
+ b‖u‖α+1

0,pn
|Ω| q

pn ≤ a‖u‖pn

0,pn
+ b|Ω| q

pn ≤ A(‖u‖pn

0,pn
+ 1),

onde A = max{a, |Ω|q/pn}. Assim,

(α + 1)

∫

Ω

|∇vk|p|vk|α ≤ A(‖u‖pn

0,pn
+ 1).

Por outro lado, ‖v‖0,p0 ≤ K‖v‖1,p implica
∫
Ω
|∇u|p ≥ K−p

(∫
Ω
|v|p0

)p/p0 . Dáı, tomando

v := |vk|α/pvk, obtemos
(

p

α + p

)p

(α + 1)

∫

Ω

|∇(|vk|α/pvk)|p ≥ K−p

(
p

α + p

)p

‖vk‖α+p
0,p0(α+p)/p.

Logo, temos

‖vk‖α+p
0,p0(α+p)/p ≤ Kp

(
α + p

p

)p

A(‖u‖pn

0,pn
+ 1) = A′pp

n+1(‖u‖pn

0,pn
+ 1),

com A′ = A(K/p0)
p. Ou seja,

‖vk‖ppn+1/p0

0,pn+1
≤ A′pp

n+1(‖u‖pn

0,pn
+ 1).

Então, como (vk) converge para u q.t.p. em Ω, pelo lema de Fatou, temos

‖u‖ppn+1/p0

0,pn+1
≤ lim inf

k→∞
(‖vk‖ppn+1/p0

0,pn+1
) ≤ A′pp

pn+1
(‖u‖pn

0,pn
+ 1). (4.14)

Assim, u ∈ Lpn+1(Ω), como queŕıamos demonstrar.

Lema 4.2 Com as hipóteses da Proposição 4.1, u ∈ Lqn(Ω) para todo n ∈ N, onde qn é
definido por

q0 = p0 e qn+1 = (qn + p− 1)
p0

p
.

Além disso, existe uma constante positiva, B, dependendo apenas dos parâmetros citados
na Proposição 4.1 tal que

‖u‖
pqn+1

p0
0,qn+1

≤ Bqp
n+1‖u‖qn

0,qn
. (4.15)
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Prova. Para todo n ≥ 1, vale

pn = p0 + r0

n∑
i=1

δi = p0 + r0
δ(δn − 1)

δ − 1
,

onde δ := p0/p e r0 := p0 − q − 1. De fato, de pn+1 = p0 + (pn − q − 1)p0/p, temos por
recorrência

p1 = p0 +
p0

p
(p0 − q − 1) = p0 + r0δ,

p2 = p0 +
p0

p
(p0 + r0δ − q − 1) = p0 + δ(r0 + r0δ) = p0 + r0δ + r0δ

2,

p3 = p0 +
p0

p
(p0 + r0δ + r0δ

2 − q − 1) = p0 + δ(r0 + r0δ + r0δ
2) = p0 + r0δ + r0δ

2 + r0δ
3,

logo

pn = p0 + r0(δ + δ2 + . . . , +δn) = p0 + r0

n∑
i=1

δi.

Como r0 > 0 e δ > 1, temos limn→+∞ pn = +∞. Desde que u ∈ Lpn(Ω), temos que
u ∈ Lr(Ω) para todo r ∈ [1,∞) (pelas imersões, já que Ω é limitado). Resulta, em par-
ticular, que u ∈ Lq(Ω); donde |u|q−1 ∈ Lq′(Ω). Dáı, para algum n ∈ N, existe um pn+1 tal
que pn+1 > q′; logo, por (4.14), temos ‖|u|q−1‖0,q′ ≤ C0, onde C0 é uma constante positiva
dependendo apenas dos parâmetros citados na Proposição 4.1. Então, substituindo α por
qn − 1, em (4.13) e procedendo de modo análogo ao que foi feito no Lema 4.1, obtemos a
desigualdade (4.15).

Prova da Proposição 4.1. Vamos obter o resultado a partir de uma estimativa uni-

forme de ‖u‖0,qn . Vamos, então reescrever (4.15): ‖u‖
pqn+1

p0
0,qn+1

≤ Bqp
n+1‖u‖qn

0,qn
. Aplicando o

logaritmo natural, ln, temos

p

p0

qn+1 ln(‖u‖0,qn+1) ≤ ln(Bqp
n+1) + qn ln(‖u‖0,qn),

que implica

qn+1 ln(‖u‖0,qn+1) ≤
p0

p
(qn ln(‖u‖0,qn) + ln(Bqp

n+1)).

Consideremos En := qn ln(‖u‖0,qn) e rn := ln(Bqp
n+1). Então, (4.15) fica escrito como

En+1 ≤ δ(En + rn).

Logo, por recorrência, temos

E1 ≤ δ(E0 + r0) = δE0 + δr0,

E2 ≤ δ(δE0 + δr0 + r1) = δ2E0 + δ2r0 + δr1,

E3 ≤ δ(δ2E0 + δ2r0 + δr1 + r2) = δ3E0 + δ3r0 + δ2r1 + δr2,

e, assim, temos

En ≤ δnE0 +
n∑

i=1

δirn−i, ∀n ≥ 1.
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Usando a definição de qn, também temos, por recorrência,

q1 = (p0 + p− 1)δ = δp0 + (p− 1)δ,

q2 = (δp0 + (p− 1)δ + p− 1)δ = δ2p0 + (p− 1)(δ2 + δ),

q3 = (δ2p0 + (p− 1)(δ2 + δ) + p− 1)δ = δ3p0 + (p− 1)(δ3 + δ2 + δ).

Repetindo esse processo, obtemos

qn = δnp0 + (p− 1)
n∑

i=1

δi = δnp0 + (p− 1)
δ(δn − 1)

δ − 1
.

Assim, δnp0 ≤ qn ≤ δnp0 + δ(p − 1)δn/(δ − 1) = δnC1, ou seja, δnp0 ≤ qn ≤ δnC1, com
C1 = p0 + δ(p− 1)/(δ − 1). Então, desde que rn = ln(Bqp

n+1), temos

rn ≤ ln(B(δn+1C1)
p) = ln(BCp

1 ) + (n + 1)p ln δ = d1 + (n + 1)d2,

onde d1 = ln(BCp
1 ) e d2 = p ln δ. Conseqüentemente,

n∑
i=1

δirn−i ≤
n∑

i=1

δi[d1 + (n− i + 1)d2]

= d1δ
δn − 1

δ − 1
+

d2

δ − 1
(δ2 + δ3 + . . . + δn + δn+1 − nδ)

≤ d1δ
δn

δ − 1
+

d2

δ − 1
(δ2 + . . . + δn+1)

= d1δ
δn

δ − 1
+ d2δ

2 δn − 1

(δ − 1)2

≤ δn δ

δ − 1

(
d1 + d2

δ

δ − 1

)
,

ou seja,
n∑

i=1

δirn−i ≤ Dδn,

com D = (d1 + d2δ/(δ − 1))δ/(δ − 1). Dáı, En ≤ δnE0 + Dδn = δn(E0 + D). Logo,
En/δ

n ≤ E0 + D. Além disso, como En = qn ln(‖u‖0,qn) e δnp0 ≤ qn, temos

‖u‖0,qn = eEn/qn ≤ eEn/δnp0 = e(E0+D)/p0 .

Finalmente,
‖u‖∞ ≤ lim sup

n→∞
‖u‖0,qn ≤ e(E0+D)/p0 < ∞.

Proposição 4.2 (Prinćıpio de Comparação Fraco). Seja Ω um domı́nio limitado em RN .
Se u, v ∈ W 1,∞(Ω) são tais que

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇uϕ ≤
∫

Ω

|∇v|p−2∇v∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇vϕ (4.16)

para todo ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0, onde ~b ∈ C1(Ω) com div(~b) ≤ 0, se p 6= 2. Se, além disso,

u ≤ v sobre ∂Ω, então u ≤ v em Ω.

75



Prova. Se p = 2, (4.16) torna-se

∫

Ω

∇(u− v)∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇(u− v)ϕ ≤ 0.

Isto é,
∆(u− v)−~b · ∇(u− v) ≥ 0.

Assim, pelo Teorema 0.17, supΩ(u− v) ≤ sup∂Ω(u− v)+ = 0, que significa u ≤ v em Ω.
Vejamos o caso p 6= 2. Tomemos ϕ = (u− v)+ ∈ W 1,p

0 (Ω). Notemos que (u− v)+ ≥ 0
e, além disso, ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω), pois, como u, v ∈ W 1,∞(Ω) e u ≤ v sobre ∂Ω, ou seja,
(u− v)+ = 0 sobre ∂Ω. Então ϕ = (u− v)+ pertence a W 1,p

0 (Ω). Usando esta ϕ em (4.16),
obtemos

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇(u− v)+ +

∫

Ω

~b · ∇(u− v)(u− v)+ ≤ 0.

Mas, se u < v, então (u− v)+ = 0. Dáı, pela Proposição A.1, temos ∇(u− v)+ = 0. Além
disso, como u ≥ v, resulta u−v = (u−v)+; por outro lado, a relação ∇(u−v)+ 6= ∇(u−v)
significa que (u− v)+ = 0; logo, temos

∫

Ω∩[u≥v]

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇(u− v) +

∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+ ≤ 0.

Desde que (u − v)+ ∈ L∞(Ω), temos ∇((u − v)+)2 = 2(u − v)+∇(u − v)+ ∈ L∞(Ω) e,

portanto, ((u− v)+)2 ∈ W 1,p
0 (Ω). Como, além disso, div(~b) ≤ 0, segue

∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+ ≥ 0.

De fato, reordenando os termos na integral, temos

∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+ =
N∑

i=1

∫

Ω

bi(u− v)+
xi

(u− v)+ =
N∑

i=1

∫

Ω

bi(u− v)+(u− v)+
xi

.

Integrando por partes, segue que

∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+ = −
N∑

i=1

∫

Ω

(bi(u− v)+)xi
(u− v)+.

Agora, usando a regra de Leibniz, temos

∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+ = −
N∑

i=1

∫

Ω

bi
xi

(u− v)+(u− v)+ −
N∑

i=1

∫

Ω

bi(u− v)+
xi

(u− v)+

= −
∫

Ω

div(~b)|(u− v)+|2 −
∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+.

Isto é,

2

∫

Ω

~b · ∇(u− v)+(u− v)+ = −
∫

Ω

div(~b)|(u− v)+|2 ≥ 0.
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Assim, ∫

Ω∩[u≥v]

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇(u− v) ≤ 0.

Agora, usando o Lema A.2, obtemos ∇(u−v) = 0 em Ω∩ [u ≥ v]. Isto é, u−v é constante
em Ω ∩ [u ≥ v]. Como na fronteira de Ω ∩ [u ≥ v], temos u− v = 0, segue que u− v ≡ 0
em Ω ∩ [u ≥ v]. Donde u ≤ v em Ω.

Teorema 4.1 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado de classe C1,1, f ∈ L∞(Ω) e ~b ∈ C1(Ω)

com div(~b) ≤ 0 se p 6= 2. Então o problema





∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇uϕ =

∫

Ω

fϕ ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω),

u ∈ C1
0(Ω)

(4.17)

tem uma única solução. Além disso, o operador K : L∞(Ω) → C1
0(Ω) definido por

K(f) = u, onde u é a única solução de (4.17), é cont́ınuo, compacto e preserva ordem.

Prova. Suponhamos que existam duas soluções u1, u2 ∈ C1
0(Ω) de (4.17). Ora, u1|∂Ω,

u2|∂Ω = 0. Dáı, (u1 − u2)|∂Ω = 0; logo 0 ≤ (u1 − u2)|∂Ω ≤ 0. Assim, a Proposição 4.2, nos
dá 0 ≤ u1 − u2 ≤ 0 em Ω. Donde u1 = u2. Portanto, temos a unicidade para (4.17).

Além disso, se f1 e f2 são funções associadas a u1 e u2, respectivamente, tais que
f1 ≤ f2, então

∫

Ω

f1(t + u)ϕ ≤
∫

Ω

f2(t + u)ϕ ∀ϕ ≥ 0, ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Novamente, a Proposição 4.2 implica que u1 ≤ u2 em Ω. Dáı, K preserva a ordem.
Vamos provar, agora, a existência de solução para (4.17). Consideremos o operador

H : [0, 1]× C1
0(Ω) → C1

0(Ω) : (s, u) 7→ (−∆p)
−1(−s~b · ∇u + f).

O operador (−∆p)
−1 está bem definido de W−1,p′(Ω) para W 1,p

0 (Ω), conforme o primeiro
caṕıtulo deste trabalho. Como Ω é limitado, L∞ ⊂ Lp′(Ω) para 1 ≤ p ≤ ∞. Por outro
lado, W 1,p

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) implica Lp′(Ω) ⊂ W−1,p′(Ω). Assim, L∞(Ω) ⊂ W−1,p′(Ω), e, além
disso, C1

0(Ω) ⊂ L∞(Ω). Logo, pelas estimativas L∞ de Anane e as estimativas C1,α de
Liebermann e Tolksdorf, H está bem definido; e ainda, pelo Lema 0.7, (−∆p)

−1 é cont́ınuo
e compacto de L∞(Ω) em C1

0(Ω). Portanto, H é cont́ınuo e compacto. Consideremos,
agora, a equação

u = H(s, u)

que é equivalente a { −∆pu + s~b · ∇u = f
u ∈ C1

0(Ω).
(4.18)

Seja us ∈ C1
0(Ω) uma solução de (4.18), multiplicando (4.18) por us, temos

∫

Ω

|∇us|p−2∇us∇us +

∫

Ω

s~b · ∇usus =

∫

Ω

fus.
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Mas,

∫

Ω

s~b · ∇usus =
N∑

i=1

s

∫

Ω

bius(us)xi
= −

N∑
i=1

s

∫

Ω

(bius)xi
us

= −
N∑

i=1

s

∫

Ω

bi
xi

usus −
N∑

i=1

s

∫

Ω

bi(us)xi
us

= −
∫

Ω

s div(~b)|us|2 −
∫

Ω

s~b · ∇usus.

E assim,

2

∫

Ω

s~b · ∇usus = −
∫

Ω

sdiv(~b)|us|2 ≥ 0,

pois div(~b) ≤ 0 e s ∈ [0, 1]. Dáı,

‖us‖p
1,p =

∫

Ω

|∇us|p ≤
∫

Ω

fus ≤ ‖f‖∞
∫

Ω

|us|.

Aplicando a desigualdade de Hölder, temos

‖us‖p
1,p ≤ ‖f‖∞

(∫

Ω

|us|p
)1/p (∫

Ω

1p′
)1/p′

= ‖f‖∞‖us‖0,p|Ω|(p−1)/p.

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

‖us‖p
1,p ≤ C‖f‖∞‖us‖1,p|Ω|(p−1)/p = C1‖f‖∞‖us‖1,p,

com C1 > 0 dependendo de Ω, p, N. Logo, existe uma constante positiva C2 = C2(‖f‖∞,
Ω, p, N) tal que ‖us‖1,p ≤ C2. Pela Proposição 4.1, existe uma constante C3 = C3(‖f‖∞, Ω,
p,N) tal que ‖us‖∞ ≤ C3 para todo s ∈ [0, 1]. Usando as estimativas C1,α de Liebermann,

existe uma constante positiva C4 = C4(‖f‖∞, Ω, p, N,~b) tal que ‖us‖C1 < C4 para todo
s ∈ [0, 1]. Para s = 0, sabemos, do caṕıtulo um, que (4.18) teria uma única solução se
(−∆p)

−1 fosse definido de W−1,p′(Ω) para W 1,p
0 (Ω). Mas, pelas estimativas em considera-

ção, (4.18) tem, de fato, solução única. Assim, se B(0, C4) denota uma bola em C1
0(Ω) cen-

trada na origem e de raio C4, então o grau de Leray-Schauder
deg(I−H(s, ·), B(0, C4), 0) está bem definido e é igual a deg(I−H(0, ·), B(0, C4), 0) = 1.
Isto prova a existência de solução para (4.17).

Provemos, agora, a continuidade e compacidade de K. Seja (hn) ⊂ L∞(Ω) uma
seqüência convergindo a h em L∞(Ω). Então, como antes, a Proposição 4.1 e as esti-
mativas C1,α de Liebermann implicam a existência de algum α ∈ (0, 1) e alguma cons-
tante C > 0 tais que K(hn) ∈ C1,α(Ω) e ‖K(hn)‖C1,α(Ω) ≤ C. Pela imersão compacta

C1,α(Ω) ↪→ C1(Ω)[cf. Teorema 0.14], existe uma subseqüência (hnk
) e u ∈ C1

0(Ω) tal que
K(hnk

) → u em C1(Ω). Passando ao limite nas equações
∫

Ω

|∇(K(hnk
))|p−2∇(K(hnk

))∇ϕ +

∫

Ω

~b∇(K(hnk
))ϕ =

∫

Ω

hnk
ϕ, ∀ϕ ∈ W 1,p

0 ,

temos
∫

Ω

|∇(K(h))|p−2∇(K(h))∇ϕ +

∫

Ω

~b∇(K(h))ϕ =

∫

Ω

hϕ, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 ,
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e ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇uϕ =

∫

Ω

uϕ, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 ,

e pela unicidade de (4.17), obtemos u = K(h). Finalmente, o Lema 0.2 assegura a con-
tinuidade de K. Seja (hn) ⊂ L∞(Ω) uma seqüência limitada em L∞(Ω). Analogamente ao
que foi feito para provar a continuidade de K, K(hn) ∈ C1,α(Ω) e ‖K(hn)‖C1,α(Ω) ≤ C. A

imersão compacta C1,α(Ω) ↪→ C1(Ω) garante a compacidade de K.

Entre outras aplicações, o próximo resultado será útil na Proposição 4.3, abaixo.

Lema 4.3 (Prinćıpio do Máximo Forte e Lema de Hopf). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio

limitado, 1 < p < ∞ e ~b ∈ C1(Ω) com div(~b) ≤ 0. Seja u ∈ C1(Ω) tal que u ≥ 0 q.t.p.

em Ω, −∆pu + ~b · ∇u ≥ 0 q.t.p. em Ω. Então, se u 6≡ 0 sobre Ω, u > 0 em Ω. Além
disso, para algum x0 ∈ ∂Ω que satisfaz uma condição de esfera interior e u(x0) = 0, se B
denota tal esfera e ν a correspondente normal interior em x0, então ∂u/∂ν(x0) > 0.

Prova. Provaremos o caso em que ~b 6≡ 0 (o caso onde ~b ≡ 0 se procede de maneira
análoga, e pode ser encontrado em Vázquez-[32]).

Suponhamos, por contradição, que u se anula em algum lugar de Ω, mas não é iden-
ticamente nula. Seja U = {x ∈ Ω : u(x) = 0}. Temos que U 6= ∅, U é fechado
e U ⊂ Ω, com inclusão própria. Então, podemos escolher um x0 ∈ ∂U ⊂ Ω, um
x1 ∈ Ω\U e R > 0 tais que o fecho da bola B := B(x1, R) ⊂ Ω\U esteja contido em
Ω, |x1 − x0| = R, u(x0) = 0 e 0 < u < a em B, para algum a > 0, já que u ∈ C1(B).

Consideremos o anel G := {x ∈ RN : R/2 < |x − x1| < R} ⊂ Ω. Sabemos que u > 0

em G. Vamos construir uma solução adequada û para −∆pû +~b · ∇û ≤ 0 sobre G. Para
alguns números k1, , r1, v1 > 0, seja v(r; k1, , r1, v1) uma solução de classe C2 em [0, r1] de

{
v′′ = k1v

′, 0 < r < r1,
v(0) = 0, v(r1) = v1

e v, v′, v′′ ≥ 0. Esta equação linear homogênea pode ser facilmente resolvida. Tomemos
y = emt, onde m é um parâmetro a ser determinado. Segue-se que y′ = memt e y′′ =
m2emt. Substituindo estes valores em v′′ = k1v

′, obtemos m = 0 ou m = k1. A solução
geral da equação v′′ = k1v

′ é dada por y = aek1t + b. Observando as condições iniciais,
obtemos a = v1/(e

k1r1 − 1) = −b. Logo, é suficiente tomarmos v(r) = ek1rv1/(e
k1r1 −

1) − v1/(e
k1r1 − 1). Definamos û(x) := v(R − |x − x1|; k1, R/2, v1) no anel G; ou seja,

û(x) = ek1(R−|x−x1|)v1/(e
k1R/2 − 1)− v1/(e

k1R/2 − 1).

Afirmação 4.2 Vale a igualdade:

−∆pû +~b · ∇û =

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)
|v′|p−2v′ + b(x)v′, (4.19)

onde b(x) := −~b(x)(x− x1)/|x− x1| ∈ L∞(G).

Demonstração: Sejam x = (x1, x2, . . . , xn), x1 = (x1
1, x

1
2, . . . , x

1
n) ∈ RN , e

α(x) := k1(R− |x− x1|) = k1R− k1

(
N∑

i=1

(xi − x1
i )

2

)1/2

.
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Então,
∂α

∂xi

= −k1
xi − x1

i

|x− x1| .

Assim,
∂û

∂xi

=
−k1v1e

k1(R−|x−x1|)(xi − x1
i )

(ek1
R
2 − 1)|x− x1|

.

Dáı,

∇û =
−k1v1e

k1(R−|x−x1|)
(
ek1

R
2 − 1

)
|x− x1|

(x1 − x1
1, . . . , xN − x1

N) =
−k1v1e

k1(R−|x−x1|)(x− x1)(
ek1

R
2 − 1

)
|x− x1|

.

Logo, temos

|∇û|p−2 =

∣∣∣∣∣
k1v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣∣

p−2

.

Portanto,

∆pû =
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇û|p−2 ∂û

∂xi

)

=
N∑

i=1

∂

∂xi




∣∣∣∣∣
k1v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣∣

p−2
(−k1)v1e

k1(R−|x−x1|)(xi − x1
i )

(ek1
R
2 − 1)|x− x1|




=

∣∣∣∣
k1v1

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣
p−2

(−k1)v1

ek1
R
2 − 1

N∑
i=1

∂

∂xi

(
ek1(R−|x−x1|)(p−1) xi − x1

i

|x− x1|
)

.

Denotando M =
∣∣k1v1/(e

k1R/2 − 1)
∣∣p−2

(−k1)v1/(e
k1R/2 − 1) e usando a regra de Leibniz,

temos

∆pû = M

N∑
i=1

[
ek1(R−|x−x1|)(p−1)(−k1)(p− 1)

xi − x1
i

|x− x1|
xi − x1

i

|x− x1|

+
ek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1|2
(
|x− x1| − (xi − x1

i )(xi − x1
i )

|x− x1|
) ]

=
M(−k1)(p− 1)ek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1|2
N∑

i=1

(xi − x1
i )(xi − x1

i )

+
MNek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1| − Mek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1|
= Mek1(R−|x−x1|)(p−1)

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)
.

Por outro lado,

v′ =
k1v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

, v′ > 0.
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Em particular, v′(0) = v1k1/(e
k1R/2 − 1) > 0 e

|v′|p−2 =

(
k1v1

ek1
R
2 − 1

)p−2

ek1(p−2)(R−|x−x1|).

Dáı, |v′|p−2v′ = −Mek1(R−|x−x1|)(p−1). Logo,

−∆pû =

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)
|v′|p−2v′.

Agora,

~b · ∇û =
~b(−k1)v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

(x− x1)

|x− x1| =
−~b(x− x1)

|x− x1| v′.

Denotando b = −~b(x− x1)/|x− x1|, obtemos ~b · ∇û = bv′, e portanto, temos a afirmação.

Para k1 suficientemente grande, (N − 1)/|x− x1| − (p− 1)k1 < 0, e, além disso,

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)
|v′|p−2 ≤

(
N − 1

|x− x1|k
p−2
1 − (p− 1)kp−1

1

)(
ek1R/2v1

ek1R/2 − 1

)p−2

sobre G. De fato,

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)
|v′|p−2 =

=

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)(
k1v1

ek1
R
2 − 1

)p−2

ek1(p−2)(R−|x−x1|)

=

(
N − 1

|x− x1|k
p−2
1 − (p− 1)kp−1

1

)(
v1

ek1
R
2 − 1

)p−2

ek1(p−2)(R−|x−x1|).

Mas, em G, R/2 < |x − x1| < R. Ou seja, −R < −|x − x1| < −R/2, donde 0 <
R− |x− x1| < R/2. Dáı,

(
N − 1

|x− x1| − (p− 1)k1

)
|v′|p−2 ≤

(
N − 1

|x− x1|k
p−2
1 − (p− 1)kp−1

1

)(
ek1R/2v1

ek1R/2 − 1

)p−2

(4.20)

Como o segundo membro em (4.20) tende a −∞ se k1 → +∞, b ∈ L∞(G) e v′ > 0, então

−∆pû +~b · ∇û ≤ 0 sobre G para k1 suficientemente grande. Por construção, u ≥ û sobre
∂G se v1 for suficientemente pequeno, pois

û|∂G =





ek1R/2v1

(ek1R/2 − 1)
− v1

(ek1R/2 − 1)
= v1, se |x− x1| = R/2,

0, se |x− x1| = R.

Desde que −∆pu+~b·∇u ≥ 0, pelo prinćıpio de comparação fraco (Proposição 4.2), resulta
u ≥ û em G. Notemos que

lim
h→0

1

h
(u(x0 + h(x1 − x0))− u(x0)) > 0. (4.21)
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De fato, para h < 1, e sabendo que R = |x0 − x1|, temos

û(x0 + h(x1 − x0)) =
v1e

k1(R−|x0+h(x1−x0)−x1|)

ek1
R
2 − 1

− v1

ek1
R
2 − 1

=
v1e

k1(R−(1−h)|x0−x1|) − v1

ek1
R
2 − 1

=
v1e

k1Rh − v1

ek1
R
2 − 1

.

Aplicando L’Hospital, temos

lim
h→0

û(x0 + h(x1 − x0))

h
= lim

h→0

(ek1Rh − 1)v1

h(ek1
R
2 − 1)

= lim
h→0

k1v1Rek1Rh

ek1
R
2 − 1

= v′(0)R.

Desde que û(x0) = u(x0) = 0 e u ≥ û sobre G, temos

lim
h→0

1

h
(u(x0 + h(x1 − x0))− u(x0)) = lim

h→0

1

h
u(x0 + h(x1 − x0)) ≥ v′(0)R.

A relação (4.21) é, portanto, verdadeira, já que v′(0) > 0. Temos, então, uma contradição,
já que a hipótese u ∈ C1(Ω) implica ∇u(x0) = 0.

A prova do lema de Hopf segue a mesma idéia acima. Agora, tomemos o anel G corres-
pondendo à bola B := B(x1, R) da condição da esfera interior em x0. Como antes, u ≥ û
em G. A dificuldade técnica é que agora G toca ∂Ω; mas pode ser superada movendo G ao
longo de ν : substitúımos x1 por (x1)ε = x1+εν para um ε > 0 pequeno e deixando R fixo.
Se ε for suficientemente pequeno, o anel Gε será tal que Gε ⊂ Ω. Argumentando como
acima, temos u(x) ≥ û(x − εν) ≡ v(R − |x − x1 − εν|; k1, R/2, v1) q.t.p. em G, e k1 não
depende de ε. Agora, fazendo ε → 0 e lembrando que v′(0) > 0, obtemos ∂u/∂ν(x0) > 0.

Vamos provar, agora, a positividade de todas as soluções de (4.3).

Proposição 4.3 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado de classe C1,α para algum α ∈ (0, 1)

e ~b ∈ C1(Ω). Se u é uma solução do problema (4.3), então u ≥ 0 em Ω. Se, além disso,
u 6≡ 0, então u > 0 em Ω.

Prova. Se u é solução de (4.3), então u|∂Ω = 0. Como f é definida de R em [0, +∞),
para toda ϕ ≥ 0, temos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇uϕ =

∫

Ω

f(t + u)ϕ ≥ 0 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ +

∫

Ω

~b∇uϕ,

onde u ≡ 0. Logo, Pela Proposição 4.2, u ≥ 0 em Ω. A outra parte segue imediatamente
do Lema 4.3 acima.

4.2 Existência de um Cont́ınuo de Soluções Positivas

Nesta seção vamos reduzir o problema de encontrar uma solução não trivial de (4.3)
para t = 0 ao problema de estabelecer estimativas a priori para algumas soluções de (4.3).
Isto pode ser feito graças ao seguinte
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Teorema 4.2 (Existência de um Cont́ınuo de Soluções). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limi-

tado de classe C1,α para algum α ∈ (0, 1), 1 < p ≤ 2, ~b ∈ C1(Ω) e f uma função cont́ınua
de R em R+ tal que limu→0 f(|u|)/|u|p−1 = 0. Seja C+ a componente, em R+×C1

0(Ω), das
soluções de





∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ψ +

∫

Ω

~b · ∇uψ =

∫

Ω

f(t + |u|)ψ, ∀ψ ∈ C∞
c (Ω),

u ≥ 0, t ≥ 0, u ∈ C1
0(Ω)

(4.22)

contendo (0, 0). Se
C+ ∩ ({0} × C1

0(Ω)) = {(0, 0)},
então C+ é ilimitado em R+ × C1

0(Ω). Em particular, C+ contém outros pontos, além de

(0, 0). Este resultado é válido para todo 1 < p < +∞ se ~b = 0.

Para provarmos este resultado, utilizaremos o seguinte

Lema 4.4 Seja (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach, real. Seja G : R+ × X → X cont́ınua
e, tal que, aplica subconjuntos limitados em subconjuntos relativamente compactos. Supo-
nhamos, também, que G satisfaça

1. G(0, 0) = 0,

2. Existe R > 0 tal que

(a) u ∈ X, ‖u‖ ≤ R e u = G(0, u) implica u = 0,

(b) deg(I −G(0, ·), B(0, R), 0) = 1.

Seja J o conjuto das soluções do problema

(P) u = G(t, u)

em R+ ×X. Seja C a componente (subconjunto conexo, fechado e maximal com respeito
à inclusão) de J que contém (0, 0). Então, se

C ∩ ({0} ×X) = {(0, 0)},

temos que C é ilimitado em R+ ×X.

Prova. É conveniente estendermos G a R×X pondo G̃(t, u) := G(|t|, u), t ∈ R, u ∈ X

(com o fim de utilizarmos um espaço metrico). Observamos que G̃ : R ×X é compacto,

G̃(0, 0) = 0 e satisfaz (b), isto é, existe R > 0 tal que

1. u ∈ X, ‖u‖ ≤ R e u = G̃(0, 0) = G(0, u) implica u = 0,

2. deg(I − G̃(0, ·), B(0, R), 0) = deg(I −G(0, ·), B(0, R), 0) = 1.
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Seja J̃ o conjunto das soluções do problema

u = G̃(t, u) t ∈ R, u ∈ X. (4.23)

Claramente, (0, 0) ∈ J̃ e J̃ = J ∪ {(−t, u) : (t, u) ∈ J}. Seja C̃ a componente de J̃ em
R×X que contém {(0, 0)}. Suponhamos, por absurdo, que C seja limitado em R+ ×X e

que C ∩ ({0} ×X) = {(0, 0)}. Então C̃ é limitado em R×X e C̃ ∩ ({0} ×X) = {(0, 0)}.
Notemos que C̃ é compacta em R × X. Com efeito, seja (tn, un) uma seqüência de

soluções de (4.23). Desde que C̃ é limitado e do fato que G̃ aplica conjuntos limita-
dos em conjuntos relativamente compactos, obtemos uma subseqüência (unk

) conver-
gente de (un). Por outro lado, a seqüência (tn) de números reais, sendo limitada, possui
uma subseqüência (tnk

) convergente. Pelo método da diagonal de Cantor, existe uma

subseqüência, ainda denotada por (tnk
, unk

), convergente. Portanto, C̃ é compacta em

R × X. Seja U uma vizinhança-δ1 de C̃ em R × X onde 0 < δ1 ≤ R/2 (e δ1 suficien-

temente pequeno para que U ∩ ({0} × X) ⊂ B(0, R)). Seja K := U ∩ J̃ . Então, K é

um espaço métrico que, pelos argumentos acima para C̃, é compacto. Por construção,
∂U ∩ C̃ = ∅. Logo, C̃ e ∂U ∩ J̃ são dois subconjuntos compactos de K que são disjuntos.
Pelo Lema 0.9, existem dois subconjuntos compactos A e B de K satisfazendo C̃ ⊂ A,
∂U ∩ J̃ ⊂ B, A ∩ B = ∅ e A ∪ B = K. Claramente, σ := dist(A,B) > 0. Notemos que

A∩∂U = (A∩ J̃)∩∂U = A∩ (J̃ ∩∂U) ⊂ A∩B = ∅. Como A é compacto e ∂U é fechada,
também temos µ := dist(A, ∂U) > 0.

Se O denota uma vizinhança-δ de A com 0 < δ < µ, então O ⊂ U (se x ∈ A, y ∈
B(x, δ) e z ∈ ∂U, então dist(z, y) ≥ dist(z, x) − dist(y, x) ≥ µ − δ > 0). Se, além disso,
0 < δ < σ, temos

∂O ∩ J̃ = ∅.
De fato, ∂O ∩ J̃ = ∂O ∩ K = (∂O ∩ A) ∪ (∂O ∩ B). Como O é uma vizinhança-δ de
A, ∂O ∩ A = ∅. Além disso, como δ < σ, temos dist(∂O, B) ≥ σ − δ > 0 e assim,

∂O ∩B = ∅. Por outro lado, C̃ ⊂ O e ∂O ∩ ({0} ×X) ⊂ ({0} ×B(0, R)).

Seja Ot := {u ∈ X : (t, u) ∈ O}. Do Lema 0.10 e da maximalidade de C̃, existe um

número real c tal que deg(I − G̃(t, ·),Ot, 0) = c para todo t ∈ R. Como Ot = ∅ para |t|
grande, c = 0. Por outro lado, deg(I − G̃(0, ·),O0, 0) = deg(I − G(0, ·),O0, 0) = 1 por
hipótese. Logo, temos uma contradição.

Na prova do Teorema 4.2 aplicamos o Lema acima com G definida por

G : [0, +∞)× C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω)
(t, u) 7−→ K(f(t + u)),

(4.24)

onde o operador K : L∞(Ω) → C1
0(Ω) é definido como no Teorema 4.1. A razão do lema

seguinte é garantir que G satisfaça a hipótese (2) do Lema 4.4, acima.

Lema 4.5 Sob as hipóteses do Teorema 4.2, existe um número real R > 0 tal que, se
(u, λ) ∈ C1

0 × [0, 1] é uma solução de
{

u = K(λf(|u|)),
u 6≡ 0,

(4.25)

então ‖u‖C1(Ω) > R.
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Prova. Suponhamos, por contradição, que exista uma subseqüência de soluções (un, λn)
de (4.25) com ‖u‖C1(Ω) → 0 se n → ∞, un 6≡ 0 para todo n ∈ N. Definamos
vn := un/‖u‖C1(Ω). Então (vn, λn) satisfaz a equação

−∆pvn = −~b · ∇vn‖un‖p−2

C1(Ω)
+ λn

f(|un|)
‖un‖p−1

C1(Ω)

em W−1,p′(Ω). (4.26)

De fato, como (un, λn) é uma solução de (4.25),

−∆pun +~b · ∇un = λnf(|un|) em W−1,p′(Ω),

isto é, ∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ +

∫

Ω

~b · ∇unϕ =

∫

Ω

λnf(|un|), ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Dividindo por ‖un‖p−1

C1(Ω)
, fica

∫

Ω

|∇un|p−2

‖u‖p−2

C1(Ω)

∇un

‖un‖C1(Ω)

∇ϕ +

∫

Ω

~b
∇un

‖un‖C1(Ω)

‖un‖2−p

C1(Ω)
ϕ =

1

‖un‖p−1

C1(Ω)

∫

Ω

λnf(|un|)

para todo ϕ ∈ C∞
c (Ω). Isto é

∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇ϕ = −‖un‖2−p

C1(Ω)

∫

Ω

~b · ∇vnϕ +
1

‖un‖p−1

C1(Ω)

∫

Ω

λnf(|un|)ϕ

para todo ϕ ∈ C∞
c (Ω), que é equivalente a (4.26). Pela definição da norma ‖ · ‖C1(Ω), ∇vn

é lipschitziana para todo n. Dáı, vn ser equicont́ınua. Além disso, vn é, por definição, equi-
limitada. Pelo teorema de Ascoli-Arzelá, existe uma subseqüência, ainda denotada por
(vn) e v 6= 0 em C(Ω) tal que vn → v uniformente em Ω. Se p < 2 ou ~b = 0 e 1 < p < ∞,
então pela hipótese sobre f, o segundo membro de (4.26) tende a 0 em L∞(Ω). Então,
pelas propriedades do inverso do operador p-laplaciano (ver Teorema 4.1), vn → 0 em

C1(Ω). Se p = 2, (4.26) converge a −∆pvn = −~b · ∇vn. Pelas propriedades do operador

−∆p(·) +~b∇(·) do Teorema 4.1, também obtemos vn → 0 em C1(Ω). Em ambos os casos,
isto contradiz v 6= 0.

Prova do Teorema 4.2. Vamos aplicar o Lema 4.4 com X = C1
0(Ω) e G definida

por (4.24). pelo Teorema 4.1, G(0, 0) = K(f(0)) = u(0) = 0, a hipótese (1) é satisfeita.
Tomemos R > 0 como no Lema 4.5, λ = 1, e t = 0. Se u(u ≥ 0) é tal que u =

K(f(|u|) = K(f(u) = G(0, u) e 6≡ 0, então ‖u‖C1(Ω) > R; ou equivalentemente, se
‖u‖C1(Ω) ≤ R e u = G(0, u), então u = 0. Assim, a hipótese 2.(a) fica satisfeita.

Definamos h : [0, 1]×B(0, R) → C1
0(Ω), onde B(0, R) denota uma bola em C1

0(Ω), por

h(λ, u) := K(λf(|u|)), ∀λ ∈ [0, 1], ∀u ∈ B(0, R).

pelo Teorema 4.1, h é compacta e cont́ınua, h(1, ·) = K(f(| · |)) = G(0, ·); h(0, ·) =
K(0) ≡ 0, já que 0 é a única solução de (4.17) se f = 0. Agora, pelo Lema 4.5 acima,
u−h(λ, u) 6= 0 para todo u ∈ ∂B(0, R) e λ ∈ [0, 1]. Portanto, deg(I−G(0, ·), B(0, R), 0) =
deg(I − 0, B(0, R), 0) = 1 e a hipótese 2.(b) é satisfeita.
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Notemos que (4.22) é equivalente a u = G(t, u), pela definição da função G. Portanto,
o teorema está provado.

Portanto, pelo Teorema 4.2, provar a existência de uma solução não trivial de (Pb), está
reduzido a estabelecer estimativas a priori para soluções de (4.3) pertencentes ao cont́ınuo
C+. Mais precisamente, a existência de uma solução não trivial para (Pb) é provada tão
logo tenhamos estabelecido algum limite a priori em R+ × C1

0(Ω) para o cont́ınuo C+.

4.3 Blow-up

Nesta seção, usamos o método de blow-up para reduzir o problema de encontrar esti-
mativas a priori para toda solução de (4.22) à prova de algum teorema do tipo Liouvilli.

Antes de exibir os resultados, queremos lembrar a idéia do método de blow-up. Supo-
mos, por contradição, que não exista limite a priori, e assim, existe uma seqüência (un, tn)
de soluções de (4.3) com ‖un‖∞ + tn → ∞. Fazemos, então, uma mudança de variável
(uma rescalada) nas funções un para obtermos uma nova seqüência (wn, tn) de soluções
para um novo problema definido em um domı́nio Ωn, que vai crescendo (com o n) e tende,
em algum sentido, para todo o RN . Então, tentamos mostrar que wn → w para alguma
função w 6= 0, onde w é solução de um certo problema em RN que, por outro lado, é
sabido que não possui solução não trivial, uma contradição.

Inicialmente, tratamos, por simplicidade, o caso onde f(u) = |u|q. Nesta tentativa,
temos o

Lema 4.6 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado, 1 < p < ∞, ~b ∈ C1(Ω), e (un, tn) uma
seqüência de soluções de

{ −∆pun +~b · ∇un = (tn + un)q,
u ∈ C1

0(Ω), un ≥ 0, tn ≥ 0
(4.27)

com q > max{p− 1, 1/(p− 1)} se ~b 6≡ 0 e q > p− 1 se ~b = 0, e tal que ‖u‖∞ + tn → +∞.
Suponhamos que dist(xn, ∂Ω) ≥ δ para todo n ∈ N0 e algum δ > 0, onde xn ∈ Ω satisfaz
un(xn) = ‖un‖∞. Então existe uma função w ∈ C1(RN) que é solução de





∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ψ dx =

∫

RN

wqψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (RN),

w(x) > 0, ∀x ∈ RN ,
‖w‖∞ = 1.

(4.28)

Prova. Primeiramente, vamos provar que existe uma subseqüência, ainda denotada por
(un, tn), satisfazendo

tn
‖u‖∞ → 0 com ‖un‖∞ > 0 para todo n. (4.29)

Observamos que se ‖un‖∞ = 0, então tn = 0. Se (tn) é limitada, então (4.29) é óbvio, pois
‖un‖∞ + tn → +∞, por hipótese. Podemos supor, sem perda de generalidade, que tn > 0
para todo n ∈ N0 e tn → +∞. Façamos a mudança de variável

vn :=
un

tn
, λn := tq−p+1

n .
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Então, para todo n ∈ N0, (vn, λn) é solução de
∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇v dx + λ(2−p)/(q−p+1)
n

∫

Ω

~b · ∇vnv dx = λn

∫

Ω

(1 + vn)qv dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

De fato, (un, tn) satisfaz −∆pun +~b · ∇un = (tn + un)q; ou seja,
∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇v dx +

∫

Ω

~b · ∇unv dx =

∫

Ω

(tn + un)qv dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Logo,

tp−1
n

∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇v dx + tn

∫

Ω

~b · ∇vnv dx = tqn

∫

Ω

(1 + vn)qv dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Dividindo tudo por tp−1
n , obtemos

∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇v dx + t2−p
n

∫

Ω

~b · ∇vnv dx = tq−p+1
n

∫

Ω

(1 + vn)qv dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Substituindo tn por λ
1/(q−p+1)
n , chegamos à expressão desejada. Como

λn

∫

Ω

(1 + vn)qv dx ≥ λn

∫

Ω

v dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω), v ≥ 0,

pelo prinćıpio de comparação fraco (Proposição 4.2), temos que vn ≥ vn onde vn ∈ C1
0(Ω)

é a solução de
∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇v dx + λ(2−p)/(q−p+1)
n

∫

Ω

~b∇vnv dx = λn

∫

Ω

v dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω). (4.30)

Tais funções vn existem pelo Teorema 4.1 (basta tomarmos fn = λn). Suponhamos, por
contradição, que

sup
n∈N0

‖vn‖∞ = C1 < +∞.

Tomando, então, v = vn em
∫

Ω
~b∇vnv, temos

∫

Ω

~b∇vnvn dx =
N∑

i=1

∫

Ω

bivn(vn)xi
dx = −

N∑
i=1

∫

Ω

(bivn)xi
vn dx

= −
N∑

i=1

∫

Ω

bi
xi

vnvn dx−
N∑

i=1

∫

Ω

bi(vn)xi
vn dx

= −
∫

Ω

div(~b)v2
n dx−

∫

Ω

~b∇vnvn dx.

Donde ∫

Ω

~b∇vnvn dx ≥ 0,

pois div(~b) ≤ 0. Logo, tomando v = vn em (2.18), obtemos:

‖vn‖p
1,p =

∫

Ω

|∇vn|p dx =

∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇vn dx ≤ λn

∫

Ω

vn dx

≤ λn

∫

Ω

‖vn‖∞ dx ≤ C1λn|Ω|, ∀n ∈ N0. (4.31)
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Dividindo (4.30) por λn e fixando v ∈ C∞
0 (Ω), v ≥ 0, v 6≡ 0, obtemos

0 <

∫

Ω

v dx ≤ 1

λn

∫

Ω

|∇vn|p−1|∇v| dx + λ
2−p

q−p+1
−1

n

∫

Ω

|~b||∇vn|v dx, ∀n ∈ N0. (4.32)

Usando a desigualdade de Hölder e (4.31), vem

1

λn

∫

Ω

|∇vn|p−1|∇v| dx ≤ 1

λn

(∫

Ω

|∇vn|p| dx

) p−1
p

‖v‖1,p =
1

λn

‖v‖p−1
1,p ‖v‖1,p

≤ λ
− 1

p
n (C1|Ω|)

p−1
p ‖v‖1,p,

que tende a 0 para v fixo e n → ∞, pois λn → ∞ já que tn → ∞ (q > p − 1). Usando
ainda (4.31), resulta

λ
2−p

q−p+1
−1

n

∫

Ω

|~b||∇vn||v| dx ≤ λ
2−p

q−p+1
−1

n ‖~b‖∞‖v‖∞‖vn‖1,pC2

≤ (C1|Ω|)
1
p C2‖~b‖∞‖v‖∞λ

q(1−p)+1
p(q−p+1)
n ,

onde C2 é a constante da injeção Lp(Ω) em L1(Ω). Como q > max{p − 1, 1/(p − 1)}
se ~b 6= 0, este termo também tende a 0, contradizendo (4.32). Notemos que se ~b = 0,
precisamos apenas de q > p− 1. Assim, provamos que

sup
n∈N0

‖un‖∞/tn = sup
n∈N0

‖vn‖∞ ≥ sup
n∈N0

‖vn‖ = +∞.

De agora em diante, assumimos que ‖un‖∞ > 0 para todo n e tn/‖un‖∞ → 0. Consi-
deremos, agora, as funções

wn(y) :=
un(α−k

n y + xn)

αn

∀y ∈ Ωn

onde αn := ‖un‖∞, Ωn := αk
n(Ω−xn), e k := (q−p+1)/p. Pela hipótese de superlinearidade

(q > p− 1), k > 0. Então, para cada n ∈ N, wn satisfaz as equações




∫

Ωn

|∇wn|p−2∇wn∇ψ dy + α
q(1−p)+1

p
n

∫

Ωn

~b∇wnψ dy =

∫

Ωn

(
tn
αn

+ wn

)q

ψ dy,

wn ∈ C1
c (Ωn), wn ≥ 0 sobre Ωn, ‖wn‖∞ = 1.

(4.33)

para toda ψ ∈ C∞
c (Ωn). De fato, consideremos o difeomorfismo J : Ωn → Ω definido

por J(y) = α−k
n y + xn, com determinante jacobiano denotado por det J, e notemos que

∇wn(y) = α−k−1
n ∇un(α−k

n y + xn). De (4.27), temos
∫

Ω

|∇un(x)|p−2∇un(x)∇ϕdx +

∫

Ω

~b · ∇un(x)ϕdx =

∫

Ω

(tn + un(x))qϕdx, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Dáı,
∫

Ω

|∇un(α−k
n y + xn)|p−2∇un(α−k

n y + xn)∇ϕ(α−k
n y + xn) dx+

+

∫

Ω

~b · ∇un(α−k
n y + xn)ϕ(α−k

n y + xn) dx =

∫

Ω

(tn + un(α−k
n y + xn))qϕ(α−k

n y + xn) dx,
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para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Aplicando o Teorema da Mudança de Variáveis, temos∫

Ωn

|αk+1∇wn(y)|p−2αk+1∇wn(y)αk
n∇ψ(y)| det J | dy+

+

∫

Ωn

~bαk+1∇wn(y)ψ(y)| det J | dy =

∫

Ωn

(tn + αnwn(y))qψ(y)| det J | dy,

onde denotamos ψ(y) := ϕ(α−k
n y + xn), que implica ∇ϕ(α−k

n y + xn) = αk
n∇ψ(y). Dáı,

α(k+1)(p−1)+k

∫

Ωn

|∇wn(y)|p−2∇wn(y)∇ψ(y) dy +

+ αk+1

∫

Ωn

~b∇wn(y)ψ(y) dy = αq
n

∫

Ωn

(
tn
αn

+ wn(y)

)q

ψ(y) dy.

Dividindo esta equação por αq
n e substituindo o valor de k, obtemos a expressão desejada.

Notemos que ‖un‖∞ → ∞; se assim não fosse, teŕıamos tn → ∞, (por hipótese) o

que contradiria tn/‖un‖∞ → 0. Assim, como q > 1/(p − 1), temos α
(q(1−p)+1)/p
n → 0,

e αk
n → +∞. Logo, dada qualquer bola fechada B centrada na origem, existe n0 ∈ N0

tal que B ⊂ Ωn para todo n ≥ n0. Fixando uma tal bola, podemos usar o resultado de
regularidade local C1,α de Tolksdorf. Assim, obtemos a existência de algumas constantes
K > 0 e α ∈ (0, 1) dependendo apenas de N, p, B,~b tais que

wn ∈ C1,α(B) e ‖wn‖C1,α(B) ≤ K (4.34)

Como a imersão C1,α(B) ↪→ C1(B) é compacta, então, pelo teorema de Ascoli-Arzelá,
existe uma uma função w ∈ C1(B) e uma subseqüência convergente w′

n → w em C1(B).
Como tn/αn → 0, tomando funções testes em C∞

c (B) na equação (4.33), passando ao
limite (em (4.33)), e usando o fato que q > 1/(p− 1), obtemos




∫

B

|∇w|p−2∇w∇ψ dx =

∫

B

|w|qψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (B),

w ∈ C1(B), w ≥ 0 sobre B, ‖w‖L∞(B) = 1.

Além disso, como w 6≡ 0, segue w(x) > 0 para todo x ∈ B, pelo Lema 4.3. Tomando
bolas cada vez maiores, e repetindo o argumento para a subseqüência (w′

n) obtida acima,
podemos obter (pelo método da diagonal de Cantor) uma subseqüência (w′

nk
) que converge

em C1 para uma função w ∈ C1(RN), sobre todo compacto do RN , satisfazendo



∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ψ dx =

∫

RN

|w|qψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (RN),

‖w‖∞ = 1, w(x) > 0, ∀x ∈ RN .

Podemos aplicar o mesmo racioćınio da prova acima, se (un, tn) são soluções de (4.3),

onde f satisfaz (4.1) com q > max{p− 1, 1/(p− 1)} se ~b 6≡ 0 e q > p− 1 se ~b ≡ 0. Neste
caso, a conclusão do Lema 4.6 permanece verdadeira se (4.28) for substitúıda por




∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ψ dx ≥ C0

∫

RN

|w|qψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (RN),

w(x) > 0, ∀ x ∈ RN ,
‖w‖∞ = 1.

(4.35)

Isto nos conduz ao seguinte resultado:
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Lema 4.7 Sob as mesmas hipóteses do Lema 4.6, se (un, tn) é uma seqüência de soluções
de (4.3), então existe uma função w ∈ C1(RN), solução de (4.35).

Prova. Como na prova do Lema 4.6, provamos a existência de uma sequência, ainda
denotada por (un, tn), satisfazendo (4.29). Consideremos a mudança de variável vn :=
un/tn, λn := tq−p+1

n . Desde que f satisfaz (4.28), e (un, tn) satisfaz (4.3), vemos, analoga-
mente ao que foi feito no Lema 4.6 acima, que (vn, λn) é solução de

∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇v dx + λ(2−p)/(q−p+1)
n

∫

Ω

~b · ∇vnv dx ≥ C0λn

∫

Ω

(1 + vn)qv dx.

para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω). Definindo vn ∈ C1

0(Ω) como solução de

∫

Ω

|∇vn|p−2∇vn∇v dx + λ(2−p)/(q−p+1)
n

∫

Ω

~b∇vnv dx = C0λn

∫

Ω

v dx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω),

temos, semelhantemente ao Lema 4.6, que vn ≥ vn e supn∈N0
‖vn‖ = +∞. Assim, podemos

assumir ‖un‖∞ > 0 para todo n e tn/‖un‖∞ → 0 quando n → +∞. Tomando a seqüência
(wn) definida no Lema 4.6, resulta que, para cada n ∈ N0, wn satisfaz





∫

Ωn

|∇wn|p−2∇wn∇ψ dy + α
q(1−p)+1

p
n

∫

Ωn

~b∇wnψ dy = α1−p(k+1)
n

∫

Ωn

f(tn + αnwn)ψ dy

wn ∈ C1
0(Ωn), wn ≥ 0, ‖wn‖∞ = 1,

onde ψ ∈ C∞
c (Ωn). Pelas hipóteses sobre f e pela definição de k,

C0

∣∣∣∣
tn
αn

+ wn

∣∣∣∣
q

≤ α1−p(k+1)
n f(tn + αnwn) ≤ C1

∣∣∣∣
tn
αn

+ wn

∣∣∣∣
q

, ∀n ∈ N0.

Desde que tn/αn → 0 e (wn) é limitada em L∞(Ωn), podemos usar a estimativa local
C1,α de Tolksdorf-[31] sobre uma bola fixa B para obtermos, como antes, a existência de
w ∈ C1(B) com wn → w em C1(B) e

∫

B

|∇w|p−2∇w∇ψ dx ≥ C0

∫

B

|w|qψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (B), ψ ≥ 0.

Tomando bolas cada vez maiores e usando o Lema 4.3, obtemos a existência de uma
função w ∈ C1(RN) satisfazendo





∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ψ dx ≥ C0

∫

RN

|w|qψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (RN), ψ ≥ 0,

‖w‖∞ = 1, w(x) > 0, ∀x ∈ RN .

Para obtermos estimativas a priori para (4.3) (e assim, existência para (Pb)) deste
resultado de blow-up, precisamos, primeiramente, de um resultado de não-existência para
soluções de (4.35). Este é o conteúdo do sequinte lema, provado por Mitidieri-Pohozaev-
[24].
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Lema 4.8 Se p− 1 < q ≤ N(p− 1)/(N − p), N > p e C > 0 é uma constante, então o
problema





∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ψ dx ≥ C

∫

RN

wqψ dx, ∀ψ ∈ C∞
c (RN), ψ ≥ 0,

w(x) > 0, ∀x ∈ RN ,
w ∈ C1(RN)

não tem solução.

4.4 Existência de Solução no Caso Radial

Para aplicarmos o Lema 4.7, também precisamos de informações sobre a localização
de algum máximo global das soluções de (4.3). Em geral, obter tal informação, não é
posśıvel (ainda é uma questão aberta). Não obstante, podemos considerar o caso em que

Ω é uma bola e o problema é radialmente simétrico; para isto, ~b não pode ser uma função
geral.

Nesta seção, mostramos que é posśıvel usar os resultados de blow-up da seção anterior,
no caso particular onde Ω é uma bola centrada na origem. Vamos supor que ~b = −g(|x|)x
para alguma função g. Consideremos, inicialmente, o problema (4.3):

{ −∆pu− g(|x|)~x∇u = |t + u|q em Ω
u ∈ C1

0(Ω),

onde Ω = B(0, R) é a bola do RN centrada na origem e de raio R > 0, e com t > 0
fixo. Estamos interessados em soluções radiais, isto é, soluções fracas u(r) sobre [0, R] do
problema: { −(rN−1|u′|p−2u′)′ − g(r)rNu′ = |t + u|qrN−1 em (0, R),

u(R) = 0, u′(0) = 0, u ∈ C1[0, R].
(4.36)

Com efeito, seja x = (x1, x2, . . . , xi, . . . , xN), r = |x| e u(r) = u(x). Então,

∂r

∂xi

=
1

2
(x2

1 + · · ·+ x2
N)−1/22xi =

xi

r
e

∂u

∂xi

= u′(r)
xi

r
.

Logo,

x∇u =
N∑

i=1

xi
∂u

∂xi

=
N∑

i=1

x2
i

u′(r)
r

= ru′(r).

Escrevendo −∆pu− g(|x|)~x∇u = |t + u|q na forma de integrais, temos:
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ−
∫

Ω

g(|x|)x∇uϕ =

∫

Ω

|t + u|qϕ, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Então, pelo Teorema de Mudança de Variáveis,
∫

Ω

rN−1|u′|p−2u′ϕ′ −
∫

Ω

rN−1g(r)ru′ϕ =

∫

Ω

|t + u|qrN−1ϕ.

Usando integração por partes na primeira integral, obtemos

−
∫

Ω

(rN−1|u′|p−2u′)′ϕ−
∫

Ω

rNg(r)u′ϕ =

∫

Ω

|t + u|qrN−1ϕ,
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ou seja, ∫

Ω

[−(rN−1|u′|p−2u′)′ − rNg(r)u′ − |t + u|qrN−1]ϕ = 0.

Aplicando o Lema IV.2 do Brezis-[7], resulta que

−(rN−1|u′|p−2u′)′ − rNg(r)u′ − |t + u|qrN−1 = 0;

isto é,
−(rN−1|u′|p−2u′)′ − rNg(r)u′ = |t + u|qrN−1,

que é a primeira parte em (4.36).
Temos o seguinte resultado:

Lema 4.9 Suponhamos que ~b = −g(|x|)x ∈ C1([0,∞)) e div(g(|x|)x) ≥ 0. Então, qual-
quer solução u do problema (4.36) satisfaz u′(r) < 0, u(r) > 0 para todo r ∈ (0, R). Além
disso, u′(R) < 0. Em particular, qualquer solução radial atinge seu máximo global em 0.

Prova. Suponhamos, inicialmente, que exista um pequeno intervalo (0, r] sobre o qual
u′ 6= 0. Então, neste intervalo, pelos resultados de regularidade para equações eĺıpticas
quasilineares de segunda ordem, u é de classe C2 e a equação é satisfeita pontualmente.
Assim, integrando (4.36)

(rN−1|u′|p−2u′)′ = −(g(r)rNu′ + |t + u|qrN−1).

sobre [0, r], obtemos

rN−1|u′|p−2u′ = −
∫ r

0

(g(s)sNu′ + |t + u|qsN−1) ds

= −
∫ r

0

sN−1(g(s)su′ + |t + u|q) ds. (4.37)

Sabemos que u ≥ 0 (Proposição 4.3), u′ e ~b são cont́ınuas sobre [0, R] e u′(0) = 0. Então,
para r suficientemente pequeno, o primeiro termo na integral é menor que o segundo, logo
a integral é positiva. Assim, sobre um pequeno intervalo (0, δ], temos u′ < 0 (δ depende de
u e t). Observamos que precisamos pedir u′(0) = 0 se quizermos u ∈ C1(Ω). Mostremos
que u′(r) < 0 para todo r ∈ (0, R). Suponhamos que u′ se anula em algum lugar de (δ, R].
Seja r0 ∈ (δ, R] definido por r0 := inf{r ∈ (δ, R] : u′(r) = 0}. Então u ∈ C2(δ, r0) e
satisfaz, fortemente, a equação

−(rN−1|u′|p−2u′)′ = g(r)rNu′ + |t + u|qrN−1, ∀ r ∈ (δ, r0), (4.38)

ou, equivalentemente,

g(r)rNu′ = −(rN−1|u′|p−2u′)′ − |t + u|qrN−1, ∀ r ∈ (δ, r0), (4.39)

Pela definição de r0, existe uma seqüência crescente r̃n → r0, (r̃n)n∈N0 ⊂ (δ, r0), para
a qual u′(r̃n) < 0 para todo n ∈ N0. Conseqüentemente, para todo n ∈ N0 temos
r̃N−1
n |u′(r̃n)|p−2u′(r̃n) < 0. Tomando uma seqüência (rk) em {r ∈ (δ, R] : u′(r) = 0}

convergindo para r0, temos limk→∞ u′(rk) = u′(r0) = 0. Definamos f(r) := rN−1|u′|p−2u′.
Então, pelo teorema do valor médio, existe rn ∈ (r̃n, r0) tal que f(r0)−f(r̃n) = f ′(rn)(r0−
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r̃n). Desde que f(r0) = 0, f(r̃n) < 0 e r0 ≥ r̃n, temos que f ′(rn) > 0. Ou seja, existe uma
seqüência (rn) → r0, rn < r0 para todo n tal que

(rN−1|u′|p−2u′)′|rn > 0. (4.40)

Como ~b ∈ C1(Ω) e rn é limitada, existe uma constante D > 0, independente de n, tal que
g(rn)rN

n ≤ D. Desde que u′(rn) < 0, usando (4.40) e (4.39), temos, para todo n ∈ N0, que

Du′(rn) ≤ g(rn)rN
n u′(rn) < −(t + |u(rn)|)qrN−1

n < −tqrN−1
1

e assim, u′(rn) < −tqrN−1
1 /D para todo n ∈ N0, donde lim

n→∞
u′(rn) < 0. Por outro lado,

como u′(r0) = 0, temos que u′ não é cont́ınua e, portanto, u não é de classe C1. Uma
contradição. Assim, u′ < 0 sobre (0, R]. Desde que u ≥ 0 e u′ < 0, temos u > 0 sobre
[0, R).

Supomos, no ińıcio, que u′ 6= 0 em um pequeno intervalo (0, r]. Se isto não for o
caso (e u 6= 0), existem duas seqüências decrescentes 0 < an → 0 e an < bn → 0
tais que u′(an) = 0, mas u′(r) 6= 0 para todo an < r < bn. De fato, o conjunto
{r ∈ (0, R) : u′(r) = 0} é um conjunto fechado - imagem inversa de {0} por uma função
cont́ınua - não contendo nenhum subconjunto aberto de medida positiva, pois se con-
tivesse tal conjunto, cotradiria (4.38), já que t > 0. Seu complementar pode ser escrito
como a união (talvez não enumerável) de subintervalos abertos. Para n suficientemente
grande, desde que a equação é satisfeita pontualmente (mesma justificativa acima) sobre
cada (an, bn), podemos escrever o equivalente de (4.37) para tal intervalo e fazer o mesmo
racioćınio acima para concluir, finalmente, que u′ < 0 sobre (an, R] para todo n suficien-
temente grande, provando o resultado.

Consideramos, aqui, o caso particular onde f(u) = |u|q. Assim, podemos, aplicar o
Lema 4.6, como também, o seguinte teorema do tipo Liouville, provado por Ni-Serrin-[25].

Lema 4.10 O problema (4.28) não possui solução radial não trivial se p − 1 < q <
Np/(N − p)− 1, e p < N.

Isto implica o seguinte resultado de existência e estimativa a priori.

Proposição 4.4 Suponhamos que ~b = −g(|x|)x ∈ C1([0,∞)) e div(g(|x|)x) ≥ 0. Supo-
nhamos, também, que 1 < p ≤ 2 e max{p− 1, 1/(p− 1)} < q < Np/(N − p)− 1. Então,
todas as soluções (u, t) de (4.36) são, a priori, limitadas. Além disso, (4.36) tem uma
solução não trivial da forma (u, 0) com u > 0 sobre [0, R) e u′ < 0 sobre (0, R].

Prova. O Teorema 4.2 permanece válido no caso onde Ω é uma bola, ~b = −g(|x|)x e
o espaço C1

0(Ω) é substitúıdo por C1
0,r(Ω) := {u ∈ C1

0(Ω) : u é radialmente simétrica}.
Precisamos, apenas, substituir na aplicação do Lema 4.4 o operador G por

G : [0,∞)× C1
0,r(Ω) → C1

0,r(Ω) : (t, u) 7→ K(f(t + u)),

onde K : L∞r (Ω) → C1
0,r(Ω) é o operador definido como no Teorema 4.1, com C1

0(Ω)

trocado por C1
0,r(Ω). Para vermos que G e K estão bem definidas, basta considerarmos,

no Teorema 4.1, o operador H com o espaço C1
0,r(Ω).
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Suponhamos que nem toda solução de (4.36) seja limitada. Então, pelo Lema 4.6 (suas
hipóteses são satisfeitas com a ajuda do Lema 4.9), existe uma função radial (não nula)
que satisfaz (4.28). Isto contradiz o Lema 4.10.

Agora, pelo Teorema 4.2, (4.36) tem uma solução não trivial da forma (u, 0) com u > 0
sobre [0, R) e u′ < 0 sobre (0, R], pelo Lema 4.9.

Vamos, agora, tratar o caso mais geral, onde f(u) não é necessariamente uma potência.
Neste caso, a prova do Lema 4.9 permanece válida se substituirmos (4.36) pelo problema

{ −(rN−1|u′|p−2u′)′ − g(r)rNu′ = f(t + |u|)rN−1 em (0, R),
u(R) = 0, u′(0) = 0, u ∈ C1[0, R],

(4.41)

onde f é uma função cont́ınua e positiva satisfazendo (4.1). Trocando |t+u|q por f(t+u)
nessa prova, obtemos o

Lema 4.11 Suponhamos que f é uma função cont́ınua e positiva satisfazendo (4.1).

Suponhamos, também, que ~b = −g(|x|)x ∈ C1([0,∞)) e div(g(|x|)x) ≥ 0. Então qual-
quer solução do problema (4.41) satisfaz u′(r) < 0, u(r) > 0 para todo r ∈ (0, R). Além
disso, u′(R) < 0. Em particular, toda solução radial atinge seu máximo global em 0.

Usando o método de continuação e os resultados de blow-up, como na prova da
Proposição 4.4, obtemos finalmente o seguinte resultado de existência:

Proposição 4.5 Suponhamos que ~b = −g(|x|)x ∈ C1([0,∞)) e div(g(|x|)x) ≥ 0, e que f
é uma função cont́ınua e positiva satisfazendo (4.1). Suponhamos, também, que 1 < p ≤ 2
e max{p− 1, 1/(p− 1)} < q ≤ N(p− 1)/(N − p). Então todas as soluções (u, t) de (4.41)
são, a priori, limitadas. Além disso, (4.41) tem uma solução não trivial da forma (u, 0)
com u > 0 em [0, R) e u′ < 0 em (0, R].
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Apêndice A

Resultados Complementares

Este apêndice destina-se a apresentar demonstrações de algumas resultados utilizados
no corpo do trabalho.

Lema A.1 (i) Se p ∈ [2, +∞) então vale:

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ β|z − y|(|z|+ |y|)p−2 ∀ y, z ∈ RN e β ∈ R.

(ii) Se p ∈ (1, 2], então vale:

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ β̄|z − y|p−1 ∀ y, z ∈ RN e β̄ ∈ R.

Prova. (i) Consideremos f : [0, 1] → RN tal que f(t) = |y + t(z − y)|p−2(y + t(z − y)).

Então, f(1) − f(0) =

∫ 1

0

f ′(t)dt implica |f(1) − f(0)| ≤
∫ 1

0

|f ′(t)|dt. Além disso, como

para t ∈ [0, 1], temos

|y + t(z − y)| ≤ |y|+ t|z − y| ≤ |y|+ |z − y| ≤ |y|+ |z|+ |y| ≤ 2(|z|+ |y|),

segue-se

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ |z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−2 dt +

+ (p− 2)|z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−4|(y + t(z − y))(y + t(z − y))| dt

= (p− 1)|z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−2 dt

≤ (p− 1)|z − y|
∫ 1

0

[2(|z|+ |y|)]p−2 dt

= 2p−2(p− 1)|z − y|(|z|+ |y|)p−2.

Assim,

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ 2p−2(p− 1)|z − y|(|z|+ |y|)p−2 = β|z − y|(|z|+ |y|)p−2,

com β = 2p−2(p− 1).
(ii) O caso p = 2 é imediato.

95



Notemos, inicialmente, que
∣∣|z|p−2z − |y|p−2y

∣∣2 =
(|z|p−1

)
+

(|y|p−1
)− 2|z|p−2|y|p−2〈z, y〉

= ||z|p−1 − |y|p−1|2 + 2|z|p−2|y|p−2|z||y| − 2|z|p−2|y|p−2〈z, y〉
= ||z|p−1 − |y|p−1|2 + 2|z|p−2|y|p−2(|z||y| − 〈z, y〉),

para todo z, y ∈ RN\{0}.
Seja r ∈ (0,∞). Tomemos Cr = 1 se r ∈ (0, 1] e Cr = 21−r se r > 1. Assim, temos:

ar + br ≥ Cr(a + b)r, ∀ a, b ∈ [0,∞). (A.1)

Com efeito, para r > 1, fica (a + b)r ≤ 2r−1(ar + br). Isto é o Lema A.3.
Para r = 1, é imediato.
Para r ∈ (0, 1), fica ar + br ≥ (a + b)r. Com efeito, a função f : [0,∞) → R dada por
f(x) = (x + b)t − xt − bt com t ∈ (0, 1) e b ∈ [0,∞) satisfaz f(0) = 0 e f ′(x) ≤ 0 para
todo x ∈ [0,∞), pois, supondo f ′(x) > 0 obtemos a contradição b < 0.

Neste caso, temos ∣∣|ā|r − |b̄|r
∣∣ ≤ |ā− b̄|r ∀ ā, b̄ ∈ RN . (A.2)

De fato, |ā−b̄|r+|b̄|r ≥ (|ā− b̄|+ |b̄|)r ≥ |ā|r implica |ā−b̄|r ≥ |ā|r−|b̄|r. Semelhanemente,

|ā− b̄|r + |ā|r ≥ (|b̄− ā|+ |ā|)r ≥ |b̄|r implica |ā− b̄|r ≥ |b̄|r−|ā|r. Portanto,
∣∣|ā|r − |b̄|r

∣∣ ≤
|ā− b̄|r.

Se y = 0 ou z = 0, é trivial. Podemos, então, supor y, z 6= 0. Utilizando (A.2) com
r = p− 1, ā = z, b̄ = y, obtemos

∣∣|z|p−2z − |y|p−2y
∣∣2 =

∣∣|z|p−1 − |y|p−1
∣∣2 + 2|z|p−1|y|p−1

(
1− 〈z, y〉

|z||y|
)

≤ |z − y|2(p−1) + 2|z|p−1|y|p−1

(
1− 〈z, y〉

|z||y|
)

= |z − y|2(p−1) + 2|z|p−1|y|p−1

(
1− 〈z, y〉

|z||y|
)p−1 (

1− 〈z, y〉
|z||y|

)2−p

≤ |z − y|2(p−1) + 2 (|z||y| − zy)p−1 22−p

≤ |z − y|2(p−1) + 2
1

2p−1
|z − y|2(p−1)22−p

=
(
1 + 22(2−p)

) (|z − y|p−1
)2

que implica em (ii) com β̄ =
(
1 + 22(2−p)

)1/2
.

Deve ser notado que na penúltima desigualdade utilizamos −1 ≤ 〈z, y〉
|z||y| ≤ 1, e na

última, usamos (|z| − |y|)2 ≥ 0; ou melhor,
|z − y|2

2
≥ |z||y| − 〈z, y〉.

Lema A.2 (i) Se p ∈ (1, 2], então vale:

(|z|+ |y|)2−p 〈|z|p−2z − |y|p−2y, z − y〉 ≥ |z − y|2 ∀ y, z ∈ RN .

(ii) Se p ∈ [2, +∞) então vale:

〈|z|p−2z − |y|p−2y, z − y〉 ≥ K(p)|z − y|p ∀ y, z ∈ RN .

onde K(p) = min{2−1−p, 52−p}
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Prova. O caso p = 2 é imediato. Igualmente simples, quando z = 0 ou y = 0. Podemos
então supor p 6= 2 e z, y 6= 0. Denotemos

rp(y, z) = 〈|z|p−2z − |y|p−2y, z − y〉

e, por simetria, podemos tomar |z| ≥ |y| > 0. Escrevamos y = βz + γw, onde w 6= 0 é um
vetor ortogonal a z e β, γ ∈ R. Dáı,

〈y, z〉 = β〈z, z〉+ γ〈w, z〉 = β|z|2,

donde

|β| ≤ |y|
|z| ≤ 1. (A.3)

Por outro lado, temos

rp(y, z) = |z|p − |z|p−2〈y, z〉 − |y|p−2〈y, z〉+ |y|p
= |z|p + |y|p − β

(|z|p−2 + |y|p−2
) |z|2. (A.4)

(i) Dessa última igualdade, temos

rp(y, z) = |z|p − |y|p−2|z|2 − β|z|p + β|y|p−2|z|2 + |y|p−2|z|2 − 2β|y|p−2|z|2 + |y|p
= |z|p − |y|p−2|z|2 − β|z|p + β|y|p−2|z|2 + |y|p−2|z|2 − 2|y|p−2〈y, z〉+ |y|p
= |z|p − |y|p−2|z|2 − β|z|p + β|y|p−2|z|2 + |y|p−2〈z − y, z − y〉
= (1− β)

(|z|p−2 − |y|p−2
) |z|2 + |y|p−2|z − y|2. (A.5)

Agora, usando (A.3), temos

rp(y, z) ≥ |y|p−2|z − y|2 ≥ |z − y|2
(|z|+ |y|)2−p

.

Dáı resulta a desigualdade desejada.
(ii) Dado β ≤ 0, a igualdade (A.4) e a desigualdade (A.1) implicam

rp(y, z) ≥ |z|p + |y|p ≥ 21−p(|z|+ |y|)p ≥ 21−p|z − y|p ≥ K(p)|z − y|p

Para β ∈ (0, 1/4), usando (A.4) e |y| ≤ |z|, temos

rp(y, z) ≥ |z|p + |y|p − β
(|z|p−2 + |z|p−2

) |z|2 = |z|p + |y|p − 2β|z|p

≥ (1− 2β)|z|p ≥ 1

2
|z|p =

1

4
(|z|p + |z|p) ≥ 1

4
(|z|p + |y|p)

≥ 1

4
21−p(|z|p + |y|p) ≥ 2−1−p|z − y|p ≥ K(p)|z − y|p.

Finalmente, para β ∈ [1/4, 1] em (A.5) temos, evidentemente,

rp(y, z) ≥ |y|p−2|z − y|2.

E por (A.3), vem
|z − y|
|y| ≤ |z|+ |y|

|y| =
|z|
|y| + 1 ≤ 1

β
+ 1 ≤ 5;
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então

rp(y, z) ≥ |y|p−2|z − y|2 = |y|p−2|z − y|2−p|z − y|p =

( |z − y|
|y|

)2−p

|z − y|p

≥ 52−p|z − y|p ≥ K(p)|z − y|p,

como queŕıamos.

Lema A.3 Se 1 ≤ p < ∞ e a ≥ 0, b ≥ 0, então

(a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp) (A.6)

Prova. Se a = 0, (A.6) é óbvio. Se a > 0, (A.6) pode ser escrito na forma (1 + x)p ≤
2p−1(1 + xp) onde 0 ≤ x = b/a. A função f(x) = (1 + x)p/(1 + xp) satisfaz f(0) = 1 =
lim

x→+∞
f(x) e f(x) > 1 se 0 < x < ∞. Portanto, f tem um máximo para x ≥ 0 em seu

único ponto cŕıtico, x = 1. Como f(1) = 2p−1, obtemos (1 + x)p ≤ 2p−1(1 + xp), o que
prova o lema.

Lema A.4 Sejam Ω ⊂ RN limitado e F : R→ R de classe C1, com derivada F ′ limitada.
Se u ∈ W 1,p(Ω) para algum 1 < p < ∞, então

v := F (u) ∈ W 1,p(Ω) e vxi
= F ′(u)uxi

(i = 1, . . . , N).

Prova. Temos que |F ′(x)| ≤ M para todo x ∈ R. Então, pelo Teorema do Valor Médio,
|F (x)− F (0)| = |F ′(ξ)||x− 0|, onde ξ está entre x e 0. Logo,

|F (x)| ≤ M |x|+ |F (0)| ∀ x ∈ R.

Assim
∫

Ω

|v|p =

∫

Ω

|F (u)|p ≤
∫

Ω

(M |u|+ |F (0)|)p ≤ 2pMp

∫

Ω

|u|p + 2p|F (0)|p|Ω| < ∞,

pois Ω é limitado e u ∈ Lp(Ω). Além disso,

∫

Ω

|F ′(u)uxi
|p ≤ Mp

∫

Ω

|uxi
|p < ∞,

pois uxi
∈ Lp(Ω). Resta verificar que para i = 1, . . . , N

∫

Ω

v
∂ϕ

∂xi

=

∫

Ω

F (u)
∂ϕ

∂xi

= −
∫

Ω

F ′(u)uxi
ϕ ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω).

Desde que Ω é limitado e u ∈ W 1,p(Ω), existe uma seqüência (un) em C∞(Ω) ∩W 1,p(Ω)

tal que un → u em W 1,p(Ω). Dáı un → u em Lp(Ω) e
∂un

∂xi

→ ∂u

∂xi

em Lp(Ω) i = 1, . . . , N.
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A menos de subseqüências, un → u q.t.p. em Ω,
∂un

∂xi

→ ∂u

∂xi

q.t.p. em Ω e |un| ≤ h,
∣∣∣∣
∂un

∂xi

∣∣∣∣ ≤ hi q.t.p. em Ω, com h, hi ∈ Lp(Ω). Além disso,

F (un)
∂ϕ

∂xi

→ F (u)
∂ϕ

∂xi

, F ′(un)
∂un

∂xi

ϕ → F ′(un)
∂u

∂xi

ϕ q.t.p. em Ω,

e ∣∣∣∣F (un)
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ ≤ M

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣h +

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ |F (0)| ≤ (Mh + F (0))

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ q.t.p. em Ω,

∣∣∣∣F ′(un)
∂un

∂xi

ϕ

∣∣∣∣ ≤ Mhi|ϕ| q.t.p. em Ω,

Como (Mh + F (0))

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ , Mhiϕ ∈ L1(Ω), segue do Teorema da Convergência Domi-

nada que
∫

Ω

F (un)
∂ϕ

∂xi

→
∫

Ω

F (un)
∂ϕ

∂xi

e

∫

Ω

F ′(un)
∂un

∂xi

ϕ →
∫

Ω

F ′(un)
∂u

∂xi

ϕ.

Mas, por integração por partes e da regra da cadeia usual temos que
∫

Ω

F (un)
∂ϕ

∂xi

= −
∫

Ω

F ′(un)
∂un

∂xi

ϕ ∀n ∈ N.

Passando ao limite quando n →∞, obtemos
∫

Ω

F (u)
∂ϕ

∂xi

= −
∫

Ω

F ′(u)uxi
ϕ ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω) e i = 1, . . . , N.

Portanto, v = F (u) ∈ W 1,p(Ω) e vxi
= F ′(u)uxi

i = 1, . . . , N.

Proposição A.1 Seja Ω limitado e 1 < p < ∞. Se u ∈ W 1,p(Ω), então u+ = max{u, 0}, u− =
max{−u, 0} ∈ W 1,p(Ω), e

∇u+ =

{ ∇u, q.t.p. sobre {u > 0}
0, q.t.p. sobre {u ≤ 0}, ∇u− =

{ −∇u, q.t.p. sobre {u < 0}
0, q.t.p. sobre {u ≥ 0}.

Conseqüentemente, ∇u = 0 q.t.p. sobre o conjunto {u = 0}. Além disso, |u| ∈ W 1,p(Ω).

Prova. Para ε > 0, definamos

fε(z) =

{
(z2 + ε2)1/2 − ε, se z > 0

0, se z ≤ 0.

Por um cálculo simples, temos que fε ∈ C1(R) e tem derivada limitada. Além disso,
notemos que

lim
ε→0

fε(u) =

{
u, se u > 0
0, se u ≤ 0.

Isto é, lim
ε→0

fε(u) = u+.
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Pelo Lema A.4, fε(u) ∈ W 1,p(Ω) e
∂fε(u)

∂xi

= f ′ε(u)
∂u

∂xi

. Com isso, se φ ∈ C∞
c (Ω),

temos que ∫

Ω

fε(u)
∂φ

∂xi

= −
∫

{u≥0}
φ

u

(u2 + ε2)1/2

∂u

∂xi

.

Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue que
∫

Ω

fε(u)
∂φ

∂xi

→
∫

Ω

u+
∂φ

∂xi

quando ε → 0,

e ∫

{u≥0}
φ

u

(u2 + ε2)1/2

∂u

∂xi

→
∫

{u≥0}
φ

∂u

∂xi

quando ε → 0.

Logo, ∫

Ω

u+
∂φ

∂xi

= −
∫

{u≥0}
φ

∂u

∂xi

∀φ ∈ C∞
c (Ω).

Portanto,
∂u+

∂xi

existe, e

∂u+

∂xi

=





∂u

∂xi

, q.t.p. sobre {u > 0}
0, q.t.p. sobre {u ≤ 0}.

com i = 1, . . . , N.

Desde que |u+| ≤ |u| e

∣∣∣∣
∂u+

∂xi

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣ , segue que

∫

Ω

|u+|p ≤
∫

Ω

|u|p < ∞ e

∫

Ω

∣∣∣∣
∂u+

∂xi

∣∣∣∣
p

≤
∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p

, i = 1, . . . , N.

Logo, u+,
∂u+

∂xi

∈ Lp(Ω), i = 1, . . . , N ; donde u+ ∈ W 1,p(Ω), e

∇u+ =

{ ∇u, q.t.p. sobre {u > 0}
0, q.t.p. sobre {u ≤ 0},

Como u− = (−u)+, segue que u− ∈ W 1,p(Ω), pois −u ∈ W 1,p(Ω) e

∇u− = ∇(−u)+ =

{ ∇(−u), q.t.p. sobre {−u > 0}
0, q.t.p. sobre {−u ≤ 0},

donde

∇u− =

{ −∇u, q.t.p. sobre {u < 0}
0, q.t.p. sobre {u ≥ 0}.

Notemos que {u = 0} = {u ≥ 0} ∩ {u ≤ 0}, donde ∇u+ = ∇u− = 0 q.t.p. sobre
{u = 0}. Logo, ∇u = ∇u+ −∇u− = 0 q.t.p. sobre {u = 0}.

Além disso, como |u| = u+ + u− e W 1,p(Ω) é um espaço vetorial, temos que
|u| ∈ W 1,p(Ω).

O resultado sequinte nos fornece um método alternativo para provarmos o Teorema
3.6 (cf. Observação 3.8).
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Teorema A.1 Sejam X e Y espaços de Banach reais e T, S : X → Y dois operadores
(geralmente não lineares) tais que:
(i) T é bijetivo e T−1 é cont́ınuo;
(ii) S é compacto.

Seja λ 6= 0 um número real tal que:
(iii) ‖(λT − S)x‖ → ∞ quando ‖x‖ → ∞;
(iv) existe uma constante R > 0 tal que:

(iv)1 ‖(λT − S)x‖ > 0 se ‖x‖ ≥ R;

(iv)2 deg

(
I − T−1

(
1

λ
S

)
, B(0, R), 0

)
6= 0.

Então λT − S é sobrejetivo de X sobre Y.

Prova. Claramente,

(
1

λ
S

)
: B(0, R) → X é compacto e, em virtude de (iv)1, o grau de

Leray-Schauder em (iv)2 pode ser definido. Além disso, pelo lema de excisão,

deg

(
I − T−1

(
1

λ
S

)
, B(0, R1), 0

)
= deg

(
I − T−1

(
1

λ
S

)
, B(0, R), 0

)
6= 0, ∀R1 ≥ R.

Seja y um elemento em Y. Provemos que existe x ∈ X tal que

(λT − S)x = y. (A.7)

Seja R1 ≥ R tal que
‖(λT − S)x‖ > ‖y‖ se ‖x‖ ≥ R1. (A.8)

Mostraremos que existe x ∈ BR1 satisfazendo (A.7) ou, equivalentemente,

∃x ∈ B(0, R1) tal que x = T−1

[
1

λ
(Sx + y)

]
.

Consideremos o operador compacto

A : B(0, R1) → X, Ax = T−1

[
1

λ
(Sx + y)

]
.

Em virtude de (A.8), x 6= Ax para qualquer x ∈ ∂B(0, R1). Mostraremos que
deg(I −A,B(0, R1), 0) 6= 0. Para isto, consideremos a homotopia de transformações com-
pactas

H : ([0, 1]×B(0, R1)) → X, H(t, x) = T−1

[
1

λ
(Sx + ty)

]
.

Em virtude de (A.8), x 6= H(t, x) para todo t ∈ [0, 1] e todo x ∈ ∂B(0, R1). Con-
seqüentemente, temos

deg(I −H1, B(0, R1), 0) = deg(I −H0, B(0, R1), 0),

isto é,

deg(I − A,B(0, R1), 0) = deg

(
I − T−1

(
1

λ
S

)
, B(0, R1), 0

)
6= 0.

Segue-se que A tem um ponto fixo em B(0, R1) ou, equivalentemente, (A.7) tem uma
solução em B(0, R1).
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Observação A.1 Uma condição suficiente para satisfazer as hipóteses do Teorema A.1
é, de ińıcio, existir uma constante r > 0 tal que, de x = tT−1 ((1/λ)S) x, com x ∈ X e
t ∈ [0, 1], segue que ‖x‖ < r.

De fato, seja r1 > 0 tal que ‖(λT−S)‖ > 0 se ‖x‖ ≥ r1 e seja R = max{r, r1}. Então,
deg(I−T−1 ((1/λ)S) , B(0, R), 0) 6= 0. Para provar isto é suficiente usar a invariância do
grau por homotopia de transformações compactas, com H : ([0, 1] × B(0, R)) → X dada
por H(t, x) = tT−1 ((1/λ)S) .
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