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Curso de Mestrado em Matemática
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Resumo

Os objetivos desta dissertação são estabelecer a existência de um autovalor principal
para problemas de autovalor com peso indefinido em RN , envolvendo operadores eĺıpticos
de segunda ordem do tipo semilinear e quasilinear, e aplicar os resultados obtidos a
uma classe de problemas não lineares, envolvendo teoria de bifurcação. Estabeleceremos
resultados do tipo Krein-Rutman para um problema envolvendo o operador p-laplaciano
com 1 < p < N . Mais precisamente, sob certas hipóteses sobre a função peso, mostraremos
a existência de um único autovalor principal o qual é positivo, ou de dois autovalores
principais de sinais opostos. Além disso, provaremos que estes autovalores principais
são simples e isolados. Para o caso particular p = 2, usaremos a teoria dos operadores
compactos e para o caso geral, usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para
obter os resultados. Obteremos também resultados de regularidade das soluções, bem
como informações sobre os seus comportamentos assintóticos. Em seguida, estudaremos
um problema não linear envolvendo o operador p-laplaciano. Usando teoria da bifurcação
e as propriedades do primeiro autovalor do problema linearizado, mostraremos a existência
de um ramo de soluções para este problema.
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Abstract

The aim of this work are: to establish the existence of a principal eigenvalue for
eigenvalue problems with indefinite weight in RN , involving second order elliptic
operators of semilinear and quasilinear types; and to apply these results to a class of
nonlinear problems involving bifurcation theory. We establish Krein-Rutman type results
for problems involving the p-laplacian operator with 1 < p < N . More precisely, un-
der certain hypothesis on the weight function, we show the existence of either a unique
principal eigenvalue, which is positive, or two principal eigenvalues with opposite signs.
Moreover, we prove that this eigenvalue is simple and isolated. For the particular case
where p = 2, we use the compact operator theory and, for the general case, we use the
Lagrange multipliers theorem to obtain the results. We also obtain regularity results for
the solutions and information about their asymptotic behavior. Next, we study a non-
linear problem involving the p-laplacian operator. Using the bifurcation theory and the
properties of the first eigenvalue of the linearized problem, we show the existence of a
continuum of solutions for this problem.
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Notações

R+ conjunto dos números reais não negativos

Bδ(x) bola aberta de centro x e raio δ

⇀, → convergência fraca e forte respectivamente

|A| medida de Lebesgue de um conjunto A

q.t.p em quase toda parte

suppf suporte da função f

N(f), R(f) núcleo e imagem da aplicação f

∂u

∂xi

ou uxi
derivada parcial de u em relação a xi

divf =
N∑

i=1

∂fi

∂xi

divergente de f , f : Ω ⊂ RN → RN

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
gradiente de u, u : Ω ⊂ RN → R

∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

laplaciano de u

∂u

∂η
= ∂ηu = η · ∇u derivada normal exterior

· ou ( , ) denotaram produto interno

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R mensurável ;

∫
Ω

|u|pdx <∞
}

, 1 ≤ p <∞

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p
)1/p

norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω), 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) = {u : Ω → R mensurável ; |u(x)| ≤ C q.t.p sobre Ω para algum C > 0}

‖u‖∞ = sup
x∈Ω

|u(x)| norma do espaço L∞(Ω)
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Lp
loc(Ω) = {u ∈ Lp(Ω′) para todo Ω′ ⊂ Ω compacto }, 1 ≤ p ≤ ∞

[u] espaço gerado por u

L(X, Y ) espaço das aplicações lineares e limitadas de X em Y

L(X) espaço das aplicações lineares e limitadas de X em X

C(X, Y ) espaço das aplicações cont́ınuas de X em Y

C(Ω) funções cont́ınuas definidas de Ω em R

Cc(Ω) funções cont́ınuas com suporte compacto em Ω

Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N

C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω); Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω); C∞

c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω)

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

= −
∫

Ω

giϕ, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω),∀i = 1, . . . , N

 ,

1 ≤ p ≤ ∞. Se u ∈ W 1,p(Ω) denota-se gi := uxi

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp +
N∑

i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥
Lp

norma do espaço de Sobolev W 1,p(Ω)

W 1,p
loc (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω′) para todo Ω′ ⊂ Ω compacto}

W 1,p
0 (Ω) é o completamento de C1

c (Ω), na norma ‖ · ‖W 1,p , 1 ≤ p <∞

p∗ =
Np

N − p
para 1 ≤ p < N expoente cŕıtico de Sobolev

D1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp∗(Ω) : ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
, 1 < p < N

‖u‖D1,p = ‖u‖Lp∗ (Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω) norma do espaço D1,p(Ω)

D1,p
0 (Ω) é o completamento de C∞

c (Ω) com respeito à norma ‖ · ‖D1,p

D−1,p∗(RN) espaço dual de D1,p(RN)

f = o(g) quando x→ x0 se limx→x0 |f(x)|/|g(x)| = 0

f = O(g) quando x → x0, se existe C > 0 tal que |f(x)| ≤ C|g(x)| para x suficien-
temente próximo de x0
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Introdução

Nesta dissertação, vamos estudar a existência e simplicidade de um autovalor principal
positivo para a seguinte classe de problemas eĺıpticos quasilineares

−∆pu = λg(x)|u|p−2u, x ∈ RN ,

lim|x|→∞ u(x) = 0, u > 0, em RN ,
(1)

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) denota o operador p-laplaciano, 1 < p < N , λ é um
parâmetro real e a função peso g é uma função que pode mudar de sinal.

Baseados no artigo de Brown e Stavrakakis [10], estudaremos inicialmente o caso
semilinear do problema (1) o que corresponde ao caso particular em que p = 2 e o
operador p-laplaciano é o operador laplaciano clássico. Mais precisamente, estudaremos
o seguinte problema

−∆u = λg(x)u, x ∈ RN ,

lim|x|→∞ u(x) = 0, u > 0 em RN .
(2)

Neste caso, assumiremos que a função peso g é suave e satisfaz a seguinte condição:

g ∈ LN/2(RN) ∩ L∞(RN) e g(x0) > 0 para algum x0 ∈ RN .

Para este problema, usando a teoria clássica dos operadores compactos e autoadjuntos,
mostraremos um teorema do tipo Krein-Rutman, ou seja, que existe um menor autovalor
positivo, λ1, o qual é simples e isolado. Além disso, este é o único autovalor positivo que
admite autofunção positiva.

O estudo do problema (2), foi motivado pelo fato de que o mesmo corresponde à
linearização do seguinte problema não linear:

−∆u = λg(x)f(u), x ∈ RN ,

lim|x|→∞ u(x) = 0, 0 < u < 1, x ∈ RN ,
(3)

onde a não linearidade f satisfaz a seguinte hipótese:

(f) f : [0, 1] → R+ é uma função suave tal que f(0) = f(1) = 0, f ′(0) > 0, f ′(1) < 0, e
f(u) > 0 para todo 0 < u < 1.

Sob algumas restrições sobre N , mostraremos que o autovalor λ1 é um ponto de bifurcação
global para o problema (3). Para isto, usaremos os resultados clássicos de bifurcação
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devidos a Crandall e Rabinowitz (veja [12] e [25]). Todo o estudo do problema (3) é
baseado no artigo [10].

Para 1 < p < N , via Identidade de Picone, mostraremos também um teorema do tipo
Krein-Rutman para o problema quasilinear (1). Baseados nos trabalhos de Fleckinger,
Manásevich, Stavrakakis e de Thélin [18] e Allegretto e Huang [3], mostraremos a exis-
tência de autovalores principais para este problema. Neste caso, assumiremos as seguintes
hipóteses:

(G) g é uma função suave (pelo menos C0,γ
loc (RN) para algum γ ∈ (0, 1)), tal que g ∈

LN/p(RN) ∩ L∞(RN) e |Ω+| > 0, onde

Ω+ := {x ∈ RN : g(x) > 0},

(G+) g satisfaz (G) e g ≥ 0 em RN , ou,

(G−) g satisfaz (G) e |Ω−| > 0, onde

Ω− := {x ∈ RN : g(x) < 0}.

Sabendo que os autovalores do problema (1) são os posśıveis pontos de bifurcação para
o problema quasilinear

−∆pu = λg(x)|u|p−2u+ f(λ, x, u) x ∈ RN , (4)

baseados no artigo de Drábek e Huang [16], usaremos a teoria do grau topológico para
operadores demicont́ınuos e provaremos um resultado de bifurcação global a partir dos
autovalores principais do problema (1). Para isto, assumiremos as seguintes hipóteses
sobre a não linearidade f(λ, x, u):

(f1) f é uma função de Carathéodory, i.e., f(·, x, ·) é cont́ınua q.t.p em RN e f(λ, ·, u) é
mensurável para todo (λ, u) ∈ R2;

(f2) |f(λ, x, u)| ≤ c(λ)(σ(x) + ρ(x)|u|γ) q.t.p em RN , onde c : R → R+ é uma função
cont́ınua e limitada sobre subconjuntos limitados de R, p − 1 < γ < p∗ − 1,
0 ≤ ρ ∈ Lγ1(RN) com γ1 = p∗/(p∗ − γ − 1), 0 ≤ σ ∈ LN/p(wN/p,RN), onde
LN/p(wN/p,RN) é o espaço com peso LN/p(RN) com a função peso wN/p, e ou

(i) σ ∈ L(p∗)′(RN), (p∗)′ = Np/(Np− (N − p)), ou

(ii) σ ∈ Lp′(w1/(1−p),RN);

(f3) o seguinte limite existe

lim
u→0

f(λ, x, u)

w(x)|u|p−2u
= 0,

uniformemente q.t.p em RN e λ em um intervalo limitado.

Problemas onde o operador−∆p está presente surgem tanto na matemática pura, como
na teoria de aplicações quasiregulares e quasiconformais, bem como em uma variedade de
aplicações, por exemplo, fluidos não Newtonianos, problemas de reação-difusão, corrente
através de meio poroso, elasticidade não linear, extração de petróleo, astronomia, etc (veja
[18] e suas referências).
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No caso do problema de autovalor para domı́nios limitados, sob várias condições de
fronteira, existe vasta literatura sobre o autovalor e autofunção principais. Mencionamos,
entre outros, os trabalhos de Anane [4] e Huang [22] e suas referências. Para o caso
particular p = 2, podemos citar, entre outros, os trabalhos de de Figueiredo [14] o qual
trata de um problema de autovalor envolvendo um operador eĺıptico de segunda ordem
geral com peso indefinido e com condição de fronteira de Dirichlet, e Senn e Hess [26] que
estudam o problema com condição de fronteira de Neumann.

O problema de autovalor para domı́nios não limitados torna-se mais complicado já
que, em geral, o operador associado à equação não é compacto. Também não é claro, a
priori, o espaço de funções ao qual as autofunções pertencem.

Nos últimos anos, muitos trabalhos sobre o problema de autovalor em domı́nios não
limitados têm aparecido. Veja, por exemplo, Brown, Cosner e Fleckinger [9], Allegretto
e Huang [2], Fleckinger, Manásevich, Stavrakakis e de Thélin [18], Huang [23] e suas
referências. A seguir detalharemos como esta dissertação está escrita.

Faremos um caṕıtulo inicial com alguns resultados clássicos que serão utilizados no
decorrer deste trabalho, os quais serão enunciados sem demonstração e com as devidas
referências para posśıveis consultas.

No Caṕıtulo 1, estudaremos o problema (2). Utilizando a teoria dos operadores com-
pactos mostraremos a existência de soluções clássicas bem como a existência, unicidade e
simplicidade de um autovalor principal positivo para este problema.

O Caṕıtulo 2 é voltado ao estudo do problema (3). Usaremos o autovalor principal
positivo λ1, obtido no Caṕıtulo 1, para garantir a existência de soluções para o problema
(3), as quais veremos que são clássicas. Mais precisamente, mostraremos que λ1 é um
ponto de bifurcação para o problema (3).

No Caṕıtulo 3, usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para garantir a
existência de soluções fracas e de autovalores para o problema (1). Veremos que, quando
g satisfaz a condição (G+) existe um autovalor principal positivo, λ1, e quando g satisfaz
a condição (G−) existem dois autovalores principais de sinais opostos, λ+

1 e λ−1 . Para
este problema temos apenas soluções fracas. Mostraremos que estas soluções pertencem a
C1,α(BR) para todo R > 0 onde α = α(R) ∈ (0, 1). Depois disso, usaremos a Identidade
de Picone para garantir a simplicidade e unicidade destes autovalores principais. Por
último, veremos que estes autovalores principais são também isolados.

O Caṕıtulo 4 é voltado ao estudo do problema (4). Mostraremos que o autovalor
principal do problema (1), λ1 (respectivamente λ+

1 ,λ−1 ), é um ponto de bifurcação para o
problema (4), garantindo assim, a solubilidade deste. Neste caṕıtulo, usaremos a teoria do
grau topológico para operadores demicont́ınuos satisfazendo uma determinada condição
de convergência e faremos uma adaptação da prova do Teorema 1.3 em [25] para garantir
a validade dos resultados no caso do p-laplaciano.

Finalmente, no Apêndice provaremos alguns resultados utilizados no decorrer deste
trabalho.
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Preliminares

Enunciaremos aqui importantes resultados os quais são necessários para uma melhor
compreensão do trabalho que será desenvolvido.

Resultados básicos

Em várias partes deste trabalho iremos recorrer aos seguintes resultados.

Teorema 1 ([8], Proposição 3.5) Sejam X um espaço de Banach e (xn) uma seqüência
em X. Se xn ⇀ x em X, então ‖xn‖ é limitada e

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Teorema 2 ([8], Proposição 3.5(iv)) Sejam X um espaço de Banach, (fn) em X∗

uma seqüência tal que fn → f em X∗ e (xn) uma seqüência em X tal que xn ⇀ x em X.
Então

fn(xn) → f(x).

Teorema 3 ([8], Teorema 3.27) Se X é um espaço de Banach reflexivo e (xn) uma
seqüência limitada em X, então existe uma subseqüência (xnk

) que converge na topologia
fraca de X.

Teorema 4 ([8], Proposição 3.30) Seja X um espaço de Banach uniformemente con-
vexo. Seja (xn) uma seqüência em X tal que e xn ⇀ x e

lim sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖.

Então xn → x em X. Em outras palavras, se xn ⇀ x e ‖xn‖ → ‖x‖ então xn → x em X.

Teorema 5 ([11], Teorema 1.3) Seja X um espaço de Hilbert (ou espaço de Banach
Reflexivo) e suponha que φ : X → R satisfaz:

i) φ é fracamente semicont́ınuo inferiormente;

ii) φ é coercivo, isto é, φ(u) →∞ quando ‖u‖ → ∞.

Então φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

φ(u0) = inf
u∈X

φ(u).
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Teorema 6 ([15], Teorema 1.4) Seja φ : X → R ∪ {+∞} uma função convexa, onde
X é um espaço de Banach. Então φ é semicont́ınua inferiormente se, e somente se, é
fracamente semicont́ınua inferiormente.

No que segue vamos assumir que Ω ⊂ RN é aberto. O próximo teorema afirma que
sob certas condições, a integral é absolutamente cont́ınua.

Teorema 7 ([19], Corolário 4.1.2) Se f é uma função não negativa, mensurável e∫
Ω
fdµ < ∞ então

∫
Ω
fdµ é absolutamente cont́ınua em relação a µ, ou seja, para todo

ε > 0, existe δ > 0, tal que µ(Ω) < δ implica
∫

Ω
fdµ < ε.

O resultado seguinte é o conhecido Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Teorema 8 ([5], Teorema 5.6) Seja (fn) uma seqüência de funções de L1(Ω) tal que:

i) fn(x) → f(x) q.t.p em Ω;

ii) existe g ∈ L1(Ω) tal que para todo n ≥ 1, temos

|fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e
lim

n→∞
‖fn − f‖L1(Ω) = 0,

isto é, ∫
Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx.

Teorema 9 ([8], Teorema 4.9) Sejam (fn) uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais
que

‖fn − f‖Lp(Ω) → 0.

Então podemos extrair uma subseqüência (fnk
) tal que

i) fnk
(x) → f(x) q.t.p em Ω, e

ii) |fnk
(x)| ≤ h(x), q.t.p em Ω, ∀k ∈ N, com h ∈ Lp(Ω).

Teorema 10 ([17], Teorema de Egorov) Sejam (fn) e f funções mensuráveis tais que

fn(x) → f(x) q.t.p em Ω,

onde Ω ⊂ RN é mensurável e |Ω| < ∞. Então, para cada ε > 0, existe um subconjunto
mensurável Ω′ ⊂ Ω tal que

i) |Ω− Ω′| ≤ ε, e

ii) fn → f uniformemente sobre Ω′.

Teorema 11 ([1], Teorema 2.7) Seja 0 < p < 1. Se u, v ∈ Lp(Ω), então

‖|u|+ |v|‖Lp ≥ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp .

2



Teorema 12 ([8], desigualdade de Hölder generalizada) Suponha que as funções
f1, f2, . . . , fk são tais que

fi ∈ Lpi(Ω) i = 1, 2, . . . , k com
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ . . .+
1

pk

≤ 1.

Então o produto f = f1f2 . . . fk pertence a Lp(Ω) e

‖f‖Lp ≤ ‖f1‖Lp1‖f2‖Lp2 . . . ‖fk‖Lpk .

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, então f ∈ Lr(Ω) para todo
p ≤ r ≤ q e se verifica a desigualdade de interpolação

‖f‖Lr ≤ ‖f‖α
Lp‖f‖1−α

Lq onde
1

r
=
α

p
+

1− α

q
(0 ≤ α ≤ 1).

Teorema 13 ([15], Teorema 2.3) Seja f : Ω × R → R uma função de Carathéodory.
Suponha que existam uma função b ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞, uma constante c > 0 e r > 0
tais que

|f(x, s)| ≤ c|s|r + b(x), ∀x ∈ Ω, s ∈ R.

Então o Operador de Nemytskii Nf : Lqr(Ω) → Lq(Ω), definido por

Nf (u) = f(x, u)

é cont́ınuo e limitado (ou seja, aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados)

Teorema 14 ([17], Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Seja 1 ≤ p < N . Existe uma
constante C, dependendo apenas de p e N , tal que

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C‖∇u‖Lp(RN ),

para todo u ∈ C1
c (RN), onde p∗ = Np/(N − p).

Teorema 15 ([8], Rellich-Kondrachov) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado de classe
C1 . Se 1 ≤ p < N então W 1,p(Ω) está imerso compactamente em Lq(Ω) para todo
q ∈ [1, p∗).

O espaço D1,p

Nesta seção, vamos considerar Ω ⊂ RN aberto e p ∈ [1, N). Para maiores detalhes
veja [6]. Definimos o espaço D1,p(Ω) como sendo

D1,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp∗(Ω) : ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
,

munido da norma
‖u‖D1,p := ‖u‖Lp∗ (Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω).

Definimos D1,p
0 (Ω) como sendo o completamento de C∞

c (Ω) com respeito à norma ‖u‖D1,p .
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Para p > 1, D1,p(Ω) e D1,p
0 (Ω) são espaços de Banach reflexivos e separáveis. Sobre

D1,p
0 (Ω) introduzimos uma seminorma ‖ · ‖D1,p

0
definida por

‖u‖D1,p
0

:= ‖∇u‖Lp(Ω).

Devido à desigualdade de Sobolev, Teorema 14, que pode ser estendida por densidade a
D1,p

0 (Ω), conclúımos que esta seminorma é realmente uma norma e, além disso, é equiva-
lente à norma ‖u‖D1,p sobre D1,p

0 (Ω).
O próximo teorema estabelece algumas relações entre D1,p e W 1,p.

Teorema 16 ([6], Lema 1.2) W 1,p(RN) = W 1,p
0 (RN)  D1,p

0 (RN) = D1,p(RN).

Assim, podemos considerar o espaço D1,p(RN) munido com a norma

‖u‖D1,p =

(∫
RN

|∇u|pdx
)1/p

.

Pela imersão de Sobolev, Teorema 14, existe K > 0 tal que

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ K‖u‖D1,p , ∀u ∈ D1,p(RN). (5)

Portanto, D1,p(RN) está continuamente imerso em Lp∗(RN). Denotamos por D−1,p∗ o
espaço dual de D1,p.

Observação 1 Se Ω ⊂ RN é um subconjunto aberto de medida finita com fronteira de
classe C1, temos para 1 ≤ p < N

W 1,p(Ω) = D1,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗),

onde ⊂⊂ denota imersão compacta.

Teorema 17 ([6], Proposição 1.1) Sejam Ω′ ⊆ Ω dois subconjuntos abertos de RN . Se
u ∈ D1,p(Ω) então a restrição de u a Ω′, que denotamos por u|Ω′, pertence a D1,p(Ω′) e
temos (u|Ω′)xi

= (uxi
)|Ω′ . Além disso, o operador restrição D1,p(Ω) → D1,p(Ω′) : u 7→ u|Ω′

é cont́ınuo.

Operadores compactos

Sejam X e Y espaços de Banach.

Definição 1 Dizemos que um operador T : X → Y é compacto se T (B) é relativamente
compacto (i,e. T (B) é compacto) para qualquer B ⊂ X limitado.

Observação 2 Mostra-se que um operador T : X → Y é compacto se, e somente se,
(Txn) possui subseqüência convergente, para qualquer seqüência (xn) em X limitada. Se
T é linear e compacto e xn ⇀ x então Txn → Tx.

Teorema 18 ([8], Alternativa de Fredholm) Seja T : X → X um operador linear
compacto. Então
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i) N(I − T ) possui dimensão finita,

ii) R(I − T ) é fechada e R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥,

iii) N(I − T ) = {0} ⇐⇒ R(I − T ) = E,

iv) dimN(I − T ) = dimN(I − T ∗),

onde T ∗ é o operador adjunto de T .

Sobre o espectro de um operador linear compacto usaremos os seguintes resultados.

Definição 2 Seja T : X → X linear e cont́ınuo. O conjunto resolvente de T é ρ(T ), onde
ρ(T ) = {λ ∈ R : (T − λI) é bijeção }. O espectro σ(T ) é o complementar do conjunto
resolvente, isto é, σ(T ) = R\ρ(T ). Dizemos que λ é um valor próprio ou autovalor de T
se N(T − λI) 6= 0. Denotamos por V P (T ) o conjunto dos autovalores do operador T e
N(T − λI) é dito o autoespaço associado a λ.

Definição 3 Seja H um espaço de Hilbert. Um operador T ∈ L(H) diz-se autoadjunto
se T = T ∗, ou ainda, se

(Tu, v) = (u, Tv), ∀ u, v ∈ H.

Teorema 19 Seja H um espaço de Hilbert e T ∈ L(H) um operador compacto e autoad-
junto. Se

M = sup
u∈H
|u|=1

(Tu, u) > 0

então M é um autovalor de T .

Prova: Inicialmente vamos provar que M ∈ σ(T ). Seja a : H × H → R uma forma
bilinear definida por a(u, v) = (Mu − Tu, v). Sendo T um operador autoadjunto, segue
que a(·, ·) é simétrica. Além disso, pela definição de M , para u ∈ H com ‖u‖ = 1 temos

a(u, u) = (Mu− Tu, u) = M(u, u)− (Tu, u) ≥ 0.

Então, dado v ∈ H\{0}, tomando u = v/‖v‖ temos ‖v‖−2a(v, v) = a(u, u) ≥ 0, logo
a(v, v) ≥ 0 para todo v ∈ H. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz à forma
bilinear a(·, ·) obtemos

|(Mu− Tu, v)| ≤ (Mu− Tu, u)1/2(Mv − Tv, v)1/2 ∀u, v ∈ H.

Dáı tomando v = Mu− Tu obtemos,

‖Mu− Tu‖ ≤ C(Mu− Tu, u)1/2 ∀u ∈ H.

Seja (un) uma seqüência em H tal que ‖un‖ = 1 e (Tun, un) →M . Devido a esta última
desigualdade temos que ‖Mun − Tun‖ → 0. Afirmamos que M ∈ σ(T ). De fato, se
M ∈ ρ(T ) então un = (MI −T )−1(Mun−Tun) → 0 contrariando o fato de que ‖un‖ = 1
para todo n. Sendo M > 0 provaremos que é um autovalor de T . Suponha por absurdo
que N(T −MI) = {0}. Então, pela Alternativa de Fredholm temos R(T −MI) = H e
portanto M ∈ ρ(T ) o que é um absurdo. Portanto M ∈ V P (T ).
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Definição 4 ([8]) Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que um operador T ∈
L(X, Y ) é de Fredholm se

i) N(T ) possui dimensão finita;

ii) R(T ) é fechado e de codimensão finita.

Definimos o ı́ndice de T por Ind(T ) = dimN(T )− codimR(T ).

Multiplicadores de Lagrange

Definição 5 Sejam X um espaço de Banach, F ∈ C1(X,R) e um conjunto de v́ınculos

S := {u ∈ X : F (u) = 0} .

Suponhamos que para todo u ∈ S, temos que F ′(u) 6= 0. Seja J ∈ C1(X,R). Dizemos
que c ∈ R é valor cŕıtico de J sobre S se existem u ∈ S e λ ∈ R tais que J(u) = c e
J ′(u) = λF ′(u). O ponto u é um ponto cŕıtico de J sobre S e o número real λ é chamado
multiplicador de Lagrange para o valor cŕıtico c.

Utilizaremos o seguinte

Teorema 20 ([24], Multiplicadores de Lagrange) Sob as hipóteses e notações da
definição acima, suponhamos que u0 ∈ S é tal que

J(u0) = inf
u∈S

J(u).

Então existe λ ∈ R tal que
J ′(u0) = λF ′(u0).

Prinćıpio do máximo e regularidade

Inicialmente iremos considerar operadores eĺıpticos L, tendo a forma

Lu = −∆u+ cu, (6)

onde c ∈ L∞(Ω). Estes próximos resultados são válidos para operadores eĺıpticos mais
gerais. No entanto, apresentaremos apenas o que será necessário ao nosso trabalho.

Teorema 21 ([17], Prinćıpio do Máximo Forte com c ≥ 0) Suponha que L é um o-
perador eĺıptico dado por (6), Ω ⊂ RN é aberto, limitado e conexo, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e
c ≥ 0 em Ω.

i) Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge um máximo não negativo em Ω em um ponto interior,
então u é constante em Ω.

ii) Analogamente, se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge um mı́nimo não positivo em Ω em um
ponto interior, então u é constante em Ω.
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Teorema 22 ([29], Lema B.3) Seja Ω um domı́nio em RN e g : Ω × R → R uma
função de Carathéodory tal que

|g(x, u)| ≤ c(x)(1 + |u|) q.t.p em Ω,

com c(x) ∈ LN/2
loc (Ω). Se u ∈ W 1,2

loc (Ω) é uma solução fraca da equação

−∆u = g(x, u) em Ω,

então u ∈ Lq
loc(Ω) para qualquer q <∞.

Teorema 23 ([20],Teorema 8.17) Seja q : RN −→ R uma função suave e limitada e
h ∈ Ls/2(RN) uma função suave com s > N . Fixado R > 0 e p > 1, existe C > 0,
C = C(N,R, p, ‖q‖∞), tal que para cada solução u ∈ W 1,2

loc (RN) de

−∆u(x) + q(x)u(x) = h(x), x ∈ RN , (7)

tem-se
sup

y∈BR(x)

|u(y)| ≤ C
{
R−N/p‖u‖Lp(B2R(x)) +R2δ‖h‖Ls/2

}
,

para todo x ∈ RN , onde δ = 1− (N/s).

Teorema 24 ([21], Weyl’s lemma) Seja Ω ⊂ RN um domı́nio. Considere o operador
eĺıptico dado por (6), onde c ∈ C1(Ω). Se u é uma função localmente integrável em Ω e∫

Ω

u(x)L(ϕ)dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω), (8)

então u ∈ C2(Ω).

Teoria do grau

Grau topológico em dimensão finita (Brouwer)

Definiremos uma função que nos dará informações quanto à existência, unicidade ou
multiplicidade de soluções para equações da forma ϕ(x) = b, onde ϕ ∈ C(Ω,RN), Ω ⊂ RN

aberto e limitado e b é um ponto fixado em RN . Tal função é denotada por d e a cada
terno (ϕ,Ω, b) associa um número inteiro d(ϕ,Ω, b) o grau de ϕ sobre Ω com respeito a b.
Os resultados desta seção podem ser encontrados em [7] ou [13].

Começaremos definindo o grau para valores regulares de ϕ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), isto é,
para os pontos b ∈ RN tais que ϕ′(x) é invert́ıvel para todo x ∈ ϕ−1(b). Num segundo
momento, estenderemos a definição do grau para qualquer valor de ϕ ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e
por fim, generalizamos a definição para aplicações ϕ ∈ C(Ω).

Denotamos por Sϕ o conjunto dos pontos cŕıticos de ϕ, ou seja, o conjunto dos pontos
x ∈ Ω tais que ϕ′(x) não é invert́ıvel. Neste caso, b = ϕ(x) é dito um valor cŕıtico (ou
singular) de ϕ.

Definição 6 Sejam ϕ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) e b ∈ RN\ϕ(∂Ω ∪ Sϕ), onde Ω ⊂ RN é aberto e
limitado. Então definimos,

d(ϕ,Ω, b) = Σx∈ϕ−1(b)sgnJϕ(x).
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Modifiquemos a definição inicial de modo a abranger também valores singulares.

Definição 7 Sejam Ω ⊂ RN aberto e limitado, ϕ ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e b /∈ ϕ(∂Ω). Defini-
mos, d(ϕ,Ω, b) = d(ϕ,Ω, b1), onde b1 é um valor regular de ϕ tal que |b1−b| < %(b, ϕ(∂Ω))
e d(ϕ,Ω, b1) é dado pela Definição 6, onde %(b, ϕ(∂Ω)) = inf{|b− a| : a ∈ ϕ(∂Ω)}.

Generalizemos agora a definição do grau para funções cont́ınuas suficientemente próxi-
mas de funções C2(Ω) ∩ C(Ω).

Definição 8 Sejam Ω ⊂ RN aberto e limitado, ϕ ∈ C(Ω) e b ∈ RN\ϕ(∂Ω). Definimos
d(ϕ,Ω, b) = d(φ,Ω, b), onde φ ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é tal que ‖φ − ϕ‖∞ < %(b, ϕ(∂Ω)) e o
d(φ,Ω, b) é dado pela Definição 7.

Principais propriedades do grau de Brouwer

d1) Continuidade em relação a função. Sejam ϕ ∈ C(Ω,RN) e b /∈ ϕ(∂Ω). Existe
uma vizinhança V de ϕ em C(Ω,RN) tal que para toda ψ ∈ V ,

b /∈ ψ(∂Ω) e d(ψ,Ω, b) = d(ϕ,Ω, b)

d2) Invariância homotópica do grau. Sejam H ∈ C(Ω×[0, 1],Rn) e b /∈ H(∂Ω×[0, 1]).
Então d(H(., t),Ω, b) é constante para t ∈ [0, 1].

d3) O Grau é constante em componentes conexas do RN\ϕ(∂Ω). Se b e b̂ estão na
mesma componente conexa de RN\ϕ(∂Ω), então,

d(ϕ,Ω, b) = d(ϕ,Ω, b̂)

d4) Aditividade. Seja Ω = Ω1∪Ω2, onde Ω1 e Ω2 são abertos de RN tais que Ω1∩Ω2 = ∅.
Se b /∈ ϕ(∂Ω1) ∪ ϕ(∂Ω2) então,

d(ϕ,Ω, b) = d(ϕ,Ω1, b) + d(ϕ,Ω2, b)

Conseqüências das propriedades do grau de Brouwer

d5)

d(I,Ω, b) =

{
1 se b ∈ Ω
0 se b /∈ Ω

d6) Se b /∈ ϕ(Ω) então d(ϕ,Ω, b) = 0.
d7) Se d(ϕ,Ω, b) 6= 0 então existe x0 ∈ Ω tal que ϕ(x0) = b.
d8) Sejam K ⊂ Ω fechado e b /∈ ϕ(K) então d(ϕ,Ω, b) = d(ϕ,Ω−K, b).

Nesta próxima subseção, definiremos o grau topológico para operadores demicont́ınuos
ϕ : X → X∗ onde X é um espaço de Banach reflexivo e separável.
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Grau topológico para operadores demicont́ınuos

Os resultados desta seção podem ser encontrados no livro Nonlinear Elliptic Boundary
Value Problems, de Igor Vladimirovic Skrypnik, veja [28].

Seja X um espaço de Banach reflexivo separável e X∗ seu dual. Considere D ⊂ X e
um operador A : D → X∗. Seja F um subconjunto arbitrário de D.

Definição 9 Dizemos que o operador A satisfaz a condição α0(F ) se para uma seqüência
arbitrária (un) em F , a relação: un ⇀ u0, Aun ⇀ 0 e

lim sup
n→∞

(Aun, un − u0) ≤ 0 (9)

implicar na convergência forte de (un) para u0.

Definição 10 Dizemos que o operador A satisfaz a condição α(F ) se para uma seqüência
arbitrária (un) em F , a relação un ⇀ u0, juntamente com (9), implicar na convergência
forte de (un) para u0.

É claro que se um operador A satisfaz a condição α(F ), então A satisfaz também a
condição α0(F ).

Definição 11 Um operador A : D → X∗ é dito demicont́ınuo se para qualquer seqüência
(un) em D fortemente convergente para u0 ∈ D satisfaz a condição Aun ⇀ Au0.

Observação 3 Note que todo operador cont́ınuo A : X → X∗ é também demicont́ınuo.

Seja (vi), i = 1, 2, . . . um subconjunto arbitrário completo do espaço X e assumamos
que para cada n os elementos v1, . . . , vn são linearmente independentes. Denote por Fn

o subespaço gerado pelos elementos v1, . . . , vn. Além disso, seja D ⊂ X um subconjunto
aberto e limitado arbitrário.

Vamos introduzir as classes de operadores para as quais o grau será definido.

Definição 12 Para F ⊂ D denotemos por A0(D,F ) e A(D,F ) o conjunto dos opera-
dores demicont́ınuos limitados A : D → X∗ que satisfazem a condição α0(F ) e α(F ),
respectivamente. Se F = D escrevemos apenas A0(D) e A(D).

Vamos definir Deg(A,D, 0) - o grau da aplicação A sobre o conjunto D com respeito
ao zero do espaço X∗ - sob as condições

(a) A ∈ A0(D, ∂D);

(b) A(u) 6= 0 para qualquer u ∈ ∂D.

Para todo n = 1, 2, . . . definimos aproximações de posto finito An do operador A da
seguinte maneira:

An(u) =
n∑

i=1

(Au, vi)vi para u ∈ Dn = D ∩ Fn. (10)

Teorema 25 ([28], Teorema 1.1.1) Seja A um operador satisfazendo as condições (a)
e (b). Então existe N0 ∈ N tal que, para todo n ≥ N0 as seguintes afirmações são válidas:
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(1) a equação Anu = 0 não tem soluções pertencentes a ∂Dn;

(2) o grau de Brouwer deg(An, Dn, o) da aplicação An no conjunto Dn com respeito a
0 ∈ Fn está definido e independe de n.

O Teorema 25 implica a existência do limite

lim
n→∞

deg(An, Dn, 0).

Denotamos este limite por D(vi).

Teorema 26 ([28], Teorema 1.1.2) Suponha que as condições (a) e (b) são satisfeitas.
Então o limite

D(vi) = lim
n→∞

deg(An, Dn, 0)

é independente da escolha do sistema (vi).

Os Teoremas 25 e 26 justificam a seguinte definição

Definição 13 Considere um operador A satisfazendo as condições (a), (b) e sejam An e
Dn definidos por (10). Então o número

lim
n→∞

deg(An, Dn, 0)

é chamado o grau da aplicação A sobre o conjunto D com respeito a 0 ∈ X∗, e é denotado
por Deg(A,D, 0).

Agora, considere At : D → X∗, t ∈ [0, 1] uma famı́lia parametrizada de aplicações não
lineares.

Definição 14 Dizemos que a famı́lia At satisfaz a condição α
(t)
0 (∂D), se para qualquer

seqüência (un) em ∂D, (tn) em [0, 1], a relação

un ⇀ u0, Atn(un) ⇀ 0 e lim
n→∞

(Atn(un), un − u0) = 0

implica que un → u0.

Definição 15 Sejam A′, A′′ : D → X∗ aplicações de classe A0(D, ∂D) tais que A′(u) 6= 0
e A′′(u) 6= 0 para u ∈ ∂D. As aplicações A′ e A′′ são ditas homotópicas sobre D se
existe uma famı́lia uniparametrizada de aplicações At : D → X∗, t ∈ [0, 1] satisfazendo a

condição α
(t)
0 (∂D) e tais que

(a′) At(u) 6= 0 para u ∈ ∂D, t ∈ [0, 1]; A0 = A′, A1 = A′′;

(b′) para quaisquer seqüências (tn) em [0, 1], (un) em ∂D, tal que tn → t0 e un → u0, a
seqüência Atn(un) converge fracamente para At0(u0).

Teorema 27 ([28], Teorema 1.3.1) Sejam A′, A′′ : D → X∗ aplicações de classe
A0(D, ∂D). Assuma que A′(u) 6= 0, A′′(u) 6= 0 para u ∈ ∂D e que A′, A′′ são homotópicas
sobre D. Então

Deg(A′, D, 0) = Deg(A′′, D, 0). (11)
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Teorema 28 ([28], Teorema 1.3.3) Seja A : D → X∗ aplicação de classe A0(D) e
assuma que

Au 6= 0 para u ∈ D.

Então Deg(A,D, 0) = 0.

Do Teorema 28 obtemos o seguinte critério de solubilidade da equação Au = 0.

Corolário 1 Seja A : D → X∗ aplicação de classe A0(D) e assuma que A(u) 6= 0 para
u ∈ ∂D. Uma condição suficiente para a equação Au = 0 ter uma solução em D é
Deg(A,D, 0) 6= 0.

Teorema 29 ([28], Teorema 1.3.4) Seja A : D → X∗ aplicação de classe A0(D, ∂D).
Assumamos que 0 ∈ D\∂D e que para u ∈ ∂D a desigualdade

(Au, u) > 0

seja válida. Então Deg(A,D, 0) = 1.

Definição 16 Seja A : D → X∗ aplicação de classe A0(D). Um ponto u0 ∈ D é chamado
um ponto cŕıtico do operador A se Au0 = 0.

Seja u0 um ponto cŕıtico isolado de A, isto é, existe uma bola Br0(u0) que não contém
pontos cŕıticos do operador A, exceto u0. Mostra-se que para 0 < r ≤ r0, vale a igualdade

Deg(A,Br(u0), 0) = Deg(A,Br0(u0), 0).

Este fato justifica a seguinte

Definição 17 O número
lim
r→0

Deg(A,Br(u0), 0)

é chamado o ı́ndice do ponto cŕıtico isolado u0 do operador A e é denotado por Ind(A, u0).

Teorema 30 ([28], Teorema 1.4.1) Assuma que a aplicação A : D → X∗ de classe
A0(D) tem apenas pontos cŕıticos isolados em D e que Au 6= 0 para u ∈ ∂D. Então existe
apenas um número finito de pontos cŕıticos e a igualdade

Deg(A,D, 0) =
I∑

i=1

Ind(A, ui)

é satisfeita, onde ui, i = 1, . . . , I são todos pontos cŕıticos do operador A em D.

Seja U uma vizinhança do zero em X. Assuma que F : U → R é um funcional não linear
que possui derivada de Gateaux F ′(u) em cada ponto u ∈ U .

Teorema 31 ([28], Teorema 1.5.1) Assuma que o funcional F tem um mı́nimo local
em zero, sua derivada de Gateaux pertente à classe A(U) e zero é um ponto cŕıtico isolado
da aplicação F ′. Então Ind(F ′, 0) = 1.
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Bifurcação

Nesta seção, apresentamos algumas noções e resultados básicos da teoria de bifurcação.

Definição 18 Sejam X e Y espaços de Banach, J = (λ0 − δ, λ0 + δ) ⊂ R e Ω ⊂ X uma
vizinhança de x = 0, T : J ×Ω → Y tal que T (λ, 0) = 0 sobre J . Então (λ0, 0) é dito um
ponto de bifurcação para T (λ, x) = 0 se, e somente se, (λ0, 0) ∈ C, onde

C = {(λ, x) ∈ J × Ω : T (λ, x) = 0 e x 6= 0}.

Note que, (λ0, 0) é um ponto de bifurcação se, e somente se, (λ0, 0) = limn→∞(λn, xn)
com T (λn, xn) = 0 e xn 6= 0 ∀ n. Neste caso é conveniente dizer que soluções não triviais
bifurcam em λ0 a partir da reta de soluções triviais {(λ, 0) : λ ∈ J}.

O próximo resultado, devido a Crandall e Rabinowitz [12], é um Teorema de Bifurcação
Local e será usado no Caṕıtulo 2 para estabelecer resultados de existência de soluções para
uma classe de problemas semilineares.

Teorema 32 ([13], Teorema 28.6) Sejam X e Y espaços de Banach sobre K = R ou
K = C, Ω ⊂ K×X uma vizinhança de (λ0, 0) e T : Ω → Y tal que:

i) T (λ, 0) = 0, T ∈ C1(Ω) e Tλx ∈ C(Ω);

ii) Tx(λ0, 0) é Fredholm de ı́ndice zero e N(Tx(λ0, 0)) = [v];

iii) Tλx(λ0, 0)v /∈ R(Tx(λ0, 0)).

Então (λ0, 0) é um ponto de bifurcação para T (λ, x) = 0 e

T−1(0) ∩ U = {(λ0 + µ(t), tv + tz(t)) : |t| < δ} ∪ {(λ, 0) : (λ, 0) ∈ U}

para algum δ > 0 e alguma vizinhança U de (λ0, 0), onde µ(·), z(·) são aplicações
cont́ınuas, µ(0) = 0, z(0) = 0 e z(·) tem sua imagem no complementar topológico de
[v]. Se F ∈ Ck para algum k ≥ 2, então µ(·) e z(·) são Ck−1.

Agora veremos o Teorema de Bifurcação Global devido a Paul Rabinowitz. Seja X um
espaço de Banach real e G : R ×X → X uma aplicação compacta e cont́ınua. Estamos
interessados em estudar a equação

u = G(λ, u); λ ∈ R, u ∈ X. (12)

Aqui vamos supor que G(λ, u) = λL(u)+H(λ, u), onde H(λ, u) = O(‖u‖) para ‖u‖ → 0,
λ em intervalos limitados, e L : X → X é uma aplicação linear compacta. A solução de
(12) é um par (λ, u) ∈ R × X. Denotemos por C o fecho do conjunto das soluções não
triviais de (12), ou seja,

C := {(λ, u) ∈ R×X : u = G(λ, u) e u 6= 0}.

Denotemos por r(L) o conjunto de µ ∈ R tal que existe v ∈ X, v 6= 0, com v = µL(v), e
dizemos que µ é um valor caracteŕıstico de L. A multiplicidade de µ ∈ r(L) é a dimensão
de ∪∞j=1N((µL−I)j) onde I é a aplicação identidade e N(P ) denota o núcleo do operador
P . Desde que L é um operador compacto, µ tem multiplicidade finita.
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Teorema 33 ([25], Teorema 1.3) Se µ ∈ r(L) é de multiplicidade ı́mpar, então C pos-
sui um subconjunto conexo maximal Cµ tal que (µ, 0) ∈ Cµ. Além disso,

(i) Cµ é ilimitado em R×X, ou

(ii) Cµ contém algum (µ̂, 0) onde µ 6= µ̂ ∈ r(L).

Teorema 34 ([31]) Seja K um espaço métrico compacto e A e B subconjuntos de K
fechados e disjuntos. Então, ou existe um subconjunto de K conexo e fechado que inter-
secta A e B ou K = KA∪KB, onde KA, KB são subconjuntos de K disjuntos e compactos
contendo A e B, respectivamente.

13



Caṕıtulo 1

Problema de autovalor com peso
indefinido envolvendo o operador
laplaciano

1.1 Introdução e resultados principais

Neste caṕıtulo vamos discutir a existência de um autovalor principal para o problema

−∆u = λg(x)u, x ∈ RN ; (1.1)

lim
|x|→∞

u(x) = 0, u > 0 em RN , (1.2)

onde assumiremos que N ≥ 3, λ é um parâmetro real e g é uma função suave satisfazendo
a seguinte hipótese:

(g) g ∈ LN/2(RN) ∩ L∞(RN) e g(x0) > 0 para algum x0 ∈ RN .

Os resultados deste caṕıtulo são devidos a Brown e Stavrakakis veja [10].
O espaço natural para estudar este problema é o espaço D1,2(RN). Para simplificar,

usaremos D1,2 para indicar D1,2(RN) e ‖ · ‖Lp para indicar a norma ‖ · ‖Lp(RN ).

Definição 1.1 Diremos que (λ, u) ∈ R×D1,2\{0} é uma solução fraca de (1.1) se ,∫
RN

∇u∇ϕdx = λ

∫
RN

guϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2,

e é uma solução (clássica) de (1.1) se u ∈ C2(RN) e satisfaz (1.1) pontualmente. Se (λ, u)
é uma solução fraca de (1.1), então u é dito uma autofunção associada ao autovalor λ.
Dizemos que λ é um autovalor principal de (1.1), se existe uma autofunção associada a
λ que é estritamente positiva em RN e que λ é um autovalor simples se o autoespaço
associado a λ tem dimensão 1.

Aqui, vamos provar a existência, unicidade e simplicidade de um autovalor principal
positivo.

O nosso principal resultado neste caṕıtulo, é um resultado do tipo Krein-Rutman,
mais precisamente temos
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Teorema 1.1 (Krein-Rutman) Suponha que g ∈ LN/2(RN), N ≥ 3, seja uma função
suave, limitada e que exista x0 ∈ RN tal que g(x0) > 0. Então existe um único autovalor
principal positivo para o problema (1.1). Além disso, este autovalor é simples.

Apresentaremos a prova deste resultado em etapas, como segue

• Na Seção 1.2 provaremos a existência de um autovalor principal positivo para o
problema (1.1);

• Na Seção 1.3 provaremos que este autovalor principal positivo é único e simples.

1.2 Existência de um autovalor principal

Para mostrarmos a existência de um autovalor principal positivo, usaremos a teoria
clássica dos operadores compactos e autoadjuntos. Para isto, vamos introduzir um novo
espaço vetorial onde será usado o seguinte resultado:

Lema 1.1 Suponha que g ∈ LN/2(RN). Então existe α > 0 tal que

α

∫
RN

|g|u2dx ≤
∫

RN

|∇u|2dx

para todo u ∈ C∞
c (RN).

Prova: Usando a desigualdade de Hölder juntamente com a imersão cont́ınua D1,2 ↪→
L2∗(RN) obtemos

∫
RN

|g|u2dx ≤
(∫

RN

|g|N/2dx

)2/N (∫
RN

u2∗dx

)(N−2)/N

= ‖g‖LN/2‖u‖2
L2∗ ≤ K2‖g‖LN/2‖u‖2

D1,2 .

Tomando α = K−2‖g‖−1
LN/2 , temos o desejado. �

Se g e α > 0 são como no lema anterior, podemos definir um produto interno sobre
C∞

c (RN) por

(u, v) =

∫
RN

∇u∇vdx− α

2

∫
RN

guvdx.

Esta forma bilinear é simétrica e positiva definida. De fato, usando o lema anterior,
obtemos

(u, u) =

∫
RN

|∇u|2dx− α

2

∫
Rn

gu2dx ≥ α

2

∫
RN

|g|u2dx ≥ 0. (1.3)

Além disso, se (u, u) = 0 obtemos de (1.3) que∣∣∣∣∫
RN

gu2dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN

|g|u2dx = 0.

Ainda por (1.3), temos que
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∫
RN

|∇u|2dx = 0.

Como esta integral é justamente a norma de u em D1,2, segue que u ≡ 0.
Definimos V como sendo o completamento de C∞

c (RN) com respeito à norma induzida
pelo produto interno dado acima, ou seja,

‖u‖2
V =

∫
RN

|∇u|2dx− α

2

∫
RN

gu2dx.

A prinćıpio o espaço V parece depender da função g, porém temos o seguinte lema.

Lema 1.2 Suponha que g ∈ LN/2(RN). Então V = D1,2.

Prova: Por densidade, é suficiente mostrar que as normas de V e D1,2 são equivalentes
sobre C∞

c (RN). Para u ∈ C∞
c (RN) temos, pelo Lema 1.1∣∣∣∣α2

∫
RN

gu2dx

∣∣∣∣ ≤ α

2

∫
RN

|g|u2dx ≤ 1

2

∫
RN

|∇u|2dx.

Assim,

‖u‖2
V ≥

∫
RN

|∇u|2dx−
∣∣∣∣α2
∫

RN

gu2dx

∣∣∣∣ ≥ 1

2

∫
RN

|∇u|2dx

e

‖u‖2
V ≤

∫
RN

|∇u|2dx+

∣∣∣∣α2
∫

RN

gu2dx

∣∣∣∣ ≤ 3

2

∫
RN

|∇u|2dx,

ou seja,
1

2
‖u‖2

D1,2 ≤ ‖u‖2
V ≤

3

2
‖u‖2

D1,2 .

Portanto as normas são equivalentes e V = D1,2. �

Podemos assim supor que a norma em V coincide com a norma em D1,2 e que o produto
interno em V é dado por

(u, v) =

∫
RN

∇u∇vdx.

Agora, considere o operador linear L : V→ V definido por:

(Lu, v) =

∫
RN

guvdx, u, v ∈ V,

onde ( , ) denota o produto interno em V.

Lema 1.3 O operador L está bem definido.

Prova: Considere a forma bilinear β : V× V→ R definida por:

β(u, v) =

∫
RN

guvdx, ∀u, v ∈ V.

Usando a desigualdade de Hölder generalizada, obtemos

|β(u, v)| ≤
∫

RN

|g||u||v|dx ≤ ‖g‖LN/2‖u‖L2∗‖v‖L2∗ ≤ K2‖g‖LN/2‖u‖V‖v‖V (1.4)
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para todo u, v ∈ V e assim β é limitada. Então, fixado u ∈ V a aplicação v −→ β(u, v)
é linear e limitada sobre V. Assim, pelo Teorema de Representação de Riesz, existe um
único w ∈ V tal que (w, v) = β(u, v) para todo v ∈ V. Pela definição de L temos Lu = w
e, portanto L está bem definido. �

Lema 1.4 O operador L é autoadjunto e compacto.

Prova: Sejam u, v ∈ V e observe que

(Lu, v) =

∫
RN

guvdx =

∫
RN

gvudx = (Lv, u).

Portanto, L é autoadjunto. Agora, seja (un) uma seqüência limitada em V. Afirmamos
que (Lun) possui uma subseqüência convergente. De fato, para m,n ∈ N temos

‖Lun − Lum‖2
V = β(un − um, Lun − Lum) =

∫
RN

g(un − um)(Lun − Lum)dx.

Notemos que g(un−um) ∈ L
2N

N+2 (RN). Com efeito, pela imersão D1,2 ↪→ L2∗(RN) obtemos
que (un) é limitada na norma de L2∗(RN). Isto juntamente com a desigualdade de Hölder
implica que∫

RN

(|g||un − um|)
2N

N+2 dx ≤
(∫

RN

|g|N/2dx

) 4
2+N

(∫
RN

|un − um|2
∗
dx

)N−2
N+2

< ∞. (1.5)

Assim,
‖Lun − Lum‖2

V ≤ ‖g(un − um)‖
L

2N
N+2

‖Lun − Lum‖L2∗

≤ K‖g(un − um)‖
L

2N
N+2

‖Lun − Lum‖V,

conseqüentemente,
‖Lun − Lum‖V ≤ K‖g(un − um)‖

L
2N

N+2
. (1.6)

Sendo (un) limitada emD1,2 que é um espaço de Banach reflexivo, passando a subseqüência
se necessário, temos que un ⇀ u0 para algum u0 ∈ D1,2. Desde que o operador restrição

de D1,2 em D1,2(BR) é linear e cont́ınuo, e a imersão D1,2(BR) ↪→ L
2N

N+2 (BR) é linear e
compacta, para toda bola aberta BR(0), temos que

un → u0 em L
2N

N+2 (BR)

para todo R > 0. Agora usaremos (1.6) para provar que (Lun) é uma seqüência de Cauchy
em V. Para isto, é suficiente provarmos a seguinte afirmação:

Afirmação 1.1 Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖g(un − um)‖
L

2N
N+2

≤ ε/K para

m,n ≥ k0.
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De fato, escrevendo

‖g(un − um)‖
L

2N
N+2

=

(∫
BR

|g(un − um)|
2N

N+2dx+

∫
RN\BR

|g(un − um)|
2N

N+2dx

)N+2
2N

e usando o fato de que (a+ b)t ≤ at + bt para a, b ∈ [0,∞) e t ∈ (0, 1), obtemos

‖g(un − um)‖
L

2N
N+2

≤ ‖g(un − um)‖
L

2N
N+2 (BR)

+ ‖g(un − um)‖
L

2N
N+2 (RN\BR)

. (1.7)

Agora, usando (1.2) e a limitação de (un) em L2∗(RN), obtemos

‖g(un − um)‖
L

2N
N+2 (RN\BR)

≤ ‖g‖LN/2(RN\BR)‖un − um‖L2∗ (RN )

≤ C‖g‖LN/2(RN\BR),
(1.8)

onde C não depende de R. Desde que g ∈ LN/2(RN), fixado ε > 0 existe R0 > 0 tal que

‖g‖LN/2(RN\BR) <
ε

2KC
∀R ≥ R0.

Portanto, para todo m,n ∈ N e R ≥ R0 obtemos por (1.8)

‖g(un − um)‖
L

2N
N+2 (RN\BR)

<
ε

2K
. (1.9)

Agora, usando o fato que g é limitada em RN , temos |g(x)| ≤ ‖g‖∞ para todo x ∈ RN .

Além disso, sabemos que un → u0 em L
2N

N+2 (BR0). Assim, existe n0 ∈ N tal que

‖un − um‖
L

2N
N+2 (BR0

)
<

ε

2K‖g‖∞
∀m,n ≥ n0,

logo,

‖g(un − um)‖
L

2N
N+2 (BR0

)
≤ ‖g‖∞‖un − um‖

L
2N

N+2 (BR0
)
<

ε

2K
(1.10)

para todo m,n ≥ n0. Assim, por (1.7), (1.9) e (1.10) conclúımos a afirmação.
Como conseqüência desta afirmação e (1.6), (Lun) é uma seqüência de Cauchy em V,

que é um espaço de Banach. Portanto, (Lun) é convergente e assim, L é um operador
compacto. �

Lema 1.5 Se

µ = sup

{
(Lu, u)

(u, u)
: u ∈ V\{0}

}
> 0

e φ ∈ V \ {0} é tal que (Lφ, φ)/(φ, φ) = µ, então Lφ = µφ.

Prova: Inicialmente, observe que por (1.4) o número µ, definido acima, é finito. Além
disso,

sup

{
(Lu, u)

(u, u)
: u ∈ V \ {0}

}
= sup {(Lu, u) : u ∈ V, ‖u‖V = 1} .

Seja φ ∈ V \ {0} tal que (Lφ, φ)/(φ, φ) = µ. Tomando φ0 = φ/‖φ‖V temos µ = (Lφ0, φ0).
Afirmamos que Lφ0 = µφ0. Para provar esta afirmação definamos o operador linear
A : V −→ V por A(u) = (L− µI)(u). Sendo A autoadjunto, se u ∈ V e ‖u‖V = 1 temos

(Au, u) = (Lu− µu, u) = (Lu, u)− µ(u, u) = (Lu, u)− µ ≤ 0,
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já que (Lu, u) ≤ µ. Em particular, (Aφ0, φ0) = (Lφ0, φ0) − µ = µ − µ = 0. Agora se
v ∈ V \ {0} e u = v/‖v‖V temos

1

‖v‖2
V
(Av, v) = (Au, u) ≤ 0.

Portanto, (Av, v) ≤ 0 para todo v ∈ V. Tomemos ut = tφ0 +v onde v ∈ V e t ∈ R. Desde
que (Aut, ut) ≤ 0 para todo t ∈ R, usando o fato de que A é autoadjunto e (Aφ0, φ0) = 0,
obtemos

(Aut, ut) = t2(Aφ0, φ0) + t(Aφ0, v) + t(Av, φ0) + (Av, v)
= 2t(Aφ0, v) + (Av, v)
≤ 0,

ou seja, 2t(Aφ0, v) ≤ −(Av, v) para todo t ∈ R e todo v ∈ V. Assim se t > 0 temos
2(Aφ0, v) ≤ −(Av, v)/t para todo v ∈ V. Fazendo t → +∞ obtemos (Aφ0, v) ≤ 0 para
todo v ∈ V. Trocando v por −v nessa última desigualdade obtemos (Aφ0, v) ≥ 0 para
todo v ∈ V. Assim (Aφ0, v) = 0 para todo v ∈ V, logo Aφ0 = 0, ou seja, Lφ0 = µφ0 como
afirmamos. Conseqüentemente, Lφ = µφ como queŕıamos demonstrar. �

Agora vamos provar a existência de um autovalor principal positivo.

Proposição 1.2 Suponha que g ∈ LN/2(RN) e que existe x0 ∈ RN tal que g(x0) > 0.
Então L tem um autovalor principal positivo µ1. Além disso, toda autofunção associada
a µ1 não muda de sinal. Em particular, λ1 = µ−1

1 é um autovalor principal positivo de
(1.1).

Prova: Seja

µ1 = sup
u∈V
u 6=0

(Lu, u)

(u, u)
= sup

u∈V
u 6=0

β(u, u)

(u, u)
= sup

u∈V
u 6=0

∫
RN gu

2dx∫
RN |∇u|2dx

.

Afirmamos que µ1 é positivo. De fato, desde que g é cont́ınua e g(x0) > 0 para algum
x0 ∈ RN , g é positiva em um aberto G contendo x0. Então podemos escolher ψ ∈ V tal
que suppψ ⊂ G. Assim,

µ1 ≥
∫

RN gψ
2dx∫

RN |∇ψ|2dx
=

∫
G
gψ2dx∫

G
|∇ψ|2dx

> 0.

Pelo Teorema 19, µ1 é um autovalor de L. Além disso, este é o maior autovalor de L, pois
se Lϕ = µϕ, pela definição de µ1 obtemos

µ =
(Lϕ, ϕ)

(ϕ, ϕ)
≤ µ1.

Afirmamos que toda autofunção associada ao autovalor µ1 não muda de sinal, assim
poderemos considerar uma autofunção estritamente positiva. Dessa forma, µ1 será um
autovalor principal positivo de L. De fato, se φ ∈ V é tal que Lφ = µ1φ, temos

µ1(φ, v) = (Lφ, v) = β(φ, v), ∀v ∈ V,

ou seja, ∫
RN

∇φ∇vdx =
1

µ1

∫
RN

gφvdx, ∀v ∈ V.
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Assim, φ é uma solução fraca de (1.1) com λ1 = µ−1
1 e, pelo Teorema 24, φ é uma solução

clássica. Vamos provar que φ não muda de sinal em RN . Sejam φ+, φ− as partes positiva e
negativa de φ respectivamente (ou seja, φ+ = max{φ, 0} e φ− = min{φ, 0}). Sabemos que
φ = φ+ + φ−. Agora, observando que φ+, φ− ∈ V e (φ+, φ−) = 0 = β(φ+, φ−), obtemos

(φ, φ) = (φ+ + φ−, φ+ + φ−) = (φ+, φ+) + (φ−, φ−),

e
β(φ, φ) = β(φ+ + φ−, φ+ + φ−) = β(φ+, φ+) + β(φ−, φ−).

Conseqüentemente,

µ1 =
β(φ, φ)

(φ, φ)
≤ max

{
β(φ+, φ+)

(φ+, φ+)
,
β(φ−, φ−)

(φ−, φ−)

}
.

Então pela definição de µ1, temos que

β(φ+, φ+)

(φ+, φ+)
= µ1 ou

β(φ−, φ−)

(φ−, φ−)
= µ1.

Pelo Lema 1.5 segue que φ+ ou φ− é uma autofunção de L associada a µ1. Denotemos esta
autofunção por ϕ e podemos assumir que ϕ ≥ 0 em RN (ϕ = φ+ ou ϕ = −φ−). Afirmamos
que ϕ > 0 em RN . De fato, suponhamos que exista x0 ∈ RN tal que ϕ(x0) = 0. Seja B
qualquer bola em RN centrada em x0 tal que ϕ não é nula em B. Escolha C > 0 tal que
C − λ1g(x) ≥ 0 em B, o que é posśıvel já que g é limitada. Então

−∆ϕ+ (C − λ1g)ϕ = Cϕ ≥ 0 em B; ϕ ≥ 0 em ∂B.

Pelo Prinćıpio do Máximo, Teorema 21, ϕ ≡ 0 em B, o que contraria a escolha de B.
Logo devemos ter ϕ > 0 em RN , ou seja, φ+ = max{φ, 0} > 0 em RN o que implica φ > 0
em RN , ou φ− = min{φ, 0} < 0 em RN , mostrando que φ < 0 em RN . Portanto φ não
muda de sinal em RN e µ1 é um autovalor principal de L. �

Agora, vamos estudar o comportamento assintótico das soluções de (1.1).

Proposição 1.3 Suponha que u ∈ D1,2 é uma solução de (1.1). Então

lim
|x|→∞

|u(x)| = 0.

Prova: Se u ∈ D1,2 então pela Observação 1, u ∈ W 1,2(BR) para todo R positivo. Além
disso, se u é solução de (1.1) então pelo Teorema 23, com q(x) = −λg(x), h ≡ 0, p = 2∗

e R = 1, existe C > 0 tal que

|u(x)| ≤ sup
y∈B1(x)

|u(y)| ≤ C‖u‖L2∗ (B2(x)), (1.11)

para todo x ∈ RN , onde C = C(N, ‖q‖∞). Desde que u ∈ L2∗(RN), obtemos∫
RN

|u|2∗dx =

∫
Bn

|u|2∗dx+

∫
RN\Bn

|u|2∗dx <∞,
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onde Bn é a bola aberta centrada na origem e de raio n, n ∈ N. Assim,

lim
n→∞

∫
RN\Bn

|u|2∗dx = 0.

Logo, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que
∫

RN\Bn
|u|2∗dx < (ε/C)2∗ para todo n ≥ n0. Então

para x ∈ RN com |x| > n0 + 2, temos B2(x) ⊂ RN\Bn0 e∫
B2(x)

|u|2∗dx ≤
∫

RN\Bn0

|u|2∗dx < (ε/C)2∗ .

Por (1.11) obtemos

|u(x)| ≤ C‖u‖L2∗ (B2(x)) < ε para x ∈ RN com |x| > n0 + 2,

e isto completa a prova. �

1.3 Simplicidade do autovalor principal

Nesta seção, mostraremos que λ1 é um autovalor simples e que é o único autovalor
positivo que possui autofunção positiva. Mais precisamente, vamos provar o seguinte
resultado:

Proposição 1.4 Suponha que φ é uma autofunção positiva de (1.1), correspondente ao
autovalor principal λ1 e que u ∈ D1,2 é também uma autofunção positiva de (1.1) cor-
respondente a um autovalor λ > 0. Então λ = λ1 e u = cφ, para alguma constante
c > 0.

Para demonstrarmos esta proposição, vamos inicialmente estabelecer alguns resultados
auxiliares.

Lema 1.6 Suponha que u ∈ D1,2 é uma solução de (1.1). Então

lim
R→∞

∫
∂BR

u
∂u

∂η
dS = 0.

Prova: Já vimos que u é uma solução clássica. Então, multiplicando (1.1) por u e
integrando por partes sobre BR, obtemos∫

BR

|∇u|2dx−
∫

∂BR

u
∂u

∂η
dS = λ

∫
BR

gu2dx.

Como |∇u| ∈ L2(RN) e gu2 ∈ L1(RN), segue que limR→∞
∫

∂BR
u(∂u/∂η)dS existe e é

finito. Usando a desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫
∂BR

u
∂u

∂η
dS

∣∣∣∣2 ≤
(∫

∂BR

|u||∇u|dS
)2

≤
(

1

R

∫
∂BR

|u|2dS
)(

R

∫
∂BR

|∇u|2dS
)
.

(1.12)
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Como |∇u| ∈ L2(RN) e u ∈ L2∗(RN), a integral∫ ∞

0

(∫
∂BR

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS

)
dR

converge. Então

lim
R→∞

∫ 2R

R

(∫
∂Br

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS

)
dr = 0.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos∫ 2R

R

(∫
∂Br

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS

)
dr = R

∫
∂BR′

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS,

para algum R′ ∈ [R, 2R]. Desde que

0 ≤ R′

2

∫
∂BR′

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS ≤ R

∫
∂BR′

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS,

temos que

lim
R→∞

R′
∫

∂BR′

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS = 0.

Assim, podemos encontrar uma seqüência (Rn) com Rn →∞ tal que

lim
n→∞

Rn

∫
∂BRn

(
|∇u|2 + u2∗

)
dS = 0

e conseqüentemente

lim
n→∞

Rn

∫
∂BRn

|∇u|2dS = 0 = lim
n→∞

Rn

∫
∂BRn

u2∗dS. (1.13)

Por outro lado,

1

Rn

∫
∂BRn

u2dS ≤ 1

Rn

(∫
∂BRn

u2∗dS

)N−2
N
(∫

∂BRn

dS

)2/N

≤ K1R
−1
n (RN−1

n )2/N

(∫
∂BRn

u2∗dS

)N−2
N

= K1

(
Rn

∫
∂BRn

u2∗dS

)N−2
N

onde K1 = (Nα(N))2/N e α(N) é o volume da bola unitária do RN . Assim, por (1.13)
obtemos

lim
n→∞

1

Rn

∫
∂BRn

u2dS = 0.

22



Logo, (1.12) implica que

lim
n→∞

∫
∂BRn

u
∂u

∂η
dS = 0.

Portanto,

lim
R→∞

∫
∂BR

u
∂u

∂η
dS = 0.

�

Lema 1.7 Seja φ ∈ D1,2 tal que φ(x) > 0 em RN . Então para cada R0 > 0 fixo, temos∫ ∞

R0

dr

H(r)
= ∞ onde H(r) =

∫
∂Br

(φ(x))2dS.

Prova: Se φ ∈ D1,2, temos∫
∂BR

φ2dS ≤
(∫

∂BR

φ2∗dS

)(N−2)/N (∫
∂BR

dS

)2/N

= K1R
2(N−1)

N

(∫
∂BR

φ2∗dS

)(N−2)/N

,

onde K1 = (Nα(N))2/N > 0. Logo,

H(r) ≤ K1r
2(N−1)

N

(∫
∂Br

φ2∗dS

)(N−2)/N

.

Como φ ∈ L2∗(RN), tomando I(r) =
∫

∂Br
φ2∗dS, temos∫ ∞

0

I(r)dr =

∫ ∞

0

(∫
∂Br

φ2∗dS

)
dr =

∫
RN

φ2∗dx <∞, (1.14)

e
H(r) ≤ K1r

2(N−1)
N (I(r))(N−2)/N .

Assim
1

H(r)
≥ K−1

1 r
2(1−N)

N (I(r))(2−N)/N . (1.15)

Para R ≥ R0 e α, p, q > 0 com 1/p+ 1/q = 1, usando a desigualdade de Hölder obtemos

ln(R)− ln(R0) =

∫ R

R0

dr

r
=

∫ R

R0

(I(r))α 1

r
(I(r))−αdr

≤
(∫ R

R0

(I(r))αpdr

)1/p(∫ R

R0

r−q(I(r))−αqdr

)1/q

.

Escolhendo α = (N − 2)/2(N − 1), p = 2(N − 1)/(N − 2) e q = 2(N − 1)/N , temos
αp = 1 e αq = (N − 2)/N e assim

ln(R)− ln(R0) ≤
(∫ R

R0

I(r)dr

)1/p(∫ R

R0

r
2(1−N)

N (I(r))
2−N

N dr

)1/q

.
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Sendo limR→∞(ln(R)− ln(R0)) = ∞, temos(∫ ∞

R0

I(r)dr

)1/p(∫ ∞

R0

r
2(1−N)

N (I(r))
2−N

N dr

)1/q

= ∞.

Desde que
∫∞

R0
I(r)dr <∞ devido a (1.14), obtemos(∫ ∞

R0

r
2(1−N)

N (I(r))
2−N

N dr

)1/q

= ∞,

e por (1.15), obtemos ∫ ∞

R0

dr

H(r)
= ∞,

o que completa a prova. �

Agora vamos apresentar a demonstração da Proposição 1.4.

Prova da Proposição 1.4: Seja φ ∈ D1,2, uma solução positiva de

−∆φ = λ1gφ (1.16)

e u ∈ D1,2, uma solução positiva de

−∆u = λg(x)u. (1.17)

Multiplicando (1.16) por φ e integrando por partes sobre BR, obtemos∫
BR

|∇φ|2dx−
∫

∂BR

φ
∂φ

∂η
dS = λ1

∫
BR

gφ2dx. (1.18)

Fazendo R→∞ e usando o Lema 1.6, obtemos∫
RN

|∇φ|2dx = λ1

∫
RN

gφ2dx > 0. (1.19)

Agora, multiplicando (1.17) por φ2/u e integrando sobre BR obtemos

−
∫

BR

φ2

u
∆udx = λ

∫
BR

gφ2dx.

Integrando por partes o primeiro membro desta última igualdade e observando que

∇(φ2/u) = 2(φ/u)∇φ− (φ/u)2∇u,

obtemos

−
∫

BR

φ2

u
∆udx =

∫
BR

∇(φ2/u)∇udx−
∫

∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS

= 2

∫
BR

φ

u
∇φ∇udx−

∫
BR

φ2

u2
|∇u|2dx−

∫
∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS.
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Assim,

2

∫
BR

φ

u
∇φ∇udx−

∫
BR

φ2

u2
|∇u|2dx−

∫
∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS = λ

∫
BR

gφ2dx. (1.20)

Subtraindo (1.20) de (1.18), obtemos∫
BR

∣∣∣∣∇φ−φu∇u
∣∣∣∣2 dx−∫

∂BR

φ
∂φ

∂η
dS +

∫
∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS = (λ1 − λ)

∫
BR

gφ2dx. (1.21)

Fazendo R → ∞ nesta última igualdade, usando (1.19) e o fato de que λ1 é o menor
autovalor positivo de (1.1), obtemos que

lim
R→∞

(∫
BR

∣∣∣∣∇φ− φ

u
∇u
∣∣∣∣2 dx+

∫
∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS

)
= (λ1 − λ)

∫
RN

gφ2dx ≤ 0. (1.22)

Afirmamos que

lim
R→∞

∫
∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS = 0. (1.23)

Antes de apresentar a prova desta afirmação, vejamos que (1.23) é suficiente para fi-
nalizarmos a prova da Proposição 1.4. De fato, segue de (1.22)-(1.23) que

0 ≤
∫

RN

∣∣∣∣∇φ− φ

u
∇u
∣∣∣∣2 dx = (λ1 − λ)

∫
RN

gφ2dx ≤ 0.

Isto implica que λ1 = λ e ∇φ − φ/u∇u = 0. Portanto, u∇φ − φ∇u = 0. Sendo,
∇(φ/u) = (u∇φ − φ∇u)/u2, obtemos u = cφ para alguma constante positiva c, o que
prova a proposição.

Agora, vamos mostrar a afirmação em (1.23). Para isto, sejam

β(R) =

∫
∂BR

φ2

u

∂u

∂η
dS, q(R) =

∫
BR

φ2

u2
|∇u|2dx e Θ(R) =

∫
BR

∣∣∣∣∇φ− φ

u
∇u
∣∣∣∣2 dx.

Suponhamos limR→∞ β(R) 6= 0. Desde que Θ é uma função não decrescente de R, por
(1.22) temos dois casos a considerar:

Caso 1. limR→∞ β(R) existe e é negativo;

Caso 2. limR→∞ β(R) = −∞.

Afirmamos que em ambos os casos, existe R0 > 0 e σ ∈ (0, 1) tais que

−β(R) ≥ σq(R) ∀R ≥ R0. (1.24)

Antes de provar esta afirmação, veremos que (1.24) é suficiente para chegar a uma con-
tradição. Pela desigualdade de Hölder, temos

−β(R) ≤
∫

∂BR

φ2

u
|∇u|dS ≤ (H(R))1/2

(∫
∂BR

φ2

u2
|∇u|2dS

)1/2

, (1.25)
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com H(R) definida no Lema 1.7. Observando que

q(R) =

∫
BR

φ2

u2
|∇u|2dx =

∫ R

0

{∫
∂Br

φ2

u2
|∇u|2dS

}
dr,

por (1.25) obtemos

−β(R) ≤ (H(R))1/2 (q′(R))
1/2
.

Isto, juntamente com (1.24), implica que

q′(R) ≥ (β(R))2

H(R)
≥ σ2 (q(R))2

H(R)
, ∀R ≥ R0.

Sendo
d

dr

(
1

q(R)

)
=
−q′(R)

(q(R))2
,

obtemos
d

dr

(
1

q(R)

)
+

σ2

H(R)
≤ 0, ∀R ≥ R0.

Integrando de R0 até R, obtemos

1

q(R)
− 1

q(R0)
+ σ2

∫ R

R0

dr

H(r)
≤ 0, ∀R ≥ R0

o que contraria o Lema 1.7. Portanto, (1.23) é válido, ou seja, limR→∞ β(R) = 0.
Vejamos agora que, tanto no Caso 1 quanto no Caso 2, a desigualdade (1.24) é

válida. Se o Caso 1 ocorrer, segue que limR→∞ Θ(R) existe e então (φ/u)|∇u| ∈ L2(RN),
mostrando que limR→∞ q(R) existe. Logo, existem R1 > 0 e σ ∈ (0, 1) tais que

−β(R) ≥ σq(R), ∀R ≥ R1.

Agora, suponhamos que o Caso 2 ocorra. Neste caso, devido a (1.21) devemos ter
limR→∞ Θ(R) = ∞ e conseqüentemente limR→∞ q(R) = ∞. Por (1.19)

∫
RN gφ

2dx > 0 e

pelo Lema 1.6 limR→∞
∫

∂BR
φ∂φ

∂η
dS = 0. Assim, dado ε > 0 existe R2 > 0 tal que∫

BR

gφ2dx > 0 e

∫
∂BR

φ
∂φ

∂η
dS < ε, ∀R ≥ R2.

Assim, por (1.21) temos que

Θ(R) ≤ −β(R) + ε, ∀R ≥ R2.

Além disso, usando a desigualdade de Young, obtemos para qualquer µ > 1,

∇φ ·
(
φ

u
∇u
)
≤ (µ|∇φ|)

(
φ

µu
|∇u|

)
≤ µ2

2
|∇φ|2 +

1

2µ2

φ2

u2
|∇u|2.

Dáı
−1

µ2

φ2

u2
|∇u|2 ≤ −2∇φ ·

(
φ

u
∇u
)

+ µ2|∇φ|2.
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Somando (φ2/u2)|∇u|2 em ambos os membros desta última desigualdade e integrando
sobre BR, temos(

1− 1

µ2

)∫
BR

φ2

u2
|∇u|2dx ≤

∫
BR

|∇φ− φ

u
∇u|2dx+ (µ2 − 1)

∫
BR

|∇φ|2dx

e assim temos(
1− 1

µ2

)
q(R) ≤ Θ(R) + (µ2 − 1)

∫
BR

|∇φ|2dx ≤ −β(R) + ε+ (µ2 − 1)

∫
BR

|∇φ|2dx

para todo R ≥ R2. Tomando ε pequeno, podemos escolher µ > 1 suficientemente próximo
de 1 tal que

−β(R) ≥ σq(R), ∀R ≥ R2

onde σ = (1− 1/µ2) ∈ (0, 1) e, portanto, (1.24) ainda é satisfeita. Isto completa a prova
da proposição. �

Finalmente, a demonstração do Teorema 1.1 é conseqüência dos resultados acima,
mais precisamente, das Proposições 1.2, 1.3 e 1.4. �
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Caṕıtulo 2

Bifurcação para uma equação
eĺıptica semilinear em RN

2.1 Introdução e resultados principais

Neste caṕıtulo vamos discutir a existência de soluções para o problema

−∆u = λg(x)f(u), x ∈ RN , (2.1)

lim
|x|→+∞

u(x) = 0, 0 < u < 1, x ∈ RN , (2.2)

com N = 3, 4, 5. Os resultados deste caṕıtulo são devido a Brown e Stavrakakis, veja [10].
Vamos assumir as seguintes hipóteses sobre as funções f e g:

(g) g ∈ LN/2(RN)∩L∞(RN) é uma função suave tal que g(x0) > 0, para algum x0 ∈ RN .

(f) f : [0, 1] → R+ é uma função suave tal que f(0) = f(1) = 0, f ′(0) > 0, f ′(1) < 0, e
f(u) > 0 para todo 0 < u < 1.

Observe que a condição (g) é exatamente a que foi imposta sobre a função g no
Caṕıtulo 1. Agora, além disso assumiremos que g satisfaz a condição

(g−) existe R0 > 0 tal que g(x) < 0 sempre que |x| > R0.

Definição 2.1 Uma solução fraca de (2.1) é um par (λ, u) ∈ R× V\{0} tal que∫
RN

∇u∇ϕdx = λ

∫
RN

gf(u)ϕdx, ∀ϕ ∈ V. (2.3)

Tal solução é dita clássica se u é de classe C2.

Vamos admitir que o domı́nio de definição de f pode ser estendido para todo R, de
tal maneira que f(u) < 0 sempre que u < 0 ou u > 1 e f, f ′ e f ′′ sejam uniforme-
mente limitadas em R. Assumiremos isto mas provaremos a existência de soluções u com
0 ≤ u ≤ 1.

Para obtermos resultados de bifurcação para o problema (2.1), é necessário primeiro
estudar os autovalores do problema linear correspondente:
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−∆u = λg(x)f ′(0)u, x ∈ RN

lim
|x|→+∞

u(x) = 0.
(2.4)

Para simplificar notação, mas sem perda de generalidade, vamos admitir que f ′(0) = 1.
Então a linearização de (2.1), que corresponde a (2.4), é exatamente o problema (1.1).
Assim, pelo Teorema 1.1 o problema (2.4) tem um autovalor simples e isolado λ1 > 0.

O principal resultado deste caṕıtulo é:

Teorema 2.1 Suponha que g ∈ Lp(RN) para algum p ∈ (1, N/2) e satisfaz as condições
(g) e (g−). Então existe um ramo C+ ⊆ R × V de soluções do problema (2.1)-(2.2)
bifurcando a partir de (λ1, 0) tal que:

(i) Se (λ, u) ∈ C+, então λ > 0 e 0 < u(x) < 1 para todo x ∈ RN ;

(ii) (λ1,∞] ⊂ {λ : (λ, u) ∈ C+ para algum u ∈ V}.

Em particular, o problema (2.1)-(2.2) tem uma solução não trivial u ∈ V sempre que
λ > λ1, onde λ1 é o autovalor principal do problema (2.4).

Consideremos o operador não-linear T : R× V→ V definido por

(T (λ, u), φ) =

∫
RN

∇u∇φdx− λ

∫
RN

gf(u)φdx, (2.5)

onde ( , ) denota o produto interno em V = D1,2. Para garantir a existência de soluções
para o problema (2.1) é suficiente encontrar um ponto de bifurcação para a equação

T (λ, u) = 0. (2.6)

Lema 2.1 O operador T está bem definido por (2.5).

Prova: Fixado (λ, u) ∈ R× V, defina o funcional linear F : V→ R por

F (ϕ) =

∫
RN

∇u∇ϕdx− λ

∫
RN

gf(u)ϕdx.

Sendo f ′ uniformemente limitada em R, existe M > 0 tal que |f ′(t)| ≤ M para todo
t ∈ R. Sendo f(0) = 0, pelo Teorema do Valor Médio, segue que |f(u)| ≤ M |u| e
conseqüentemente f(u) ∈ L2∗(RN). Dáı, usando a desigualdade de Hölder e a imersão
D1,2 ↪→ L2∗(RN), obtemos

|F (ϕ)| ≤ ‖∇u‖L2‖∇ϕ‖L2 + |λ|‖g‖LN/2‖f(u)‖L2∗‖ϕ‖L2∗

≤ ‖u‖V‖ϕ‖V +K|λ|‖g‖LN/2‖f(u)‖L2∗‖ϕ‖V

≤ C1 (‖u‖V + |λ|‖g‖LN/2‖f(u)‖L2∗ ) ‖ϕ‖V.

Assim, F é limitado e pelo Teorema de Representação de Riesz, existe um único elemento
v em V, tal que (v, ϕ) = F (ϕ) para todo ϕ ∈ V. Pela definição de T temos T (λ, u) = v e
portanto T está bem definido. �

Com o objetivo de mostrarmos que (λ1, 0) é um ponto de bifurcação local para (2.6),
vamos iniciar com
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Lema 2.2 O operador T satisfaz as hipóteses do Teorema de Bifurcação Local (veja Teo-
rema 32).

Prova: i) Sendo f(0) = 0, pela definição de T temos T (λ, 0) = 0 para todo λ ∈ R.
Além disso, temos que T ∈ C1(R×V,V) com derivadas de Fréchet Tu : R×V→ L(V,V),
Tλ : R× V→ V e Tλu : R× V→ L(V,V) cont́ınuas dadas por

(Tu(λ, u)ϕ, ψ) =

∫
RN

∇ϕ∇ψdx− λ

∫
RN

gf ′(u)ϕψdx

(Tλ(λ, u), ϕ) = −
∫

RN

gf(u)ϕdx

(Tλu(λ, u)ϕ, ψ) = −
∫

RN

gf ′(u)ϕψdx

para todo ϕ, ψ ∈ V, onde ( , ) denota o produto interno de V.

ii) Consideremos o operador linear Tu(λ1, 0), onde λ1 é o autovalor principal de (2.4).
Usando a desigualdade de Hölder, a imersão V ↪→ L2∗(RN) e o fato de que f ′(0) = 1,
obtemos

‖Tu(λ1, 0)ϕ‖2
V =

∫
RN

∇ϕ∇(Tu(λ1, 0)ϕ)dx− λ1

∫
RN

gϕ(Tu(λ1, 0)ϕ)dx

≤ ‖∇ϕ‖L2‖∇(Tu(λ1, 0)ϕ)‖L2 + λ1‖g‖LN/2‖ϕ‖L2∗‖Tu(λ1, 0)ϕ‖L2∗

≤ ‖ϕ‖V‖(Tu(λ1, 0)ϕ)‖V +K2λ1‖g‖LN/2‖ϕ‖V‖Tu(λ1, 0)ϕ‖V.

Deste modo,
‖Tu(λ1, 0)ϕ‖V ≤ (1 +K2λ1‖g‖LN/2)‖ϕ‖V, ∀ϕ ∈ V,

e Tu(λ1, 0) é um operador limitado. Além disso, Tu(λ1, 0) é autoadjunto pois

(Tu(λ1, 0)ϕ, ψ) =

∫
RN

∇ϕ∇ψdx− λ1

∫
RN

gϕψdx = (Tu(λ1, 0)ψ, ϕ), (2.7)

para todo ϕ, ψ ∈ V. Vemos por (2.7) que Tu(λ1, 0)ϕ = 0 se, e somente se, ϕ ∈ V é
uma solução de (2.4) associada ao autovalor λ1. Desde que λ1 é um autovalor simples,
segue que N(Tu(λ1, 0)) = [φ], onde φ é a autofunção principal de (2.4) associada a λ1.
Temos ainda Tu(λ1, 0) = (I − λ1L), onde L é o operador compacto definido no Caṕıtulo
1. Usando a Alternativa de Fredholm para (I − λ1L), temos que R(Tu(λ1, 0)) é fechada e
vale a seguinte igualdade R(Tu(λ1, 0)) = [φ]⊥, isto é, ψ ∈ R(Tu(λ1, 0)) se, e somente se,
(ψ, φ) = 0. Logo,

dimN(Tu(λ1, 0)) = codimR(Tu(λ1, 0)) = 1.

Conseqüentemente, Tu(λ1, 0) é um operador de Fredholm de ı́ndice zero, de acordo com
a Definição 4.

iii) Por (1.19) sabemos que
∫

RN gφ
2dx > 0. Assim, obtemos

(Tλu(λ1, 0)φ, φ) = −
∫

RN

gφ2dx < 0.
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e Tλu(λ1, 0)φ /∈ R(Tu(λ1, 0)). �

Desde que T satisfaz todas as hipóteses do Teorema de Bifurcação Local, o seguinte
resultado é válido.

Proposição 2.2 Existe ε0 > 0 e funções cont́ınuas η : (−ε0, ε0) → R e ψ : (−ε0, ε0) → [φ]⊥

tais que η(0) = λ1, ψ(0) = 0 e toda solução não trivial de T (λ, u) = 0 em uma pequena
vizinhança de (λ1, 0) é da forma (λε, uε) = (η(ε), εφ+ εψ(ε)).

A fim de que uma solução u de T (λ, u) = 0, seja também uma solução de (2.1)-(2.2),
é necessário garantir que 0 < u(x) < 1 para todo x ∈ RN e que lim|x|→∞ u(x) = 0. Para
isto precisamos estabelecer a regularidade da solução fraca do problema (2.1).

Lema 2.3 Toda solução fraca do problema (2.1) é clássica.

Prova: Se u é uma solução fraca de (2.1), então para toda bola B ⊂ RN temos que u é
uma solução fraca da equação

−∆u = c(x)(1 + |u|) em B,

com c(x) = λg(x)f(u)/(1+ |u|). Desde que f(u) ≤M |u|, temos que c ∈ LN/2
loc (B). Usando

o Teorema 22 obtemos que u ∈ Lq
loc(B) para todo q <∞. Usando o Teorema de Calderón-

Zygmund (veja Teorema B2 em [29]) obtemos que u ∈ W 2,q
loc (B). Escolhendo q > N e

usando a imersão W 2,q
loc (B) ↪→ C1,α(B) obtemos que u ∈ C1,α(B). Conseqüentemente, a

função h(x) = λg(x)f(u(x)) é de classe Cα. Se w é o potencial Newtoniano de f , então
w ∈ C2(B) e −∆w = f em B (veja Lema 4.2 em [20]). Agora, considerando v = u − w
temos ∆v = 0 em B e pelo Lema de Weyl (veja Teorema 24) temos que v ∈ C2(B).
Portanto, u ∈ C2(B). Desde que isto é válido para toda bola B ⊂ RN conclúımos que
u ∈ C2(RN). �

Como na demonstração da Proposição 1.3, tomando q(x) = λg(x)f(u(x))/u(x) vemos
que para todo u ∈ V, solução de (2.1), tem-se lim|x|→∞ u(x) = 0 e a desigualdade (1.11)
é válida. Dessa forma, temos

|uε(x)| ≤ C‖uε‖L2∗ (B2(x)) ≤ C1‖uε‖V (2.8)

para todo x ∈ RN , onde C e C1 são constantes positivas que não dependem de ε. Desde que
‖uε‖V → 0 quando ε→ 0, podemos tomar ε suficientemente pequeno tal que |uε(x)| < 1
para todo x ∈ RN .

Parece mais dif́ıcil estabelecer a positividade das soluções, para isto vamos admitir
que g satisfaz a condição (g−).

Proposição 2.3 Suponha que g satisfaz a condição (g−). Então existe ε1 > 0 tal que
uε(x) > 0 para todo x ∈ RN sempre que 0 < ε < ε1.

Prova: Por simplicidade usaremos ψε para indicar ψ(ε). Desde que uε = εφ+ εψε é uma
solução clássica de (2.1) com λ = η(ε), temos

−∆uε = η(ε)gf(uε), em RN ,
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ou seja,
−ε∆φ− ε∆ψε = η(ε)gf(εφ+ εψε).

Assim, usando o fato de que φ é uma autofunção de (2.4) associada a λ1, obtemos

−∆ψε = η(ε)g
f(εφ+ εψε)

ε
− λ1gφ. (2.9)

Sendo f(0) = 0 e f ′(0) = 1, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange obtemos

f(uε) = uε +
1

2
f ′′(ξ(ε, x))(uε)

2,

para algum ξ(ε, x) entre 0 e uε(x), ou seja,

f(εφ+ εψε) = εφ+ εψε +
1

2
f ′′(ξ(ε, x))(uε)(εφ+ εψε).

Dividindo esta última equação por ε temos

f(εφ+ εψε)

ε
= φ+ ψε +

1

2
f ′′(ξ(ε, x))uε(φ+ ψε). (2.10)

De (2.9) e (2.10) obtemos

−∆ψε = η(ε)g

(
φ+ ψε +

1

2
f ′′(ξ(ε, x))uε(φ+ ψε)

)
− λ1gφ.

Assim,

−∆ψε − q(x)ψε = (η(ε)− λ1)gφ+
1

2
η(ε)gφf ′′(ξ(ε, x))uε,

onde q(x) = η(ε)g(x)[1 + (1/2)f ′′(ξ(ε, x))uε(x)]. Sendo g, f e uε funções suaves, q é
também uma função suave. Como para ε suficientemente pequeno temos |uε(x)| < 1 para
todo x ∈ RN , e f ′′ é uniformemente limitada em R, segue que |q(x)| ≤ M ′|η(ε)||g(x)|
para todo x ∈ RN e alguma constante M ′. Desse modo, já que g é uma função limitada,
temos ‖q‖∞ ≤M ′|η(ε)|‖g‖∞ = Cε e q é limitada. Tomando

h(x) = (η(ε)− λ1)g(x)φ(x) + (1/2)η(ε)g(x)φ(x)f ′′(ξ(ε, x))uε(x),

vemos que h é uma função suave. Além disso, usando novamente o fato de que f ′′ é
uniformemente limitada e φ ∈ L∞(RN), obtemos que h ∈ L2∗(RN) e

‖h‖L2∗ ≤ |η(ε)− λ1|‖gφ‖L2∗ + 1
2
|η(ε)|‖gφf ′′(ξ(ε, x))uε‖L2∗

≤ |η(ε)− λ1|‖g‖∞‖φ‖L2∗ + c|η(ε)|‖gφuε‖L2∗

≤ K (|η(ε)− λ1|‖g‖∞‖φ‖V + c|η(ε)|‖g‖∞‖φ‖∞‖uε‖V)

≤ c′‖g‖∞ (|η(ε)− λ1|‖φ‖V + |η(ε)|‖φ‖∞‖uε‖V)

ondeK é a constante de imersão e c, c′ são constantes positivas independentes de ε. Assim,
ψε é uma solução em W 1,2

loc (RN) do problema

−∆u(x)− q(x)u(x) = h(x).
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Observe que se N = 3, 4, 5 e s = 4N/(N−2), então s > N . Dessa forma, pelo Teorema 23,
com p = s/2 = 2∗ e R = R0 (R0 da condição (g−)), existe C > 0 (independente de ε) tal
que

sup
|x|≤R0

|ψε(x)| ≤ C{R−N/p
0 ‖ψε‖Lp(B2R0

) +R2δ
0 ‖h‖Ls/2}

≤ C ′ {‖ψε‖V + ‖g‖∞ (|η(ε)− λ1|‖φ‖V + |η(ε)|‖φ‖∞‖uε‖V)}

para algum C ′ > 0. Observe que pela definição das funções ψ e η, o lado direito desta
última desigualdade tende a zero quando ε tende a zero. Assim, podemos fazer ψε(x) tão
pequeno quanto queiramos em BR0 . Sendo φ suave, limitada e φ(x) > 0 em BR0 , existe
y ∈ BR0 tal que φ(y) = minx∈BR0

φ(x) = α > 0. Dessa forma, podemos escolher ε1 > 0
suficientemente pequeno tal que |ψε| < α em BR0 e η(ε) > 0 para 0 < ε < ε1. Desse
modo, φ(x) + ψε(x) > φ(x)− α ≥ 0 e uε(x) > 0 para todo x ∈ BR0 e 0 < ε < ε1.

Agora suponha que uε(x0) < 0 para algum x0 ∈ RN . Como lim|x|→∞ uε(x)=0, segue
que existe x1 ∈ RN , |x1| > R0, tal que uε atinge um mı́nimo negativo em x1. Mas então,
já que g(x1) < 0, f(uε(x1)) < 0 e η(ε) > 0, temos

−∆uε(x1) = η(ε)g(x1)f(uε(x1)) > 0,

o que é imposśıvel pois sendo x1 um ponto de mı́nimo de uε dev́ıamos ter ∆uε(x1) ≥ 0.
Portanto, uε(x) ≥ 0 para todo x ∈ RN\BR0 .

Suponha agora que uε(x0) = 0 para algum x0 ∈ RN\BR0 e seja B uma bola centrada
em x0 tal que B ∩BR0 6= ∅. Tomando c(x) = λg(x)f(uε(x))/uε(x) temos c limitada e{

−∆uε − cuε = 0 em B,
uε ≥ 0 sobre ∂B.

Assim, podemos escolher C > 0 tal que (C − c(x)) ≥ 0 em B. Então

−∆uε + (C − c(x))uε = Cuε ≥ 0 em B; uε ≥ 0 em ∂B.

Pelo Prinćıpio do Máximo, Teorema 21, uε ≡ 0 em B, o que contraria a escolha de B.
Logo devemos ter uε > 0 em RN , para todo 0 < ε < ε1. �

2.2 Prova do Teorema 2.1:

Agora discutiremos a natureza global do ramo de soluções bifurcando a partir de
(λ1, 0). Para isto, note que podemos escrever o operador T como T (λ, u) = u − λS(u),
onde

(S(u), φ) =

∫
RN

gf(u)φdx, ∀φ ∈ V.

Desde que f(0) = 0 e f ′(0) = 1, pela fórmula de Taylor temos

f(u) = u+ r(u), onde r(u) = o(|u|).

Logo,
S(u) = Lu+H(u),
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onde L denota o operador linear definido no Caṕıtulo 1, isto é,

(Lu, ϕ) =

∫
RN

guϕdx, ∀u, ϕ ∈ V,

e H(u) = o(‖u‖V) quando ‖u‖V → 0. Seja H(λ, u) = λH(u). Então, o problema (2.6) é
equivalente ao problema

0 = T (λ, u) = u− λLu−H(λ, u), (2.11)

onde H(λ, u) = o(‖u‖V) quando ‖u‖V → 0 e λ em um intervalo limitado.

Veremos agora que T satisfaz as hipóteses do Teorema de Bifurcação Global.

Lema 2.4 O operador T satisfaz as hipóteses do Teorema 33.

Prova: Usando o fato de que f é uma função lipschitziana, podemos provar modificando
a prova do Lema 1.4 que S é um operador compacto e conseqüentemente, H também o é.
Além disso, sabemos pelo Teorema 1.1 que λ−1

1 é um autovalor de L e, pela Proposição
1.4, λ−1

1 tem multiplicidade algébrica igual a 1. �

Assim, podemos aplicar Teorema de Bifurcação Global, veja Teorema 33, e obtemos

Proposição 2.4 Existe um ramo C de soluções não nulas de (2.1) bifurcando a partir de
(λ1, 0), o qual ou é ilimitado ou contém um ponto (λ, 0), onde λ 6= λ1 e λ é um valor
caracteŕıstico de L, ou seja, λ é um autovalor de (2.4).

Além disso, C possui um subconjunto conexo C+ ⊂ R+×V, tal que C+ ou é ilimitado,
ou contém um ponto (λ, 0), onde λ 6= λ1 é um autovalor de (2.4). Próximo do ponto de
bifurcação (λ1, 0), C+ consiste da curva ε→ (η(ε), uε) com 0 < ε ≤ ε0.

No que segue, investigaremos a natureza das soluções em C+. Primeiro vamos mostrar
que C+ é limitado inferiormente em λ.

Lema 2.5 Existe λ∗ > 0 tal que λ > λ∗ sempre que (λ, u) ∈ C+.

Prova: Seja (λ, u) ∈ C+ uma solução de (2.1), ou seja,∫
RN

∇u∇ϕdx = λ

∫
RN

gf(u)ϕdx, ∀ϕ ∈ V.

Tomando ϕ = u, usando o fato de que |f(u)| ≤Mu, λ > 0 e a imersão V ↪→ L2∗ , obtemos

‖u‖2
V ≤ λM‖g‖LN/2‖u‖2

L2∗ ≤ λMK2‖g‖LN/2‖u‖2
V .

Logo, tomando λ∗ = (MK2‖g‖LN/2)
−1

, temos que λ ≥ λ∗ sempre que (λ, u) ∈ C+. �

Agora vamos provar que as soluções que estão próximas em R × V também estão
próximas em R× L∞(RN). Como V não está imerso em L∞(RN), isto não é óbvio.

Lema 2.6 Seja uλ uma solução de (2.1) associada a λ. Então existem constantes positi-
vas C1 e C2 tais que

|uλ(x)− uµ(x)| ≤ C1|λ− µ|+ C2‖uλ − uµ‖V, ∀x ∈ RN

sempre que µ está próximo de λ e uµ ∈ V é uma solução de (2.1) associada a µ.
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Prova: Sendo uλ e uµ soluções de (2.1), temos

−∆(uλ − uµ) = g(λf(uλ)− µf(uµ)).

Agora, pelo Teorema 23 com q ≡ 0, h = g(λf(uλ) − µf(uµ)) e p = s/2 = 2∗ (assim
s = 4N/(N − 2) > N para N = 3, 4, 5), existe C > 0 tal que

sup
y∈B1(x)

|uλ(y)− uµ(y)| ≤ C{‖uλ − uµ‖L2∗ (B2(x)) + ‖g(λf(uλ)− µf(uµ))‖L2∗},

para todo x ∈ RN . Assim, usando o fato de que g ∈ L∞(RN), |f(u)| ≤M |u| e a imersão
V ↪→ L2∗(RN), obtemos

|uλ(x)− uµ(x)| ≤ C{‖uλ − uµ‖L2∗ (B2(x)) + ‖g(λf(uλ)− µf(uµ))‖L2∗}

≤ CK‖uλ − uµ‖V + C‖g‖∞{‖(λ− µ)f(uλ)‖L2∗ + ‖µ(f(uλ)− f(uµ))‖L2∗}

≤ CK‖uλ − uµ‖V + CMK|λ− µ|‖g‖∞‖uλ‖V + CMK|µ|‖g‖∞‖uλ − uµ‖V

≤ CMK‖g‖∞‖uλ‖V|λ− µ|+ CK(1 + αM‖g‖∞)‖uλ − uµ‖V,

onde α = sup |µ| nesta vizinhança de λ. Logo, tomando C1 = CMK‖g‖∞‖uλ‖V e
C2 = CK(1 + αM‖g‖∞) , temos o desejado. �

Para mostrarmos que (λ, u) ∈ C+ é de fato, uma solução do problema (2.1)-(2.2),
precisamos do seguinte resultado

Proposição 2.5 Suponha que g satisfaz a condição (g−). Então 0 < u(x) < 1 para todo
x ∈ RN sempre que (λ, u) ∈ C+.

Prova: Mostraremos inicialmente que u > 0 sempre que (λ, u) ∈ C+. Pela Proposição 2.3,
u(x) > 0 para todo x ∈ RN quando (λ, u) ∈ C+ está próximo de (λ1, 0). Além disso, pelo
Lema 2.6, pontos que estão próximos em R×V também estão próximos em R×L∞(RN).
Suponha que existe (λ, u) ∈ C+ com u(x0) < 0 para algum x0 ∈ RN . Desde que C+ é
conexo, pelo Teorema da Alfândega segue que existe (λ0, u0) ∈ C+ tal que u0(x) ≥ 0 para
todo x ∈ RN , u0(x0) = 0 para algum x0 ∈ RN e, em qualquer vizinhança de (λ0, u0)

podemos encontrar um ponto (λ̂, û) ∈ C+ com û(x) < 0 para algum x ∈ RN . Suponha
u0 6≡ 0 em RN e seja B denotando uma bola aberta contendo o ponto x0 tal que u0

não é nula em B. Usando o prinćıpio do máximo com os mesmos argumentos usados na
Proposição 2.3 conclúımos que u0 ≡ 0 sobre B, contrariando sua escolha. Logo u0 ≡ 0 em
RN . Assim, podemos construir uma seqüência (λn, un) ⊆ C+ tal que un → 0, λn → λ0 e
un(x) > 0 para todo n ∈ N e x ∈ RN . Seja vn = un/‖un‖V. Já que (λn, un) é uma solução
de (2.1), devemos ter T (λn, un) = 0, ou seja,

un = λnL(un) +H(λn, un),

e assim,

vn = λnL(vn) +
H(λn, un)

‖un‖V
. (2.12)
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Como L é um operador compacto e (vn) é limitada, existe uma subseqüência de (vn) (a
qual denotaremos ainda por (vn)) tal que (Lvn) é convergente. Desde que

lim
n→∞

H(λn, un)

‖un‖V
= 0,

devido a (2.12) temos que (vn) é convergente e v0 =limn→∞ vn =λ0 limn→∞ L(vn). Mas,

lim
n→∞

L(vn) = L( lim
n→∞

vn) = L(v0),

logo v0 = λ0L(v0). Assim, como vimos no Caṕıtulo 1, v0 é uma solução da equação

−∆(u) = λ0g(x)u em RN .

Já que vn > 0 para todo n ∈ N, temos v0 ≥ 0. Pelo Prinćıpio do Máximo, Teorema
21, segue que v0 > 0 ou v0 ≡ 0 em RN . Mas v0 ≡ 0 é imposśıvel já que ‖v0‖V = 1,
então v0 > 0. Pela Proposição 1.4, λ1 é o único autovalor positivo correspondente à uma
autofunção positiva, logo, λ1 = λ0. Assim, temos (λ0, u0) = (λ1, 0) e isso contradiz o fato

de que toda vizinhança de (λ0, u0) contém uma solução (λ̂, û) ∈ C+ com û(x) < 0 para
algum x ∈ RN . Então u(x) > 0 para todo x ∈ RN sempre que (λ, u) ∈ C+.

Afirmamos agora que u < 1 sempre que (λ, u) ∈ C+. De fato, suponha que existe
(λ, u) ∈ C+ com u(x1) > 1 para algum x1 ∈ RN . Então existe (λ0, u0) ∈ C+ tal que
u0(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN e u0(x0) = 1 para algum x0 ∈ RN . Se v0 = 1 − u0,
então vo(x) ≥ 0 para todo x ∈ RN , v0(x0) = 0 e sendo (λ0, u0) solução de (2.1) temos
−∆(1− v0(x)) = λ0g(x)f(1− v0(x)), logo

−∆v0(x) = λ0ĝ(x)f̂(v0(x))

onde ĝ(x) = −g(x) e f̂(v) = f(1 − v). Novamente o prinćıpio do máximo mostra que
v0 ≡ 0 e então u0 ≡ 1 sobre RN , o que é imposśıvel já que u0 ∈ V. Portanto devemos ter
u(x) < 1 para todo x ∈ RN sempre que (λ, u) ∈ C+ e a prova está completa. �

O resultado seguinte é conseqüência de um argumento muito semelhante ao usado na
primeira parte da prova da proposição acima.

Proposição 2.6 C+ não contém pontos da forma (λ, 0), onde λ 6= λ1.

Prova: Seja (λ, 0) ∈ C+. Pela primeira parte da prova da Proposição 2.5, obtemos
λ = λ1. �

Portanto C+ é ilimitado em R × V devido à Proposição 2.4. A próxima proposição
mostra que C+ não pode ser ilimitado em um valor finito de λ.

Proposição 2.7 Suponha que g satisfaz a condição (g−) e g ∈ Lp(RN), onde p < N/2.
Então existe uma função cont́ınua k : R+ → R+ tal que ‖u‖V ≤ k(λ) sempre que
(λ, u) ∈ C+.

Prova: Seja (λ, u) ∈ R× V uma solução de (2.1). Como no Lema 2.5 obtemos,

‖u‖2
V = λ

∫
RN

gf(u)udx ≤ λM

∫
RN

|g|u2dx.
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Seja p′ o expoente conjugado de p, isto é, tal que 1/p + 1/p′ = 1. Desde que p < N/2
temos 1/p′ = 1− 1/p < 1− 2/N = (N − 2)/N e p′ > N/(N − 2). Então podemos escolher
0 < β < 2 tal que βp′ = 2∗. Usando o fato de que u ∈ L∞(RN), temos

‖u‖2
V ≤ λM

∫
RN

|g|u2−βuβdx ≤ λM‖u‖2−β
∞

∫
RN

|g|uβdx.

Usando agora a desigualdade de Hölder e o fato de que |u| < 1 e βp′ = 2∗, obtemos

‖u‖2
V ≤ λM‖g‖Lp‖u‖2∗/p′

L2∗ ≤ λMKβ‖g‖Lp‖u‖β
V,

portanto,
‖u‖V ≤

(
λMKβ‖g‖Lp

)s
,

onde s = (2− β)−1. Tomando k(λ) =
(
λMKβ‖g‖Lp

)s
obtemos a prova da proposição. �

Como conseqüência das Proposições 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 temos a prova do Teorema 2.1.
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Caṕıtulo 3

Problema de autovalor com peso
indefinido envolvendo o operador
p-laplaciano

3.1 Introdução e resultados principais

Neste caṕıtulo vamos estabelecer a existência de um autovalor principal para uma
classe de problemas quasilineares em RN . Mais precisamente, vamos estudar o seguinte
problema

−∆pu = λg(x)|u|p−2u, x ∈ RN , (3.1)

lim
|x|→+∞

u(x) = 0, u > 0, em RN , (3.2)

onde

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) =
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
é o operador p-laplaciano, 1 < p < N , λ é um parâmetro real e a função peso g satisfaz
a seguinte hipótese

(G) g é uma função suave (pelo menos C0,γ
loc (RN) para algum γ ∈ (0, 1)), tal que

g ∈ LN/p(RN) ∩ L∞(RN) e |Ω+| > 0, onde

Ω+ := {x ∈ RN : g(x) > 0}.

Também, para diferenciar o caso quando g muda de sinal do caso em que isto não
ocorre, dizemos que g satisfaz:

(G+) se g satisfaz (G) e g ≥ 0 em RN ,

(G−) se g satisfaz (G) e |Ω−| > 0, onde

Ω− := {x ∈ RN : g(x) < 0}.

Os resultados deste caṕıtulo são devidos a Fleckinger, Manásevich, Stavrakakis e de
Thélin, artigo publicado em [18] e Allegretto e Huang, artigo publicado em [3].
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Definição 3.1 Dizemos que o par (λ, u) ∈ R × D1,p(RN)\{0} é uma solução fraca (ou
simplesmente solução) de (3.1) se∫

RN

|∇u|p−2∇u∇ϕdx = λ

∫
RN

g|u|p−2uϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p(RN).

Neste caso, dizemos que u é uma autofunção associada ao autovalor λ. O espaço formado
pelas autofunções associadas a λ é dito o autoespaço associado a λ. λ é dito um autovalor
principal de (3.1) se existe uma autofunção associada a λ que é estritamente positiva em
RN e λ é um autovalor simples se o autoespaço associado a λ tem dimensão 1.

Para este problema provaremos a existência de soluções fracas e mostraremos que estas
soluções pertencem a C1,α(Br) para todo r > 0, onde α = α(r) ∈ (0, 1). Vamos provar
a existência, unicidade e simplicidade de um autovalor principal positivo, quando g satis-
faz (G+) e de dois autovalores principais de sinais opostos, quando g satisfaz (G−). No
Caṕıtulo 1 estudamos o caso semilinear e usamos a teoria dos operadores compactos para
garantir a existência de um autovalor principal positivo e simples. Neste caṕıtulo, obter-
emos resultados semelhantes, mas usaremos outras técnicas pois a técnica do Caṕıtulo 1
não se aplica a este caso por se tratar de um problema não linear. Usaremos o Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange, para garantir a existência de soluções e de autovalores
principais, bem como sua caracterização. Além disso, usaremos uma Identidade de Picone
para provar a unicidade e simplicidade destes autovalores principais.

O principal resultado deste caṕıtulo, é um resultado do tipo Krein-Rutman, mais
precisamente temos

Teorema 3.1 (Krein-Rutman) Seja g satisfazendo (G+) ou (G−). Então o problema
(3.1) − (3.2) tem uma solução de classe C1,α(Br) para qualquer r > 0, onde α = α(r) ∈
(0, 1). Além disso,

i) Se g satisfaz a condição (G+) então a equação (3.1) admite um único autovalor principal
positivo, λ1, e este é simples e isolado.

ii) Se g satisfaz (G−) então a equação (3.1) admite dois autovalores principais de sinais
opostos, λ+

1 e λ−1 , sendo ambos autovalores simples e isolados.

Apresentaremos a prova deste resultado em etapas, como segue:

• Na seção 3.2 provaremos a existência de um autovalor principal;

• Na seção 3.3 provaremos a simplicidade e unicidade do autovalor principal;

• Finalmente, na seção 3.4 mostraremos que o autovalor principal é isolado.

3.2 Existência de um autovalor principal

Nesta seção, provaremos a existência de um autovalor principal positivo para o pro-
blema (3.1). O ambiente natural para estudar este tipo de problema é o espaço D1,p(RN)
que, para simplificar a notação, iremos denotar por D1,p.

Inicialmente, vamos estabelecer alguns resultados preliminares que serão fundamentais
para a demonstração do Teorema 3.1.
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Lema 3.1 Suponha que g ∈ LN/p(RN). Então existe α > 0 tal que

α

∫
RN

|g||u|pdx ≤
∫

Rn

|∇u|pdx, (3.3)

para todo u ∈ D1,p.

Prova: Pela imersão cont́ınua D1,p ↪→ Lp∗ , juntamente com a desigualdade de Hölder,
obtemos ∫

RN

|g||u|pdx ≤
(∫

RN

|g|N/p

)p/N (∫
RN

|u|p∗
)(N−p)/N

≤ Kp‖g‖LN/p‖u‖p
D1,p .

Tomando α = (Kp‖g‖LN/p)
−1, temos α > 0 e

α

∫
RN

|g||u|pdx ≤
∫

RN

|∇u|pdx,

o que completa a demonstração. �

O nosso objetivo agora, é usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (veja Teo-
rema 20) para obter um resultado de existência. Para isto, vamos considerar os funcionais
A,B : D1,p −→ R definidos por:

A(u) = ‖u‖p
D1,p (3.4)

e

B(u) =

∫
RN

g|u|pdx. (3.5)

Pela Proposição 4.4 (veja Apêndice), A e B são de classe C1 com derivadas de Fréchet
cont́ınuas dadas por

(A′(u), v) = p

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx,

(B′(u), v) = p

∫
RN

g|u|p−2uvdx,

e A é fracamente semicont́ınuo inferiormente. Além disso, o funcional B satisfaz

Lema 3.2 O funcional B é fracamente seqüencialmente cont́ınuo, ou seja, se (un) é uma
seqüência em D1,p tal que un ⇀ u, então B(un) → B(u). Além disso, se B′(u) = 0, então
B(u) = 0.

Prova: Seja (rk) uma seqüência de números reais positivos tais que rk →∞ e (un) uma
seqüência em D1,p tal que un ⇀ u em D1,p. Usando a desigualdade de Hölder, obtemos

|B(un)−B(u)| ≤

∣∣∣∣∣
∫

Brk

g (|un|p − |u|p) dx

∣∣∣∣∣
+‖g‖LN/p(RN\Brk

)

(∫
RN\Brk

||un|p − |u|p|
N

N−p dx

)(N−p)/N

.

(3.6)
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Desde que un ⇀ u, (un) é limitada em D1,p e portanto em Lp∗(RN). Então existe uma
constante positiva C tal que(∫

RN\Brk

||un|p − |u|p|N/(N−p) dx

)(N−p)/N

≤ 2

(∫
RN

(
|un|p

∗
+ |u|p∗

)
dx

)(N−p)/N

≤ C,

para todo k. Desde que g ∈ LN/p(RN), temos

lim
k→∞

∫
RN\Brk

|g|N/pdx = 0.

Então para cada ε > 0, podemos escolher k0 suficientemente grande tal que

‖g‖LN/p(RN\Brk
) ≤ ε/2C, ∀k ≥ k0.

Assim, para todo k ≥ k0, temos

‖g‖LN/p(RN\Brk
)

(∫
RN\Brk

||un|p − |u|p|N/(N−p) dx

)(N−p)/N

≤ ε

2
. (3.7)

Por outro lado, já que o operador restrição de D1,p para D1,p(Brk0
) é cont́ınuo, veja

Proposição 17, e a imersão D1,p(Brk
) ↪→ Lp(Brk

) é compacta, temos un → u em Lp(Brk0
).

Seja h : Brk0
× R → R definido por h(x, s) = g(x)|s|p. Temos que h é uma função de

Carathéodory e |h(x, s)| ≤ ‖g‖∞|s|p para todo x ∈ Brk0
e s ∈ R. Assim, pelo Teorema 13,

o operador de Nemytskii Nh : Lp(Brk0
) → L1(Brk0

) está bem definido e é cont́ınuo. Logo,∣∣∣∣∣
∫

Brk0

g (|un|p − |u|p) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Brk0

(Nh(un)−Nh(u)) dx

∣∣∣∣∣
≤ ‖Nh(un)−Nh(u)‖L1(Brk0

) → 0.

Assim, existe n0 ∈ N tal que∣∣∣∣∣
∫

Brk0

g (|un|p − |u|p) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε/2, ∀n ≥ n0. (3.8)

Portanto, tomando k = k0 em (3.6), por (3.7) e (3.8) obtemos,

|B(un)−B(u)| ≤ ε, ∀n ≥ n0.

Como ε é arbitrário, isto prova a primeira parte do lema. Suponhamos agora B′(u) = 0.
Então,

(B′(u), ϕ) = p

∫
RN

g|u|p−2uϕdx = 0, ∀ϕ ∈ D1,p.

Em particular, para ϕ = u obtemos

B(u) =
1

p
(B′(u), u) =

∫
RN

g|u|pdx = 0,

o que conclui a prova. �

O próximo lema nos dá informações sobre a imagem do funcional B.
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Lema 3.3 Se g satisfaz (G+) então R(B) = R+. Se g satisfaz (G−) então R(B) = R.

Prova: Se g satisfaz (G+), g ≥ 0 em RN , então B(u) ≥ 0 para todo u ∈ D1,p. Vamos
inicialmente mostrar que existe u0 ∈ D1,p tal que B(u0) = 1. Para isto, seja ϕ0 ∈ D1,p

tal que B(ϕ0) > 0. Note que tal função existe pelo fato de que g satisfaz (G) (basta
considerar, ϕ0 tal que supp(ϕ0) ⊂ Ω+). Considerando u0 = ϕ0/µ, onde µ = (B(ϕ0))

1/p

temos

B(u0) =

∫
RN

g|u0|pdx =
1

µp

∫
RN

g|ϕ0|pdx =
B(ϕ0)

B(ϕ0)
= 1.

Assim, dado R ≥ 0 basta tomar uR = R1/pu0 e obtemos

B(uR) =

∫
RN

g|uR|pdx = R

∫
RN

g|u0|pdx = RB(u0) = R.

O caso em que g satisfaz (G−) é análogo. �

Agora defina, para R ∈ R,

SR =
{
u ∈ D1,p : B(u) = R

}
. (3.9)

Para usarmos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, inicialmente mostraremos
que o funcional A atinge o ı́nfimo sobre o conjunto SR.

Lema 3.4 Se g satisfaz (G+) então o ı́nfimo sobre o conjunto {A(u) : u ∈ SR} é atingido
para cada R ≥ 0. Se g satisfaz (G−) então este ı́nfimo é atingido, para cada R ∈ R. Além
disso, este mı́nimo é positivo para todo R 6= 0 e qualquer seqüência minimizante (un)
possui uma subseqüência que converge fracamente em D1,p para algum u, o qual realiza
este ı́nfimo.

Prova: Fixe R ∈ R. Se g satisfaz (G+) consideremos R ≥ 0 e se g satisfaz (G−) podemos
tomar qualquer R, que pelo Lema 3.3 teremos SR 6= ∅ . Sejam IR = inf {A(u) : u ∈ SR}
e (un) uma seqüência minimizante, ou seja, (un) em SR tal que

A(un) =

∫
RN

|∇un|pdx→ IR.

Dessa forma, (un) é limitada em D1,p. Desde que D1,p é um espaço de Banach reflexivo,
existe uma subseqüência, a qual será ainda denotada por (un) tal que un ⇀ uR em D1,p.
Sendo o funcional A fracamente semicont́ınuo inferiormente, Proposição 4.4, temos

A(uR) =

∫
RN

|∇uR|pdx ≤ lim inf

∫
RN

|∇un|p = IR. (3.10)

Além disso, pelo Lema 3.2, B é fracamente sequencialmente cont́ınuo, então

B(un) → B(uR) quando n→∞.

Assim, B(uR) = R e uR ∈ SR. Pela desigualdade (3.10) obtemos

A(uR) = IR = inf {A(u) : u ∈ SR}

e o ı́nfimo é atingido, como afirmamos. Observe que pela definição de SR, se R 6= 0 então
uR 6= 0 e conseqüentemente A(uR) > 0. �

Nesta próxima proposição, provaremos a existência de autovalores não nulos para (3.1).
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Proposição 3.2 (i) Se g satisfaz (G+), então a equação (3.1) admite um primeiro auto-
valor positivo (menor autovalor positivo) dado por

λ1 = inf
B(u)=1

‖u‖p
D1,p . (3.11)

(ii) Se g satisfaz (G−), então o problema (3.1) admtite dois primeiros autovalores de sinais
opostos dados por

λ+
1 = inf

B(u)=1
‖u‖p

D1,p , (3.12)

λ−1 = − inf
B(u)=−1

‖u‖p
D1,p . (3.13)

Em ambos os casos as autofunções associadas u1 (respectivamente u+
1 , u

−
1 ) pertencem a

D1,p.

Prova: Usaremos o Teorema 20 com F = B, J = A e S = S1, S1 como definido acima
com R = 1. Pela Proposição 4.4 sabemos que A e B são de classe C1. Pelo Lema 3.2,
se B′(u) = 0 então B(u) = 0 e dessa forma u /∈ SR para R 6= 0. Finalmente, o Lema 3.4
mostra que o ı́nfimo inf {A(u) : u ∈ SR} é atingido . Logo os funcionais A e B satisfazem
as hipóteses do Teorema 20.

Se g satisfaz (G+), usando o Lema 3.4 com R = 1, obtemos u1 ∈ S1 ⊂ D1,p tal que

A(u1) = inf
u∈S1

A(u).

Pelo Teorema 20, existe λ1 ∈ R tal que

A′(u1) = λ1B
′(u1),

ou seja, ∫
RN

|∇u1|p−2∇u1∇ϕdx = λ1

∫
RN

g|u1|p−2u1ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p.

Dessa forma u1 é uma solução do problema (3.1) associada ao autovalor λ1. Além disso,
para ϕ = u1 temos

A(u1) =

∫
RN

|∇u1|pdx = λ1

∫
RN

g|u1|pdx = λ1B(u1) = λ1,

logo, λ1 > 0 e ainda
λ1 = inf

u∈S1

A(u) = inf
B(u)=1

‖u‖p
D1,p .

Vejamos que λ1 é o primeiro autovalor de (3.1). Seja β > 0 um autovalor de (3.1) e w
uma autofunção associada, ou seja,∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ϕdx = β

∫
RN

g|w|p−2wϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p.

Tomando ϕ = w obtemos

A(w) =

∫
RN

|∇w|pdx = β

∫
RN

g|w|pdx = βB(w).
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Essa última igualdade implica B(w) > 0. Assim, a função v := w/(B(w))1/p é tal que
B(v) = 1 e A(v) = β. Portanto,

λ1 = inf
B(u)=1

A(u) ≤ A(v) = β.

Agora, se g satisfaz (G−), podemos tomar u+
1 = u1 e λ+

1 = λ1. Para calcular o autovalor
λ−1 , seja u−1 ∈ S−1 tal que

A(u−1 ) = inf
u ∈S−1

A(u).

Pelo Teorema 20, existe λ−1 ∈ R tal que A′(u−1 ) = λ−1 B
′(u−1 ), ou seja,∫

RN

|∇u−1 |p−2∇u−1 ∇ϕdx = λ−1

∫
RN

g|u−1 |p−2u−1 ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p.

Em particular, para ϕ = u−1 temos

A(u−1 ) =

∫
RN

|∇u−1 |pdx = λ−1

∫
RN

g|u−1 |pdx = λ−1 B(u−1 ) = −λ−1 .

Então, λ−1 < 0 e temos o desejado,

λ+
1 = A(u+

1 ) = inf
B(u)=1

‖u‖p
D1,p

e
λ−1 = −A(u−1 ) = − inf

B(u)=−1
‖u‖p

D1,p .

Análogo ao caso em que g satisfaz (G+), verifica-se que não existe autovalor do problema
(3.1) no intervalo (λ−1 , λ

+
1 ). Isto conclui a prova da proposição. �

No que segue, vamos obter a regularidade C1,α
loc bem como o comportamento assintótico

das soluções de (3.1).

Proposição 3.3 Seja (λ, u) ∈ R × D1,p\{0} uma solução de (3.1). Então u ∈ Lσ(RN)
para todo σ ∈ [p∗,+∞].

Prova: Sejam γ = N
N−p

, σn = pγn e sn = (γn − 1)p. Provaremos por indução que

u ∈ Lσn(RN), para todo n ≥ 1. Para n = 1 temos σ1 = p∗ e graças a imersão de D1,p em
Lp∗(RN), u ∈ Lσ1(RN). Suponha que u ∈ Lσn(RN) para algum n fixo e provaremos que
u ∈ Lσn+1(RN). Considere Tk(u) = max(−k,min(k, u)) para k > 0, w = |Tk(u)|snTk(u) e
v = |Tk(u)|γ

n−1Tk(u). Já que v ∈ D1,p, por (5) obtemos

‖|Tk(u)|γ
n‖p

γp ≤ Kp‖∇{|Tk(u)|γ
n−1Tk(u)}‖p

p

= Kp

∫
RN

|∇{|Tk(u)|γ
n−1Tk(u)}|pdx

= Kp

∫
RN

γnp|Tk(u)|(γ
n−1)p|∇Tk(u)|pdx

= Kpγnp

∫
RN

|Tk(u)|sn|∇Tk(u)|p−2|∇Tk(u)|2dx.
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Desde que ∇Tk(u) = 0 q.t.p se u > k, temos |∇Tk(u)| ≤ |∇u| q.t.p em RN . Assim,

‖|Tk(u)|γ
n‖p

γp ≤ Kpγnp

∫
RN

|Tk(u)|sn|∇u|p−2∇u∇Tk(u)dx. (3.14)

Sendo ∇w = ∇{|Tk(u)|snTk(u)} = (sn + 1)|Tk(u)|sn∇Tk(u), de (3.14) obtemos

‖|Tk(u)|γ
n‖p

γp ≤ Kpγnp(sn + 1)−1

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇{|Tk(u)|snTk(u)}dx

= Kpγnp(sn + 1)−1

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇wdx. (3.15)

Desde que w ∈ D1,p, multiplicando (3.1) por w temos∫
RN

|∇u|p−2∇u∇wdx = λ

∫
RN

g|u|p−2uwdx. (3.16)

Observando que sn + 1 > γn e |w| ≤ |u|sn+1, devido a (3.15) e a (3.16), obtemos

‖|Tk(u)|γ
n‖p

γp ≤ Kpγn(p−1)λ

∫
RN

g|u|p−2uwdx

≤ Kpγn(p−1)|λ|‖g‖∞
∫

RN

|u|p−1|w|dx

≤ K0γ
n(p−1)

∫
RN

|u|p−1|u|sn+1dx

= K0γ
n(p−1)

∫
RN

|u|σndx

= K0γ
n(p−1)‖u‖σn

σn
,

onde K0 = Kp|λ|‖g‖∞. Assim,

‖Tk(u)‖σn+1

Lσn+1 =

∫
RN

|Tk(u)|σn+1dx ≤
(
K0γ

n(p−1)‖u‖σn
σn

)γ
.

Como por hipótese u ∈ Lσn(RN), temos que Tk(u) ∈ Lσn+1(RN) para todo k > 0. Além
disso, já que Tk(u)(x) → u(x) q.t.p. em RN quando k →∞, pelo Lema de Fatou obtemos∫

RN

|u|σn+1dx ≤
(
K0γ

n(p−1)‖u‖σn
σn

)γ
.

Portanto u ∈ Lσn+1(RN) e

‖u‖σn+1

Lσn+1 ≤
(
K0γ

n(p−1)‖u‖σn
σn

)γ
. (3.17)

Agora usaremos a desigualdade (3.17) para provar que u ∈ L∞(RN). Observe que:
para n = 1,

‖u‖σ2
Lσ2 ≤ Kγ

0 γ
n(p−1)γ‖u‖γσ1

Lσ1 ;
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para n = 2,
‖u‖σ3

Lσ3 ≤ Kγ
0 γ

2(p−1)γ‖u‖γσ2

Lσ2

≤ Kγ
0 γ

2(p−1)γ
(
Kγ

0 γ
n(p−1)γ‖u‖γσ1

Lσ1

)γ
= Kγ+γ2

0 γ(p−1)(2γ+γ2)‖u‖γ2σ1

Lσ1 ;

para n = 3,
‖u‖σ4

Lσ4 ≤ Kγ
0 γ

3(p−1)γ‖u‖γσ3

Lσ3

≤ Kγ
0 γ

3(p−1)γ
(
Kγ+γ2

0 γ(p−1)(2γ+γ2)‖u‖γ2σ1

Lσ1

)γ

= Kγ+γ2+γ3

0 γ(p−1)(3γ+2γ2+γ3)‖u‖γ3σ1

Lσ1 ,

e assim, por recorrência, conclúımos que

‖u‖σn+1

Lσn+1 ≤ Kγ+γ2+...+γn

0 γ(p−1)(nγ+(n−1)γ2+...+γn)‖u‖γnσ1

Lσ1 ∀n ∈ N. (3.18)

Sejam αn = γ + γ2 + . . .+ γn e βn = (p− 1)(nγ + (n− 1)γ2 + . . .+ γn). Afirmamos que
existe o limite das seqüências (αn/σn+1), (βn/σn+1) e (γn/σn+1) quando n→∞. De fato,
temos que

αn

σn+1

=
γ + γ2 + . . .+ γn

pγn+1
=

1

p

[(
1

γ

)n

+

(
1

γ

)n−1

+ . . .+

(
1

γ

)]
,

e sendo γ > 1, isto implica

lim
n→∞

αn

σn+1

=
1

p

∞∑
n=1

(
1

γ

)n

= α1 <∞.

Temos ainda,

βn

σn+1

=
p− 1

p

[
n

(
1

γ

)n

+ (n− 1)

(
1

γ

)n−1

+ . . .+

(
1

γ

)]
.

Aplicando o Teste da Razão e lembrando novamente que γ > 1, obtemos

lim
n→∞

βn

σn+1

=
p− 1

p

∞∑
n=1

n

γn
= β1 <∞.

Para a última seqüência temos

γn

σn+1

=
γn

pγn+1
=

1

pγ
=

1

p∗
, ∀n ∈ N.

Conseqüentemente, por (3.18) segue que existe C ′ > 0 tal que

‖u‖Lσn+1 ≤ C ′, ∀n ∈ N. (3.19)
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Assim, desde que σn →∞ quando n→∞, para quase todo x ∈ RN obtemos

|u(x)| ≤ ‖u‖L∞(B1(x)) = lim
n→+∞

‖u‖Lσn (B1(x)) ≤ C ′.

Portanto, ‖u‖∞ ≤ C ′. Uma vez que u ∈ Lσ1(RN) ∩ L∞(RN), obtemos por interpolação
que u ∈ Lσ(RN) para todo σ ∈ [σ1,∞]. �

Como conseqüência da proposição anterior e de um resultado de regularização de
Tolksdorf, temos

Corolário 3.1 Para qualquer r > 0, as soluções de (3.1) pertencem a C1,α(Br), para
algum α = α(r) ∈ (0, 1).

Prova: Pela Proposição 3.3, u ∈ L∞(RN) e isto implica que u ∈ L∞(RN)∩W 1,p(BR(0))
qualquer R > 0. Portanto, pelo Teorema 1 em [30], temos que para qualquer r > 0,
u ∈ C1,α(Br) para α = α(r) ∈ (0, 1). �

Lema 3.5 Seja (λ, u) ∈ R × D1,p\{0} uma solução fraca de (3.1), com u diferenciável.
Então, para cada R > 0 e x ∈ RN , temos

‖u‖L∞(BR(x)) ≤ CR−N/p
(
‖u‖Lp(B2R(x))

)
onde C = C(p,N,R, λ, ‖g‖Lp/N−1).

Prova: Este resultado é uma conseqüência do Teorema 1 em [27]. �

Proposição 3.4 Seja (λ, u) ∈ R×D1,p\{0} uma solução de (3.1). Então

lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Prova: Pelo Corolário 3.1, u é uma função diferenciável. Assim, pelo Lema 3.5, para
qualquer bola Br(x) de raio r e centrada em qualquer x ∈ RN e alguma constante
C = C(p,N, λ, ‖g‖LN/(p−1)), a solução u ∈ D1,p do problema (3.1) satisfaz a estimativa
seguinte

sup
y∈Br(x)

|u(y)| ≤ C‖u‖Lp(B2r(x)).

Então,
sup

y∈B1(x)

|u(y)| ≤ C1‖u‖Lp∗ (B2(x)). (3.20)

Desde que u ∈ Lp∗(RN), temos

lim
r→∞

∫
RN\Br(0)

|u|p∗dx = 0.

Assim, dado ε > 0 existe r0(ε) > 0 tal que(∫
RN\Br(0)

|u|p∗dx
) 1

p∗

<
ε

C1

, ∀r ≥ r0. (3.21)
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Então, tomando x ∈ RN tal que |x| > r0 +2, de modo que B2(x) ⊂ RN\Br0(0), por (3.20)
e (3.21) obtemos

|u(x)| ≤ sup
y∈B1(x)

|u(y)| < ε.

Portanto u(x) → 0 quando |x| → ∞. �

Agora vamos estudar o sinal das autofunções correspondentes aos primeiros autoval-
ores.

Lema 3.6 (Desigualdade de Harnack) Seja u ≥ 0 uma solução fraca de (3.1). Então,
para cada R > 0 e x ∈ RN temos

sup
x∈BR

u(x) ≤ C inf
x∈BR

u(x),

onde C = C(p,N,R, λ, ‖g‖LN/(p−1)).

Prova: Este resultado é conseqüência da Desigualdade de Harnack em [27]. �

Lema 3.7 Seja (λ0, u0), uma solução da equação (3.1), com u0 ≥ 0 não nula. Então
u0 > 0 em RN .

Prova: Nesta demonstração usaremos a desigualdade de Harnack. Pelo Corolário 3.1,
u0 é uma função diferenciável. Suponhamos que u0(x0) = 0 para algum x0 ∈ RN . Seja
R > 0 e BR(x0) uma bola aberta em RN centrada em x0. Então, pela desigualdade de
Harnack, existe C = C(p,N, ε, λ, R, ‖g‖LN/(p−1)), C > 0, tal que

sup
x∈BR

u0(x) ≤ C( inf
x∈BR

u0(x)).

Assim, u0 ≡ 0 em BR(x0). Observando que o conjunto

U0 = {x ∈ RN : u0(x) = 0}

é aberto e fechado em RN que é conexo, devemos ter U0 = RN . Assim, u ≡ 0 em RN ,
contrariando nossa hipótese. Portanto u > 0 em RN . �

Proposição 3.5 (i) Suponha que g satisfaz (G+) ou (G−). Então, existe uma autofunção
que é estritamente positiva em RN .
(ii) Considere g satisfazendo (G+) (respectivamente (G−)). Então todas as autofunções
associadas a λ1 (respectivamente λ+

1 , λ
−
1 ) são de sinal constante, i.e. λ1 (respectivamente

λ+
1 , λ

−
1 ) é um autovalor principal.

Prova: (i) Observando que A(|u|) = A(u) e B(|u|) = B(u), se uλ atinge o ı́nfimo em
(3.11), (3.12) ou (3.13), então |uλ| também o atinge. Dessa forma, podemos considerar
uλ ≥ 0. Assim, pelo Lema 3.7 obtemos que uλ > 0.

(ii) Suponha que g satisfaz (G+) e seja φ uma autofunção correspondente a λ1. Sejam
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φ+ ≥ 0, φ− ≤ 0 denotando respectivamente as partes positiva e negativa de φ. Sabemos
que φ = φ+ + φ−. Então φ+, φ− ∈ D1,p e

A(φ) =

∫
RN

|∇φ|pdx =

∫
RN

|∇φ+|pdx+

∫
RN

|∇φ−|pdx = A(φ+) + A(φ−)

B(φ) =

∫
RN

g|φ|pdx =

∫
RN

g|φ+|pdx+

∫
RN

g|φ−|pdx = B(φ+) +B(φ−).

Observando que
1

λ1

=
B(φ)

A(φ)
≤ max

{
B(φ+)

A(φ+)
,
B(φ−)

A(φ−)

}
,

e supondo que B(φ+)/A(φ+) corresponde ao máximo (o outro caso é análogo), temos

λ1B(φ+) ≥ A(φ+). (3.22)

Como estamos supondo φ+ 6≡ 0, esta última desigualdade implica B(φ+) > 0. Definindo
v+ = φ+/µ, onde µ = B(φ+)1/p, obtemos

B(v+) =

∫
RN

g|v+|pdx =
1

µp

∫
RN

g|φ+|pdx =
B(φ+)

B(φ+)
= 1

e

A(v+) =

∫
RN

|∇v+|pdx =
1

µp

∫
RN

|∇φ+|pdx =
A(φ+)

B(φ+)
.

Assim, usando a desigualdade (3.22), obtemos

λ1 = λ1B(v+) = λ1
B(φ+)

B(φ+)
≥ A(φ+)

B(φ+)
= A(v+).

Como λ1 = infB(u)=1A(u), devemos ter λ1 = A(v+). Então, pelo Teorema 20, existe
λ ∈ R tal que∫

RN

|∇v+|p−2∇v+∇ϕdx = λ

∫
RN

g|v+|p−2v+ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p.

Tomando ϕ = v+ temos λ = λ1 e assim, v+ é uma autofunção associada a λ1. Sendo
v+ ≥ 0, podemos aplicar novamente o Lema 3.7 para obtermos v+ > 0. Logo, φ+ > 0 e
conseqüentemente temos φ > 0 em RN . No caso em que g satisfaz (G−) a prova segue o
mesmo racioćınio. �

3.3 Simplicidade do autovalor principal

Agora provaremos a unicidade e simplicidade dos autovalores principais de (3.1),
para este fim, usaremos a identidade de Picone. O principal resultado desta seção é:

Proposição 3.6 Seja g satisfazendo (G+)(respectivamente(G−)). Então:

i) O autoespaço correspondente ao autovalor principal λ1 (respectivamente λ+
1 ,

λ−1 ) tem dimensão 1.
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ii) λ1 (respectivamente λ+
1 , λ

−
1 ) é o único autovalor de (3.1) que admite autofunções po-

sitivas.

Para a demonstração desta proposição precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.8 (Identidade de Picone) Sejam v > 0 e u ≥ 0 em RN funções diferenciáveis.
Denote por

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
(u
v

)p

|∇v|p − p
up−1

vp−1
|∇v|p−2∇v∇u,

R(u, v) = |∇u|p −∇
(
up−1

vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

(3.23)

Então
L(u, v) = R(u, v). (3.24)

Além disso, L(u, v) ≥ 0 e L(u, v) = 0 q.t.p em RN se, e somente se, ∇(u/v) = 0 q.t.p em
RN , ou seja, u = Cv em RN para alguma constante C.

Prova: Inicialmente provaremos (3.24). Para isto, observe que(
up

vp−1

)
xi

=
pup−1uxi

vp−1 − (p− 1)upvp−2vxi

v2(p−1)
, i = 1, . . . , N.

Assim,

∇
(
up

vp−1

)
= p

(u
v

)p−1

∇u− (p− 1)
(u
v

)p

∇v.

Substituindo este termo na definição de R(u, v) obtemos (3.24). Agora observe que,
usando a desigualdade de Young, ab ≤ ap/p+ bp

′
/p′ onde p′ é o expoente conjugado de p,

ou seja, p′ = p/(p− 1), temos

∇u∇v|∇v|p−2
(u
v

)p−1

≤ |∇u||∇v|p−1
(u
v

)p−1

≤ |∇u|p

p
+
p− 1

p
|∇v|p

(u
v

)p

.

(3.25)

Portanto, L(u, v) ≥ 0. Agora, se L(u, v)(x0) = 0 e u(x0) 6= 0 afirmamos que

|∇u| = (u/v)|∇v| e v∇u = u∇v em x0. (3.26)

Se L(u, v)(x0) = 0, por (3.25) temos

p
(u
v

)p−1

|∇u||∇v|p−1 = |∇u|p + (p− 1)
(u
v

)p

|∇v|p em x0, (3.27)

ou seja,
p|∇u| |(u/v)∇v|p−1 = |∇u|p + (p− 1) |(u/v)∇v|p em x0.

Escrevendo a = |∇u(x0)| e b = |(u(x0)/v(x0))∇v(x0)|, temos

pabp−1 = ap + (p− 1)bp. (3.28)
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Observe que se a = 0, por (3.27) temos |∇v(x0)| = 0 já que u(x0) 6= 0 e assim, (3.26) é
satisfeito. Se a 6= 0, dividindo (3.28) por ap e tomando t = b/a, obtemos

ptp−1 − (p− 1)tp = 1.

Veremos que a única solução desta equação é t = 1. Para isto é suficiente verificar que
t = 1 é o único ponto de máximo da função f : R −→ R dada por f(t) = ptp−1− (p−1)tp.
Derivando f obtemos f ′(t) = p(p − 1)tp−2 − p(p − 1)tp−1 e assim, f ′(t) = 0 implica
p(p − 1)tp−2(1 − t) = 0. Dáı t = 0 ou t = 1. Como f(0) = 0, temos o desejado. Assim,
t = 1 implica b = a, isto é,

|∇u| = (u/v)|∇v|. (3.29)

Usando ainda (3.25) temos

∇u∇v|∇v|p−2
(u
v

)p−1

= |∇u||∇v|p−1
(u
v

)p−1

. (3.30)

Então, de (3.29) e (3.30), obtemos

∇u∇v|∇u|p−2
(u
v

)
= |∇u|p .

Assim, |∇u|2 = (u/v)∇u∇v ≤ |∇u||(u/v)∇v| = |∇u|2 e conseqüentemente

(u/v)∇u∇v = |∇u||(u/v)∇v|.

Porém esta igualdade só ocorre quando (u/v)∇v = k∇u, para alguma constante k. No-
vamente por (3.29), obtemos k = ±1. Se k = −1 teŕıamos

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
(u
v

)p

|∇v|p − p
up−1

vp−1
|∇v|p−2∇v∇u,

= |∇u|p + (p− 1)|∇u|p + p|∇u|p

= 2p|∇u|p > 0 em x0,

já que estamos supondo ∇u(x0) 6= 0, contrariando o fato de que L(u, v)(x0) = 0. Portanto
devemos ter k = 1 e assim,

v(x0)∇u(x0) = u(x0)∇v(x0).

Deste modo, para a 6= 0 esta última equação e (3.29) provam (3.26). Logo, se L(u, v) = 0
q.t.p em RN então, desde que ∇(u/v) = (v∇u − u∇v)/(v2), temos ∇(u/v) = 0 q.t.p
sobre o conjunto O = {x ∈ RN : u(x) 6= 0}. Além disso, temos ∇u = 0 q.t.p sobre RN\O
(veja [20]), e assim, ∇(u/v) = 0 q.t.p em RN\O. Portanto ∇(u/v) = 0 q.t.p em RN .
Conseqüentemente, (u/v) é constante, ou seja, existe C > 0 tal que u = Cv em RN .

Reciprocamente, sendo ∇(u/v) = v∇u − u∇v, se ∇(u/v) = 0 temos ∇u = (u/v)∇v.
Assim,

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
(u
v

)p

|∇v|p − p
up−1

vp−1
|∇v|p−2∇v∇u

= |∇u|p + (p− 1)|∇u|p − p|∇u|p = 0,

51



o que completa a demonstração. �

Agora vamos demonstrar o principal resultado desta seção.

Prova da Proposição 3.6: Consideremos o caso em que g satisfaz (G+). Seja u1 a
autofunção principal de (3.1) associada a λ1. Já sabemos que u1 > 0 em RN . Desde que∫

RN

|∇u1|p−2∇u1∇ϕdx = λ1

∫
RN

g(u1)
p−1ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p,

tomando ϕ = u1 temos ∫
RN

|∇u1|pdx = λ1

∫
RN

gup
1dx > 0. (3.31)

Suponhamos também que v ∈ D1,p é uma autofunção positiva de (3.1) correspondente a
um autovalor λ > 0. Neste caso, λ ≥ λ1 já que λ1 é o menor autovalor positivo.
Afirmação: λ = λ1 e v = cu1.
De fato, sendo v uma autofunção do problema (3.1), v ∈ C1(RN). Então, pelo Lema 3.8,
para todo ϕ ∈ C∞

c (RN) ϕ ≥ 0, temos

0 ≤
∫

RN

L(ϕ, v) =

∫
RN

R(ϕ, v)

=

∫
RN

|∇ϕ|pdx−
∫

RN

|∇v|p−2∇v∇
(
ϕp

vp−1

)
dx

=

∫
RN

|∇ϕ|pdx− λ

∫
RN

gϕpdx.

(3.32)

Assim, dado u ∈ D1,p, u ≥ 0, seja (ϕn) uma seqüência de funções não negativas em
C∞

c (RN) tal que ϕn → u em D1,p. Então, devido à continuidade dos funcionais A e B, a
desigualdade (3.32) é válida para u. Em particular, para u = u1 por (3.31) obtemos

λ1

∫
RN

g|u1|pdx =

∫
RN

|∇u1|pdx ≥ λ

∫
RN

g|u1|pdx,

e conseqüentemente, λ1 ≥ λ. Portanto λ1 = λ. Usando (3.31) e a continuidade dos
funcionais A e B, conclúımos de (3.32) que L(u1, v) = 0. Pelo Lema 3.8, obtemos v = cu1

para algum c > 0.
Conclúımos assim, que λ1 é o único autovalor positivo que admite autofunções positivas

e que o autoespaço associado a λ1 é gerado por u1.
No caso em que g satisfaz (G−) a demonstração segue o mesmo racioćınio. �

Para concluir a demonstração do Teorema 3.1, nos resta verificar que os autovalores
principais do problema (3.1) são isolados.

3.4 λ1 (respect. λ+
1 , λ

−
1 ) é um autovalor isolado

Lema 3.9 O operador B′ : D1,p → D−1,p∗ dado por

(B′(u), ϕ) = p

∫
RN

g|u|p−2uϕdx,
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é compacto.

Prova: Seja (un) uma seqüência em D1,p tal que un ⇀ u0 para algum u0 ∈ D1,p.
Mostraremos que B′(un) → B′(u0) em D−1,p∗ . Temos

‖B′(un)−B′(u0)‖D−1,p∗ = sup
‖v‖D1,p≤1

|(B′(un)−B′(u0), v)|

= sup
‖v‖D1,p≤1

p

∣∣∣∣∫
RN

g(|un|p−2un − |u0|p−2u0)vdx

∣∣∣∣ .
Dividindo esta integral em integrais sobre BR e RN\BR, R > 0, obtemos

‖B′(un)−B′(u0)‖D−1,p∗ ≤ sup
‖v‖D1,p≤1

p

∣∣∣∣∫
RN\BR

g(|un|p−2un − |u0|p−2u0)vdx

∣∣∣∣+
+ sup

‖v‖D1,p≤1

p

∣∣∣∣∫
BR

g(|un|p−2un − |u0|p−2u0)vdx

∣∣∣∣ . (3.33)

Agora, vamos estimar essas duas integrais. Usando a desigualdade de Hölder, para a
primeira integral temos∣∣∣∣∫

RN\BR

g
(
|un|p−2un − |u0|p−2u0

)
vdx

∣∣∣∣≤∫
RN\BR

|g|1/p′
(
|un|p−1 + |u0|p−1

)
|g|1/p|v|dx

≤
(∫

RN\BR

|g|
(
|un|p−1 + |u0|p−1

)p′
dx

)1/p′ (∫
RN\BR

|g||v|pdx
)1/p

.

Usando novamente a desigualdade de Hölder, obtemos∣∣∣∣∫
RN\BR

g
(
|un|p−2un − |u0|p−2u0

)
vdx

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖g‖1/p′

(∫
RN\BR

(
|un|p−1 + |u0|p−1

) Np′
N−p dx

)N−p
Np′

‖g‖1/p‖v‖Lp∗ ,

onde a norma de g está sendo tomada em LN/p(RN\BR). Usando agora a imersão de
Sobolev obtemos∣∣∣∣∫

RN\BR

g
(
|un|p−2un − |u0|p−2u0

)
vdx

∣∣∣∣ ≤
≤ K‖g‖LN/p(RN\BR)

(∫
RN\BR

(
|un|p−1 + |u0|p−1

) Np′
N−p dx

)N−p
Np′

‖v‖D1,p . (3.34)

Sabendo que (N − p)/Np′ = (p− 1)/p∗ < 1 e (a+ b)t ≤ at + bt para a, b ≥ 0 e 0 < t < 1,
obtemos(∫

RN\BR

(
|un|p−1 + |u0|p−1

) Np′
N−p dx

)N−p
Np′

≤
(∫

RN\BR

(
|un|p

∗
+ |u0|p

∗)
dx

) p−1
p∗

=
(
‖un‖p∗

Lp∗ + ‖u0‖p∗

Lp∗

) p−1
p∗
. (3.35)
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Desde que un ⇀ u0 em D1,p, (un) é uma seqüência limitada em D1,p e conseqüentemente
em Lp∗(RN). Então existe C > 0 tal que

pK
(
‖un‖p∗

Lp∗ + ‖u0‖p∗

Lp∗

)(p−1)/p∗

≤ C, ∀n ∈ N. (3.36)

Portanto, de (3.34), (3.35) e (3.36), obtemos

p

∣∣∣∣∫
RN\BR

g
(
|un|p−2un − |u0|p−2u0

)
vdx

∣∣∣∣≤C‖g‖LN/p(RN\BR)‖v‖D1,p , ∀n ∈ N.

Além disso, já que g ∈ LN/p(RN), temos que

lim
R→∞

∫
RN\BR

|g|N/pdx = 0.

Então, dado ε > 0 podemos escolher R0 suficientemente grande tal que

‖g‖LN/p(RN\BR) ≤
ε

2C
, ∀R ≥ R0.

Assim,

p

∣∣∣∣∫
RN\BR

g
(
|un|p−2un − |u0|p−2u0

)
vdx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
‖v‖D1,p , ∀R ≥ R0. (3.37)

Agora vamos estimar a segunda integral. Pela Proposição 17, o operador restrição de D1,p

para D1,p(BR0) é linear e cont́ınuo e sabemos que a imersão D1,p(BR0) ↪→ Lp(BR0) é linear
e compacta. Assim, temos que un → u0 em Lp(BR0). Definindo h : BR0 × R → R por
h(x, s) = pg(x)|s|p−2s, h é uma função de Carathéodory e |h(x, s)| ≤ p‖g‖∞|s|p−1. Assim,
pelo Teorema 13, o operador de Nemytskii Nh : Lp(BR0) → Lp′(BR0) está bem definido e
é cont́ınuo. Logo, desde que

p

∣∣∣∣∣
∫

BR0

g(|un|p−2un − |u0|p−2u0)vdx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

BR0

∣∣pg(|un|p−2un − |u0|p−2u0)
∣∣ |v|dx

≤

(∫
BR0

∣∣pg(x)|un|p−2un − pg|u0|p−2u0

∣∣p′ dx)1/p′ (∫
BR0

|v|pdx

)1/p

≤ C ′‖Nh(un)−Nh(u0)‖Lp′ (BR0
)‖v‖D1,p ,

existe n0 ∈ N, tal que

p

∣∣∣∣∣
∫

BR0

g(|un|p−2un − |u0|p−2u0)vdx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
‖v‖D1,p , ∀n ≥ n0. (3.38)

Portanto, de (3.33), (3.37) e (3.38), obtemos

‖B′(un)−B′(u0)‖D−1,p∗ ≤ ε , ∀n ≥ n0 (3.39)

e assim, B′ é um operador compacto. �
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Proposição 3.7 O autovalor λ1 (respectivamente λ+
1 , λ−1 ) é isolado.

Prova: Mostraremos que λ1 é isolado (a prova de que λ+
1 e λ−1 são isolados é análoga).

Seja λ0 > 0 e u0 uma solução de (3.1) com λ0 pertencendo a alguma vizinhança fixa de
λ1. Denote por Ω−

0 = {x ∈ RN ;u0(x) < 0}. Escolhendo ϕ = u−0 em∫
RN

|∇u0|p−2∇u0∇ϕdx = λ0

∫
RN

g|u0|p−2u0ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p,

onde u−0 é a parte negativa de u0, e observando que ∇u+
0 ∇u−0 = 0 = u+

0 u
−
0 , onde u+

0 é a
parte positiva de u0, obtemos∫

RN

|∇u−0 |pdx = λ0

∫
RN

g|u−0 |pdx = λ0

∫
Ω−0

g|u−0 |pdx.

Além disso, como g ∈ LN/p(RN), usando a desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev,
obtemos

‖u−0 ‖
p
D1,p ≤ λ0

(∫
Ω−0

|g|N/pdx

)p/N

‖u−0 ‖
p

Lp∗dx

≤ C

(∫
Ω−0

|g|N/pdx

)p/N

‖u−0 ‖
p
D1,p ,

já que λ0 pertence a uma vizinhança fixa de λ1. Conseqüentemente,∫
Ω−0

|g|N/pdx ≥ c > 0, (3.40)

(independentemente de λ0 e u0). Desde que g ∈ LN/p(RN), podemos escolher R0 suficien-
temente grande tal que ∫

RN\BR

|g|N/pdx ≤ c

2
, ∀R ≥ R0.

Note que R0 não depende de u0 nem de λ0. Assim, segue de (3.40) que

0 < c ≤
∫

Ω−0 ∩BR

|g|N/pdx+

∫
Ω−0 ∩Bc

R

|g|N/pdx

≤
∫

Ω−0 ∩BR

|g|N/pdx+

∫
Bc

R

|g|N/pdx

≤ ‖g‖N/p
∞ |Ω−

0 ∩BR|+
c

2
, ∀R ≥ R0.

Logo, tomando c′ = c/2‖g‖N/p
∞ (c′ não depende de λ0 nem de u0) obtemos

|Ω−
0 ∩BR| ≥ c′ > 0, ∀R ≥ R0. (3.41)

Suponha agora que exista (λn, un), uma seqüência de soluções de (3.1), com λn → λ1.
Escrevendo

Ω−
n = {x ∈ RN : un(x) < 0},
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vemos que a desigualdade (3.41) permanece válida para Ω−
n já que c′ não depende de λ e

nem de u para λ numa vizinhança fixa de λ1, ou seja,

|Ω−
n ∩BR| ≥ c′ > 0, ∀n ∈ N, R ≥ R0. (3.42)

Sendo λ1 o menor autovalor positivo temos λn > λ1 e sem perda de generalidade podemos
admitir que ‖un‖D1,p = 1 e un ⇀ ũ em D1,p. Então, desde que∫

RN

|∇un|p−2∇un∇ϕdx = λn

∫
RN

g|un|p−2unϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p (3.43)

e ∫
RN

|∇um|p−2∇um∇φdx = λm

∫
RN

g|um|p−2umφdx, ∀φ ∈ D1,p (3.44)

tomando ϕ = φ = un − um e subtraindo (3.44) de (3.43) obtemos∣∣∣∣∫
RN

(
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

)
∇(un − um)dx

∣∣∣∣ ≤
≤ λn

∣∣∣∣∫
RN

g
(
|un|p−2un − |um|p−2um

)
(un − um)dx

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣(λn − λm)

∫
RN

g|um|p−2um(un − um)dx

∣∣∣∣ .
Usando a desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫

RN

(
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

)
∇(un − um)dx

∣∣∣∣ ≤
≤ λn

∣∣∣∣∫
RN

g
(
|un|p−2un − |um|p−2um

)
(un − um)dx

∣∣∣∣+
+|λn − λm|‖g‖LN/p‖um‖p−1

Lp∗ ‖un − um‖Lp∗dx.

Pela compacidade do operador B′ e pela limitação de (λn), deduzimos que

λn

∫
RN

g
(
|un|p−2un − |um|p−2um

)
(un − um)dx→ 0, quando m,n→∞. (3.45)

Além disso, sendo (λn) uma seqüência de Cauchy e (un) limitada em Lp∗(RN), conclúımos
que

|λn − λm|‖g‖LN/p‖um‖p−1

Lp∗ ‖un − um‖Lp∗dx→ 0, quando m,n→∞. (3.46)

Assim, por (3.45) e (3.46) temos que,∫
RN

(
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um−

)
∇(un − um)dx→ 0, se m,n→∞. (3.47)

Pela Proposição 4.3, temos

|∇un−∇um|p ≤ cp[(|∇un|p−2∇un−|∇um|p−2∇um)(∇un−∇um)]s/2(|∇un|p+|∇um|p)1−s/2,
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onde s = p se p ∈ (1, 2), ou s = 2 se p ≥ 2 e cp é uma constante que depende de p. Assim,
integrando em RN e aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos∫

RN

|∇un −∇um|p ≤ cp

[∫
RN

(|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um)(∇un −∇um)

]s/2

·
(∫

RN

|∇un|p +

∫
RN

|∇um|p
)1−s/2

. (3.48)

Como un ⇀ ũ, (un) é limitada em D1,p. Então, por (3.47) e (3.48) conclúımos que (un)
é uma seqüência de Cauchy em D1,p, logo, convergente. Pela unicidade do limite, temos
un → ũ em D1,p. Sendo A′ e B′ aplicações cont́ınuas, tomando o limite com n → ∞ em
(3.43), obtemos∫

RN

|∇ũ|p−2∇ũ∇ϕdx = λ1

∫
RN

g|ũ|p−2ũϕdx, ∀ϕ ∈ D1,p.

Como ‖ũ‖D1,p = 1, ũ 6= 0 é uma autofunção associada a λ1. Sendo λ1 um autovalor simples
devemos ter ũ = ±u1, onde u1 é a autofunção principal associada a λ1 com ‖u1‖D1,p = 1.
Vamos assumir que un → u1 > 0 em D1,p.

Fixemos R ≥ R0. Desde que D1,p(BR) está imerso compactamente em Lp(BR), temos
que un → u1 em Lp(BR). Pelo Teorema 9 existe uma subseqüência, ainda denotada por
(un), tal que

un(x) → u1(x) q.t.p em BR.

Assim, pelo Teorema de Egorov, Teorema 10, un → u1 quase uniformemente em BR.
Sendo u1 > 0, devemos ter un(x) > 0 para n suficientemente grande, a menos de um
subconjunto de BR de medida arbitrariamente pequena, o que contraria (3.42). Portanto
λ1 é um autovalor isolado. �

Finalmente, a demonstração do Teorema 3.1 é conseqüência do Corolário 3.1 e das
proposições provadas neste caṕıtulo. �
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Caṕıtulo 4

Bifurcação para uma equação
eĺıptica quasilinear em RN

4.1 Introdução e resultados principais

Neste caṕıtulo vamos considerar o seguinte problema eĺıptico quasilinear

−∆pu = λg(x)|u|p−2u+ f(λ, x, u), x ∈ RN , (4.1)

onde 1 < p < N , λ é um parâmetro real, f e g podem mudar de sinal e satisfazem
algumas propriedades. Os resultados deste caṕıtulo são devidos a Drábek e Huang e
foram publicados em [16].

Vamos assumir que f satisfaz as seguintes hipóteses:

(f1) f é uma função de Carathéodory, i.e., f(·, x, ·) é cont́ınua q.t.p em RN e f(λ, ·, u) é
mensurável para todo (λ, u) ∈ R2;

(f2) |f(λ, x, u)| ≤ c(λ)(σ(x) + ρ(x)|u|γ) q.t.p em RN , u ∈ R, onde c : R → R+ é uma
função cont́ınua e limitada sobre subconjuntos limitados de R, p− 1 < γ < p∗ − 1,
0 ≤ ρ ∈ Lγ1(RN) com γ1 = p∗/(p∗ − γ − 1), 0 ≤ σ ∈ LN/p(wN/p,RN), onde
LN/p(wN/p,RN) é o espaço com peso LN/p(RN) com a função peso wN/p, e ou

(i) σ ∈ L(p∗)′(RN), (p∗)′ = Np/(Np− (N − p)), ou

(ii) σ ∈ Lp′(w1/(1−p),RN);

(f3) o seguinte limite é válido

lim
u→0

f(λ, x, u)

w(x)|u|p−2u
= 0,

uniformemente q.t.p em RN e λ em um intervalo limitado.

Como vimos no Caṕıtulo 3, sob certas condições sobre a função peso g, o problema de
autovalor

−∆pu = λg(x)|u|p−2u, x ∈ RN , (4.2)

possui um autovalor principal positivo λ1 com autofunção positiva u1. Visto que os
posśıveis pontos de bifurcação para o problema (4.1) são os pontos da forma (λ, 0), onde
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λ é uma autovalor de (3.1), vamos estudar o problema de bifurcação quando λ está próximo
de λ1.

Desde que o problema (4.1) envolve o operador p-laplaciano, iremos usar uma noção
de grau topológico para operadores demicont́ınuos para provar que (λ1, 0) é um ponto de
bifurcação para (4.1).

Para isto vamos introduzir algumas hipóteses e notações. Vamos supor que a função
peso g satisfaz a condição (G) definida no Caṕıtulo 3. Escrevemos g = g1 − g2 onde
g1, g2 ∈ LN/p(RN)∩L∞(RN) são funções não negativas. Neste trabalho iremos considerar
g1 = max{g, 0}, g2 = max{−g, 0}. Defina,

ω(x) =
1

(1 + |x|)p
, x ∈ RN ,

w(x) = max{g2(x), ω(x)} > 0, x ∈ RN .

Notemos aqui, que a função ω é exatamente a função peso na seguinte desigualdade de
Hardy (veja Apêndice, Proposição 4.5 )∫

RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx ≤

(
p

N − p

)p ∫
RN

|∇u|pdx.

Definamos W como sendo o completamento de C∞
c (RN) com respeito à norma definida

por

‖u‖W =

(∫
RN

|∇u|pdx+

∫
RN

w(x)|u|pdx
)1/p

,

e seja W ∗ seu dual. De acordo com a Proposição 4.6 no Apêndice, W é um espaço de
Banach uniformemente convexo.

Lema 4.1 As normas ‖ · ‖W e ‖ · ‖D1,p são equivalentes em C∞
c (RN). Logo W = D1,p.

Prova: Sendo w uma função positiva, temos

‖u‖D1,p ≤ ‖u‖W ∀u ∈ C∞
c .

Por outro lado, definimos Ω1 := {x ∈ RN ; g2(x) < ω(x)}, Ω2 := {x ∈ RN ;ω(x) < g2(x)}
e Ω3 := {x ∈ RN ;ω(x) = g2(x)}. Assim, podemos escrever∫

RN

w(x)|u|pdx =

∫
Ω1

ω(x)|u|pdx+

∫
Ω2

g2(x)|u|pdx+

∫
Ω3

g2(x)|u|pdx.

Usando as desigualdades de Hardy, Hölder e a imersão D1,p ↪→ Lp∗(RN), obtemos∫
RN

w(x)|u|pdx ≤
(

p

N − p

)p

‖u‖p
D1,p + 2‖g2‖LN/p‖u‖p

Lp∗ ≤ C‖u‖p
D1,p .

Portanto ‖u‖W ≤ C ′‖u‖D1,p , e assim as normas são equivalentes. �

Definimos os operadores J,G, F (λ, ·) : W → W ∗ como segue

(J(u), v)W =

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx,
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(G(u), v)W =

∫
RN

g|u|p−2uvdx,

(F (λ, u), v)W =

∫
RN

f(λ, x, u)vdx,

para u, v ∈ W . No que segue vamos estabelecer algumas propriedades destes operadores.

Lema 4.2 Os operadores J,G, F estão bem definidos, G e J são (p− 1)-homogêneos, J
é cont́ınuo, G é compacto e F satisfaz

lim
‖u‖W→0

‖F (λ, u)‖W ∗

‖u‖p−1
W

= 0, (4.3)

uniformemente para λ em um subconjunto limitado de R.

Prova: Claramente J(u), G(u) e F (λ, u) são operadores lineares, para todo u ∈ W e
λ ∈ R fixados. Observando que J = (1/p)A′ e G = (1/p)B′, onde A e B são dados por
(3.4) e (3.5), respectivamente, obtemos que G, J estão bem definidos, J é cont́ınuo e G é
compacto, mais especificamente, G(un) → G(u0) sempre que un ⇀ u0 em W . Além disso,
por definição, para u, v ∈ W e λ ∈ (0,∞), temos

(J(λu), v)W =

∫
RN

|∇(λu)|p−2∇(λu)∇vdx = λp−1

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx,

ou seja,
J(λu) = λp−1J(u), ∀u ∈ W.

Portanto, J é (p− 1)-homogêneo. De maneira análoga, vemos que o operador G também
é (p− 1)-homogêneo. Para o operador F , por (f2) temos

|(F (λ, u), v)W | ≤
∫

RN

|f(λ, x, u)||v|dx ≤ c(λ)

(∫
RN

σ|v|dx+

∫
RN

ρ|u|γ|v|dx
)
. (4.4)

Por (i)-(ii) em (f2), juntamente com a desigualdade de Hölder e a imersão W ↪→ Lp∗(RN)
obtemos que, ou∫

RN

σ|v|dx ≤
(∫

RN

σ(p∗)′dx

)1/(p∗)′ (∫
RN

|v|p∗dx
)1/p∗

<∞ (4.5)

ou∫
RN

σ|v|dx =

∫
RN

w−1/pσw1/p|v|dx ≤
(∫

RN

w1/(1−p)σp′dx

)1/p′(∫
RN

w|v|pdx
)1/p

<∞. (4.6)

De qualquer modo, de (4.5) e (4.6) existe c1 = c1(σ), tal que∫
RN

σ|v|dx ≤ c1‖v‖W , ∀v ∈ W. (4.7)
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A condição (f2) juntamente com a desigualdade de Hölder implica ainda que∫
RN

ρ|u|γ|v|dx ≤
(∫

RN

|u|p∗dx
)γ/p∗ (∫

RN

ρp∗/(p∗−γ)|v|p∗/(p∗−γ)dx

)(p∗−γ)/p∗

≤
(∫

RN

|u|p∗dx
)γ/p∗

(∫
RN

ργ1dx

) p∗−(γ+1)
p∗−γ

(∫
RN

|v|p∗dx
) 1

p∗−γ


p∗−γ

p∗

=

(∫
RN

|u|p∗dx
)γ/p∗ (∫

RN

ργ1dx

)1/γ1
(∫

RN

|v|p∗dx
)1/p∗

≤ K1+γ‖ρ‖Lγ1‖u‖γ
W‖v‖W <∞. (4.8)

Assim, F (λ, u) é limitado para cada u ∈ W , pois de (4.4), (4.7) e (4.8) temos

|(F (λ, u), v)W | ≤ C3(λ, u)‖v‖W , ∀v ∈ W.

Portanto, F está bem definido. Além disso, observe que

lim
‖u‖W→0

‖F (λ, u)‖W ∗

‖u‖p−1
W

= lim
‖u‖W→0

sup
‖v‖W≤1

1

‖u‖p−1

∣∣∣∣∫
RN

f(λ, x, u)vdx

∣∣∣∣
≤ lim

‖u‖W→0
sup

‖v‖W≤1

∫
RN

|f(λ, x, u)

w|u|p−1
|ũ|p−1|v|wdx

(4.9)

onde ũ = u/‖u‖W . Vamos agora estimar esta última integral. Primeiro defina, para δ > 0,

Ωδ(u) = {x ∈ RN : w(x)|u(x)|p−1 ≥ δ}.

Afirmamos que |Ωδ(u)| → 0 quando ‖u‖W → 0. Suponhamos por absurdo que ‖u‖W → 0
e |Ωδ(u)| ≥ c2 > 0. Para R > 0, defina ΩR = Ωδ(u) ∩ BR(0). Então |ΩR| ≥ c2/2 para R
suficientemente grande. Assim, usando a desigualdade de Hölder obtemos

0 < δ|ΩR| ≤
∫

ΩR

w(x)|u(x)|p−1dx =

∫
ΩR

w(x)1/p′|u(x)|p−1w(x)1/pdx

≤
(∫

ΩR

w(x)|u(x)|pdx
)1/p′ (∫

ΩR

w(x)dx

)1/p

≤
(∫

ΩR

w(x)dx

)1/p

‖u‖p−1
W .

Desde que g2, ω ∈ L∞(RN) temos que w ∈ L∞(RN) e assim,

0 < δ|ΩR| ≤ c3|ΩR|1/p‖u‖p−1
W .

Conseqüentemente,

0 < δ
(c2

2

)1/p′

≤ δ|ΩR|1/p′ ≤ c3‖u‖p−1
W ,
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contrariando o fato de que ‖u‖W → 0. Isto prova nossa afirmação. Agora, fixado ε > 0,
por (f3) existe δ > 0 tal que

|f(λ, x, u)|
w(x)|u|p−1

≤ ε,

uniformemente para w(x)|u|p−1 < δ. Em RN\Ωδ(u) temos w|u|p−1 < δ. Logo,

∫
RN\Ωδ(u)

|f(λ, x, u)|
w|u|p−1

|ũ|p−1|v|wdx ≤ ε

∫
RN\Ωδ(u)

|ũ|p−1|v|wdx

≤ ε

∫
RN

w1/p′|ũ|p−1w1/p|v|dx

≤ ε

(∫
RN

w|ũ|pdx
)1/p′(∫

RN

w|v|pdx
)1/p

≤ ε‖ũ‖p−1
W ‖v‖W = ε‖v‖W . (4.10)

Por (f2), temos∫
Ωδ(u)

|f(λ, x, u)|
w|u|p−1

|ũ|p−1|v|wdx ≤ c(λ)

∫
Ωδ(u)

σ(x)

w|u|p−1
|ũ|p−1|v|wdx

+
c(λ)

‖u‖p−1
W

∫
Ωδ(u)

ρ(x)|u|γ|v|dx

:= c(λ)(I1 + I2).

Desde que w(x)|u|p−1 ≥ δ em Ωδ(u), temos

I1 ≤
1

δ

∫
Ωδ(u)

σ(x)|ũ|p−1|v|wdx.

Usando a desigualdade de Hölder e a imersão W ↪→ Lp∗(RN), obtemos

I1 ≤ 1

δ

(∫
Ωδ(u)

|ũ|p∗dx
)(p−1)/p∗ (∫

Ωδ(u)

(σ|v|w)p∗/(p∗−(p−1))dx

)(p∗−(p−1))/p∗

≤ 1

δ

(∫
RN

|ũ|p∗dx
) p−1

p∗

(∫
Ωδ(u)

(σw)
p∗

p∗−pdx

) p∗−p
p∗−(p−1)

(∫
RN

|v|p∗dx
) 1

p∗−(p−1)


p∗−(p−1)

p∗

=
1

δ

(∫
RN

|ũ|p∗dx
)(p−1)/p∗ (∫

Ωδ(u)

(σw)p∗/(p∗−p)dx

)(p∗−p)/p∗ (∫
RN

|v|p∗dx
)1/p∗

≤ c4

(∫
Ωδ(u)

(σw)N/pdx

)p/N

‖ũ‖p−1
W ‖v‖W .

= c4

(∫
Ωδ(u)

(σw)N/pdx

)p/N

‖v‖W . (4.11)

62



Usando o fato de que σ ∈ LN/p(wN/p,RN) e |Ωδ(u)| → 0 quando ‖u‖W → 0, pelo Teo-
rema 7, temos que(∫

Ωδ(u)

(σw)N/pdx

)p/N

→ 0, quando ‖u‖W → 0. (4.12)

Para estimar I2, observe que pela desigualdade (4.8),

I2 ≤ K1+γ‖ρ‖Lγ1‖u‖γ−(p−1)
W ‖v‖W . (4.13)

Assim, por (4.10), (4.11) e (4.13) obtemos∫
RN

|f(λ, x, u)

w|u|p−1
|ũ|p−1|v|wdx≤

[
ε+ c5

(∫
Ωδ(u)

(σw)N/pdx

)p/N

+ c(λ, ρ)‖u‖γ−p+1
W

]
‖v‖W .

Conseqüentemente, por (4.9) e (4.12)

lim
‖u‖W→0

‖F (λ, u)‖W ∗

‖u‖p−1
W

≤ lim
‖u‖W→0

[
ε+c5

(∫
Ωδ(u)

(σw)N/pdx

)p/N

+ c(λ, ρ)‖u‖γ−p+1
W

]
=0,

já que ε é arbitrário e γ > p− 1. Isto completa a demonstração do lema. �

Lema 4.3 O operador F (λ, ·) é compacto.

Prova: Suponha que un ⇀ u0 em W . Mostraremos que F (λ, un) → F (λ, u0) em W ∗.
Observe que

‖F (λ, un)− F (λ, u0)‖W ∗ = sup
‖v‖W≤1

|(F (λ, un)− F (λ, u0), v)|

= sup
‖v‖W≤1

∣∣∣∣∫
RN

(f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))vdx

∣∣∣∣
≤ sup

‖v‖W≤1

∣∣∣∣∫
BR

(f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))vdx

∣∣∣∣
+ sup

‖v‖W≤1

∣∣∣∣∫
RN\BR

(f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))vdx

∣∣∣∣ . (4.14)

Agora, vamos estimar a integral sobre RN\BR. Por (f2) temos∣∣∣∣∫ (f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))vdx

∣∣∣∣ ≤
∫

(|f(λ, x, un)|+ |f(λ, x, u0)|)|v|dx (4.15)

≤ 2c(λ)

∫
σ|v|dx+ c(λ)

∫
ρ(|un|γ + |u0|γ)|v|dx,

onde as integrais estão sendo tomadas em RN\BR. Por (4.5) temos∫
RN\BR

σ|v|dx ≤ K

(∫
RN\BR

σ(p∗)′
)1/(p∗)′

‖v‖W ,
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ou ∫
RN\BR

σ|v|dx ≤
(∫

RN\BR

w1/(1−p)σp′dx

)1/p′

‖v‖W ,

dependendo se σ satisfaz (i) ou (ii) em (f2). Assim, fixado ε > 0 existe R1 > 0 tal que

2c(λ)

∫
RN\BR

σ|v|dx ≤ ε

4
‖v‖W , ∀R ≥ R1. (4.16)

Por (4.8) obtemos∫
ρ(|un|γ + |u0|γ)|v|dx ≤ K1+γ‖ρ‖Lγ1 (RN\BR)(‖un‖γ

W + ‖u0‖γ
W )‖v‖W .

Desde que ρ ∈ Lγ1(RN) e (un) é uma seqüência limitada em W , existe R2 > 0 tal que

c(λ)

∫
RN\BR

ρ(|un|γ + |u0|γ)|v|dx ≤
ε

4
‖v‖W , ∀R ≥ R2. (4.17)

Tomando R0 = max{R1, R2}, por (4.15), (4.16) e (4.17) temos∣∣∣∣∫
RN\BR

(f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))v

∣∣∣∣ ≤ ε

2
‖v‖W , ∀R ≥ R0. (4.18)

Agora vamos estimar a integral em BR0 . Desde que un ⇀ u0 em W , temos que un → u0

em Lp(BR0). Pelas condições (f1) e (f2), o operador de Nemytskii Nf está bem definido
de Lp(BR0) em Lp′(BR0) e é cont́ınuo. Assim,

‖f(λ, x, un)− f(λ, x, u0)‖Lp′ (BR0
) → 0, quando n→∞. (4.19)

Usando a desigualdade de Hölder e a Observação 1, temos∣∣∣∣∣
∫

BR0

(f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))v

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f(λ, x, un)− f(λ, x, u0)‖Lp′ (BR0
)‖v‖Lp(BR0

)

≤ C‖f(λ, x, un)− f(λ, x, u0)‖Lp′ (BR0
)‖v‖W .

Por (4.19) existe n0 ∈ N tal que∣∣∣∣∣
∫

BR0

(f(λ, x, un)− f(λ, x, u0))v

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
‖v‖W , ∀n ≥ n0. (4.20)

Com (4.14), (4.18) e (4.20) conclúımos a prova. �

Definição 4.1 Dizemos que o par (λ, u) ∈ R×W é uma solução fraca (ou simplesmente
solução) do problema (4.1) se

J(u)− λG(u)− F (λ, u) = 0 em W ∗. (4.21)
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Como vimos no Caṕıtulo 3, se g satisfaz (G+) então o problema de autovalor (4.2)
tem um par de autovalor e autofunção principal (λ1, u1), com λ1 > 0 sendo um autovalor
simples e isolado e u1 > 0. Se g satisfaz (G−), então o problema (4.2) tem dois pares
de autovalores e autofunções principais (λ+

1 , u
+
1 ), (λ−1 , u

−
1 ) com λ−1 < 0 < λ+

1 autovalores
simples e isolados e 0 < u−1 , u

+
1 ∈ W . Além disso, vimos que toda autofunção associada a

um autovalor λ0 ∈ (0,∞)\{λ+
1 } muda de sinal em RN . Análogo para λ0 ∈ (−∞, 0)\{λ−1 }

se λ−1 existir.

Consideremos o operador Aλ : W → W ∗ definido por

Aλ = J − λG− F (λ, ·).

Assim, mostrar a existência de soluções fracas para o problema (4.1) é equivalente a
encontrar soluções para a equação

Aλ(u) = 0. (4.22)

Vamos verificar que a noção de grau “Deg”, definida nos resultados preliminares, está bem
definida para o operador Aλ, com X = W . Para isto, precisaremos estabelecer alguns
resultados auxiliares.

Lema 4.4 O operador J : W → W ∗ satisfaz a condição α(W ).

Prova: Assuma que un ⇀ u0 em W e

lim sup
n→∞

(J(un), un − u0) ≤ 0.

Desde que limn→∞(J(u0), un − u0) = 0, temos

0 ≥ lim sup
n→∞

(J(un)− J(u0), un − u0)

= lim sup
n→∞

∫
RN

(
|∇un|p−2∇un − |∇u0|p−2∇u0

)
∇(un − u0).

(4.23)

Se u, v ∈ Lp(RN), pela desigualdade de Hölder obtemos∫
RN

(
|u|p−2u− |v|p−2v

)
(u− v)dx =

∫
RN

(
|u|p + |v|p − |u|p−2uv − |v|p−2vu

)
dx ≥

≥
∫

RN

(|u|p + |v|p) dx−
(∫

RN

|u|pdx
)1/p′(∫

RN

|v|pdx
)1/p

−
(∫

RN

|v|pdx
)1/p′(∫

RN

|u|pdx
)1/p

=

[(∫
RN

|u|pdx
)1/p′

−
(∫

RN

|v|pdx
)1/p′

][(∫
RN

|u|pdx
)1/p

−
(∫

RN

|v|pdx
)1/p

]
≥ 0.

Assim, para todo n ∈ N,∫
RN

(
|∇un|p−2∇un − |∇u0|p−2∇u0

)
∇(un − u0)dx ≥

≥

[(∫
RN

|∇un|pdx
)1/p′

−
(∫

RN

|∇u0|pdx
)1/p′

][(∫
RN

|∇un|pdx
)1/p

−
(∫

RN

|∇u0|pdx
)1/p

]
≥ 0.
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Isto juntamente com (4.23), implica na convergência∫
RN

|∇un|pdx→
∫

RN

|∇u0|pdx.

Dessa forma, un ⇀ u0 e ‖un‖D1,p → ‖u0‖D1,p . Sendo D1,p um espaço de Banach uniforme-
mente convexo, pelo Teorema 4 temos que un → u0 em D1,p. Devido à equivalência das
normas, un → u0 em W . Portanto, J satisfaz a condição α(W ) e o lema está provado. �

Lema 4.5 O operador Aλ : W → W ∗ satisfaz a condição α(W ).

Prova: Seja (un) em W tal que un ⇀ u0 em W e

lim sup
n→∞

(Aλ(un), un − u0) ≤ 0,

ou seja,
lim sup

n→∞
(J(un)− λG(un)− F (λ, un), un − u0) ≤ 0.

Pelos Lemas 4.2 e 4.3, sabemos que G(un) → G(u0) e F (λ, un) → F (λ, u0). Logo,

lim
n→∞

(G(un), un − u0) = 0 = lim
n→∞

(F (λ, un), un − u0).

Conseqüentemente,
lim sup

n→∞
(J(un), un − u0) ≤ 0.

Pelo Lema 4.4 obtemos que un → u0 em W . �

Agora observemos que sendo Aλ um operador cont́ınuo é também demicont́ınuo. Além
disso, desde que J, G e F (λ, ·) são operadores limitados, Aλ é limitado para cada λ ∈ R,
ou seja, aplica conjuntos limitados de W em conjuntos limitados em W ∗. Assim, segue
dos Lemas 4.4 e 4.5 que

Deg(Aλ, D, 0),

onde D ⊂ W é aberto, limitado e tal que Aλ(u) 6= 0 para qualquer u ∈ ∂D, está bem
definido para qualquer λ ∈ R.

4.2 Bifurcação a partir de λ1

Definição 4.2 Seja E = R×W munido com a norma

‖(λ, u)‖E =
(
|λ|2 + ‖u‖2

W

)1/2
, (λ, u) ∈ E. (4.24)

Dizemos que
C = {(λ, u) ∈ E : (λ, u)é solução de (4.1), u 6= 0}

é um ramo de soluções não triviais de (4.1) se é um conjunto conexo com respeito à
topologia induzida pela norma (4.24). Dizemos que (λ0, 0) ∈ R × W é um ponto de
bifurcação de (4.1) (no sentido de Rabinowitz) se existe um ramo de soluções não triviais

de (4.1), C, tal que (λ0, 0) ∈ C e C ou é ilimitado em E ou existe um autovalor λ̂ 6= λ0,

tal que (λ̂, 0) ∈ C.
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Para mostrarmos que (λ1, 0) é um ponto de bifurcação de (4.1), vamos primeiramente
estabelecer o seguinte resultado.

Lema 4.6 Suponha que não existe um subconjunto de C ∪{(λ1, 0)}, conexo e fechado, ao
qual (λ1, 0) pertença e satisfaça:

(i) seja ilimitado em E, ou

(ii) contenha um ponto (λ̂, 0) 6= (λ1, 0), onde λ̂ é um autovalor de (4.2).

Então existe um conjunto aberto e limitado O ⊂ E tal que (λ1, 0) ∈ O, ∂O ∩ C = ∅ e O
não contém soluções triviais exceto as que pertencem a Bε(λ1, 0), 0 < ε < ε0, onde ε0 é a
distância de λ1 ao conjunto {λ ∈ R : λ é autovalor de (4.2)}\{λ1}.

Prova: Sendo λ1 isolado, ε0 > 0. Denotemos por Cλ1 a componente conexa de (λ1, 0)
em C ∪ {(λ1, 0)}. Por (i), temos que Cλ1 é limitado. Afirmamos que Cλ1 é um conjunto
compacto. Com efeito, seja (λn, un) uma seqüência em Cλ1 , passando a uma subseqüência
se necessário, podemos assumir que λn → λ0 e un ⇀ u0. Pela definição de C temos

Aλn(un) = J(un)− λnG(un)− F (λn, un) = 0, ∀n ∈ N.

Conseqüentemente,

(J(un), un − u0) = λn(G(un), un − u0)− (F (λn, un), un − u0) = 0 ∀n ∈ N.

Segue dos Lemas 4.2 e 4.3, que G(un) → G(u0) e F (λn, un) → F (λ0, u0) em W ∗. Logo,
limn→∞(G(un), un − u0) = limn→∞(F (λn, un), un − u0) = 0 e assim,

lim
n→∞

(J(un), un − u0) = 0.

Agora, usando o Lema 4.4 obtemos que, un → u0 em W . Sendo Cλ1 um conjunto fechado,
(λ0, u0) ∈ Cλ1 e portanto Cλ1 é compacto.

Por (ii), Cλ1 não contém pontos da forma (λ̃, 0) onde λ̃ é um autovalor de (4.2). Observe
que se λ0 não é um autovalor de (4.2), então (λ0, 0) é uma solução isolada de (4.22) (isolada
no sentido de que não existe uma seqüência de soluções não triviais que converge para
(λ0, 0)). De fato, suponha que existe uma seqüência (λn, un) em R × (W \ {0}) tal que
λn → λ0, ‖un‖W → 0 e Aλn(un) = 0. Fazendo vn = un/‖un‖W , a menos de subseqüência,
podemos assumir que vn ⇀ v0 para algum v0 ∈ W . Assim, obtemos∫

RN

|∇vn|p−2∇vn∇ϕdx− λn

∫
RN

g|vn|p−2vnϕdx−
∫

RN

f(λn, x, un)ϕ

‖un‖p−1
W

dx = 0, ∀ϕ ∈ W. (4.25)

Conseqüentemente,∫
RN

(
|∇vn|p−2∇vn − |∇vm|p−2∇vm

)
∇ϕdx−

∫
RN

g
(
λn|vn|p−2vn − λm|vm|p−2vm

)
ϕdx+

−
∫

RN

f(λn, x, un)ϕ

‖un‖p−1
W

dx+

∫
RN

f(λm, x, um)ϕ

‖um‖p−1
W

dx = 0, ∀ϕ ∈ W.
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Fazendo ϕ = vn − vm, usando (4.3), a compacidade do operador G, a Proposição 4.3 e o
fato de que (vn) é limitada e λn → λ0, obtemos∫

RN

|∇vn −∇vm|pdx ≤ Cp

∫
RN

(
|∇vn|p−2∇vn − |∇vm|p−2∇vm

)
∇(vn − vm)dx→ 0

quando m,n → ∞. Logo, (vn) é uma seqüência de Cauchy em W e conseqüentemente,
vn → v0. Fazendo n → ∞ em (4.25) e usando novamente (4.3) e a continuidade dos
operadores J e G obtemos∫

RN

|∇v0|p−2∇v0∇ϕ = λ0

∫
RN

g|v0|p−2v0ϕ, ∀ϕ ∈ W. (4.26)

Desde que ‖vn‖W = 1 para todo n ∈ N temos ‖v0‖W = 1. Isto contraria o fato de que
λ0 não é autovalor de (4.2). Portanto, para γ < ε0 suficientemente pequeno, existe uma
γ-vizinhança Uγ de Cλ1 que não contém soluções (λ, 0) de (4.22) para |λ− λ1| > γ.

Seja K = Uγ ∩C. Desde que C é localmente compacto em E (repetindo a prova de que
Cλ1 é compacto, vemos que todo subconjunto limitado de C é compacto), K é um espaço
métrico compacto com a topologia induzida por E e por construção

Cλ1 ∩ ∂Uγ = ∅.

Sendo Cλ1 a componente conexa de (λ1, 0), não pode existir um subconjunto conexo e
fechado ligando os fechados disjuntos A = Cλ1 e B = ∂Uγ ∩C. Dessa forma, pelo Lema 34
existem K1, K2 ⊂ K compactos disjuntos tais que A ⊂ K1, B ⊂ K2 e K = K1 ∪K2. Se
K2 = ∅ teŕıamos B = ∂Uγ ∩C = ∅ e assim, podemos tomar O = Uγ. Se K2 6= ∅, podemos
tomar O como sendo uma β-vizinhança de K1 em E, onde β é menor que a distância
entre K1 e K2. Por construção temos ∂O ∩ C = ∅ e isto completa a prova do lema. �

Agora podemos estabelecer o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 4.1 Assuma f satisfazendo (f1)− (f3) e g satisfazendo a condição (G+). Então
(λ1, 0) é um ponto de bifurcação de (4.1), onde λ1 > 0 é o autovalor principal do problema
de autovalor (4.2).

Prova: Considere o operador

Ãλ(u) = J(u)− λG(u) = (1/p)A′(u)− (λ/p)B′(u).

A demonstração deste teorema consiste de três passos, como segue

• No passo 1, provaremos que

Ind(Ãλ, 0) = 1, λ ∈ (0, λ1),

Ind(Ãλ, 0) = −1, λ ∈ (λ1, λ1 + δ).

• No passo 2 mostraremos que as aplicações Ãλ e Aλ são homotópicas sobre Br para
r > 0 suficientemente pequeno e λ ∈ (0, λ1 + δ)\{λ1}.
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• O passo 3 é uma variação da prova do Teorema de Bifurcação Global de Rabinowitz
(veja [25], Teorema 1.3). Supondo que (λ1, 0) não é um ponto de bifurcação de (4.1),
teremos uma contradição com os resultados obtidos nos passos anteriores.

Passo 1. Desde que g satisfaz (G+), temos
∫

RN g|u|pdx ≥ 0 para qualquer u ∈ W . Se∫
RN g|u|pdx = 0, então

(Ãλ(u), u) =

∫
RN

|∇u|pdx > 0, ∀u ∈ W\{0}.

Se
∫

RN g|u|pdx > 0, pela caracterização variacional de λ1 temos

λ1 ≤
∫

RN |∇u|pdx∫
RN g|u|pdx

.

Assim, para λ ∈ (0, λ1) e u ∈ W\{0} temos

(Ãλ(u), u) =

∫
RN

|∇u|pdx− λ

∫
RN

g|u|pdx ≥
(

1− λ

λ1

)∫
RN

|∇u|pdx > 0. (4.27)

Portanto o grau
Deg(Ãλ, Br(0), 0) (4.28)

está bem definido para qualquer λ ∈ (0, λ1) e r > 0 e ainda, pelo Teorema 29 obtemos

Deg(Ãλ, Br(0), 0) = 1, ∀r > 0, λ ∈ (0, λ1).

Conseqüentemente,
Ind(Ãλ, 0) = 1, λ ∈ (0, λ1). (4.29)

Desde que λ1 é um autovalor isolado, existe δ > 0 tal que o intervalo (λ1, λ1 + δ) não
contém nenhum autovalor do problema (4.2). Então

(Ãλ(u), u) 6= 0, ∀u ∈ W\{0}, λ ∈ (λ1, λ1 + δ), (4.30)

e o grau (4.28) está bem definido também para λ ∈ (λ1, λ1 + δ). Afirmamos que

Ind(Ãλ, 0) = −1 para λ ∈ (λ1, λ1 + δ).

De fato, fixemos R > 0 e consideremos uma função de classe C1, ψ : R→ R tal que

ψ(t) =

{
0, para t ≤ R,
2δ
λ1

(t− 2R), para t ≥ 3R,

ψ positiva e estritamente convexa em (R, 3R). Definamos o funcional Ψλ : W → R por

Ψλ(u) =
1

p
(J(u), u)− λ

p
(G(u), u) + ψ(

1

p
(J(u), u)),

ou seja,

Ψλ(u) =
1

p
A(u)− λ

p
B(u) + ψ(

1

p
A(u)).
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Observe que Ψλ é continuamente Fréchet diferenciável, já que A,B e ψ o são. Além disso,

(Ψ′
λ(u), ϕ) =

1

p
(A′(u), ϕ)− λ

p
(B′(u), ϕ) +

1

p
ψ′(

1

p
A(u))(A′(u), ϕ).

Assim, u0 ∈ W é um ponto cŕıtico de Ψλ se, e somente se,

(A′(u0), ϕ) =
λ

1 + ψ′ ((1/p)A(u0))
(B′(u0), ϕ), ∀ϕ ∈ W.

Neste caso, u0 = 0 ou u0 é uma autofunção do problema (4.2) associada ao autovalor
λ/(1 + ψ′ ((1/p)A(u0))). Sendo ψ uma função não decrescente, temos ψ′(t) ≥ 0 para todo
t ∈ R. Logo,

0 <
λ

1 + ψ′ ((1/p)A(u0))
≤ λ < λ1 + δ.

Como λ1 é o único autovalor de (4.2) neste intervalo, se u0 6= 0 devemos ter

λ

(1 + ψ′ ((1/p)A(u0)))
= λ1.

Pela simplicidade de λ1, temos u0 = tu1 para algun t ∈ R, onde u1 > 0 é a autofunção
principal. Como λ ∈ (λ1, λ1 +δ), temos λ/λ1−1 6= 0 e também λ/λ1−1 6= 2δ/λ1. Assim,
desde que

λ

λ1

− 1 = ψ′(
1

p
A(u0)), (4.31)

obtemos (1/p)A(u0) ∈ (R, 3R). Conclúımos dáı que u0 é um ponto cŕıtico de Ψλ se, e
somente se, é um múltiplo de u1, (1/p)A(u0) ∈ (R, 3R) e (4.31) é válido.

Sendo ψ estritamente convexa em (R, 3R), temos ψ′ injetiva neste intervalo. Então
existe um único t ∈ (R, 3R) tal que ψ′(t) = λ/λ1 − 1. Assim, tomando t0 tal que
t = (1/p)|t0|pA(u1), temos que u0 = ±t0u1 é um ponto cŕıtico de Ψλ. Portanto, para
λ ∈ (λ1, λ1 + δ), Ψλ possui exatamente três pontos cŕıticos , −t0u1, 0 e t0u1, os quais são
isolados.

Afirmamos que o funcional Ψλ é fracamente semicont́ınuo inferiormente. De fato,
assuma que un ⇀ u0 em W . Pela Proposição 4.4, o funcional A é fracamente semicont́ınuo
inferiormente e pelo Lema 3.2, B(un) → B(u0). Desde que ψ é não decrescente, temos
ψ(lim inf tn) ≤ lim inf ψ(tn), (tn) em R. Assim,

lim inf
n→∞

(Ψλ(un)) = lim inf
n→∞

(
1

p
A(un)− λ

p
B(un) + ψ(

1

p
A(un))

)
≥ 1

p
A(u0)−

λ

p
B(u0) + ψ(

1

p
A(u0))

= Ψλ(u0).

Agora observe que Ψλ é coercivo, isto é,

lim
‖u‖W→∞

Ψλ(u) = ∞.

Com efeito, já vimos que as normas em ‖ · ‖W e ‖ · ‖D1,p são equivalentes. Assim, se
‖u‖W →∞ então A(u) = ‖u‖p

D1,p →∞. Pela caracterização variacional de λ1, obtemos

A(u)− λ1B(u) ≥ 0, ∀u ∈ W,
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ou seja,

B(u) ≤ A(u)

λ1

, ∀u ∈ W.

Então podemos estimar Ψλ. Lembrando que λ ∈ (λ1, λ1 + δ), temos

Ψλ(u) =
1

p
A(u)− λ1

p
B(u) +

λ1 − λ

p
B(u) + ψ(

1

p
A(u))

≥ λ1 − λ

p
B(u) + ψ(

1

p
A(u))

≥ λ1 − λ

pλ1

A(u) + ψ(
1

p
A(u))

≥ − δ

pλ1

A(u) + ψ(
1

p
A(u)).

Se (1/p)A(u) > 3R, então pela definição de ψ obtemos

Ψλ(u) ≥ − δ

pλ1

A(u) +
2δ

λ1

(
1

p
A(u)− 2R

)
=

δ

λ1

A(u)− 4δR

λ1

.

Portanto, lim‖u‖W→∞ Ψλ(u) = ∞ e Ψλ é coercivo. Pelo Teorema 5, Ψλ atinge o ı́nfimo em
W . Pela definição de ψ, escolhendo t ∈ R suficientemente pequeno tal que(

(|t|p−1/p)A(u1)
)
≤ R,

obtemos

Ψλ(tu1) =
|t|p−1

p
(A(u1)− λB(u1)) <

|t|p−1

p
(A(u1)− λ1B(u1)) = 0.

Sendo Ψλ(0) = 0, o mı́nimo não é atingido no ponto zero. Já que Ψλ é par, o mı́nimo é
atingido exatamente em −t0u1 e t0u1. Pelo Teorema 31, obtemos

Ind(Ψ′
λ,−t0u1) = Ind(Ψ′

λ, t0u1) = 1, λ ∈ (λ1, λ1 + δ). (4.32)

Usando ainda a caracterização variacional de λ1 e as definições de ψ, A′ e B′, para
λ ∈ (λ1, λ1 + δ) obtemos

(Ψ′
λ(u), u) = A(u)− λB(u) + ψ′(

1

p
A(u))A(u)

= A(u)− λ1B(u) + (λ1 − λ)B(u) + ψ′(
1

p
A(u))A(u)

≥ (λ1 − λ)B(u) + ψ′(
1

p
A(u))A(u)

≥ (λ1 − λ)

λ1

A(u) + ψ′(
1

p
A(u))A(u)

≥ − δ

λ1

A(u) + ψ′(
1

p
A(u))A(u).

Se (1/p)A(u) > 3R, então

(Ψ′
λ(u), u) ≥ − δ

λ1

A(u) +
2δ

λ1

A(u) =
δ

λ1

A(u) →∞ quando ‖u‖W →∞.
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Portanto, (Ψ′
λ(u), u) > 0 para u ∈ W com ‖u‖W = k, k > 0 suficientemente grande.

Assim, o Teorema 29 implica que

Deg(Ψ′
λ, Bk(0), 0) = 1. (4.33)

Escolhendo k suficientemente grande, de forma que ±t0u1 ∈ Bk, temos, pelo Teorema 30

Deg(Ψ′
λ, Bk, 0) = Ind(Ψ′

λ,−t0u1) + Ind(Ψ′
λ, 0) + Ind(Ψ′

λ, t0u1).

Assim, por (4.32) e (4.33) obtemos

Ind(Ψ′
λ, 0) = −1, λ ∈ (λ1, λ1 + δ). (4.34)

Além disso, pela definição de ψ, para u ∈ Br ⊂ W com r > 0 suficientemente pequeno,
temos ψ((1/p)A(u)) = 0. Dáı ψ′((1/p)A(u)) = 0 para todo u ∈ Br. conseqüentemente,

(Ψ′
λ(u), ϕ) =

1

p
(A′(u), ϕ)− λ

p
(B′(u), ϕ) = (Ãλ(u), ϕ) , ∀ϕ ∈ W, u ∈ Br.

Logo,
Ind(Ψ′

λ, 0) = Ind(Ãλ, 0). (4.35)

Então, de (4.34) e (4.35) obtemos

Ind(Ãλ, 0) = −1, λ ∈ (λ1, λ1 + δ), (4.36)

como afirmamos. Assim, (4.29) e (4.36) concluem o passo 1.

Passo 2. Mostraremos que as aplicações Ãλ e Aλ são homotópicas sobre Br(0) (veja

Definição 15), para r pequeno e λ ∈ (0, λ1 + δ)\{λ1}. Observe que os operadores Ãλ e Aλ

são de classe A0(Br, ∂Br), já que são cont́ınuos, limitados e satisfazem a condição α(W ).

Afirmamos que, Aλu 6= 0 e Ãλu 6= 0 para todo u ∈ ∂Br(0) e r suficientemente pequeno.
Por (4.27) e (4.30) temos

(Ãλu, u) 6= 0 ∀u ∈ W\{0} e λ ∈ (0, λ1 + δ)\{λ1}.

Agora suponha que existe uma seqüência (un) em W tal que ‖un‖W → 0 e Aλ(un) = 0.
Fazendo vn = un/‖un‖w, obtemos∫

RN

|∇vn|p−2∇vn∇ϕ− λ

∫
RN

g|vn|p−2vnϕ−
∫

RN

f(λ, x, un)ϕ

‖un‖p−1
W

= 0, ∀ϕ ∈ W. (4.37)

Seguindo o mesmo argumento usado na prova do Lema 4.6, obtemos facilmente uma
contradição. Portanto, existe r(λ) > 0 tal que Aλ(u) 6= 0 para todo u ∈ ∂Br, r ≤ r(λ).

Agora defina Hλ : [0, 1]×Br(0) → W ∗ por

H(t, u) = tAλ(u) + (1− t)Ãλ(u) = J(u)− λG(u)− tF (λ, u), (4.38)

onde r ≤ r(λ). A famı́lia H(t, ·) satisfaz a condição α
(t)
0 (∂Br). De fato, sejam (tn) em

[0, 1] e (un) em (∂Br) seqüências tais que

un ⇀ u0 e lim
n→∞

(Hλ(tn, un), un − u0) = 0.
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Desde que G(un) → G(u0), F (λ, un) → F (λ, u0) e (tn) é limitada, obtemos

0 = lim
n→∞

(Hλ(tn, un), un − u0)

= lim
n→∞

[(J(un), un − u0)− (G(un), un − u0)− tn(F (λ, un), un − u0)]

= lim
n→∞

(J(un), un − u0).

Pelo Lema 4.4, conclúımos que un → u0 em W .
Afirmamos agora que Hλ(t, ·) satisfaz as condições (a’), (b’) da Definição 15. Com

efeito, Hλ(t, u) 6= 0 para todo u ∈ ∂Br(0) com r ≤ r(λ) e t ∈ [0, 1], Hλ(0, ·) = Ãλ

e Hλ(1, ·) = Aλ, de modo que (a’) é satisfeito. Para mostrarmos que (b’) também é
satisfeito, é suficiente observar que para quaisquer seqüências (tn) em [0, 1], (un) em ∂Br,
tal que tn → t0 e un → u0 em W , a seqüência Hλ(tn, un) converge para Hλ(t0, u0), graças
à continuidade dos operadores J, G e F .

Assim, as aplicações Ãλ e Aλ são homotópicas e pelo Teorema 27, obtemos

Deg(Aλ, Br, 0) = Deg(Ãλ, Br, 0), ∀r ≤ r(λ). (4.39)

Portanto, por (4.29), (4.36) e (4.39) obtemos

Ind(Aλ, 0) = 1, λ ∈ (0, λ1)
Ind(Aλ, 0) = −1, λ ∈ (λ1, λ1 + δ).

(4.40)

Passo 3. Afirmamos que λ1 é um ponto de bifurcação. De fato, suponha por absurdo
que esta afirmação seja falsa. Neste caso, tomemos O e γ dados pelo Lema 4.6. Defina o
conjunto

Oλ := {u ∈ W : (λ, u) ∈ O}.

Para 0 < |λ−λ1| ≤ γ, (λ, 0) é uma solução isolada de (4.22) já que λ não é um autovalor
de (4.2). Desta forma, existe um ρ(λ) > 0 tal que (λ, 0) é a única solução de (4.22) em
{λ} × Bρ(λ)(0), onde Bρ(λ)(0) ⊂ W . Assim, temos Aλ(u) 6= 0 para todo u ∈ ∂(Bρ(λ)(0)).
Além disso, Aλ(u) 6= 0 para todo u ∈ ∂Oλ, já que se u ∈ ∂Oλ então (λ, u) ∈ ∂O e pelo
Lema 4.6 temos ∂O ∩ C = ∅. Logo, Aλ(u) 6= 0 para todo u ∈ ∂(Oλ − Bρ(λ)(0)). Seja
ρ(λ) = ρ(λ1 + γ) para λ > λ1 + γ e ρ(λ) = ρ(λ1 − γ) para λ < λ1 − γ. Escolhendo
ρ(λ1 + γ) e ρ(λ1 − γ) suficientemente pequenos, podemos assumir que Bρ(λ)(0) ∩ Oλ = ∅
se |λ−λ1| > γ. Neste caso temos Oλ−Bρ(λ)(0) = Oλ. Sendo ∂O∩C = ∅, temos Aλ(u) 6= 0
para todo u ∈ ∂(Oλ −Bρ(λ)(0)) = ∂Oλ. Assim, obtemos

Aλ(u) 6= 0 para todo u ∈ ∂(Oλ −Bρ(λ)(0)), λ 6= λ1,

conseqüentemente, o grau Deg(Aλ,Oλ −Bρ(λ)(0)), 0) está bem definido. Afirmamos que

Deg(Aλ,Oλ −Bρ(λ)(0)), 0) = 0, λ 6= λ1. (4.41)

Seja λ > λ1. Desde que O é limitado, podemos escolher λ∗ suficientemente grande tal que
(µ, u) ∈ O implica que µ < λ∗. Seja

ρ = inf{ρ(θ);λ ≤ θ ≤ λ∗}.
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Claramente ρ > 0. Então U = O −
(
[λ, λ∗]×Bρ(0)

)
é um conjunto aberto limitado em

[λ, λ∗]×W e Aθ(u) 6= 0 para todo (θ, u) ∈ ∂U (em [λ, λ∗]×W ). Logo,

Deg(A(·, ·),U , 0)

ou seja,
Deg(Aθ,Oθ −Bρ, 0)

está bem definido para λ ≤ θ ≤ λ∗. Tomando H(t, u) = Atλ+(1−t)λ∗(u), vemos que H é
uma homotopia admisśıvel entre Aλ e Aλ∗ logo,

Deg(Aθ,Oθ −Bρ, 0) = constante, λ ≤ θ ≤ λ∗. (4.42)

Desde que, pela escolha de λ∗, Oλ∗ −Bρ = ∅, obtemos

Deg(A∗λ,O∗
λ −Bρ, 0) = 0. (4.43)

Assim, as equações (4.42) e (4.43) implicam

Deg(Aλ,Oλ −Bρ, 0) = 0. (4.44)

Desde que Aλ não tem zeros em {λ} × (Bρ(λ) − Bρ), a equação (4.44) e a aditividade do
grau implicam em (4.41) para λ > λ1. Para λ < λ1, argumentos similares são usados e
assim, (4.41) é válido.

Usando ainda a invariância homotópica do grau, obtemos

Deg(Aλ,Oλ, 0) = constante, |λ− λ1| < ε. (4.45)

Considere λ1 − ε < λ < λ1 < λ < λ1 + ε. Pela aditividade do grau e o fato de que (λ, 0)
é uma solução isolada de Aλ(u) = 0 se λ não é autovalor de (3.1), obtemos

Deg(Aλ,Oλ, 0) = Deg(Aλ, Bρ(λ), 0) + Deg(Aλ,Oλ −Bρ(λ), 0),

= Ind(Aλ, 0) + Deg(Aλ,Oλ −Bρ(λ), 0)

Deg(Aλ ,Oλ, 0) = Deg(Aλ , Bρ(λ), 0) + Deg(Aλ ,Oλ −Bρ(λ), 0)

= Ind(Aλ, 0) + Deg(Aλ ,Oλ −Bρ(λ), 0).

(4.46)

Combinando as equações (4.41) e (4.46) obtemos

Deg(Aλ,Oλ, 0) = Ind(Aλ, 0),

Deg(Aλ ,Oλ, 0) = Ind(Aλ, 0).

Assim, por (4.45)
Ind(Aλ, 0) = Ind(Aλ, 0). (4.47)

Entretanto, por (4.40) temos

Ind(Aλ, 0) = 1 = −Ind(Aλ, 0). (4.48)

Assim, temos uma contradição e portanto (λ1, 0) é um ponto de bifurcação para a equação
(4.22), ou seja, para o problema (4.1), como queŕıamos demonstrar. �
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Teorema 4.2 Assuma f satisfazendo (f1)− (f3) e g satisfazendo a condição (G−). Então
a conclusão do Teorema 4.1 permanece válida para o autovalor principal λ+

1 . Além disso,
o autovalor principal λ−1 < 0 do problema de autovalor (3.1) é um ponto de bifurcação de
(4.1).

Prova: A demonstração segue os mesmos passos do Teorema 4.1. �
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Apêndice: resultados
complementares

Neste apêndice demonstraremos alguns resultados usados no decorrer deste trabalho.
Para provarmos o primeiro resultado precisaremos de alguns lemas.

Lema 4.7 Sejam p ∈ [1,+∞) e a, b ∈ [0,+∞). Então,

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp). (4.49)

Prova: Se a = 0, (4.49) é óbvio. Caso contrário, (4.49) pode ser escrito na forma
(1 + x)p ≤ 2p−1(1 + xp) onde 0 ≤ x = b/a. Agora, considerando a função f : R+ → R+

definida por f(x) = (1 + x)p/(1 + xp), temos que

f(0) = 1 = lim
x→+∞

f(x), e f(x) > 1, se 0 < x <∞.

Portanto, f atinge um máximo em seu único ponto cŕıtico, x = 1. Como f(1) = 2p−1,
obtemos (1 + x)p ≤ 2p−1(1 + xp), o que prova o lema. �

Lema 4.8 i) Se p ∈ [2,+∞), existe β > 0 tal que

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ β|z − y|(|z|+ |y|)p−2, ∀ y, z ∈ RN .

ii) Se p ∈ (1, 2], existe β̄ > 0 tal que

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ β̄|z − y|p−1, ∀ y, z ∈ RN .

Prova: i) Consideremos f : [0, 1] → RN definida por

f(t) = |y + t(z − y)|p−2(y + t(z − y)).

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

||z|p−2z − |y|p−2y| = |f(1)− f(0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f ′(t)|dt.

Agora, observe que,

|f ′(t)| ≤ (p− 2)|y + t(z − y)|p−2|z − y|+ |y + t(z − y)|p−2|z − y|.

Para todo t ∈ [0, 1] temos

|y + t(z − y)| ≤ |y|+ t|z − y| ≤ |y|+ |z − y| ≤ |y|+ |z|+ |y| ≤ 2(|z|+ |y|).
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Conseqüentemente,

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ (p− 1)|z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−2 dt

≤ (p− 1)|z − y|
∫ 1

0

[2(|z|+ |y|)]p−2 dt

= 2p−2(p− 1)|z − y|(|z|+ |y|)p−2,

ou seja,
||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ β|z − y|(|z|+ |y|)p−2,

com β = 2p−2(p− 1).

ii) O caso p = 2 é imediato. Para p ∈ (1, 2) notemos inicialmente, que∣∣|z|p−2z − |y|p−2y
∣∣2 =

(
|z|p−1

)
+
(
|y|p−1

)
− 2|z|p−2|y|p−2〈z, y〉

= ||z|p−1 − |y|p−1|2 + 2|z|p−2|y|p−2|z||y| − 2|z|p−2|y|p−2〈z, y〉
= ||z|p−1 − |y|p−1|2 + 2|z|p−2|y|p−2(|z||y| − 〈z, y〉),

para todo z, y ∈ RN\{0}. Seja r ∈ (0,∞). Tomemos Cr = 1 se r ∈ (0, 1] e Cr = 21−r se
r > 1. Afirmamos que

ar + br ≥ Cr(a+ b)r, ∀ a, b ∈ [0,∞). (4.50)

Com efeito, para r > 1, pelo Lema 4.7 temos (a+ b)r ≤ 2r−1(ar + br) = Cr(a
r + br). Para

r ∈ (0, 1], a função f : [0,∞) → R dada por f(x) = (x + b)t − xt − bt com t ∈ (0, 1) e
b ∈ [0,∞) satisfaz f(0) = 0 e f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ [0,∞), pois, supondo f ′(x) > 0 obtemos a
contradição b < 0. Logo, ar + br ≥ (a+ b)r , o que prova a afirmação. Com esta afirmação
provaremos que para r < 1 vale a seguinte desigualdade∣∣|ā|r − |b̄|r∣∣ ≤ |ā− b̄|r ∀ ā, b̄ ∈ RN . (4.51)

De fato, por (4.50) temos |ā − b̄|r + |b̄|r ≥
(
|ā− b̄|+ |b̄|

)r ≥ |ā|r o que implica que

|ā − b̄|r ≥ |ā|r − |b̄|r. Analogamente, |ā − b̄|r + |ā|r ≥
(
|ā− b̄|+ |ā|

)r ≥ |b̄|r implica
|ā− b̄|r ≥ |b̄|r − |ā|r. Assim,

∣∣|ā|r − |b̄|r∣∣ ≤ |ā− b̄|r e (4.51) é válido. Agora vamos provar
que ii) é válida. Se y = 0 ou z = 0, é trivial. Podemos, então, supor y, z 6= 0. Utilizando
(4.51) com r = p− 1, ā = z, b̄ = y, obtemos∣∣|z|p−2z − |y|p−2y

∣∣2 =
∣∣|z|p−1 − |y|p−1

∣∣2 + 2|z|p−1|y|p−1

(
1− 〈z, y〉

|z||y|

)
≤ |z − y|2(p−1) + 2|z|p−1|y|p−1

(
1− 〈z, y〉

|z||y|

)
= |z − y|2(p−1)+2|z|p−1|y|p−1

(
1− 〈z, y〉

|z||y|

)p−1(
1− 〈z, y〉

|z||y|

)2−p

≤ |z − y|2(p−1) + 2 (|z||y| − zy)p−1 22−p

≤ |z − y|2(p−1) + 2
1

2p−1
|z − y|2(p−1)22−p

=
(
1 + 22(2−p)

) (
|z − y|p−1

)2
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que implica em ii) com β̄ =
(
1 + 22(2−p)

)1/2
. Deve ser notado que na penúltima desigual-

dade utilizamos−1 ≤ 〈z, y〉/(|z||y|) ≤ 1, e na última, usamos o fato de que (|z| − |y|)2 ≥ 0,
ou seja, |z − y|2/2 ≥ |z||y| − 〈z, y〉. �

Proposição 4.3 i) Se p ∈ (1, 2], então vale:

(|z|+ |y|)2−p 〈|z|p−2z − |y|p−2y, z − y〉 ≥ |z − y|2, ∀ y, z ∈ RN .

ii) Se p ∈ [2,+∞) então vale:

〈|z|p−2z − |y|p−2y, z − y〉 ≥ Cp|z − y|p, ∀ y, z ∈ RN ,

onde Cp = min{2−1−p, 52−p}.

Prova: O caso p = 2 é imediato. Igualmente simples, quando z = 0 ou y = 0. Podemos
então supor p 6= 2 e z, y 6= 0. Denotemos

rp(y, z) = 〈|z|p−2z − |y|p−2y, z − y〉

e, por simetria, podemos tomar |z| ≥ |y| > 0. Escrevamos y = βz+ γw, onde w 6= 0 é um
vetor ortogonal a z e β, γ ∈ R. Dáı,

〈y, z〉 = β〈z, z〉+ γ〈w, z〉 = β|z|2,

donde

|β| ≤ |y|
|z|

≤ 1. (4.52)

Por outro lado, temos

rp(y, z) = |z|p − |z|p−2〈y, z〉 − |y|p−2〈y, z〉+ |y|p

= |z|p + |y|p − β
(
|z|p−2 + |y|p−2

)
|z|2. (4.53)

i) Dessa última igualdade, temos

rp(y, z) = |z|p − |y|p−2|z|2 − β|z|p + β|y|p−2|z|2 + |y|p−2|z|2 − 2β|y|p−2|z|2 + |y|p

= |z|p − |y|p−2|z|2 − β|z|p + β|y|p−2|z|2 + |y|p−2|z|2 − 2|y|p−2〈y, z〉+ |y|p

= |z|p − |y|p−2|z|2 − β|z|p + β|y|p−2|z|2 + |y|p−2〈z − y, z − y〉
= (1− β)

(
|z|p−2 − |y|p−2

)
|z|2 + |y|p−2|z − y|2. (4.54)

Agora, usando (4.52), temos

rp(y, z) ≥ |y|p−2|z − y|2 ≥ |z − y|2

(|z|+ |y|)2−p
.

Dáı resulta a desigualdade desejada.

ii) Dado β ≤ 0, a igualdade (4.53) e a desigualdade (4.50) implicam

rp(y, z) ≥ |z|p + |y|p ≥ 21−p(|z|+ |y|)p ≥ 21−p|z − y|p ≥ K(p)|z − y|p.
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Para β ∈ (0, 1/4), usando (4.53) e |y| ≤ |z|, temos

rp(y, z) ≥ |z|p + |y|p − β
(
|z|p−2 + |z|p−2

)
|z|2 = |z|p + |y|p − 2β|z|p

≥ (1− 2β)|z|p ≥ 1

2
|z|p =

1

4
(|z|p + |z|p) ≥ 1

4
(|z|p + |y|p)

≥ 1

4
21−p(|z|p + |y|p) ≥ 2−1−p|z − y|p ≥ K(p)|z − y|p.

Finalmente, para β ∈ [1/4, 1] em (4.54), temos evidentemente

rp(y, z) ≥ |y|p−2|z − y|2.

Desde que
|z − y|
|y|

≤ |z|+ |y|
|y|

=
|z|
|y|

+ 1
(4.52)

≤ 1

β
+ 1 ≤ 5,

conclúımos que

rp(y, z) ≥ |y|p−2|z − y|2 = |y|p−2|z − y|2−p|z − y|p =

(
|z − y|
|y|

)2−p

|z − y|p

≥ 52−p|z − y|p ≥ K(p)|z − y|p,

como queŕıamos demonstrar. �

Proposição 4.4 Os funcionais A,B : D1,p −→ R, definidos por

A(u) = ‖u‖p
D1,p ,

B(u) =

∫
RN

g(x)|u|pdx

são de classe C1 e A é fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Prova: Vejamos primeiramente que A é de classe C1 .
i) Existência da derivada de Gateaux de A.
Sejam u e ϕ ∈ D1,p(RN). Defina f : (0, 1) −→ R por f(t) = |∇u + t∇ϕ|p. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe t0 ∈ (0, t) tal que f(t)− f(0) = f ′(t0)t. Podemos escrever t0 = εt,
onde ε ∈ (0, 1). Temos,

f ′(t) =
d

dt

(
N∑

i=1

(uxi
+ tϕxi

)2

) p
2

= p|∇u+ t∇ϕ|p−2(∇u+ t∇ϕ,∇ϕ),

assim
||∇u+ t∇ϕ|p − |∇u|p|

|t|
= p |∇u+ εt∇ϕ|p−2|(∇u+ εt∇ϕ,∇ϕ)|

≤ p (|∇u|+ |∇ϕ|)p−2(|∇u|+ |∇ϕ|)|∇ϕ|

= p (|∇u|+ |∇ϕ|)p−1|∇ϕ|.
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Usando a desigualdade de Hölder obtemos, para 1/p+ 1/p′ = 1, p′ = p/(p− 1),

p

∫
RN

(|∇u|+ |∇ϕ|)p−1|∇ϕ|dx ≤ p

(∫
RN

(|∇u|+ |∇ϕ|)pdx

)1/p′ (∫
RN

|∇ϕ|pdx
)1/p

< ∞.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
t→0

A(u+ tϕ)− A(u)

t
= lim

t→0

∫
RN

|∇u+ t∇ϕ|p − |∇u|p

t
dx

= lim
t→0

∫
RN

p|∇u+ εt∇ϕ|p−2(∇u+ εt∇ϕ,∇ϕ)dx

= p

∫
RN

|∇u|p−2(∇u,∇ϕ)dx.

Escrevendo A′u(ϕ) = lim
t→0

A(u+ tϕ)− A(u)

t
, temos A′u : D1,p −→ R linear e limitado já

que
|A′u(ϕ)| ≤ p ‖u‖p/q

D1,p‖ϕ‖D1,p = Cu‖ϕ‖D1,p ∀ ϕ ∈ D1,p,

onde Cu é uma constante que depende de u. Assim, A é Gateaux-Diferenciável.

Agora consideremos o espaço produto X =
∏N

i=1 L
p′(RN) munido da norma

[f ]X =

(
N∑

i=1

‖fi‖p′

Lp′

)1/p′

para f = (f1, . . . , fN) ∈ X .

Definamos h = (h1, . . . , h
N) : D1,p → X por h(u) = |∇u|p−2∇u, para u ∈ D1,p.

Esta função está bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de D1,p em
conjuntos limitados de X . De fato, para i = 1, . . . , N, temos

‖hi(u)‖p′

Lp′ =

∫
RN

∣∣∣∣|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∣∣∣∣p′ ≤ ∫
RN

|∇u|(p−1)p′ =

∫
RN

|∇u|p = ‖u‖p
D1,p .

Provemos que h é cont́ınua. Pela equivalência das normas em RN , podemos encontrar
uma constante C1 > 0 tal que

[h]p
′

0,p′ ≤ C1

∫
R
|h|p′ , ∀h ∈ X .

Seja p ∈ (2,∞) e u, v ∈ D1,p. Pelo Lema 4.8(i), temos

[h(u)− h(v)]p
′

X ≤ C1

∫
RN

|h(u)− h(v)|p′ = C1

∫
RN

∣∣|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v
∣∣p′

≤ C1β
p′
∫

RN

|∇u−∇v|p′ (|∇u|+ |∇v|)p′(p−2) .
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Como |∇u−∇v|p′ ∈ Lp/p′(RN) e (|∇u|+ |∇v|)p′(p−2) ∈ Lp/p′(p−2)(RN), pela desigualdade
de Hölder, temos

[h(u)− h(v)]p
′

X ≤ C2

(∫
RN

|∇u−∇v|p
) p′

p
(∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)p

) p′(p−2)
p

≤ C2‖∇u−∇v‖p′

Lp (‖∇u‖Lp + ‖∇v‖Lp)p′(p−2)

= C2‖u− v‖p′

D1,p (‖u‖D1,p + ‖v‖D1,p)p′(p−2) ,

implicando

[h(u)− h(v)]X ≤ C‖u− v‖D1,p (‖u‖D1,p + ‖v‖D1,p)(p−2) , (4.55)

com C > 0 constante independente de u e v.
Se p ∈ (1, 2] e u, v ∈ D1,p, então pelo Lema 4.8(ii) segue-se

[h(u)− h(v)]p
′

X ≤ C1

∫
RN

|h(u)− h(v)|p′ = C1

∫
RN

∣∣|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v
∣∣p′

≤ C1β̄
p′
∫

RN

|∇u−∇v|p′(p−1) = C ′
2

∫
RN

|∇u−∇v|p

= C ′
2‖u− v‖p

D1,p .

Donde
[h(u)− h(v)]X ≤ C ′‖u− v‖p−1

1,p , (4.56)

com C ′ > 0 constante independente de u e v. De (4.55) e (4.56) segue a continuidade de h.

ii) Provemos agora que A é Fréchet diferenciável em u ∈ D1,p, com

(A′(u), v) = p

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx. (4.57)

Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

A(u+ v)− A(u)− p

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇v =

=

∫
RN

(
|∇u+∇v|p − |∇u|p − p|∇u|p−2∇u∇v

)
dx

=

∫
RN

(∫ 1

0

d

dt
|∇u+ t∇v|pdt−

∫ 1

0

p|∇u|p−2∇u∇vdt
)
dx

=

∫
RN

∫ 1

0

(
d

dt
|∇u+ t∇v|pdt− p|∇u|p−2∇u∇v

)
dt dx

=

∫ 1

0

∫
RN

(
p|∇u+ t∇v|p−2(∇u+ t∇v)∇v − p|∇u|p−2∇u∇v

)
dx dt

= p

∫ 1

0

∫
RN

(h(u+ tv)− h(u))∇v dx dt.
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Agora, pela desigualdade de Hölder e pela equivalência das normas em RN , temos∣∣∣∣A(u+ v)− A(u)− p

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇v
∣∣∣∣ ≤ p

∫ 1

0

∫
RN

|h(u+ tv)− h(u)| |∇v|dxdt

≤ p

∫ 1

0

(∫
RN

|h(u+ tv)− h(u)|p′dx
) 1

p′

‖∇v‖Lpdt

= p‖v‖D1,p

(∫ 1

0

‖h(u+ tv)− h(u)‖Lp′dt

)
≤ cp‖v‖D1,p

(∫ 1

0

[h(u+ tv)− h(u)]Xdt

)
,

com c > 0 constante independente de u e v. Logo,∣∣A(u+ v)− A(u)− p
∫

RN |∇u|p−2∇u∇v
∣∣

‖v‖D1,p

≤ cp

∫ 1

0

[h(u+ tv)− h(u)]Xdt.

Agora, fazendo v → 0 em D1,p na última desigualdade, e aplicando o Teorema da Con-
vergência de Lebesgue (pois h é cont́ınua e limitada) conclúımos que A e Fréchet diferen-
ciável e que (4.57) é válido.

iii) Afirmamos agora que A′ : D1,p → D−1,p∗ é cont́ınuo. De fato, pela continuidade
de h, é suficiente mostrarmos que

‖A′(u)− A′(v)‖D−1,p∗ ≤ C[h(u)− h(v)]X , ∀u, v ∈ D1,p (4.58)

com C > 0 é uma constante independente de u, v ∈ D1,p.
Pela desigualdade de Hölder e pela equivalência das normas em RN , temos

|(A′(u)− A′(v), w)| = p

∣∣∣∣∫
RN

|∇u|p−2∇u∇w −
∫

RN

|∇v|p−2∇v∇w
∣∣∣∣

≤ p

∫
RN

∣∣(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v
)∣∣ |∇w|

= p

∫
RN

|h(u)− h(v)| |∇w|

≤ p

(∫
RN

|h(u)− h(v)|p
′
) 1

p′
(∫

RN

|∇w|p
) 1

p

≤ pC

(
N∑

i=1

‖hi(u)− hi(v)‖p′

Lp′

) 1
p′

‖∇w‖Lp

= pC [h(u)− h(v)]X ‖w‖D1,p , ∀u, v, w ∈ D1,p,

provando assim (4.58), ou seja, A é cont́ınuo. Portanto A é de classe C1.

iv)O funcional A é fracamente semicont́ınuo inferiormente.
Sendo A cont́ınuo, pelo Teorema 6, é suficiente provar que A é um funcional convexo.
Para isto, definamos ϕ : R→ R por ϕ(t) = ptp−1 e F : [0,∞) → R por

F (t) =

∫ t

0

ϕ(τ)dτ.
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É claro que A(u) = F (‖u‖D1,p) para todo u ∈ D1,p. Logo, para provar a convexidade de A
é suficiente mostrar que F é uma função convexa. Para isto, seja z = αs+ (1−α)t, onde
0 ≤ s < t e α ∈ [0, 1]. Como ϕ é monótona, temos, pelo teorema da média para integrais,
que

F (t)− F (z) ≥ (t− z)ϕ(z),

F (z)− F (s) ≤ (z − s)ϕ(z).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1−α), a segunda por (−α) e somando, obte-
mos

αF (s) + (1− α)F (t)− F (z) ≥ 0.

Ou seja,
F (z) ≤ αF (s) + (1− α)F (t).

Assim, F é convexa e conseqüentemente, A também o é, como queŕıamos demonstrar.

Agora provaremos que B é um funcional de classe C1. Para isto é suficiente mostrar-
mos a existência e a continuidade da derivada de Gateaux de B (veja [32]).

i)Existência da derivada de Gateaux do funcional B.
Sejam u e ϕ ∈ D1,p. Defina f : (0, 1) −→ R por f(t) = g|u+ tϕ|p. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe t0 ∈ (0, t) tal que f(t) − f(0) = f ′(t0)t. Podemos escrever t0 = εt para
algum ε ∈ (0, 1). Temos f ′(t) = p g|u+ tϕ|p−2(u+ tϕ)ϕ. Dáı

|g(|u+ tϕ|p − |u|p)|
|t|

=
∣∣p g|u+ εtϕ|p−2(u+ tεϕ)ϕ

∣∣
≤ p |g|(|u|+ |ϕ|)p−1|ϕ|.

Como (p − 1)α = p∗, onde α = Np/(N − p)(p− 1), e (|u| + |ϕ|) ∈ Lp∗(RN) temos que
(|u|+ |ϕ|)p−1 ∈ Lα(RN). Além disso, g ∈ LN/p(RN), ϕ ∈ Lp∗(RN) e

(N − p)(p− 1)

Np
+
N − p

Np
+

p

N
=
Np−N − p2 + p+N − p+ p2

Np
=
Np

Np
= 1.

Assim, obtemos pela desigualdade de Hölder generalizada,

p

∫
RN

|g|(|u|+ |ϕ|)p−1|ϕ|dx ≤ p ‖g‖LN/p‖(|u|+ |ϕ|)p−1‖Lα‖ϕ‖Lp∗ .

Então usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
t→0

B(u+ tϕ)−B(u)

t
= lim

t→0

∫
RN

g(|u+ tϕ|p − |u|p)
t

dx

= lim
t→0

p

∫
RN

g|u+ εtϕ|p−2(u+ tεϕ)ϕdx

= p

∫
RN

g|u|p−2uϕdx
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Escrevendo B′
u(ϕ) = limt→0

B(u+tϕ)−B(u)
t

, temos que B′
u : D1,p −→ R é linear e limitado,

pois
|B′

u(ϕ)| ≤ ‖g‖LN/p‖u‖p−1

Lp∗ ‖ϕ‖Lp∗ ≤ KCu‖ϕ‖D1,p ∀ ϕ ∈ D1,p,

onde K é a constante de imersão e Cu é uma constante que depende de u. Logo B é
Gateaux-Diferenciável.

ii) Continuidade da derivada de Gateaux de B.
Seja (un) uma seqüência em D1,p tal que un → u em D1,p. Como D1,p está imerso

continuamente em Lp∗(RN) temos que un → u em Lp∗(RN). Definindo h : Rn×R −→ R
por h(x, s) = p|s|p−2s, temos que h é uma função de Carathéodory e |h(x, u)| = p |u|p−1.
Então pelo Teorema 13, o operador de Nemytskii Nh : Lp∗(RN) −→ Lα(RN) está bem
definido e é cont́ınuo. Assim, h(·, un) → h(·, u) em Lα. Dáı, usando a desigualdade de
Hölder generalizada, obtemos

|
(
B′

un
−B′

u

)
ϕ| =

∣∣∣∣p ∫
RN

g
(
|un|p−2un − |u|p−2u

)
ϕdx

∣∣∣∣
≤

∫
RN

|g||h(x, un)− h(x, u)||ϕ|dx

≤ ‖g‖LN/p‖ϕ‖Lp∗‖h(·, un)− h(·, u)‖Lα → 0.

Portanto B′ : D1,p −→ D−1,p′ dado por B′(u) = B′
u é cont́ınuo. Conseqüentemente, B é

de classe C1. �

Proposição 4.5 (Desigualdade de Hardy) Para 1 < p < N temos∫
RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx ≤

(
p

N − p

)p ∫
RN

|∇u|pdx, ∀u ∈ C∞
c (RN). (4.59)

Prova: Seja u ∈ C∞
c (RN) e ϕ(x) = |u(x)|p/(1 + |x|)p. Usando integração por partes

obtemos ∫
RN

x∇ϕ(x)dx =
N∑

i=1

∫
RN

xiϕxi
dx = −

N∑
i=1

∫
RN

ϕdx.

Assim, ∫
RN

ϕdx =
−1

N

∫
RN

x∇ϕ(x)dx. (4.60)

Por outro lado,

−
∫

RN

x∇ϕ(x)dx = −
N∑

i=1

∫
RN

xiϕxi
dx

= −p
N∑

i=1

∫
RN

xi

(
|u|

1 + |x|

)p−1(
sg(u)uxi

(1 + |x|)− |u|xi/|x|
(1 + |x|)2

)
dx

= −p
∫

RN

(
|u|

1 + |x|

)p−1
sg(u)x∇u

1 + |x|
dx+ p

∫
RN

(
|u|

1 + |x|

)p |x|
1 + |x|

dx
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Conseqüentemente,

−
∫

RN

x∇ϕdx ≤ p

∫
RN

(
|u|

1 + |x|

)p−1 |∇u||x|
1 + |x|

dx+ p

∫
RN

(
|u|

1 + |x|

)p |x|
1 + |x|

dx

≤ p

∫
RN

(
|u|

1 + |x|

)p−1

|∇u|dx+ p

∫
RN

(
|u|

1 + |x|

)p

dx.

(4.61)

De (4.60) e (4.61) obtemos∫
RN

(
|u|

(1 + |x|)

)p

dx ≤ p

N

∫
RN

(
|u|

(1 + |x|)

)p−1

|∇u|dx+
p

N

∫
RN

(
|u|

1 + |x|

)p

dx.

Usando a desigualdade de Hölder obtemos(
N − p

N

)∫
RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx ≤ p

N

∫
RN

|u|p−1

(1 + |x|)p−1
|∇u|dx

≤ p

N

(∫
RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx

)1/p′ (∫
RN

|∇u|pdx
)1/p

.

Portanto, (
N − p

N

)
N

p

(∫
RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx

)1/p

≤
(∫

RN

|∇u|pdx
)1/p

,

o que implica na desigualdade desejada. �

Para provarmos a próxima proposição precisaremos estabelecer alguns resultados auxi-
liares.

Lema 4.9 i) Se p ∈ [2,∞), então para cada z, w ∈ RN , vale:∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣z − w

2

∣∣∣∣p ≤ 1

2
(|z|p + |w|p) . (4.62)

ii) Se p ∈ (1, 2), então para cada z, w ∈ RN , vale:∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣z − w

2

∣∣∣∣p′ ≤ [1

2
(|z|p + |w|p)

]1/(p−1)

. (4.63)

Prova: i) Afirmamos que, para 1 ≤ p < ∞ e a, b ≥ 0, vale (a + b)p ≥ ap + bp. De
fato, se p = 1 é imediato. No caso p > 1, consideremos a função f : [0,∞) → R dada
por f(x) = (x + b)t − xt − bt com t ∈ (1,∞) e b ∈ [0,∞). Ela satisfaz f(0) = 0 e
f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0,∞), pois, supondo f ′(x) < 0 obtemos b < 0, que é uma a contradição.
Logo, f é crescente, o que prova a afirmação.

85



Usando esta afirmação, a identidade do paralelogramo e o Lema 4.7, obtemos∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣z − w

2

∣∣∣∣p =

(∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣2
) p

2

+

(∣∣∣∣z − w

2

∣∣∣∣2
) p

2

≤

(∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣z − w

2

∣∣∣∣2
) p

2

=

(
1

2
|z|2 +

1

2
|w|2

) p
2

=
1

2
p
2

(
|z|2 + |w|2

) p
2 ≤ 2

p
2
−1

2
p
2

[(|z|2)
p
2 + (|w|2)

p
2 ]

=
1

2
(|z|p + |w|p),

o que prova i).

ii) Veja a prova em Adams [1]. �

Definição 4.3 Um espaço de Banach X é dito uniformemente convexo se para cada
ε ∈ (0, 2], existe δ(ε) > 0 tal que se ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x−y‖ ≥ ε então ‖x+y‖ ≤ 2(1−δ).

Proposição 4.6 W é um espaço de Banach uniformemente convexo.

Prova: Por definição W é um espaço de Banach. Veremos que é uniformemente con-
vexo. Dividiremos a demonstração em duas partes.

i) Seja p ∈ [2,∞) e sejam u, v ∈ W , com ‖u‖W = ‖v‖W = 1 e ‖u− v‖W ≥ ε, ε ∈ (0, 2].
Sabemos que∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p

=

∫
RN

(∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p) dx
+

∫
RN

w(x)

(∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p) dx.
Logo, por (4.62) temos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p

≤ 1

2

∫
RN

(|∇u|p dx+ |∇v|p) +
1

2

∫
RN

w(x) (|u|p + |v|p) dx

=
1

2
(‖u‖p

W + ‖v‖p
W )

= 1.

Assim, ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p

≤ 1−
∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p

≤ 1−
(ε

2

)p

e W é uniformemente convexo.
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ii) Seja p ∈ (1, 2). Notemos que se u ∈ W então |∇u|p′ , w1/(p−1)|u|p′ ∈ Lp−1(RN).
Sejam u, v ∈ W . Então, (u+ v)/2, (u− v)/2 ∈ W e

w1/(p−1)

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p′ , w1/(p−1)

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p′ , ∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′ , ∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′ ∈ Lp−1(RN)

com 0 < p− 1 < 1, e pelo Teorema 11, temos∥∥∥∥∥w 1
p−1

(∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p′
)∥∥∥∥∥

Lp−1

≥

∥∥∥∥∥w 1
p−1

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

+

+

∥∥∥∥∥w 1
p−1

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

(4.64)

e ∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

≥

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

+

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

(4.65)

Por definição,∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p′

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p′

=

(∫
RN

∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p dx+

∫
RN

w(x)

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p dx)
p′
p

+

+

(∫
RN

∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p dx+

∫
RN

w(x)

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p dx)
p′
p

.

Tomando q = p′/p = 1/(p− 1), a, b ∈ R2,

a =

(∫
RN

w

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p ,∫
RN

w

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p)
e

b =

(∫
RN

∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p ,∫
RN

∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p) ,
usando a desigualdade de Minkowski para (R2, ‖ · ‖q), temos

‖a+ b‖q
q ≤ (‖a‖q + ‖b‖q)

q ,

onde ‖a‖q = (aq
1 + aq

2)
1/q. Assim,
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∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p′

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p′

≤

≤


[(∫

RN

∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p dx) 1
p−1

+

(∫
RN

∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p dx) 1
p−1

]p−1

+

[(∫
RN

w

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p dx) 1
p−1

+

(∫
RN

w

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p dx) 1
p−1

]p−1


1
p−1

=

(∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

)p−1

+

+

(∥∥∥∥∥w 1
p−1

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

+

∥∥∥∥∥w 1
p−1

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

)p−1
 1

p−1

Juntando essa última desigualdade a (4.64) e (4.65), obtemos

∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p′

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p′

≤

(∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

)p−1

+

+

(∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′
∥∥∥∥∥

Lp−1

)p−1
 1

p−1

=

∫
RN

w

(∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p′
)p−1

dx +

+

∫
RN

(∣∣∣∣∇(u+ v)

2

∣∣∣∣p′ + ∣∣∣∣∇(u− v)

2

∣∣∣∣p′
)p−1

dx

 1
p−1

.

Logo, por (4.63) temos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p′

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p′

≤
(∫

RN

w

2
(|u|p + |v|p)dx+

1

2

∫
RN

(|∇u|p + |∇v|p)dx
) 1

p−1

=

(
1

2
‖u‖p

W +
1

2
‖v‖p

W

) 1
p−1

.
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Então, para cada u, v ∈ W com ‖u‖W = ‖v‖W = 1 e ‖u− v‖W ≥ ε, ε ∈ (0, 2] temos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p′

W

≤ 1−
∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p′

W

≤ 1−
(ε

2

)p′

e portanto W é uniformemente convexo. �

Observação 4.1 Note que, modificando levemente esta última demonstração, mostra-se
que o espaço D1,p(RN), munido da norma

‖u‖D1,p =

(∫
RN

|∇u|pdx
)1/p

,

é também uniformemente convexo.
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