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Resumo

Mostraremos, através da combinacao da geometria de ntimeros de Minkowski com o
anel de quatérnios Cubianos, que todo inteiro algébrico totalmente positivo em Z[\/i] com

coeficiente par no termo radical é soma de quatro quadrados em Z[v/2].



Abstract

We will show, through the combination of geometry of numbers of Minkowski with
the ring of quaternion Cubianos, that all totally positive algebraic integer in Z[v/2] with

even coefficient on the radical term is the sum of four squares from Z[v/2].
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Notacao

R - Anel

R|x] - Anel dos polinémios sobre R

U(R) - Conjunto das unidades de R

O, - Anel dos inteiros

Zy - Anel dos inteiros de K

Z, - Anel dos inteiros médulo p

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

@ - Conjunto dos nimeros racionais

Q(+/d) - Corpo quadritico

R - Conjunto dos niimeros reais

C - Conjunto dos nimeros complexos

H - Anel de quatérnios

Zy - Anel de quatérnios de Hurwitz

Zc - Anel de quatérnios Cubianos

(x) - Ideal principal gerado por x
(ay,aq,...,a,) - ideal gerado por {ay,as,...,a,}
Anng(X) - Anulador de X em R

mdc(a, b) - Maximo divisor comum de a e b

? - Anel quociente de R sobre I

F/K - Extensao de um corpo F' sobre um corpo K
B, - bola de raio p centrado na origem

pr - Polindmio caracteristico de 7

= - Congruente

| - Divide

~ - [somorfo

V - Para qualquer

> - Soma

H - Produto

det A - determinante da matriz A

|| - menor inteiro menor do que ou igual a x

tr(a) - Trago de «
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N(a) - Norma de «
K(ay,...,ay) - menor subcorpo contendo ag, ..., a, e K

Alay, ..., o] - discriminante de {ay1, ..., a,}
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Introducao

O problema de escrever um inteiro positivo como soma de quadrados foi objeto de
estudo de vérios matematicos como Fermat, Lagrange, Minkowski, Hurwitz.

Uma demonstragao de que todo inteiro positivo é soma de quatro quadrados foi dada
por Fermat, em 1636, mas a primeira demonstracao publicada foi dada por Lagrange, em
1770.

Virias técnicas foram usadas para demonstrar o teorema cldssico dos quatro quadrados
para inteiros positivos. Hurwitz usou o seu anel de quatérnios, ja Minkowski estudou o
problema sob um ponto de vista mais geométrico, usando para isso a sua geometria de
ndmeros.

Para a representacao de somas de quatro quadrados de inteiros em corpos quadraticos,
foram utilizados o método da formas modulares de duas varidveis. Em 1928, Gotzky
usando formas modulares, representou um inteiro totalmente positivo em Q(\/g) como
soma de quatro quadrados. E, em 1960, Cohn, usando a mesma técnica, mostrou que
todo inteiro totalmente positivo em (@(\/5) ou em Q(\/g) pode ser escrito como soma de
quatro quadrados.

Uma prova alternativa do teorema de Cohn, através da combinagao da geometria
de mimeros de Minkowski com o anel de quatérnios Cubianos, mostra que todo inteiro
totalmente positivo em Q(v/2) com coeficiente par no termo radical ¢ soma de quatro
quadrados em Z[v/2].

No primeiro capitulo apresentaremos alguns resultados de corpos quadréticos que serao
usados nos capitulos seguintes. No segundo capitulo introduziremos o anel de quatérnios

H, onde os elementos se apresentam da seguinte forma

a =21+ z5] onde zq, 29, € C,



e o anel de quatérnios de Hurwitz que é o Z-mdédulo
. . . 1.
Ly = xog+ 210+ 225 + 23k ou x; € Z,Vi ou xieZ—iri,Vz

e suas respectivas propriedades. Também apresentaremos o teorema cldssico da soma de
quatro quadrados sob as perspectivas de Lagrange e de Hurwitz. No terceiro capitulo

introduziremos o anel de quatérnios Cubianos Z¢ que é o Z[v/2]-médulo

ZC = Z[\/i”l? P15 P2, p3]7

onde

“[%

‘ V2 o 1
pr=—50+10), pp=—"(+]j) eps=p=51+itj+k),

e suas propriedades. E mostraremos, que
T =a+20V2 € Z[V2],

um inteiro algébrico totalmente positivo é soma de quatro quadrados em Z[ﬂ], através
da combinacao da geometria de nimeros de Minkowski com o anel de quaténios Cubianos.
E no quarto capitulo, que colocamos como apéndice, apresentaremos algumas defini¢oes
e resultados da teoria de médulos, bem como, alguns resultados de extensoes de corpos,

de tracos e normas, de inteiros algébricos e de reticulados.
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Capitulo 1

Corpos Quadraticos

Neste capitulo caracterizaremos os corpos quadréticos @[\/&], onde d é um inteiro livre
de quadrados, juntamente com suas propriedades, que serao necessarios para os capitulos
subseqiientes. Para maiores detalhes vide [2, 11].

Um corpo quadrdtico é um subcorpo F' de C de dimenséao 2 sobre Q, ou seja, [F, Q] =2.

Cada o € F = Q(v/d) serd raiz de um polinémio
f=irr(a,Q) =2* +ax+b, com a,bcZ.

Assim,

—a £ a2 —4b
o= a4 2a ou 2a = —a + Va2 — 4b.

Seja a? — 4b = c2d, onde ¢, d € Z e d livre de quadrado. Entao

F = Q(a) = Q(20) = Q(—a £ ¢Vd) = Q(Vd).

Se d é positivo, F' é chamado um corpo quadrdtico real e se d é negativo, F' é chamado
um corpo quadrdtico imagindrio.

Seja F' qualquer corpo quadratico. Entao

Zp=FNZ
é chamado o anel dos inteiros de F', onde

7 ={a € C: a ¢éum inteiro algébrico} = Zc.

Pela Proposicao A.26, se a € F, entao existe a € Z tal que aa € Zp. Além disso, se

a € Zr, entdo tr(a), N(a) € Z e F = Q[a], para algum « € Z.

1



Uma Q-base de F'
{ag, ..., a,}

¢ chamada base integral para Zp se o; € Zp, 1 =1,...,n, e todo a € Z pode ser escrito
de modo tnico na forma

o= Q10 + 0 ApQp,

onde a; € Z.

Teorema 1.1 Sejam F um corpo quadrdtico e Zr o seu anel de inteiros. Entao existe

uma Q-base
{ag, ..., a,}

para F, a qual é uma Z-base para Zg, e (Zr,+) é um grupo abeliano livre de posto n.

Prova. Temos que Zp estd contido em um Z-mdédulo finitamente gerado. Assim, Zp é

um Z-médulo finitamente gerado. Logo, existem elementos aq, ..., a,, € Zp tais que
Zyp =7Zoy ® -+ D ZLoy,.
Assim, Zp é um grupo abeliano livre. E claro que
{ag,...,an}
¢ um conjunto linearmente independente sobre Q. Como Z 'Zp = F, logo
{ag, ..., a,}
¢ uma QQ-base para F. |

Teorema 1.2 Se d =2 ou 3 (mod4), entdo B = {1,7/d} ¢ uma base integral de Og =
Z[Vd]. Sed =1 (mod4), entdo B = {1,1}, onde n = HT*/E, é uma base integral de
Oq = Z[n).

Prova. Se d =2 ou 3(mod4), entdo Oy = Z[Vd] e o € Oy ¢ da forma o = a+ b\/d, com
a,b € Z, e irr(v/d, Q) = 2% — d temos que

9.(1) = «
0 (Vd) = bd+aVd.



Logo, O, ¢é isomorfo ao conjunto das matrizes da forma

a bd
b a

, onde a,b € Z.

Neste caso,

Tr(a) =2a e N(a) = a* — db*.
Assim, o discriminante associado a base B ¢ dado por

DB —det [ LY TV ) (20 ) i
Tr(v/d) Tr(d) 0 2d

Como T'r(«) é um nimero inteiro par temos que o discriminante de qualquer base inteira,
B’ de O4 ¢ um muiltiplo de 4, por exemplo D(B’) = 4m. Assim, se r é o determinante da
matriz mudanga de base, entao D(B) = r2D(B’) ou d = r*m. Suponhamos que |m| < |d|.
Entao
im| < |r*m| = |r| > 1.

Logo, d possui um fator quadrético, o que é uma contradi¢ao. Portanto, a base B =
{1,V/d} ¢ integral.

Agora, se d =1 (mod4), entdao Oy = Z[n] cada a € Oy é da forma a = a + by, com

a,beZ,eirr(n,Q)=a>—x+ %l temos que

$a(l) = «
b(d—1)

bo(n) = T Tlatbn

Logo, O, ¢é isomorfo ao conjunto das matrizes da forma

b(d—1)
4 , onde a,b € Z.

b a+b

Neste caso,
b (d—1
Tr(a) =2a+b onde N(a)=a®+ ab— %

Assim, o discriminante associado a base B é dado por

Tr(l) Tr 2 1

DBy =det | T T _d.
Tr(n) Tr(p) 1 4

Como T'r(a)) € um nidmero inteiro temos que o discriminante de qualquer base inteira B’

de Q4 é um inteiro, por exemplo D(B’) = m. Assim, se r ¢ o determinante da matriz
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mudanga de base, entao d = r?m. Suponhamos que |m| < |d|. Entao |r| > 1. Logo,
d possui um fator quadratico, o que é uma contradi¢do. Portanto, a base B = {1,n} é

integral. |

Lema 1.3 Seja d € N — {1} livre de quadrados. Entao:

1. Para cada n € N existem x,y € N tais que

1 1
O<‘a:—y\/3‘<—§—
n=y

2. Existe um nimero infintito de pares (x,y) € N x N tais que

1
O<‘x—y\/a)<§ e 0<|2? —di?| < 1+2Vd

3. A equagdo de Pell 2% — dy* = 1 tem uma solugdo nao-nula (z,y) € N x N com

(z,y) # (1,0).
Prova. 1. Para cada z € R, temos que
r—|z] €[0,1). onde |z] =max{ne€Z:n <z}
Assim, os niimeros reais
0,vVd— |Vd],...,nVd— |nVd| (1.1)

pertencem ao intervalo [0,1). Agora, consideremos a particao de [0,1) sob a forma

[0,1) =U [E,“l). (1.2)

n n
k=0

E claro que, pelo menos, dois dos reais em (1.1) estejam em um mesmo intervalo em (1.2),

digamos

kv d — Lk‘l\/gj e koVd — Lk‘g\/aj, com ki < ko.

Entao

(kg — /ﬁ)\/a— (U@\/EJ — Lkl\/EJ>) < %

Assim, existem

x=|kVd] — |k1Vd], y=ky—k €N



tais que

1
‘x—y\/a‘ < - pois d > 2.

Como 0 < y = ky — k1 < ky < n temos que

3=

<

< | =

Portanto,
1 1
‘x — y\/a‘ < —< -
noy
2. Suponhamos, por absurdo, que existe um nimero finito de pares

(:El?yl)a"'a(xkyyk) GNXN

tais que

1
z; —ija\ < et -d| < 1+2vd,j=1,....k.
J

Tomando

5:min{

T —yj\/a‘, j: 1,,k} S ]R,

temos que existe m € N tal que 0 < % < 0, pois R é Arquimediano. Pelo item 1., existem
x,y € N tais que
1 1
’x—y\/a‘ <—<-ce ‘x2—dy2| <1+2Vd,
m. oy

pois

}x2 —dy2] = ‘x—y\/a‘ ‘:L"+y\/3’ e ‘:L"+y\/3’ < ’x—y\/a‘ + ‘Zy\/g‘ < §+2y\/a,

implica que
1/1 1
|2 — dy?| < = <—+2y\/8> == +2Vd<1+2Vd
Yy \Y )
Como £ < § temos que (z,y) # (z;,y;), j=1,...,k, o que ¢ uma contradi¢ao.
3. Pelo item 2. existe pelo menos um r € R (dependendo de d) que corresponde a um

ndmero infinito de pares (z,y) € N x N tais que
|x2—dy2‘ =r, com 0<r< 14 2Vd.

Assim, para pelo menos um dos nimeros € € {—1,1} existe um nimero infinito de pares
(z,y) € N x N tais que

v? — dy® = er.

5



Como existem somente 72 restos médulo r:
x=0,1,...,(r—1)(modr) e y=0,1,...,(r —1) (modr),
temos que existem duas solugoes diferentes (z1,y1) , (22,72) € N x N tais que
1 = 2o (modr) e 3y = yo (modr).

Entao

€L

T1%2 — dy1Ys Ta2Y1 — T1Y2
o = 7/8 pry
T T

satisfaz

<x1 + yl\/a> (xg + yg\/a) =r (a + 5\/3) (1.3)

Tomando a cojungagao na equacao (1.3), temos que
(x1 — yl\/a) (xg — yg\/@ =r (a — 6\/&) (1.4)
Multiplicando membro a membro as equagoes (1.3) e (1.4), temos que
r? (o — dp?) = (2} — dyi) (23 — dy3) = (er) (er) =17
Assim,
o —dp* = 1.

Portanto, o par (Ja|,|f]|) € N x N é uma solugao da equacao de Pell.

Afirmacgao.  # 0.

De fato, se 5 = 0, entao
n_%
T2 Y2

de modo que
5T:xf—dy%:m2(x§—dy§) —rler=r=1=kr=1.
Logo, (z1,y1) = (x1,¥1), 0 que é uma contradicao. [ |

Coroldrio 1.4 Sejam (x1,11), (x2,92) € N x N solugdes da equagdo de Pell, x3 e y3 sao

determinados por

+ (:cl +y1\/3> (acg —|—y2\/3> = I3 +y3\/a e

+ (x1 + y1\/3> (m) = x4+ y4\/3.

Entao (x3,y3) e (x4,y4) sdo, também, solugdes.
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Teorema 1.5 Sejam K = Q(\/d) e Oq o anel dos inteiros de K .
1. a € U(Oy) se, e somente se, N (a) = %1.
2. Se N(«) = p, onde p é um nimero primo, entao o é um elemento irredutivel de O,.
3. Sed = —1, entio U(Qy) = {+1,+i}, onde i* = —1.
4. Se d = =3, entao U(Oq) = {£1, tw, £w?}, onde w = exp(3*).
5. Sed<0ed¢ {-3,—1}, entao U(Oy) = {—1,1}.

6. Sed >0, entao U(Oy) = {£w" : n € Z}, onde w é a unidade fundamental de Oq4

mator do que 1.

Prova. 1. e 2. segue da Proposicao A.26.
3. Se d = —1, entdo O, = Z[i]. Dado o € U(O,) existe 5 € Oy tal que aff = 1. Logo,

Tomando o« = a + ib e § = ¢+ id, obtemos
(a® + %) (A + d?) = 1.

Logo, a® + b* = 1. Neste caso, as unicas solugoes inteiras sao (+1,0) e (0, £1). Portanto,
U(Oy) = {1, £i}.

4. Se d = -3, entdo O, = Z|w|, onde w = ’”T‘/‘;” Dado a € U(Qy), existe f € O, tal
que af = 1. Logo,

Tomando

a=a+bw e f=c+dv,

obtemos

(a2 —ab+b2) (62 —cd+d2) =1.

Como N (a) = a® — ab+b* = 1 temos que

1 = a®>—ab+1?
4a® — 2(2a)b + b + 3b?
4
(2a — b)? + 3b?

)




assim

(2a — b)* + 3b* = 4.

Temos entao as seguintes possibilidades: (2a —b)?> =1 e b* = 1, entdo b = +1 = a = 0.
E (2a —b)?=4¢eb* =0, entdo b =0 = a = £1. Logo, as tinicas solugoes inteiras sao
(£1,0), (0,£1), (1,—1) e (=1,1). Portanto, U(Oy) = {+1, +w, +w?}.

5. Se d < —3, entao dado o € U(Q,), existe B € Oy tal que aff = 1. Logo,

N(Q)N(B)=N(1)=1.

Tomando

a=a+b/d e =r+sVd,

obtemos

(a2 — db2) (7’2 — dsg) =1.

Logo, a®? — db® = 1. Neste caso, as tunicas solugoes inteiras sao (£1,0). Finalmente, se
d = —2, entao a® + 2b? = 1 e, também, neste caso, as unicas solugoes inteiras sao (+1,0).
Portanto, U(O,) = {—1, 1}.
6. Se d > 0. Como a multiplicacao por —1 transforma unidade positiva em negativa e
1

a fungao inversao z +— = transforma o conjunto das unidades com u < 1 no conjunto das

unidades com u > 1 temos que todas as unidades em U(Qy), além de +1, sdo da forma

+u ou +u!

, onde u é uma unidade com u > 1. Pela equacao de Pell existe uma unidade
u=x+ y\/a comz,ye Neu>1+ Vd > 1. Como N ¢ um conjunto discreto temos que
existe uma menor unidade w com w > 1.

Afirmacgao. w", com n € N sao todas as unidades maiores que 1.

De fato, é claro que w” > 1, para todo n € N. Seja z € U(O,). Como z > 1 temos, pela

minimalidade de w, que z > w. Entao existe um m € N tal que

W < 2z < WM™t

Se

Wwh <z < W™t
entao multiplicando esta inequacao por w™" > 0, obtemos
l<z2w™™<w.

O que contradiz a escolha de w, pois zw™™ € U(Oy). [ |
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Lema 1.6 Sejam K = Q(\d) e Oq o anel dos inteiros de K. Se Oq é um dominio

Fuclidiano, entao cada elemento primo m € Oy é divisor de um tnico numero primo

peN.
Prova. Sejam 7 qualquer elemento primo em Oy e
X ={n e N: 7 divide n}.

Entao X # (), pois 7 divide |N(m)|. Assim, X contém um menor elemento, digamos k.
Afirmacgao. k£ é um nimero primo.

De fato, se k é composto, digamos k = k1ks com 1 < ki, ky < k, entao
7T|]€1]€2:>7T|]€1 01,17T|]€2,

o que contradiz a minimalidade de k. Agora, sejam p e ¢ mimeros primos distintos tais

que
mlpeml|q.
Entao
[ mde(p, q) = 1,
0 que é impossivel. |

Lema 1.7 Z[\/2] é um dominio euclidiano.

Prova. E claro que a funcdo N : Z[v/2] — Z, definida por N(a + byv/2) = |a® — 20?| ¢
uma norma em Z[v/2] e N(a) < N(af}), para todos «, 8 € Z[/2]*. Sejam «a, 3 € Z[\/2],
com 3 #0. Se a =0, basta ¢ =7 = 0. Se a # 0, entdo, o' = x4+ yv/2, com z,y € Q.
Podemos escolher m,n € Z tais que

1 1
_ < Z _nl < Z
o —m| <5 e ly—nl <3,

Assim,

aft=m+nvV2+ (x—m)+ (y—n)V2.

Fazendo ¢ = m +nv2 e r = B[(x — m) + (y — n)v/2|, obtemos

a=qb+r.
onde
1 2
V) =N [t = mf? = 20y =nf] < NG3) (7 +3) < N(B)
Portanto, ¢ e r sao quociente e resto, respctivamente, na divisao de « por (5. |
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Lema 1.8 2 é um residuo quadrdtico de primos da forma 8n + 1 e ndao é um residuo

quadrdtico de primos da forma 8n =+ 3.
Prova. [5, Theorem, 95, p 75]. [ |

Lema 1.9 Sejam K = Q(v/2) e O; = Z[\/2] 0 anel dos inteiros de K. Entdo os elementos

primos em Oy sao:
1. /2 e seus associados.
2. Os elementos primos da forma p = 8n =+ 3.

3. Os fatores a + b\/2 de nimeros primos da forma p = 8n + 1.

Prova. Sejam m = a + bv/2 qualquer elemento primo em Oy e p um nimero primo tal

que 7 divide p. Entao existe A € O, tal que
p=7m\e N(m)N()\) = p*.

Como N(7) # 1 temos que N(A) =1 ou N(A) =p. Se N(\) = 1, entdo 7 é um associado

de p. Agora, se N(\) = p, entao
N(7) = a® — 2b* = £p. (1.5)
1. Caso. Se p = 2, entao
a’> —2b° = £2 = a® = 20> £ 2.
Logo, a? é par e, portanto, a é par. Se a = 2n, entao
+2 = a? — 20 = (2n)% — 2b* = 4n? — 20® = 2(2n® — b?).

Assim,

2n® — b* = +1. (1.6)

Portanto,

T =a+bv/2=2n+b0v/2=V2(b+nv?2).

Fazendo 7 = b + nv/2, obtemos
N(7) =b* —2n* = —(2n* — b*) = F1.

10



Isto implica que existe 7 € U(Oy) tal que
=127

¢ um associado de v/2.
2.2 Caso. Se p = 8n + 3, entdo a equagao (1.5) é impossivel, pois estes primos sao

inertes e além disso 2 nao é um residuo quadratico médulo p, e mais
a®>=0,1 ou 4 (mod8),Ya € Z, = a®>—2b>=0,1,4,6 ou 7 (mod8),

ou seja, nunca teremos resto 3 e 5.

3.2 Caso. Se p = 8n+1, entao a equagao (1.5) tem solugao e 2 é um residuo quadrético
moédulo p. Assim, p ndo é um elemento primo em Oy, ou seja, p é decomposto em O,.
Temos que

p=7mionde T=a+bvV2 e A\=a—bV2.
Neste caso, os fatores primos de p em O, sao:
m,mw", —m, —mw", A\, AW, =N, = w”,
para todo n € N. [ ]

Observacao 1.10 Vimos que se p decompée-se em Oy, entio p = )\, onde T = a+ b\/2
e A = a — b\/2. Portanto,

p=|n7.
Lema 1.11 Seja p > 2 um ndmero primo. Entdo a equagdo
2> +1y* +1=0 (modp)

admite uma solucao g, yo € Z com

Prova. Sejam

31={1+k2:k:0,1,...,1%1} e 52:{42;1:0,1,...,]%1}.

Entao, ¢é fécil verificar que quaisquer dois elementos distintos de Sy (.S2) sdo incongruentes
moédulo p. Além disso, como S NSy # 0, pois |Z,| = p, temos que existe um elemento
1+ 22 € S; que deve ser congruente médulo p com algum elemento —y2 € Sy, isto &,

-1 -1
- e0<ypsi—

1+25=—y (modp) com 0 < zp <

11



Lema 1.12 Seja p € N um nimero primo que se decompoe no anel de inteiros algébricos
O de um corpo quadrdtico real de discriminante d. Seja m um elemento primo de O que

divide p. Entao existem k,a, 3,7 e d em Oy tais que
kT =’ + B +42 + 6% e |kE| < 1,70d.

Prova. Como p se decompoe temos que |77| = p. Pelo Lema 1.11, podemos escolher
a,b € Z tais que
a®+b*+1=0 (modp).

Como 7 | p temos que

a’>+b*+1=0 (modm).

Seja A um reticulado em R® cuja matriz geradora é

(1100 a a b b |
e €0 0 as ag be bE
0011 b v —a -—a
A — 0 0 ¢ € be bE —ae —az
0000 p p O 0
0 00O0ezep O 0
000O0O0 O p Iz
0000 0 0 e &

Assim,

A(8) = |( ~2)' ()| ou ).

E o conjunto dos elementos (1, T2, T3, T4, T5, T, T7, Tg) € R® tais que

\/:C%—l—x%%—x%—irxi%—\/x§+x§+x$+x§§r

é um subconjunto convexo e centrado simetricamente cujo volume, visto no Lema A.33,

4

é 7% r8. Agora, escolhendo um r, para aplicarmos o Teorema de Minkowski, obtemos

4 8 72
S > 92°d = >
g0 P T =T

N[
N

p? = =2,2822dipi.

Seja
(o, @, B, B, ac + bB + pp, ac + bB + Tip, bae — aB + vp,ba — aff +7p) = s # 0

12



um conjunto do reticulado, onde a, 3, 4, v € O. Observemos que

(Va — Vb)? = Va— 2Vab+ Vb
Va+Vb.

0

<
2vab <

Tomando a = k7 e b = &7, temos que

2/ VkrET
VETVRT

IN

VKT + VFT
< VErm+VET.

2

Como, km = o + 2 +~% + 62, onde v = aa + b3 + pp e § = ba — aff + vp, assim
A+ = 24 B+ (aa+ 0B+ pup)? + (ba — aff + vp)?

= o+ B2+ (aa + bB)* + 1?p* + (ba — aB)? + v2p?

=+ B a0+ 5) + (B + a¥) + (4" + 67)

= (@+ VP +1)(a*+ 8+ (P + 7).
Como

a2+ +1=0 (mod7) = ®>+ B> +~4*+6* =0 (modn).
Logo,
o? + %+ + 6% = k.

Temos que o + 52 + 4% + 6% = km, usando a mesma técnica, encontramos que

(@) +(8)* + () + (0)* = Fr.

Observemos agora que,

|s| = Va2 + Vi? = kT + VFT,
mas /KT + VR < 1, logo,

W/ VETVET < 1 =2, 2822dip1

N/ VerRT < 2,2822d

IVkTRRE < 2,2822d1pt

pi

N

kE| < 1,6955d.
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Lema 1.13 Seja 7 € Oy = Z[\/2] elemento primo. Entdo existem k,a,3,7 e & em Oy
tais que

k=’ + [ +92+6% e |kR| <0.

Prova. Se m € O3 é um elemento primo, entao existe um tnico mimero p € Z tal que 7
estd acima de p. Analisemos trés casos:

1.° Caso. Se p ¢ inerte, entao existe um elemento 7 € U(Oy) tal que
p=Tm.
Consideremos x = 771, Assim,
kr=p=a’+B*+7*+ 6 e |kE| = 1.

Temos, assim, o caso cléssico.

2.° Caso. Se p ramifica, entdo p = 2 e existe um elemento 7 € U(O;) tal que
T =T1V2.

Tomemos k = 7-'v/2, logo |kE| = 2. Entdo,
R =V2V2 = 12 + 12 + 0% + 02

3.2 Caso. Se p se decompde, podemos aplicar o Lema anterior, pois Q(v/2) CR e p

se decompoe. Neste caso, d = 8. Ja que
|kR| < 1,7d = 13,56 e |kR| € Z = |kR| < 13.

Consideremos um primo ¢ € Z inerte em Os, entao é um elemento primo em O, tal que
q | kK. Logo, q | K ou g | . Como G = q segue-se que q | x e q | %, logo, ¢* | kE. Mas
KR € Z e |kE| < 13. Vamos observar quando |<%| € {10,11, 12,13}
|kE| = 13,13 & inerte, entdao 13? | k%, absurdo .
|kR| =12 =4-3,3 ¢ inerte, e 4 é ramificado, nao pode ocorrer .
|kE| = 11,11 & inerte, entao 11 | k%, absurdo .

|kE| = 10,=2-5,2 é ramificado e 5, é inerte, ndo pode ocorrer .
Portanto, |k&| < 9. [ |

14



Capitulo 2

Teorema Classico da Soma de

Quatro Quadrados

Neste capitulo apresentaremos os dois tipos de quatérnios utilizados na demonstracao
do teorema cléssico dos quatro quadrados, a saber, sobre os niimeros reais e os de Hurwitz,
com suas respectivas propriedades. Também mostraremos o teorema clédssico sob duas
perspectivas, dentre as existentes, que sao a de Lagrange e a de Huwirtz, que tratam do

teorema utilizando técnicas diferentes.

2.1 Quatérnios

Em um curso de dlgebra linear pode ser observado que muitas das propriedades de
espaco vetorial sao compartilhadas por médulos sobre um anel de divisao. Como um exem-
plo importante de tal anel de divisao construiremos neste capitulo o anel dos quatérnios.

O anel dos quatérnios sobre os nimeros reais é uma generalizacao dos nimeros com-
plexos. Na construgao do anel de quatérnios, usaremos o corpo dos ntiimeros complexos

C e o automorfismo de C sobre C definido por
Z—Z,

onde z e Z =z — yi é o conjugado de z = x + yi. Denotaremos por H = C|1, j] o espago
vetorial de dimensao 2 sobre C com C-base {1,;} e j2 = —1, sendo j a parte imagindria
dos nimeros complexos. Assim, os elementos de H sao escritos de modo tinico como

o=z +2’2j.
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Definiremos o produto H x H — H por
Ozﬁ = (21 + Zgj) (U)l + U}Qj) = (lel — ZQ@Q) + (21w2 + Zg@l)j.

onde @ = 21 + 23] € f = w1 + wyj, onde z1, 25, wy, wy € C. Em particular, o elemento 1 é

uma unidade neste produto e os casos especiais deste produto sao
al=la=q, j2=-1, e ja=aj.
Definimos o conjugado de um elemento o em H por
a = (21 + 225) =71 — 22J.

A conjugacao satisfaz as seguintes propriedades:

A norma (reduzida) de um elemento o em H é definida por
N(a) = aa.

Assim,
N(Oé) = (Zl + Zgj)(?l — Zgj) = 2171 + 2252.

Como zZ é um nuimero real positivo para cada z € C com z # 0 temos que N(«) é um

nimero real positivo quando « # 0. Logo,
N(aB) = af(aB) = affa = aN(B)a = aaN(8) = N(a)N(3).

Portanto, N : H — {0} — R — {0} é um homomorfismo de grupos multiplicativos. Além

disso, se o € H com « # 0, entao

16



Como C é um espago vetorial de dimensdo 2 sobre R com R-base {1,7} temos que
H é um espago vetorial de dimensao 4 sobre R com R-base{1,1, j,ij}. Fazendo k = ij,

obtemos
=2+ 23] =g+ 10 + x9J + x31] = 9 + 11 + ToJ + w3k € HL
Neste caso, temos as seguintes regras:
P=2=k=-1ij=k, ji=—k, jk=i, kj=—i, ki=j e ik=—j.

Portanto,

N(a) = aa = xf + 25 + a5 + 73

Registramos isto no seguinte Lema que também é conhecido como a Identidade de La-

grange.
Lema 2.1 (Identidade de Lagrange) Se xg,x1, %2, 3, Yo, Y1, Y2, Y3 € R, entao

(B (&) - (E)

+ (Zoyr — T1Yo + T2Y3 — x3y2)2

(

2
+ (Toy2 — Tayo + T3y1 — T1Y3)
+ (zoys — T3yo + T1Y2 — x2y1)2

2.2 Inteiros de Hurwitz
O anel dos quatérnios de Hurwitz Zy é o Z-mdédulo
. . . 1.
Ly = {mo + 21+ x9) + a3k 1 ou x; € Z,Vi ou x; € Z + E’VZ} .
Lema 2.2 Seja a € Zy com o # 0. Entao @ € Zy e N(«) € N.

Prova. Seja a = xg + 210 + 22] + 23k € Zy com « # 0. Entao hd dois casos a ser
considerado:

1. Caso. Se xg, 1, T2, T3 € Z, entao
N(a) =25 + 23 + 25+ 23 €N,
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2. Caso. Se xg,x1, T, %3 € Z + %, entao
N(a) = xf+ 2]+ 25+ 123
= +12+ +12+ +12+ +12
= | % 5 Y1 5 Y2 5 Ys 5
= (Wo+vi+v+us)+w+mn+y+ys)+1lelN

Portanto, em qualquer caso, N(«) € N. [ |

Seja o € Zy. Dizemos que a é impar se N(«) é inteiro fmpar, caso contrario, dizemos

que « € par.
Teorema 2.3 Seja Zy o anel dos inteiros de H.
1. « € U(Zpy) se, e somente se, N (o) = 1.

2.
1
U(Zir) = {F1, %, %), £k, 5 (F1 £ i+ j k).

Assim, \U(Zg)| = 24.
8. Ly =Zlp,i,j,k], onde p=3(1+1i+j+k).

Prova. 1. Seja a € U(Zy). Entao existe 8 = o' € U(Zg) tal que aff = fa = 1. Logo,
pelo Lema 2.2,
N(a)N(B) = N(ap) =1

implica que N(a) = 1. Reciprocamente, se « € Zy e N(«) = 1, entdo
1 = N(a) = aa.

Portanto, a ' =@ € Zy e a € U(Zy).

2. Seja a = wg + w10 + x2j + 23k € U(Zy). Entao
w242 s +ad =1
Logo, se xg, x1, T2, r3 € Z, entao
r==21ex, =0 sel#m.
Por exemplo, se o = £1, entao z; = x5 = r3 = 0. Logo,
(£1)*+0*+0*+ 0% =1.
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Agora, se xg, 1, T2, 13 € Z + %, entao

—il —jzl —il —il
To = 5% Ty = 5’ T2 = 261133— 5
ou seja, , ) ) )
1 1 1 1
+— +— +— +—] =1.
(=2) + (=) +(+2) ()
Portanto,

1
U(Zy) = {1+, £, 2k, 5 (E1 i £ j £ b))

3. Para cada o € Zy, podemos escrevé-lo do seguinte modo

1 I 1 1
o = (ao—|—§)+(a1+§)z—l—(a2+§)]+(a3—l—§)k

1 oL A 1
= a0+§+a12+§z+a2]+§j+a3k+§k

1 S . .
= a0+§(1+’l—|—j+l€)+a1’£+a2]+CL3]€
= a9+ p+ at+ asj + ask

= xop + X1t + 127 + 23k,

onde zg = (ao,o_1 + 1),y = a1,x2 = az,x3 = az € Z pois ag é par. Assim, qualquer

elemento desta forma pertence a Zy. Consideremos, agora um elemento 3 € Zlp, i, j, k],

onde
5 = b0p+ blZ + bg] + bgk, onde bo,bl,bg,bg, ez
1
= b0§(1+i+j+k)+blz‘+b2j+b3k
1 1.. 1, . 1
= 560 + (bl + E)Z + (bg + 5)] + (bg + 5)]6
Logo, 8 € Zy. Portanto, Zy = Z[p, i, j, k|- [ |

Sejam o € Zy e w € U(Zy). Os elementos aw e wa sdao chamados associados de .

Note que elementos associados tem normas iguais, pois
N(aw) = N(a)N (w) = N(a).

Sejam «, 8,7 € Zy tais que v = af. Dizemos que v tem « como um divisor & esquerda

e [ como um divisor a direita.

Lema 2.4 Seja o € Zy. Entao pelo menos um de seus associados tem coordenadas in-
teiras. Se a é impar, entdo pelo menos um de seus associados tem coordenadas nao

nteiras.
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Prova. Se a tem coordenadas nao inteiras, digamos

a = (xgi%)nL(mli%)inL(xgj:%)j—l—(xgi%)k
= xO:I:%+x1ii%i+x2ji%j+x3ki%k
= (m0+x1i+x2j+x3kz)—l—%(:l:l:l:i:l:j:l:k)
= B+y
onde xg, x1, Ta, T3 SA0 NUMeros pares, entao

B = (zo + x11 + 22j + 23k),

tem coordenadas inteiras. Assim, qualquer associado de 3 tem coordenadas inteiras.
Como

1
v = §(i1j:ij:jik) e U(Zy)
temos que 1 é um associado de . Logo,
oy =B+

é um associado de o com coordenadas inteiras. Agora, se a é impar e tem coordenadas

inteiras, digamos
o = (2o + 17 + T2j + x3k) + (Yo + y1i +y2j +ysk) = B+,

onde xg, 1, T3, T3 SA0 NUmMeros pares e

Yo, Y1,Y2,Ys € {07 1}7

com um deles é igual 1 ou trés deles iguais a 1, pois N(«) é impar. Como as coordenadas
de
B =xo+ x10 + 227 + 23k

sao inteiras temos que os associados de [ tem coordenadas inteiras. Assim, basta mostrar

que cada um dos elementos
1, 4, g, k, 149+, 1+i+k, 1+5j+k i+5+k
tem um dos associados com coordenadas nao inteiras. Por exemplo, se v = i, entao

1
’ypz@?(l—i—i—l—j—l—k)
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tem coordenadas nao inteiras. Se

y=1+j+k=1+i+j+k)—i=A+pouy=i+j+k=(1+i+j+k)—1=A+pu,

entao
Aw::A%ﬂ—i—j—@
= ﬂ+i+j+@%ﬂ—i—j—@
= 2
e as coordenadas de pw nao sao inteiras. |

Lema 2.5 Sejam k € Zy e m € 7. Entao existe \ € Zy tal que
N (k—m)) <m?= N (m).
Prova. Para m = 1 nada ha para ser provado. Suponhamos que m > 1.Consideremos
K= xop+ 210 + Toj + 23k € XN =yop + Y1 + yoj + ysk,
onde xg, T1, Ta, T3, Yo, Y1, Y2, Y3 € Z. Assim,

kK—mA = zop+ 10+ 2] + x3k — m(yop + v1t + yoJ + ysk)
1 S : : 1 S : :
= x0§(1+z+]+k)+xlz+x2j+x3k—m(§(1+z+]+k)—I—ylz—l—y2]+y3k)

1 1 )
= = (w0 —myo) + = (w0 + 221 —m (Yo +2y1))

2 2
1 .
+5 (@0 + 222 —m (yo + 2y2)) j
1
+§ (l’o + 21’3 —m (y() + 2y3)) k

Provaremos abaixo que podemos escolher yq, y1, ¥2, y3 € Z tal que

|0 — myo| < 2, |0 + 221 — m (Yo + 2y1)| < m,

|0 + 220 — m (Yo + 2y2)| < m, |zo + 225 —m (Yo + 2y3)| < m.

1. Existe um inteiro yo tal que x9 = myo + r, onde —% < r < ; assim, para este o,

|zo — myo| = |r| < 5.
2. Existe um inteiro & tal que

To+2y =km+re 0<r<m.
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Se k — xg € par, entdo 2y; = k — xg; assim, zo + 2y = (2y1 +x9)m + 1 €
|20 + 221 — m (Yo + 2y1)| =7 < m.

Por outro lado, se k& — yo é fmpar, entao 2y; = k — z¢ + 1; assim, xg + 2y; =

2y +xo—1)m+r =2y +x0)m+r—me
%o + 221 — m (Yo + 2y1)| = [r —m| < m,
pois 0 < r < m. Logo, podemos determinar um inteiro y; satisfazendo

|20 + 221 — m (yo + 2y1)| < m.

3. Como em 2. podemos determinar um inteiro y, e y3 satisfazendo

|0 + 222 —m (Yo + 2y2)| <m e 2o + 235 —m (yo + 2y3)] < M.

Portanto, obtemos

1 1 13
N (k — <—mP43--mP=—m? 2= N(m).
(K m)\)_16m +3 nk 16m <m (m)

Teorema 2.6 (Algoritmo da Divisao a direita) Sejam o, 3 € Zy com 3 # 0. Entdo

exvistem q,r € Zy tais que
a=qf+r, onder=0 ou N(r) < N(pB).

Prova. Pelo Lema 2.2, N(f) € N, digamos m = N(f3), entdao pelo Lema 2.5, existe
q € Zy tal que
a3 =mq+r; onde N(ry) < N(m).

Assim,

N(QB - mq) < N(m>7
mas como m = (3, obtemos
N (B — ABq) < N (m) = N((a - 48) B) < N(AN(B).

Como N(B) > 0 temos que
N (o —qB) < N(B).
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Portanto, escolhendo r = o — qf8 € Zy temos que
a=qB+r, onde r=0 ou 0 < N(r) < N(B).
[ |

Sejam «, 3 € Zy com a # 0 ou S # 0. O mdzimo divisor comum & direita de « e 3,

em simbolos mdc,(a, 3), € um elemento § € Zy tal que

1. ¢ é um divisor comum & direita de a e [3;

2. Se v é um divisor comum & direita de o e 3, entao v é um divisor & direita de 9.
Teorema 2.7 Zpy é um dominio principal & direita.

Prova. Seja I um ideal a direita de Zy. Se I = {0}, nada ha para ser provado. Supon-

hamos que I # {0}. Entao o conjunto
X={N(@B)eN:pel-{0}}

¢ nao-vazio. Assim, X possui um menor elemento, digamos m € X. Seja o € I — {0} tal
que N(a) =m.
Afirmagao. [ = (a) = {da: X € Zy}.

De fato, é claro que () C I. Por outro lado, se v € I, entao existem ¢,r € Zy tais que
v=qa+r, onde r=0 ou N(r) < N(«a).

Suponhamos, por absurdo, que r # 0. Entao
r=v—qa €l com 0<N(r)<N(a)=m,

o que ¢ uma contradi¢do. Logo, v = qa € («), conseqiientemente I C («). Portanto,

I ={a). [

Teorema 2.8 Sejam «, 3 € Zy com o # 0 ou 5 # 0. Entao 6 = mdcy(, 3) existe e é,

a menos de associados, unico. Além disso, existem \, i € Zy tais que

0= Ao+ pp.
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Prova. E ficil verificar que o conjunto

I'=(a,p) ={ra+ub: A\ pn€Zy}

¢ um ideal a direita de Zy com I # {0}. Assim, pelo Teorema 2.7, existe 0 € Zy tal que

I = (§). Como § € I temos que existem A, u € Zy tais que
0= Ao+ pp.

Afirmagao. § = mdcy(a, ).
De fato, como «, 5 € I = () temos que § é um divisor comum a direita de a e 5. Por
outro lado, se ¢ é um divisor comum 4 direita de a e 3, entao existem X, i/ € Zpy tais

que o = N e B = p'd’. Assim,
§=Xa+puB =N+ uu')d'.
Portanto, ¢’ é um divisor & direita de 0. [ |

Note que se § é uma unidade w, entao todos os divisores comum a direita de o e 3 sao

unidades. Neste caso
M+ pB=w= (wNa+ (w'y)p =1

Portanto, mdcy(«, 5) = 1.
Sejam «, 3 € Zy com a # 0 e [ # 0. Dizemos que « e 3 sao relativamente primos a

direita ou primos entre si 4 direita se mdcg(a, §) = 1.

Teorema 2.9 Sejam o € Zy e f = m € N. Entdo mdcg(or,m) = 1 se, e somente se,

mdc(N(a), m) = 1.
Prova. Suponhamos que mdcy(a, m) = 1. Entao existem A\, u € Zy tais que
1 =X a+ pum.

Logo,
NAa)=N(1—pm)=(1-mp)(l—mnp).

Como N (Aa) = N(A)N(«) temos que
NA)N(e) + (p+ 7= N(p)m)m = 1.
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Assim, mdcy(N (o), m) = 1. Reciprocamente, se 6 = mdcy(a,m) € Zy, entao existem
A\ € Zy tais que a = A0 e m = pd. Assim, N(0) ¢ um divisor comum de N(a) e N(m),

respectivamente. Portanto, N(J) é um divisor de 1, isto é, 6 € U(Zg). Logo,
A4 pm=3= (0" Na+ (6 p)m=1.

Portanto, mdcy (o, m) = 1. [ |

1. Um elemento m € Zpy é elemento primo sobre Zjy se as seguintes condicoes sao

satisfeitas:
2. T ¢ U(ZH),

3. Sem=af, entao o € U(Zy) ou B € U(Zp).

Assim, os associados de um elemento primo sao elementos primos. Além disso, se
T = aff, entao

N(m) = N(af) = N () N ().

Logo se N(7) for um nimero primo, emtao 7 é um elemento primo.

Corolario 2.10 Seja p um nimero primo impar. Entao existe um inteiro positivo k tal

que k < p e kp é soma de quatro quadrados.

Prova. Pelo Lema 1.11 existem xg, yg € Z com

—1 —1
P eo<y<l—

0 <m0 <
=T =" 2

tais que

ra+yt 124+ 0% = kp

para algum k£ € Z e devemos ter £ > 0. Logo,

2 2 2
kp:xg+y§+12<%+%+1=%+1<p2.

Portanto, k£ < p. ]

Lema 2.11 Seja p um nimero primo em N. Entao p nunca é um elemento primo em

Ly
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Prova. Como
2=(1+14)(1—19)

temos que 2 nao é um elemento primo em Zpg. Suponhamos que p é um mimero primo

impar. Entao, pelo Lema 1.11, existem inteiros r, s € Z tais que
1+7°4+5*=0 (modp) com 0 < 7,5 < p.
Se
a=1+si+rj €Ly,
entao
N(@)=1+7r"+5*=0 (modp) e mde 4(N(a),p) > 1,

pois p | N(«) e p € um ndmero primo. Logo, pelo Teorema 2.9, existe § ¢ U(Zy) tal que
0 = mdcy(a, p). Logo § é um divisor comum a direita de « e de p, assim existem §; e
09 € Zy tais que

a =010 e p= 050,

mas d, nao pode ser uma unidade, caso contrario, § seria um associado de p. Logo, p

dividiria todas as coordenadas de
o =010 = 51(5;1]9.

Em particular, p dividiria 1, pois se p | 1, p seria uma unidade. Portanto, p = 29, onde

0,00 & U(Zpy), isto é, p ndo é um elemento primo em Zjy. [ |

7

Teorema 2.12 Seja m € Zy. Entao m é um elemento primo se, e somente se, N(m) é

um numero primo.

Prova. Suponhamos que 7 seja um elemento primo e p um mimero primo que divide
N(m). Entao, pelo Teorema 2.9, temos que existe 7’ ¢ U(Zpy) tal que ' = mdcy(m, p).

Por hipétese, entao 7’ é um associado de 7. Logo,

Além disso,

Assim,



Se N(\) =1, entdo p é um associado de 7’ e 7, respectivamente. Logo, p é um elemento

primo, o que é impossivel, pelo Lema 2.5. Portanto, N(\) = p e assim
N(m) = p,

isto é, N(m) é um nimero primo. Por outro lado, vimos que se N(7) é um nimero primo,

entao m ¢ um elemento primo. [ |

2.3 Soma de Quatro Quadrados

Teorema 2.13 (Lagrange) Todo inteiro positivo é soma de quatro quadrados.

Prova. Pelo Lema 2.1 e o fato de que 1 = 12+ 02+ 0% + 02, basta provar que todo ntimero
primo é soma de quatro quadrados, pois se n é qualquer inteiro, entao basta fatora-lo em

fatores primos e usar a Identidade Lagrange. Assim, se p = 2, entao
2=12+1*+ 0%+ 0%

Se p ¢ um nimero primo fmpar, entao pelo Corolédrio 2.10 existe um menor inteiro positivo

keZcoml<k<ptal que
kp = 23 + 27 + 23 + x2, onde xg, T1, T, T3 € Z, (2.1)

onde nem todos os x; sao divisiveis por p.
Afirmagao. k£ =1.

De fato, suponhamos, por absurdo, que k£ > 1. Se k é um nimero par, entao
o+ T+ w5 +
também é um nimero par. Logo, temos as seguintes possibilidades:
1. g, 21, 29, x3 sao todos pares;
2. xo, 1, T2, x3 S0 todos impares;

3. xg,x1, T2, x3 dois sao pares e dois sao fmpares, digamos que xy € x1 sao pares € Ty €

T3 sao fmpares.
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De qualquer forma, em todas as trés possibilidades os niimeros inteiros
To+ T1, To— T1, T2+ T3, Tz — T3

sao pares. Assim,

1 To + 21 2 To — X1 2 To + T3 2 To — X3 2
Zkp = (20T 0 w2t 227
2P < > ) +< 2 ) T\ T\ T3 ’

¢ uma soma de quatro quadrados inteiros, o que é uma contradi¢ao, pois %/{; < k. Portanto,

k & impar e k£ > 3. Como

k—1 k—1
0.1,k =1} e {5 ..., ~L0,1,...,——}

sao ambos sistemas de residuos médulo k&, podemos escolher y; € Z, 1 = 0, 1,2, 3, de modo
que

y; = x; (modk) e |y < g,i =0,1,2,3.

Temos entao

vty Yy tys=a0+ a2+ a5+ 25 =0 (modk)

e, assim,

Yo+ Ui + 5 +ys = kik,

onde k; > 0, pois caso contrario

yi = 0= k| z; para cada i

K | ag+af+a5+as =k |kp=k|p
0 que é uma contadicao, pois 1 < k < p. Além disso, devemos ter k; < k, pois
1\ 2
0<mk:%+g?ué+ﬁ<4(i):k? (2.2)
Pela equacoes 2.1 e 2.2 segue, pela Identidade de Lagrange, que

kkip = (kp)(kky) = zg + zf + zg + zg,

onde os z; sao as somas da direita. Logo,

3 3 3
20 = inyi = le(xl —a;k) = fo =0 (modk);
i—0 =0

1=0
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e para os outros trés termos, observemos, duas vezes para cada termos, que
Zi = BTy — T&] = Ty — Ty =0 (mod k) i =1,2,3.

E, existem %o, 11, t2, 13 € Z tais que

20 = k’t(), 21 = ktl, Z9 = k’tg, Z3 = k’tg.

Entao
Fhap =25+ 4 + 2 + 2 = Kltg + 1] + 5 + 1],
Logo,
kap = 5+ ] + 5 + 13,
o que contradiz a minimalidade de k, pois 0 < k; < k. n

Teorema 2.14 (Hurwitz) Todo inteiro positivo é soma de quatro quadrados.

Prova. Pelo Lema 2.1 e o fato de que 1 = 12+ 02+ 0% + 02, basta provar que todo ntimero

primo é soma de quatro quadrados. Se p = 2, entao
2=1"+1>+0"+0%
Se p um nimero primo impar, entao pelo Lema 2.11, existem \, 7w € Zy tais que
p=Am, onde N(\) = N(m)=p.
Se 7 tem coordenadas xg, 1, T2, X3 € Z, entao
p= N(n) =25+ 27+ a5+ 3.

Se as coordenadas de 7 nao sao inteiras, entao pelo Lema 2.4, existe um associado 7" de

m com coordenadas inteiras e, assim,
p=N(m)=N(")=y5 +yi + 5 + .
Portanto, em qualquer caso p é soma de quatro quadrados. |

Proposigao 2.15 Se p é um nimero primo impar, entdo 4p é a soma de quatro quadrados

impares.
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Prova. Pelo Lema 2.11 existem A\, m € Zy tais que
p=Am, onde N(\) = N(m)=p.

Assim, pelo Lema 2.4, podemos escolher um associado 7’ de m cujas coordenadas sao

metade de inteiros fmpares, isto €,
, 1\? 1\? 1\? 1\?
p=N@@=N@)=\p+5) +{nts) +{ts) F{nts;] .
2 2 2 2
onde Yo, Y1, Y2, ys € Z €
A4p= 2o + 1>+ 21 + 1)° + 22 + 1)° + (2ys + 1)°.

Por exemplo,

4.3=12=12+1%>+12+32

mas, 4 - 2 = 8 nao é soma de quatro quadrados fmpares. |
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Capitulo 3

Teorema de Cohn em Soma de

Quatro Quadrados

Neste capitulo definiremos o anel de quatérnios Cubianos e exibiremos algumas de
suas propriedades. E mostraremos, através da combinacgao de resultados da geometria de
numeros e do anel de quatérnios Cubianos, que todo inteiro algébrico totalmente positivo

com coeficiente par no termo radical é soma de quatro quadrados em Z[ﬂ]

3.1 Inteiros Cubianos
O anel dos quatérnios cubianos Z¢ é o Z[v/2]-médulo
ZC = Z[\/E] [17 P15 P25 p3]7

onde

V2 ‘ V2 . 1 o
p1=7(1+2), p2=7(1+1) epgzp=§(1+2+3+k)‘

Lema 3.1 Seja Zc o anel cubiano de H. Entao
V2 o
UlZe) =U(Zu) Uy (e £y) a,y € {Li, ).k} comzFy,.
Assim, |U(Z¢)| = 48.

Prova. Seja

2
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Entao

pois x,y € {1,4,7,k} com x # y. [ |

Observacao 3.2 Enquanto os inteiros de Hurwitz tem associados com coeficientes in-
teiros na base {1,1, j,k}, os inteiros cubianos tem associados com coeficientes em Z[ﬂ]

nesta base.
Lema 3.3 Seja Z¢ o anel cubiano de H. Entio Zc NR = Z[/2].
Prova. Como 1 € Z¢ temos que
V2 =1V2 € Z¢.
Logo, Z[ﬂ] C Zc N R. Por outro lado, seja
A =20+ x1py + Topy + T3p3 € Ze NR.
Entao
A = xo+ 11 (?(1“‘)) + To (?(14@)) + x5 (%(1+z‘+j+k))
V2 V2 V2 V2

1 1 1 1
= X + 7%1 + TI’li + 71’2 + 71’2] —+ §$3 + §$3i + §$3j + 51’3]{

1 x1 + Ty V2 1 , V2 1 1
p— —_— 2 —_— —_— — —_— — .
(l’o+2l’3)—|—( 5 )f—i—( 5 $1+2$3>Z+< 5 l’2+2$3 j—|—2l'3]€

Como A € R temos que 7 = x5 = w3 = 0. Logo,

A =z € Z[V?2).
Portanto, Z¢ NR C Z[v/2]. [
Coroldrio 3.4 Se a € Z¢, entio N(a),tr(a) € Z[V2].
Prova. Se a € Z¢, entdo N(a) € Z¢ NR = Z[V/?2] e tr(a) € Zc NR = Z[V/2). |
Lema 3.5 Para cada elemento A\ € Z¢ existe um elemento w € U(Z¢) tal que
V2 w € Z[V2 1,4, K] .
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Prova. Vamos mostrar o Lema apenas para os elementos da Tabela abaixo. O caso geral

pode ser encontrado em [1, Lemma 6, p 268].

A\ € Z¢ weU(Ze) V2 € ZIV2|[1,i,5 k|
V2.1 1 2
V2 1+ (V2+1)p, 2 V2 + (14 2v2)i + (1 +2)j
V214 p, 1 34 7.

Lema 3.6 Seja A € Zg com N()\) = a+bv/2, onde a é um nimero impar e b um nimero

par. Entao existe um elemento w € U(Z¢) tal que
Ao € ZIV2|[1,4, j, K] .

Prova. Pode-se verificar que os elementos da Tabela abaixo podem ser usados para provar

o Lema. Para uma prova detalhada pode consultar [1, Lemma 7, p 269].

ANE€Zo weU(Zo) M€ ZV2)[L,i,7, K

1+v2p, 1 2+
1+v2p 1 2+,

Observagao 3.7 Note que Z[\/2] (1,1, j, k] estd contido propriamente em Z¢, pois

1 € Ze, i=V20,—1€Zc, j=V2p,—1€Zc e

k = 20— 1—i—j€Zec.

Mas
p =L+ i) € Zo ¢ py ¢ ZVAL LK.

Lema 3.8 Seja m € Z[/2] um elemento primo. Entdo existem w € U(Z[V?2]) e A € Z¢
tais que

N\ =wr
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Prova. Se 7 € Z[v/2] é um elemento primo, entdo existe um tinico primo p € Z tal que 7
estd acima de p. Temos trés casos a serem considerados:

1.2 Caso. Se p ¢ inerte, entao
7 =7p, onde 7 € U(Z[V?2]).

Consideremos w = 7~ !. Temos, assim, o caso cldssico, onde p = a? + b* + ¢ + d?, com

a,b,c,d € Z. Fazendo A = a + bi + ¢j + dk € Z¢, obtemos
NN =a>+b0+F+d*=p=uwnr.

2. Caso. Se p ramifica, entao

7T:T\/§.

Seja f =1+ p;. Assim

N(B) =2+ V2 =V2(1+V2).

Consideremos 7 = 1++/2, obtemos N(7) = —1. Logo, 7 € U(Z[V/2]) e 77! = —1++/2 > 0.

Agora, se A = 7713, entao
N(\) = N(18) = N(r)N(B) = 7 IN(8) = - rv/E = V3.

Portanto,

N\ =vV2 =717, para w=71""

3.2 Caso. Se p decompde-se, entdo pelo Lema (1.13), existe «, a, 3,7, 6 € Z[\/2] tais

que kT = a? + 32 + 12 + 6% com |k&| < 9. Suponhamos que |77| > 9. Consideremos

/)::a+6i+’yj+5k€Zc, onde N(X):a2+62+72+(52:mr

mi € Z¢, onde N(mi) =72

Como Z¢ € um dominio principal & direita temos que existe um elemento r € Z¢ tal que

~

rlc = (r) = (mi, \).

Assim, existem s,t € Z¢ tais que r = smi + tA. Por outro lado, existem vy, v9 € Z¢ tais

que T = vy € A = var. Assim,
N (vr) =7% e N (vor) = k= N(r) | 7° e N(r) | k.
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Como |kE| <9 < |n7| temos que mdcy(k, ) = 1. Logo, N (r) = £1 ou N (r) = 77, onde
T € U(Z[V?2]). Sendo

-~

N(r)=rT =75+ N(A\)N (1)
e N(r),N(t), N(X) € R temos que 5 € R e pelo Lema 3.4 5 € Z[v2].
N(r) = rT=a5+NQ)N ().
= 7[s+ kN (t)],
Entao, m | N (r). Logo, N (r) # +1 e, assim, N (r) = 7m. Neste caso, temos que r faz o

papel de A no enunciado do Lema.

Agora, vejamos o caso em que p se decompde e |77 < 9. Notemos que se

77 = 1, é uma unidade, nao serve.
7 = 2, ramifica, ja visto.
= 3, inerte, ja visto.

7 = 4, ramifica, ja visto.

T = H, Inerte, ja visto.

7 = 6, inerte e ramifica, nao serve,
7 = 8, ramifica, ja visto,

7 =9, inerte, ja visto

entdo, a unica possibilidade é p = 7 = |77|. Observemos que
N(py+v2p) =3+v2 e 3+V2)3-V2) =T.
Mas 7 = —1(mod 8). Logo, pelo Lema (1.9),

34v2e3-V2

sdo primos e sdo a menos de associados os unicos primos acima de 7. Como |77| = 7

temos que 7 é um associado de 3 4+ v/2 ou 7 é um associado de 3 — /2. Ou seja,
T =w(3+Vv?2) ou T =w(3—+2) onde w € U(Z[V2]).
Entao,
w™im = N(p, + \/§P2) ou w™'m = N(p, — \/ﬁpz)-
Portanto, existem w € U(Z[v2]) e A € Z¢ tais que
N\ =wr
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Dizemos que um elemento 7 € Z[v/d] é totalmente positivo se T e T estiverem contidos

em R, . Em nosso caso, temos que m = a + b\/§, entao
0<a+bV2=mel<a—bV2=T
sao totalmente positivos.
Lema 3.9 Para cada q; € Z[\/E] que nao é totalmente positivo, existe um s; € N tal que
(14+V2)%g
¢ totalmente positivo.

Prova. Suponhamos que

q; = a; +biV/2

nao seja totalmente positivo e definimos

(1 + \/5) se ¢; >0

!/
¢ =
G(1++v2)7" se ¢ <0

Afirmagao. ¢, ¢ totalmente positivo.

De fato, note que ¢; > 0

G(1+v2) seqg>0=7<0

7= |
' G1+v2)! se i<0=F >0
Logo, ¢ e q_; sao maiores que zero. Portanto, ¢, ¢ totalmente positivo. |

Lema 3.10 Sejam € Z[\/2] elemento primo totalmente positivo que estd acima de niimero

primo p com p =1 (mod8). Entao 7 pode ser escrito como a soma de quatro quadrados

em Z[\/2).
Prova. Sejam =a+bV2 € Z[ﬁ] Entao
N(r)=a*-20"=p=1 (mod8),
isto implica que a? — 2b? é fmpar. Logo a? é fmpar pois 2b? & par e, assim, b é par. Logo,
a =1 (mod?2) e, portanto, ™ =a+bv2=1 (mod2) em Z[v2].
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Pelo Lema (3.8), temos que existe um elemento A € Z¢ e um elemento w € U(Z[v/2]) tal

que N (A) = wr. Consideremos

1
A=a+ Bi+vj+ 0k €Zg, com a,3,7,0 € 52[\/5]

Entao

wr=N\)=a?+3++9*+6 >0

Obtemos, assim, que 7w é soma de quatro quadrados e maior que zero. Logo, wm é
totalmente positivo. Mas como 7 é totalmente positivo mostraremos que w também deve

ser totalmente positivo. Se w é totalmente positivo, entao w > 0 e w > 0. Temos que
w==+(1+v2)", neZ

Se 2 { n, entdo

n=21+1=0<w==[1+v2?(1++2)>0.

Portanto, o sinal é positivo. Logo,

[(1-Vv2)'(1-v2) <0,

w
o que é um absurdo. Logo,
0<w=(1++v2)", n par = sinal é positivo .

Portanto,

w=(1++v2)%, onde n =2l

E mais,

w o= [1+V2) =[1+V2)
= [1+2+2V2) =1 (mod2)

= w=1 (mod2).
Jiquer=1 (mod2) ew=1 (mod2) em Z[/2] e N (\) = wr. Portanto,
N(\) =1 (mod2) em Z[V2].

Pelo Lema 3.6, existe w € U(Z¢) tal que Aw € Z[v/2] [1,1, j, k]. Seja Aw = G+ Bi+7j + 0k

ecomon=2e
(1+v2)"r = N (A) = N (w) = (@) + (B)* + (3)* + (0).
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Dividindo os dois lados desta igualdade por (1 + 1/2)", obtemos

@ (3 @, 67 ]

S [ T RV D CE RV TRV
g 2

(1+v2)

- [l -

é uma soma de quatro quadrados em Z[v/2].

o )

[l -

(1+2)

Lema 3.11 Sejam mw,v € Z[ﬂ] elementos primos totalmente positivos que estao acima

de numeros primos p,q, respectivamente com p,q = —1 (mod8). Entdo v é soma de

quatro quadrados em Z[/2].
Prova. Sejam=a+ b\/2. Entéo

N(r)=a*-20* =p=—1 (mod8).

Isto implica que a® — 2b? ¢ fmpar. Logo, se a? = —1 (mod 8), entdo a ¢ um nmimero fmpar
e —2b = —2 (mod 8) implica que b = 1 (mod4). Logo, b também é um nimero fmpar.
Assim,

21a=2l+1e2{b=2r+1.

Logo,
mo= 241+ (2r+1)V2
= 1+V2+2(+7V2)
= (1++2) (mod2) em Z[V2].
Portanto,

™

(14+v2) (mod2) em Z[V2].

Da mesma forma, encontramos que
v=01++v2) (mod2) em Z[V2].
Pelo Lema 3.6, existem wy,wy € U(Z¢) e elementos A, As € Z¢ tais que
wim =N (\) e waer = N (Ag).

Consideremos

WiV = N ()\1/\2) .
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Temos assim que wiwomr € a norma de um elemento de Z¢, logo podemos escrever como
soma de quatro quadrados de elementos de Q(\/i) e, portanto, é maior que zero. Agora,
olhando para o seu conjugado, encontramos que (wjwsmr) também é uma soma de quatro
quadrados e também maior que zero. Portanto, wwsmr é totalmente positivo. Mas como
7 e v sao totalmente positivos, devemos ter wiwy totalmente positiva. Vimos no Lema
anterior que a unidade também é totalmente positiva, aqui, fazendo a mesma anélise,

encontramos que wiws = (1 + \/i)m deve ter sinal positivo e m = 2r. Assim,
wiwe = (1+V2)" = [(1+V2)}" = [1+2+2v2]" =1 (mod?2).
Temos que
N(MA) = wiwerr = (1+v2)* (1 +V2)(1+ v?2) (mod?2)
= (1+Vv2)**? (mod?2)

= [(1+ V2" (mod2)

= [142+42V2" (mod?2)

= 1 (mod2) em Z[V?2].
Pelo Lema 3.6 existe um elemento w € U(Z¢) tal que M\ dow € Z[V?2][1,4, 5, k]. Seja
Mhow = a+ Bi+~j + 0k, com o, ,7,6 € Z[V2],
e como m = 2r e
(1+V2)"mr = N (M) = N (Mdow) = a? + 32 +~% + 62,

dividindo os dois lados desta igualdade por (1 4 1/2)™, obtemos

"o {(1 +a\2/§)m : (1 +6;§)m " (21 +7\2/§)m " (1 ;\2/5)’”] .
- {u +am} i Ll +Bﬂ>r} i [(1 +7¢§>T} " Ll +5\/§>J |
"o [(1 +a\2/§>m : (1 +B;§>m i i +7x2/§)m T —;\2/5)7”]
- o e e
)
¢ soma de quatro quadrados em Z[v/2]. |
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3.2 Teorema de Cohn em Soma de Quatro Quadrados

Observagao 3.12 O termo radical de um elemento © € Z[\/2] que é soma de quatro
quadrados deve ser par. Suponhamos que ™ = a+b\/2 seja soma de quatro quadrados, ou
seja,

T=a>+9° + 22 +w
Consideremos v = x1 + xg\/z y=1y + yQ\/i 2=z + 22\/§ ew=w; + w2\/§. Assim,

a+bV2 = T=24+9®+ 22 +u?
= 22 4+ 20029V2 + 222 + P + 20190V2 + 22
+22 + 22120V2 + 222 4+ w? + 2wy wyV/2 + w3
= 2%+ 225 + Yy + 2y5 + 25 + 225 + wi + 2w

+2(x129 + Y1Y2 + 2122 + w1w2)\/§.
Olhando apenas para o termo radical, temos que
b= 2(1‘11’2 +Y1Y2 + 2122 + w1w2)

¢ um ndmero par. Logo, m s6 pode ser soma de quatro quadrados se 2 | b. Observemos

ainda que esta conta vale para Z[\/d) com d =2 ou 3 (mod4).

Teorema 3.13 Todo m = a+2by/2 € Z[\/i] totalmente positivo é soma de quatro quadra-
dos em Z[\/2].

Prova. Seja

T =a+20/2 € Z[V2).

Entao

7=0 ou 1l (mod2),

pois a pode ser um nimero par ou um nidmero impar. Como Z[\/§] ¢ um dominio Euclid-
iano, podemos fatorar m de modo tnico e, sem perda de generalidade, podemos escolher

estes primos todos totalmente positivos. Assim,

k m n
T=w(2+ \/i)h Hpi H%’ Hﬁm
=1 =1 =1

onde w € U(Z[V2]) e
2+v2=12(1++2)
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sao os elementos que estao acima do nimero primo que ramifica, os p; sao os primos inertes
em 7Z, os elementos vy, sdo os que estdo acima do primo ¢ =1 (mod8) e os elementos [,
sao os que estao acima do primo ¢ = —1 (mod8). Como 7 é totalmente positivo e como
escolhemos os primos todos totalmente positivos e, de modo andlogo ao que foi feito na

secao anterior, temos que w também é totalmente positivo. Assim,
w=(1++2)*, para algum t € Z.

Entao

r = 3+2v2/2+ V2 [[n ][+ ][ #: (mod2)

=1 i=1 i=1

Como m =a+2bv/2=0 ou 1 (mod?2), temos que
= (V2)"(1+v2)" (mod?2).

Logo,

(V2)"(1++/2)" =0 ou 1 (mod?2).

Temos, portanto, trés casos a considerar:

1.2 Caso. Se h = 0, entao n € par e, assim, os 3, formam pares, ou seja,

6152 s 'anlﬁrm

e aplicando o Lema (3.11) a cada par obtemos que [[}_, 3, ¢ soma de quatro quadrados
pela identidade de Lagrange. Entao, pela identidade de Lagrange, m é soma de quatro

quadrados em Z[v/2].

2°Caso. Seh=1e , entao

k m n
T = W(2+\/§)hHPiH%Hﬁi (mod 2)
V2 (mod?2).

Mas
7=0 ou 1 (mod2).

Entao

V2=0 ou 1 (mod2),

o que é um absurdo. Logo, este caso nao existe, ou seja, h > 1. Portanto, h > 2.
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3.2 Caso. Se h > 2, entao

n

T o= w(2+\/§)2(2+\/§)h72HP¢H%H5¢

=1 =1 i=1

= w2(3+ 2\/5)(2 + \/§)h_2 sz‘ ﬁ%‘ ﬁﬁz

Pelo Lema (3.11) vimos que para cada elemento totalmente positivo 3 que estd acima de
um primo ¢ = —1 (mod 8) existe um elemento w € U(Z[v/2]) e um elemento \ € Z¢ tal
que

wph = N(N).

Temos que 3 é totalmente positivo e pelo Lema (3.8) temos que N(\) também é totalmente

positiva, pois é soma de quatro quadrados. Logo, w > 0. Assim,

onde N(A) > 0, pois é soma de quatro quadrados, assim, @ > 0. Logo w ¢é totalmente

positiva. Entao podemos escrever
w=(1++2)* para algum d € Z.
Entao
B=N((1+v2)"N),

e como 1+ 2 € U(Z[V2]), temos que 3 ¢ norma de algum elemento de Zo. Pela

propriedade do produto da norma, temos que existe um r € Z¢ para o qual

Além disso, podemos ver que
(24 V2)" 2= N((14p)"?) e w(3+2v2) = (1+v2)**.

Assim,
n

w(3+2v2)2+ V2" ] 8 = N((L+ V2" (o + p)"r).

=1

Consideremos

s = (1+V2)* Y (p, + py)"r, onde s € Ze.
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Mas pode ser que s ¢ Z[v/2][1,1, j, k]. Se fosse o caso, a prova acabaria aqui, pois assim
S =x1 + Tol + x3) + x4k, com x1,To,x3,24 € Z[\@]

Logo,
N(s) = a2 4 22 + 22 + 22, com x1, 29, 73,24 € Z[V?2).
Mas pelo Lema (3.5) temos, para todo s € Z¢, que existe um elemento w € U(Z¢) tal
que V25w é um elemento de Z[v/2] [1,4, j, k]. Assim,
N(V2sw) = N(V2)N(s)N(w)
= 2w(3+2v2)(2+Vv2)" ] 8.
i=1

Mas considerando

V2sw = Oy + Oyi + O3 + Ouk,

obtemos,
N(V2sw) = 0 + 02 + 02 + O2.
Entao
2w(3+2v2)(2+ V2)" ][ B, = 07 + 03 + O3 + OF
i=1
¢ soma de quatro quadrados de Z[v/2]. [
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Apéndice A
Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que serao necessarios para o entendi-
mento do exposto nos capitulos anteriores. O leitor interessado em mais detalhes pode

consultar [2, 7, 8, 10].

A.1 Modbdulos

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados cléssicos da teoria de médulos que serao
necessarios para a compreensao desta dissertacao. Em toda esta dissertagao a palavra anel
significa, salvo mencao explicita em contrario, anel comutativo com unidade.

Seja R um anel. Um R-mddulo V é um grupo comutativo aditivo equipado com uma
aplicagago R XV — V,

RXxV —V (r,v) — v,
tal que as seguintes propriedades valem:
1. r(sv) = (rs)v, para quaisquer r,s € Rev € V.
2. (r+s)v=rv+ sv, para quaisquer r,s € Rev € V.
3. r(u+v) =ru+rv, para qualquer r € Reu,v € V.

4. 1v =v, paratodov € V.

Note que, se R é um corpo, entao um R-médulo é um espaco vetorial sobre R.
Um subconjunto nao-vazio W de um R-médulo V' é um R-submddulo de V' se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:
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1. Para quaisquer wq,wy € W, tém-se w; — wy € WW.

2. Para quaisquer r € Rew € W, tém-se rw € W.

Sejam V um R-médulo e W um R-submédulo de V' sobre R. Se v é um elemento
arbitrario de V', escrevemos |[v] = v + W para representar o conjunto de todas as somas
v +w, comw € W, isto é,

vl]={v+w:weW}.

Estes conjuntos sao chamados classes laterais de W em V. Estas classes particionam V'
em subconjuntos mutuamente disjuntos de mesma cardinalidade.

No teorema seguinte, utilizaremos as classes laterais de um R-submdédulo W e de um
R-médulo V, para definir um novo R-médulo, chamado mddulo quociente de V' por W,

que sera denotado por
V

e
Teorema A.1 Sejam V um R-mddulo e W um R-submddulo de V. FEntao as classes

laterais de W em V' formam um R-mddulo com as sequintes operacoes de adi¢do e mul-

tiplicagao por escalar:

1. [v1] + [va] = [v1 + Vo, para quaisquer vi,vy € V.

2. rlv] = [rv], para qualquer r € R ev € V. [ |

Sejam X um subconjunto de um R-médulo V' e

F={W:W ésubmédulode V e X C W}.

Entao

(Xy=w

WeR

é o menor R-submdédulo de V' contendo X e serd chamado de R-submddulo gerado por X.

E claro que

(X):{Zrixi:neN, xiEXemeR}.

=1

Se X = {v}, isto é, X consiste de um tinico elemento, entao,

(vi={rv:re R} =Rv
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e (v) serd chamado de R-submddulo ciclico gerado por v.
Quando existir um subconjunto finito X = {x1,...,%,} de um R-médulo V tal que

V = (X), dizemos que V' é um R-mddulo finitamente gerado e, neste caso,
V=(X)=Rx;+ -+ Rx,.

Sejam U e V dois R-médulos. Uma fungao 7' : U — V é um R-homomorfismo se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. T(u+v)=T(u)+ 7T (v), para todo u,v € U.

2. T (ru) =rT (u), paratodou e U er € R.

Um R-homomorfismo T : U — V' & um R-isomorfismo se T for bijetora. Denotare-
mos por

Hom p(U, V) ={T:U — V : T & um R-homomorfismo}.

Em particular, quando U = V' temos que Hom z(V, V') = End (V).

Teorema A.2 (Propriedade Universal da Projegao) Sejam V, W R-mddulos e U
um R-submddulo de V. Entdo para cada R-homomorfismo T : V — W com U C kerT
v

eziste um uinico R-homomorfismo T} : % — W tal que Tyop=T, ep:V — §, ondep é

um homomorfismo canénico v — [v]. [ |

Sejam V' um R-médulo e X qualquer subconjunto nao-vazio de V. Dizemos que V é

um R-mddulo livre sobre X se para cada elemento v € V' existirem tnicos elementos
r1,%oy ..., xp € X € 1r,19,..., T €ER
tais que
V=721 +T9Xg + -+ Tp,Tp.
Dizemos que X é uma R-base.
Teorema A.3 Para qualquer conjunto ndo-vazio X existe um R-mddulo livre R con-
tendo X e RY) satisfazendo a sequinte propriedade universal: se V é qualquer R-mddulo

ep: X — V uma fungio. Entdo existe um tinico R-homomorfismo ® : RX) — V tal que

®(x) = p(x), para todo x € X.
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Prova. Seja R™) o conjunto de todas as fungdes f : X — R tais que f(x) = 0, para
quase todo exceto um nimero finito de z € X. Entao R™X) equipado com a operacio de
adicao

(f +9)) = f(z) +g(x), Vo€ X e fgeRY,

e multiplicacao por escalar
(rf)(z)=7rf(z), Ve X, reRe fec R™

¢ um R-médulo. Note que podemos identificar X com um subconjunto de RX) por

r — e;(y), onde

1 sex=y

0 sex#y

Assim, cada elemento de f € R tem uma tnica expressio como uma soma formal

n

f= Zf(xi>em = ZWE-
i=1

i=1

Suponhamos que ¢ : X — V, onde V é qualquer R-médulo. Definimos ® : RX) — V por

P (Z nw) = ano(xz)

Pela unicidade da soma é claro que ® estd bem definida e é um R-homomorfismo. Por
definicio ®(x) = ¢(z), para todo € X. Finalmente, seja ¥ : RX) — V qualquer
R-homomorfismo tal que ¥(z) = p(z), para todo z € X. Entao

O(z) = () =V(x), VzeX.
Como R™) ¢ gerado por X temos que ® = W. Portanto, ® ¢ tnico. |

Teorema A.4 Sejam V, W R-mddulos e p : V — W um R-homomorfismo sobrejetor.
Entao para cada R-homomorfismoT : U — W com U um R-mddulo livre existe um tinico

R-homomorfismo S : U — V tal que T =po S.

Prova. Como U = R®¥) para algum conjunto ndo-vazio X de U e p é sobrejetor temos
que para cada x € X existe algum w, € V tal que p(w,) = T(e,). Sendo U = R™X)
um R-mdédulo livre temos que existe um tnico R-homomorfismo S : U — V tal que

S(e;) = w,. Portanto,
(po S)(ex) = p(S(er)) = p(we) = T'(ex),
Concluimos dai que, T'=po S. ]
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Teorema A.5 Sejam R um dominio principal e V' um R-mddulo livre de posto n, onde
0 posto é visto como a cardinalidade da base do R-maodulo. Entao todo R-submddulo W

de V' é livre com posto m < n. |

Seja V' um R-mdédulo. Para qualquer X C V, definimos o anulador de X em R como

Amp(X)={reR:re =0V z € X}.

E fécil verificar que Anng(X) ¢ um ideal de R.
Sejam U, V e W R-médulos. Uma funcao B : U x V' — W é R-bilinear se as seguintes

condicgoes sao satisfeitas:

1. B(ruy 4+ us,v) = rB(uy,v) + B(us,v), para todo uj,us € Uy v € V er € R.

2. B(u, svy + vg) = sB(u,v) + B(u,v3), para todo u € U, v1,v3 € V e s € R.

Vamos denotar o conjunto de todas as transformagoes R-bilineares de U x V em W

por
LAU,V;W).
Sejam V' um F-espaco vetorial e vy,...,v, vetores de V. Entao [B(v;,v;)] ¢ uma
matriz n x n sobre F. O discriminante de vy, ..., v, com relacao a B é definido por

det ([B(vs, v;)])

e serd denotado por

A(Vi, ..., Vy).
Proposicao A.6 Sejam V um F-espaco vetorial e {vy,...,v,} uma F-base qualquer
para V. Sejam wq, ..., w, vetores quaisquer de V. Se

n
w; = E @iV, 1 = 1,...,n,
j=1

com a;; € I, entao

A(wy, ..., w,) = (det A)2A(vy, ..., v,),

onde A = [a;].
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Prova. Seja
n
Wi = E CLlel,]{JZ 1,...,TL.
=1

Entao é facil verificar que

B(w;, wy) = Z (Z aijB(Vj,vl)) Q.-

1=

Portanto,

[B(wi, wi)] = A[B(v;,v))]A" e A(wy,...,w,) = (det A)*A(vy,...,v,).

[ |
Coroldrio A.7 Sejam V' um F-espago vetorial e wy, ..., w, vetores quaisquer de V. Se
Wi, ..., W, sao linearmente dependentes, entao
A(wy,...,w,) =0.
|

A.2 Extensoes de Corpos

Sejam K e F' dois corpos. Dizemos que F' é uma extensio de K se K C F e serd
denotada por K C F ou F/K.

Sejam F' uma extensao de K e ay,qs,...,qa, € F. Entao
K (ag,a9,...,04),

denotard o menor subcorpo de F' contendo aq,as,...,a, e K. Uma extensao F' de K é

chamada finitamente gerada sobre K se existir aq, as, ..., a, € I tais que
F=K(a,ag,...,a,).

Se existir « € F tal que F' = K(«a), dizemos que F' é uma extensio simples de K e o é
chamado um elemento primitivo de F' sobre K.
Sejam I’ uma extensao de K e a um elemento de F'. Dizemos que « é algébrico sobre

K se existirem ag, ay, . ..,a, € K, com a, # 0, tais que

ag+ ara+ - -+ a,a” =0,
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isto é, existe um polinomio nao-nulo f € Klz] tal que f(a) = 0. Caso contrério, o é
transcendente sobre K. Note que todo a € K ¢ algébrico sobre K, pois « ¢ raiz do
polinémio p = x — « € K[z]. Se todo elemento de uma extensdao K C F' for algébrico

sobre K, dizemos que F' é uma extensao algébrica.

Proposicao A.8 Sejam F uma extensao de K e o um elemento de F. Entao a fun¢ao

¢ : Klzx| — F definida por ¢(f) = f(a) é um homomorfismo de anéis tal que:
1. Im¢p=Kla] e K C K|a] C F.
2. « é transcendente sobre K se, e somente se, ker ¢ = {0}.

3. « € algébrico sobre K se, e somente se, ker ¢ # {0}.

4. QE@:K[@]. [

Sejam F' uma extensao de K e o € F' algébrico sobre K. Como

%:;]:K[Q]CF.

Segue-se que % ¢ um dominio. Logo, (p) ¢ um ideal primo primo. Sendo K[z| um

dominio de fatoragao, isto implica que (p) é um ideal maximal. Portanto, p é irredutivel,
e denotamos p = irr(«a, K). Assim, K|[a] é um corpo e K[a] = K(a).

Seja K C F' uma extensao. Entao F' com as operagoes de adi¢ao

+: FxF — F
(a,b) +— a+b
e multiplicacao por escalar
KxF — F
(Aa) — X 7
¢ um K-espago vetorial. O grau de uma extensao K C F, denotado por [F: K|, é a
dimensao de F’ visto como K-espaco vetorial. A extensao serd chamada finita se [F : K| =

n < oo. Caso contrério, a extensao serd chamada infinita.

Teorema A.9 Sejam F uma extensio de K e o um elemento de F. Entao o é algébrico
sobre K se, e somente se, K () é uma extensdo finita de K. Neste caso, {1,a,...,a" "1}

é uma base para K(a) e [K () : K] =n = 0(p), onde p = irr(a, K). [
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Proposigao A.10 Sejam K C F C E corpos tais que [E : F] e [F : K| sejam finitos.
Entao [E : K| é finito e
[E:K|=[E:F][F:K]

Sejam K um corpo e f € Klx]. Um corpo de decomposicio de f sobre K é uma

extensao de F' sobre K tal que

1. f se fatora em F’;

2. F é minimal com respeito & condicao 1., isto é, se f se fatoraem Z com K C Z C F,

entao Z = F.

Teorema A.11 Seja K um corpo. Entao qualquer f € K[z| possui um corpo de decom-

POSICao. |

Seja K um corpo. Dizemos que K é algebricamente fechado se qualquer polindémio

nao constante sobre K pode ser decomposto em fatores lineares sobre K.
Proposicao A.12 Seja K um corpo. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. K é algebricamente fechado;
2. Qualquer polindomio ndao constante f € K[x] tem uma raiz em K;

3. Se F' é uma extensao algébrica de K, entao F' = K. ]

Seja K um corpo. Um fecho algébrico de K é uma extensao algébrica F' de K tal que

as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. F' é algebricamente fechado.

2. I’ ¢ minimal com respeito & condigao 1., isto é, se Z é um corpo algebricamente

fechado tal que K C Z C F, entao Z = F.

Vamos denotar o fecho algébrico de K por K. Neste caso, K é uma extensao algébrica
de K.
Seja K C F uma extensao. Dizemos que F' é normal se F' é um corpo de decomposicao

de alguma familia 7 C K[z] de polinomios sobre K.
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Proposig¢ao A.13 Sejam F = K|a] com « algébrico, p = irr(a, K) € Klx] e N uma ex-

tensao normal de K contendo a. Se 8 € N, entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. B € N é uma raiz de p.
2. p=irr(a, K) =irr(8, K).
3. Eziste um tnico K-isomorfismo o : K(a) — K(8), com o(a) = .

4. Existe um K-automorfismo ¢ : N — N, com ¢(a) = f3. [ |

Se pelo menos uma (e portanto todas) das quatro condi¢oes da Proposi¢ao A.13 for
satisfeita, dizemos que 8 é um conjugado de o sobre K. Conseqiientemente, o nimero de

K-imersoes de K(«) em N é menor ou igual ao nimero de raizes de p, isto é,
Hom g (F,N) < 9(p) = [K|a] : K].

Sejam p € K[z] um polinémio irredutivel sobre K e L um corpo de decomposi¢ao
para p. Dizemos que p é separdvel sobre K se todas as raizes de p em L sao simples ou,
equivalentemente,

mdc(p, p') = 1.

Seja f € K[x] um polindomio qualquer. Dizemos que f é separdvel sobre K se cada um
de seus fatores irredutiveis é separavel sobre K.

Sejam F'/ K uma extensao e a € F. Dizemos que « ¢é separdvel sobre K se « ¢é algébrico
sobre K e irr(a, K) é separdvel sobre K. Dizemos que F//K & uma eztensao separdvel se

cada elemento de F' for separdvel sobre K.

Teorema A.14 Seja F' uma extensio separdvel de K com [F : K] < co. Entao existe

a € F tal que F = Kla]. [ |

A.3 Tracos e Normas

Nesta secao todas as extensoes de K, salvo mencao explicita em contrério, sao sepa-
raveis.
Sejam F' uma extensao finita de K com [F : K] = n e a € F. Entao a funcao

¢, : F — F definida por ¢,(8) = af é claramente uma transformacao K-linear sobre
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F. Logo, a funcao ¢ : FF — Endg F' = Hom g (F, F) definida por ¢(a) = ¢, é um
homomorfismo de anéis injetor. Portanto, podemos identificar F' com um subcorpo do
anel Endg F'. Se

B=A{ay,...,an}

é uma K-base para F' e
n

qba(Oéj) = Zaijozi,j = 1, e,y

i=1

entao
fa(z) = det(2I — A)
¢ o polinomio caracteristico de a sobre K, onde A = [a;;] ¢ a matriz nxn da transformacao

linear ¢, em relagao & K-base B.

Teorema A.15 Sejam F' uma extensio de K com [F : K| =nea € F. Sep =irr(a, K),
entio f, = p*, onde k = [F : K|a]]. Além disso, f, = p se, e somente se, F = K|[a].

Prova. Seja
p(z) =irr(a, K) =co+crz+ -+ PR o SRy

Entdo {1,q,...,a™ '} ¢ uma K-base para K[a]. Se {8y, ..., B,_1} ¢ uma K[a]-base para
F'| entao

{a'B;:0<i<m—-1e0<j<k—-1}

¢ uma K-base para F. Logo, a matriz de ¢, nesta base é da forma

(@) o -.. Ak:fl
onde
0 0 0 —co
10 0 —C1
o1 --- 0 —Ca
A;=

0 0 -+ 0 —cpso
o0 --- 1 —Cm—1
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Portanto,

fo(z) = det(2I — A Hdet:cI— = p(x)".

Finalmente, se f, = p, entao
[K[a] : K]=n=[F: K]
Logo, F' = K|a]. Reciprocamente, se F' = K|a], entdo dp =n e f, = p. [ |

Seja A a matriz da transformacao linear ¢, em relagao & alguma K-base. O trago e

a norma de « sao definidos por
tr(a) = tr(A) e N(a) = det(A).
Proposicao A.16 Seja F' uma extensao de K com [F : K] = n.
1. tr(aa+ bB) = atr(a) + btr(5), para todo a,b € K e o, € F.
2. tr(a) = na, para todo a € K.
N(apf) = N(a)N(B), para todo o, B € F.

4. N(a) =a", para todo a € K. [ |

Suponhamos que

folz) = (x = ao) -+~ (z — an)

em K. Entdo
Zaj e N(a H Q.
De fato, se
falz) =det(zl — A) = 2" 4+ ap_12" ' + - + ayx + ag,
entao

ap—1 = —tr(A) e ag = (—1)"det(A).

Por outro lado, é facil verificar que

n—1 n—1

Zaj = —Q,_1 € Haj = (-

=0 j=0
Portanto, tr(a) € K e N(«a) € K.

54



Coroldrio A.17 Seja F uma extensdo de K com [F : K| = n. Seo; : F — K,

i=1,...,n, sio as K-imersoes deF em K, entdo para todo oo € F temos que

n

tr(@) = oi(e) e N(a) = Ha,(a).

i=1

Além disso,
n n

tr(g(a)) = Zg(ai) e N(g(a)) = Hg(ai),

para todo o € F e g € K|x], onde a; = o;(), i =1,...,n. [ |

A fungdo B : F' x F — K definida por B(«, 3) = tr(af) é claramente uma forma

K-bilinear simétrica. Logo, por defini¢ao, o discriminante de uma K-base
B=1{1,0,...,0""}

para ' é
A(B) = det(tr(@”j)).

Se B = {ap, a1,...,a,_1} &€ uma outra base de F tal que

n—1
o; = Z aijﬁj,
§=0
onde B = [a;;] ¢ a matriz mudanca de base, entao pela Proposicao A.6 temos que
A(B') = (det B)2A(B).
Proposigao A.18 Seja F' uma extensao de K com [F : K| =n.

1. Seo;, : F — K,i=1,...,n, sio as K-imersoes de F,onde F ¢ algebricamente
fechado, entao

A(B) = (det(oi(a;)))*

onde
B={a,...,a,}

¢ uma K-base para F.

2. Se F = K(«a) ep=irr(a, K) € K[z], entdo

AB) = (-1 Nl (@) = T ] (os(0) ~ ou(a)”
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onde

B={l,a...,a""}
¢ uma K-base para F'.
Prova. Vamos provar apenas o item 1. Sejam
A = la;] e A" = [b]
onde a;; = 0;(a;) e bj; = aj;. Entdo
A'A = [g;],

onde
n

Cij = Z birar; = Z or(a;)o(aj) = Z or(aa;) = tr(asay).
k=1 k=1

k=1
Logo,

A(B') = det(tr(a;a;)) = det(A'A) = (det(A))>.

Teorema A.19 Seja F' uma extensao finita de K. FEntao as sequintes condig¢oes sao

equivalentes:
1. tr: F — K ¢ sobrejetora.
2. Existe a € F* tal que tr(a) # 0.
3. A forma bilinear B : F x F' — K definida por B((«, 5)) = tr(af3) é nao-degenerada.

Prova. E claro que (2 = 1). Para provar que (1. = 2.). Suponhamos que exista « € F'

com tr(a) = b # 0. Logo,
tr(cbta) = cb ' tr(a) =cb b =c,Vc € K.

Portanto, tr é sobrejetora.
(1. = 3.) Suponhamos que tr seja sobrejetora. Entao existe a € F* tal que tr(a) # 0.
Dado 3 € F*, existe af~* € F tal que

B(aB™,8) = tr(af'B) = tr(a) # 0.

Portanto, B ¢ nao degenerada.

3. = 1.) Segue da definicao. [ |
( ) Seg ¢
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A.4 Inteiros Algébricos

Sejam R C S uma extensao de anéis e & um elemento de S. Dizemos que « é um

inteiro algébrico sobre R se existir ag,aq,...,a,_1 € R tais que
ap + a4+ -+ a1+ a” = 0.

Se todo elemento de uma extensao R C S for inteiro, dizemos que S é uma extensao

nteira de R.

Teorema A.20 Sejam R C S uma extensdo de anéis e a um elemento de S. Entao as

sequintes condigoes sao equivalentes:

1. « é um inteiro sobre R,
2. Rla] é um R-mddulo finitamente gerado
3. Existe um anel Z com Rla] C Z C S tal que Z é um R-mddulo finitamente gerado;

4. Existe um R|a]-mdédulo V', o qual é um R-mddulo finitamente gerado e cujo

AnnR[a] (V) = {0}

Lema A.21 Sejam R C S C T anéis.

1. Se S é um R-mddulo finitamente gerado e T é um S-mddulo finitamente gerado,

entao T é um R-mddulo finitamente gerado.

2. Se Anng(S) = {0} e S é um R-mddulo finitamente gerado, entdo o unico ideal I

em RecomIS =S5 ¢l =R.

Prova. 1. Se

S=Ray®---®Ray,, e T'=85Sp,8---d5p,,

entao

T = Z; (; Rai> B;=> > Ra;B;.

i=1 j=1

Portanto, 7' ¢ um R-mdédulo finitamente gerado.
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2. Suponhamos que

S = Ra; @ --- @ Ray,.

Como a; € S e

S=IS=1oy®---Pla,

temos que existem a;; € I tais que

n
O"':E agjog, jJ=1,...,n.
j=1

Ou na forma matricial

(A—-1,)X = O,
onde _ _ _ _
a;p —1 a12 ce A1n 03]
azy G —1 --- azp Qg
A-1,= e X =
an1 an2 tee Ann — 1 (079

Como det(A —I,)I, = adj(A — I,)(A —I,,) temos que det(A —I,,)X = 0. Assim,
det(A —1,)0; =01=1,...,n,

isto ¢, det(A —I,,) € Ann(S) = {0}. Por outro lado, a expansao do determinante mostra

que det(A —1I,) = (=1)" + 2, com = € I, pois a;; € I. Portanto, 1 € I e I = R. [
Seja R C S uma extensao de anéis. O fecho inteiro de R em S é definido como
Rs={a €S :« éinteiro sobre R}.
Dizemos que R é integralmente fechado em S se Rgs = R.
Teorema A.22 Sejam R C S C T extensoes de anéis.

1. Se S é um R-mddulo finitamente gerado, entdo S é uma extensdao inteira de R.

2. Se ay,...,a, € S sdo inteiros sobre R, entao R|ay, ..., «,| é um R-mddulo finita-

mente gerado.
3. Rg é um anel com R C Rg C S.
4. Se S = Rr, entdao S é integralmente fechado em T. [ |
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Corolario A.23 Sejam R um dominio de fatoragao unica e K seu corpo quociente. En-

tao RK = R. [ |

Proposigao A.24 Seja R C S uma extensio de dominios tal que S é uma extensao

inteira de R. Entao S é um corpo se, e somente se, R também o é.

Prova. Suponhamos que S seja um corpo. Entao para cada o € R*, obtemos a~! € 9,

pois S é um corpo. Logo, por hipdtese, existem ag, a1, ..., a,_1 € R tais que
ap+aat+ -+ a, ()" 4+ (o) =0,

Multiplicando esta equacao por o™ !, obtemos
atl=—(am1+-+aad™?+aa™ ") €R.

Portanto, R é um corpo. Reciprocamente, suponhamos que R seja um corpo. Para cada

a € S*, existem ag, ay,...,a,_1 € R tais que
a+aa+ - +a,1a" o =0,
onde n é minimo. Entdo ag # 0 e a;' € R. Assim,
ala; + -+ ap 10" 2+ " ) (—apt) = 1,

isto é, « é invertivel. Portanto, S é um corpo. |

Coroldrio A.25 Seja R C S uma extensao de dominios tal que S é uma extensao inteira

sobre R.

1. Para qualquer ideal I nao-nulo de S, I N R é um ideal nao-nulo de R.
2. US)NR=U(R).

3. Um ideal M de S é maximal se, e somente se, N = M N R é um ideal maximal de

R. |

Proposicao A.26 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente com Rx = R, F' uma

extensao finita de K e S = Rp.
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1. Se a € S, entao o;(«) sao inteiros sobre R, onde o, : F — K, i=1,...,n, sdo as

K-imersoes de F' em K.
2. Sea €S, entao tr(a), N(a) € R.
3. a € U(S) se, somente se, N(a) € U(R).
4. Se a € R é tal que N(«) é irredutivel em R, entao « é irredutivel em S.

5. Qualquer elemento de F' pode ser escrito na forma ¢, onde c € S ea € R. Em

particular, F é o corpo quociente de S, ou seja, F' = R™18S.
Prova. 1. Seja o € S. Entao existem ag, ay,...,a,_1 € R tais que
a+ao+--+a,_1a" o =0.

Logo
0=0;(0) =0 (Z aiai> = Z a;ioi(at).
=0 =0

Portanto, o;(«) inteiro sobre R.

2. E claro que o tr(a) € K e N(a) € K. Por outro lado, como ¢;(«) sio inteiros sobre
R temos, pelo Coroldrio A.17, que tr(a) e N(«a) sdo inteiros sobre R. Logo, tr(a), N(«) €
Rk =R.

3. Suponhamos que a € U(S). Entéo existe € S tal que a8 = 1. Logo,

1= N(1) = N(aB) = N(a)N(B).

Portanto, N(«a) € U(R). Reciprocamente, se N(«) € U(R), entdo existe a € R tal que
aN(«) = 1. Logo,

n

l1=aN(a)= aHUj(a).

j=1
Como o0, = id, para algum j = 1,...,n, temos que o € U(S), onde

n

a'=(a [] oie)).

i=1,i#j
4. Segue da definicao de elemento irredutivel e do item 3.
5. Dado a € F. Como « ¢é algébrico sobre K temos que existem rg,ry,...,7,-1 € K
tais que

ro+ Tt a” o =0.
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Fazendo

7"12% e B=0byb-- b1 €R,

obtemos

co+ci(af) + -+ en1(aB)" 4 (aB)" = 0.

Assim, fa € S = Rp. Portanto, existe ¢ € S tal que a = £ [ |

B.
Proposigao A.27 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente, F' uma extensdo de K
eS = RF

1. Sea € KNS, entdo existe c € R* tal que ca™ € R, para todo n € N.

2. Se Rk = R, entao KNS = R.

3. Se Rk =R ea €S, entio p=irr(a, K) € K[x] tem coeficientes em R.

Prova. 1. Como a € K NS temos que o = £, com 7,5 € R e mdc(r,s) = 1, e existem

ap, a1, . ..,ax—1 € R tais que
ap+aa+ -+ a,_ 1"t +a" =0.

Logo,

aps" +arrs" 4+ Fa, " s+t =0=s | 1.

Assim, existe t = s7! € R* tal que ta = r € R. Portanto, indutivamente, obtemos
ca”™ € R, para todo n € N.

2. E claro que R C K NS. Mas por 1. KNS C R. Portanto, K NS = R.

3. Suponhamos que « € S e p = irr(a, K). Entao, pelo item 1.da Proposi¢ao A.26,
os conjugados o;(c) de « s@o inteiros sobre R = Rg. Como os coeficientes de p sao
polindmios simétricos elementares das raizes temos, pelo item 4. do Teorema A.22, que
eles sao inteiros sobre R. Por outro lado, esses coeficientes estao K e Rx = R implica

que eles estao em R. [ |

A.5 Reticulados

Seja I um R-espago de dimensao n. Tomando ey, ..., e, uma base em LL e definindo

para os vetores x = xr1€; + .-+ x,€, €y = y1€1 + - - - + yp€,, 0 produto escalar

(X, y) = th =x1Y1 + -+ Tpln,
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e 0 comprimento

el = Vm T = At + a2

do vetor x € L. Seja B, a bola de raio p centrada na origem, ou seja,
B,={xeL:|le] < p}.

Dados z1, . ..,2z,, € L, consideremos os conjuntos

A:Zz1+---+sz:{Zaizi:al,...,ameZ}
i=1

Tz:{z,oz-zi:()ﬁpi<1,i:1,...,m}.

i=1
Assim, A é um reticulado de IL quando z1, ..., z,, forem linearmente independentes em R

e T, a regido fundamental, neste caso, temos que m < n.
Exemplo A.28 O conjunto de vetores

A ={a(1,0)+b(0,1) : a,b € Z}
¢ um reticulado de dimensio 2 em R?* com T, = [0,1) x [0, 1).

Um subconjunto C' de LL é limitado, se C C B, para algum p > 0. E um subconjunto

D & discreto, se D N B, for finito, para todo p € R com p > 0.

Lema A.29 Um subgrupo aditivo em R™ é um reticulado se, e somente se, ele for dis-

creto. |
Seja A = (x1,...,X%,) um reticulado em R™ gerado por n vetores linearmente indepen-
dentes x1,...,x, sobre R. Se
X; = (%’17 e inn) )

entao a matriz

M=[x;:1<1i<n],

cujas linhas sao os vetores x; & chamada uma matriz geradora do reticulado A, e os
elementos do reticulado A consistem de todos os vetores uM, onde u € Z".
O determinante do reticulado A é o valor absoluto do determinante da matriz geradora
M, isto é,
d(A) = |det(M)].
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O volume fundamental de um reticulado A é o volume de uma regiao fundamental, o qual

serd denotado por V(A).
Lema A.30 Seja A um reticulado de R™. Entio R™ = Uyep (A + T,). [ |
Lema A.31 Seja A um reticulado em R"™. Entao V(A) = d(A) = V(T,). [ |
Seja X um subconjunto de R". Dizemos que X é convezro se o segmento
x,y|={(1—-t)x+ty VxyeXete|0l]}CX.
Dizemos que X é centrado simetricamente se para todo x € X tem-se —x € X.

Teorema A.32 (Minkowski) Sejam A um reticulado de R™, X um subconjunto limi-

tado, convexo e centrado simetricamente. Se
V(X)>2"V(A),
entdo X N A # {0}.
Prova. [2, Corolario, 17.8, p 149]. [ |
Lema A.33 A regigo C = C(r) em
R® = {(21,...,78) : 7; € R}

definida por

\/x%—l—x%ﬁLx%—i-x?pL\/x§+x§+x%+x§§r

.8

tem volume 555 " -

Prova. Seja

r = \/ﬁ%—x%—i-x%%—xi e ry = \/x§+x§+x$+x§.
Entao a regiao C(r) é definida por
ri4+1y <1

Para cada ponto de r; & origem no R* h4 uma regiao de volume V (By(r — ry)) em C(r).

Assim, o volume de C(r) é

/B4(r) V(By(r —1m1)).
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Vamos integrar em relagao a r;. Assim,

Toon? 3 4
22 ——(r—r)¥dr, = 7 (r —ry)*rddr,
r1=0 2 0

(r — 7“1 (r — 7"1) rldrl

- / 2 — 2rry +12)(r® = 2rry + r2)ridr

2—80

Lema A.34 Seja X um subconjunto fechado de R™. Entao X é convero se, e somente

se, 3(x+y) € X, para todos x,y € X.

Prova. Suponhamos que X é convexo. Entao tomando t = %, obtemos

1 1 1 1 1
1- = Sy =-x+oy=- X
( 2>x+2y 2x+2y 2(x+y)€ ,

para todos x,y € X. Reciprocamente, sejam x,y € X e
x,y]={(1—-t)x+ty:te0,1]}.
Queremos mostrar que [x,y] C X. Considere
v:[0,1] = X,
definida por y(t) = (1 — t)x + ty. E claro que v ¢é continua. Seja
A:{z% n,meN} e B=AnN[0,1].

Entdo, para qualquer ¢t € B, tem-se v(t) € X, pois t € B representa os pontos médio de
[z,y]. Consideremos, agora, B = [0, 1], isto &, B é denso em [0, 1]. Assim, basta mostrar

apenas que B ¢ denso em (0,1). Seja I C (0,1) qualquer intervalo aberto. Entao
BNI+o.

Seja {(I) > 0 o comprimento de /. Escolhendo um ng € N e a € I tal que
1 < mi I(I)
— < min<a,—= ;.
2no !
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Assim,

m 1 .
— = — lim m = oo.
m—o0 277*0 2”0 m—o0

Seja
m
C’:{mGN:%<a, onde I = (a,b)}.

Entéo 1 € C e existe um k € N tal que m > k com m ¢ C. Portanto, C' é um conjunto

limitado. Logo, tomando mg = max C, obtemos v(B) = [z, y], onde
v(B) ={~(t) : t € B} ou v(B) C X.
Seja t € [0,1] qualquer. Entao existe uma seqiiéncia (¢,,) em B tal que

lim ¢, =t,

pois B = [0, 1]. Portanto,

lim ~(t,) = v(t).

n—oo

Como v(t,) € X e X é fechado temos que (t) € X, isto é, X é convexo [ |
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