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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de soluções periódicas para um sistema
de equações diferenciais parciais de evolução não-linear de segunda ordem envolvendo
o operador pseudo-Laplaciano. Para mostrar a existência de soluções periódicas us-
amos o método de Faedo-Galerkin juntamente com argumentos da teoria do ponto �xo.

Palavras-Chave: soluções periódicas, pontos �xo, problema de evolução não-linear,
pseudo-Laplaciano.



Abstract

In this work we study the existence of periodic solutions for a nonlinear evolution
system of second order partial di�erential equations involving the pseudo-Laplacian
operator. To show the existence of periodic solutions we together use the method of
Faedo-Galerkin with arguments of the theory of the �xed point.

Keywords: periodic solutions, �xe points, nonlinear evolution problem, Pseudo-Laplacian.
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Introdução

O movimento de mesons carregados em um campo eletromagnético pode ser
descrito pelo seguinte sistema de equações não lineares de Klein-Gordon:

Bu + α2u + av2u = 0, Bv + β2v + bu2v = 0, (1)

onde B =
∂2

∂t2
−∆, u, v são campos escalares de massas α e β, respectivamente, e a, b

são constantes de interação. Este modelo foi proposto por I. Segal [21].
Em 1987, Medeiros e Milla Miranda [17] consideraram a seguinte generalização

de (1):
Bu + |v|ρ+2|u|ρu = f, Bv + |u|ρ+2|v|ρv = g. (2)

Aqui ρ é um número real, ρ > −1, e f , g são funções dadas. Os autores em [17]
provaram existência de soluções para (2) com condições iniciais e condições de fronteira
Dirichlet homogênea para qualquer dimensão n, e unicidade para qualquer n ≤ 3.

Mais recentemente, em 1997, Castro [9] estudou o sistema




u′′ + Au−∆u′ + |v|ρ+2|u|ρu = f1

v′′ + Av −∆v′ + |u|ρ+2|v|ρv = f2.
(3)

onde z′ =
∂z

∂t
e A é o operador pseudo-Laplaciano dado por

Aω = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(| ∂ω

∂xi

|p−2 ∂ω

∂xi

)
, p > 2.

Este sistema pode ser visto como uma generalização matemática de (2). Castro em
[9] obteve resultados sobre a existência de soluções globais e seu decaimento quando
t →∞ com uma condição inicial dada e considerando condições de fronteira Dirichlet
homogênea. Para problemas relacionados, veja [26] e [27].
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Aqui estudamos, com algumas condições impostas, a existência de soluções
periódicas, em um sentido fraco, para o sistema (3).

Esta dissertação está organizada como segue:

- No capítulo 1, damos, sem prova, alguns resultados que serão úteis no decorrer
do capítulo 2. Para as provas dos resultados, referências são dadas no �nal da
dissertação.

- No capítulo 2 enunciamos e provamos o teorema de existência de soluções
periódicas para o sistema (3).

- Por �m, apresentamos dois apêndices, A e B. O apêndice A é voltado inteiramente
ao operador pseudo-Laplaciano, demonstrando algumas de suas propriedades, e
o apêndice B a pequenos cálculos, porém cruciais na demonstração do teorema
principal.

Aqui, particularizamos a dimensão do espaço, provamos o teorema para n = 3.
O caso geral foi estudado por [8].
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Notações

Serão usados as seguintes notações no decorrer desta dissertação:

- Ω ⊂ R3, aberto limitado bem regular;

- Q = Ω× (0, T ), T > 0, é o cilindro em R4 com base Ω e altura T ;

- Σ = Γ× (0, T ) é a fronteira lateral de Q, onde Γ é a fronteira de Ω;

- ∆ =
3∑
i=

∂2

∂x2
i

é o operador Laplaciano;

- A é o operador pseudo-Laplaciano de�nido por

A : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω)

u 7−→ Au,

onde Au = −
3∑

i=1

∂

∂xi

(| ∂u

∂xi

|p−2 ∂u

∂xi

)
.

No Apêndice provaremos que A tem as seguintes propriedades:

• A é monótono, hemicontínuo, coercivo e limitado;

• 〈
Au, u

〉
W−1,p′ (Ω),W 1,p

0 (Ω)
= ||u(t)||p0;

• 〈
Au(t), u′(t)

〉
W−1,p′ (Ω),W 1,p

0 (Ω)
=

1

p

d

dt
||u||p0, d

dt
=′;

• ||Au||W−1,p′ (Ω) ≤ C||u||p−1
0 .

- || . ||0, norma em W 1,p
0 (Ω);

- || . ||1,p, norma em W 1,p(Ω);

- || . ||m, norma euclidiana em Rm;

- || . ||, (
( . )

)
, norma e produto interno, respectivamente, em H1

0 (Ω);

- | . |, ( . ), norma (às vezes denotará também o valor absoluto, donde as circun-
stâncias deixarão clara a distinção) e produto interno em L2(Ω);
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- V ′ denota o espaço dual topológico do espaço linear V e p′ denota o expoente
conjugado de p, isto é, 1

p
+

1

p′
= 1;

- V ↪→ H e V
c

↪→ H denotam, imersão contínua e densa, e imersão compacta,
respectivamente, de V em H;

- Ck
T (R), subespaço linear de todas funções reais T-periódicas em Ck(R), T > 0;

- IT , qualquer intervalo da forma [a, a + T ]. A integral sobre IT será denotado por∫

T

;

- Seja X um espaço de Banach. Então Lp(T, X) denotará o espaço linear de todas
funções T-periódicas, u : R → X, tal que ||u(t)||X ∈ Lp(IT ), onde || . ||X é a
norma em X;

- Se 1 ≤ p ≤ ∞, então ||u||Lp(T,X) =
( ∫

T

||u(t)||pXdt
)1/p de�ne uma norma em

Lp(T,X), com a qual é um espaço de Banach;

- Se p = ∞, L∞(T, X) é um espaço de Banach com respeito a norma de�nida por
||u||L∞(T,X) = sup ess||u(t)||X ;

- Denota-se por W2m o espaço W2m = C1
T (R)× · · ·×C1

T (R), produto cartesiano de
2m-cópias do espaço C1

T (R) e por K(W2m) o espaço linear de todos operadores
compactos de W2m em W2m. Para Ym ∈ W2m, de�ne-se

||Ym||W2m = sup
t
{||Ym(t)||2m + ||Y ′

m(t)||2m}.

Prova-se que || ||W2m é uma norma sobre W2m e que, munido desta norma, W2m

é um espaço de Banach.



Capítulo 1

Terminologia e Resultados
Preliminares

O objetivo deste capítulo é listar algumas de�nições e notações básicas da
Teoria das Equações Diferencias Parciais a �m de apresentar os resultados
preliminares fundamentais para o desenvolvimento do cerne deste trabalho.
Entretanto, não nos preocupamos, neste capítulo, em demonstrar os resultados
enunciados, apenas mencionaremos as referências bibliográ�cas onde os mesmos
podem ser encontrados.

1.1 Resultados de Convergência
Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sejam X um espaço de Banach
separável e (fn)n uma sequência fortemente limitada em X ′ (dual de X). Então (fn)n

tem uma subsequência (fnk)k que converge fraco-∗, isto é, fnk
∗
⇀ f em X ′.

Prova. ver [2].

Teorema 1.2 (Kakutani) Sejam X um espaço de Banach. X é re�exivo se, e
somente se, (xn)n fortemente limitada em X possui uma subsequência (xnk) que
converge fraco, isto é, xnk ⇀ x em X.

Prova. ver [2].

Teorema 1.3 (Aubin-Lions) Sejam X, B, Y espaços de Banach, X é re�exivo e
X

c
↪→ B ↪→ Y. Suponha que (un)n seja uma sequência uniformemente limitada em
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Lp(0, T ; X) tal que (
d

dt
un)n = (u′n)n seja limitada em Lp(0, T ; Y ) para algum p > 1.

Então existe uma subsequência de (un)n que converge fortemente em L2(0, T ; B).

Prova. ver [12].

Teorema 1.4 (Lebesgue) Seja (un)n uma sequência de funções integráveis em (a, b),
convergente quase sempre para uma função u. Se existir uma função integrável u0 tal
que |un(t)| ≤ u0 para todo n ∈ N, então u é integrável e tem-se que

∫
u = lim

n→∞

∫
un.

Prova. ver [16].

Teorema 1.5 (Lema de Fatou) Sejam (un)n uma sequência de funções integráveis
tal que

un(t) ⇀ u(t), em X, q.s. em (a, b)

e suponhamos que existe uma constante positiva C tal que
∫ b

a

||un(t)||dt ≤ C, ∀ n.

Então u é integrável e
∫ b

a

||u(t)||dt ≤ lim inf

∫ b

a

||un(t)||dt

Prova. ver [16].

Lema 1.1 (Lions) Sejam Ω um aberto limitado do Rn, g e gj funções de Lq(Ω), 1 <

q < ∞, tais que
||gj||Lq(Ω) ≤ C, ∀ j,

e
gj → g, q.s em Ω.

Então
gj ⇀ g, em Lq(Ω).

Prova. ver [7], [12].

Proposição 1.6 Seja X um espaço de Banach re�exivo e suponha que fn
∗
⇀ f em X ′.

Então fn ⇀ f em X ′.

Prova. ver [2], [7].
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1.2 Desigualdades

• Desigualdade de Poincaré.

Seja Ω ⊂ Rn, um subconjunto aberto e limitado do Rn. Então existe um constante
C = C(Ω, p) > 0 tal que

||u||Lp(Ω) ≤ C||u||0, ∀u ∈ Wm,p
0 (Ω).

• Desigualdade de Young.

Sejam p > 1, q > 1 tais que 1

p
+

1

q
= 1. Então

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq, ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0.

• Desigualdade de Holder.

Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com 1

p
+

1

q
= 1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então f.g ∈ L1(Ω) e

∫
|fg| ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω).

• Desigualdade de Minkowsky.

Sejam f, g ∈ Lp(Ω), p ≥ 1. Então f + g ∈ Lp(Ω) e

||f + g||Lp(Ω) ≤ ||f ||Lp(Ω) + ||g||Lp(Ω).

As provas destas desigualdades podem ser vistas, por exemplo, em [2], [7].

1.3 Resultados de Existência
Teorema 1.7 Sejam V e H dois Espaços de Hilbert e suponha que V ⊂ H e
V

c
↪→ H. Então existe uma base espectral, {ωj}j de V , formando um sistema

ortonormal completo em H.

Prova. ver [18]

Lema 1.2 (Browder-B. An Ton) Seja W um espaço de Banach separável e
re�exivo. Existe um espaço de Hilbert H, separável, tal que H ⊂ W , com imersão
contínua e densa.
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Prova. ver [3]

Teorema 1.8 (Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e ϕ ∈ (Lp(Ω))′. Então,
existe uma única u ∈ Lp′(Ω), tal que

〈
ϕ, f

〉
=

∫

Ω

ufdx, ∀ f ∈ Lp(Ω),

e ||u||Lp′(Ω) = ||ϕ||(Lp(Ω))′, onde
1

p
+

1

p′
= 1.

Prova. ver [2]

Teorema 1.9 Todo espaço de Hilbert possui uma base ortonormal completa.

Prova. ver [11]

Teorema 1.10 Se H é um espaço de Hilbert separável, então todo conjunto ortonormal
completo em H é enumerável.

Prova. ver [11]

1.4 Espaços das Distribuições Escalares

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e u : Ω → R uma função real contínua. O suporte de
u é por de�nição, o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}. Este conjunto será
representado por supp(u). Segue diretamente da de�nição que o suporte é o menor
fechado fora do qual u se anula, e vale:

a) supp(u + v) ⊂ supp u + supp v;

b) supp(uv) ⊂ supp u ∩ supp v;

c) supp(λv) = supp v. λ 6= 0.

Aqui, usaremos inicialmente o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis cujo
suporte é um compacto contido Ω, com notação C∞

0 (Ω).

Um multi-índice é uma n− upla α = (α1, . . . , αn), αi ∈ N, i = 1, . . . , n. Escreve-
mos |α| = α1 + . . . + αn e representaremos Dα como o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂α1 . . . ∂αn
.



10

Observe que, para α = (0, 0, . . . , 0) temos D0u = u. Note também que supp(Dαu) ⊂
supp u, ∀α ∈ Nn, quando u for su�cientemente diferenciável.

Aqui, também é importante darmos a noção de convergência no espaço vetorial
C∞

0 (Ω), já que com tal convergência ele se tornará um espaço topológico.
Dizemos que uma sequência (ϕn)n ∈ N de funções em C∞

0 (Ω) converge para ϕ ∈
C∞

0 (Ω) se:

i) Existe um compacto K ⊂ Ω tal que

suppϕ ⊂ K e suppϕn ⊂ K, ∀ n ∈ N;

ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente em K, ∀ α ∈ Nn.

Representaremos C∞
0 (Ω), munido da convergência acima, por D(Ω), denominado

de Espaço das Funções Testes.
Note que, se ϕn → ϕ em D(Ω) então Dαϕn → Dαϕ, ∀α ∈ Nn, em D(Ω).
Uma distribuição escalar sobre Ω é uma forma linear e contínua T : D(Ω) → R

com respeito a topologia de D(Ω). Assim, se uma sequência (ϕn)n convergir para uma
ϕ em D(Ω), então T (ϕn) → T (ϕ) em R, cujo valor de T aplicada a ϕ será denotado
por

〈
T, ϕ

〉
.

Denotamos por D′(Ω), o espaço vetorial de todas as distribuições escalares sobre
Ω.

Considere-se u ∈ L1
loc(Ω), isto é, u é uma função de Ω em R, localmente inte-

grável, ou seja, u é integrável a Lebesgue sobre todo compacto K ⊂ Ω. O funcional
Tu : D(Ω) → R dado por

〈
Tu, ϕ

〉
=

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx,

é linear e contínuo, logo, uma distribuição escalar sobre Ω. Para mais detalhes veja
([10]). Daí, Tu é dita distribuição gerada por uma função localmente integrável u.
Observe que se Tu = Tv então u = v (ver [10]), logo Tu é univocamente determinada
por u, portanto, neste sentido podemos identi�car u com sua distribuição Tu.

Exemplo 1 Seja x0 ∈ Ω. Então δx0 de�nida por
〈
δx0 , ϕ

〉
= ϕ(x0), ϕ ∈ D(Ω)
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é uma distribuição sobre Ω, denominada delta de Dirac. prova-se (ver [10]) que a
distribuição δx0 não é de�nida por uma função localmente integrável, isto é, não existe
uma função u ∈ L1

loc(Ω) tal que
∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Logo, o espaço L1
loc(Ω) não é igual ao espaço D′(Ω), uma vez que existem dis-

tribuições sobre Ω que não são geradas por nehuma função localmente integrável.

1.4.1 Convergência e Derivação em D′(Ω)

Dizemos que a sequência de distribuições escalares (Tn)n converge para T em
D′(Ω) se

〈
Tn, ϕ

〉 → 〈
T, ϕ

〉
, em R, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Com essa noção de convergência, D′(Ω) torna-se um espaço vetorial topológico,
e temos a seguinte cadeia de imersões contínuas:

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω), 1 < p < ∞.

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que isso se
faz necessário para o estudo dos espaços de Sobolev que veremos a seguir.

O que motivou a formulação de derivada fraca e consequentemente a derivada
distribucional, foi a fórmula de integração por partes do cálculo.
De fato, em dimensão 1, temos a fórmula de integração

∫ b

a

u′(x)ϕ(x)dx = u(b)ϕ(b)− u(a)ϕ(a)−
∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx,

e quando ϕ ∈ D(a, b) temos
∫ b

a

u′(x)ϕ(x)dx = −
∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx.

Motivado pela igualdade acima Sobolev, de�niu a derivada fraca de uma função u ∈ L1
loc(a, b)

como uma distribuição v ∈ L1
loc(Ω), caso exista, tal que:

∫ b

a

u′(x)ϕ(x)dx = −
∫ b

a

v(x)ϕ′(x)dx, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (a, b).

Este conceito foi generalizado para distribuições quaisquer, em D′(Ω), da seguinte
maneira. Dados T ∈ D′(Ω) e α ∈ Nn, de�nimos a derivada distribucional de ordem
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α de T como a forma linear DαT : D(Ω) → R, dada por
〈
DαT, ϕ

〉
= (−1)|α|

〈
T, Dαϕ

〉
, ϕ ∈ D(Ω).

Veri�ca-se que DαT é uma distribuição (ver [10]).

1.5 Distribuições Vetoriais

Sejam X um espaço de Banach, 1 ≤ p ≤ ∞ e T > 0 um número real. Representa-
se por Lp(0, T ; X) o espaço das funções u : (0, T ) → X mensuráveis tais que ||u(t)||X ∈
Lp(0, T ). Para 1 ≤ p < ∞ este é um espaço de Banach com a norma

||u||Lp(0,T ;X) =

( ∫ T

0

||u(t)||pXdt

) 1
p

.

No caso p = ∞, L∞(0, T ; X) será um espaço de Banach com a norma

||u||L∞(0,T ;X) = sup
0<t<T

ess||u(t)||X .

Agora, �xemos u ∈ Lp(0, T ; X), 1 ≤ p ≤ ∞, e consideremos o espaço D(0, T ).
Associada a função u, de�namos a função Tu : D(0, T ) → X, dada por

〈
Tu, ϕ

〉
=

∫ T

0

u(s)ϕ(s)ds, ∀ ϕ ∈ D(0, T ).

Observe que esta integral é um vetor no espaço vetorial X. Prova-se que Tu é linear e
contínua.(ver [14])

Diz-se então que Tu é uma distribuição vetorial sobre (0, T ) à valores em X,
de�nida por uma função u ∈ Lp(0, T ; X), e escreve-se

Tu ∈ L(D(0, T ), X).

O espaço L(D(0, T ), X) é dito espaço vetorial das distribuições sobre (0, T ) a
valores em X, e contém em particular as distribuições vetoriais de�nidas pelas funções
de Lp(0, T ; X). Na prática, denotamos L(D(0, T ), X) = D′(0, T ; X).

1.6 Espaços de Sobolev

1.6.1 Os espaços Wm,p(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Sejam Ω um aberto do Rn, p um número real tal que 1 ≤ p < ∞ e m um número
natural. Denota-se por Wm,p(Ω), ao espaço vetorial
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Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ m}.

A função
||.||m,p : Wm,p(Ω) → R

de�nida por
||u||m,p =

( ∑

|α|≤m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p ,

é uma norma em Wm,p(Ω), o qual é Banach com esta norma.
Os espaços de Banach Wm,p(Ω), são ditos espaços de Sobolev de ordem α sobre

Ω. Quando p = 2, os espaços Wm,2(Ω) recebem a notação

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Veri�ca-se que Hm(Ω) torna-se um espaço de Hilbert, com o produto interno de�nido
por

(u, v) =
∑

|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω),

onde (.)L2(Ω) é o produto interno em L2(Ω).

1.6.2 O espaço Wm,∞(Ω)

Seja m ∈ N. Por Wm,∞(Ω) entende-se como o espaço vetorial

Wm,∞(Ω) = {u ∈ L∞(Ω); Dαu ∈ L∞(Ω), ∀ |α| ≤ m}.

Munido da norma
||u||m,∞ =

∑

|α|≤m

||Dαu||L∞(Ω),

Wm,∞(Ω) torna-se um espaço de Banach.

1.6.3 Os espaços Wm,p
0 (Ω)

Note que o espaço das funções testes C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω) = W 0,p(Ω) (ver[10]).

Porém, não é verdade que C∞
0 (Ω) é denso em Wm,p(Ω).

Denotamos por Wm,p
0 (Ω), o fecho de C∞

0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

Wm,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
W m,p(Ω)

.
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Como consequência da Desigualdade de Poincaré, a expressão

||u||0 =
( ∑

0<|α|≤m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p ,

de�ne uma norma natural para este espaço.
Em W 1,p

0 (Ω), caso que nos diz respeito, temos

||u||0 =
( n∑

i=1

|| ∂u

∂xi

||pLp(Ω)

) 1
p

e
||u||1,p =

( n∑
i=1

|| ∂u

∂xi

||pLp(Ω) + ||u||pLp(Ω)

) 1
p .

Prova-se que
||u||0 ≤ ||u||1,p ≤ C||u||0, ∀ u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Existem outras caracterizações para tal espaço, veja por exemplo, [10].
Uma atenção especial deve ser dada ao espaço dual de Wm,p

0 (Ω), 1 ≤ p ≤ ∞,
denotado por W−m,q(Ω), 1

p
+

1

q
= 1, que é constituído pelos funcionais lineares contínuos

T : Wm,p
0 (Ω) → R.

Mostra-se que, se T ∈ D′(Ω), então T ∈ W−m,q(Ω) se , e somente se, existem funções
gα ∈ Lq(Ω), |α| ≤ m, tais que

T =
∑

|α|≤m

Dαgα.

Veja a demonstração em [10], por exemplo.

1.7 Teoremas de Imersão

- Caso Ω = Rn

Teorema 1.11 Se 1 ≤ p < n então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),
1

q
=

1

p
− m

n
> 0.

Teorema 1.12 Se n > mp e p ≤ q ≤ np

n−mp
então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω).
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Teorema 1.13 Se kp < n e 1

qk

=
1

p
− k

n
então

Wm,p(Ω) ↪→ Wm−k,qk(Ω).

Teorema 1.14 Se 1 ≤ p < ∞ e 1

p
− m

n
= 0 com n ≥ 2 então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ≥ 1

Teorema 1.15 Sejam α = m− n

p
> 0 e k ∈ N tais que

k < α ≤ k + 1. Então
Wm,p(Ω) ↪→ Ck(Ω).

- Caso Ω ⊂ Rn, aberto, limitado e bem regular

Teorema 1.16 Sejam n um número natural, p um número real e suponhamos
1 ≤ p < n. Então

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ np

n− p
.

Teorema 1.17 Suponha que n > mp. Então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), q ≤ np

n−mp
.

Tem-se ainda,
Wm,p(Ω)

c
↪→ Lq(Ω), q <

np

n−mp
.

Teorema 1.18 Se k ≤ m e n > (m− k)p, então

Wm,p(Ω) ↪→ W k,q(Ω), q ≤ np

n− (m− k)p
.

Além disso,
Wm,p(Ω)

c
↪→ W k,q(Ω), q <

np

n− (m− k)p
.

Teorema 1.19 Se mp = n. Então

Wm,p(Ω)
c

↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, +∞).

Teorema 1.20 Se mp > n. Então

Wm,p(Ω)
c

↪→ C0,µ(Ω),

para,
µ = m− n

p
, se, m− n

p
< 1,

µ < 1, se, m− n

p
= 1,

µ = 1, se, m− n

p
> 1.
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Teorema 1.21 As Imersões nos teoremas acima, caso Ω ( Rn, permanecem ver-
dadeiras quando se considera Ω apenas limitado e se substitui Wm,p(Ω) por Wm,p

0 (Ω).

As demonstrações destes teoremas podem ser vistas em [10].
Sejam, I um intervalo real e T > 0. Consideremos X um espaço de Banach.

Denotamos C(0, T ; X), como o espaço das funções contínuas, de�nidas em I = (0, T )

a valores em X, isto é,

u ∈ C(0, T ; X) ⇔ u : (0, T ) → X é contínua,

onde a continuidade é medida no seguinte sentido: "Se t → t0 em (0, T ) então u(t) →
u(t0) na norma de X."

Lema 1.3 Sejam X e Y espaços de Banach, tais que X é imerso contínua e densa-
mente em Y . Suponha que u ∈ Lp(0, T ; X) e u′ ∈ Lp(0, T ; Y ), 1 ≤ p ≤ ∞. Então
u ∈ C([0, T ]; Y ).

Prova. Ver [14].

Teorema 1.22 O espaço das combinações lineares �nitas, de somas �nitas, de produ-
tos do tipo cjωj, com cj ∈ C1

T (R), ωj ∈ W 1,p
0 (Ω) é denso no espaço

V =
{
v ∈ L2(0, T ; W 1,p

0 (Ω)); v′ ∈ L2(0, T ; L2(Ω))
}
.

Prova. Ver [13].

Teorema 1.23 (Hellinger-Toeplitz) Se um operador linear T é de�nido sobre todo
um espaço de Hilbert H e satisfaz < Tx, y >=< x, Ty >, para todo x, y ∈ H, então T

é limitado.

Prova. ver [11].

Teorema 1.24 (Fórmula de Leibnitz) Se α(x) e β(x) são funções continuamente
diferenciáveis de x, e h(x, y) é uma função contínua de (x, y) sobre α(x) ≤ y ≤ β(x)

que tem uma derivada parcial contínua hx(x, y) com respeito a x sobre α(x) ≤ y ≤ β(x),
então

d

dx

∫ β(x)

α(x)

h(x, y)dy = β′(x)h(x, β(x))− α′(x)h(x, α(x)) +

∫ β(x)

α(x)

hx(x, y)dy.

Prova. ver [11].
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1.8 Função de Green

Consideremos o problema de contorno




y′′m(t) + ay′m(t) + bym(t) = 0

ym(0) = ym(T ), y′m(0) = y′m(T ).

(1.1)
Notemos que para a2 > 4b, ym ≡ 0 é a única solução do sistema acima. Dessa

forma,
ym(t) =

∫ T

0

Gm(t, s)f(s)ds

é a única solução do sistema não-homogênio




y′′m(t) + ay′m(t) + bym(t) = f(t)

ym(0) = ym(T ), y′m(0) = y′m(T ),

(1.2)
onde Gm : [0, T ]× [0, T ] → R é a função de Green associada a (1.1) e tem as seguintes
propriedades:

i) Gm(t, s) é contínua em todo ponto (t, s) ∈ IT×IT e, para cada s, Gm(t, s) satisfaz
as condições iniciais dadas;

ii)
∂

∂t
Gm(t, s) existe e é contínua para t 6= s;

iii) Seja t0 ∈ IT . Se (t, s) → (t0, t0), t > s, então ∂

∂t
Gm(t, s) tem, para limite, um

valor �nito ∂

∂t
Gm(t+0 , t0). Resultado análogo para (t, s) → (t0, t0) com t < s

iv) Gm(t, s) = Gm(s, t).

Para maiores detalhes sobre funções de Green, veja, por exemplo, [22].

1.9 Grau de Brouwer

Sejam X um espaço vetorial normado de dimensão �nita e Ω ⊂ X, um aberto.
Seja ainda Dy(Ω, X) = {f ∈ C(Ω, X); y /∈ f(∂Ω)}. Para cada y ∈ X, existe uma
aplicação d(·, Ω, y) : Dy(Ω, X) → Z, satisfazendo:
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i) se y ∈ Ω, então d(I, Ω, y) = 1;

ii) se Ω1 e Ω2 são subconjuntos, disjuntos, abertos, de Ω e f : Ω → X é contínua com
y /∈ f

(
Ω\(Ω1 ∪ Ω2)

)
, então

d(f, Ω, y) = d(f
∣∣∣
Ω1

, Ω1, y) + d(f
∣∣∣
Ω2

, Ω2, y);

iii) d(·, Ω, y) é contínua;

iv) se f ∈ Dy(Ω, X), então d(f, Ω, y) = d(f − y, Ω, 0).

A aplicação d(·, Ω, y), acima, é dita o grau de Brouwer de y em relação Ω.

De�nição 1.25 Seja ε > 0. Um subconjunto {xα; α ∈ A} de X, espaço normado, é
chamado um ε-net do subconjunto B ⊂ X se a família das bolas abertas {Bε(xα); α ∈
A} é uma cobertura aberta de B. Se o conjunto {xα} é �nito, então dizemos que {xα}
é um ε-net �nito de B.

Sejam T : X → X, um operador compacto e B ⊂ X um aberto, limitado
com fronteira ∂B. Denota-se por I o operador identidade e suponhamos que 0 /∈
(I − T )(∂B). Então existe r > 0 tal que

inf
y∈∂B

||(I − T )(y)− 0|| ≥ r.

Para demonstração ver [23], [25]. destacamos da demonstração dois fatos importantes,
a saber:

- Sn, subspaço de dimensão �nita de X contendo um εn−net de T (B) e pelo menos
um elemento de B.

- Bn = Sn ∩B, aberto limitado não-vazio.

Em Sn e Bn o grau de Brouwer faz sentido.
Para maiores detalhes sobre o grau de Brouwer, veja por exemplo, [23], [24].

1.10 Grau de Leray-Schauder

Dados um espaço normado X, um compacto K ⊂ X e um ε-net, {x1, . . . , xp}, de
K, de�ne-se:

mi(x) =





ε− ||x− xi||, se ||x− xi|| ≤ ε

0, se ||x− xi|| > ε



19

e

Fε(x) =

p∑
i=1

mi(x)xi

p∑
i=1

mi(x)

.

Teorema 1.26 Consideremos um operador compacto T : X → X e M ⊂ X, um
subconjunto limitado. Seja ainda K ⊂ X, um compacto e suponhamos T (M) ⊂ K.
Então, para x ∈ M , tem-se

||Tx− Fεx|| < ε

Prova. ver [23].

Teorema 1.27 Seja (εn)n uma sequência monótona decrescente tal que lim
ε−→∞

εn = 0.
Para cada εn > 0 considera-se um ε-net, {x1, . . . , xpn}, de T (K). Então, Tn = FεnT é
uma εn-aproximação de T .

Prova. Ver [23].
Sejam T um operador compacto de X e B ⊂ X um subconjunto aberto limitado.

O grau de Leray-Schauder de I−T em 0 com relação a B, denotado por d(I−T, B, 0),
é de�nido como d(I − Tn, Bn, 0), onde Tn é como no Teorema 1.27 e Bn como na seção
1.9.

Para um estudo mais detalhado sobre o grau de Leray-Schauder, ver [23], [24] e
[25].

1.10.1 Homotopia de Operadores Compactos

Uma aplicação Tm : [0, 1] → K(X) é dita uma homotopia de operadores compactos se,
dados ε > 0 e M ⊂ X limitado, existe δ > 0 tal que

||Tm(µ)x− Tm(λ)x||X < ε, ∀x ∈ M, para |µ− λ| < δ.

Proposição 1.28 (Invariância sob Homotopia) seja Tm : [0, 1] → K(X) uma ho-
motopia de operadores compactos. Seja B ⊂ X um aberto limitado com fronteira ∂B.
Suponhamos que (I − Tm(µ))x 6= 0, ∀x ∈ ∂B, ∀µ ∈ [0, 1]. Então, para todo µ ∈ [0, 1],
d(I − Tm(µ), B, 0) existe e tem o mesmo valor.

Prova. Ver [23].
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Teorema 1.29 Seja Tm : [0, 1] → K(X) uma homotopia de operadores compactos.
Suponha que existe M > 0 tal que se (I−Tm(µ))xµ = 0, ∀µ ∈ [0, 1], então ||xµ||X ≤ M ,
com M independente de µ. Seja

B = {x ∈ X; ||x||X ≤ rM, r > 1}.

Então d(I − Tm(µ), B, 0) existe e tem o mesmo valor, qualquer que seja µ ∈ [0, 1].

Prova. Ver [23].



Capítulo 2

Soluções Periódicas

Dados 2 < p < 3, 0 ≤ ρ ≤ 4p−8
p+4

, fi ∈ L2(T ; L2(Ω)), i = 1, 2, nosso objetivo é
demonstrar a existência de soluções periódicas, em um sentido fraco, para o sistema:





u′′ + Au−∆u′ + |v|ρ+2|u|ρu = f1

em Q = Ω× (0, T )

v′′ + Av −∆v′ + |u|ρ+2|v|ρv = f2

u(x, 0) = u(x, T ), u′(x, 0) = u′(x, T )

em Ω

v(x, 0) = v(x, T ), v′(x, 0) = v′(x, T )

u = 0, v = 0 sobre Σ = Γ× (0, T )

(2.1)

De�nição 2.1 Uma solução periódica do sistema (2.1) é um par de funções (u, v)

satisfazendo:

i) u, v ∈ L∞(T, W 1,p
0 (Ω));

ii) u′, v′ ∈ L2(T, H1
0 (Ω));

iii) −
∫

T

(u′(t), w)θ′dt +

∫

T

〈
Au(t), w

〉
θdt +

∫

T

((u′(t), w))θdt +

+

∫

T

〈|v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), w
〉
θdt =

∫

T

(f1(t), w)θdt, ∀ω ∈ W 1,p
0 (Ω), ∀θ ∈ C1

T (R);
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iv) −
∫

T

(v′(t), w)θ′dt +

∫

T

〈
Av(t), w

〉
θdt +

∫

T

((v′(t), w))θdt +

+

∫

T

〈|u(t)|ρ+2|v(t)|ρv(t), w
〉
θdt =

∫

T

(f2(t), w)θdt, ∀ω ∈ W 1,p
0 (Ω), ∀θ ∈ C1

T (R).

O teorema a seguir é o principal resultado desta dissertação.

Teorema 2.2 O sistema (2.1) admite solução períodica.

O teorema será provado construindo um "sistema aproximado"em um espaço de
dimensão �nita com o método de Faedo-Galerkin e então provando que este problema
aproximado tem soluções periódicas. A prova segue-se através de três etapas. O
esquema é o seguinte:

Primeira etapa. Mostraremos que existe uma sequência de Soluções aproximadas
((un)n, (vn)n). Introduziremos um parâmetro µ, 0 ≤ µ ≤ 1, e consideraremos um
sistema µ-parametrizado. Fazendo uso de propriedades das funções de Green e teoria
do grau de Leray-Schauder, provaremos a existência de soluções periódicas aproximadas
para o sistema original.

Segunda etapa. Olharemos para as estimativas obtidas sobre as soluções aproximadas
com o objetivo para passar o limite.

Terceira etapa. A passagem ao limite é realizado usando argumentos de compacidade
e propriedades de monotonicidade do operador A.

2.1 Problema Aproximado

Seja Hs
0(Ω) um espaço de Hilbert imerso contínua e densamente em W 1,p

0 (Ω),
como no Lema B.1 do Apêndice B. Sendo p > 2, temos, dessa forma, a seguinte cadeia
de imersões contínuas e densas:

Hs
0(Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω).

Notemos ainda que, sendo H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω), segue-se que Hs

0(Ω)
c

↪→ L2(Ω), logo,
pelo Teorema 1.7 da Seção 1.3, existe uma base espectral, {ωj}j de Hs

0(Ω), formando
um sistema ortonormal completo em L2(Ω).

Seja
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Vm = [ω1, · · · , ωm],

o subespaço vetorial de dimensão �nita de Hs
0(Ω) gerado pelos m-primeiros vetores da

base {ωj}j. O problema aproximado consiste em determinar um(t), vm(t) ∈ Vm solução
para o sistema:





(u′′m(t), ω)+ < Aum(t), ω > +((u′m(t), ω))+ < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), ω >=

= (f1(t), ω), ∀ω ∈ Vm,

(v′′m(t), ω)+ < Avm(t), ω > +((v′m(t), ω))+ < |um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), ω >=

= (f2(t), ω), ∀ω ∈ Vm,

um(t) = um(t + T ), u′m(t) = u′m(t + T ),

vm(t) = um(t + T ), v′m(t) = u′m(t + T ).

(2.2)
Para mostrar a existência de solução para o sistema (2.2), primeiramente o transfor-
maremos em um sistema vetorial equivalente, como segue.

Podemos escrever (2.2), de forma equivalente, no sistema





(u′′m(t), ωj)+ < Aum(t), ωj > +((u′m(t), ωj))+ < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), ωj >=

= (f1(t), ωj), j = 1, · · · ,m,

(v′′m(t), ωj)+ < Avm(t), ωj > +((v′m(t), ωj))+ < |um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), ωj >=

= (f2(t), ωj), j = 1, · · · ,m,

um(t) = um(t + T ), u′m(t) = u′m(t + T ),

um(t) = um(t + T ), u′m(t) = u′m(t + T ).

(2.3)
Agora, supondo (um(t), vm(t)) solução de (2.3), temos

um(t) =
m∑

i=1

cim(t)ωi, vm(t) =
m∑

i=1

dim(t)ωi,

com
cim(t) = cim(t + T ), c′im(t) = c′im(t + T ),
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dim(t) = dim(t + T ), d′im(t) = d′im(t + T )

e cim, dim ∈ C1
T (R).

Substituindo um(t) e vm(t) em (2.3), obtemos




( m∑
i=1

c′′im(t)ωi, ωj

)
+ < Aum(t), ωj > +((u′m(t), ωj))+ < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), ωj >=

= (f1(t), ωj),

( m∑
i=1

d′′im(t)ωi, ωj

)
+ < Avm(t), ωj > +((v′m(t), ωj))+ < |um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), ωj >=

= (f2(t), ωj),

cjm(t) = cjm(t + T ), c′jm(t) = c′jm(t + T ),

djm(t) = djm(t + T ), d′jm(t) = d′jm(t + T ), j = 1, . . . , m.

(2.4)
Sendo {ωj}j um sistema ortonormal completo em L2(Ω), obtemos




c′′jm(t)+ < Aum(t), ωj > +((u′m(t), ωj))+ < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), ωj >=

= (f1(t), ωj),

d′′jm(t)+ < Avm(t), ωj > +((v′m(t), ωj))+ < |um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), ωj >=

= (f2(t), ωj),

cjm(t) = cjm(t + T ), c′jm(t) = c′jm(t + T ),

djm(t) = djm(t + T ), d′jm(t) = d′jm(t + T ) , j = 1, . . . , m.

(2.5)
Agora, de�nindo

Ym(t) =
(
c1m(t), . . . , cmm(t), d1m(t), . . . , dmm(t)

)∗
,

F (Ym(t) =
(〈

Aum(t), ω1

〉
, . . . ,

〈
Aum(t), ωm

〉
,
〈
Avm(t), ω1

〉
, . . . ,

〈
Avm(t), ωm

〉)∗
,

H(Ym(t), Y ′
m(t)) =

(〈|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), ω1

〉
+ ((u′m(t), ω1)), . . . ,

〈|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), ωm

〉
+((u′m(t), ωm)),

〈|um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), ω1

〉
+((v′m(t), ω1))

, . . . ,
〈|um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), ω1

〉
+ ((v′m(t), ω1))

)∗
,
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P (t) =
(
(f1(t), ω1), . . . , (f1(t), ωm), (f2(t), ω1), . . . , (f2(t), ωm)

)
,

onde Ym ∈ W2m (Ym(t) ∈ R2m) e ∗ denota a transposta, escrevemos o sistema (2.5) na
forma vetorial




Y ′′
m(t) + F (Ym(t)) + H(Ym(t), Y ′

m(t)) = P (t)

Ym(t) = Ym(t + T ), Y ′
m(t) = Y ′

m(t + T ).

(2.6)
Dessa forma, o sistema (2.2) foi transformado no sistema equivalente (2.6), de

modo que problema agora resume-se a mostrar que o sistema (2.6) possui solução.

2.2 Existência de Soluções (Primeira Parte)

Sejam β e δ números reais positivos para os quais o sistema homogêneo




Y ′′
m(t) + δY ′

m(t) + βYm(t) = 0

Ym(0) = Ym(T ), Y ′
m(0) = Y ′

m(T ),

(2.7)
tenha solução única Ym(t) ≡ 0.

Considerando a função de Green Gm(t, s) associada com (2.7), então
Ym(t) =

∫ T

0
Gm(t, s)P (s)ds é a única solução do sistema não-homogêneo





Y ′′
m(t) + δY ′

m(t) + βYm(t) = P (t)

Ym(0) = Ym(T ), Y ′
m(0) = Y ′

m(T ).

(2.8)
Por unicidade e processo de "colagem", podemos estender Ym(t) como solução periódica
de (2.8) a R.

Para µ ∈ [0, 1], consideremos o sistema µ-parametrizado a seguir:




Y ′′
m(t) + δY ′

m(t) + βYm(t) + µ
[
F (Ym(t)) + H(Ym(t), Y ′

m(t))−
−δY ′

m(t)− βYm(t)
]

= P (t)

Ym(t) = Ym(t + T ), Y ′
m(t) = Y ′

m(t + T ).

(2.9)
Sendo Gm(t, s) a função de Green do problema (2.7), para cada µ ∈ [0, 1], segue que

Tm(µ)Ym(t) =

∫

T

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+ P (s)

}
Gm(t, s)ds

(2.10)
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é solução de (2.9)1, satisfazendo Tm(µ)Ym(0) = Tm(µ)Ym(T ) e (Tm(µ)Ym)′(0) = (Tm(µ)Ym)′(T ).
Podemos estender Tm(µ)Ym(t) como solução periódica de (2.9) a R (por unicidade e
processo de colagem).

Observe que, para µ = 0, Tm(0)Ym(t) é solução de (2.8). Por outro lado, Ym(t) =
∫ T

0
Gm(t, s)P (s)ds é a única solução de (2.8), logo, Tm(0)Ym(t) = Ym(t), isto é, Tm(0)

tem um ponto �xo.
A idéia, então, é mostrar que o operador Tm(1) tem um ponto �xo, em algum

espaço de Banach, o que será feito usando a teoria do grau de Leray-Schauder. Com
isto, o sistema (2.6), que é equivalente a (2.2), tem solução.

2.3 Propriedades do Operador Tm(µ), µ ∈ [0, 1].
Lema 2.1 Para cada µ ∈ [0, 1] e Ym ∈ W2m, tem-se Tm(µ)Ym ∈ W2m.

Prova. Devemos mostrar que, para cada µ ∈ [0, 1] e para cada Ym ∈ W2m, a aplicação
Tm(µ)Ym : R→ R2m, dada por (2.10), é periódica, contínua e possui derivada contínua.

- Periodicidade de Tm(µ)Ym.
É trivial, pois, para cada µ ∈ [0, 1], Tm(µ)Ym é solução de (2.9).

- Continuidade de Tm(µ)Ym.
Sendo Tm(µ)Ym periódica, é su�ciente mostrarmos a continuidade de Tm(µ)Ym

em algum intervalo IT da reta de comprimento T . Suponhamos, dessa forma, t, t0 ∈ IT .
Então,

Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0) =

∫

T

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+ P (s)

}(
Gm(t, s)−Gm(t0, s)

)
ds.

Daí, sendo µ ∈ [0, 1] e usando propriedades da norma, obtemos

||Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0)||2m ≤
∫

T

{|| − F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′
m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)||2m + ||P (s)||2m

}|Gm(t, s)−Gm(t0, s)|ds ≤
≤

∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m+

+β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m

}|Gm(t, s)−Gm(t0, s)|ds.

Da continuidade de Gm(t, s), segue que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que
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|t− t0| < δ ⇒ |Gm(t, s)−Gm(t0, s)| < ε.

Sendo assim, obtemos

||Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0)||2m ≤ ε

∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m+

+δ||Y ′
m(s)||2m + β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m}ds,

sempre que |t − t0| < δ. Assim, para mostrarmos que Tm(µ)Ym é contínua, basta
mostrarmos que

∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m+

+β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m}ds < ∞.
(2.11)

i)

∫

T

||F (Ym(s))||2mds < +∞.
Tomemos a norma do máximo em R2m e, sem perda de generalidade, assumimos

que
||F (Ym(s))||2m = |〈Aum, ω1

〉|.

Assim,
∫

T

||F (Ym(s))||2mds =

∫

T

|〈Aum, ω1

〉|ds

=

∫

T

∣∣∣∣
3∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣
p−2

∂um(s)

∂xi

∂ω1

∂xi

dx

∣∣∣∣ds

≤
∫

T

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣
p−1∣∣∣∣

∂ω1

∂xi

∣∣∣∣dxds.

Usando o Teorema de Fubini, obtemos
∫

T

||F (Ym(s))||2mds ≤
∫

T

ds

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣
p−1∣∣∣∣

∂ω1

∂xi

∣∣∣∣dx

≤ T

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣
p−1∣∣∣∣

∂ω1

∂xi

∣∣∣∣dx. (2.12)

Agora, sendo um(s) =
m∑

j=1

cjm(s)ωj, resulta que

∂um(s)

∂xi

=
m∑

j=1

cjm(s)
∂ωj

∂xi

.
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Daí, ∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣ ≤
m∑

j=1

|cjm(s)|
∣∣∣∣
∂ωj

∂xi

∣∣∣∣. (2.13)

Mas,

||Ym||W2m ≥ ||Ym(s)||2m ≥
m∑

j=1

|cjm(s)|, ∀s

e, além disso, como ωj ∈ W 1,p
0 (Ω), j = 1, · · · ,m, tem-se que∂ωj

∂xi

,
∣∣∣∣
∂ωj

∂xi

∣∣∣∣, max
j=1,··· ,m

∣∣∣∣
∂ωj

∂xi

∣∣∣∣
∈ Lp(Ω). Logo, de (2.13), obtemos

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣
m∑

j=1

|cjm(s)| ≤
∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣||Ym||W2m , (2.14)

onde denotamos
∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣ := max
j=1,··· ,m

∣∣∣∣
∂ωj

∂xi

∣∣∣∣. Assim, de (2.14), obtemos

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

∣∣∣∣
p−1

≤ C

∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣
p−1

. (2.15)

Agora, voltando a (2.12), usando (2.15) e a Desigualdade de Holder, obtemos
∫

T

||F (Ym(s))||2mds ≤ TC

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣
p−1∣∣∣∣

∂ω1

∂xi

∣∣∣∣dx

≤ TC

3∑
i=1

( ∫

Ω

(∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣
p−1)p′)1/p′( ∫

Ω

∣∣∣∣
∂ω1

∂xi

∣∣∣∣
p

dx

)1/p

≤ TC

3∑
i=1

( ∫

Ω

∣∣∣∣
∂ω

∂xi

∣∣∣∣
p)1/p′( ∫

Ω

∣∣∣∣
∂ω1

∂xi

∣∣∣∣
p

dx

)1/p

< ∞. (2.16)

ii)

∫

T

||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2mds < +∞.

Tomando mais uma vez a norma do máximo em R2m e supondo que

||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m = |〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉
+ ((u′m(s), ω1))|,

obtemos
∫

T

||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2mds =

∫

Ω

|〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉
+

+((u′m(s), ω1))|ds ≤
∫

Ω

|〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉|+

+|((u′m(s), ω1))|ds.

(2.17)
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Agora, sendo

u′m(s) =
m∑

j=1

c′jm(s)ωj,

temos
((u′m(s), ω1)) = ((

m∑
j=1

c′jm(s)ωj, ω1)) =
m∑

j=1

c′jm(s)((ωj, ω1)).

Daí,

∫

T

|((u′m(s), ω1))| =

∫

T

∣∣∣∣
m∑

j=1

c′jm(s)((ωj, ω1))

∣∣∣∣ds

≤
∫

T

m∑
j=1

|c′jm(s)||((ωj, ω1))|ds

≤
∫

T

m∑
j=1

|c′jm(s)|
m∑

j=1

|((ωj, ω1))|ds

≤ T ||Ym||W2m

m∑
j=1

|((ωj, ω1))|ds

< ∞. (2.18)

Por outro lado,
∫

T

|〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉|ds =

∫

T

∣∣∣∣
∫

Ω

|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s)ω1dx

∣∣∣∣ds

≤
∫

T

∫

Ω

|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρ+1|ω1|dxds.

(2.19)
Mas

|um(s)| =
∣∣∣∣

m∑
j=1

Cjm(s)ωj

∣∣∣∣ ≤
m∑

j=1

|Cjm(s)||ωj| ≤ ||Ym||W2m|ω|,

onde denotamos |ω| := max
j=1,··· ,m

|ωj|, de modo que

|um(s)|ρ+1 ≤ C|ω|ρ+1. (2.20)

De modo análogo, obtemos
|vm(s)|ρ+2 ≤ C|ω|ρ+2. (2.21)

Dessa forma, substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19), obtemos
∫

T

| < |vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1 > |ds ≤ C

∫

T

∫

Ω

|ω|ρ+2|ω|ρ+1|ω1|dxds ≤

≤ CT

∫

Ω

|ω|ρ+2|ω|ρ+1|ω1|dx ≤ CT

{∫

Ω

(|ω|ρ+2|ω|ρ+1
)θ

dx

}1/θ{ ∫

Ω

|ω1|γdx

}1/γ

,

(2.22)
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onde 1

θ
+

1

γ
= 1.

Agora, sendo |ω| ∈ W 1,p
0 (Ω), segue, pelo lema B.5 (Apêndice B), que
{ ∫

Ω

(|ω|ρ+2|ω|ρ+1
)θ

dx

}1/θ

< ∞. (2.23)

Além disso, pelo lema B.6 (Apêndice B), W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω), portanto, existe C > 0

tal que
|ω1|Lγ(Ω) ≤ ‖ω1‖0 < ∞. (2.24)

Dessa forma, de (2.23) e (2.24),
∫

T

∣∣〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉∣∣ds < ∞. (2.25)

Finalmente, por (2.18) e (2.25), concluimos que
∫

T

||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2mds < ∞. (2.26)

iii)

∫

T

||P (s)||2mds < +∞.
Temos que

∫

T

||P (s)||2mds =

∫

T

|(f1(s), ω1)|ds

≤
∫

T

|f1(s)||ω1|ds

=

∫

T

|f1(s)|ds

≤
( ∫

T

1ds

)1/2

.

( ∫

T

|f1(s)|2ds

)1/2

.

Como, por hipótese, f1 ∈ L2(T, L2(Ω)), segue que
∫

T

||P (s)||2mds < +∞. (2.27)

iv)

∫

T

||Ym(s)||2mds < +∞ e
∫

T

||Y ′
m(s)||2mds < +∞.

Segue do fato de que

||Ym(s)||2m ≤ ||Ym||W2m < +∞ (2.28)
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e
||Y ′

m(s)||2m ≤ ||Ym||W2m < +∞. (2.29)

De (i)− (iv), concluimos que
∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m+

+β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m}ds < ∞
(2.30)

e, portanto, Tm(µ)Ym é contínua.

- Continuidade de d

dt
Tm(µ)Ym.

Observemos primeiro que

Tm(µ)Ym(t) =

∫ T

0

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s)) + δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+

+P (s)
}
Gm(t, s)ds =

∫ t

0

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s)) + δY ′
m(s)+

+βYm(s)
]
+ P (s)

}
Gm(t, s)ds +

∫ T

t

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+ P (s)

}
Gm(t, s)ds.

(2.31)
Daí, utilizando a fórmula de Leibnitz (Teorema 1.24), obtemos

d

dt
Tm(µ)Ym(t) =

∫ T

0

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s)) + δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+

+P (s)
} ∂

∂t
Gm(t, s)ds.

(2.32)
Agora, para t, t0 ∈ IT , arbitrários, temos

d

dt
Tm(µ)Ym(t)− d

dt
Tm(µ)Ym(t0) =

∫ T

0

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+ P (s)

}( ∂

∂t
Gm(t, s)− ∂

∂t
Gm(t0, s)

)
ds.

Daí,
∥∥∥ d

dt
Tm(µ)Ym(t)− d

dt
Tm(µ)Ym(t0)

∥∥∥
2m
≤

∫ T

0

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m+

+δ||Y ′
m(s)||2m + β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m

}∣∣∣ ∂

∂t
Gm(t, s)− ∂

∂t
Gm(t0, s)

∣∣∣ds.

Da continuidade de ∂

∂t
Gm(t, s), segue que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|t− t0| < δ ⇒
∣∣∣ ∂

∂t
Gm(t, s)− ∂

∂t
Gm(t0, s)

∣∣∣ < ε.
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Assim,
∥∥∥ d

dt
Tm(µ)Ym(t)− d

dt
Tm(µ)Ym(t0)

∥∥∥
2m
≤ ε

∫ T

0

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m+

+δ||Y ′
m(s)||2m + β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m

}
ds,

sempre que|t− t0| < δ. Mas por (2.30),
∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m+

+β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m}ds < ∞,

logo, d

dt
Tm(µ)Ym é contínua.

Lema 2.2 Para cada µ ∈ [0, 1], o operador Tm(µ) : W2m → W2m, de�nido como antes
é contínuo.

Prova. Sejam (Y
(ν)
m )ν uma sequência em W2m e Ym ∈ W2m tais que

Y (ν)
m → Ym em W2m. (2.33)

Devemos mostrar que

||Tm(µ)Y (ν)
m − Tm(µ)Ym||W2m → 0, quando ν →∞. (2.34)

De (2.33), obtemos
||Y (ν)

m ||W2m ≤ C, ∀ν, (2.35)

||Y (ν)
m (t)||2m ≤ ||Y (ν)

m ||W2m ≤ C, ∀ν, ∀t, (2.36)

||Y ′(ν)

m (t)||2m ≤ ||Y (ν)
m ||W2m ≤ C, ∀ν, ∀t. (2.37)

Agora,

||Tm(µ)Y
(ν)
m (t)− Tm(µ)Ym(t)||2m =

∥∥∥
∫

T

{
µ
[− F (Y (ν)

m (s)) + F (Ym(s))−

−H(Y
(ν)
m (s), Y

′(ν)

m (s)) + H(Ym(s), Y
′
m(s)) + δ(Y

′(ν)

m (s)− Y
′
m(s))+

+β(Y
(ν)
m (s)− Ym(s))

}
Gm(t, s)ds

∥∥∥
2m
≤

∫

T

{||F (Y (ν)
m (s))− F (Ym(s))||2m+

+||H(Y
(ν)
m (s), Y

′(ν)

m (s))−H(Ym(s), Y
′
m(s))||2m + δ‖Y ′(ν)

m (s)− Y
′
m(s)‖2m+

+β‖Y (ν)
m (s)− Ym(s)‖2m

}|Gm(t, s)|ds.
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Da continuidade de Gm(t, s) em IT × IT , segue que Gm(t, s) é limitada em IT × IT .
Logo,

||Tm(µ)Y
(ν)
m (t)− Tm(µ)Ym(t)||2m ≤ C

{∫

T

[||F (Y (ν)
m (s))− F (Ym(s))||2m+

+||H(Y
(ν)
m (s), Y

′(ν)

m (s))−H(Ym(s), Y
′
m(s))||2m + δ‖Y ′(ν)

m (s)− Y
′
m(s)‖2m+

+β‖Y (ν)
m (s)− Ym(s)‖2m

]
ds

}
.

(2.38)

Temos que

||F (Y
(ν)
m (s))− F (Ym(s))||2m =

∣∣〈Aum(s), ω1

〉− 〈
Au

(ν)
m (s), ω1

〉∣∣ =

=

∣∣∣∣
3∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂um(s)

∂xi

∂ω1

∂xi

dx−
3∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂u

(ν)
m (s)

∂xi

.
∂ω1

∂xi

dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
3∑

i=1

∫

Ω

{∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂um(s)

∂xi

−
∣∣∣∂u

(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂u

(ν)
m (s)

∂xi

}
∂ω1

∂xi

dx

∣∣∣∣ ≤

≤
3∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂um(s)

∂xi

−
∣∣∣∂u

(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂u

(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣
∣∣∣∂ω1

∂xi

∣∣∣dx,

e, pelo lema B.7 (Apêndice B),
∣∣∣∣
∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂um(s)

∂xi

−
∣∣∣∂u

(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2∂u

(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣ ≤

≤ C sup

{∣∣∣∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2

,
∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2

}∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

− ∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣.

Logo,

||F (Y
(ν)
m (s))− F (Ym(s))||2m ≤

≤ C

3∑
i=1

∫

Ω

sup

{∣∣∣∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2

,
∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2

}∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

− ∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣
∣∣∣∂ω1

∂xi

∣∣∣dx ≤

≤ C

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

− ∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣
∣∣∣∂ω1

∂xi

∣∣∣dx+

+C

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2

∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

− ∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣
∣∣∣∂ω1

∂xi

∣∣∣dx.

(2.39)

Sendo
∂u

(ν)
m (s)

∂xi

=
m∑

j=1

c
(ν)
jm(s)

∂ωj

∂xi

,

obtemos
∣∣∣∂u

(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣ ≤
m∑

j=1

∣∣c(ν)
jm(s)

∣∣
∣∣∣∂ωj

∂xi

∣∣∣ ≤
∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
m∑

j=1

∣∣c(ν)
jm(s)

∣∣ ≤

≤ ||Y (ν)
m (s)||2m

∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣ ≤ ||Y (ν)
m ||W2m

∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣,
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onde
∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣ = max
j=1,...,m

∣∣∣∂ωj

∂xi

∣∣∣. Assim,

∣∣∣∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣
p−2

≤ C
∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
p−2

. (2.40)

De modo análogo, ∣∣∣∂um(s)

∂xi

∣∣∣
p−2

≤ C
∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
p−2

. (2.41)

Temos também,
∣∣∣∣
∂um(s)

∂xi

− ∂u
(ν)
m (s)

∂xi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
m∑

j=1

cjm(s)
∂ωj

∂xi

−
m∑

j=1

c
(ν)
jm(s)

∂ωj

∂xi

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
m∑

j=1

(
cjm(s)− c

(ν)
jm(s)

)∂ωj

∂xi

∣∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣cjm(s)− c
(ν)
jm(s)

∣∣
∣∣∣∂ωj

∂xi

∣∣∣

≤ ||Ym − Y (ν)
m ||W2m

∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣. (2.42)

As estimativas (2.40), (2.41) e (2.42) conduzem, juntas com (2.49), a

||F (Y
(ν)
m (s))− F (Ym(s))||2m ≤ C||Ym − Y

(ν)
m ||W2m

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
p−2∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣ ≤

≤ C||Ym − Y
(ν)
m ||W2m

3∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
p−1∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣ ≤

≤ C||Ym − Y
(ν)
m ||W2m

3∑
i=1

( ∫

Ω

(∣∣∣ ∂ω

∂xi

∣∣∣
p−1)p′

dx

)1/p′( ∫

Ω

∣∣∣∂ω1

∂xi

∣∣∣
p

dx

)1/p

=

= C||Ym − Y
(ν)
m ||W2m

3∑
i=1

∥∥∥ ∂ω

∂xi

∥∥∥
p′−1

Lp(Ω)

∥∥∥∂ω1

∂xi

∥∥∥
Lp(Ω)

−→ 0,

(2.43)
uniformemente, em s, quando ν −→∞.

Agora,

||H(Ym(s), Y ′
m(s))−H(Y

(ν)
m (s), Y

′(ν)
m (s))||2m =

∣∣〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉
+

+((u′m(s), ω1))−
〈|v(ν)

m (s)|ρ+2|u(ν)
m (s)|ρu(ν)

m (s), ω1

〉− ((u
′(ν)
m (s), ω1))

∣∣ ≤
≤

∣∣〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉− 〈|v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s), ω1

〉∣∣+
+

∣∣((u′m(s), ω1))− ((u
′(ν)
m (s), ω1))

∣∣ ≤
∣∣((u′m(s)− u

′(ν)
m (s), ω1))

∣∣+
+

∣∣〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉− 〈|v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s), ω1

〉∣∣,
ou seja,

||H(Ym(s), Y ′
m(s))−H(Y

(ν)
m (s), Y

′(ν)
m (s))||2m ≤ ∣∣((u′m(s)− u

′(ν)
m (s), ω1))

∣∣+
+

∣∣〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉− 〈|v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s), ω1

〉∣∣.
(2.44)
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Temos que

∣∣((u′m(s)− u
′(ν)
m (s), ω1))

∣∣ =

∣∣∣∣
(( m∑

j=1

(
c′jm(s)− c

′(ν)
jm (s)

)
ωj, ω1

))∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
m∑

j=1

(
c′jm(s)− c

′(ν)
jm (s)

)((
ωj, ω1

))∣∣∣∣ ≤
m∑

j=1

∣∣c′jm(s)− c
′(ν)
jm (s)

∣∣
m∑

j=1

∣∣((ωj, ω1

))∣∣ ≤

≤ ||Y ′
m − Y

′(ν)
m ||W2m

m∑
j=1

∣∣((ωj, ω1

))∣∣ −→ 0,

(2.45)
uniformemente, em s, quando ν −→∞.

Seja

I :=
∣∣〈|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s), ω1

〉− 〈|v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s), ω1

〉∣∣ =

=
∣∣
∫

Ω

(|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s)− |v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s)

)
ω1dx

∣∣ ≤

≤
∫

Ω

∣∣|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s)− |v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s)

∣∣|ω1|dx =

=

∫

Ω

∣∣|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρum(s)− |vm(s)|ρ+2|u(ν)
m (s)|ρu(ν)

m (s)+

+|vm(s)|ρ+2|u(ν)
m (s)|ρu(ν)

m (s) + |v(ν)
m (s)|ρ+2|u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s)

∣∣|ω1|dx ≤
≤

∫

Ω

|vm(s)|ρ+2
∣∣|um(s)|ρum(s)− |u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s)

∣∣|ω1|dx+

+

∫

Ω

|um(s)|ρ+1
∣∣|v(ν)

m (s)|ρ+2 − |v(ν)
m (s)|ρ+2

∣∣|ω1|dx.

(2.46)

De�na

I1 :=

∫

Ω

|vm(s)|ρ+2
∣∣|um(s)|ρum(s)− |u(ν)

m (s)|ρu(ν)
m (s)

∣∣|ω1|dx ≤

≤ C

∫

Ω

sup
{|um(s)|ρ, |u(ν)

m (s)|ρ}|um(s)− u(ν)
m (s)||vm(s)|ρ+2|ω1|dx ≤

≤ C

∫

Ω

|vm(s)|ρ+2|um(s)|ρ|um(s)− u(ν)
m (s)||ω1|dx+

+C

∫

Ω

|vm(s)|ρ+2|u(ν)
m (s)|ρ|um(s)− u(ν)

m (s)||ω1|dx.

(2.47)

Agora, sendo
|vm(s)|ρ+2 ≤ C|ω|ρ+2,

|um(s)|ρ ≤ C|ω|ρ,

|um(s)− u(ν)
m (s)| ≤ ||Ym − Y (ν)

m ||W2m |ω|,

|u(ν)
m (s)|ρ ≤ C|ω|ρ,
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segue que

I1 ≤ C||Ym − Y (ν)
m ||W2m

∫

Ω

|ω|ρ+2|ω|ρ+1|ω|dx

≤ C||Ym − Y (ν)
m ||W2m

( ∫

Ω

(|ω|ρ+2|ω|ρ+1
)θ

dx

)1/θ( ∫

Ω

|ω|γdx

)1/γ

−→ 0,(2.48)

uniformemente, em s, quando ν −→∞.
De forma análoga, chegamos a

I2 :=

∫

Ω

|um(s)|ρ+1
∣∣|v(ν)

m (s)|ρ+2 − |v(ν)
m (s)|ρ+2

∣∣|ω1|dx −→ 0, (2.49)

uniformemente, em s, quando ν −→∞.
De (2.48) e (2.49), concluimos que I −→ 0 uniformemente, em s, quando ν −→∞,

de modo que, juntamente com (2.45),

||H(Ym(s), Y ′
m(s))−H(Y (ν)

m (s), Y ′(ν)
m (s))||2m −→ 0, (2.50)

uniformemente, em s, quando ν −→∞.
Temos tambem que

||Y (ν)
m (s)− Ym(s)||2m, ||Y ′(ν)

m (s)− Y ′
m(s)||2m ≤ ||Y (ν)

m − Ym||W2m −→ 0, (2.51)

uniformemente em s quando ν −→∞.
Finalmente, fazendo ν −→∞ em (2.38), obtemos, via (2.43), (2.50), (2.51), que

||Tm(µ)Y (ν)
m (t)− Tm(µ)Ym(t)||2m −→ 0, (2.52)

uniformemente, quando ν −→∞.
Mostraremos agora que

∥∥ d

dt
Tm(µ)Ym(t)− d

dt
Tm(µ)Y (ν)

m (t)
∥∥

2m
−→ 0,

uniformemente, quando ν −→∞. De fato,
∥∥∥ d

dt
Tm(µ)Ym(t)− d

dt
Tm(µ)Y (ν)

m (t)
∥∥∥

2m
=

∥∥∥∥
∫

T

µ
[
F (Ym(s))− F (Y (ν)

m (s))+

+H(Ym(s), Y ′
m(s))−H(Y

(ν)
m (s), Y

′(ν)
m (s)) + β

(
Ym(s)− Y

(ν)
m (s)

)
+

+δ
(
Y ′

m(s)− Y
′(ν)
m (s)

)] ∂

∂t
Gm(t, s)ds

∥∥∥∥
2m

≤
∫

T

[||F (Ym(s))− F (Y (ν)
m (s))||2m+

+||H(Ym(s), Y ′
m(s))−H(Y

(ν)
m (s), Y

′(ν)
m (s))||2m + β||Ym(s)− Y

(ν)
m (s)||2m+

+δ||Y ′
m(s)− Y

′(ν)
m (s)||2m

]∣∣∣ ∂

∂t
Gm(t, s)

∣∣∣ds.
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Logo, sendo ∂

∂t
Gm(t, s) limitada em IT × IT e pelos resultados anteriores, temos que

∥∥∥ d

dt
Tm(µ)Ym(t)− d

dt
Tm(µ)Y (ν)

m (t)
∥∥∥

2m
−→ 0, (2.53)

uniformemente, quando ν −→∞.
Por (2.52) e (2.53), segue que

||Tm(µ)Ym − Tm(µ)Y (ν)
m ||W2m −→ 0, (2.54)

como queríamos demonstrar.

Lema 2.3 O operador Tm(µ) é compacto.

Prova. Seja B um conjunto limitado em W2m. Então existe C > 0 tal que

||Ym||W2m ≤ C, ∀Ym ∈ B.

Devemos mostrar que

Tm(µ)B = {Tm(µ)Ym : [0, T ] → R2m; Ym ∈ B}

é relativamente compacto em W2m.

Sendo [0, T ] compacto e dimensão de R2m �nita, a�m de que Tm(µ)B seja rela-
tivamente compacto em W2m, é su�ciente mostrarmos, via teorema de Ascoli-Arzelá,
que:

(a) ||Tm(µ)Ym(t)||2m ≤ C, ∀t ∈ [0, T ], ∀Ym ∈ B;

(b) Tm(µ)B é equicontínuo.

Prova (a). Sejam Ym ∈ B e t ∈ [0, T ]. Então,

||Tm(µ)Ym(t)||2m ≤
∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m +

+β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m}|Gm(t, s)|ds.

Sendo Gm(t, s) contínua em IT × IT , segue que Gm(t, s) é limitada, logo,

||Tm(µ)Ym(t)||2m ≤ C

∫

T

{||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m +

+β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m}ds.
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Além disso, sendo

||Ym(s)||2m ≤ ||Ym||W2m ≤ C, ∀s ∈ [0, T ], ∀Ym ∈ B,

||Y ′
m(s)||2m ≤ ||Ym||W2m ≤ C, ∀s ∈ [0, T ],∀Ym ∈ B

e pelas limitações dadas em (2.16), (2.26) e (2.27), obtemos

||Tm(µ)Ym(t)||2m ≤ C, ∀s ∈ [0, T ],∀Ym ∈ B, (2.55)

como queríamos.
Prova (b). Sejam t0 ∈ [0, T ] = IT e Ym ∈ B. Devemos mostrar que dado ε > 0, existe
δ > 0 tal que

|t− t0| < δ em IT ⇒ ||Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0)||2m < ε, ∀Ym ∈ B.

Temos que,

||Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0)||2m ≤
∫

T

[||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m+

+δ||Y ′
m(s)||2m + β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m

]|Gm(t, s)−Gm(t0, s)|ds

e, sendo Gm(t, s) contínua em IT × IT , segue que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|t− t0| < δ em IT ⇒ |Gm(t, s)−Gm(t0, s)| < ε.

Dessa forma,

||Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0)||2m ≤ ε

∫

T

[||F (Ym(s))||2m + ||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m+

+δ||Y ′
m(s)||2m + β||Ym(s)||2m + ||P (s)||2m

]
ds,

sempre que |t − t0| < δ em IT . Mas, das limitações obtidas anteriormente, obtemos
que

|t− t0| < δ em IT ⇒ ||Tm(µ)Ym(t)− Tm(µ)Ym(t0)||2m ≤ εC, ∀Ym ∈ B.

Com isso, Tm(µ)B é equicontínuo e, portanto, o lema 2.3 está demonstrado.

Lema 2.4 Se B é um subconjunto limitado de W2m, então

||Tm(µ)Ym − Tm(λ)Ym||W2m ≤ C|µ− λ|, ∀Ym ∈ B.
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Prova. Seja Ym ∈ B. Então

‖Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t)‖2m =
∥∥

∫

T

(µ− λ)
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)

]
Gm(t, s)ds

∥∥
2m
≤ |µ− λ|

∫

T

{||F (Ym(s))||2m+

+||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m + β||Ym(s)||2m}|Gm(t, s)|ds

Pela continuidade de Gm(t, s) e pela limitações encontradas, segue que

‖Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t)‖2m ≤ C|µ− λ|, ∀t ∈ IT , ∀Ym ∈ B. (2.56)

Temos também
∥∥∥ d

dt
(Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t))

∥∥∥
2m

=

∥∥∥∥
∫

T

(µ− λ)
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s))+

+δY ′
m(s) + βYm(s)

] ∂

∂t
Gm(t, s)ds

∥∥∥∥
2m

≤ |µ− λ|
∫

T

{||F (Ym(s))||2m+

+||H(Ym(s), Y ′
m(s))||2m + δ||Y ′

m(s)||2m + β||Ym(s)||2m}
∣∣∣ ∂

∂t
Gm(t, s)

∣∣∣ds.

Pela continuidade de ∂

∂t
Gm(t, s) e pelas limitações encontradas, segue que

∥∥∥ d

dt
(Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t))

∥∥∥
2m
≤ C|µ− λ|, ∀t ∈ IT , ∀Ym ∈ B. (2.57)

De (2.56) e (2.57), resulta que

‖Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t)‖2m +
∥∥∥ d

dt
(Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t))

∥∥∥
2m
≤

≤ C|µ− λ|, ∀t ∈ IT , ∀Ym ∈ B.

Portanto,

||Tm(µ)Ym − Tm(λ)Ym||W2m = sup
t

{
‖Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t)‖2m+

+
∥∥∥ d

dt
(Tm(µ)Ym(t)− Tm(λ)Ym(t))

∥∥∥
2m

}
≤ C|µ− λ|, ∀Ym ∈ B,

(2.58)

como queríamos.

2.4 Existência de Soluções (Segunda Parte)

Foi provado na sessão anterior que o operador Tm : [0, 1] → K(W2m), que a cada
µ ∈ [0, 1], associa Tm(µ) ∈ K(W2m), onde para Ym ∈ W2m, tem-se

Tm(µ)Ym(t) =

∫

T

{
µ
[− F (Ym(s))−H(Ym(s), Y ′

m(s)) + δY ′
m(s) + βYm(s)

]
+

+P (s)
}
Gm(t, s)ds



40

é uma homotopia de operadores compactos.
Sabemos que Tm(0)Ym = Ym, ou seja, o grau de Leray-Schauder de I − Tm(0) é

igual 1. Nosso objetivo é provar que I − Tm(1) tem também grau de Leray-Schauder
igual a 1, ou seja, Tm(1) tem um ponto �xo.

Suponhamos que (I − Tm(µ))Ym = 0 para cada µ ∈ [0, 1]. Então Ym é solução de
(2.9). Multiplicando (2.9) por Y

′
m(t) em R2m, obtemos

(
Y
′′
m(t), Y

′
m(t)

)
2m

+ δ
(
Y
′
m(t), Y

′
m(t)

)
2m

+ β
(
Ym(t), Y

′
m(t)

)
2m

+

+µ
(
F (Ym(t)), Y

′
m(t)

)
2m

+ µ
(
H(Ym(t), Y

′
m(t)), Y

′
m(t)

)
2m
− µδ

(
Y
′
m(t), Y

′
m(t)

)
2m
−

−µβ
(
Ym(t), Y

′
m(t)

)
2m

=
(
P (t), Y

′
m(t)

)
2m

,

ou seja,
1

2

d

dt
||Y ′

m(t)||22m + δ||Y ′
m(t)||22m +

β

2

d

dt
||Ym(t)||22m + µ(F (Ym(t)), Y

′
m(t))2m+

+µ(H(Ym(t), Y
′
m(t)), Y

′
m(t))2m − µδ||Y ′

m(t)||22m −
µβ

2

d

dt
||Ym(t)||22m =

= (P (t), Y
′
m(t))2m ≤ ||P (t)||2m||Y ′

m(t)||2m.

(2.59)

Agora,
(
F (Ym(t), Y

′
m(t)

)
2m

=
m∑

j=1

〈
Aum(t), ωj

〉
c
′
jm(t) +

m∑
j=1

〈
Am(t), ωj

〉
d
′
jm(t) =

=
〈
Aum(t),

m∑
j=1

c
′
jm(t)ωj

〉
+

〈
Avm(t),

m∑
j=1

d
′
jm(t)ωj

〉
=

=
〈
Aum(t), u

′
m(t)

〉
+

〈
Avm(t), v

′
m(t)

〉
=

=
1

p

d

dt
||um(t)||p0 +

1

p

d

dt
||vm(t)||p0 (2.60)

e

(
H(Ym(t), Y

′
m(t)), Y

′
m(t)

)
2m

=
〈|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t),

m∑
j=1

c′jm(t)ωj

〉
+

+
((

u′m(t),
m∑

j=1

c′jm(t)ωj

))
+

〈|um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t),
m∑

j=1

d′jm(t)ωj

〉
+

+
((

v′m(t),
m∑

j=1

d′jm(t)ωj

))
=

〈|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), u′m(t)
〉
+

+
((

u′m(t), u′m(t)
))

+
〈|um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), v′m(t)

〉
+

((
v′m(t), v′m(t)

))
=

=
1

ρ + 2

∫

Ω

|vm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2dx +

1

ρ + 2

∫

Ω

|um(t)|ρ+2 d

dt
|vm(t)|ρ+2dx+

+||u′m(t)||2 + ||u′m(t)||2 =
1

ρ + 2

d

dt
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) + ||u′m(t)||2 + ||u′m(t)||2,
(2.61)
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ou seja,
(
H(Ym(t), Y

′
m(t)), Y

′
m(t)

)
2m

=
1

ρ + 2

d

dt
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) + ||u′m(t)||2+

+||u′m(t)||2.
(2.62)

Dessa forma, da expressão (2.59) resulta que

1

2

d

dt
||Y ′

m(t)||22m + δ||Y ′
m(t)||22m +

β

2

d

dt
||Ym(t)||22m +

µ

p

d

dt
||um(t)||p0+

+
µ

p

d

dt
||vm(t)||p0 +

µ

ρ + 2

d

dt
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) + µ||u′m(t)||2 + µ||u′m(t)||2 ≤

≤ µδ||Y ′
m(t)||22m +

µβ

2

d

dt
||Ym(t)||22m + ||P (t)||2m||Y ′

m(t)||2m.

(2.63)

Integrando em IT e usando as condições periódicas, obtemos

δ

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt + µ

∫

T

(||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2)dt ≤

≤ µδ

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

∫

T

||P (t)||2m||Y ′
m(t)||2mdt.

(2.64)

Agora, temos que
|u′m(t)|2 + |v′m(t)|2 = ||Y ′

m(t)||22m, (2.65)

e, sendo H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), existe δ0 > 0 tal que

|u| ≤ δ0||u||0, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Logo,
µ

δ2
0

∫

T

(|u′m(t)|2 + |v′m(t)|2)dt ≤ µ

∫

T

(||u′m(t)||20 + ||v′m(t)||20
)
dt.

Assim, de (2.64), resulta que

δ

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

µ

δ2
0

∫

T

(|u′m(t)|2 + |v′m(t)|2)dt ≤

≤ µδ

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

∫

T

||P (t)||2m||Y ′
m(t)||2mdt.

(2.66)

Por (2.65), obtemos

δ

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

µ

δ2
0

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt ≤

≤ µδ

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

∫

T

||P (t)||2m||Y ′
m(t)||2mdt.

(2.67)

Restringindo nosso δ > 0, inicial, ao intervalo 0 < δ <
1

δ2
0

, obtemos

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt ≤

∫

T

1

δ
||P (t)||2m||Y ′

m(t)||2mdt.
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Usando a desigualdade de Young com a =
1

δ
||P (t)||2m e b = ||Y ′

m(t)||2m obtemos
∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt ≤ 1

2δ2

∫

T

||P (t)||22mdt +
1

2

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt,

ou seja, ∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt ≤ 1

δ2

∫

T

||P (t)||22mdt.

Sendo
∫

T

||P (t)||22mdt < ∞, concluimos que
∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt ≤ C, (2.68)

com C independente de µ.
Multiplicando a equação (2.9), com µ = 1, por Ym(t), obtemos

(
Y ′′

m(t), Ym(t)
)
2m

+
(
F (Ym(t)), Ym(t)

)
2m

+
(
H(Ym(t), Y ′

m(t), Ym(t)
)
2m

=

=
(
P (t), Ym(t)

)
2m

.
(2.69)

Mas,
(
F (Ym(t)), Ym(t)

)
2m

= ||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
e (

H(Ym(t), Y ′
m(t), Ym(t)

)
2m

= 2||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω) +

1

2

d

dt
||um(t)||2+

+
1

2

d

dt
||vm(t)||2.

Logo, (2.69) é equivalente a
d

dt

(
Y ′

m(t), Ym(t)
)
2m
− ||Y ′

m(t)||22m + ||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0+
+2||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) +
1

2

d

dt
||um(t)||2 +

1

2

d

dt
||vm(t)||2 =

(
P (t), Ym(t)

)
2m

.
(2.70)

Integrando (2.70) em IT e usando as condições periódicas, obtemos

−
∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt+

+2

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt =

∫

T

(
P (t), Ym(t)

)
2m

dt.
(2.71)

Agora,

(
P (t), Ym(t)

)
2m

=
m∑

j=1

(
f1(t), ωj

)
cjm(t) +

m∑
j=1

(
f2(t), ωj

)
djm(t) =

=
(
f1(t),

m∑
j=1

cjm(t)ωj

)
+

(
f2(t),

m∑
j=1

djm(t)ωj

)
=

=
(
f1(t), um(t)

)
+

(
f2(t), vm(t)

)
,
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portanto,

|(P (t), Ym(t)
)
2m
| ≤ |f1(t)||um(t)|+ |f2(t)||vm(t)|,

e, sendo W 1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), obtemos

|(P (t), Ym(t)
)
2m
| ≤ C|f1(t)|||um(t)||0 + C|f2(t)||vm(t)||0.

Usando a desigualdade de Young com 1

p
+

1

p′
= 1, obtemos

|(P (t), Ym(t)
)
2m
| ≤ Cp′

p′
|f1(t)|p′ + 1

p
||um(t)||p0 +

Cp′

p′
|f2(t)|p′ + 1

p
|vm(t)||p0.

Dessa forma, de (2.71), obtemos

−
∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt + 2

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤ Cp′

p′

∫

T

(|f1(t)|p′ + |f2(t)|p′
)
dt +

1

p

∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt,

ou ainda,

−
∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt +

1

p′

∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt+

+2

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤ Cp′

p′

∫

T

(|f1(t)|p′ + |f2(t)|p′
)
dt.

(2.72)

Sendo p > 2 e p =
p′

p′ − 1
, resulta que p′ < 2. Logo, L2(T, L2(Ω)) ↪→ Lp′(T, L2(Ω)) e

como, por hipótese, fi ∈ L2(T, L2(Ω)), i = 1, 2, obtemos de (2.72) que

1

p′

∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt+

+2

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt + C.

Mas,
∫

T

||Y ′
m(t)||22mdt ≤ C, então

1

p′

∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt + 2

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤ C, (2.73)

de modo que ∫

T

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)
dt ≤ C. (2.74)

A�rmamos que ∫

T

||Ym(t)||22mdt ≤ C,
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com C indepedente de µ. Com efeito, temos que

||Ym(t)||22m = |um(t)|2 + |vm(t)|2,

e, como W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), resulta que

||Ym(t)||22m ≤ C(||um(t)||20 + ||vm(t)||20).

Portanto, ∫

T

||Ym(t)||22mdt ≤ C

∫

T

(||um(t)||20 + ||vm(t)||20)dt.

Sendo p > 2, resulta que Lp(T,W 1,p
0 (Ω)) ↪→ L2(T, W 1,p

0 (Ω)), de modo que

||u||2
L2(T,W 1,p

0 (Ω))
≤ C||u||2

Lp(T,W 1,p
0 (Ω))

, ∀u ∈ Lp(T, W 1,p
0 (Ω)).

Assim,
∫

T

||Ym(t)||22mdt ≤ C
[( ∫

T

||um(t)||p0dt
)2/p

+
( ∫

T

||vm(t)||p0dt
)2/p]

≤ C, (2.75)

por (2.74), com C independente de µ, como queríamos.
Sejam s, t ∈ IT com s < t. Integrando (2.63) de s a t, obtemos

1

2
||Y ′

m(t)||22m + δ

∫ t

s

||Y ′
m(σ)||22mdσ +

β

2
||Ym(t)||22m +

µ

p
||um(t)||p0 +

µ

p
||vm(t)||p0+

+
µ

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2 + µ

∫ t

s

(||u′m(σ)||2 + ||v′m(σ)||2)dσ ≤ 1

2
||Y ′

m(s)||22m+

+
β

2
||Ym(s)||22m +

µ

p
||um(s)||p0 +

µ

p
||vm(s)||p0 +

µ

ρ + 2
||um(s)vm(s)||ρ+2

Lρ+2+

+µδ

∫ t

s

||Y ′
m(σ)||22mdσ +

µβ

2
||Ym(t)||22m −

µβ

2
||Ym(s)||22m +

∫ t

s

||P (σ)||2m||Y ′
m(σ)||2mdσ.

(2.76)
Sendo µ ∈ [0, 1], resulta que

• µ

∫ t

s

(||u′m(σ)||2 + ||v′m(σ)||2)dσ ≥ 0,

• µδ

∫ t

s

||Y ′
m(σ)||22mdσ ≤ δ

∫ t

s

||Y ′
m(σ)||22mdσ,

• µβ

2
||Ym(t)||22m ≤ β

2
||Ym(t)||22m.
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Logo, de (2.76), obtemos

1

2
||Y ′

m(t)||22m +
µ

p
||um(t)||p0 +

µ

p
||vm(t)||p0 +

µ

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2 ≤

≤ 1

2
||Y ′

m(s)||22m +
β

2
||Ym(s)||22m −

µβ

2
||Ym(s)||22m +

µ

p

(||um(s)||p0 + ||vm(s)||p0
)
+

+
µ

ρ + 2
||um(s)vm(s)||ρ+2

Lρ+2 +

∫ t

s

||P (σ)||2m||Y ′
m(σ)||2mdσ.

(2.77)
Usando a desigualdade de Young, obtemos

∫ t

s

||P (σ)||2m||Y ′
m(σ)||2mdσ ≤ 1

2

∫ t

s

||P (σ)||22mdσ +
1

2

∫ t

s

||Y ′
m(σ)||22mdσ

≤ 1

2

∫

T

||P (σ)||22mdσ +
1

2

∫

T

||Y ′
m(σ)||22mdσ

≤ C

e, além disso,
β

2
||Ym(s)||22m −

µβ

2
||Ym(s)||22m ≤ β||Ym(s)||22m.

Dessa forma, obtemos apartir de (2.77), que

1

2
||Y ′

m(t)||22m +
µ

p
||um(t)||p0 +

µ

p
||vm(t)||p0 +

µ

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤

≤ 1

2
||Y ′

m(s)||22m +
µ

p

(||um(s)||p0 + ||vm(s)||p0
)

+
µ

ρ + 2
||um(s)vm(s)||ρ+2

Lρ+2(Ω)+

+β||Ym(s)||22m + C ≤ 1

2
||Y ′

m(s)||22m +
1

p

(||um(s)||p0 + ||vm(s)||p0
)
+

+
1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2 + β||Ym(s)||22m + C.

Integrando esta última em relação a s, de t− T a t, obtemos

1

2
||Y ′

m(t)||22m +
µ

p

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)

+
µ

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤

≤ 1

T

{
1

2

∫

T

||Y ′
m(s)||22mds +

1

p

∫

T

(||um(s)||p0 + ||vm(s)||p0
)
ds+

+
1

ρ + 2

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2ds + β

∫

T

||Ym(s)||22mds + C

}
.

Por (2.68), (2.73), (2.75), obtemos, via expressão acima, que

1

2
||Y ′

m(t)||22m +
µ

p

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)

+
µ

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤ C,

com C independente de µ. Daí, fazendo o limite com µ → 1, obtemos

1

2
||Y ′

m(t)||22m +
1

p

(||um(t)||p0 + ||vm(t)||p0
)

+
1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤ C,
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com C independente µ. Assim,

||Y ′
m(t)||2m ≤ C (2.78)

e
||um(t)||0, ||vm(t)||0 ≤ C, (2.79)

com C independente de µ.
De ||Ym(t)||22m = |um(t)|2 + |vm(t)|2 e W 1,p

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), obtemos

||Ym(t)||22m ≤ C
(||um(t)||20 + ||um(t)||20

)
.

Assim, via (2.79), resulta que

||Ym(t)||2m ≤ C, com C independente de µ. (2.80)

Finalmente, de (2.78) e (2.80), concluimos que

||Ym(t)||W2m ≤ C, com C independente de µ. (2.81)

De acordo com o Teorema de Leray-Schauder, se

ω2m = {Ym ∈ W2m; ||Ym||W2m ≤ rC, r > 1}

então, d(I − Tm(µ), ω2m, 0) existe e tem o mesmo valor qualquer que seja µ ∈ [0, 1].
Como d(I − Tm(0)) = 1, segue-se que d(I − Tm(1)) = 1, ou seja, Tm(1) tem um ponto
�xo, que é solução para (2.6) e, por equivalência, (2.2) tem solução.

2.5 Estimativas a Priori

2.5.1 Estimativa I

Substituindo ω por u′m(t) em (2.2)1 e por v′m(t) em (2.2)2, obtemos

(u′′m(t), u′m(t))+ < Aum(t), u′m(t) > +((u′m(t), u′m(t)))+

+ < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), u′m(t) >= (f1(t), u
′
m(t))

(2.82)

e
(v′′m(t), v′m(t))+ < Avm(t), v′m(t) > +((v′m(t), v′m(t)))+

+ < |um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), v′m(t) >= (f2(t), v
′
m(t)).

(2.83)

Observando que
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-
(
u′′m(t), u′m(t)

)
=

1

2

d

dt
|u′m(t)|2

-
〈
Aum(t), u′m(t)

〉
=

1

p

d

dt
||um(t)||p0

-
((

u′m(t), u′m(t)
))

= ||u′m(t)||2

-
〈|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), u′m(t)

〉
=

1

ρ + 2

∫

Ω

|vm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2dx,

resulta, de (2.82) e (2.83), que

1

2

d

dt
|u′m(t)|2 +

1

p

d

dt
||um(t)||p0 + ||u′m(t)||2 +

1

ρ + 2

∫

Ω

|vm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2dx =

=
(
f1(t), u

′
m(t)) ≤ |f1(t)||u′m(t)|

(2.84)
e

1

2

d

dt
|v′m(t)|2 +

1

p

d

dt
||vm(t)||p0 + ||v′m(t)||2 +

1

ρ + 2

∫

Ω

|um(t)|ρ+2 d

dt
|vm(t)|ρ+2dx =

=
(
f2(t), v

′
m(t)) ≤ |f2(t)||v′m(t)|.

(2.85)
Somando (2.84) a (2.85), obtemos

d

dt

[1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0

]
+ ||u′m(t)||2+

+||v′m(t)||2 +
1

ρ + 2

∫

Ω

d

dt

[|um(t)|ρ+2|vm(t)|ρ+2
]
dx ≤

≤ |f1(t)||u′m(t)|+ |f2(t)||v′m(t)|.

(2.86)

Observando que

1

ρ + 2

∫

Ω

d

dt

[|um(t)|ρ+2|vm(t)|ρ+2
]
dx =

1

ρ + 2

d

dt
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω)

e integrando (2.86) em IT , observando as condições periódicas, obtemos
∫

T

(||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2)dt ≤
∫

T

(|f1(t)||u′m(t)|+ |f2(t)||v′m(t)|)dt. (2.87)

Agora, sendo H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), segue que

∫

T

(||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2)dt ≤ C

∫

T

|f1(t)|||u′m(t)||dt + C

∫

T

|f2(t)|||v′m(t)||dt

(2.88)
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e, usando a desigualdade de Young, obtemos
∫

T

(||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2)dt ≤ C2

2

∫

T

|f1(t)|2dt +
1

2

∫

T

||u′m(t)||2dt+

+
C2

2

∫

T

|f2(t)|2dt +
1

2

∫

T

||v′m(t)||2dt,
(2.89)

ou seja,
∫

T

(||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2)dt ≤ C2

∫

T

(|f1(t)|2 + |f1(t)|2
)
dt

< ∞, (2.90)

pois fi ∈ L2(T, L2(Ω)), i = 1, 2. Logo,

(u′m)m, (v′m)m são limitadas em L2(T, H1
0 (Ω)). (2.91)

2.5.2 Estimativa II

Substituindo ω por um(t) em (2.2)1 e por vm(t) em (2.2)2, obtemos

(u′′m(t), um(t))+ < Aum(t), um(t) > +((u′m(t), um(t)))+

+ < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), um(t) >= (f1(t), um(t))
(2.92)

e
(v′′m(t), vm(t))+ < Avm(t), vm(t) > +((v′m(t), vm(t)))+

+ < |um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t), vm(t) >= (f2(t), vm(t)).
(2.93)

Observando que

-
(
u′′m(t), um(t)

)
=

d

dt

(
u′m(t), um(t)

)− |u′m(t)|2

- < Aum(t), um(t) >= ||um(t)||p0

- ((u′m(t), um(t))) =
1

2

d

dt
||um(t)||2

- < |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t), um(t) >= ||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω),

obtemos
d

dt

(
u′m(t), um(t)

)− |u′m(t)|2 + ||um(t)||p0 +
1

2

d

dt
||um(t)||2+

+||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω) = (f1(t), um(t)) ≤ |f1(t)||um(t)|

(2.94)
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e
d

dt

(
v′m(t), vm(t)

)− |v′m(t)|2 + ||vm(t)||p0 +
1

2

d

dt
||vm(t)||2+

+||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω) = (f2(t), vm(t)) ≤ |f2(t)||vm(t)|.

(2.95)

Integrando (2.94) em IT , observando as condições periódicas, obtemos

−
∫

T

|u′m(t)|2dt +

∫

T

||um(t)||p0dt +

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤
∫

T

|f1(t)||um(t)|dt.
(2.96)

Como, W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), temos

∫

T

||um(t)||p0dt +

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤
∫

T

|u′m(t)|2dt + C

∫

T

|f1(t)|||um(t)||0dt.
(2.97)

Usando a desigualdade de Young e o fato de que H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), obtemos

∫

T

||um(t)||p0dt +

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤ C

∫

T

||u′m(t)||2dt +
Cp′

p′

∫

T

|f1(t)|p′dt +
1

p

∫

T

||um(t)||p0dt.
(2.98)

De (2.91) e do fato de que 1− 1

p
=

1

p′
, obtemos

1

p′

∫

T

||um(t)||p0dt +

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤ C +
Cp′

p′

∫

T

|f1(t)|p′dt.
(2.99)

Sendo p > 2, segue que p′ < 2. Logo, L2(T, L2(Ω)) ↪→ Lp′(T, L2(Ω)). Assim,

||f1||p
′

Lp′ (T,L2(Ω))
≤ C||f1||p

′
L2(T,L2(Ω)),

de modo que via (2.99), obtemos

1

p′

∫

T

||um(t)||p0dt +

∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤ C + C

( ∫

T

|f1(t)|2dt

)p′/2

≤ C,

(2.100)

pois f1 ∈ L2(T, L2(Ω)). Dessa forma, mostramos que
∫

T

||um(t)||p0dt + p′
∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤ C, (2.101)

com C independente de m e t.
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O mesmo procedimento com a equação (2.95) conduz a
∫

T

||vm(t)||p0dt + p′
∫

T

||um(t)vm(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤ C, (2.102)

com C independente de m e t.
Assim,

(
um

)
m

,
(
vm

)
m

são limitadas em Lp(T, W 1,p
0 (Ω)) (2.103)

e
(
umvm

)
m

é limitada em Lρ+2(T, Lρ+2(Ω)). (2.104)

2.5.3 Estimativa III

Da expressão (2.86), do fato de que H1(Ω) ↪→ L2(Ω) e usando a Desigualdade de
Young, obtemos

d

dt

{1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0+

+
1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω)

}
+ ||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2 ≤

≤ C2

2
|f1(t)|2 +

1

2
||u′m(t)||2 +

C2

2
|f2(t)|2 +

1

2
||v′m(t)||2,

(2.105)

ou seja,
d

dt

{1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0+

+
1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω)

}
+

1

2

(||u′m(t)||2 + ||v′m(t)||2) ≤

≤ C2

2

(|f1(t)|2 + |f2(t)|2
)
.

(2.106)

Sejam s, t ∈ IT , com s < t. Integrando (2.106) entre s e t, obtemos
1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0+

+
1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) +
1

2

∫ t

s

(||u′m(σ)||2 + ||v′m(σ)||2)dσ ≤

≤ C2

2

∫ t

s

(|f1(σ)|2 + |f2(σ)|2)dσ +
1

2
|u′m(s)|2 +

1

2
|v′m(s)|2+

+
1

p
||um(s)||p0 +

1

p
||vm(s)||p0 +

1

ρ + 2
||um(s)vm(s)||ρ+2

Lρ+2(Ω).

(2.107)

Daí,
1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0+

+
1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤
1

2
|u′m(s)|2 +

1

2
|v′m(s)|2 +

1

p
||um(s)||p0+

+
1

p
||vm(s)||p0 +

1

ρ + 2
||um(s)vm(s)||ρ+2

Lρ+2(Ω) + C.

(2.108)
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Agora, integrando em relação a s de t− T a t e usando o fato de que H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

obtemos
1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0+

1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤
1

T

{ ∫

T

(
C

2
||u′m(s)||2 +

C

2
||v′m(s)||2

+
1

p
||um(s)||p0 +

1

p
||vm(s)||p0 +

1

ρ + 2
||um(s)vm(s)||ρ+2

Lρ+2(Ω) + C

)
ds

}
.

(2.109)

Por (2.91), (2.103), (2.104), segue que

1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p0 +

1

p
||vm(t)||p0+

1

ρ + 2
||um(t)vm(t)||ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤ C,
(2.110)

onde C independe de m e t.
Daí,

(um)m, (vm)m são limitadas em L∞(T ; W 1,p
0 (Ω)), (2.111)

(u′m)m, (v′m)m são limitadas em L∞(T ; L2(Ω)), (2.112)

(umvm)m é limitada em L∞(T ; Lρ+2(Ω)). (2.113)

Por (2.111) e pela limitação de A (veja Apêndice A), segue que

(Aum)m, (Avm)m são limitadas em L∞(T ; W−1,p′(Ω)). (2.114)

Além disso, considerando α e β como no Apêndice B, temos que

|||vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)||θLθ(Ω) =

∫

Ω

(|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρ+1
)θ

dx

=

∫

Ω

|um(t)vm(t)|(ρ+1)θ|vm(t)|θdx

≤
{ ∫

Ω

|um(t)vm(t)|(ρ+1)θαdx

}1/α{ ∫

Ω

|vm(t)|θβdx

}1/β

.

Mas, (ρ + 1)θα = ρ + 2 e 1 < βθ =
6p

3p− 2
<

3p

3− p
. Logo, pelo Teorema de Imersão

de Sobolev (Teorema 1.16), segue que W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lβθ(Ω). Assim,

|||vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)||θLθ(Ω) ≤ ||um(t)vm(t)||(ρ+2)/α

Lρ+2(Ω)||vm(t)||θLβθ(Ω)

≤ C||um(t)vm(t)||(ρ+2)/α

Lρ+2(Ω)||vm(t)||θ0
≤ C,
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por (2.111) e (2.113) . Analogamente,

|||um(t)|ρ+2|vm(t)|ρvm(t)||θLθ(Ω) ≤ C.

Dessa forma,

(|vm|ρ+2|um|ρum)m, (|um|ρ+2|vm|ρvm)m são limitadas em L∞(T ; Lθ(Ω)). (2.115)

2.5.4 Estimativa IV

Mostraremos que
(
u′′m

)
m

,
(
v′′m

)
m

são limitadas em L2
(
T,H−s(Ω

)
). Para isto, seja Pm :

L2(Ω) → L2(Ω), o operador projeção, dado por

Pm(h) =
m∑

j=1

(h, ωj)ωj.

Temos que

i) Pm ∈ L(
L2(Ω)

)
e Pm = P ∗

m, onde ∗ denota a adjunta de Pm

ii) Pm ∈ L(
Hs

0(Ω)
)

iii) Pm(ω) = ω, ∀ω ∈ Vm.

Com efeito,
i) Pela linearidade do produto interno em L2(Ω), segue que Pm é linear. Agora, para
todo h1, h2 ∈ L2(Ω), temos

(
Pm(h1), h2

)
=

( m∑
j=1

(
h1, ωj

)
, h2

)
=

m∑
j=1

((
h1, ωj

)
, h2

)
=

m∑
j=1

(
h1, ωj

)(
ωj, h2

)
=

=
m∑

j=1

(
h1,

(
h2, ωj

)
ωj

)
=

(
h1,

m∑
j=1

(
h2, ωj

)
ωj

)
=

(
h1, Pm(h2)

)
.

(2.116)
Logo, pelo Teorema de Hellinger-Toeplitz, Pm ∈ L(

L2(Ω)
)
e Pm = P ∗

m.
ii) Seja h ∈ Hs

0(Ω). Então,

||Pm(h)||Hs
0(Ω) = ||

m∑
j=1

(
h, ωj

)
ωj||Hs

0(Ω) ≤
m∑

j=1

||(h, ωj

)
ωj||Hs

0(Ω) ≤

≤
m∑

j=1

|(h, ωj

)|||ωj||Hs
0(Ω) ≤

m∑
j=1

|h||ωj|||ωj||Hs
0(Ω) ≤

≤ C||h||Hs
0(Ω)

m∑
j=1

||ωj||Hs
0(Ω) ≤ C||h||Hs

0(Ω),

(2.117)
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donde, Pm ∈ L(
Hs

0(Ω)
)
.

ii) Seja ω ∈ Vm. Então, ω =
m∑

i=1

Ciωi. Assim,

Pm(h) = Pm

( m∑
i=1

Ciωi

)
=

m∑
i=1

CiPm(ωi) =
m∑

i=1

Ci

m∑
j=1

(
ωi, ωj

)
ωj =

m∑
i=1

Ciωi = ω.

(2.118)
Temos que

Hs
0(Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω),

e, pelo Lema B.6 (Apêndice B), Lθ(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω). Logo, segue da equação aproxi-
mada (2.2)1, que

〈
u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)− f1(t), w

〉
H−s(Ω),Hs

0(Ω)
= 0,

para todo w ∈ Vm. Mas, Pm(ω) = ω, ∀ω ∈ Vm, logo,

〈
u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)− f1(t), Pm(ω)

〉
H−s(Ω),Hs

0(Ω)
= 0,

para todo w ∈ Vm, ou seja,

(
u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)− f1(t), Pm(ω)

)
= 0,

para todo w ∈ Vm. Daí, sendo Pm = P ∗
m, segue que

P ∗
m(u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)− f1(t)) = 0

em Vm.

O Teorema de Extensão de Hahn-Banach a�rma que se X é um espaço normado,
Y um espaço de Banach, M um subespaço denso de X e T : M ⊂ X → Y é uma
transformação linear limitada, então existe uma única transformação linear limitada
T : X → Y tal que T (x) = T (x) para todo x ∈ M , e ||T || = ||T ||.

Usando este resultado, obtemos

P ∗
m(u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + |vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)− f1(t)) = 0

em Hs
0(Ω). Daí, pela linearidade de P ∗

m e do fato de que u′′m(t) ∈ Vm, segue que

u′′m(t) = −P ∗
m(Aum(t)) + P ∗

m(∆u′m(t))− P ∗
m(|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)) + P ∗

m(f1(t))
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em H−s(Ω). Aplicando a norma em ambos os lados, obtemos

||u′′m(t)||H−s(Ω) ≤ ||P ∗
m(Aum(t))||H−s(Ω) + ||P ∗

m(∆u′m(t))||H−s(Ω)+

+||P ∗
m(|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t))||H−s(Ω) + ||P ∗

m(f1(t))||H−s(Ω).
(2.119)

Mas, P ∗
m ∈ L(

H−s(Ω)
)
e W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω). Logo P ∗

m ∈ L(
W−1,p′(Ω), H−s(Ω)

)
e,

então,

||P ∗
m(Aum(t))||H−s(Ω) ≤ C||Aum(t)||W−1,p′ (Ω) ≤ C||um(t)||p−1

0 . (2.120)

Temos ainda P ∗
m ∈ L(

H−s(Ω)
)
e H−1(Ω) ↪→ H−s(Ω). Assim P ∗

m ∈ L(
H−1(Ω), H−s(Ω)

)

e daí obtemos

||P ∗
m(4u′m(t))||H−s(Ω) ≤ C||4u′m(t)||H−1(Ω) ≤ C||u′m(t)||. (2.121)

Também, W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω) e Lθ(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω). Assim, como P ∗

m ∈
L(

H−s(Ω)
)
), segue que P ∗

m ∈ L(
Lθ(Ω), H−s(Ω)

)
). Obtemos então

||P ∗
m(|vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t))||H−s(Ω) ≤ C|||vm(t)|ρ+2|um(t)|ρum(t)||Lθ(Ω)

≤ C, (2.122)

pois
(|vm|ρ+2|um|ρum)m é limitada em L∞(T ; Lθ(Ω)).

Por �m, sendo P ∗
m ∈ L(

H−s(Ω)
)

e L2(Ω) ↪→ H−s(Ω), segue que
P ∗

m ∈ L(
L2(Ω), H−s(Ω)

)
. Assim,

||P ∗
mf1(t)||H−s(Ω) ≤ C|f1(t)|, f1(t) ∈ L2(Ω). (2.123)

Levando em conta as limitações (2.120) − (2.123), concluimos, via expressão (2.119),
que

(u′′m)m é limitada em L2(T ; H−s(Ω)). (2.124)

Um raciocínio semelhante, usando a equação aproximada (2.2)2, conduz a

(v′′m)m é limitada em L2(T ; H−s(Ω)). (2.125)
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2.6 Passagem ao limite

Se X é um espaço de Banach re�exivo, tem-se que

L∞(T ; X) =
(
L1(T ; X ′)

)′
, L2(T ; X) =

(
L2(T ; X ′)

)′
.

Dessa forma, das limitações obtidas em (2.91), (2.111)− (2.115), segue do Teorema de
Banach-Alaoglu-Boubarki, a existência de subsequências (uν)ν , (vν)ν de (um)m, (vm)m,
respectivamente, tais que

uν
∗
⇀ u, vν

∗
⇀ v em L∞(T ; W 1,p

0 (Ω)). (2.126)

u′ν
∗
⇀ ζ1, v′ν

∗
⇀ τ1 em L∞(T ; L2(Ω)). (2.127)

u′ν ⇀ ζ2, v′ν ⇀ τ2 em L2(T ; H1
0 (Ω)). (2.128)

uνvν
∗
⇀ $ em L∞(T ; Lρ+2(ω)) (2.129)

Auν
∗
⇀ χ, Avν

∗
⇀ η em L∞(T ; W−1,p′(Ω)). (2.130)

|vν |ρ+2|uν |ρuν
∗
⇀ ξ, |uν |ρ+2|vν |ρvν

∗
⇀ λ em L∞(T ; Lθ(Ω)). (2.131)

Sendo uν
∗
⇀ u em L∞(T ; W 1,p

0 (Ω)) e u′ν
∗
⇀ ζ1 em L∞(T ; L2(Ω)), então, como

L∞(T ; L2(Ω)) ⊂ D′(T ; L2(Ω)) e L∞(T ; W 1,p
0 (Ω)) ⊂ D′(T ; W 1,p

0 (Ω)) ⊂ D′(T ; L2(Ω)),
segue que

uν → u, u′ν → ζ1 em D′(T ; L2(Ω)).

Logo, pela continuidade da derivada distribucional, se uν → u e u′ν → ζ1 em D′(T ; L2(Ω),
temos u′ = ζ1. De maneira análoga, mostra-se que v′ = τ1, v′ = τ2, u′ = ζ2.

- Convergência de (|vm|ρ+2|um|ρum)m

Por (2.111) e (2.112) e o fato que W 1,p
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω), segue, pelo Teorema de

Aubin-Lions, a existência de uma subsequência (uν)ν de (um)m tal que

uν → u em L2(T ; L2(Ω)) ≡ L2(IT × Ω)

e, portanto,
uν → u, q.s. em IT × Ω. (2.132)
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Mesmo resultado em relação à sequência (vm)m, isto é, existe uma subsequência (vν)ν

tal que
vν → v, q.s. em IT × Ω. (2.133)

De (2.132) e (2.133), segue que



|vν |ρ+2|uν |ρuν −→ |v|ρ+2|u|ρu, q.s. em IT × Ω

|uν |ρ+2|vν |ρvν −→ |u|ρ+2|v|ρv, q.s. em IT × Ω.

(2.134)
Dessa forma, por (2.115), (2.134) e o Lema 1.1, obtemos




|vν |ρ+2|uν |ρuν ⇀ |v|ρ+2|u|ρu, em Lθ(IT × Ω)

|uν |ρ+2|vν |ρvν ⇀ |u|ρ+2|v|ρv, em Lθ(IT × Ω).

(2.135)
Portanto, ξ = |v|ρ+2|u|ρu, λ = |u|ρ+2|v|ρv.

De forma análoga, mostra-se que

uνvν ⇀ uv em Lρ+2(IT × Ω). (2.136)

Portanto, $ = uv.
A convergência u′ν

∗
⇀ u′ em L∞(T ; L2(Ω)) =

(
L1(T ; L2(Ω))

)′ implica
〈
u′ν , ψ

〉 → 〈
u′, ψ

〉
, ∀ψ ∈ L1(T ; L2(Ω)).

Daí, sendo
〈
u′ν , ψ

〉
=

∫

T

(
u′ν(t), ψ(t)

)
dt, temos, para ψ(x, t) = ω(x)φ′(t), onde ω ∈

L2(Ω) e φ ∈ C1
T (R), que

∫

T

(
u′ν(t), ω

)
φ′(t)dt →

∫

T

(
u′(t), ω

)
φ′(t)dt, ∀ω ∈ L2(Ω), ∀φ ∈ C1

T (R). (2.137)

De Auν
∗
⇀ χ em L∞(T ; W−1,p′(Ω)) =

(
L1(T ; W 1,p

0 (Ω))
)′, segue que

〈
Auν , ψ

〉 → 〈
χ, ψ

〉
, ∀ψ ∈ L1(T ; W 1,p

0 (Ω)).

Em particular, ψ(x, t) = ω(x)φ(t), onde ω ∈ W 1,p
0 (Ω), φ ∈ C1

T (R), está em L1(T, W 1,p
0 (Ω)).

Logo,
∫

T

〈
Auν(t), ω

〉
φ(t)dt →

∫

T

〈
χ(t), ω

〉
φ(t)dt, ∀ω ∈ W 1,p

0 (Ω), ∀φ ∈ C1
T (R). (2.138)

Agora, de u′ν ⇀ u em L2(T ; H1
0 (Ω)), segue que

〈
ψ, u′ν

〉 → 〈
ψ, u′

〉
, ∀ψ ∈ (

L2(T ; H1
0 (Ω))

)′
,
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ou seja,
∫

T

((
u′ν(t), ψ(t)

))
dt →

∫

T

((
u′(t), ψ(t)

))
dt, ∀ψ ∈ L2(T ; H1

0 (Ω)).

Em particular, ψ(x, t) = ω(x)φ(t), onde ω ∈ H1
0 (Ω), φ ∈ C1

T (R), está em L2(T ; H1
0 (Ω)).

Logo,
∫

T

((
u′ν(t), ω

))
φ(t)dt →

∫

T

((
u′(t), ω

))
φ(t)dt, ∀ω ∈ H1

0 (Ω), ∀φ ∈ C1
T (R). (2.139)

A convergência |vν |ρ+2|uν |ρuν
∗
⇀ |v|ρ+2|u|ρu em L∞(T ; Lθ(Ω)) implica

∫

T

〈|vν(t)|ρ+2|uν(t)|ρuν(t), ψ
〉
dt →

∫

T

〈|v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), ψ
〉
dt,

∀ψ ∈ L1(T ; Lγ(Ω)).
Em particular, ψ(x, t) = ω(x)φ(t), onde ω ∈ Lγ(Ω), φ ∈ C1

T (R), está em
L1(T ; Lγ(Ω)), logo,

∫

T

〈|vν(t)|ρ+2|uν(t)|ρuν(t), ω
〉
φdt →

∫

T

〈|v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), ω
〉
φdt, (2.140)

∀ω ∈ Lγ(Ω), ∀φ ∈ C1
T (R).

Consideremos, então, a equação aproximada (2.2)1, isto é,
(
u′′ν(t), ω

)
+

〈
Auν(t), ω

〉
+

((
u′ν(t), ω

))
+ < |vν(t)|ρ+2|uν(t)|ρuν(t), ω

〉
=

(
f1(t), ω

)

com ν ≥ m, ω ∈ Vm.
Multiplicando a expressão acima por φ ∈ C1

T (R), e em seguida, integrando por
partes em IT , obtemos

−
∫

T

(
u′ν(t), ω

)
φ′dt +

∫

T

〈
Auν(t), ω

〉
φdt +

∫

T

((
u′ν(t), ω

))
φdt+

+

∫

T

〈|vν(t)|ρ+2|uν(t)|ρuν(t), ω
〉
φdt =

∫

T

(
f1(t), ω

)
φdt, ∀ω ∈ Vm.

Tomando o limite quando ν → ∞, e observando as convergências (2.137) − (2.140),
obtemos

−
∫

T

(
u′(t), ω

)
φ′dt +

∫

T

〈
χ(t), ω

〉
φdt +

∫

T

((
u′(t), ω

))
φdt+

∫

T

〈|v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), ω
〉
φdt =

∫

T

(
f1(t), ω

)
φdt, ∀ω ∈ Vm, ∀φ ∈ C1

T (R).

Por ser Vm denso em W 1,p
0 (Ω), segue que

−
∫

T

(
u′(t), ω

)
φ′dt +

∫

T

〈
χ(t), ω

〉
φdt +

∫

T

((
u′(t), ω

))
φdt+

+

∫

T

〈|v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), ω
〉
φdt =

∫

T

(
f1(t), ω

)
φdt, ∀ω ∈ W 1,p

0 (Ω), ∀φ ∈ C1
T (R).

(2.141)
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De modo semelhante, usando a equação aproximada (2.2)2, obtemos

−
∫

T

(
v′(t), ω

)
φ′dt +

∫

T

(
η(t), ω

)
φdt +

∫

T

((
v′(t), ω

))
φdt+

+

∫

T

〈|u(t)|ρ+2|v(t)|ρv(t), ω
〉
φdt =

∫

T

(
f2(t), ω

)
φdt, ∀ω ∈ W 1,p

0 (Ω), ∀φ ∈ C1
T (R).

(2.142)

2.6.1 Condições Periódicas

- u(t) = u(t + T ) e u′(t) = u′(t + T ).

Tem-se, via (2.111), que (um(t))m e (um(t + T ))m são sequências limitadas em
W 1,p

0 (Ω). Sendo W 1,p
0 (Ω) um espaço de Banach re�exivo, existem, pelo Teorema 1.2

(Kakutani), subsequências (uν(t))ν , (uν(t + T ))ν de (um(t))m, (um(t + T ))m, respecti-
vamente, tais que

uν(t) ⇀ σ em W 1,p
0 (Ω)

uν(t + T ) ⇀ ϑ em W 1,p
0 (Ω).

(Prova-se que σ = u(t) e ϑ = u(t + T )). Dessa forma, sendo uν(t) = uν(t + T ), segue,
pela unicidade do limite fraco, que u(t) = u(t + T ).

Agora tem-se, via (2.112), que (u′m(t))m e (u′m(t + T ))m são sequências limitadas
em L2(Ω). Sendo L2(Ω) um espaço de Banach re�exivo, existem pelo Teorema 1.2

(Kakutani), subsequências (u′ν(t))ν , (u′ν(t + T ))ν de (u′m(t))m, (u′m(t + T ))m, respecti-
vamente, tais que

u′ν(t) ⇀ σ1 em L2(Ω)

u′ν(t + T ) ⇀ ϑ1 em L2(Ω).

(Prova-se que σ1 = u′(t) e ϑ1 = u′(t + T )). Dessa forma, sendo u′ν(t) = u′ν(t + T ),
segue-se, pela unicidade do limite fraco, que u′(t) = u′(t + T ).

As demonstrações para v(t) = v(t + T ) e v′(t) = v′(t + T ) são análogas.

2.6.2 Au(t) = χ(t) q.s. e Av(t) = η(t) q.s.

Seja W o espaço das combinações lineares �nitas, de somas �nitas, de produtos do tipo
cjωj, com cj ∈ C1

T (R), ωj ∈ W 1,p
0 (Ω). Então as expressões (2.141), (2.42) valem para

todo elemento de W .
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Seja
V = {v ∈ L2(T ; W 1,p

0 (Ω)); v′ ∈ L2(T ; L2(Ω))}

munido da norma
||v||V = ||v||L2(T ;W 1,p

0 (Ω)) + ||v′||L2(T ;L2(Ω)).

Prova-se que V é um espaço de Banach e W é denso em V (Ver [13]).
Assim, por densidade, temos

−
∫

T

(
u′(t), ω′(t)

)
dt +

∫

T

〈
χ(t), ω(t)

〉
dt +

∫

T

((
u′(t), ω(t)

))
dt+

+

∫

T

〈|v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), ω(t)
〉
dt =

∫

T

(
f1(t), ω(t)

)
dt, ∀ω ∈ V.

Por (2.111) e (2.112) segue que u ∈ V . Assim,

−
∫

T

|u′(t)|2dt +

∫

T

〈
χ(t), u(t)

〉
dt +

1

2

∫

T

d

dt
||u(t)||2dt+

+

∫

T

||u(t)v(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt =

∫

T

(
f1(t), u(t)

)
dt.

Observando as condições periódicas para u, obtemos

−
∫

T

|u′(t)|2dt +

∫

T

〈
χ(t), u(t)

〉
dt +

∫

T

||u(t)v(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt =

=

∫

T

(
f1(t), u(t)

)
dt.

(2.143)

Reconsideremos a equação aproximada,
(
u′′ν(t), ω

)
+

〈
Auν(t), ω

〉
+

((
u′ν(t), ω

))
+

〈|vν(t)|ρ+2|uν(t)|ρuν(t), ω
〉

=

=
(
f1(t), ω

)
, ∀ω ∈ Vν .

Tomando ω = uν(t) nesta equação, obtemos

d

dt

(
u′ν(t), uν(t)

)− |uν(t)|2 +
〈
Auν(t), uν(t)

〉
+

1

2

d

dt
||uν(t)||2+

+||uν(t)vν(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω) =

(
f1(t), uν(t)

)
.

Integrando em IT , observando as condições periódicas, obtemos

−
∫

T

|u′ν(t)|2dt +

∫

T

〈
Auν(t), uν(t)

〉
dt +

∫

T

||uν(t)vν(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt =

=

∫

T

(
f1(t), uν(t)

)
dt.

(2.144)

A convergência em (2.136) implica em
∫

T

||u(t)v(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤ lim inf

∫

T

||uν(t)vν(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt. (2.145)
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Tomando o lim inf em (2.144), obtemos

−
∫

T

|u′(t)|2dt + lim inf

∫

T

〈
Auν(t), uν(t)

〉
dt +

∫

T

||u(t)v(t)||ρ+2
Lρ+2(Ω)dt ≤

≤
∫

T

(
f1(t), u(t)

)
dt.

(2.146)

De (2.143) e (2.146), obtemos

lim inf

∫

T

〈
Auν(t), uν(t)

〉
dt ≤

∫

T

〈
χ(t), u(t)

〉
dt. (2.147)

Agora, pela monotonicidade do operador A, temos que

〈
Auν(t)− Aω, uν(t)− ω

〉 ≥ 0, ∀ω ∈ W 1,p
0 (Ω),

ou seja,

〈
Auν(t), uν(t)

〉 ≥ 〈
Auν(t), ω

〉
+

〈
Aω, uν(t)− ω

〉
, ∀ω ∈ W 1,p

0 (Ω).

Integrando esta última expressão em IT , passando o lim inf em ambos os lados e ob-
servando (2.147), obtemos

∫

T

〈
χ(t), u(t)

〉
dt ≥

∫

T

〈
χ(t), ω

〉
dt +

∫

T

〈
Aω, u(t)− ω

〉
dt, ∀ω ∈ W 1,p

0 (Ω),

ou seja, ∫

T

〈
χ(t), u(t)− ω

〉
dt ≥

∫

T

〈
Aω, u(t)− ω

〉
dt, ∀ω ∈ W 1,p

0 (Ω).

Considerando ω = u(t) + λv, λ > 0, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) e substituindo na desigualdade

anterior, obtemos
∫

T

〈
χ(t), λv

〉
dt ≥

∫

T

〈
A(u(t) + λv), λv

〉
dt, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω).

Dividindo esta desigualdade por λ, temos
∫

T

〈
χ(t), v

〉
dt ≥

∫

T

〈
A(u(t) + λv), v

〉
dt, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω).

Fazendo λ → 0 temos, pela hemicontinuidade do operador A que
∫

T

〈
χ(t), v

〉
dt ≥

∫

T

〈
Au(t), v

〉
dt, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω),

ou seja, ∫

T

〈
χ(t)− Au(t), v

〉
dt ≥ 0, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω).
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Substituindo v por −v e na desigualdade anterior, obtemos
∫

T

〈
χ(t)− Au(t), v

〉
dt ≤ 0, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω).

Dessa forma, ∫

T

〈
χ(t)− Au(t), v

〉
dt = 0, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω),

de modo que Au(t) = χ(t) q.s.

A demonstração para Av(t) = η(t) q.s. é similar.
Voltando as expressões encontradas em (2.141) e (2.142), temos

−
∫

T

(u′(t), w)φ′dt +

∫

T

< Au(t), w > φdt +

∫

T

((u′(t), w))φdt+

+

∫

T

< |v(t)|ρ+2|u(t)|ρu(t), w > φdt =

∫

T

(f1(t), w)φdt,
(2.148)

∀ω ∈ W 1,p
0 (Ω), ∀φ ∈ C1

T (R).

−
∫

T

(v′(t), w)φ′dt +

∫

T

< Av(t), w > φdt +

∫

T

((v′(t), w))φdt+

+

∫

T

< |u(t)|ρ+2|v(t)|ρv(t), w > φdt =

∫

T

(f2(t), w)φdt,
(2.149)

∀ω ∈ W 1,p
0 (Ω), ∀φ ∈ C1

T (R).
Com isso, o Teorema 2.2 está demonstrado.



Apêndice A

Propriedades do Operador
p-Laplaciano A

Neste apêndice estudaremos algumas propriedades do operador A.

A.1 De�nições e Resultados
De�nição A.1 Dados um espaço de Banach X e um funcional J : X → R, suponha
que exista

lim
λ→0

1

λ
[J(u + λv)− J(u)] = J ′(u, v).

Se para cada u ∈ X �xado, J ′(u, v) é uma forma linear contínua em v, então dizemos
que o funcional J é derivável no sentido de Gateaux, e sua derivada é J ′(u).

Notação: J ′(u, v) =
〈
J ′(u), v

〉
= J ′(u)(v).

Exemplo1: Seja X = Lp(Ω), onde Ω ⊂ Rn e 1 ≤ p < ∞.
Suponha que g : R→ R satisfaça:

i) |g(s)| ≤ α|s|p, α > 0.

ii) g continuamente diferenciável tal que |g′(s)| ≤ β|s|p−1, β > 0.

Considere o funcional J : Lp(Ω) → R dado por

J(v) =

∫

Ω

g(v(x))dx.
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Tem-se, usando o Teorema do Valor Médio, que

J(u + λv)− J(u) =

∫

Ω

(g(u(x) + λv(x))− g(u(x)))dx

=

∫

Ω

(g′(u(x) + θλv(x)))λv(x)dx,

onde θ = θ(x), 0 < θ < 1. Daí, se λ 6= 0 temos

1

λ
[J(u + λv)− J(u)] =

∫

Ω

(g′(u(x) + θλv(x)))v(x)dx.

Tomando o limite quando λ → 0 e usando a continuidade de g′, obtemos

〈
J ′(u), v

〉
=

∫

Ω

g′(u(x))v(x)dx. (A.1)

Observação A.1 As integrais anteriores existem em virtude das hipóteses sobre g e
g′.

Considera-se, a seguir, um caso geral do exemplo anterior, do qual obter-se-á um
operador signi�cativo para o que se tem em mente estudar.

Exemplo2: Seja A : D(A) ⊂ Lp(Ω) → Lp(Ω) um operador linear, onde

D(A) = {v ∈ Lp(Ω); Av ∈ Lp(Ω)}.

O espaço vetorial D(A) com a norma do grá�co de A, isto é,

||v||pD(A) = ||v||pLp(Ω) + ||Av||pLp(Ω)

é um subspaço de Banach de Lp(Ω). Resulta que o funcional

J(u) =

∫

Ω

g(Au(x))dx

é bem de�nido em D(A) com valores reais. Pelo mesmo método anterior constata-se
que J , assim de�nido, possui derivada de Gateaux

J ′(u).v =

∫

Ω

g′(Au(x)).Av(x)dx. (A.2)

Observação A.2 Resta apenas justi�car que J ′(u) é de fato uma forma linear limitada
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em D(A). Temos que
∣∣〈J ′(u), v

〉∣∣ ≤
∫

Ω

|g′(Au(x))||Av(x)|dx

≤
( ∫

Ω

|g′(Au(x))|p′dx

)1/p′( ∫

Ω

|Av(x)|pdx

)1/p

≤ C

( ∫

Ω

|Au(x))|(p−1)p′dx

)1/p′( ∫

Ω

|Av(x)|pdx

)1/p

= C

( ∫

Ω

|Au(x))|pdx

)1/p′

.||A(v)||Lp(Ω)

≤ C||v||D(A).

Logo, J ′(u) é limitado em D(A).

Exemplo3: Seja Ω um aberto, limitado e bem regular do Rn. Tomemos o espaço
W 1,p

0 (Ω) com a norma ||.||0 e seja J : W 1,p
0 (Ω) → R, o funcional dado por

J(u) =
1

p

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

dx.

Pelo exemplo anterior, com Ai =
∂

∂xi

, i = 1, 2, ..., n, g(s) = |s|p (g′(s) = p|s|p−2s, p ≥
2), obtemos

〈
J ′(u), v

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx,

para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular, para v = ϕ ∈ C∞
0 (Ω), temos

〈
J ′(u), ϕ

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

Ω

[ n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

)]
ϕ dx.

Portanto,

J ′(u) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

)
, p ≥ 2,

isto é,

J ′ : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω)

u −→ J ′(u) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

)
.



65

Daí, concluimos que a derivada de Gateaux do funcional

J(u) =
1

p

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

dx, 2 ≤ p < ∞,

é o operador

J ′(u) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

)
, p ≥ 2.

Este operador, que denotamos por A, é o operador do nosso sistema, isto é,

A(u) = J ′(u) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

)
, p ≥ 2,

denominado de operador p-Laplaciano.
Note que

A : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω)

u −→ A(u) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

)
,

temos que Au : W 1,p
0 (Ω) → R é linear e contínuo. Além disso, como C∞

0 (Ω) é denso
em W 1,p

0 (Ω) (ver [10]), e

〈
J ′(u), ϕ

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi

dx,

para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω), temos que

〈
J ′(u), w

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂w

∂xi

dx,

para todo w ∈ W 1,p
0 (Ω).

De�nição A.2 Sejam V um espaço de Banach e V ′ seu dual. Dizemos que A : V →
V ′ é um operador hemicontínuo se, para u, v, w em V , a função R → R, λ →〈
A(u + λv), w

〉
é contínua.

De�nição A.3 Diz-se que um operador A : V → V ′ é monótono se
〈
Au− Av, u− v

〉 ≥ 0, ∀ u, v ∈ V,

onde
〈
,
〉
denota a dualidade V ′, V .
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Proposição A.4 Se J : V → R é um funcional convexo, então sua derivada de
Gateaux J ′ : V → V ′ é um operador monótono.

Prova. Sendo J convexo, temos

J [(1− θ)u + θv] ≤ (1− θ)J(u) + θJ(v), 0 < θ < 1

ou melhor,
J [u + θ(v − u)]− J(u) ≤ θ[J(v)− J(u)].

Dividindo esta última desigualdade por θ 6= 0, temos

1

θ
[J(u + θ(v − u))− J(u)] ≤ [J(v)− J(u)].

Fazendo θ → 0 resulta que

〈
J ′u, v − u

〉 ≤ J(v)− J(u).

Agora, trocando u por v, obtemos

〈
J ′v, u− v

〉 ≤ J(u)− J(v).

Daí,
〈
J ′u, u− v

〉
+

〈
J ′v, v − u

〉 ≤ 0,

donde concluimos que
〈
J ′u− J ′v, u− v

〉 ≥ 0,

como queríamos.

De�nição A.5 Dizemos que um operador A : V → V ′ é coercivo, se

lim
||v||V →+∞

〈
Au, u

〉

||u||V = +∞

A.2 Propriedades de A

A.2.1 A é hemicontínuo

De fato, sejam u, v, w ∈ W 1,p
0 (Ω) e λ ∈ R tal que λ → λ0. Então

〈
A(u + λv), w

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

∣∣∣
p−2( ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

) ∂w

∂xi

dx
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Notemos que
∣∣∣ ∂u

∂xi
+ λ

∂v

∂xi

∣∣∣
p−2( ∂u

∂xi
+ λ

∂v

∂xi

) ∂w

∂xi
≤ 2p−3

(∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2

+ λp−2
∣∣∣ ∂v

∂xi

∣∣∣
p−2)( ∂u

∂xi
+ λ

∂v

∂xi

) ∂w

∂xi
.

e
∣∣∣∣
∣∣∣ ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

∣∣∣
p−2( ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

) ∂w

∂xi

∣∣∣∣ =
∣∣∣ ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

∣∣∣
p−2∣∣∣ ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

∣∣∣
∣∣∣ ∂w

∂xi

∣∣∣ =

=
∣∣∣ ∂u

∂xi

+ λ
∂v

∂xi

∣∣∣
p−1∣∣∣ ∂w

∂xi

∣∣∣ →
∣∣∣ ∂u

∂xi

+ λ0
∂v

∂xi

∣∣∣
p−1∣∣∣ ∂w

∂xi

∣∣∣, q.s em Ω.

Observando que as funções do segundo membro da desigualdade acima são integráveis,
temos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, que

lim
λ→λ0

〈
A(u + λv), w

〉
=

〈
A(u + λ0v), w

〉
.

Logo A é hemicontínuo.

A.2.2 A é monótono

Pela Proposição A.4, basta mostrarmos que o funcional J : W 1,p
0 (Ω) → R, dado por

J(u) =
1

p

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

dx, 2 < p < ∞,

é convexo, pois o operador A é a derivada de Gateaux desse funcional.
Sendo p > 2, a função f : R→ R, dada por f(x) = |x|p, é convexa. Logo,

|(1− θ)x + θy|p ≤ (1− θ)|x|p + θ|y|p, ∀x, y ∈ R, 0 < θ < 1.

Assim, para u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) e 0 < θ < 1 temos que

J((1− θ)u + θv) =
1

p

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣(1− θ)
∂u

∂xi

+ θ
∂v

∂xi

∣∣∣
p

dx

≤ 1

p

n∑
i=1

∫

Ω

(1− θ)
∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

+ θ
∣∣∣ ∂v

∂xi

∣∣∣
p

dx

= (1− θ)J(u) + θJ(v).

(A.3)

Portanto, J é convexo.
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A.2.3
〈
Au, u

〉
= ||u||p0.

De fato,
〈
Au, u

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂u

∂xi

dx =
n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

dx = ||u||p0.

A.2.4 A é coercivo

Temos
〈
Au, u

〉
= ||u||p0, logo 〈

Au, u
〉

||u||0 = ||u||p−1
0 ,

donde
lim

||u||0→∞

〈
Au, u

〉

||u||0 = ∞.

A.2.5 A é limitado

A limitação aqui é no sentido que A leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.
De fato, temos

||Au||−1,p′ = sup
v 6=0

|〈Au, v
〉|

||v||0 .

Como,
∣∣〈Au, v

〉∣∣ =

∣∣∣∣
n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx

∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−1∣∣∣ ∂v

∂xi

dx
∣∣∣ ≤

≤
n∑

i=1

{( ∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
(p−1)p′

dx

) 1
p′

( ∫

Ω

∣∣∣ ∂v

∂xi

∣∣∣
p

dx

) 1
p
}
≤

n∑
i=1

( ∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
(p−1)p′

dx

) 1
p′

n∑
i=1

( ∫

Ω

∣∣∣ ∂v

∂xi

∣∣∣
p

dx

) 1
p

≤
( n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
(p−1)p′

dx

) 1
p′

( n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂v

∂xi

∣∣∣
p

dx

) 1
p

=

= ||u||p−1
0 ||v||0,

obtemos
|〈Au, v

〉|
||v||0 ≤ ||u||p−1

0 .

Portanto,
sup
v 6=0

|〈Au, v
〉|

||v||0 ≤ ||u||p−1
0 ,

isto é,
||Au||−1,p′ ≤ ||u||p−1

0 .
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A.2.6
〈
Au, u′

〉
=

1

p

d

dt
||u(t)||p0

De fato, observe que, se u : (0, T ) → W 1,p
0 (Ω) é tal que u′(t) ∈ W 1,p

0 (Ω), temos que

〈
Au, u′

〉
=

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂u′

∂xi

dx.

Assim,

1

p

d

dt
||u(t)||p0 =

1

p

d

dt

n∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

dx =
1

p

n∑
i=1

∫

Ω

d

dt

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p

dx =

=
n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−1 ∂u

∂xi

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
−1 ∂u′

∂xi

dx =
n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u

∂xi

∣∣∣
p−2 ∂u

∂xi

∂u′

∂xi

dx =

=
〈
Au, u′

〉
,

ou seja,
〈
Au, u′

〉
=

1

p

d

dt
||u(t)||p0.



Apêndice B

Resultados Auxiliares

Lema B.1 Se s > 3(1
2
− 1

p
) + 1, então Hs

0(Ω) ↪→ W 1,p
0 (Ω).

Prova. Sendo W 1,p
0 (Ω) um espaço de Banach separável e re�exivo, tem-se, via lema

de Browder-B. An Ton, a existência de um espaço de Hilbert separável com imersão
contínua e densa em W 1,p

0 (Ω). Construiremos um tal espaço.
Mediante as imersões de Sobolev, tem-se:

Wm,p
0 ↪→ Wm−k,qk

0 (Ω), onde 1

qk

=
1

p
− k

3
, k > 0.

Considere, m− k = 1, qk = p em Wm−k,qk
0 (Ω) e p = 2 em Wm,p

0 (Ω). Daí, temos

Hm
0 (Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) com 1

p
=

1

2
− m− 1

3
.

De, 1

p
=

1

2
− m− 1

3
, temos

m− 1

3
=

1

2
− 1

p
⇔ m− 1 = 3

(1

2
− 1

p

) ⇔ m = 3
(1

2
− 1

p

)
+ 1.

Logo
Hm

0 (Ω) ↪→ W 1,p
0 (Ω) para m = 3

(1

2
− 1

p

)
+ 1.

Tomando-se s > 3
(

1
2
− 1

p

)
+ 1, temos:

Hs
0(Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω).

Sendo Hs(Ω) um espaçoo de Hilbert separável e Hs
0(Ω) ⊂ Hs(Ω), segue-se que

Hs
0(Ω) é um espaço de Hilbert separável com imersão contínua e densa em W 1,p

0 (Ω).
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Lema B.2 Sejam p, ρ ∈ R tais que 2 < p < 3 e 0 ≤ ρ <
4p− 8

p + 4
. Então:

i) ρ <
4

3p− 2
.

ii)
12p

3p− 2
≤ 3p

3− p

Prova. i) 2 < p < 3 ⇒ 3p(3− p) > 0. Daí,

3p(3− p) > 0 ⇐⇒ 3p2 − 32p < 0 ⇐⇒

3p− 32p + 3p2 − 2 + 2.3− 2p < 3p− 2 + 2.3− 2p ⇐⇒

3p(1− 3 + p)− 2(1− 3 + p) < 2(3− p− 1) + 3p ⇐⇒

(3p− 2)(1− 3 + p) < 2(3− p− 1) + 3p ⇐⇒
1− 3 + p

2(3− p− 1) + 3p
<

1

3p− 2
⇐⇒

4(1− 3 + p)

2(3− p− 1) + 3p
<

4

3p− 2
⇐⇒

4p− 8

p + 4
<

4

3p− 2
.

ii)

2 < p =⇒ 21p2 > 42p =⇒ 36p− 12p2 < 9p2 − 6p =⇒

12p(3− p) < 3p(3p− 2).

Sendo p<3, segue o resultado.

Lema B.3 Sejam p e ρ como no lema B.2 e consideremos

θ =
6p(ρ + 2)

(3p− 2)(ρ + 2) + 6p(ρ + 1)
, γ =

6p(ρ + 2)

(3p + 2)(ρ + 2)− 6p(ρ + 1)
.

Então:

i) 1 < θ <
ρ + 2

ρ + 1

ii) 1 < γ ≤ 3p

3− p
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iii)
1

θ
+

1

γ
= 1.

Prova. Imediata.

Lema B.4 Sejam p e ρ como antes e de�na

α =
ρ + 2

(ρ + 1)θ
, β =

ρ + 2

(ρ + 2)− (ρ + 1)θ
Então:

i) α > 1, β > 1;

ii) θβ =
6p

3p− 2
;

iii)
1

α
+

1

β
= 1.

Prova. Imediata.

Lema B.5 Sejam u, v ∈ W 1,p
0 (Ω). Então:

i) uv ∈ Lρ+2(Ω);

ii) |v|ρ+2|u|ρu, |u|ρ+2|v|ρv ∈ Lθ(Ω).

Prova. Temos, pelo lema B.2, que 0 ≤ ρ <
4

3p− 2
, 12p

3p− 2
≤ 3p

3− p
. Assim,

2(ρ + 2) <
12p

3p− 2
≤ 3p

3− p
.

Logo, pelo Teorema de Imersão de Sobolev (Teorema 1.16), W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+2)(Ω).

i)

∫

Ω

|uv|ρ+2dx ≤
( ∫

Ω

|u|2(ρ+2)dx

)1/2

.

( ∫

Ω

|v|2(ρ+2)dx

)1/2

.

Mas, ( ∫

Ω

|u|2(ρ+2)dx

)1/2

= ||u||ρ+2

L2(ρ+2) ≤ C||u||ρ+2
0 < ∞.

Do mesmo modo, obtemos
( ∫

Ω

|v|2(ρ+2)dx

)1/2

< ∞.

Assim, ∫

Ω

|uv|ρ+2dx ≤
( ∫

Ω

|u|2(ρ+2)dx

)1/2

.

( ∫

Ω

|v|2(ρ+2)dx

)1/2

< ∞.
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ii) Tem-se que
∫

Ω

∣∣|v|ρ+2|u|ρu
∣∣θdx =

∫

Ω

|v|θ(ρ+2)|u|θ(ρ+1)dx =

∫

Ω

|uv|(ρ+1)θ|v|θdx ≤

≤
( ∫

Ω

|uv|(ρ+1)θαdx

)1/α( ∫

Ω

|v|θβdx

)1/β

.

Sendo (ρ + 1)θα = ρ + 2, segue, via i), que
( ∫

Ω

|uv|(ρ+1)θαdx

)1/α

=

( ∫

Ω

|uv|ρ+2dx

)1/α

< ∞.

Agora, sendo 1 < βθ =
6p

3p− 2
<

3p

3− p
, segue, pelo Teorema de Imersão de Sobolev

(Teorema 1.16), que W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lβθ(Ω). Dessa forma,

( ∫

Ω

|v|θβdx

)1/β

= ||v||θLβθ(Ω) ≤ C||v||θ0 < ∞.

Logo,
∫

Ω

∣∣|v|ρ+2|u|ρu∣∣θdx ≤
( ∫

Ω

|uv|(ρ+1)θαdx

)1/α

.

( ∫

Ω

|v|θβdx

)1/β

< ∞,

como queríamos.

Lema B.6 Tem-se que W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω) e Lθ(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω).

Prova. Segue-se do lema B.4, ítem ii) que

1 < γ <
3p

3− p
.

Logo, pelo Teorema de Imersão de Sobolev (Teorema 1.16), W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω). Con-

sequentemente, Lθ(Ω) =
(
Lγ(Ω)

)′
↪→ W−1,p′(Ω).

Lema B.7 Seja p ∈ R, p > 2. Então, para todo s, s0 ∈ R, tem-se que
∣∣|s|p−2s− |s0|p−2s0

∣∣ ≤ Cmax
{|s|p−2, |s0|p−2

}|s− s0|,

para algum C > 0.

Prova. De�na f : R→ R pondo

f(s) = |s|p−2s.

Então, pelo Teorema do Valor Médio, existe t ∈ [0, 1] tal que

f(s)− f(s0) = (s− s0)f
′(ts + (1− t)s0).
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Mas, f ′(s) = (p− 1)|s|p−2, logo,

|s|p−2s− |s0|p−2s0 = (p− 1)(s− s0)
∣∣ts + (1− t)s0

∣∣p−2
,

donde

∣∣|s|p−2s− |s0|p−2s0

∣∣ = (p− 1)|s− s0||ts + (1− t)s0|p−2

≤ (p− 1)|s− s0|(|s|+ |s0|)p−2

≤ (p− 1)2p−2max
{|s|p−2, |s0|p−2

}|s− s0|
≤ Cmax

{|s|p−2, |s0|p−2
}|s− s0|,

(B.1)

como queríamos.
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