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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucoes periddicas para um sistema
de equacoes diferenciais parciais de evolugao nao-linear de segunda ordem envolvendo
o operador pseudo-Laplaciano. Para mostrar a existéncia de solucoes periodicas us-

amos o método de Faedo-Galerkin juntamente com argumentos da teoria do ponto fixo.

Palavras-Chave: solugoes periodicas, pontos fixo, problema de evolug¢ao nao-linear,

pseudo-Laplaciano.



Abstract

In this work we study the existence of periodic solutions for a nonlinear evolution
system of second order partial differential equations involving the pseudo-Laplacian
operator. To show the existence of periodic solutions we together use the method of

Faedo-Galerkin with arguments of the theory of the fixed point.

Keywords: periodic solutions, fixe points, nonlinear evolution problem, Pseudo-Laplacian.
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Introducao

O movimento de mesons carregados em um campo eletromagnético pode ser

descrito pelo seguinte sistema de equagoes nao lineares de Klein-Gordon:

Bu+ o*u+av*u =0, Buv+ v+ bu’v =0, (1)

2
onde B = — — A, u, v sao campos escalares de massas « e [3, respectivamente, e a, b

ot?
sao constantes de interagao. Este modelo foi proposto por I. Segal [21].
Em 1987, Medeiros e Milla Miranda [17] consideraram a seguinte generalizac¢ao
de (1):

Bu+ o Plulu = f,  Bv+ |[ulo]’v=g. (2)

Aqui p é um namero real, p > —1, e f, g sao fungoes dadas. Os autores em [17]
provaram existéncia de solugoes para (2) com condigoes iniciais e condi¢oes de fronteira
Dirichlet homogénea para qualquer dimensao n, e unicidade para qualquer n < 3.

Mais recentemente, em 1997, Castro [9] estudou o sistema

u'+ Au— A + P Plulfu = fy (3)
v+ Av — AV + |u|P Ry = fa.
onde 2/ = i e A é o operador pseudo-Laplaciano dado por

ot

- _ —~ 0 a_wp%a_w

Este sistema pode ser visto como uma generalizagio matemética de (2). Castro em
[9] obteve resultados sobre a existéncia de solugoes globais e seu decaimento quando
t — oo com uma condic¢ao inicial dada e considerando condicoes de fronteira Dirichlet

homogénea. Para problemas relacionados, veja [26] e [27].
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Aqui estudamos, com algumas condi¢oes impostas, a existéncia de solugoes
periodicas, em um sentido fraco, para o sistema (3).

Esta dissertacao estd organizada como segue:

- No capitulo 1, damos, sem prova, alguns resultados que serao tteis no decorrer
do capitulo 2. Para as provas dos resultados, referéncias sao dadas no final da

dissertacao.

- No capitulo 2 enunciamos e provamos o teorema de existéncia de solucoes

periddicas para o sistema (3).

- Por fim, apresentamos dois apéndices, A e B. O apéndice A é voltado inteiramente
ao operador pseudo-Laplaciano, demonstrando algumas de suas propriedades, e
o apéndice B a pequenos calculos, porém cruciais na demonstragao do teorema

principal.

Aqui, particularizamos a dimensao do espacgo, provamos o teorema para n = 3.

O caso geral foi estudado por [8].



Notacoes

Serao usados as seguintes notacoes no decorrer desta dissertacao:
- Q C R3, aberto limitado bem regular;
-Q=0x%x(0,T), T>0,éo cilindro em R* com base Q e altura T}
- X =T x(0,T) é a fronteira lateral de @, onde I" é a fronteira de ;
3 2
- A= ; a—x? é o operador Laplaciano;
- A ¢é o operador pseudo-Laplaciano definido por
A WeP(Q) — WP (Q)
u +— Au,

3
_ 59 9 Ou
onde Au = ZZI o (1 8xi| axi).

No Apéndice provaremos que A tem as seguintes propriedades:

e A & mono6tono, hemicontinuo, coercivo e limitado;

* <AU’U>W*1*P’(Q),WOLP(Q) = [[u(®)|[6;
1d J
o (Au(t),v'(t))y1 @y wire) = Sallll: & =
-1
o [[Aullyy-1p () < Cllully

= || . llo, norma em W,”(Q);

- || . |]1,p, norma em W'r(Q);

- || . ||m, norma euclidiana em R™;

- |l 1, ((.)), norma e produto interno, respectivamente, em Hg(Q);

- .|, (.), norma (as vezes denotara também o valor absoluto, donde as circun-

stancias deixardo clara a distingao) e produto interno em L?(£2);
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V' denota o espacgo dual topolédgico do espacgo linear V' e p’ denota o expoente

1 1
conjugado de p, isto ¢, — + — =1;
p p

c . ~ ., . ~
V — H eV — H denotam, imersao continua e densa, e imersao compacta,

respectivamente, de V em H;
Ck(R), subespaco linear de todas funcoes reais T-periddicas em C*¥(R), T > 0;

Ir, qualquer intervalo da forma [a,a + T]. A integral sobre I sera denotado por

/

Seja X um espago de Banach. Entao LP(T, X) denotara o espago linear de todas
fungoes T-periodicas, u : R — X, tal que ||u(t)||x € LP(Ir), onde || . ||x € a

norma em X;

Se 1 < p < oo, entdo ||ul|wr(rx) = (/ ||u(t)||’)’(dt)1/p define uma norma em
T

LP(T, X), com a qual é um espago de Banach;

Se p =00, L>(T, X) é um espago de Banach com respeito a norma definida por

[l oo x) = sup ess||u(t)|]x;

Denota-se por Wa,, o espago Wa,, = CL(R) x - - - x CH(R), produto cartesiano de
2m-copias do espago CH(R) e por K (Ws,) o espago linear de todos operadores

compactos de Wy, em Ws,,. Para Y,, € Ws,,, define-se

[¥mllw,, = supd||Yom ()] |2m + [1Y75,(8)]|2m -

Prova-se que || ||w,,, ¢ uma norma sobre Ws,, e que, munido desta norma, W,

¢ um espaco de Banach.



Capitulo 1

Terminologia e Resultados

Preliminares

O objetivo deste capitulo é listar algumas definicoes e notagoes basicas da
Teoria das Equagoes Diferencias Parciais a fim de apresentar os resultados
preliminares fundamentais para o desenvolvimento do cerne deste trabalho.
Entretanto, nao nos preocupamos, neste capitulo, em demonstrar os resultados
enunciados, apenas mencionaremos as referéncias bibliograficas onde os mesmos

podem ser encontrados.

1.1 Resultados de Convergéncia

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sejam X wum espago de Banach
separdvel e (fn)n uma sequéncia fortemente limitada em X' (dual de X ). Entao (fn)n

tem wma subsequéncia (fur)x que converge fraco-*, isto €, fu, — f em X'.

Prova. ver [2]. =

Teorema 1.2 (Kakutani) Sejam X um espa¢o de Banach. X ¢€ reflexivo se, e
somente se, (T,), fortemente limitada em X possui uma subsequéncia (Tn;) que

converge fraco, isto €, xpr — v em X.

Prova. ver [2]. =

Teorema 1.3 (Aubin-Lions) Sejam X, B, Y espacos de Banach, X ¢ reflexivo e

XS By, Suponha que (uy), seja uma sequéncia uniformemente limitada em
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LP(0,T;X) tal que (aun)n = (u,)n seja limitada em LP(0,T;Y) para algum p > 1.

Entao existe uma subsequéncia de (u,), que converge fortemente em L*(0,T; B).

Prova. ver [12]. =

Teorema 1.4 (Lebesgue) Seja (u,,), uma sequéncia de fungoes integrdveis em (a,b),
convergente quase sempre para uma funcao u. Se existir uma func¢ao integrdvel ug tal

que |u,(t)| < ug para todon € N, entao u é integrdvel e tem-se que [ w= lim [ w,.

n—oo

Prova. ver [16]. =

Teorema 1.5 (Lema de Fatou) Sejam (u,), uma sequéncia de fungoes integraveis
tal que
up(t) = u(t), em X, qgs. em (a,b)

b
e suponhamos que existe uma constante positiva C tal que / l|lun(t)||dt < C, V n.

Entao u € integrdvel e

b b
/||u(t)||dt§1iminf/ un (8)]
Prova. ver [16]. =

Lema 1.1 (Lions) Sejam Q um aberto limitado do R™, g e g; fungdes de LI(Q2), 1 <
q < 00, tais que

95l L, < C, ¥ 5,

g9i — g, gq.sem S

FEntao
g —~g, em Li(Q).

Prova. ver [7], [12]. =

Proposicao 1.6 Seja X um espaco de Banach reflezivo e suponha que f, — f em X',
Entao f, — f em X'.

Prova. ver [2], [7]. =



1.2 Desigualdades

e Desigualdade de Poincaré.
Seja 2 C R™, um subconjunto aberto e limitado do R™. Entao existe um constante

C =C(£,p) >0 tal que

l|ul|ry < Cllullo, Yu € WFP(€2).

e Desigualdade de Young.

1 1
Sejam p > 1, ¢ > 1 tais que — + — = 1. Entao
p q

1 1
ab < —a’ 4+ =b?, VYa >0, Vb > 0.
p q

e Desigualdade de Holder.

1 1
Sejam f € LP(Q) eg e LIY(Q),com —+-=1e 1 <p<oo. Entao f.g € L'(Q) e
p q

/ ol < 1l gl oo,

e Desigualdade de Minkowsky.

Sejam f,g € LP(Q2), p> 1. Entdao f+g € LP(Q) e
1f + gllee@) < I fllzr@) + gl Le@)-

As provas destas desigualdades podem ser vistas, por exemplo, em [2], [7].

1.3 Resultados de Existéncia

Teorema 1.7 Sejam V e H dois Fspacos de Hilbert e suponha que V. C H e
V < H. Entio eriste uma base espectral, {w;}; de V, formando um sistema

ortonormal completo em H.

Prova. ver [18] =

Lema 1.2 (Browder-B. An Ton) Seja W um espago de Banach separdvel e
reflexivo. FExiste um espago de Hilbert H, separdvel, tal que H C W, com imersao

continua e densa.



Prova. ver [3] =

Teorema 1.8 (Representacao de Riesz) Sejam 1 < p < oo e € (LP(2)). Entao,

existe uma tinica u € LP (), tal que

<g0,f>:/gufdx, V[ e LP(Q),

1 1
e |Jully ) = ¢/l @)y, onde P L.

Prova. ver [2] =

Teorema 1.9 Todo espacgo de Hilbert possuit uma base ortonormal completa.

Prova. ver [11] =

Teorema 1.10 Se H é um espaco de Hilbert separdvel, entao todo conjunto ortonormal

completo em H € enumerdvel.

Prova. ver [11] =

1.4 Espacos das Distribuicoes Escalares

Sejam 2 C R™ um aberto e u : 2 — R uma funcao real continua. O suporte de
u é por definigao, o fecho em 2 do conjunto {x € Q;u(z) # 0}. Este conjunto sera
representado por supp(u). Segue diretamente da defini¢do que o suporte é o menor

fechado fora do qual u se anula, e vale:
a) supp(u+v) C supp u + supp v;
b) supp(uv) C supp u N supp v;

¢) supp(Av) = suppv. A #D0.

Aqui, usaremos inicialmente o espa¢o das funcoes infinitamente diferencidveis cujo
suporte é um compacto contido €2, com notacao C§°(€2).

Um multi-indice ¢ uma n — upla o = (aq,...,ay), o; € N, i =1,... n. Escreve-
mos |a| = a; + ...+ «, e representaremos D® como o operador derivagao

olel

DY = ————.
0% ... 0%
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Observe que, para a = (0,0,...,0) temos D°u = u. Note também que supp(D%u) C
supp u, Ya € N" quando u for suficientemente diferenciavel.

Aqui, também é importante darmos a nocao de convergéncia no espaco vetorial
C5e(£2), ja que com tal convergéncia ele se tornard um espago topologico.

Dizemos que uma sequéncia (¢,,), ¢ n de funcoes em C§°(§2) converge para ¢ €

Ce(Q) se:
i) Existe um compacto K C €2 tal que

suppp C K e suppp, C K, Vn € N;

i1) D%p, — D“p uniformemente em K, Vo € N".

Representaremos C§°(£2), munido da convergéncia acima, por D({2), denominado
de Espago das Funcoes Testes.

Note que, se ¢, — ¢ em D(Q) entdao D%p,, — D%p, Yoo € N" em D(12).

Uma distribuigao escalar sobre €2 é uma forma linear e continua 7' : D(Q2) — R
com respeito a topologia de D(€2). Assim, se uma sequéncia (¢, ), convergir para uma
¢ em D(Q), entao T(p,) — T(p) em R, cujo valor de T" aplicada a ¢ sera denotado
por <T ) g0>.

Denotamos por D'(£2), o espago vetorial de todas as distribui¢oes escalares sobre

Considere-se u € L}, (Q), isto ¢, u ¢ uma fun¢io de Q em R, localmente inte-
gravel, ou seja, u é integravel a Lebesgue sobre todo compacto K C 2. O funcional
T, : D(2) — R dado por

(1) = [ ul)eoi,
é linear e continuo, logo, uma distribuicao escalar sobre (). Para mais detalhes veja
([10]). Dai, T, é dita distribuigdo gerada por uma fung¢ao localmente integréavel w.
Observe que se T, = T, entao u = v (ver [10]), logo T}, é univocamente determinada

por u, portanto, neste sentido podemos identificar u com sua distribuicao 7T,,.
Exemplo 1 Seja xy € Q. Entao 6, definida por

<5:v07 §0> = QO(IO)u pe D<Q)
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é uma distribuicao sobre Q, denominada delta de Dirac. prova-se (ver [10]) que a
distribuicao 0, nao € definida por uma funcao localmente integravel, isto €, nao existe

uma func¢io u € L},.(Q) tal que

loc

/Q w(w)p(x)de = p(z), Ve € D(Q).

1

Logo, o espaco L;,.(€2) ndo é igual ao espago D'(§2), uma vez que existem dis-

tribuicoes sobre (2 que nao sao geradas por nehuma funcao localmente integravel.

1.4.1 Convergéncia e Derivagao em D'({2)

Dizemos que a sequéncia de distribuicoes escalares (7},),, converge para T em
D'(Q) se
<Tn,gp> — <T,gp>, em R, V¢ € D(Q).

Com essa nogao de convergéncia, D'(€2) torna-se um espago vetorial topologico,

e temos a seguinte cadeia de imersoes continuas:
D(Q) — LP(Q) = L, (Q) — D'(Q), 1< p < ox.

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que isso se
faz necesséario para o estudo dos espacos de Sobolev que veremos a seguir.

O que motivou a formulacao de derivada fraca e consequentemente a derivada
distribucional, foi a formula de integracao por partes do calculo.

De fato, em dimensao 1, temos a férmula de integracao

[ @eta)ds = ut)o(®) ~ u@ita) - [ ul)e(w)da,

e quando ¢ € D(a,b) temos

/a b (@) p(x)de = — / bu(x)go’(:v)dx.

1

Motivado pela igualdade acima Sobolev, definiu a derivada fraca de uma funcaou € L;,

1

e(§2), caso exista, tal que:

como uma distribuicao v € L

b b
/ u’(m)gp(m)dmz—/ v(z)'(x)dx, ¥V ¢ € C§°(a,b).

Este conceito foi generalizado para distribui¢oes quaisquer, em D'(£2), da seguinte

maneira. Dados T' € D'(2) e « € N”, definimos a derivada distribucional de ordem
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a de T como a forma linear D*T" : D(2) — R, dada por
(DT, ) = (—1)*T,D*p), ¢ € D().

Verifica-se que DT é uma distribui¢ao (ver [10]).

1.5 Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach, 1 < p < oo e T > 0 um namero real. Representa-
se por LP(0,T; X) o espago das fungoes u : (0,7) — X mensuraveis tais que ||u(t)||x €

LP(0,T). Para 1 < p < 0o este é um espago de Banach com a norma

T 1

P

ulliorix) = ( / ||u<t>||§<dt) .
0

No caso p = oo, L>(0,T; X) sera um espago de Banach com a norma
|ullze.rixy = sup_ess||u(t)]]x.
0<t<T

Agora, fixemos u € LP(0,7;X), 1 < p < oo, e consideremos o espago D(0,T).

Associada a fungao u, definamos a fungao 7, : D(0,7) — X, dada por

<Tu,g0>:/0 u(s)p(s)ds, ¥ ¢ € D(0,T).

Observe que esta integral é um vetor no espaco vetorial X. Prova-se que 7, é linear e
continua.(ver [14])
Diz-se entao que T, ¢ uma distribui¢do vetorial sobre (0,7) & valores em X,

definida por uma funcao u € LP(0,T; X), e escreve-se
T, € L(D(0,T), X).

O espago L(D(0,T),X) é dito espago vetorial das distribui¢oes sobre (0,7") a
valores em X, e contém em particular as distribuicoes vetoriais definidas pelas funcoes

de L?(0,T; X). Na pratica, denotamos L(D(0,7),X) = D'(0,T; X).

1.6 Espacos de Sobolev

1.6.1 Os espagos W™P(Q), 1 < p < 0.

Sejam () um aberto do R", p um nimero real tal que 1 < p < oo e m um nimero

natural. Denota-se por W"P({2), ao espago vetorial
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WmP(Q) ={u € LP(Q); D% € LP(Q), ¥V |a| < m}.

A funcao
[l = WTP(Q2) — R

definida por

;
||U||m,p ||Dau||LPQ "
(

|a|<m
é uma norma em W™P(Q2), o qual é Banach com esta norma.
Os espagos de Banach W™P(Q), sao ditos espagos de Sobolev de ordem « sobre

Q. Quando p = 2, os espagos W™?(Q2) recebem a notagao
W™2(Q) = H™(RQ).

Verifica-se que H™(£2) torna-se um espago de Hilbert, com o produto interno definido

por

(u7 U) = Z (Dauv Dav)Lz(Q)y

|a|<m

onde (.)z2(q) € 0 produto interno em L*(€2).

1.6.2 O espago W"™™>(Q)

Seja m € N. Por W (1) entende-se como o espago vetorial
Wme(Q)={u € L®(Q); D% € L*(Q), V |a| < m}.

Munido da norma

lullinee = D 1D%ullz=(@)

la|<m

W™ () torna-se um espago de Banach.

1.6.3 Os espagos W, (Q)

Note que o espago das fungdes testes C5°(€2) é denso em LP(Q) = WoP(Q) (ver[10]).
Porém, nao é verdade que C3°(2) é denso em WP ().

Denotamos por Wy"?(€), o fecho de C§°(2) em W™P(Q), isto &,

m, ST WP ()
Wo p(Q) = Co (Q) .
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Como consequéncia da Desigualdade de Poincaré, a expressao

hSA

||u||0:( Z ||Dau||§p(9)) )

0<|a|<m

define uma norma natural para este espaco.

Em W, ”(Q), caso que nos diz respeito, temos

n a 1
HUHO = (Z Ha_gHZP(Q))p
i=1 v

S

"L Ou
ullip = () II%IIZJ(Q) +ullfoq)
i=1 ¢

Prova-se que

lullo < llullp < Cllullo, ¥V ue Wy™(Q).

Existem outras caracterizagoes para tal espago, veja por exemplo, [10].
Uma aten¢ao especial deve ser dada ao espaco dual de WJ""(Q2), 1 < p < oo,

denotado por W~™4(Q), —+— = 1, que é constituido pelos funcionais lineares continuos
p q
T:W"P(Q) — R.

Mostra-se que, se T' € D'(Q2), entdao T' € W="9(2) se , e somente se, existem fungoes

Jga € L1(Q), |a| < m, tais que

T=>" D,

|a|<m

Veja a demonstragao em [10], por exemplo.

1.7 Teoremas de Imersao

- Caso 2 =R"

Teorema 1.11 Se 1l < p < n entao

1 1
Wme(Q) s LI(Q), - =~ — 2 0.
qg p n
Teorema 1.12 Sen>mp ep < q< entao

n —

WP (Q) < LI(Q).
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1 1k
Teorema 1.13 Se kp<n e — = — — — entao
a. p n
Wm,p(Q) s WM ksak (Q)
1 m .
Teorema 1.14 Sel <p<ooe—-——=0comn > 2 entao
P n

WmP(Q) — L), Vg =1

Teorema 1.15 Sejam o = m — L >0 ek eN tais que

b
k<a<k+1. Entao
WmP(Q) — Ck(Q)

- Caso 2 C R", aberto, limitado e bem regular

Teorema 1.16 Sejam n um numero natural, p um numero real e suponhamos

1 <p<n. Entao

WhP(Q) = L9(Q), 1<qg< 2
n—p
Teorema 1.17 Suponha que n > mp. Entao
W) < LI(Q), q< ——.
n—mp
Tem-se ainda,
W) <5 LI(Q), g < ——.
n—mp
Teorema 1.18 Se k <m en > (m — k)p, entdo
np
WmP(Q) — Wha(Q <
(@) = W), g€ —
Além disso,
m(Q) < Wha(Q S —
W) S WhaQ), g < P

Teorema 1.19 Se mp = n. Entao
W™P(Q) < LIUQ), Vg € [1,400).
Teorema 1.20 Se mp > n. Entao

W (Q) < OO (),

para,
n
p=m-——, se, m—— <1,
p p
n
u<l, se, m——=1,
p
n
uw=1 se, m——>1
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Teorema 1.21 As Imersoes nos teoremas acima, caso 2 C R"™, permanecem ver-

dadeiras quando se considera Q0 apenas limitado e se substitui WP (Q) por Wi""(Q).

As demonstracoes destes teoremas podem ser vistas em [10].
Sejam, [ um intervalo real e T" > 0. Consideremos X um espaco de Banach.
Denotamos C'(0,7; X), como o espaco das fun¢oes continuas, definidas em I = (0,7)

a valores em X, isto é,
u € C0,7;X)< u:(0,7) — X é continua,

onde a continuidade é medida no seguinte sentido: "Se ¢t — ¢, em (0,7) entao u(t) —

u(to) na norma de X."

Lema 1.3 Sejam X e Y espacos de Banach, tais que X € imerso continua e densa-
mente em Y. Suponha que u € LP(0,T;X) eu € LP(0,T;Y), 1 < p < oo. Entao
ue C([0,T];Y).

Prova. Ver [14]. =

Teorema 1.22 O espaco das combinacgoes lineares finitas, de somas finitas, de produ-

tos do tipo c;w;, com ¢; € CH(R), w; € Wol’p(Q) ¢ denso no espacgo

V={v e L*0,T;Wy"();v € L*(0,T; L*(Q))}.

Prova. Ver [13]. =

Teorema 1.23 (Hellinger-Toeplitz) Se um operador linear T é definido sobre todo
um espacgo de Hilbert H e satisfaz < Tx,y >=< z,Ty >, para todo x,y € H, entao T

¢ limitado.
Prova. ver [11]. =

Teorema 1.24 (Foérmula de Leibnitz) Se a(x) e B(x) sao fungdes continuamente
diferencidveis de x, e h(x,y) é uma fun¢ao continua de (z,y) sobre a(z) <y < B(x)
que tem uma derivada parcial continua h,(x,y) com respeito a x sobre a(z) < y < B(x),
entao

d B(x)
Wz y)dy = B/(@)h(z, B(z)) — o ()h(z, ox)) + / o, y)dy.

a(z)

dx a(z)

Prova. ver [11]. =
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1.8 Funcao de Green

Consideremos o problema de contorno

Y (1) + ayy, (t) + by (t) =0

Ym(0) = Ym(T),  ¥,,(0) = y,,,(T).
(1.1)

Notemos que para a? > 4b, y,, = 0 & a tnica solucdo do sistema acima. Dessa
forma,

() = / Gt 5) f(5)ds

é a tnica solugao do sistema nao-homogénio

Y (1) + ayy, (t) + by (t) = f(2)

Ym(0) = ym (1), Y (0) =y, (1),
(1.2)

onde G, : [0,7] x [0,7] — R & a funcao de Green associada a (1.1) e tem as seguintes
propriedades:
i) Gp(t,s) é continua em todo ponto (t,s) € Iy X I e, para cada s, G,,(t, s) satisfaz
as condigoes iniciais dadas;
i)

G (t, s) existe e é continua para t # s;

ot

e .0 -
iii) Seja tg € Ir. Se (t,s) — (to,to), t > s, entdo —G,,(t, s) tem, para limite, um

ot

0
valor finito aGm(tar, to). Resultado anélogo para (t,s) — (tg,tp) com t < s

i) Gu(t,s) = Gu(s,t).

Para maiores detalhes sobre fun¢oes de Green, veja, por exemplo, [22].

1.9 Grau de Brouwer

Sejam X um espaco vetorial normado de dimensao finita e {2 C X, um aberto.
Seja ainda D, (2, X) = {f € C(Q,X);y ¢ f(0)}. Para cada y € X, existe uma
aplicacao d(-,Q,y) : D,(Q, X) — Z, satisfazendo:
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i) sey €, entao d(I,Q,y) = 1;

ii) se {; e ) sdo subconjuntos, disjuntos, abertos, de Q e f: Q — X & continua com

y ¢ F(Q\(QU UQ)), entao
d(f, 2 y) = d(f| - y) +d(f| . y);
iii) d(-,Q,y) é continua;
iv) se f € D,(Q, X), entio d(f,Qy) = d(f —y,Q,0).

A aplicacdo d(-,Q,y), acima, é dita o grau de Brouwer de y em relacdo 2.

Definigao 1.25 Seja € > 0. Um subconjunto {x,;a € A} de X, espac¢o normado, é
chamado um e-net do subconjunto B C X se a familia das bolas abertas {B.(x,); o €
A} € uma cobertura aberta de B. Se o conjunto {x,} € finito, entao dizemos que {x,}

€ um e-net finito de B.

Sejam T : X — X, um operador compacto e B C X um aberto, limitado
com fronteira OB. Denota-se por I o operador identidade e suponhamos que 0 ¢

(I = T)(0B). Entao existe r > 0 tal que

inf ||(I —T)(y)—0|| >r.

yeOB
Para demonstragao ver [23], [25]. destacamos da demonstrac¢ao dois fatos importantes,

a saber:

- Sy, subspago de dimensao finita de X contendo um ¢, —net de T'(B) e pelo menos

um elemento de B.
- B, = 5, N B, aberto limitado nao-vazio.

Em S, e B,, o grau de Brouwer faz sentido.

Para maiores detalhes sobre o grau de Brouwer, veja por exemplo, [23], [24].

1.10 Grau de Leray-Schauder

Dados um espago normado X, um compacto X' C X e um e-net, {z1,...,2,}, de

K, define-se:

e—llz—mll, se |lo—=z| <e
m;(r) =

0, se ||z —uaz|| >¢
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F.(z) = =

Zmi(x)

Teorema 1.26 Consideremos um operador compacto T : X — X e M C X, um
subconjunto limitado. Seja ainda K C X, um compacto e suponhamos T(M) C K.
Entao, para x € M, tem-se

||Tx — Fox|| <e

Prova. ver [23]. =

Teorema 1.27 Seja (€,), uma sequéncia mondtona decrescente tal que lim ¢, = 0.

€E—>00

Para cada €, > 0 considera-se um e-net, {xy,...,x,, }, de T(K). Entao, T,, = F., T é

uma €,-aproximacao de T'.

Prova. Ver [23]. =

Sejam 7' um operador compacto de X e B C X um subconjunto aberto limitado.
O grau de Leray-Schauder de I — T em 0 com relacio a B, denotado por d(I — T, B, 0),
é definido como d(I — T, By, 0), onde T}, ¢ como no Teorema 1.27 e B,, como na se¢ao
1.9.

Para um estudo mais detalhado sobre o grau de Leray-Schauder, ver [23], [24] e

[25].

1.10.1 Homotopia de Operadores Compactos

Uma aplicac¢ao T), : [0,1] — K(X) é dita uma homotopia de operadores compactos se,

dados € > 0 e M C X limitado, existe 0 > 0 tal que

| T (p)x — T (Nzl|x <€, Yz e M, para |p— A <.

Proposi¢ao 1.28 (Invaridncia sob Homotopia) seja 1), : [0,1] — K(X) uma ho-
motopia de operadores compactos. Seja B C X um aberto limitado com fronteira 0B.
Suponhamos que (I — T,,(n))x # 0, Vo € OB, Yu € [0,1]. Entao, para todo p € [0, 1],
d(I — T, (p), B,0) existe e tem o mesmo valor.

Prova. Ver [23]. =
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Teorema 1.29 Seja T,, : [0,1] — K(X) uma homotopia de operadores compactos.
Suponha que existe M > 0 tal que se (I —T,,(p))z, =0, Vi € [0, 1], entao ||z,||x < M,
com M independente de p. Seja

B ={z e X;|lz||x <rM,r >1}.

Entao d(I — T,,(n), B,0) eziste e tem o mesmo valor, qualquer que seja p € [0, 1].

Prova. Ver [23]. =



Capitulo 2

Solucoes Periddicas

Dados 2 < p < 3,0<p< ‘;%48, fi € L*(T; L*(Q)), i = 1,2, nosso objetivo é

demonstrar a existéncia de solucoes periddicas, em um sentido fraco, para o sistema:
( " / +2
u’ + Au — Au' + o] ulfu = fi

em @Q=Qx(0,7T)
v+ Av — AV + [ulPP2|ulPo = fo

§ u(z,0)=u(z,T), u(x,0)="1u(z,T) (2.1)
em Q

v(z,0) =v(z,T), V'(x,0)=1"(z,T)

\ u=0, v=0 sobre ¥ =T x(0,7)

Defini¢ao 2.1 Uma solugao periddica do sistema (2.1) é um par de funcoes (u,v)
satisfazendo:
i) u,v € L(T, Wy "(Q));

ii) v € LA(T, HY(Q));

iii) —/T(u’(t),w)e’dH/T<Au(t),w>9dt+/((u’(t),w))edtJr

T

+ /T (o))" |ut)|Pu(t), w)bdt = /T(fl(t),w)Hdt, Vw € WP (Q), VO € CH(R);
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iv) —/T(v'(t),w)e'dt—f—/T<Av(t),w>0dt+/((v'(t),w))@dt-f—

T

+ /T {Ju(t) [P |o(t)|Po(t), w)bdt = /T(fQ(t),w)th, Yw € WyP(Q), V0 € Ch(R).

O teorema a seguir é o principal resultado desta dissertacao.

Teorema 2.2 O sistema (2.1) admite solugao periodica.

O teorema sera provado construindo um "sistema aproximado'"em um espaco de
dimensao finita com o método de Faedo-Galerkin e entao provando que este problema
aproximado tem solucoes periddicas. A prova segue-se através de trés etapas. O

esquema ¢é o seguinte:

Primeira etapa. Mostraremos que existe uma sequéncia de Solucoes aproximadas
((n)ns (Un)n). Introduziremos um parametro p, 0 < g < 1, e consideraremos um
sistema p-parametrizado. Fazendo uso de propriedades das funcoes de Green e teoria
do grau de Leray-Schauder, provaremos a existéncia de solucoes periddicas aproximadas

para o sistema original.

Segunda etapa. Olharemos para as estimativas obtidas sobre as solu¢oes aproximadas

com o objetivo para passar o limite.

Terceira etapa. A passagem ao limite é realizado usando argumentos de compacidade

e propriedades de monotonicidade do operador A.

2.1 Problema Aproximado

Seja H3(Q) um espaco de Hilbert imerso continua e densamente em W,7(Q),
como no Lema B.1 do Apéndice B. Sendo p > 2, temos, dessa forma, a seguinte cadeia

de imersoes continuas e densas:
Hy(Q) — WyP(Q) — Hy(Q) — L*(Q) — H Q) = W (Q) — H*(Q).

Notemos ainda que, sendo HY(Q) <> L2(12), segue-se que Hg(Q) < L2(2), logo,
pelo Teorema 1.7 da Segdo 1.3, existe uma base espectral, {w;}; de H{(2), formando
um sistema ortonormal completo em L?(Q).

Seja
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Vm = [wla te 7wm],

o subespaco vetorial de dimensao finita de H{(2) gerado pelos m-primeiros vetores da
base {w;};. O problema aproximado consiste em determinar u,,(t), vm(t) € V,, solucao
para o sistema:
’
(U (t),w)+ < Aty (t),w > +((ul,(t), W)+ < [V ()Pt (8) Pt (t), w >=

= (fi(t),w), Yw € Vi,

(U (1), W)+ < Avg (8), w > +((07, (1), )+ < [t (8) 72 0 () [P0 (1), w >=
= (fa(t),w), Vw € V,,,

(2.2)
Para mostrar a existéncia de solugao para o sistema (2.2), primeiramente o transfor-
maremos em um sistema vetorial equivalente, como segue.

Podemos escrever (2.2), de forma equivalente, no sistema

(

(up (£), w))+ < Aum(t), w; > +((un, (8), wj))+ < [om (O] [um () [Pum (), wy >=
:(fl(t)ij>7 Jj=1--,m,

(Ui (1), i)+ < Avm(8), wj > +((v5,(£), w5))+ < fum (1742 v ()P0 (), w5 >=
= (fa(t),ws), =1, m,

(2.3)

m m

U (t) = Z Cim ()W, U (t) = Z dim (t)w;,

sz(t) = sz<t + T)7 C;m(t) = C;m(t + T)’
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€ Cim, dim c C%(R)
Substituindo wu,,(t) e v,,(t) em (2.3), obtemos

(3 et} < At (8) 05 > + (o809 < [ (Pt (0Pt (1), >=
- (f1<t>7wj)7
(Zdé'm(t)wi,wj)Jr < Avy (), w; > +((0), (), i)+ < [um ()1 |[0m (0)] 0 (t), wj >=
= (fa(t),w),
Cim(t) = cim(t +T), () =, (t+T),
djm(t) = djm(t +T), d,, (t) = d, (t +T), j=1,...,m.
‘ (2.4)
Sendo {w;}; um sistema ortonormal completo em L?({2), obtemos
( () < Aug (), wj > +((ul, (8), ;) + < [0m ()72t () [Pt (), wj >=
= (f1(t),w)),
(D)4 < Avp (8), w5 > + (05, (8), i)+ < [t (01772 [vm (8) [P0 (1), wj >=
= (fQ(t)>wj)a
Cim(t) = cim(t +T), i, (t) =, (t+T),
| i) = dint +T), & (8) = ) (4 T) j=1,...,m.
(2.5)

Agora, definindo

Yo(t) = (Crm(t), .- -, Conm (1), dim (), . . ., A (t))
F(Yy(t) = ((Aup(t),wr), . .., (At (t), wpn ), (Ao (t),w1), . - -, (Avp (t), wm )
H(Yn(t), Y (1) = ({[om 1 Jum ()P (t), w1) + (w5, (8), w1)), -

(v (12 1t (0t (£), @ )+ (11 (£), @) ), ([t ()12 v ()P0 (£), 1)+ (0], (8), w1))

..... ([t ()72 [0 (8) [P0 (£), w1 ) + (V) (), w1)))
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P(t) = ((fl(t)awl)a"'7(fl(t)awm)’(f2<t)7w1)a"'7(f2(t)7wm>)a

onde Y, € Wy, (Y,,(t) € R*™) e * denota a transposta, escrevemos o sistema (2.5) na

forma vetorial

YVo(t) + F(Yi(t) + H(Y(t), Y (1) = P(2)
Yult) = Yt + T),  Y'(t) =Y/ (t+T).

m

(2.6)
Dessa forma, o sistema (2.2) foi transformado no sistema equivalente (2.6), de

modo que problema agora resume-se a mostrar que o sistema (2.6) possui solugao.

2.2 Existéncia de Solucoes (Primeira Parte)

Sejam ( e ) nimeros reais positivos para os quais o sistema homogéneo

Y2 (t) + Y, (t)+ BYm(t) =0

Y (0) = Yo (T), Y, (0) =Y, (T),
(2.7)

tenha solu¢ao unica Yy, (t) = 0.
Considerando a funcdo de Green G,,(t,s) associada com (2.7), entao

Yo (t) = fOT Gm(t,s)P(s)ds é a unica solu¢ao do sistema nao-homogéneo

V(1) 4+ 0Y(t) + BYn(t) = P(t)
Yu(0) =Y,u(T), Y,(0) =Y, (1)
(2.8)

Por unicidade e processo de "colagem", podemos estender Y;,(t) como solugao periodica
de (2.8) a R.

Para p € [0, 1], consideremos o sistema p-parametrizado a seguir:

Yo (8) + 0Y,0,(8) + Yo (8) + p[F (Vi (1) + H (Yo (t), Yy, (8)) —
=Y, (t) — BYu(t)] = P(1)

Yo(t) =Yu(t+T), Y.(t)=Y.(t+T).
(2.9)

Sendo G,,(t, s) a fungao de Green do problema (2.7), para cada p € [0, 1], segue que

0=/ {u H(Yn($), Yi()+
+0Y,,(s) + BYm(s)] + }G (t,s)ds

(2.10)
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é solugao de (2.9)y, satisfazendo 1), (1) Y, (0) = T (1) Y (T') € (10 (1) Yi)' (0) = (100 (10) Y2 ) (T).
Podemos estender T, ()Y, (t) como solugao periddica de (2.9) a R (por unicidade e
processo de colagem).

Observe que, para ;1 = 0, T,,(0)Y,,(t) é solugao de (2.8). Por outro lado, Y,,(t) =
fOT Gum(t,s)P(s)ds & a tnica solucao de (2.8), logo, T,,(0)Y,,.(t) = Y,.(t), isto &, T,,(0)
tem um ponto fixo.

A idéia, entdao, é mostrar que o operador T,,(1) tem um ponto fixo, em algum
espaco de Banach, o que sera feito usando a teoria do grau de Leray-Schauder. Com

isto, o sistema (2.6), que é equivalente a (2.2), tem solugao.

2.3 Propriedades do Operador T,,(u), p € [0, 1].
Lema 2.1 Para cada p € [0,1] e Y, € Way,, tem-se T, (1) Yy € Wop,.

Prova. Devemos mostrar que, para cada p € [0, 1] e para cada Y,, € Wa,,, a aplicagao

Ton(p)Yy, : R — R*™ dada por (2.10), é periddica, continua e possui derivada continua.

- Periodicidade de T,, ()Y,
E trivial, pois, para cada u € [0,1], T}, (i)Y, é solucdo de (2.9).

- Continuidade de T,,(¢) Y.

Sendo T, (p)Y,, periddica, é suficiente mostrarmos a continuidade de T, (u)Y,,
em algum intervalo I1 da reta de comprimento 7. Suponhamos, dessa forma, ¢,ty € Ir.
Entao,

Ton (1) Y (t) = Ton (1) Yo (o) = /T {n] = F(Yn(s)) = H(Yn(s), Yy, (5))+
+0Y) () + BYm(s)] + P(5) } (Gm(t, s) — Gu(to, s))ds.

Dai, sendo p € [0, 1] e usando propriedades da norma, obtemos

[T (1) Yo () = Ton (1) Yo () |2 < / {I = F(Yin(s)) = H(Yu(s), Yy (5))+

+0Y,1(5) + BYn(8)llom + [[P(5)]2m } G (t, 5) = Giulto, 5)lds <
/{IIF $)lam + [[H(Yin(s), m(S))Ilzm+5|lY,%(8)H2m+
+B1Yon(8) |2 + [1P(5)]|2m }|Gin (2, 5) — G (to, 5)|ds.

Da continuidade de G,,(t, s), segue que, dado € > 0, existe § > 0 tal que
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[t —to] <0 = |Gn(t,s) — Gnlto, s)| <e.
Sendo assim, obtemos
Lo (1) Y (£) — T (1) Yo (F0) [ 2m < 6/{\\17 $)l2m + |[H(Yn(s), Y ()| l2m+

0|V (8)ll2m + BIYin($)llam + [[P(5)[|2m }ds,

sempre que |t — tg| < 0. Assim, para mostrarmos que T,,(u)Y;, é continua, basta

mostrarmos que

J PO+ H ).V + S 3) o
SOI1Yo(5) o+ [P ol < o

(2.11)

/ | F (Y (8))||omds < 4+o0.
Tomemos a norma do maximo em R?™ e, sem perda de generalidade, assumimos
que
|1E (Yo (8))ll2m = [{Attgm, w1)].
Assim,

J P llands = /!(Aum,w1>\ds

DA et
< /Z/ a%n;z B ?;;j dxds.
Usando o Teorema de Fubini, obtemos
/IIF llamds < /dsz/ a“g;z " gjf dz
< TZ/ 8%";1 g‘; dz. (2.12)

Agora, sendo u,,(s) = Z ¢im(s)w;, resulta que
=1
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Dai,
aUm Z ‘ij awj (213)
Mas,
1Yl W = [1Yin(8)ll2m = D lejm(s)], Vs
Ow; |Ow; Ow;
e, além disso, como w; € WyP(Q), j =1,--- ,m, tem-se que ajj, E;;Z , max QC;Z
€ LP(Q2). Logo, de (2.13), obtemos
O ($) ow | & Ow
< | (s)| < Youllwo 2.14
] < |2 pOIREIEY o 214
onde denotamos Ow = max O . Assim, de (2.14), obtemos
€T Jj=1-,m 8951
Oy () [P dw P!
<C 2.15
Agora, voltando a (2.12), usando (2.15) e a Desigualdade de Holder, obtemos
3 -1
Ow P77 Ow,y
F(Y, < T
/H 8))||amds < CZ/ e L
p—1\ P\ 1/p' Owr |P 1/p
< TC L d
<re (L)) (L5 )
Ow |? 1/p' Awy |P 1/p
< TC d
B 122;(/95%) (naxi x)
< . (2.16)
it) / | H (Y (), Yo (8)]lamds < +oc.
T
Tomando mais uma vez a norma do maximo em R?>™ e supondo que
1H (Yo (8), Yo ($)l2m = [{lom ()72 ()P (5), w1) + (w7, (), 1)),
obtemos
S I YD llands = [ 1(om( 5]t (3),00)+
() < [ o) () P (5) )+ (217)

+[((u, (s), 1)) |ds.
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Agora, sendo

U (5) = D i)y
temos . : .
(U (5), 1) = (O hmls)ws,wn) = > il(s)(ws, w1))
Dai,

ds

w37w1 )

/Z| $)[1((wj, w1))ds
/TZ|C}m(S)|Z|((wj,wl))|d8

< TYllwaw ) (@ 01)lds

j=1
< . (2.18)

IN

IN

Por outro lado,

/ onts) 6 tnhn)las = [ | [ 601 6t ] s

|V (8)]7F2 |t (8) 7+ |wr | dzds.
TJo

(2.19)
Mas
|um(s)| = im(5)wj| < D 1Cm()lws] < 11Yinllwa |,
j=1
onde denotamos |w| := _max |w;|, de modo que
=1 m

|t (8)]PT! < Clwl|P (2.20)
De modo analogo, obtemos

[U (8)]PT2 < Clwl|Pt2. (2.21)

Dessa forma, substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19), obtemos

/\< o ()72t (5) [Pt (), w1 > |ds < C’//|w|p+2|w|p+1|w1|dxds <
T T JQ

1/6 1/~
SC’T/ |w|P+2‘w‘p+1‘w1‘dl’§CT{/ (|W|P+2|wyp+1)9dx} {/ \wlpdx} ;
Q Q Q

(2.22)
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1 1
onde — + — = 1.
0 v
Agora, sendo |w| € W, P (), segue, pelo lema B.5 (Apéndice B), que

{ / <|w|ﬂ+2|w|ﬂ+1>9das}l/a < oo (2.23)

Além disso, pelo lema B.6 (Apéndice B), W, 7(Q) — L7(Q), portanto, existe C' > 0
tal que

w1l < [|willo < oo. (2.24)

Dessa forma, de (2.23) e (2.24),

[ 19251510 s < (2.)

Finalmente, por (2.18) e (2.25), concluimos que

/T||H(Ym(s),Y,;1(s))||gmds < 00. (2.26)

i44) / 11P(8)]lamds < +00.
T

Temos que

L IP@liands = [ (h(s).n)lds
< [ 1A lkalds

S ALCTE
(o) (o)

Como, por hipotese, f1 € L*(T, L*(Q2)), segue que

N

/TIIP(S)Hzmds < 400. (2.27)

i0) [ Vi) lamds < o0 e [ V(5 lands < o
T T

Segue do fato de que

Yo ($)ll2m < [[Yon[wan, < 00 (2.28)
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1Y5()|2m < Yol way < 400 (2.29)

De (i) — (iv), concluimos que

/{HF S l2m + [1H (Y (), ¥ ()| J2m + 011Y,5,(5) [ m+
(2.30)
01V (8)l|2m + |[P(8)][2m }ds < 00
e, portanto, T, (1)Y,, é continua.
. d
- Continuidade de ETm(,u)Ym.
Observemos primeiro que
0= [ {ul- — H(Y(5), YA (5)) + 8YA(5) + V()] +
P(s)}Gp(t, s)ds = / {u] - (s)) — H(Yu(s),Y, (s)) + Y, (s)+
+6Y(s)] 4+ P(s)}Glt, s ds+/ {/L F(Y(s)) — H(Y (), Y, (s)+
+0Y,(s) + BYom(s)] + P(s) }Gin(t, s)
(2.31)
Dai, utilizando a formula de Leibnitz (Teorema 1.24), obtemos
T / {ul - — H(Ya(5), YA (8)) + 8YA(5) + V()] +
}815 (t,s)ds.
(2.32)

Agora, para t,ty € I, arbitrarios, temos

ST Ynl®) = LTn(Yonlt0) = [ = F(Y(9) = HY(5). Vi (9)+

+6Y,(5) + BYm(s)] +P(s)}<th (t,s) — ;G (t0,3)>ds.
Dai,
| ST ¥anlt) = STnlYontt0)], /{||F llam -+ [[Hin(), Y (5))

atG (to,s)’ds.

Y3l + B (5o + 1P (3) o} 2 o) — &

0
Da continuidade de EGm(t’ s), segue que, dado € > 0, existe § > 0 tal que

2Gm(t, s) —

t—t <6 = ‘
[# = ol ot

)
aGm(to,s)] <e
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Assim,

w%mmmm—$T<>Mmeg/{wr llam + 1H V() V() llam

+0[|Y ()] |2m + Bl1Yin(8) |2 + [|1P(5)]|2m } s,

sempre quelt — to| < §. Mas por (2.30),

RO VAR AR AT
A1V (5 -+ 1P(5) s <

d
logo, ETm(u)Ym é continua. m

Lema 2.2 Para cada p € [0, 1], 0 operador Ty, (1) : Wop, — Woy,, definido como antes
€ continuo.

Prova. Sejam (YTSLV)),, uma sequéncia em W, e Y,, € Wy, tais que

YW Y, em Wap,. (2.33)
Devemos mostrar que
T ()Y, — T (1) Yol W, — 0, quando v — oo. (2.34)
De (2.33), obtemos
1Y, [wa,, < C, Vo, (2.35)
1Y) Jam < 1Yl < C, Vo, ¥, (2.36)
1, O)llzm < 1YV, < C, Vo, W, (2.37)
Agora,
()Y (0) — o) !meH/ht (5)) + F(Yau()~
14 ’( ) /(V) 12
—HMV@J%(D+HW%) + (Y, (s) = Y (s)+
FOY(5) = V) Yl s ‘/{HFS“” F(Yo(3)) ot

me?@xﬁ%»—mm@> (Dl + 811V (5) = Yy () lam+

FBIY(5) = Yon(8) lam HGon (1, 5)|ds.
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Da continuidade de G,,(t,s) em Iy X Ir, segue que G,,(t,s) é limitada em Iy x I7.

Logo,

T )Y (1) = Tmm)Ym(tmzmsc{ | PO ) = Pt

HIH (Y3 (), Y, (5)) = HYn(5), Yo () |z + 811Y;,” () = Yo (5) ot
FOIYA(5) = V(o) ] s .
Temos que
1E(Y3 () = F(Yon(8))llom = (At (), 1) - <Au$5) wn)] =
Z/ ‘aum P2 0u(s) On —Z/ ‘aum P- zauﬁr)( ) duw
0x; oxr; Ox; 0x; ox;  Oux;
aum P=2 U, (S) — ‘au%)( s) [P~ 28UW( ) 8w1d$ <
axl Ox; Ox; Ox; Oz; -
aum P=20up(s) ‘8u£f{)(s) P—Zﬁu%)(s) Owy p
8xZ ox; ox; ox; 0x; o
e, pelo lema B.7 (Apéndice B),
Pum(s) P=20up(s) ’é?ug{)(s) P*Q(‘?us{)(s) <
8u,(f;)(3) P=2 | Qupp () P2 | Oum(s) u%)(s)
< — .
Logo,
IF(Ys(5)) = F(Yn(5)llom <
3 (v) _ _ (v)
Oum’ (8) 1P=2 | Oum(s) |P=2) |Oum(s)  Oum’ (s) ]| 0wy
< — <
C@Z /qup {‘ o " o, Brs Ers ’8:@ dz <
3 (v) _ (v)
Oum’ (8) 1P=2| QU (s)  Oum’ () || Owy
< _
3 _ )
Oy (8)1P=2| QU (8)  Oum’ (5) || Owy
Sendo .
Oum’ () ~= (), \Ow;
Bxi n le ij(S) 8IZ '
obtemos
(9u£;:)(s) (,,) Ow;
e < Sl 52 < [ !Z\Jm <
&u 8w
(v)
< < _—
< IO )an 2] < 1 s >

(2

(2.38)

dx’ =

(2.39)
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w .
onde oz, j .... 8@ Assim,
8u§,’§)(s) p=2 Ow P2
< |2 2.4
De modo anélogo,
Oupm () (P~
) o C‘&xl (2.41)
Temos também,
Oum(s)  uP(s)| | Owj W) O
oz, — oz, = ;ij(“s) o - ; ij<8) ox;
m y ow;
= |2 (emls) = () 5
j=1 '
n Y ow
< Z |ij ( ) ” J‘
j=1
Ow
< Y. —y® ) 2.42
< Y =Yl | 5, (2:42)
As estimativas (2.40), (2.41) e (2.42) conduzem, juntas com (2.49), a
) . Ow 1P~2| Qw || Ow
||F(YV£L)(S>> ( ( ))||2m S CHY _Y )||W2mZ/ ‘8$ Ox;110x; 1 —
Ow |p—1 Gw
< —
< 0l - 0. 3 [ on =
3 1/p
Ow |p— 1 Owy |P
< C||Y,, — Y,
(%11
= OHYm ||W2m Z H 8% p Q)H 8xz LP(Q) 07
(2.43)

uniformemente, em s, quando v — oo.
Agora,
[1H (Yn(5), Y7 (5)) = HY (5), Y () |z = | ([0 (5) |72t (5) [Pt (5), w01 )+
+((u(5),w1)) = (ol ()[04 (5)[Puls (5), wi) — (i (5),w1))] <
< [(om(8) 172 ()P (5), 1) = (o ()72 use (s) i (), wi) |+
H (ul (5),w1)) = ((unt (), w ms!((u() ) (s), 1))+
H (o (8)P42 [t (5) [P (5), 1) = ([0 (5)]7 2 [l (s) [P (5),
ou seja,
1H (Yon(5), Y (5)) = H(Yi (5), Y () |am < [((t(5) = ikt (5), 1))+
] om ()14t (5) [P (5), w1 ) = ([oie (5)[7#2 iy () |Pusy (5), w1

(2.44)



35

Temos que
(o (5) = ) (5), 1)) = ]((Z (¢ (s) — c;-%(s))wj?wl))\ _
=1 (nls) = 5)(9)) ((wgr 1) \< |in(5) = ()] D [((wyown))] <
j=1 J=1
srrm—yﬁ”ummzw ((wjw1))] — 0,
) (2.45)
uniformemente, em s, quando v — oo.
Seja
1= |{0m(8) 12t (8) Pt (5), w1 ) — ([0 ()72 uls) (s)Puts (5), w1 )| =
= | / [0m ()72t (8) P11 (5) — [082 ()77 2 ul) (5)]Pul) () )wndiz| <
||v ()72t (8) Pt () — [0 (8) P2 [ul) (5) |Pul) (s) | |wr |d =
/ [0 ()72t (8) [P (5) — [0 (5)[PH2[ul) (5)[Pu) (5)+ (2.46)
o ()72 uls) (s)]Puls) (s) + o5 ()2l (s) [Puls (5) |Ja [da <
/ [0 (5)]2 et () [Pt (5) — [ (5) P (5) o | dr+-
/|u p+1||v(”) )|P? — v (s er2||u)1|dx
Defina
I= / [0 ()17 [t (3) Pt (5) — [ (5) P (3) | o | <
<C / sup { [ (s)]7, [ (5) |ﬂ}|um ) = u)(5)| | (8)]7F2|n |da <
Q (2.47)

SC/ [0m ()72t (31 [t (5) = ) (5)|w1 |da+
e Q|Um(8)|”+2|u7(5)(8)|”lum( s) = up (s)llwn]de.

Agora, sendo

[om ()7 < Clw|”™?,
[um(8)]” < Clwl’,
[t (5) = ul (5)] < |[¥on = Yo llwa, ],

[ui (s)]” < Clwl,
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segue que

L < Ol =Yl [ ol et olds
Q

< ClIY =Yl ([ (ol 2ho®) wQ (/Wwwm) e 0(2.48)
Q

uniformemente, em s, quando v — oo.

De forma anéloga, chegamos a
I = /Ium(S)I”“lIvﬁrf)(s)lp+2 — [0 ()P 2w |dw — 0, (2.49)
Q

uniformemente, em s, quando v — oo.
De (2.48) e (2.49), concluimos que I — 0 uniformemente, em s, quando v — 00,

de modo que, juntamente com (2.45),

[H (Yu(s), V() = H(Y," (5), Y, (5)) 2 — 0, (2.50)

m

uniformemente, em s, quando v — oo.

Temos tambem que
1Y (5) = Yo ()] |ams 1Yo (8) = Y2 (8)Jom < |[Yi = Yiullw — 0, (2.51)

uniformemente em s quando v — oo.

Finalmente, fazendo v — oo em (2.38), obtemos, via (2.43), (2.50), (2.51), que
T ()Y, (1) = T (1) Yo (6)] |20 — 0, (2.52)

uniformemente, quando v — oo.
Mostraremos agora que

d d

| gm0 Yin(8) = L)Y, ()], — 0.

uniformemente, quando ¥ — co. De fato,

[T~ 5

FH(Y0(s), Y(s)) — WW>

_ H H[F(Y(s)) = FY(s))+
(s) ( n(s) = Vil (5))+
+amww4%W>ﬂ;G (t,5)ds)| /

) +

17 — FY,2(s))]lam+

HH (Y (3), Y (5)) — Hu*%> <»2m+mw<> Y () l2m+
+0]|V;(s) — ’@|mﬂ ) s
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Logo, sendo —G,,(t, s) limitada em Iy X I e pelos resultados anteriores, temos que

o
|2 Ltyyintt) = STy, —o0, (2.53)
dt dt om
uniformemente, quando v — 0.
Por (2.52) e (2.53), segue que
T ()Y — Ton )Y, i, — O, (2.54)

como queriamos demonstrar. m

Lema 2.3 O operador T,,(i) € compacto.
Prova. Seja B um conjunto limitado em Wa,,. Entao existe C' > 0 tal que
Yol lWaw < C, VY, € B.
Devemos mostrar que
Ton(1)B = {Tp ()Y, : [0, T) — R*™Y,, € B}

é relativamente compacto em W,,.

Sendo [0,7] compacto e dimensiao de R*™ finita, afim de que T,,(u)B seja rela-
tivamente compacto em Wj,,, é suficiente mostrarmos, via teorema de Ascoli-Arzela,

que:
(@) 1T ()Y (O)ll2m < C, ¥t € [0,T], VY, € B;

(b) T,,(n)B é equicontinuo.

Prova (a). Sejam Y,, € B et € [0,T]. Entao,
T (1) Yo () l2m - < /{||F S lom + [[H (Yin(5), Y5 (5)2m + 61[Y5,(5)l2m +

01V ()] |2m + [[P(8)]|l2m }HGm (2, s)|ds.

Sendo Gy, (t, s) continua em I x I, segue que G,,(t,s) é limitada, logo,

1TV Ollan < C [ POl + 1), YDl + 11V ) +
B ¥rn() o + 1P(5) o} .



38

Além disso, sendo
Yo ($)ll2m < [[Yinllwew < C, Vs €[0,T],VY,, € B,
1Yo () 2m < [Vinllwan, <C, Vs €[0,T],VY,, € B
e pelas limitagoes dadas em (2.16), (2.26) e (2.27), obtemos

T (1) Yo (8) [ Jome < C, Vs € [0, T],VY,, € B, (2.55)

como queriamos.
Prova (b). Sejam ty, € [0,7] = It e Y, € B. Devemos mostrar que dado € > 0, existe

0 > 0 tal que
[t —to] <6 em Ip = ||Tn(pn)Ym(t) — T (1) Yo (to)||om < €,VY,, € B.

Temos que,

[T (1) Yo (8) = Ton (1) Yo (£0) [ |2 < /T [1F V() lzm + [1H (Ynu(5), Yo7, ()) | J2m+

0|1V, () |2m + BI[Yin () om + [P (8)l|2m] |G (2, 5) — Grm(to, 5)|ds
e, sendo G, (t, s) continua em I X Ir, segue que, dado € > 0, existe 4 > 0 tal que
[t —to] <0 em I = |Gp(t,s) — Gnlto,s)| <e.
Dessa forma,

Lo ()Y (8) = Ton (1) Yom (t0) | 2m < E/T IF V()2 + [1H (Yau(5), Y77, (9) | Jom+

+0[[Y7,(8) |2 + Bl (5)][2m + [ P(5)[|2m] ds,

sempre que |t —to| < § em Ip. Mas, das limitagoes obtidas anteriormente, obtemos

que
[t —to] <0 em Ip = ||T0 ()Y (t) — T (i) Yo (to)]|om < €eC,VY,, € B.

Com isso, T, (1) B é equicontinuo e, portanto, o lema 2.3 estd demonstrado. =

Lema 2.4 Se B é um subconjunto limitado de Ws,,, entao
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Prova. Seja Y,, € B. Entao
1T (1) Y () = T (N) Yo (1) |2 = | /T(M = N[ = F(Yu(s)) = H(Yin(s), Y, (5))+
FOYL8) + BYn9] Gt 9, < = N [ {IF () et
HIH (Y (5), Yo () lam + 011V (8)|2m + Bl[Yon(5)|l2m HGm (L, 5)|ds
Pela continuidade de G,,(t, s) e pela limitagoes encontradas, segue que
T (1) Y (t) = Tin(N) Yo () | < Clpe — A|, Vt € Iy, VY, € B. (2.56)
Temos também

| Yo ®) = T )Y )

-

/T (4= N[ = F(Yon(5)) — H(Yon(5), Y(5))+
it <= [ Pt

(Y0050, Y () o+ 01V (5 o+ 815 o} | o1, s,

+0Y,1,(s) + BYon(s)]

0
Pela continuidade de —G,,,(t, s) e pelas limitagoes encontradas, segue que

ot

H%(Tm(“)ym(t) ~TuNYa®)|, SClu=A. Vel WaeB.  (257)

De (2.56) e (2.57), resulta que

T Yo(8) = T Yo o || (o) Yo 1) = T WYl <
<Clu—)\, Vtely, VY, € B.
Portanto,
o1 Yim = TN Yol = 50 { [T (1Yo (8) = Ton () Yo (0) it
ST Yonlt) ~ T, } < Cli= N, Wi B, -

como queriamos. =

2.4 Existéncia de Solugoes (Segunda Parte)

Foi provado na sessao anterior que o operador Ty, : [0, 1] — K(Wa,,), que a cada

p € [0, 1], associa T,, (1) € K(Wsy,), onde para Y, € Wy, tem-se

T / {u — H(Y,u(5), Y (5)) + 6Y3(5) + BYin(5)] +
}Gm t,s)ds
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é uma homotopia de operadores compactos.

Sabemos que 7,,(0)Y,, = Y,,, ou seja, o grau de Leray-Schauder de I — T,,(0) é
igual 1. Nosso objetivo é provar que I — T,,(1) tem também grau de Leray-Schauder
igual a 1, ou seja, T,,(1) tem um ponto fixo.

Suponhamos que (I —T,,,(u))Y,, = 0 para cada p € [0, 1]. Entao Y, é solugao de
(2.9). Multiplicando (2.9) por Y, (t) em R*", obtemos

(Yo (1), Y (1)) 5,0, + 0 (Y (8), Y (1)) 5, + B(Yo (), Vi (1)) 5+
A (E (Y (1), Yo (1)) 5, + 1 (H (Yo (), Yo (6)), Yoo (1)), — 10 (Y (), Yo (8)) =
—uB(Yiu(t), Yo (1)) ,, = (P(1), Yo (1)) 5,0

ou seja,
I+ SI1Y 0 B+ 5 1Y, 1) B+ P Vi (1)), Vo))
Y 0), Y (0), Y0 — 8 V(O — 2 SV, = (259)

= (P(t), Yo (t)2m < [|P(E)]2m]| Yo (8] l2m-
Agora,
(F(Ym(1), Y, (1)), = Z<Aum(t),wj>c;m(t)+Z<Am(t),wj>d;m(t):

m

= (Aun(t ,Zc;m w; ) + (Avp (1) Zd;-m(t)wj>:
=1

= (At (t), U (1)) + (Avn (), v,,(1)) =
1d p 1d P
= Ll (Ol + o (01 (2:60)

(H (Y (), Y (1)), Yo (1)) 5,,, = ([0m (017 10 (1) P (8 7zcm Jwj)+

1

+((u§n(t),ZC}m(t)wj))+<\um(t)|”+2lv BP0 (t), Y diy (£

=1

<
Il
—_

<.

+«%ﬂ%§: )w;)) = {0 (0172 1t (6) Pt (1), 2 (£) )+

+((uty t»)+@u (OF /a0 (0) 1,(0) + (11,0, 01, (0)) =
ﬁq/umw rﬁm:m+——/wmv+|%wﬁm+
I + [ OIF =~ 2l O DIy + I (O + 1 O,

(2.61)
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ou seja,

1 d
g il v Ol ) + W OIP+

+ |, ()]

(H(You(t), Yy (1)), Yo (1)), = (2.62)

Dessa forma, da expressao (2.59) resulta que

2 ! 2 pd 2 ﬁi P
3 i VOl + IV B+ 5 IV Ol + 5 O+

pod pood ' 2 / 9
+5E||Um(t)||g +2dt”“;(d)”m()||pp”(m+”||“m<t>“ + pl|u, (8)])F < (2.63)
ILL ’
< ud||Y,, (O[3, + = 5 dtHY O[30 + 1PE)]|2m] Yo ()| 2m-

Integrando em I e usando as condic¢oes periodicas, obtemos

3 [ Ve OButt [ (1P + 1, 0])at <

(2.64)
<m/ﬂw Hmﬁ+/HP|me(mMﬁ

Agora, temos que
g, () + [0, (O = [|Y5, ()30 (2.65)

e, sendo H}(Q2) — L?(Q), existe & > 0 tal que
Jul < dollullo, Vu € Hy(Q).

Logo,

ILL !/ / / /

L [ (s + 1 0R)ae < [ (a1 + 11 0] R)

0JT T
Assim, de (2.64), resulta que

5 [ Vel + & [ (a0 + 10 )e <
(2.66)

<1 [ IOt + [ PO 0t

Por (2.65), obtemos

! ILL !
5 [ I 0lBade+ % [ 0Bt <
T 5 T

|
(2.67)
Sué/THYé(t)H%de THP(t)HzmHYA(t)Ibmdt-

Restringindo nosso ¢ > 0, inicial, ao intervalo 0 < § < 52, obtemos

!/ ]' /
[ 0Bt < [ SIPOnl VO .
T T
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1
Usando a desigualdade de Young com a = 5||P(t)||2m e b=1]Y (t)||2m obtemos

1 1
JIionBade < o [ IO+ 5 [ 17501,
T T T
[Vl < 55 [ 1P,
T

Sendo / [|[P(t)||3,,dt < oo, concluimos que
T

ou seja,

[0l <, (269
T

com C' independente de pu.
Multiplicando a equagao (2.9), com p = 1, por Y,,(t), obtemos

(Yo (1), Y (1)), + (F (Y (1)), Y (1)) ,,, + (H (Y (8), Y3 (1), Yiu(1)),, =

2m (2.69)
= (P(t), Ym(t)),, .
Mas,
(F (Y (1), Yiu (1)) ,,, = [l @[5 + [[vm (£)]15
(H (Yot Y0, Y1), = 2 (0 0152y + 3 DI+
b I

Logo, (2.69) é equivalente a

d / / 2 p p

7 (Y0, Y (t))grf — IV Ol ﬂ; [[um (O[5 + [[om (8)][o+ (2.70)

d d
+2 2 2 _
2 () om (O3 + 5 2 i O + 5 e ()2 = (P(0), Y ),
Integrando (2.70) em I7 e usando as condi¢oes periodicas, obtemos
— [ 1Bt [ O+ o))+

42 [ om0t = [ (PO Ynl0), .

T T

(2.71)

Agora,

(P Yn(®),, = 2 (Al wi)em(t)+ 3 (S(t)ws)dim(®) =
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portanto,

[(P(t), Yin(t)) .| < [Fr@®)]Jum ()] + [ f2()] [vm (E)],
e, sendo Wi (Q2) — L?*(2), obtemos

[(P(8), Yin()) | < CLA@Ium B0 + Cf2(8)[0m (B)]o-

1 1
Usando a desigualdade de Young com — + — = 1, obtemos
p p

c ;1 c? ;1
[(P(t), Yin(1)),,,| < 7\f1(t)\p + ];Hum(t)llﬁ + F\fg(t)\p + 5|vm(t)H’8-

Dessa forma, de (2.71), obtemos

- / Y, (8) Bt + / (a8 + llom (B [2) dt + 2 / it (B (1) 172 0 <
Cp/ P P 1 D p
< [ AOP + 120 e+ | ol + lon ),

ou ainda,

/ 2 l U p v p
- / ¥ 0 Bt + / (lam O + fom (@) ) di+

: (2.72)
2 Cp / /
22 [ OOl it < - [ (RO + 120 )

Sendop >2ep= /p o resulta que p’ < 2. Logo, L*(T, L*(Q)) — L¥(T,L*(2)) e
p —

como, por hipotese, f; € L*(T, L*(Q2)), i = 1,2, obtemos de (2.72) que
=l @1 + om0} e
22 [ un 0O it < [ Va0 ot + C.
T

Mas, / V2 (0|2, dt < C, entao
T

1
. / (Nt O+ om (B2t + 2 / e () ()17 gt < C, (2.73)

de modo que
/T (lum (I + lom(®)E)dt < C. (2.74)

Afirmamos que

[ Iatol,at < c.
T
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com C indepedente de p. Com efeito, temos que
1Yo ()20 = [t (&) + [om (8)
e, como WyP(Q) — L*(Q), resulta que
1Y)z < Cllum(®1]5 + [vm(B)]]5).

Portanto,
/T Ynl®)|Bndt < C / (Ul (12 + [fom ()] D).

Sendo p > 2, resulta que LP(T, W, P(Q)) — L*(T, Wy "(Q)), de modo que

Cllull . Vue (T, Wy"(%)).

[ful]

2 2
L2(T, WP (9)) LP(T,WyP ()

Assim,

J IVt < L[ Hnlan)+ [ llom )™
C,

< (2.75)

por (2.74), com C' independente de p, como queriamos.

Sejam s,t € I com s < t. Integrando (2.63) de s a t, obtemos

1, o I} 0 1
VOl 6 [ Y@ B+ SV Ol + 201 + Ellom 0+

t
W 1,
L OO+ 1 [ (@I + @) B)dor < 511V (9]t

B p Iz P
+§|!Ym(8)||3m + ;Hum(é‘)!lé’ + j;l\vm(S)H’é + e 2||un~b(8)vm(8)! AN
! / 2 uis 2 s, 2 ! '
+ud | (Y, (0)][2mdo + 7||Ym(t)|l2m - 7|!Ym(8)llzm + [ [P0)]l2m]|Yn(0)|[2mdo.

(2.76)
Sendo p € [0, 1], resulta que

o 1 [ (o)l + [0 )dor =

t t
o 8 [NV Budo <5 [ Vo)

. %yym(t)ugm < gHYm(t)H%m-
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Logo, de (2.76), obtemos

L % p p© 2
5\\Ym(t)\|%m+;\lum(t)l\€ ];va(t)l\% [t ()0 (1)1 <

) 5 5 p+2
< S|V ()15, + + 5 1Yn(s N om — ”—HY ()] 13m + %(Hum( s[5+ [om(s)[6) +
- llum(s)o <>§i+/\w Man 1Y)l mdle

(2.77)

Usando a desigualdade de Young, obtemos
t 1 t 1 t
JIP@lanllV@llando < 5 [ 1P@Budo + 5 [ 1V Budo

1 1
—/HHM&@H—/M%@N%w
2 )y 2 )y

C

IN

IN

e, além disso,
p pp
(5B — BNV o(3) B < BI1Yin ()

Dessa forma, obtemos apartir de (2.77), que

1 ’ ) 1% Hw 1% +2
¥ ()l + ;Hum(t)llg + 5||Um(t)||§ T 5[t (v (O[5 q) <

Lo Iz p
< SIYau(s)zm + E(IIUm(s)II% v (s)115) + p+2||um(s>vm( M)+
L 1
+B1[Ym ()13 + C < SI1Yu(9) 2 + 5(\\um<s)llé’ + [[vm(s)II) +

[t (8)0m (0)[ 7422 + BI[Yom (8)] 3 + C-

_|_

p+2

Integrando esta tltima em relacao a s, de t — 1" a t, obtemos

?V@W%+§mwﬁm“umanu p+gwm> (0175220
1 » )
—z{ /HY )|[2ds + = /KWMQ%+WMQ%MH

/H%zwn!@i%+ﬁ/Hnﬁm%%+c}

Por (2.68), (2.73), (2.75), obtemos, via expressdo acima, que

Lo Y f
YOl + E(HUm(t)IIS + v (DI[) + p+2|!um( Yo (OI[74% )

com C independente de p. Dai, fazendo o limite com @ — 1, obtemos

[t (£ ()02

1 1
§||Ym(1f)||§m+]—?(\|um(t)||6”r lom(®)115) + P



com C independente p. Assim,

1Y ()]l < C

[tm ()]0, [[om ()]0 < C,

com C independente de .

De || Yo (0|13, = |tm()]? + [vm(t)]? € WyP(Q) — L?*(R2), obtemos
1Y () l20 < C(Ilum)Il6 + [lum ()]]5)-
Assim, via (2.79), resulta que
1Yo (t)||2m < C, com C independente de p.
Finalmente, de (2.78) e (2.80), concluimos que
1Y (D)W, < C, com C independente de .
De acordo com o Teorema de Leray-Schauder, se

wWom = {Ym € Wor; ||IYmllws,, < rC, r > 1}
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(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

entao, d(I — T,,(1),wam,0) existe e tem o mesmo valor qualquer que seja p € [0, 1].

Como d(I —T,,(0)) = 1, segue-se que d(I — T,,(1)) = 1, ou seja, T,,,(1) tem um ponto

fixo, que é solugao para (2.6) e, por equivaléncia, (2.2) tem solugao.

2.5 Estimativas a Priori

2.5.1 Estimativa I
Substituindo w por u/, (t) em (2.2); e por v/, (t) em (2.2)2, obtemos

(i (£), Uy (8)) 4 < A (£), 13, (8) > (1w, (8), 01, (£))) +
+ < [om (D72t ()t (£), 3, (£) >= (f2(8), (1))

(0 (), 07, (1)) + < Av (8), 07, (1) > + (07, (2), 07, (1)) +
+ < [t (D)2 om () 0m (£), v7, (1) >= (f2(t), v, (1))-

Observando que

(2.82)

(2.83)



(WD) (1) = 5 (D)

- (Aup (1), (1)) = ;jt” m(t)lo

- (), up (1)) = [, ()]

- (om0, 0 (0) =~ [ 01 (]

resulta, de (2.82) e (2.83), que

47

(2.84)

3 i Ol lm @ + [ OIF + — [ o O (B o =
= (RO, 0) < RO, 0)

1d,, ., 1d , ) ) e

37l OF + 2 SO+ R OIF + 5 [ (O ome) 2 =

= (f2(t), v, (1)) < |20y, (B)].

Somando (2.84) a (2.85), obtemos

dl -, 2, L 2 1 p, 1 p / 9
prIA0] +§|vm(t>|1 +];I\Zm(t>|!o+]—9|!vm(t)|!o] + [|um (O +
HIROIP+ = | 7 [ (12 o (1)) dx <

< A@ug, ()] + | f2()[[on, (8]
Observando que

1 d

1 d
5 [ gy O (02 =

g OOl

e integrando (2.86) em I7, observando as condigoes periddicas, obtemos

/T (Il (O + 1t ()] )t < / (A0l (8)] + o) [0 (8)]) di.

Agora, sendo H}(Q) — L?(Q), segue que

(2.85)

(2.86)

(2.87)

/T(IIUin(t)H”|Iv§n(t)||2)dt§C/Tlfl(t)lllu;z(t)lldtJrC/T|f2(t)|||vin(t)|ldt

(2.88)
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e, usando a desigualdade de Young, obtemos

| (i, O+ 0 it < S [ 1Ropa 3 [ i olra

(2.89)
+5 [1nwra; [ ok
ou seja,
/T (Il DI + v (1)t < CQ/T (LA@F + A1) dt
< oo, (2.90)
pois f; € L*(T, L*(Q)), i = 1,2. Logo,
(W Y, (V))m sdo limitadas em L*(T, H}(2)). (2.91)
2.5.2 Estimativa II
Substituindo w por u,,(t) em (2.2); e por v, (t) em (2.2)3, obtemos
(0, ()< A0 0) >+ O O+
< v ()72 (£) [t (), wn (£) >= (f1(£), i (1))
(0 (1), vm (£)) 4 < Av (£), 0 () > +((v], (1), v (£)))+ (2.93)
+ < [t ()2 0m ()P0m (£), v (1) >= (f2(t), v (1))-
Observando que
(WD) 0 (1) = 5 (1), 0 (8)) — i ()P
- < At (1), i (t) >= ||um (t)][5
(1) 0(0) = 5 ()
- < ()12 ()P (1), i () >= ([t (80 (D112
obtemos J 14
i 00, (0) = O+ T+ gl

e O v ()52 ) = (f1(8), (1)) < | Fo8)] [ (2)]
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d ! / 2 p 1d 2
— (U0 vn () = [ (OF + [fomOIl5 + 5 2 [lvm O+

H (O vm (D522 0y = (f2(8)s vm (1)) < | fo(O)]Jm (D).

Integrando (2.94) em Iy, observando as condigoes periddicas, obtemos

/|u 2dt+/||um ||pdt+/||um O (O)1752, 0d
(2.96)
/ ()t ().

(2.95)

Como, W, ?(Q) — L2(Q), temos

/||um ]pdt—F/Hum U (t \ZﬁQ
(2.97)

/|u 2dt+C/[f1 M i (8) ot

Usando a desigualdade de Young e o fato de que Hj () — L*(92), obtemos

[ @l + / ()0 ()17 <

<C/Hu Hdt+—/\f1 \Pdt+ /Hum )|[bdt.

1 1
De (2.91) e do fato de que 1 — — = —, obtemos
p

_/ |t (£) |pdt+/||um U ()] 752 ) Ot
(2.99)
<c+—/ |1 ()P dt.

(2.98)

Sendo p > 2, segue que p' < 2. Logo, L*(T, L*(Q)) — L¥ (T, L*(Q)). Assim,

||f1|| ey S CllAllZe L2

de modo que via (2.99), obtemos

—/Hum ,pdt+/|yum Uy ( |’fgf2(mdt§

b2 (2.100)
<cvo [Inopa) <c
T
pois fi € L*(T, L*(Q)). Dessa forma, mostramos que
[ lun(®llgde + 5" [ enton(®ll2 0 e < C. (2.101)
T T

com C' independente de m e t.



O mesmo procedimento com a equagao (2.95) conduz a

/ [0 ()|t + p' / [t ()0 (0)]| 132yl < C,
T T

com C' independente de m e t.

Assim,

(um), » (vm), ~séo limitadas em LP(T, WyP())

(UmUm) € limitada em LPY*(T, LPY*(€)).

2.5.3 Estimativa III

20

(2.102)

(2.103)

(2.104)

Da expressao (2.86), do fato de que H'(Q2) — L*(Q) e usando a Desigualdade de

Young, obtemos

d 1 1 1 1
G Ll O + S OF + @I+ om0+

dt L 2
1 / /
+pTHum( Jom(D]7 20 } + |, ()| + [|vp, (8)]] <
C? 1, C? 1, ,
< —\fl( )+ §Hum(f)|!2 + 7\]"2(1t)|2 + Ql\vm(t)HQ,

ou seja,

d{l R T, | 1

— =y, ()7 + =|v, (B)]° 4+ =] um (NG + —vm ()] [6+

715 UmOF + S lom ()] le Ol pH ®llo
et ()0 (E)]1 752 }+§(|Iuin(t)ll2+Ilvin(t)IIZ)S

< C(n@r+ 1B0P).

Sejam s,t € Iy, com s < t. Integrando (2.106) entre s e t, obtemos

+
p+2

1 1 1 1
—ul, () + =L )+ =[um @[5+ =|lom#)|[5+
1 5[t O + 5 lvm ()] 1th ®)1lo pH ®)]o
+p+2llum() m()||755 ) + 2/ (Il ()P + [Jor, (0)[]?)do <
02 )

(AP + 1) )do + 3l (5)P + 3 [eta(9)+

1 ° 1
+]—)I|um(8)l|’5 + ];||vm(8)l|8 + IIUm(S)vm(S)IIZﬁi(Q)-

p+2
Dali,
1 1 1 1
Sl + S OF + Ol + o @5+
1 1 1 1
OOl e 5|u:ﬂ<s>|2+—|v:n<s>|2+Z—?||urn<s>||8+

1
o llom()ll6 + [t (8)0m ()15 2

p+2

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)
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Agora, integrando em relagio a s de t — T a t e usando o fato de que Hj(Q2) — L*(Q),

obtemos
1, 5, 1. 5 1 1
—lul (¢ ~|o (¢ N, (D2 + =0y (D][P
1 2Ium()l +2|vm()| ﬂ;pllu (()jlloerllv ()(IloJr
+2 2 2
sl Ol < 7] [ (Sl + Sl (2.109)

1 1
#2431+ 5l ) Gy + € ) s

p+2

Por (2.91), (2.103), (2.104), segue que

1 1 1 1
51 (OF + [0 (OF + —llwm (D116 + = [[vm ()][6+
1 p B p (2.110)
2 [um{t) m(O)||702(Q) < C,
onde C independe de m e t.
Dai,
(U )m» (U ) 80 limitadas em L®(T; Wy (Q)), (2.111)
(U ), (V) ) sdo limitadas em L*°(T; L*(Q2)), (2.112)
(U VU )m € limitada em L*°(T; LPT2(Q)). (2.113)
Por (2.111) e pela limitagao de A (veja Apéndice A), segue que
(Ati) s (AU ) sd0 limitadas em L=(T; W1 (Q)). (2.114)

Além disso, considerando a e  como no Apéndice B, temos que

1 (Ot ()Pt () = / (o (0)P (1))
- / i () (£) 0 (1)

1/« 1/8
{/ [t (8) U ( p+1)9°‘dw} {/ |vm(t)|9’6dx} :
Q

3
Mas,(p+1)9a:p+2e1<59—3p 5 3_p

de Sobolev (Teorema 1.16), segue que W,7(Q) — LBQ(Q). Assim,

IN

Logo, pelo Teorema de Imersao

2 o
0m 12 (Ot ()| y < et (O vm ()] ey [0m ()00
2 «
< Cllum@vm OG0 Tom 11
< C,
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por (2.111) e (2.113) . Analogamente,
12t ()72 03 (8) [P0 (8) |00y < C-
Dessa forma,

(|0 P72 [t |t iy (|t |2 [0 [P0 ) S0 limitadas em L*®(T; LP(Q)).  (2.115)

2.5.4 Estimativa IV

Mostraremos que (u" )m, (U” )m sao limitadas em L? (T, H’S(Q)). Para isto, seja P,

m m

L*(Q2) — L*(2), o operador projecao, dado por

m

Pn(h) = Z(hawj)wj'
j=1
Temos que

i) Py € L(L*()) e Py, = P},, onde * denota a adjunta de P,

ii) Py, € L(H{(Q))

i1i) Pp(w) =w, Yw € V.
Com efeito,

i) Pela linearidade do produto interno em L?(2), segue que P, é linear. Agora, para

todo hy, hy € L*(Q2), temos

(Pm(h1)7h2> = (Z(hhw] Z hla% :Z(hlij)(ijhQ) =
j=1 j=1 j=1
= (h, (ha,wj)wy) = (b1, (ho,wj)w;) = (b, Pn(h2)).
Jj=1 j=1
(2.116)
Logo, pelo Teorema de Hellinger-Toeplitz, P, € E(L2(Q)) e P, =PF!.
it) Seja h € HF(2). Entao,
||P Z hw] Z hw] u)]|Hs )S
<> 1Byl lmscon Z g 1w 750 < (2.117)
Jj=1 =1

< Cllhllm @ ZH%HHS < Clhllm0
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donde, P, € L(H()).
i1) Seja w € V,,,. Entao, w = Z Ciw;. Assim,

i=1

i=1 i=1 i=1 j=1 i=1

(2.118)

Temos que
H3(Q) = WyP(Q) = Hy(Q) = LA(Q) — HTY(Q) — W(Q) — H*(Q),

e, pelo Lema B.6 (Apéndice B), LY(Q) — W~ (Q). Logo, segue da equacio aproxi-
mada (2.2)1, que

(U (t) + At (8) — A, () + [V ()17 [t ()P (1) = F1(8),0) ) gy = O
para todo w € V,. Mas, P,,(w) =w, Yw € V,,, logo,

(i () + At (£) = A, (£) + [ () [t () 1 () = F1(8), Pon(@)) ) prs ) = O

para todo w € V,,, ou seja,

(i () + At (t) = gy (8) + [0 ()17 [t ()P (8) — f1(8), Pn(w)) =0,

para todo w € V,,,. Dai, sendo P, = P, segue que

Pt (8) + Avin (8) = Dt () + [0 (017t (1) P (1) — f1(2)) =

em V,,.

O Teorema de Extensao de Hahn-Banach afirma que se X é um espago normado,
Y um espago de Banach, M um subespaco denso de X e T': M C X — Y é uma
transformacao linear limitada, entao existe uma tunica transformacao linear limitada
T:X — Y tal que T(z) = T(x) para todo z € M, e ||T|| = ||T]||.

Usando este resultado, obtemos
Py (i () + At (8) = Dy, (8) + [0 (017 i (8) P u (8) — (1)) =
em H(Q). Dai, pela linearidade de P e do fato de que !, (t) € V,,, segue que

U (t) = =Py (Au (8) + Py, (A, (8) = Py ([0m (017 um (8) Pum (1)) + P (f1(2)
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em H~*(2). Aplicando a norma em ambos os lados, obtemos

[ ) -+ ) < (157, (Aum (O)[ -+ () + |55, (Avg, ()| -0+

(2.119)
P (v (O 2t () [P () | [0 + [P (FrE ][ -20-

Mas, Py € L(H™*(Q)) e W17(Q) — H~*(Q). Logo Py, € L(W~7(Q), H*()) e,
entao,
1P (At (8| -5y < CllAttn ()| [y-10 0 < Cllum (D)5 (2.120)

Temos ainda P}, € L(H*(Q)) e H () — H*(Q). Assim P}, € L(H1(Q), H*(Q))

e dai obtemos
[P (A, () 552 < Cll AU, (O] a-10) < Clluy, (@] (2.121)

Também, Wy P(Q) — L7(Q) e LY(Q) — W (Q) — H~*(Q). Assim, como P’ €
ﬁ(Hfs(Q))), segue que P € E(LQ(Q), H*S(Q))). Obtemos entao

12 (v ()12 1t (8) 2t ()| 11250

IN

Cllvm (172 [t ()P ()] 00

< C (2.122)
pois
(|02t [Pt ) € limitada em L(T; L(12)).
Por fim, sendo P;, € L(H(Q)) e L*Q) < H™(Q), segue que
Py e L(L*(Q), H*(€)). Assim,

[P fi ()]s < ClA®)], f(t) € L) (2.123)

Levando em conta as limitagoes (2.120) — (2.123), concluimos, via expressao (2.119),

que

(u” )y, € limitada em L*(T; H *()). (2.124)

Um raciocinio semelhante, usando a equacao aproximada (2.2)s, conduz a

(v )y € limitada em L*(T; H™*(52)). (2.125)

m
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2.6 Passagem ao limite
Se X é um espaco de Banach reflexivo, tem-se que
L¥(T; X) = (LNT; X)), LAT;X) = (LX(T; X))

Dessa forma, das limitagoes obtidas em (2.91), (2.111) — (2.115), segue do Teorema de
Banach-Alaoglu-Boubarki, a existéncia de subsequéncias (u,),, (v,), de (tm)m, (Vm)m,

respectivamente, tais que

u, = u, v, v em  Lo(T; WyP(Q)). (2.126)

u, > ¢, v, S oem LO(T5 LA(Q)). (2.127)

u, = G, v, =1 em L*T; HLHQ)). (2.128)

u,v, = w em L®°(T; LP+%(w)) (2.129)

Au, = x, Av, 2> em  L®(T;W-5'(Q)). (2.130)

0, P2y [Py, 2 € [P v P, SN em L(T5 LO(Q)). (2.131)

Sendo u, = u em L®(T;W,"(Q)) e v/, = ¢ em L®(T;L*(Q)), entdo, como
L(T; LX) © D(T5L(Q) e L¥(T;WyP(Q)) € DI(TsWy™(Q) © D'(T; L7 (Q)),
segue que

u, —u, u,— ¢ em D'(T;L*()).
Logo, pela continuidade da derivada distribucional, se u, — uweu,, — (; em D'(T; L*(QQ),

temos v’ = (7. De maneira analoga, mostra-se que v’ = 71, v/ = 1, v/ = (5.

- Convergéncia de (||t [Pt )m
Por (2.111) e (2.112) e o fato que Wy*(Q) <> L%(Q), segue, pelo Teorema de

Aubin-Lions, a existéncia de uma subsequéncia (u,), de (), tal que
u, —u em L*(T;L*(Q)) = L*(Ir x Q)

e, portanto,

u, —u, q.s. em Ipx (2.132)
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Mesmo resultado em rela¢ao a sequéncia (v,,).m,, isto é, existe uma subsequéncia (v,),
tal que
v, — v, q.s. em Ip X (2.133)

De (2.132) e (2.133), segue que

[0, |72y [Puy, — [o|PP2|ulPu, q.s. em Ip x Q

lu, |72 v, [Po, — |u|PT2|v|Po, q.s. em Ip x Q.

(2.134)
Dessa forma, por (2.115), (2.134) e o Lema 1.1, obtemos
[0, [PF2 uy |Puy, — |v]PT2ulPu, em LO(Ir x Q)
[u, [PT2 v, |Po, — |ulPT2u|Po, em LO(Ir x Q).
(2.135)
Portanto, & = |[v|PT2|ulfu, A = |[u]?T?|v|Pv.
De forma anéloga, mostra-se que
u,v, = uv em LPT2(Ip x Q). (2.136)

Portanto, @w = uv.

A convergéncia ul, = v’ em L®(T; L*(Q)) = (LY(T; L*(R2))) implica
(uy, vy — (v, ), Vo e LY(T; L} ().

Dai, sendo (ul,,¢) = / (u,(t),¥(t))dt, temos, para ¥(z,t) = w(z)¢/(t), onde w €
L*(Q) e ¢ € CH(R), queT

/T (u,(t),w)d (t)dt — /T (u'(t),w) ¢ (t)dt, Yw e L*(), V¢ € Cp(R).  (2.137)
De Au, = y em L®(T; W19 (Q)) = (LY(T; Wol’p(Q))),, segue que
(Auy,¥) — (. 0), Yo € LT Wo"(9).

Em particular, ¢ (x,t) = w(x)¢(t), onde w € Wy (Q), ¢ € CH(R), esta em L'(T, W, ().
Logo,

/T (Au, (£), w)(t)dt — /T (X(£),w)o(t)dt, Y € WIP(Q), Vo e CLR). (2.138)

Agora, de u/, = u em L*(T; H}(Q)), segue que

(o) = (), Vo € (LA(T; Hy (),
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ou seja,

/( dt—>/ \)dt, Vi e LA(T; H(Q).
Em particular, ¥ (z,t) = w(z)d(t), onde w € H}(Q), ¢ € CH(R), esta em L*(T; Hy(2)).
Logo,
/T((uﬁ,(t),w))qb(t)dt% /T ((W'(t),w))e(t)dt, Yw e Hy(2), Vo € Cr(R). (2.139)

A convergéncia |v, P72 |u, |Pu, = |v|PT2|u|Pu em L°(T; L°(Q)) implica

[ (wor 2 upue, v — [ Qo o, v

Vo € LT L7(Q

Em partlcular, Y(z,t) = w(x)d(t), onde w € LV(Q), ¢ € CL(R), estd em
LY(T; L7(92)), logo,

[ (ol 0.0yt — [ Qoo upu. oot @140

T T

VYw € L7(Q), V¢ € CL(R).

Consideremos, entao, a equagao aproximada (2.2);, isto é,

(u”( ) + <Aul, w> + ((uﬁ,(t),w))—i— < \v,,(t)|”+2|ul,(t)|pul,(t)7u)> = (fl(t),w)

comv>m, we V.

Multiplicando a expressao acima por ¢ € Ch(R), e em seguida, integrando por

partes em Ir, obtemos
—/T(u;(t),w)qs/dwr/T<Auy(t),w>¢dt+/T((u;(t),w))gbdwr
+ [t PPt oot = [ (0).0)od, v e v,

Tomando o limite quando v — oo, e observando as convergéncias (2.137) — (2.140),

obtemos

—/T(u’(t),w ¢’dt+/ <X(t),w>¢dt+/T((u’(t),w))qbdtJr
/T<\u(t)yp+2|u( Pu(t), w)pdt = /(fl(t),w)¢dt, Vw € Vi, V¢ € C1(R).
Por ser V,, denso em W,(€), segue que
/( '(t),w ¢dt+/<x w>¢dt+/(( '(t),w)) pdt+

/<|U ()72 ) Pu(t) >gbdt_/T(f1(), W)édt, Vw € WEP(Q), Vo € Ch(R).
(2.141)
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De modo semelhante, usando a equagao aproximada (2.2)3, obtemos

— / (v'(t),w)¢'dt + /T (n(t),w)edt + /T ((v'(t),w))pdt+

+/T<|u(t)|p+2|v(t)|”v(t),w>¢>dt:/T(fg(t),w)gbdt, Vw € WyP(Q), Vo e CH(R).
(2.142)

2.6.1 Condicoes Periddicas

~u(t)=u(t+T)ed(t)=u(t+T).

Tem-se, via (2.111), que (up(t))m € (um(t + 1)), sdo sequéncias limitadas em
Wy P(Q). Sendo W,”(Q) um espaco de Banach reflexivo, existem, pelo Teorema 1.2
(Kakutani), subsequéncias (u,(t)),, (u,(t + 1)), de (wm(t))m, (Um(t + T))m, respecti-
vamente, tais que

u,(t) = o em WyP(Q)
u,(t+T) =19 em WyP(Q).

(Prova-se que 0 = u(t) e 9 = u(t + T')). Dessa forma, sendo u,(t) = u,(t + T'), segue,
pela unicidade do limite fraco, que u(t) = u(t + T).

Agora tem-se, via (2.112), que (u,,(t))m e (u,,(t +7T'))m sao sequéncias limitadas
em L*(Q). Sendo L?*(Q2) um espago de Banach reflexivo, existem pelo Teorema 1.2
(Kakutani), subsequéncias (u,,(t)),, (u,(t+ 1)), de (ul,(t))m, (ul,(t +T))m, respecti-

vamente, tais que

u (t) = oy em L*(Q)
u,(t+T) =91 em L*Q).

(Prova-se que 01 = u/(t) e ¥y = ¥/ (t +T)). Dessa forma, sendo u.,(t) = u,(t +T),
segue-se, pela unicidade do limite fraco, que u/(t) = v/ (t + 7).

As demonstracoes para v(t) = v(t +T1) e v'(t) = v'(t + T) sdo analogas.

2.6.2 Au(t) = x(t) q.s. e Av(t) =n(t) q.s.

Seja W o espaco das combinacoes lineares finitas, de somas finitas, de produtos do tipo
cjw;, com ¢; € CH(R), w; € WyP(Q). Entao as expressoes (2.141), (2.42) valem para
todo elemento de W.
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Seja
V={ve LAT;W,"(Q)); ' € LX(T; L3 ()}
munido da norma
o]y = ||U||L2(T;Wg’p(9)) + V]| 27; 20 -

Prova-se que V' é um espago de Banach e W é denso em V' (Ver [13]).

Assim, por densidade, temos
dt+/<x (t)>dt+/T((u'(t),w(t)))dt—l—
/<|v P2 u(t)[Pult), ()> /(fl() (t)) t, YweV.

Por (2.111) e (2.112) segue que u € V. Assim,

/|u |dt+/<x )>dt+%/T%||u(t)||2dt+

/||u OII75 0)d Z/T(fl(t),u(t))dt.

Observando as condigoes periddicas para u, obtemos

_/T|u/(t)|2dt+/<x( >dt+/ [Ju()o(6)]]]52 g dt = o143

- [ (h®.u(0)a

Reconsideremos a equacao aproximada,

(up(t),w) + (Au, (t), w) + ((u,(t),w)) + (o, (&)|72|u, ()| u,(t), w) =
= (fl(t),w), Vw S ‘/y

Tomando w = u,(t) nesta equagao, obtemos

d / 2 2
(001, 00)) — (O + (Au0) 0 (0) + 3 | (1) [+
Hlw (v (D175 (fl(t),uu( ).

Integrando em I, observando as condi¢oes periddicas, obtemos

/|u |dt+/<Au,, Ly (t >dt+/||uy vt |,£J;EZ
/(fl() ,(1))dt. (2.144)

A convergéncia em (2.136) implica em

[ @2 gyt < timint [ el d @149



60

Tomando o liminf em (2.144), obtemos

/|u 2dt+hm1nf/<Au,, Ly (t >dt+/||u ’;ﬁQ gdt <

(2.146)
/ (A1(8), u(®))
De (2.143) e (2.146), obtemos
liminf/T<Aul,(t),uV(t)>dt§L<X(t),u(t)>dt. (2.147)

Agora, pela monotonicidade do operador A, temos que
{Au, (t) — Aw,u, (t) — w) >0, Yw € WyP(Q),
ou seja,
{Au, (1), u, (1)) > (Au, (1), w) + {Aw, u, (t) — w), Yw € WyP(Q).

Integrando esta tltima expressao em I, passando o liminf em ambos os lados e ob-

servando (2.147), obtemos

/ (x(t), u(t))dt > /T<X(t),w>dt + /T (Aw, u(t) —w)dt, Yw € Wy (),

ou seja,
/ (x(t), ult) — wdt > / (Aw, ult) —)dt, Yo € WI(Q).
T T
Considerando w = u(t) + v, A > 0, Vo € W,?(Q) e substituindo na desigualdade

anterior, obtemos
/T<X(t),/\v>dt > /T<A(u(t) + Av), Av)dt, Vv € Wy (Q).
Dividindo esta desigualdade por A, temos
/T<X(t),v>dt > /T<A(u(t) + Av),v)dt, Vv e Wy (Q).
Fazendo A — 0 temos, pela hemicontinuidade do operador A que

/T<X(t),v>dt > /T<Au(t),v>dt, Yv e Wol’p(Q),

ou seja,

/ (x(t) — Au(t), v)dt > 0, Yo € Wo(Q).
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Substituindo v por —v e na desigualdade anterior, obtemos

/ (x(t) — Au(t),v)dt < 0, Yo € Wi (Q).

Dessa forma,

/ (x(t) — Au(t),v)dt =0, Vv € Wy (),

de modo que Au(t) = x(t) g.s.
A demonstracao para Av(t) = n(t) q.s. é similar.
Voltando as expressoes encontradas em (2.141) e (2.142), temos
- / ((£), w) ' dt + / < Au(t),w > ¢dt + / (W (1), w)) b+
T T

T (2.148)
+/T < [o@®)P2lu(t)|Pu(t), w > ¢dt = /(fl(t),w)¢dt,

T

Vw € W)P(Q), Vo € CL(R).

—/T(v’(t),w)qﬁldt—i—/T < Av(t),w > gzﬁdt—l—/T((vl(t),w))(bdt—l— o.119)

" / < (@2 o) o(t),w > gdt = / (falt), w)ot,

Yw € WyP(Q), Vo € CL(R).

Com isso, o Teorema 2.2 estd demonstrado.



Apéndice A

Propriedades do Operador
p-Laplaciano A

Neste apéndice estudaremos algumas propriedades do operador A.

A.1 Definicoes e Resultados

Definicao A.1 Dados um espa¢o de Banach X e um funcional J : X — R, suponha
que ezista

1
lim X[J(u + ) — J(u)] = J' (u,v).

A—0
Se para cadauw € X fizado, J'(u,v) é uma forma linear continua em v, entao dizemos

que o funcional J é derivdvel no sentido de Gateauz, e sua derivada é J'(u).
Notagdo: J'(u,v) = (J'(u),v) = J'(u)(v).

Exemplol: Seja X = LP(2),onde Q CR" e 1 < p < o0.

Suponha que g : R — R satisfaca:
i) lg(s)| < alsf?, a > 0.
i1) g continuamente diferencidvel tal que |¢'(s)| < B|s|P~!, 8 > 0.

Considere o funcional J : LP(2) — R dado por

J(v) = / 9(v(x))de.
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Tem-se, usando o Teorema do Valor Médio, que
J(u+Av) = J(u) = /Q(Q(U(l”) + Ao(z)) — g(u(x)))dz
- /Q (¢ (ulx) + O30 (2))) Mo () dz,
onde 0 = 6(z), 0 < § < 1. Dai, se A # 0 temos
;[J(u +A0) — J(u)] = /Q (¢ (u(x) + O70(x)))o(x)dz.
Tomando o limite quando A — 0 e usando a continuidade de ¢’, obtemos

<J’(u),v>:/ﬂg’(u(x))v(x)dx. (A.1)

Observacao A.1 As integrais anteriores existem em virtude das hipdteses sobre g e
/

qg.

Considera-se, a seguir, um caso geral do exemplo anterior, do qual obter-se-4 um

operador significativo para o que se tem em mente estudar.
Exemplo2: Seja A: D(A) C LP(2) — LP(2) um operador linear, onde
D(A) ={v e LP(Q); Av € LP(Q)}.
O espaco vetorial D(A) com a norma do grafico de A, isto é,
ollheay = 0170 ) + [[AvIE0q)
¢ um subspago de Banach de LP(£2). Resulta que o funcional
J(u) = /Qg(Au(:U))dx

¢ bem definido em D(A) com valores reais. Pelo mesmo método anterior constata-se

que J, assim definido, possui derivada de Gateaux

J’(u).v:/Qg’(Au(x)).Av(x)dx. (A.2)

Observagao A.2 Resta apenas justificar que J'(u) € de fato uma forma linear limitada
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em D(A). Temos que

[{J"(w), v)]

IN

/Q 1o/ (Au(2))] | Av(x)|dz

([ weaopa) /( [ 1avtayras) "
c( /Q |Au(x))|<p—1>P’dx) W( /Q |Av(m)|pdx> v

_ C(/Q|Au(x))!pdx)Up/-IIA(U)HLP(ﬂ)

< Clvllpay-

IN

IN

Logo, J'(u) é limitado em D(A).

Exemplo3: Seja () um aberto, limitado e bem regular do R". Tomemos o espaco

Wy (Q) com a norma ||.||o e seja J : W, P(Q) — R, o funcional dado por

1« du |p
J(u) = - /‘ dx.
( ) p; Q axz
: d . / —2
Pelo exemplo anterior, com A; = i 1,2,...,n, g(s) = |s]? (¢'(s) = p|s|P=s,p >
e

2), obtemos

- Ou |P=2 Qu v

J'(u),0) = = d,

para todo v € Wy ().

Em particular, para v = ¢ € C§°(Q2), temos

) RN Ju|p=20u dp "L 0 | Ou P2 Ou
(e = ;/Q ‘(’9% Ox; Ox; o= /ﬂ [,2_1: axi( Ox; 5%‘)](’0 e
Portanto,
by "0 | 0up20u
isto é,
JWP(Q) — W (Q)
by "0 | 0up-20u
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Dai, concluimos que a derivada de Gateaux do funcional

=33 f 5

dx, 2 <p < o0,

é o operador
: ~ 9
J) == 5.

i=1 ;i

ou
3@

P2 Ju

(91:1-

), p>2.

Este operador, que denotamos por A, é o operador do nosso sistema, isto é,

(

ou
8ZEZ'

=2 Oy,

Alw) = J'w) = =30 2 -

i=1 0

), p>2,

denominado de operador p-Laplaciano.
Note que
A:WP(Q) — W (Q)

ou
al’i

p—2 Ou

afﬂi)’

U%A(u):—zai(

temos que Au : WyP(Q) — R é linear e continuo. Além disso, como C5°(€) é denso

em Wy P(Q) (ver [10]), e

/ B n Ou |P=2 Ju Oy
para todo ¢ € C§°(Q), temos que
/ B n Ou |P—2 Qu Ow

para todo w € W,"(€).

Definicao A.2 Sejam V um espaco de Banach e V' seu dual. Dizemos que A :V —
V' € um operador hemicontinuo se, para u,v,w em V, a funcio R — R, A —
(A(u+ M), w) € continua.

Definigdo A.3 Diz-se que um operador A:V — V' é mondtono se
<Au—Av,u—v> >0, Yuv €V,

onde <,> denota a dualidade V', V.
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Proposicao A.4 Se J : V — R ¢ um funcional convero, entao sua derivada de

Gateauz J' -V — V' é um operador mondtono.

Prova. Sendo J convexo, temos
J(1=0)u+0v] <(1-0)J(u)+0J(v), 0<b<1

ou melhor,

T+ 8(v — w)] = J(u) < OJ(v) — J(u)].

Dividindo esta ultima desigualdade por 6 # 0, temos

[J(u+0(v —u)) = J(u)] < [J(v) = J(u)].

|~

Fazendo # — 0 resulta que

(J'u,v—u) < J(v) — J(u).
Agora, trocando u por v, obtemos

(J'v,u—v) < J(u) = J(v).

Dali,
<J’u, U — v> + <J’U,U — u> <0,
donde concluimos que
(J'u— Jv,u—v)>0,

Ccomo queriamos. m

Definicao A.5 Dizemos que um operador A :V — V' € coercivo, se

(Au, u) _

llollv—+oo |||y

A.2 Propriedades de A

A.2.1 A é hemicontinuo

De fato, sejam u,v,w € WyP(Q) e A € R tal que A\ — )\o. Entdo

0
<A(u + \v), Z/ ’3@ a;)i

dx

"ot o)
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Notemos que

ou Ov |P=2/ du ov \ Ow ou |P— Ov |P—2\ 7/ Ou Ov \ Ow
p—3 (| 22 p—2| 27
ox; +)\8xi <8xi +A8xz)8xz <2 (‘axl ox; )(8901 +/\8xi)8xi'
‘ (% P2<8u+ ) _‘ (% p—2 8u+ ov || Ow B
83:Z 8951- 0x; (%Z ox; (%Z 8951- o0x; Ox; I 0z,
ou +)\8v p=1| Qw ou L Ov |p—1) Qw O
= — , q.s em §2.

Observando que as fun¢oes do segundo membro da desigualdade acima sao integraveis,

temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

lim (A(u+ M), w) = (A(u+ Agv), w).

A— Ao

Logo A é hemicontinuo.

A.2.2 A é mondtono

Pela Proposicao A.4, basta mostrarmos que o funcional J : W, 7(Q) — R, dado por

Z/‘axl

é convexo, pois o operador A é a derivada de Gateaux desse funcional.

der, 2<p < o0,

Sendo p > 2, a fung¢ao f : R — R, dada por f(z) = |z|?, é convexa. Logo,
(1 —0)z+0y|P < (1—0)|zP +0lyP, Ve,yeR, 0<60<]1.

Assim, para u,v € WyP(Q) e 0 < 6 < 1 temos que
1< Ju v
J((1 = 0)u+ 0v) — -Z/ -0 +ani

= _2/1_ ze

= (1—0)J(u)+0J(v).

p

dx

ol

8:1:1

(A.3)

Portanto, J é convexo.
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A.2.3  (Au,u) = ||ullf.

De fato,

- ou
<Au,u> = ;/ﬂ ‘8%

A.2.4 A é coercivo

p—2 Ju Ou - ou |p »

Temos (Au, u) = ||ul[f, logo
A )
[[ullo
donde
<Au,u> B
llullo—oo ||ullo

A.2.5 A é limitado

A limitacao aqui é no sentido que A leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

De fato, temos

Aull 1y = sup 1200
o0 [v]lo
Como,
Ou |P—2 Ju Ov u Ou |P—1| Ov
’<Au U>‘_‘Z/’ ox; 0x; dr S;/Q’axi 8xz~dm‘§

”d\‘,_.
3=
"d\‘,_.

(p— l)p ov
/Q Ox;

- ou
dx) = (;/ﬂ oz,

) b= ([l

)" (3 [l

SZ{(/‘&U )

n

> ([l

).

1
= [|ullg™" l[v]lo,
obtemos
|<Au,v>] < p—1
vllo
Portanto,

[( Au,v)| _
sup {du,v) < Jfulff™,
vzo ]

isto é,

[ Au] |1 < [lullf™"
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A26 (Au,u) = _E u(t)|[o

De fato, observe que, se u : (0,7) — W,*(Q) é tal que u/(t) € Wy"(R), temos que

N = Ou |P=2 Ju Ou’
Assim,
1d p d|Ou|p
]_J_H Mo = Z/‘@xl /dt ox;
Z/‘@uplf)u 18u Z/‘auPQé?u@u B
N ox; Ox; 1 0x; 8@ N ox; ox; 0x;
= <Au, u’>,
ou seja,
n_1d p
(Au,u’) = ——|Ju(t)][E.

pdt



Apéndice B
Resultados Auxiliares

Lema B.1 Se s > 3(% — %) + 1, entao H3(Q2) — Wol’p(Q)-

Prova. Sendo I/VO1 P(Q)) um espaco de Banach separavel e reflexivo, tem-se, via lema
de Browder-B. An Ton, a existéncia de um espago de Hilbert separavel com imersao
continua e densa em Wol’p(Q). Construiremos um tal espago.
Mediante as imersoes de Sobolev, tem-se:
m,p m—Kk,q 1 k
Wi — W% (Q), onde —=-——=, k>0.
@ P 3
Considere, m —k =1, g, = p em WJ" "%(Q) e p = 2 em WJ"?(Q). Dai, temos

m 1 1 m-1
HMQ) — W,P(Q) com R T
1 1 -1
De,—:——m , temos
p 2 3
m—1 1 1 1 1 1 1
——=-———-&em-1=3(z-—-)em=3(z—- 1.
3 =5 ,&m (=) em=3G- )+
Logo

1 1
HIY(Q) — W,P(Q) para m = 3(5 - }—3) +1.

Tomando-se s > 3(% — %) + 1, temos:

HE(Q) — WyP(Q).

Sendo H*(2) um espagoo de Hilbert separavel e H3(Q2) C H*(Q2), segue-se que

H; () é um espaco de Hilbert separavel com imersio continua e densa em W, ”(Q). =



Lema B.2 Sejam p,p e R tais que2 <p <3 e0<p<

) p < 4
0 —
P 3p—2

12p < 3p
3p—2 " 3—p

i)
Prova. i) 2<p<3=3p(3—p)>0. Dai,
3p(3—p) >0 3p* -3 < 0 =

3p—3p+3p*—24+23 -2 <3P—2+23 -2 =
3p(1—-3+p)—2(1-3+p) <2B83—-p—1)+3p <=

Bp—2)1-34+p)<23—p—1)+3p <=

1-3+p 1

<

2B3—=p—1)+3p 3p-—-2

41 -3+ p) _ 4
2B=p—1)4+3p 3p-—-2

Ap —
d 8< 4 .
p+4 3p — 2

—

—

i)
2 < p=21p* > 42p = 36p — 12p* < 9p* — 6p —
12p(3 — p) < 3p(3p — 2).
Sendo p< 3, segue o resultado. =

Lema B.3 Sejam p e p como no lema B.2 e consideremos

0— 6p(p +2) L 6p(p +2)
(Bp—2)(p+2)+6p(p+1) (B3p+2)(p+2) —6p(p+ 1)
Entao
2
i) 1<60< pte
p+1
3
i) 1<y < P

71



i) 1+1 1
1) — — = 1.
0 v

Prova. Imediata. =

Lema B.4 Sejam p e p como antes e defina

o — p+2 g p+2
(p+1)6° (p+2)—(p+1)0
Entao:
i) a>1,0>1;
6p
03 =
i) 05 = 3
i) 1+1 ]
1) — — = 1.
a fp

Prova. Imediata. =
Lema B.5 Sejam u,v € W,?(Q). Entio:

i) uv € LPT2(Q);

i) [0l 2lulPu, [ule2oo € L9(Q),

12 3
Prova. Temos, pelo lema B.2, que 0 < p < -2 3p _p2 < 3 _pp
12p 3p
2 2) < < .

Logo, pelo Teorema de Imersao de Sobolev (Teorema 1.16), Wy (Q) «— L*P+2(Q).

1/2 1/2
i) /|uv|p+2d9:§ (/ |u|2(p+2)dx) (/ |U|2(”+2)das) ]
Q Q Q

Mas,

1/2
( / |u|2<P+2>dx) P2 < g < oo

Do mesmo modo, obtemos
1/2
(/ |v|2(”+2)d:17) < 0.
Q

Assim,

. Assim,

1/2 1/2
/|uv|p+2dx < (/ |u|2(p+2)dm) (/ |v|2(p+2)dx> < 00.
Q Q Q

72
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i1) Tem-se que

/ﬂmwmmm%x:/hWW%mW“wma/ww”wwwms
Q Q

/B
< (/ |uv|(p+1)9adx) (/ |v|6’6dx) :
Q

Sendo (p + 1)0a = p + 2, segue, via i), que

1/a 1/«
(/ ]uv](p+1)9adx) = (/ \uv\p”dx) < 0.
Q Q

6

p__ _3p
3p—2 3—p
(Teorema 1.16), que W, 7(Q) — L(Q). Dessa forma,

1/8
(Lme) — ol 00y < Cllellf < oo.

1/a 1/8
/‘|v|p+2|u|pu}9dx < (/ |uv|(”+1)6adx> (/ |v|6’6dx> < 00,
Q Q Q

como queriamos. m

Agora, sendo 1 < (80 =

, segue, pelo Teorema de Imersao de Sobolev

Logo,

Lema B.6 Tem-se que Wol’p(Q) — L7(Q) e LY(Q) — WL (Q).

Prova. Segue-se do lema B.4, item i) que

3
1<7<—p

3—p
Logo, pelo Teorema de Tmersdo de Sobolev (Teorema 1.16), W, ?(Q) — L7(€2). Con-
sequentemente, L%()) = (L”(Q))/ — W (Q). w

Lema B.7 Seja p € R, p > 2. Entao, para todo s,sy € R, tem-se que
15725 — |50~ ?s0] < Cmax{|sP~2, [s0lP~2}s — sol,
para algum C > 0.

Prova. Defina f : R — R pondo

f(s) = s["?s.

Entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € [0, 1] tal que

f(s) = f(s0) = (5 = s0) f'(ts + (1 — t)sp).



Mas, f'(s)

donde

= (p—1)[s["2, logo,
157725 — [so|" 250 = (p — 1)(s — o) [ts + (1 — t)so|" ",
|[5[P"%s — [s0" 50| = (p—1)|s — sollts + (1 — t)so["~>

A

< (p—1ls = sol(|s] + [so])*~

(p — )2 2maz{ |7 |sol*} s — 5o

IN

IN

Cmax{|s|P~2, [so[""?}|s — sol,

como queriamos. =

74

(B.1)
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