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Resumo

O principal resultado deste trabalho é o teorema que classifica superficies imersas
na esfera S?, usando o conceito geométrico de geodésicas helicais. Em [16], Tamura de-
fine as geodésicas helicais como curvas que sao hélices no espago ambiente e geodésicas
na superficie imersa.

Neste trabalho, com o objetivo de estudar a geometria da esfera S?, estabelecer-
emos suas equacoes de estruturas. Também determinaremos as equagoes de estrutura
para uma superficie em S, que nos possibilitard fazer um estudo mais detalhado da
geometria de S? e do Toro Hopf. Como aplicacio desta teoria demonstraremos o teo-
rema de Tamura que diz que as superficies completas de curvatura média constante
imersas em S® contendo duas geodésicas helicais sao a 2-esfera e o Toro Hopf.

Palavras-chaves : superficies isoparamétricas, geodésicas helicais, Toro Hopf.



Abstract

The main result of this work is the theorem that classifies immersed surfaces in
the sphere S? using the concept of helical geodesics. in [16], Tamura introduces helical
geodesics like curves with two properties: "helices"in ambient space and geodesics in
immersed surface.

In this work, in order to study the geometry of the sphere S?, we determine struc-
ture equations of S?. Also, we compute structure equations for an immersed surface
in S?, and it will be possible to find geometric results of the sphereS? and the Hopf
torus. As an application of this theory we will prove the Tamura s theorem , that says
that complete immersed surfaces with constant mean curvature and with two helical
geodesics in S* are the sphere S? and the Hopf torus.

Key words : surfaces isoparametrics, helical geodesics, Hopf torus.



Contetido

Introducao . . . . . . . . .

1 Terminologia e Resultados Preliminares
1.1 Variedades Diferenciaveis . . . . . . . . . ... .. ... ... ...
1.2 Formas Diferenciaisem R™ . . . . .. ... ... ... ...
1.3 Equacgoes de Estrutura no espaco Euclideano R™ . . . . . .. ... ...
1.4 Geodésicas de S™ . . . . . .
1.5 Curvaturas. . . . . . . . . . .
1.6 A Aplicacao Hopf . . . . . . . . . . .
1.7 As Equagoes de Gauss e Codazzi . . . . .. ... .. ... ... ....

2 A Geometria da Esfera S3
2.1 Produto Interno e Hermitiano em R* . . . . . . . . .. ... ... ...
2.2 Equacoes de Estrutura para uma superficie em S* . . . . . . . ... ..
2.3 Exemplos de Superficies na esfera S* . . . . .. .. ...

3 Geodésicas Helicais e o Teorema de Classificagao
3.1 Preliminares . . . . . . . . . ...
3.2 O Teorema de Classificacao para Superficies em S* . . . . . .. .. ..
A Classificacao das Superficies Isoparamétricas em R? e S3

B O Teorema de Classificacao para Superficies em R?

Bibliografia

12
17
21
23
25
27

31
31
33
38
44
44
49
56
61

64



Introducao

Michico Tamura, em [17], definiu as geodésicas helicais em uma superficie em R?
como curvas que sao hélices em R? e geodésicas sobre a superficie. Por exemplo, as
curvas dadas por

a(t) = (rcos(at + b),rsin(at + b), ct + d)

sao geodésicas do cilindro circular e como tém curvatura e tor¢ao constantes, sao hélices
no espaco euclideano R3.

Ainda em [17], Tamura classificou as superficies completas em R3 com curvatura
média constante contendo duas geodésicas helicais como planos, esferas ou cilindros
circulares.

Em [16], Tamura generalizou este resultado para superficies completas imersas em
um espac¢o Riemanniano tridimensional de curvatura constante, os quais, sem perda
de generalidade, ele escolheu como sendo os espacos Riemannianos R? com curvatura
zero, S? com curvatura um ou H? com curvatura menos um.

Baseados em [16], nds classificaremos as superficies completas de curvatura meédia
constante contendo geodésicas helicais em S? como segue.

Teorema 0.1 Seja M uma superficie completa de curvatura média constante em S3.
Se existem duas geodésicas helicais sobre M passando por cada ponto de M, entao M
€ ou uma 2-esfera totalmente geodésica, ou uma 2-esfera totalmente umbilica ou um

Toro Hopf sobre um circulo.

Para o bom desenvolvimento deste trabalho, nés estudaremos a geometria da es-
fera S? determinando suas equacoes de estrutura e também as esquacoes de estrutura
de uma superficie imersa em S?. Isso nos possibilitara fazer um estudo mais detalhado
da esfera S? e do toro como superficies em S3.

Dividimos este trabalho da seguinte forma:
No primeiro capitulo reunimos a teoria necesséaria para o bom entendimento de

todo o restante do trabalho. Neste capitulo encontram-se os resultados citados nos
capitulos posteriores, como por exemplo a descricao do Toro Hopf em S, que é definido
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como a imagem inversa pela aplicagao Hopf, 7 : S* — S%*(4), de uma curva fechada da
esfera S? com curvatura 4.

Também podemos encontrar neste capitulo a teoria das Equacoes de Estrutura
do espaco euclideano R", que serve como motivacao para determinarmos depois as
Equacoes de Estrutura da esfera S3.

O objetivo do segundo capitulo é determinar as Equacoes de Estrutura de uma
superficie em S*. Estes resultados foram determinados por Rodrigo Ristow Montes, em
[10]. L4, ele introduz a nogao de angulo de contato que pode ser considerado como um
novo invariante geométrico bastate 1util no estudo da geometria de superficies imersas
em variedades Riemannianas.

Geometricamente, o angulo de contato ¢ o angulo complementar entre a dis-
tribuicdo de contato (A, = {v € T.5;({,v) = 0}, onde £L5) e o espago tangente a
superficie.

Por meio das formas de conexao e formas duais de uma superficie em S? deduzire-
mos a seguinte formula para a curvatura

K=1+ (wi’ /\w%)(el,eg).

Em particular, utilizando referenciais adaptados, encontraremos as formas de
conexao e as formas duais da esfera S? e do Toro como superficies em S?, podendo
assim determinar suas Equacoes de Estrutura.

No terceiro capitulo definimos, segundo Tamura em [16], as geodésicas helicais
em uma superficie imersa em S?. Aqui nos mostramos que as curvas dadas por

~(s) = (cos ¢ cos(as), cos psin(as), sin ¢ cos(bs), sin ¢ sin(bs)),

onde a? cos? ¢ + b?sin’ ¢ = 1 sdo geodésicas helicais do Toro raso em S3.

Também encontra-se neste capitulo a prova do teorema de Tamura que classifica
superficies completas que contém geodésicas helicais em S3. No6s mostraremos que
essas superficies sao isoparamétricas, ou seja, tém curvaturas principais constantes.
Também mostraremos que superficies isoparamétricas em S? sao 2-esferas totalmente
geodésicas, ou 2-esferas totalmente umbilicas, ou um toro Hopf sobre um circulo e isso
nos faz concluir o teorema.



Capitulo 1

Terminologia e Resultados

Preliminares

Neste capitulo reuniremos a teoria necesséaria para o bom entendimento deste
trabalho. Aqui, encontraremos todos os resultados citados nos capitulos posteriores.
Provaremos alguns destes resultados. Outros, com demonstragao mais extensa, indi-
caremos a bibliografia.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Nesta secao conheceremos uma nova estrutura de espagos: As variedades difer-
enciaveis. Veremos que a esfera S, que ¢ a superficie mais importante neste trabalho,
¢ uma variedade diferenciavel. Assim, com os conceitos de variedades, poderemos tra-
balhar melhor dentro da esfera S3.

Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um par formado por um conjunto
M e uma familia de sistemas de coordenadas x,, : U, C R" — M de abertos U, de R"
em M tais que :

(i) Ua To(Us) = M;

(ii) Para todo par (a , () , com z4(U,) () 2s(Ug) = W # 0, os conjuntos z, (W) e
x5~ (W) sao abertos em R™ e as aplicagoes x5! oz, sdo diferenciaveis.

A familia {(U,, z,)} dos pares (U,,z,) com os abertos U, de R™ e os sistemas
de coordenadas z,, satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferenciavel em M.
Usaremos a notacao M"™ para identificar uma variedade diferenciavel M de dimensao n
e chamaremos as imagens z,(U,), com p € z,, de vizinhanga coordenada em p.
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Um exemplo trivial de variedade diferenciavel é o espago euclideano R™ com a
estrutura diferenciavel dada pela identidade.

Toda superficie regular S C R?® é uma variedade diferenciavel. De fato, as
parametrizacoes de uma superficie em R? formam uma estrutura diferenciavel.

O espago S" = {z = (1, %9, ..., Tny1) € R ||z| = 1}. ¢ uma variedade diferen-
ciavel. De fato, como S™ é uma superficie regular, basta tomarmos as parametrizagoes
de S™ dadas por

onv: R — S"—{N}; . N =(0,...,0,1)
901 2w lzl?-1
ro = (_1+||acuE T |z 1+||x||§)

ps: R* — S"—{S} §=1(0,...,0,-1)
211 2%y, 17H$“2
ro= (1+||a:||2’ T Tl 1+va||2)

que s@o homeomorfismos. Claramente S™ = S™ — {N}US™ — {S}. Agora, se tivermos
U, e Ug abertos em R" tais que pn(U,) Ns(Ug) = W # 0, entdo W ¢é aberto em S,
pois ¢y € pg sao0 homeomorfismos. Deste modo, on (W) e pgs (W) sao abertos em
R" e (ps ' opn)(r) = e ¢ diferencidvel.

Seja M™ uma variedade diferenciavel, o conjunto
TM ={(p,v);pe M,veT,M}

¢ uma variedade diferencidvel. Para ver isto, considere {U,,z,} a estrutura diferen-

A ; a o 0 0
ciavel de M. Sejam (zf,...,z%) as coordenadas de U, e {@, ce @} as bases nos

espacos tangentes de z,U,. Para cada «, seja

Yo : Uy x R" — TM

(. 2% Uy, Uy) <xa(x(f, N S D u,-%) )
Assim, {(U, X R™,y,)} é uma estrutura diferenciavel em TM.

O Toro T"™ = St x...x S' & uma variedade diferenciavel. Isto fica claro ao vermos
o teorema seguinte.

Teorema 1.1 Sejam M™ e N™ variedades diferenciais de classe C*°. Entao M x N
€ uma variedade C™ de dimensao m +n com estrutura determinada pelas vizinhancgas

coordenadas da forma {U x V,o x ¢}, onde U, ¢ e V1) sao vizinhancas coordenadas
sobre M e N, respectivamente, e (¢ X ¥)(p,q) = (p(p),¥(q)) em R™™ = R™ x R™.

Prova. Ver [1, cap.3| =

Uma aplicagao ¢ : M; — DM, entre variedades diferenciaveis é diferenciavel
em p € M; se dada uma parametrizacio y : V. C R™ — My em ¢(p) existe uma
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parametrizacdo z : U C R* — M; em p tal que ¢(x(U)) C y(V) e a aplicagdo
yloporxr:UCR"— R™ ¢ diferenciavel em x~!(p).

Dizemos que uma aplicagao diferenciavel ¢ : M — N entre variedades diferen-
cidveis M™ e N™ & uma imersao se dy, : T,M — T,,) N ¢ injetiva para todo p € M.
Uma imersao ¢ que é um homeomorfismo sobre ¢(M) C N, onde (M) tem a topolo-
gia induzida por N, é chamado um mergulho. Quando a aplicacao inclusao i : M C N,
com M C N, é um mergulho dizemos que M é uma subvariedade de N.

Exemplo 1 Considere x: R*? — R* tal que

1
(0, ) = E(cos 0,sin 0, cos p, sin ).

Temos que x é uma imersao de R? na esfera unitdria S®, cuja imagem x(R?) é o toro
T2

De fato, a matriz jacobiana da diferencial de x,

1
dz(9, o) = — (=19 sin ¥d, ¥ cos I, —¢' sin pdp, ¢’ cos pdp),

V2

tem posto 2. Portanto, dx € injetiva.

Um campo de vetores é a atribuicao, a cada ponto de uma variedade diferenciavel,
de um vetor no espaco tangente & variedade nesse ponto. A rigor, podemos escrever:
Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que
a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Considerando uma parametrizacao x : U C R" — M é possivel escrever

X(p) = Y ailp)

=1

onde cada a; : U — R é uma fungao em U e {%} ¢ uma base associadaa x,i=1,...,n.
1
Diremos que X ¢ diferenciavel se e s6 se as fungoes a; sao diferenciaveis para alguma

parametrizacao. O conjunto dos campos de vetores de classe C'*° definidos em M é
denotado por X (M).

Exemplo 2 Os campos vetoriais sobre a esfera S® C R sdo as aplicagoes X : S* —
R tais que para cada vetor posicao u € S™ temos (X (u),u) = 0, jd que X(u) estd

no espago tangente.

Sejam S* = {(x', 2%, 2%, 2%); 21, (%)% = 1} e os campos vetoriais dados por

— _ 2.0 1_0_ 4.0 _ .3 0
X = L et t+x Ox? t+x Ox3 LBk
— _ 30 _ 4. 0 1_9_ 2_0_
Y = L BaT L 52 +z Ox3 +z ozt
— _,4 0 3 0 _ 2 0_ 1 0
Z = L 51 +z Oz2 L 553 +z ozt
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em um ponto v = (x', 22 23, 2%) de S®. Sem muito esforco podemos ver que X, Y e Z

sdo campos vetoriais ortonormais em R* e sdo tangentes a S*, pois sao ortogonais ao

vetor posigio x = (z*, 2%, 23, 21), que é normal a esfera S3.

Uma curva integral (ou trajetoria) de um campo de vetores X € X'(M) em uma
variedade M é uma curva ¢ tal que ¢’ = X(¢).

O teorema que enuciaremos a seguir, assegura a existéncia e a unicidade da curva
integral mostrando que por cada ponto de uma certa vizinhanca passa uma tnica curva
integral do campo vetorial X. Este teorema se estende naturalmente as variedades
diferenciaveis, pois é um teorema local e como sabemos toda variedade diferenciavel é
localmente difeomorfa ao espaco euclideano R™.

Teorema 1.2 Seja X um campo diferencidvel de vetores em uma variedade diferen-
cidvel M, e seja p € M. Entao existem uma vizinhanca U C M de p e um intervalo
(=0,0), 6 > 0, e uma aplicagao diferencidvel ¢ : (—=§,0) x U — M tais que a curva
t — o(t,q), t € (—0,0), ¢ € U, € a unica curva que satisfaz ¢'(u) = X(p(t,q)) e
©(0,9) = q.

Prova. Ver [13, cap.3| m

Uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear
simétrica e definida positiva, <,> no espaco tangente T),M, que varia diferenciavel-
mente no sentido que: para todo par X, Y de campos de vetores diferenciaveis em uma
vizinhanga V de M, a fungcao < X,Y > é diferenciavel em V, é chamada de métrica
Riemanniana sobre uma variedade diferencidvel M. Uma métrica Riemanniana entao
determina um produto interno sobre cada espago tangente 7, /. Uma variedade difer-
enciavel junto com uma métrica Riemanniana é chamada uma variedade Riemanniana.

Exemplo 3 Seja f: M™ — N""* uma imersdo. Se existe uma métrica Riemanianna

definida em N, f induz uma estrutura Riemanniana em M por

(u, U>p = (dfp(u), dfp(v>>f(p) yu,v € T M.

Como df, € injetiva, (, )p € positivo definido e também simétrico ja que

<u’/U>p = <dfp(u)adfp(v)>f(p) = <dfp(v)adfp(u)>f(p) = <v7u>p'

A métrica de M € chamada a métrica induzida por f, e f € uma itmersao isométrica. Se
X :U C R" = R™ € uma parametrizacao de uma subvariedade M C R™ com a métrica

induzida, a métrica induzida nas coordenadas (uy, ..., u,) sobre U € exatamente

g= S AX) = 3 (G

i=1 ij=1
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Uma variedade diferencidvel M é uma variedade Hausdorff se dados dois pontos
distintos de M existem vizinhancas destes dois pontos que nao se intersectam. Quando
M pode ser coberta por uma quantidade enumerével de vizinhangas coordenadas diz-se
entao que M tem base enumeravel.

A seguinte proposi¢ao garante que todo espacgo tangente a uma variedade diferen-
ciavel Hausdorff com base enumerével tem um produto interno associado. Para a prova
desse resultado necessitaremos da nocao de Particao da Unidade.Se o leitor quiser se
aprofundar um pouco mais nesta teoria, sugerimos Plaza, [12].

Proposicao 1.3 Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

possui uma métrica Riemanniana.

Prova. Seja {f,} uma particdo da unidade de M subordinada a uma cobertura {V,}
de M por vizinhangas coordenadas. Isto significa que {V,,} é uma cobertura localmente
finita (i.e., cada ponto de M possui uma vizinhanga U tal que U NV, # () apenas para
um namero finito de indices) e que {f,} é um conjunto de fungoes diferenciaveis em M
satisfazendo:

(i) fa >0, f, = 0 no complementar do fecho V.
(ii) >, fa(p) =1 para todo p em M.

E claro que podemos definir uma métrica Riemanniana (,),, em cada V,: basta tomar-
mos a métrica induzida pelo sistema de coordenadas. Fagamos

(u,0), = D fa(p) (4, 0),,,
que define uma métrica Riemanniana sobre M para todop € M, w,v € T,M. =

O mais simples modelo de variedade Riemanniana é naturalmente o espaco eu-
clideano R", com a métrica Euclideana g dada por

g= Zdl'idl'i = Z(dxi)2 = 0;jdx;dx;.

i
Para a esfera S"~!, consideremos a aplicacao diferenciavel f : R® — R dada por

n

f(xlv"'axn) :Z.’L‘?—l

i=1
Entao 0 ¢ valor regular de f e f~1(0) C R™ é uma subvariedade de R", por isso podemos
definir em f~1(0) a métrica induzida pela aplicagao inclusao. Mas observe que

O ={zeRm23+.. . +22 =1} =95""".
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Veremos agora a nogao de derivada covariante que nos permite derivar os campos
vetoriais dos espagos tangentes & uma variedade.

Considere a aplicagao V : X(M) x X(M) — X (M) tal que

(Xv Y) z) V)(Y,

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. vaJrgYZ = vaZ +gVyZ,
2. Vx(Y+2)=Vx(Y)+ Vx(Z2),
3. Vx(fY) = fVx(Y) + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M), que é o anel das fungdes reais de classe C*
definidas em M, é o que chamamos de Conexao Afim em uma Variedade diferenciével
M. A imagem VxY é chamada a derivada covariante de Y na diregao de X.

A proposicao seguinte vem como uma segunda definicao da derivada covariante
de um campo vetorial.

Proposicao 1.4 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

| v

diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial =

ao longo de c, denominado

deriwada covariante de V ao longo de c, tal que
D DV | DW

2. B(fv) = ‘;—];V + fEY, onde V é um campo de vetores ao longo de ¢ e f ¢ uma

fungao diferencidvel em I.

3. Se V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e., V(t) = Y(c(t)), entao
G =VaY.

Prova. Seja x: U C R — M um sistema de coordenadas com ¢(I) Nx(U) # 0 e seja
(x1(t), xo(t), ..., xn(t)) a expressao local de ¢(t), t € I. Seja X; = 8?:1-‘ Entao podemos
expressar o campo V localmente como

V= Zvaj, j=1..n,
J

onde v/ = vi(t) e X; = X;(c(t)). Defina 22 e x(U) por

DV dv; dx;
1) =—— = X ¢
(1) dt - dt it — dt

27‘7

UjVXin.

¢ imediato verificar que (1) possui as propriedades desejadas. =
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Dizemos que um campo de vetores é paralelo se sua derivada covariante é zero.

Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V e uma métrica (, ).
Dizemos que a conexao é compativel com a métrica se para toda curva diferenciavel c
e pares de campos de vetores paralelos P e P’ tivermos que ao longo da curva c,

(P, P") = constante.
A seguir veremos um modo mais pratico de verificar se uma conexao afim é

compativel com a métrica da variedade.

Proposicao 1.5 Seja M uma variedade Riemanniana. uma conexao V em M é com-
pativel com a métrica se e so se para todo par V e W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DW

Prova. Ver (3, cap.2| =

Corolario 1.6 Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se e so se, para todo X,Y,Z € X (M) temos

X (Y, 2) = (VxY, Z) + (Y, VxZ).

Prova. Suponhamos que V é compativel com a métrica. Sejap € M esejac: [ — M
uma curva diferenciével com c(to) = p, to € I, e com %|,_, = X(p). Entédo

d
X(p) <Y7 Z> = % <Y7 Z) ‘t=to = <vXpY7 Z>p + <Y, VX(p)Z>

p

A reciproca é 6bvia. m
Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é simétrica quando

VY —VyX = XY —YX,VX,Y € X(M).

A conexao simétrica e compativel com a métrica da variedade Riemanniana é
chamada de conexao Levi-Civita ou ainda, conexao Riemanniana. Mostraremos agora
que uma conexao Riemanniana é tnica.

Teorema 1.7 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica

conexao afim V em M que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Prova. Suponhamos a existéncia de uma tal conexao V. Entao

1) X(Y,Z) = (VyY,Z)+(Y,VxZ),
2) Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX),
(3) Z(X,Y) = (VzX,Y)+(X,VY).



11

Somando (1) e (2) e subtraindo (3), obtemos, usando a simetria da conexao V, que

XY, 2V +Y (2, X)—Z(X,Y) = ([X,Z],Y)+ (Y, 2], X) + ([X,Y], Z) + 2 (Z,Vy X).

Portanto,

(4) (Z,VyX) = X (Y, 204V (Z,X)~ 2 (X, V) ~([X, 2], V) (Y, 2], X)~{[X. Y], 2)).

A expressao (4) mostra que a conexao V estd univocamente determinada pela
métrica, portanto, caso exista, ela serd unica. Para mostrar a existéncia defina V por
(4). =

A partir de agora faremos um breve estudo das nocoes de Grupos de Lie e Algebra
de Lie. Mostraremos que a esfera S™ é um grupo de Lie e que o espago vetorial dos
campos O™ tangentes a variedade diferenciavel M é uma Algebra de Lie.

Consideraremos nesta parte do nosso estudo variedades diferenciaveis de Haus-
dorff e com base enumeravel.

Um grupo de Lie é uma variedade G com uma estrutura de grupo de tal modo
que as aplicacoes
GxG — G e G — G

(z,y) — -y r — 27!

sao diferencidveis.

Exemplo 4 S3 = {p € R%;|p| = 1} € um grupo de Lie. Para mostrar isto, considere-

mos o conjunto dos quatérnios
Q={g=a+bi+cj+dk},

que € isomorfo a R* e onde 1, j, k se multiplicam sequndo a tabela

v | g |k
1| -1 k| -
Jj|-k|-1| 1
k{71 -1]-1
Definamos
p: QxQ — Q Yv: Q — Q
(¢.4) = a-¢ q¢ = q°
onde
a—bi—cj—dk

. . . I /- / - U -1 _
=a+bit+cj+dk,g =a+bit+cj+dk e q T2t t+et a2

1

Claramente ¢ e Y sao diferencidveis e observemos que o denominador em ¢~ nao se

anula, pois |q| = 1. Desta forma, suas restrigoes a S* tém imagens em S3.
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Uma &lgebra de Lie é um espago vetorial G, com uma operagao bilinear [ | | :
G x G — @, satisfazendo

(i) [X,Y]= -V, X]
() [[X,Y],Z]+ Y, Z],X]|+ [[Z, X],Y]| =0, para todo X,Y,Z em G.

Exemplo 5 Seja X (M) o espago vetorial dos campos C* tangentes a M, onde M é
uma variedade diferencidvel e seja f : M — R de classe C™ tal que para X,Y € X (M),
definimos [ X,Y] como o campo
[X,Y](f) = XY (f) = YX(f).
Com esta operagao X (M) é uma dlgebra de Lie. De fato, o primeiro item da
defini¢ao € imediato e para verificar o item (ii) basta observar que, por um lado temos
[X,Y],Z|= XY -YX, Z|=XYZ-YXZ-ZXY+7ZYX

e, por outro lado,

(X, [V, Z]+[Y, |2, X)) = XY Z~XZY -YZX+ZYX+YZX -YXZ~ZXY + X ZY.

Como os sequndos membros das expressoes acima sao iguais, usando o item (i) con-

cluimos (ii).

1.2 Formas Diferenciais em R"

O objetivo desta secao é nos dar as ferramentas necessarias para podermos, na
proxima secao, estabelecer as Equacoes de Estrutura do espacgo euclideano R™ e depois
disso, no capitulo 2, poderemos encontrar as Equacoes de Estrutura da esfera S?. Es-
tudaremos as formas diferenciais com todas as suas propriedades.

Para fixar idéias trabalharemos inicialmente com o espaco tridimensional R3.

Definimos o espago dual do espago tangente a R* em p como o conjunto (7,R3)*
das aplicagoes lineares

¢ : T,R* = R.

Temos que {dzy,dry,drs} ¢ uma base do espago dual (T,R*)*, onde z; : R* — R
¢ a aplica¢do que assume em cada ponto sua i-ésima coordenada. Para (e;),i = 1,2, 3,

(dxi)(e;) = a—x] = 0ij.
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Uma aplicagdo w que associa a cada p € R* um elemento w(p) € (T,R*)* é uma
forma diferencial de grau 1 em R3. Podemos escrever

3

w(p) = Z a;(p)d;,

i=1

onde a; é uma funcao real diferenciavel em R?® para todo i = 1,2, 3.
Seja A*(T,R?)* o conjunto das aplicacdes
¢ : T,R* x T,R* - R
que sao bilineares e alternadas.

Quando ¢; e py pertencem a (7,R3)*, podemos obter um elemento 1 A g €
N (T,R?)* fazendo

(1 A p2)(v1,v2) = 1 (v1)p2(va) — @a(v1)p1(v2) = det(pi(vy)).

Uma correspondéncia w que associa a cada p € R® um elemento w(p) € A\*(T,R?)*
¢ uma forma diferencial de grau 2 em R3; w pode ser escrito na forma

1<J

onde a;; sao fungoes reais diferencidveis.
Agora nos generalizaremos a nocao de forma diferencial para o espaco R™.

Seja p € R™, T,R™ o espaco tangente a R™ em p e (T,R")* seu espago dual. Seja
ainda \"(T,R™)* o conjunto de todas as aplicacoes alternadas k-lineares do tipo

o : T,R" x ... xT,R" = R.

w
kvezes

Dados ¢1,...,¢r € (T,R")* nés podemos obter um elemento ¢3 A pa A ... A gy de
N (T,R")* fazendo

(901 A P2 ANA QOk)('Ul,UQ, s 7Uk) = det(gpl(vj)% 27] = 17 e 'Jk'

A seguir estabeleceremos uma base para o conjunto A" (T,R")*.

Proposicao 1.8 O conjunto

{(dl’“/\/\dl’%),ll<’l2<<’lk} com ije{l,...,n}

¢ base para \*(T,R™)*.
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Prova. Os elementos do conjunto sao linearmente independentes. De fato, se

Z ail--.’ikdxil VANPIRA dek = O7

11 <t2<...<ig

¢ aplicado a (ej,,...,€;), j1 < ... <Jk, Ji €{1,...,n}, nos obtemos
Z ail...ikdxil VANIRAN d.szk (ejl, e 7€jk> = ailmik = 0
11 <12<...<ip
Agora mostraremos que, se [ € /\k(TpR”)*, entao f € uma combinagao linear da forma

Z ail_“ikdxil AN d.]?lk

11 <t2<...<ig

Para isto, fagamos

9= D Jleneep)dvy A Ada,.

11 <12<...<ip

Note que g € A*(T,R™)* e que

g(ejlv SR 7€jk) = f(€j17 SR ejk)v
para todo iy, ..., Segue que f = g. Fazendo f(ej,,...,ej) = a;,.4, concluimos a
demonstracao. m

Uma k-forma diferencial em R™ é uma aplicacao w que associa a cada p € R™ um
elemento w(p) € A*(T,R")*. Podemos escrever w na forma

w(p) = Z @iy iy (P)dziy A o ANdxy,, iy € {1, .. n},

11 <i2<...<ig

onde a;, 4, sao funcoes reais diferenciaveis em R".

Definicao 1.9 Sejam w e ¢ duas k-formas diferenciais em R™ dadas por

w = Za;dm;, Y= Zbldaq.
I I

Definimos sua soma por

w+p= Z(al + by)dzx;.
I

Se w € uma k-forma e ¢ € uma s-forma, o produto exterior w Ay € a s+ k-forma

dada por

w/\gozz:aIdexIAde,com
1J
W = Z(I[dxj, I:{il,...,’ik}, 1 <...<i,
Y = ZdexJ7 J:{j17"'7j8}7 .]1<<.]S
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O produto exterior de formas diferenciais em R" possui as seguintes propriedades.

Proposicao 1.10 Sejam w uma k — forma, ¢ uma s — forma e ¥ uma r — forma.
Entao:

a) (WAe)ANI=wA(pAD),
b) (wAp)=(-1)"(pAw),
c) wA(p+1)=wAhp+wAd, ser =s.

Prova. Provaremos o item b). Sejam

W= Za[dﬂfb 1= (il, ...,ik), 1 < ... <1,

o= bydry, J=(ji,fs) J1 <. <Js

Entao

w/\(p = ZLJ(]J[bjdl’il /\/\dIZk /\dl’jl /\/\dﬂfjs
= > rsbsar(=1)dzy A ANdai_ Ndzg, Ndxg, AN dxg,
= ZI,J bJCL[<—1)kd[L’j1 VAN dl’il VANRTAAN d[EZk A dsz VARRTIVAN d(L’js.

Como J tem s elementos, nos obtemos repetindo o argumento anterior para cada dz;,,
jf € J7

wAp= ijaf(—l)ksdle Ao Ndzj, Adxgy A Ndag, = (—1)Pp Aw.
I

Seja f : R® — R™ uma aplicacao diferenciavel. Entao f induz uma aplicagao f*
que leva k-formas em R™ em k-formas em R" definida como segue. Seja w uma k-forma
em R™. Por definicao, f*w é a k-forma em R"™ dada por

(frw)(P) (w1, -y vn) = w(f (P))(dfp(v1), s dfp(vr)).
A préxima proposicao estabelece algumas propriedades de f*.

Proposicao 1.11 Sejam f : R® — R™ wuma aplicacao diferencidvel, w e ¢ k-formas

sobre R™. Entao

a) fr(w+e)=fwt f,

b) f*(gw) = f*(9)f*(w); g : R™ — R uma 0-forma em R™.

c) Se p1, ...,k sao 1-formas em R™, f*(o1 A .. Apr) = [*(01) Ao A f*(or).

d) ff(wAe)=(fwA(f ).
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e) (fog)'w=g"(f*w), onde g : RP — R™ é uma aplica¢ao diferencidvel.

Prova.
a) f*(w+e) @) (v, vr) = (W + @) (f(P)(dfp(v1), s dfp(vr)) = (f*w)(p)(v1, ...y vx) +
(f* )(p)(Ub“ ) (fw+f @)(Ulv'ka)'
b) f* (gw)( J(V1y ey vg) = (gw)<f(p))(dfpvu~-~,dfpvk> = (go f)p)ffwp)(vy,...;v) =
*g(p) frw(p)(v1, ..., Vi)

c)
= det(gi(df (v)))) = det( %(%))
= (f*gpl/\/\f*@ )(1)17" Uk;)-

d) Tomando (y1,...,ym) = ([r(T1, e, Tpn)s ey (21, oy 2p)) € R (21, ..., 2,) € R,
w=Y ;ardyr,¢ =Y ;bydy;, obtemos

flwone) = (32, arbsdyr A dy,)
= ZIJaI(flu'-'7fm)bJ<f17"‘7fm)de/\dfj)
= Zlal(fla'“afm)dff/\ZJbJ(fla'-'afm)de)
= (fro)n (o)

(fog)w = Yrar((fog)..(feg)m)d((fog))
= ZI al(fl(gla ~--7gn)7 (ERE) fm(gla "'>gn))df1(dglv ceey dgn)
= g (f'w).
u
Seja g : R" — R uma fungao diferenciavel. Temos que g é uma 0-forma. A
diferencial de g dada por

9]

Z ol
é uma 1-forma. A seguir definiremos uma operagéo que leva k-formas em (k-+1)-formas.
Defini¢ao 1.12 Seja w = ) ardx; uma k-forma em R™. A diferencial exterior dw de
w € definida por

dw = Z dar N dxg.
I
Apresentaremos agora algumas propriedades da diferenciagao exterior.

Proposicao 1.13 a) d(w; + wy) = dwy + dws, onde wy e ws sao k-formas.
b) dwAp)=dwA @+ (=1)*w Adp, onde w é uma k-forma e p é uma s-forma.
c) d(dw) = d’w = 0.

d) d(f*w) = f*(dw), onde w é uma k-forma em R™ e f : R™ — R™ é uma aplicagdo

diferencidvel.

Prova. Ver [4,cap.1| =
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1.3 Equacoes de Estrutura no espaco Euclideano R”

O objetivo desta se¢ao é encontra as Equagoes de Estrutura de R”. Faremos tam-
bém um breve estudo da geometria de uma superficie em R? utilizando um referencial,
as formas duais e formas de conexao da superficie em R3.

Consideremos U C R™ um conjunto aberto e sejam ey, ..., e, campos vetoriais
diferenciaveis tais que para cada p € U,

1, se 1 =3
0, se 1#].

Dizemos que o conjunto formado por tais campos de vetores é um referecial mdvel
ortonormal.

< €i, €5 >= (5@' = {

Dado um referencial moével {e;},i = 1,...,n, o conjunto das 1-formas diferenciais
w; tais que w;(ej) = 0;;,7 = 1,...,n é, para cada ponto p, a base dual de {(e;),} e o
denominamos coreferencial associado a {e;}.

Como definimos acima, cada campo vetorial
e, :UCR"—R"
é uma aplicagao diferenciavel. A diferencial em p € U,

(de;), : R" — R",

é uma aplicacao linear. Desta forma, para cada p e cada v € R" podemos escrever
(de;),(v) em funcao dos proprios campos e; como

(dei)p(v) = Z(Wij)p(v)ej'
J
Os coeficientes (wj;),(v) dependem linearmente de v, pois fazendo o produto interno
com e; em ambos os membros da igualdade acima, obtemos

((deg)p(v), €5) = (wij)p(v).
Entao (wj;), é uma forma linear em R", j4 que é uma aplicacdo que associa a cada

v € R" um elemento (w;;),(v) € R e, como e; é um campo vetorial diferenciavel, w;; é
uma 1-forma diferencial.

As n? formas w;; sao chamadas formas de conexao de R™ no referencial movel
{e;} e elas s@o anti-simétricas nos indices i,j. De fato, se nos diferenciarmos

<ei7 €j> = 6Zj7

obtemos

0= <d€i, €j> + <€i7 d@j) = Wiy + Wji,
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ou seja, wi; = —Wj;.

Apresentaremos agora as equacoes estruturais de Elie Cartan que estabelecem
uma relacao entre as formas w; e w;;.

Teorema 1.14 Sejam {e;} um referencial movel em um conjunto aberto U C R", {w;}
o coreferencial associado a {e;} e w;; as formas de conexdo de U no referencial {e;}.

Entao

dwij = D Wik AW,

dw; = >, wp A wg,
(*){ g

i k=1,...n k#i57.
Prova. Ver [4, cap.5| =

Definicao 1.15 Seja f : M™ — R™™* uma imersao de uma variedade diferencidvel
M™ sobre o espaco euclideano R . Como toda imersao é localmente um merqulho,

temos que para p € M existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restrigao

flUc M —R"

¢ um mergulho. Seja V- C R™* uma vizinhanga de f(p) em R™* tais que VN M =
f(U). Assuma que V é tal que existe um referencial movel {eq, ..., €n,eni1,...,€4}
em V tal que quando restrita a f(U), os vetores ey,...,e, sio tangentes a f(U).

Chamamos um tal referencial de referencial adaptado.

Ao referencial {e;} em V na defini¢do anterior temos associado as formas coref-
erenciais w; e as formas de conexao w;; como no caso anterior.
Uma outra relagao entre formas é dada pelo seguinte lema de Cartan.

Lema 1.1 (Lema de Cartan) Seja V™ um espago vetorial de dimensao n, e sejam
Wiy ..., wp VP —= Ror < n, formas lineares em V que sao linearmente independentes.

Assuma que existem formas 6y, ...,0, : V — R tais que Y ;_, wi A 6; = 0. Entdo
01‘ = Z(lijw]', com Qg = Q.
J
Prova. Ver [4, cap.5| =

Vamos aplicar o método dos referenciais méveis para o caso de superficies no es-
paco euclideano R? e assim determinar a curvatura Gaussiana da superficie em termos
deste referencial.
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Seja f : M? — R3 uma imersdo de uma variedade bidimensional em R3. Para
cada ponto p € M?, um produto interno {, >p estd definido em 7, M pela regra

(v1,v2), = (dfp(v1), dfp(v2)) -

Assim, M? ¢ uma variedade Riemanniana com a métrica induzida pela imersao f.

Sejam U C M uma vizinhanca de p tal que a restricdo f|y é um mergulho e
V' C R3 uma vizinhanga de f(p) em R3 tal que V N f(M) = f(U), e que é possivel
escolher em V um referencial adaptado ej, e, e3. Associado ao referencial {e;} em
V, temos os coreferenciais w; e as formas de conexao w;; satisfazendo as Equacoes de
Estrutura (x):

A imersdo f: U C M — V C R® induz formas f*(w;), f*(wy;) em U. Como f*
comuta com d e A, tais formas satisfazem as Equagoes de Estrutura. Temos que

[ (ws)(v) = w3(df (v)) = ws(arer + azez) =0,

onde v = aje; + agey, para todo ¢ € U e v € T,;M. Com um certo abuso de notacao,
escreveremos

fr(wi) = w;i
[ (wij) = wij.
Isto nos possibilita olhar para U como um subconjunto de R3 pela inclusao f : U — R3.
Estas formas diferenciais satisfazem as equacoes anteriores acrescentando que ws = 0.
Como w3 = 0,
dwg =wi Awiz + w2 Awez = O,

dai pelo lemma de Cartan

wiz = hyjwy + hsws

waz = hoiwy + hosws,
onde h;; = hj; sao funcoes diferenciaveis em U. Temos que (h;;) é a matriz de des :
U C M — S? na base {e1,e2}. A matriz (h;;) é simétrica, portanto a diferencial deg é
uma aplicacao linear, logo pode ser diagonalizada com autovalores A, Ay e autovetores
ortogonais. Assim, podemos definir a curvatura Gaussiana da superficie M em p por

K= d€t<hl]) = )\1)\2 = hnhQQ — h%z

e a curvatura média H de M em p por

1 AL+ A h h
H = tr(hy;) = 1+ A2 At 2
2 2 2

As expressoes de K e H podem ser obtidas por meio do referencial movel:

Lema 1.2 1 wiz Awss = Kwi A ws.

2 wig Awo +wi Awesg = 2Hwq A ws.
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Prova. Vamos encontrar a matriz do operador forma da supericie M, S(v) = =V, E3,
onde F3 é o campo vetorial normal a superficie M. Seja {Ey, F, F3} um referencial
adaptado & superficie M. Temos

S(E1) =—Vpg E3 = —w31(E1)E1 - w32(E1)E2

S(EQ) = —VE2E3 = —wgl(EQ)El — (.U32(E2>E2.
Entao a matriz de S é dada por

(o) )

Assim,
wiz A W23(E1, Ez) = w13(E1)w23(E2) - wls(Ez)w23(E1) = detS = K.
(Wis A wa + w1 Awaz)(Er, Ey) = wig(Fr)wa(Ea) + wi(F)was(Es)
= wi3(Ey) + wes(Es)
= 2H.
|

Corolario 1.16 dwis = —Kw; A ws.

Prova.
dwi2(Er, Ey) = (w13 Awsa)(Er, Bs) = K.

COI‘OléI'iO ]_.17 K = E2 [u)lg(El)] — E1 [wlz(EQ)] — W12(E1) — W12<E2>.

Prova. Temos que
wig = f1U1 + fovs,

onde f; = wia(E;) para ¢ = 1,2. Entao

dwlg = df1 N 791 —+ dfg A 192 + f1d191 + fgdﬁg
= df1 N 191 —+ dfz A 792 + flwlg N 192 + f2w21 A\ 191.

Agora, como ¥;(E;) = d;j, obtemos

dwiz(Er, Ey) = —df1(Es) + dfa(Er) + fiwiz(Er) — fowar (Es).

Dali,
—K = —Ey[f1] + Erlfo] + fiwi2(Ey) + fowra(E2),

de onde segue o resultado. =
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1.4 Geodésicas de S

Nesta segao, veremos algumas propriedades das geodésicas, além do teorema que
garante que as geodésicas da esfera S" sao os grandes circulos, que sao as intersegoes
da esfera com planos passando pela origem.

Seja M uma variedade Riemanniana munida de uma conexao Riemanniana V.
Uma curva parametrizada v : I — M tal que

D  dv
Z(Ch=0
dt " dt
no ponto tg € I é chamada uma geodésica de M em ty,. Se 7 é uma geodésica em t
para todo t, dizemos que v é uma geodésica.

Para uma geodésica v, temos que
d /dy dy _o Ddy dv _0
dt \dt' dt/ “\dtdt'dt/)
Portanto, o comprimento do vetor tangente ‘fl—;’ de uma geodésica v é constante.

O teorema abaixo garante a existéncia e a unicidade das geodésicas.

Teorema 1.18 Seja M uma variedade com uma conexao V. Para todo p € M,V €
T,M ety € R, existe um intervalo aberto I C R contendo ty e uma unica geodésica
v : I — M satisfazendo (to) = p, ¥ (to) = V.

Prova. Ver |9, cap.4| m

Exemplo 6 Seja M C R™* uma subvariedade com conexio Riemanniana V. Se V é

a conexdo de R" para uma curva ¢ sobre M temos

/! v / <~ /
d(t) = pre (t) = Vepd(t).
Como

Vc’(t) c (t) = (Vcl(t) c (t) ) L ,

temos que as geodésicas da subvariedade M sao as curvas com vetor acelera¢ao normal.

As geodésicas do espaco euclideano R™ sao as retas parametrizadas com velocidade

constante. De fato,

D,

P (t)=0<"(t) =0< c(t) = xo + to.
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A seguir classificaremos as geodésicas da esfera S™.

Teorema 1.19 As geodésicas sobre S}, sao precisamente os "grandes circulos " (intersegoes
de S}, com planos bidimensionais passando pela origem), com parametrizagoes com ve-

locidade constante.

Prova. Consideremos uma geodésica

() = (@'(t), ..., 2" (1))

comegando no poélo norte N cuja velocidade inicial V ¢ um multiplo de 9/0x". E
intuitivamente evidente por simetria que esta geodésica deve manter-se ao longo do
meridiano

2= =2"=0.

Para uma prova rigorosa disto, suponha o contrario; isto é, suponha que existe um %y
tal que z'(ty) # 0 para algum 2 <4 < n. A aplicacdo linear

©: Rn+1 N Rn—l—l

levando 2 a —2° e fixando as outras coordenadas é uma isometria da esfera que fixa
N =~(0) e V =1+/(0), e portanto leva y a . Mas

o(v(to)) # v(to),

o que é uma contradigao.

Como geodésicas tém velocidade constante, a geodésica com ponto inicial N e ve-
locidade inicial /0" deve portanto ser um circulo onde S% intersecta (z', z"™!)-plano,
com uma parametrizacao constante. Como existe uma aplicacao ortogonal levando
qualquer outro ponto a N e qualquer outro vetor inicial levando a uma dessas formas,
e ja que aplicagoes ortogonais leva planos passando pela origem em planos passando
pela origem, segue que as geodésicas sobre Sp sao as intersecgoes de Sj; com planos
bidimensionais passando pela origem. m

Definicao 1.20 N € dito ser uma cobertura da variedade M com aplicacao cobertura
© se @ € sobrejetora, N € conexa e se cada p € M tem uma vizinhanc¢a conexa U tal

que
e (U) = U,

uma uniao de componentes abertas U, com a propriedade que a restricao de p a U, €
um difeomorfismo sobre U. Um difeomorfismo h : M — M ¢é dito ser uma transfor-

mag¢ao cobertura se ¢ o h = .

Seja ¢ : R? — T? a cobertura padrao dada por

o(x1,22) = (exp(2mizy ), exp(2mixs)).
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Considere o espaco euclideano R? com a métrica Riemanniana usual. Como as trans-
formacoes cobertura sao translacoes, elas sao isometrias de R?. Segue que podemos
definir sobre o toro 7% uma métrica Riemanniana que faz a projecao ¢ uma isometria
local, siginificando que ¢, é uma isometria de cada espago tangente T,R? sobre T@(p)TQ.
Com esta métrica a isometria de 72 é localmente equivalente & geometria de R2. Como
uma isometria local leva geodésicas em geodésicas, temos que as imagens das retas de
R? sobre T2 sao geodésicas de T2.

Um campo vetorial V ao longo de uma curva « é dito ser paralelo ao longo de ~
se D,V = 0. Logo, podemos caracterizar uma geodésica como uma curva cujo campo
vetorial velocidade é paralelo ao longo da curva.

Um campo vetorial sobre uma variedade M ¢ dito ser paralelo se ele ¢ paralelo ao
longo de toda curva em M, ou seja, se VV =0, onde V é a conexao da variedade M.

Seja v : I — M uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, em
uma variedade Riemanniana M, definimos a curvatura geodésica k, de 7 pela igualdade

,_)/// — ng7

onde N é o campo vetorial normal principal obtido quando rotacionamos 90° a curva
/

v
Com base nesta defini¢ao concluimos que a fungao curvatura geodésica k, é iden-
ticamente nula se, e somente se a curva v é uma geodésica.

Observe que se f : M — M ¢é uma imersao entre variedades Riemannianas e ~
¢ uma curva em M, entao v tem duas curvaturas geodésicas distintas: sua curvatura
intrinseca, como uma curva em M e sua curvatura extrinsica como uma curva em M.

1.5 Curvaturas

O objetivo desta secao é mostrar que variedades Riemannianas completas e com
curvatura seccional constante sao isométricas aos espacos, denominados espacos mod-
elos, R", S* e H". Também veremos que a curvatura seccional da esfera unitaria S° é
1, fato que serd muito usado nos proximos capitulos.

Seja M uma variedade Riemanniana. A curvatura R de M é uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X,Y)Z =VyVxZ —=V;NyZ+VixyZ,Z € X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes propriedades:

(i) R é bilinear em X' (M) x X(M), isto é, para f,g € D(M), X1, Xo,Y1,Ys € X (M),
temos

R(fX1 +9X2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X,, Y1),
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R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1, Y2).

(ii) Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y): X(M) — X(M) é
linear, isto é, para f € D(M), Z,W € X(M), temos

R(X,Y)(Z+ W)= R(X,Y)(Z) + RX,Y)(W) e R(X,Y)fZ = fR(X.Y)Z,
Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,,M o nimero real

K(z,y), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o
em p e ¢ dada por

K(z,y) = —<R|(ff§|c£ &

)

onde

2 2 12 2
2 Ayl =/l lyf? — (2,)
é a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores x,y € o.

Lema 1.3 Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear R' - T,M x T,M x T,M — T,M por

<R,(X7Y1W)7Z> = <X7 W> <Y7 Z> - <Y, W> <X’ Z>7

para todo X,Y,Z, W &€ T,M. Entao M tem curvatura seccional constante se e so se
R = K,R', onde R ¢ a curvatura de M.

Prova. Ver [3, cap.4| m

Cada uma das variedades R" e S% tem um grupo de isometria que atua tran-
sitivamente sobre referenciais ortonormais, logo eles sao homogéneos e portanto sao
geometricamente os mesmos em todo ponto. KEsse mesmo grupo de isometrias atua
transitivamente sobre planos bidimensionais no espaco tangente as variedades, dai cada
um deles tém curvatura seccional constante no sentido que as curvaturas seccionais sao
as mesmas para todos os planos bidimensionais em todos os pontos.

Vamos agora calcular as curvaturas seccionais dos espagos citados acima.

(i) O Espago Euclideano R". Como cada subespago bidimensional de R" é um
plano cuja curvatura Gaussiana é zero, entao a curvatura seccional de R™ é zero.
Analiticamente, basta observarmos que o tensor curvatura do espaco euclideano
R™ é zero. De fato, indicando por Z = (z1,...,2,) as componentes do campo Z
nas coordenadas naturais do R", obtemos

VxZ=(Xz,...,Xz,).

Segue que
VYVXZ = (YXZl, ce ,YXZn).
Logo,
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vixy)Z = 0.
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(ii) A Esfera S%. Se p ¢ um ponto de S}, entéo as geodésicas passando por p tangentes
a um plano o em T,(S%) sdo grandes circulos e formam uma 2-esfera de raio R.

Como a curvatura Gaussiana dessa 2-esfera é dada por % e a curvatura seccional

K (o) ¢é igual a curvatura Gaussiana de S% em p, entdao S% tem curvatura sec-

cional constante igual a %.

Teorema 1.21 Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, simples-
mente conexa com curvatura seccional constante C. Entao M € isométrica a um dos

espacos: R™, S™, ou H".

Prova. Ver |9, cap.11] m

Definicao 1.22 Uma variedade Riemanniana é dita ser rasa se € localmente isométrica
ao espaco euclideano, isto €, se todo ponto tem uma vizinhanca que € isométrica a um

congunto aberto de R™ com sua métrica euclideana.

Teorema 1.23 Uma variedade Riemanniana € rasa se, e somente se, seu tensor cur-

vatura € identicamente nulo.

Prova. Ver |9, cap.7| =

1.6 A Aplicacao Hopf

O objetivo desta secao é definir o Toro Hopf. Aqui, veremos que este toro é a
imagem inversa pela aplicacaio Hopf de uma curva fechada em S?(4).

Identifiquemos a esfera S? com CU {oo}, onde o pdlo norte de S? corresponde ao
00, por meio da projecao estereografica

o: S*—{(0,0,1)} — CU{oc}

(a.b0)  — (3%1%)

tal que
cl: CU{xc} — 5?2 —{(0,0,1)}

2z 2y z24y?—1
(I?y) (x2+y2+171.2+y2+17x2+y2+1).

Temos que S? = C U {oo} tem um atlas C™ consistindo de duas aplicagoes:

fi:C—-C e f,:C—-{0}U{c0} —C,

onde f; é a identidade em C e
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1
2, se z# 00

Y

fQ(Z):{O, se z=00

~1).

Seja agora
{(z1,22) € C x C ’f21|2 + ‘22’2

S* =

Entao a Aplicacao Hopf é dada por
T S - 2
(21, 22) — 'z—;

tal que 2 zl =00 se 29 = 0.

A aplicagao Hopf é claramente C'* sobre o conjunto no qual 2o # 0 e também

sobre o conjunto onde z; # 0.

A imagem inversa 7 '(2,) de qualquer ponto z; € C ¢é

7 (20) = {(21,22) € S%; 21 = 2,22}

Fazendo z; = x; +4y; para j = 0,1, 2 podemos escrever

W_I(Zo) = {(21,y1,72,92) € S%xy = Toy — Yoo € Y1 = Toys + T2Yo},
que ¢ a intersecgao de S® com dois hiperplanos passando pela origem. Entao 7 !(z,) é
um grande circulo. Além disso, 71 (00) = {(z1, 22) € 5% 25 = 0} é também um grande
circulo.

Consideremos a aplicagao ortogonal

f:8*=CuU{o0} — S?=CU{o0}

definida por
az+b

f(z) = Pt
Normalizando f para

que é um-a-um e tem no maximo um poélo de ordem < 1

ad — bc = 1, ela sera ortogonal se e s6 se

B>+l =1
(az; + bzo, ¢z + dzo) é uma isometria de S3 C C x C

Nestas condigoes, g(z1, 22)
Agora, para qualquer conjunto X C S? temos que
(z1,22) €T HfHX)) & (21,22) € S* e 7(g(21,2)) € X.

Entao 771 (f~1(X)) = g (7~ }(X)), ou seja substituindo X por um conjunto isométrico
a ele em S? nos encontramos 7 (X) C S3 sobre uma isometria de S*. Em particular,



27

para encontrar 7 1(X) para ¥ C S? um circulo devemos assumir que Y é paralelo
ao plano-xy, tal que a projecao estereografica de ¥ em C é exatamente um circulo
{z : |z| = R}. Entéo

21
22

7 {z: 12l = RY) ={(z1,20) : o) |l =1 e

={(21,22) : || = ViR e || = ﬁ}

— R}

que ¢é exatamente o Toro Produto.
Vamos denotar por

TS — S?(4)

a aplicacao Hopf de S® sobre a esfera de curvatura 4 e seja 7 uma curva em S?(4) com
curvatura k. Entdo a imagem inversa M = 7~ '(¥) ¢ uma superficie rasa em S com
curvatura média H = %27 e chama-se o cilindro Hopf sobre 7. Em particular, se 7 é
fechada, entao M é difeomorfa ao Toro e chama-se Toro Hopf sobre 7. O cilindro Hopf
sobre uma geodésica em S%(4) é o Toro de Clifford (minfmo).

1.7 As Equacoes de Gauss e Codazzi

Seja f : M — M uma imersao de uma variedade diferenciavel M de dimensio n
em uma variedade Riemanniana M de dimensdo k = n + m, que chamaremos as vezes
de espaco ambiente. A métrica Riemanniana de M induz uma métrica Riemanniana
em M definida por

(v1,v2) = (dfp(v1), dfp(v2)) -

Desta forma, f passa a ser uma imersao isométrica de M em M. Como nossas consid-
eracoes sao locais e toda imersao é localmente um mergulho, podemos assumir que M
¢ um variedade Riemanniana mergulhada.

Em cada ponto p € M o espaco tangente ambiente 7, pM decompoe-se como uma
soma direta ortogonal
TPM =T,M® (TpM)J_>
onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M.

A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sao campos locais
em M, nés podemos extendé-los a campos vetoriais sobre M aplicando o operador

devivada covariante V, e entao decompor em pontos de M para obter,

VxY = (V) 4+ (VxY)*t

Definimos a Segunda Forma Fundamental de M como sendo a aplica¢ao de X (M) x
X (M) dada por
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II(X,Y):= (VxY)F,

onde X,Y sao extensoes arbitrarias a a M.

O seguinte teorema mostra que o termo tangencial na decomposicao de V é VY.
Portanto, podemos dizer que a segunda forma fundamental mede a diferenga entre a
conexao Riemanniana intrinseca sobre M e a conexao Riemanniana ambiente sobre M.

Teorema 1.24 (A Formula de Gauss) Se X,Y € X(M) sao extensées arbitrdrias a
campos vetoriais a M, a sequinte formula vale ao longo de M:

VxY =VxY + II(X,Y).
Prova. Ver [3,cap.6] m

Lema 1.4 A sequnda forma fundamental é

(a) independente das extensoes de X e Y;
(b) bilinear sobre C*(M);
(c) simétrica em X e Y.

Prova. Ver [9,cap.8| m

Um conceito que seré bastante explorado neste trabalho é o seguinte.

Definicao 1.25 Uma imersio f : M — M € geodésica em p € M se para todo

¢ e (T,M)* a sequnda forma fundamental II; € identicamente nula em p.

Veremos agora que a segunda forma fundamental também pode ser expressa em
termos da derivada covariante de campos vetoriais normais.

Lema 1.5 (A Equagio de Weingarten)Suponha X, Y € X(M) e £ € (T,M)*. Quando

X, Y€ sao extendidas arbitrariamente a M, a sequinte equacdo vale em pontos de M:

Prova. Como (£,Y) =0 ao longo de M e X ¢ tangente a M, temos

0 =X(Y) B
= (Vx&Y) +(VxY)
= (Vx&Y) +(VxY +II(X,Y))
= (Vx&,Y) +{(&I1(X,Y)).
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Teorema 1.26 (A Equacdo de Gauss)Para quaisquer X,Y,Z, W € T,M, a segquinte

equagao vale:

(RIX,Y)Z,W) =(R(X,Y)Z,W) = (II(X,W), II(Y, Z)) + (II(X, Z), IIY,W)) .
Prova. Ver [3,cap.6] m

Seja M uma superficie suave e conexa em uma variedade Riemanniana de cur-
vatura constante e considere £ o campo vetorial unitario normal a M. O operador forma
Se: X(M) — X (M) de M é dado por

(§II(X,Y)) = (S(X),Y), VXY eX(M).
Da equagao de Weingarten temos que
(Vx€,Y) = —((II(X,Y)) = — (S(X),Y),
de onde segue a igualdade

Vxé = —5(X).

O operador forma S¢ ¢ o negativo da derivada da aplicagao normal de Gauss.
Como ¢é simétrica, a matriz do operador S¢, quando diagonalizada, apresenta como
autovalores as curvaturas principais da superficie.

Parap € M e ¢ € (T,M)* podemos tomar uma base ortonormal {e;, e} de T, M
para a qual S, é diagonal, ou seja, S¢(e;) = A\;e; onde \; é autovalor de S. Assim,

<§,II(€i7ej)> = <S(ei)7ej> - { ())\7“ ii z ;;

Entao segue da equagao de Gauss que

K(ei,ej) — K(ei, ej) = )\2)\]

Como K = ¢, a curvatura Gaussiana K é dada pela féormula

K:C—F)\i)\j:C‘i‘detS

e a curvatura média é H = %trS. O determinante de S é chamado a curvatura Gauss-
Kronecker de M e é denotado por k..

Uma imersio f : M — M é minima se para todo p € M e todo & € (T,M)*
tem-se que o trago do operador forma S¢ é zero.

Proposicao 1.27 (A Equagao de Codazzi)

(R(X,Y)Z,&) = (Vy II)(X, Z,§) = (VxID(Y, Z,€)
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Prova. Ver [3,cap.6] m

Se o espago ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacao de Codazzi
se reduz a

(VxID)Y = (VyID)X.

Podemos ver em [15,cap.7| que o operador forma S satisfaz a equacao de Codazzi:

(VxS)Y = (Vy9)X,

para todo campo vetorial X,Y sobre M.



Capitulo 2

A Geometria da Esfera S°

Este capitulo é voltado para as superficies da esfera S3. Aqui, o nosso objetivo
é encontrar as Equagoes de Estrutura de uma tal superficie e para isso, necessitare-
mos de algumas propriedades dos produtos Interno e Hermitiano em R*. A partir das
Equagoes de Estrutura, determinaremos uma férmula para a curvatura gaussiana da
superficie usando suas formas de conexao. Também faremos uma aplicacao utilizando
duas superficies de grande importancia neste trabalho: a esfera S% e o Toro Hopf.

2.1 Produto Interno e Hermitiano em R*

Nesta secao trabalharemos com duas operacoes em R*; o produto interno e o pro-
duto Hermitiano. Veremos que elas possuem propriedades que serao de grande auxilio
na determinacao dos referenciais, formas duais e de conexao da esfera S® e também de
uma superficie em S®.

Considere o espago
C* = {z = (21,22); 2; € C}.
A aplicagao

Q: C2 — R4
(21,22) — (21,22, 23, 24),

onde z; = x1 +1iy; € 2y = Xo + 19, estabelece um isormorfismo entre os espagos en-
volvidos. Logo, quando for conveniente, podemos identificar os elementos de C? como
elementos de R*%.

Para z,w € C? com z = (21, 29) e w = (wy,ws), definimos

(i) o Produto Hermitiano



32

<Z,2U> = 21w + 22W>.

(ii) o Produto Interno

z-w=(z,w)+iW(z,w).

Temos que W (z,w) é a forma de Kqeler.
Observe que

1. No produto interno temos

(2, w) = T1U1 + Y101 + TaUz + YaU2
W(z,w) = 191 — y1us + Tavy — Yols.
2. (z,iw) = —i{z,w) e z-iw=1iz-w.

A partir de agora definiremos propriedades destas operacoes que nos auxiliarao
na determinacao do referencial, das formas duais e formas de conexao da esfera S3.

Seja z = (21, 22) € C2. O conjugado de z ¢ dado por

Z = (Z1,Z2).

Temos que a aplicagao conjugacao ¢ C—antilinear, ou seja,

) z+w=z+w; zweC%.
(2)cz=¢c-z; ceC e z€C2%

Dois elementos z,w € C? sdo C—ortogonais se o produto interno entre eles é zero,
ou seja, se

(z,w) = W(z,w) = 0.

Se apenas (z,w) = 0, entdo diremos que z e w sao R—ortogonais.
Facilmente vemos que z -z = (2,2) € R e que

zel z=1 z-z eque z-1 z=(z,iz)+iW(z,iz).
Entao
(z,iz) = 0.
Desta forma, z ¢ R—ortogonal a iz, mas nao sao C—ortogonais ja que

W(z,iz) # 0.

A aplicacao ortogonalizacao
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1

p: C? = C?
z=(21,20) — 2zt =(-%2,71)
é tal que z- z+ =0, i.e., z e 2+ sdo C— ortogonais. Além disso,
(z+w)t = 2t+wt ;
(c-2) = ¢-24  com ceC;
(zH)* = —z.

Com isso, podemos dizer que ¢ é R—linear, C—antilinear e antinvolutiva, respec-
tivamente.

2.2 Equacoes de Estrutura para uma superficie em S?

Nosso objetivo nesta secao é encontrar as Equagoes de Estrutura de uma super-
ficie em S®. Para isso, determinaremos um referencial adaptado & superficie S e suas
formas duais e formas de conexao associadas. Com todas essas ferramentas deduzire-
mos uma férmula para a curvatura da superficie em termos das suas formas de conexao.

Seja z = (z1, 22) € C%. Definimos a diferencial de z por

dz = (dz,dz), onde dz; = dx; + idy;.
A aplicagao
dz:C* — C?

¢ a identidade, i.e., dz.(w) = w.
Consideremos a base de C? sobre R formada por

€1 = (1,0), €9 = (Z,O), €3 = (0, 1), €4 = (O,Z)

Vamos encontrar a base dual de {ey, 5, €3, 4 }. Para isso, observemos que o espago
dual de T,(C?) pode ser identificado como o dual de T,(R*). Assim, o espago dual de
R* & o espaco dos funcionais lineares

p: T,(R) — R
denotado por (T,(R*))* e uma base para este espago ¢ dada por {dz'} tal que
i _8xi_ 0, se 1#]
dxp(€j> - a_l’j - { 1, se i=j,

onde 7' é uma aplicacao que leva um vetor de R* em sua i-ésima coordenada. Com
isso, para simplificar a notagao, escreveremos a base dual de T,(C?) como

{dxla dy1> d.’L’Q, dyz}

Assim, temos
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dz = dzie1 + dzes
= dxiey + idy e + dxges + idyqes
= dxiey + dyies + droes + dysey

Observemos que as aplicagoes conjugacio (z +— Z) e ortogonalizagao (z +— 2z7)
sao R—lineares, logo a diferencial de ambas é a identidade. Com abuso de notacao,
escreveremos

dz =dz e dz+ = (d2)*.

Seja z = (21, 22) € S® onde

SP={2e€C*{z,2) =1} = {2 = (21, ) € C*; 2171 + 2%, = 1}.
Temos que w € T,.5% se e s6 se
(w, z) + (z,w) = 0.
Para ver isso, basta diferenciarmos a igualdade
(z,2z) = 1.

Com base nestes resultados temos que T.S? é o kernel das formas

Zldzl + ngzz + Eldzl + 52(122 = O,
que equivale a

ridry + y1dy + vadry + yodys = 0.
Com isso, se considerarmos a forma

(21) Y = Eldzl + EQdZQ,

entao

9+ =0 sobre S5

Definicao 2.1 Seja M uma variedade de dimensao M = n+k e assuma que para cada
p € M € fixzado um subespago 6, n-dimensional de T,M. Suponha, além disso que em
uma vizinhanga U de cada p € M existem n campos vetoriais C* linearmente inde-
pendentes Xq, ..., X,, que formam uma base de 6, para todo q € U. Entao nds diremos

que 0 € uma distribuicao C* de dimensao n sobre M e X, ..., X,, € uma base local de 9.
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A distribuicdo Holomorfa sobre S? ¢ o subespaco do espaco tangente 7.5 dado
por

A, = {w € C%(z,w) = 0}.
Logo,
A, ={azt;a € C},
1 =

ou seja A, = [z1] = reta complexa. Temos que {z+,iz*} ¢ base real de A, e como
(2,i2) = 0, entao {21,921, iz} & base real de T.S?, {z+,iz",iz, 2} ¢ base real de C? e
{2,21} é base complexa de C2.

O nosso proximo passo serd encontrar as bases duais de {z, 21} e {2+, izt iz}

Seja ¥ = Zydz; + Zodzg, como definido em (2.1). Temos que

V(z) = Zi1dz(z) + Zadze(2)
2121 + 2222
=1
V(zt) = Zidz (1) + Zadzo(2h)
= Zi(—7%2) + 2271

= 0.
Agora, se tomarmos ¢ = —29d2; + 21dzy, entao
90<Zl) = _ZZdzl(ZL) + Zldzz(zl)

= 22(—22) + lel

= 1

QD(Z) = —zdzn (2) + Z]_dZQ(Z)

= —z21) + 2129

= 0.

Segue que {9, ¢} & base dual de {z, 2} e daf,

dz =1d
=9z + @zt
= —i(Z1dzy + Zad2o)(i2) + (—20d2y + 21d29) 2t

Tomando
(2.2) = —i
(2.3) O +iv? =,
podemos escrever
dz = 93(iz) + (9 + %)zt
Mzt + 9%zt + 936z,

Com isso temos que {9, 9% 9%} ¢ base dual de {z+,iz",iz} sobre S3.
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De dz = 93(iz) + pz*, obtemos

dz= @zt +93(iz2)
(2.4) { dzt = —i32t — Pz,

onde 93 = 93, pois ¥ = —¥
Diferenciando a primeira equagao em (2.4), temos

do— 203 Nip =0
(2.5) -
d® —ip A9 =0.

Agora, diferenciando (2.3) e substituindo na segunda equagao em (2.5), obtemos
as Primeiras Equacoes de Estrutura de S3:

AP+ P AP =P AP =0
d9? — P A + I AP =
d93 + P A =9 A92 =0,

onde as formas de conexao de S sao dadas por
193 .2 ol 1 __ g2
w2 — 19 ,w3 — 19 ,wg — _19 .

Entao derivando as formas de conexao acima e usando as primeiras equacoes
estruturais, obtemos as segundas equacoes estruturais:

dwi + w3 Awi = 9 A2
dwi +wi Awy = P N 9?
dwi + w2 Awi = 93 AIL
Agora, considere
e = zL, ey = izL, €3 =12, €4 =2

um referencial adaptado a S* C R*, onde {ej, ez, e3} ¢ uma base de T'S? e e, 1.5
Considere {9,192, 93,9} base dual de {ey, €2, €3, ¢4}

Das equagoes (2.4) temos

del = —19362 +192€3 —’19164
des = Pey —9les —?ey
deg = —79261 +791€2 —19364

dey = ey +19%e, +093e3

De onde tiramos que

wi= —9¥ W= -9
w?= wy = —1?
wi= -9 wi= -3

Como ¥* = 0 sobre S?, obtemos as mesmas primeiras equacoes estruturais
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A9t + P AP -2 AP =0
d9? — P A + I AP =
d93 + P2 A =9 A92 =0,

que reduzem-se a
d9t +wl AP — 92 A9 =0

d9? + wi AN+ 9P APP =
d9? +wi A9 =9t NP2 = 0.

Simplificando, temos
d9' + (wi +93) AN 9? =0

492 + (w? — ) AV =0
d9® — 291 A 2 = 0.

Utilizando as formas de conexao acima juntamente com as primeiras equagoes
estruturais encontramos as Segundas Equacoes Estruturais de S®:
dw? +wiAw} = 9 AY? Equacdo de Gauss

dws + Wi ANwP = 92AY3
Equagoes de Codazzi
dw? + w2 Aws = 93 AIL

Agora, determinaremos as equacoes estruturais para uma superficie S em S3.

Sejam S C S% uma superficie e {ey, e, €3} um referencial adaptado a S com base
dual dada por {9,092 9%}, onde {e;, €5} ¢ uma base de TS e e3 LS.

Derivando os campos ey, ez, e3 covariantemente em S%, obtemos

De, = wiest wies
Dey = wiei+ wies
Des = wilei+ wies.

Calculando a derivada covariante do mesmo referencial na superficie S e obser-
vando que e3 é o campo normal unitario, temos

{ Ve, = wiey

Vey = wiey.

Como 92 = 0 sobre S, as equacoes estruturais da superficie S sao dadas por

d9' +wi N9 = 0
d? + W ANt = 0

dwy + w3 Aw? =9t A2

Novamente usando o fato que 92 = 0 sobre S, temos que

d9® = 9'wd + 9%wd = 0.
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Logo, pelo lema 1.1 de Cartan, temos

w? = h11191 + h12192
(2.6)
w% = h21191 + h221927

com h;; = hj;.
Temos que (h;;) é a matriz (simétrica) do operador forma S(v) = —des(v), que

diagonalizada determina as curvaturas principais da superficie S. A curvatura Gauss-
Kronecker de S é dada pelo determinante

]{Ie - h11h22 - h%Q
Com isso, das equagoes (2.6) segue que
w{’ VAN w§ = —(h11h22 — h%2>191 A 192 = —ke'ﬁl A 192.
Entao, pela equagao de Gauss temos que a curvatura da superficie S é dada por

K =14 (W’ Awj)(er,e).
Dai, obtemos
dwi(er,ea) = (P A9? +wd Aw?)(e, er)

1+ (wi Awd)(er,ea)
= K.

2.3 Exemplos de Superficies na esfera S?

Nesta seciao veremos dois exemplos de superficies em S3, as 2-esferas e os toros.
Vamos calcular suas formas duais e formas de conexao para assim, chegarmos as suas
curvaturas Gaussianas.

1. 2-ESFERAS NA ESFERA S3.

Seja S% C 5% a 2-esfera em S* dada por

Sk ={(z", 2% 2% 2") € %2t = p,0 < p < 1}.
Como
53 — {<$1,$2,$3,l‘4) c R4; (1’1)2 4 (162)2 4 ($3)2 + ($4)2 — 1},
podemos escrever S% na forma
S3 = {(a!, 2,08, 0%) € 8% (@) + (2 + () = 1= g2},
Para encontrar uma parametrizacao da 2-esfera podemos usar a seguinte versao

da projegao estereografica, onde projetamos S% a partir do p6lo norte (0,0, 1) no plano
3
r® = —1:
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p: R? — 5%

2 274
(u7 U) ( 4Ru 4Rv R(u“+v )> ’

u2+v2+40 u+4v2+47  u24v244

A partir desta parametrizagao vamos encontrar um referencial adaptado a 2-esfera S%.
Primeiramente, calculemos as derivadas parciais de ¢:

~ [(AR(—u*+v* +4) —8Ruw 16 Ru 2
Pu = (U2+1)2+4)2 ’(u2+1}2+4)2’(u2+v2+4 ’

B —8Ruv 4R(u? — v + 4) 16 Rv 2
Yo = (w2 +v24+4)2" (u2+0v2+4)?2 " (u2+0v2+4 ’

entao
lut, )l = e a1, 0) | = e
u? +v?2+4 u? +v?+4
Assim, considerando
E . _Pu _ —u2+vi44 —2uv 4u
1 — lwll - w2 H+v2+4 ) w2244 u2+v2+4 )
E _ ) _ —2uw uZ—v2+4 4v
2 — ool - w2 H+v24+4° uZ+v2+40 u2+v2+4 ) 0
E3 — El % E2 — —4u —4v 4—u2—v?

u2+v2+47 U2+’l}2+47 U2+’U2+4 Y

temos que

B = |1 B2l = [| Esll = 1.

Logo, {F1, E», E3} ¢ um referencial adaptado a 2- esfera S%. Agora, vamos utilizar este
referencial para construir outro que seja adaptado a esfera S3.
Considere

—u? 4+ 02+ 4 —2uv 4u 0
e == ) ) ) )
! w242 4+4 w202 4+47 w02 4+4

—2uw w? —v?2 44 4u 0
e == b ) ) )
2 w22 4+47 w2447 w402 +4

—4u —4u 4 — y? — 2
e - b) b)
3 u2+v2+4’u2+v2+4’u2+02+4’u

4Ru 4Rv R(u* +v? — 4)
€4 = s ;
4 w42 +47 w2 +02 447 w402 +-4

Um simples calculo nos faz ver que

lell = lleall = lleall = 1 e

(e1,e2) = (eq,e3) = (e1,e4) = (e, e3) = (eq,€4) = 0.

Vamos determinar ;o de modo que

(e3,64) =0 e |les|| = 1.



Resolvendo a equagao (e3, e4) = 0 chegamos que p = %. Assim, temos

1
lesll = =
p

e portanto

—4pu —4pv (4 —u?—vH)p
ef fr— .
3 w42 +4 w2 +024+47 w2 402447

Portanto {e1, e, €3, €4} ¢ um referencial ortonormal adaptado & esfera S3.
Seja

x: R? — S$?

(u,0) ( 4Ru 4Rv  Ru2+v2—4) p)

u2+v2+47 u2+v2+47 u2+v2+4 )

uma parametrizagao da superficie S% contida em S®. Diferenciando- a, obtemos

—u2 U2 uUv
de! = —41?152 +Uj+4;§4) du — —(UQiIf2+4)2 dv
w2 —p2
da® = —raldu + T dv
dz* = 0.
Como
J 4 Rdu . 4 Rdv +Oes 40
T = e e e e
W2 +4 22442 3 b
entao de

dx = Z 91‘6@',

temos que os elementos da base dual (6%)}_; sao dados por

4R

ol 4R
uz +0v2 44

= " du. 6*=
u? + 0244 Y

dv, =0, 0*=0.

40

Diferenciando exteriormente as duas equagoes anteriores e escrevendo as diferenciais

em funcao de 6%, obtemos

2v
At = ———— du N H?
u? + 0244 Y ’
2u
df*> = ——dv A O~
u2 0244 v

Anti-simetrizando as 1-formas que aparecem nas equagOes anteriores e comparando

com as primeiras equagoes de estrutura, obtemos
 —2vdu n 2udv
w402 +4 w4244

Diferenciando exteriormente a equacao acima, chegamos a

1
Wo
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1
duoy = 256" N 6.

Da equagao de Gauss
dws = KO A 0*
segue que a curvatura Gaussiana da 2-esfera é

1

2. TOROS NA ESFERA S°.

Seja
x: R? — S*CcR?
(u,v) +— (acosu,asinu,bcosv,bsinv)
superficie parametrizada tal que
(ZL’I)2 + (.132)2 — CL27 (£E3)2 + ({L‘4)2 — b2,

onde a? + b? = 1. Esta superficie é o toro T em S®.

Considere
ey = (—sinu,cosu,0,0)
es = (0,0, —sinwv, cosv)
e3 = (bcosu,bsinu, —acosv, —asinv)
es = (acosu,asinu,bcosv,bsinv).

Observe que (e;, e;) = d;;, logo {e;} é um referencial adaptado a esfera S®. Facilmente
vemos que {ej, ez, ez} ¢ um referencial adaptado do toro T. Seja {67}, base dual de
{e;}, 1 =1,2,3,4. Vamos determinar os elementos deste coreferencial: Primeiramente,
lembremos que

ei= Blo; e 00 =) Bldd.

j j
Logo, de
' =acosu, 2*=asinu, x> =bcosv, z'=bsinv,
segue que
dz' = —asinudu
dz? = acosudu
dr® = —bsinvdv

dz* = bcosvdv.
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A matriz formada pelas componentes do referencial é dada por

—sinu  cosu 0 0
(57) = 0 0 —sinwv COS v
‘ bcosu bsinu —acosv —asinv)
acosu asinu bcosv bsinwv
Portanto,
0' = —sinudr!' + cosudr® = adu,
0? = —sinvdz® + cosvdr? = bdv,
0= 0,
0t = 0.

Para determinar as formas de conexao usaremos a igualdade

w=—d(5]) - (8]).
As matrizes d(3/) e !(3) sdo dadas por

—cosudu —sinudu 0 0
d(3) = 0 0 —cosvdv  —sinvdv
v —bsinudu bcosudu asinvdv —acosvdv |’

—asinudu acosudu —bsinvdv  bcosvdv

—sinu 0 bcosu acosu

t(@j) _ cos U () bsinu asinu

0 —sinv —acosv bcosv)

0 cosv —asinv bsinwv

Portanto,

0 0 —bdu —adu
0 0 adv —bdv

YT bdu —adv 0 0
adu  bdv 0 0
Assim, nos temos
wy= 0 wi = bdv
wi = adu w? = —bdu
wi= —adv wj = 0.

Seja (h!) a matriz do operador forma S da superficie T. Vimos na secéo (1.3) do
capitulo 1 que

wi’ = h1101 + h1292,
wg = h2101 + h2292,
logo, adaptando ao nosso caso, temos

—bdu = hnadu + hlgbdv,
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adv = horadu + hosbdv.
Segue que

b a
hin=——, hia="ho =0, hyy=—.
a b

Portanto, as curvaturas principais de T sao dadas por

b a
)\1:—5 (§] )\QZE

e a curvatura Gauss-Kronecker é

d€t(hl]) = )\1)\2 =—1.

Entao,
é a curvatura Gaussiana do toro. A sua curvatura média é dada por
1 ¥ —a?

H—= ) —
QtT(h”) 2ab "’

logo o toro é uma superficie minima se, e somente se a = b.




Capitulo 3

(Geodésicas Helicais e o Teorema de

Classificacao

Neste capitulo definiremos, segundo Tamura, um tipo especial de curva, as geodési-
cas helicais e mostraremos o teorema que classifica as superficies que contém geodésicas
helicais no espaco ambiente S3. Este teorema ¢ valido para superficies em variedades
de curvatura constante, mas é de nosso interesse neste trabalho prova-lo apenas para
superficies em S®. Para uma melhor vizualizacao nés o demonstraremos, em um dos
apéndices, para superficies no espaco euclideano R3. O teorema de classificacao, que
é como o chamaremos, diz que uma superficie completa de curvatura nao negativa na
esfera S3 com duas geodésicas helicais passando por cada um de seus pontos é ou uma
2-esfera totalmente geodésica, uma 2-esfera totalmente umbilica, ou um Toro Hopf so-
bre um circulo.

3.1 Preliminares

Consideremos o espago ambiente M?3(c) como o espago Riemanniano tridimen-
sional de curvatura constante ¢, munido da métrica (,) e simplesmente conexo. Sem
perda de generalidade, podemos escolher ¢ = 0, +1. Desta forma, temos

M3}(0)=R®, M3(1)=S* e M3(—1) =H?,

que sao as unicas variedades Riemannianas completas e simplesmente conexas, com
curvatura seccional constante a menos de isometrias.

Chamamos de curva helical (ou hélice) em M?3(c) uma curva que tem torgao e
curvatura constantes.

No espaco euclideano R?, uma curva helical é dada por
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a(s) = (acos(s/c),asin(s/c),bs/c), onde c= (a*+ bz)%, a>0

com curvatura e torcao

a b
k(s) = pERE >0, T(s) = peaEE

Note que se o parametro b é zero, a hélice reduz-se a um circulo

a(s) = (acos(s/c),asin(s/c),0).

A curvatura deste circulo é k = é e a tor¢ao é zero. Porém, se a curvatura de a(s) é

zero, entdo o parametro a é zero e a(s) = (0,0, s) ¢ uma geodésica em R3.
Na esfera S* a curva parametrizada por

~(s) = (cos p cos(as), cos psin(as), sin ¢ cos(bs), sin @ sin(bs)),

onde a? cos? ¢ + b%sin® ¢ = 1, ¢ uma hélice com curvatura e torcao dadas por

k=+(a2—=1)(1 -b) e T =ab.

Observe que se k = 0, entao

a>—1=0 ou 1-0>=0.
Suponhamos que a? — 1 = 0, assim tomando a = 1 obtemos

7'(s) = (—cospsin(s), cos g cos(s), —bsin @ sin(bs), bsin ¢ cos(bs)) e
7"(s) = (—cospcos(s), — cos psin(s), —b*sin ¢ cos(bs), —b? sin ¢ sin(bs)).

Segue que a curvatura normal de v é dada por

kn=(S(?),7) == (V,N,~y) = —(Cos2 @ + b? sin® ©).

Assim, calculando a curvatura geodésica de ~y, temos

o= k2

| = &7

cos? ¢ + bsin? p — (cos? p + b?sin? p)?

cos? o + b sin? o — cost p — bt sin? © — 2 cos? pb? sin? %

cos? (1 — cos? ) + b%sin? p(b? — b?sin” ) — 2 cos? pb? sin? p
2 cos? pb? sin? ¢ — 2 cos? pb? sin? @

= 0

Logo v é uma geodésica em S®. Agora, se k é constante diferente de zero e 7 = 0 temos
a =0 ou b = 0. Suponhamos que a = 0, entao

v = (cos ¢, 0, sin ¢ cos(bs), sin ¢ sin(bs))

¢ um circulo em S*, pois todo ponto de v estd a uma distancia 1/(b*sin ) do ponto
fixo
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b? sin p cos(bs) — cos(bs) b*sin® psin(bs) — sin(bs)

c = (cosy,0,

).

Y

b2 sin b2 sin

A partir das consideracoes anteriores, observemos que se uma curva helical em
M?3(c) tem torcao zero, entdo ela é um circulo Riemanniano e se a sua curvatura é zero
ela serda uma geodésica.

A uma curva helical com curvatura e torcao diferentes de zero nés chamaremos
de hélice propria.

Exemplo 7 Um cilindro circular no espaco euclideano R® contém hélices proprias
como geodésicas. De fato, qualquer curva no cilindro circular C : 2* +y? = r? € da
forma
a(t) = (rcosp(t), rsinp(t), h(t)).
Como T,(C) é um subespago bi-dimensional de T,(R?), existe somente uma dire¢do
normal a C' em p, ou seja, todos os vetores normais em p sao colineares. Temos que o
gradiente de g = x* +vy*, Vg = (2x,2y,0), é um campo vetorial normal a C, logo todos
os campos normais a C tém z-coordenada nula. Deste modo, se o € uma geodésica sua
aceleragao € sempre normal a C, logo h” (t) = 0, o que nos faz concluir que h(t) = ct+d.
Agora, como o (t) € ortogonal a o/(t), entao
d

£<O/’a/> =2(a”,a') =0

e dat,

o] = v + 1

¢ constante, o que implica que @' € constante e portanto p(t) = at+b. Assim, podemos

dizer que qualquer geodésica em C € da forma

a(t) = (rcos(at + b), rsin(at + b), ct + d)

e como suas curvatura e torcao sao as constantes,

(a* + abr*)z 2a5cr?

e T=———
3 )
(a2r? + c2)2 a*c?r? 4+ abrt

a(t) € uma curva helical. Se a e ¢ sao diferentes de zero, entao «(t) € uma hélice
propria no cilindro circular em R3.

Agora, considerando o helicdide em R? dado por

x(u,v) = (ucosv,usinv,v),



47

suas hélices

a(t) = (acosh(t),asinh(t),h(t)), h(t) #0,

que obtemos fazendo u = a = cte diferente de zero na parametrizagao T acima, tém
curvatura geodésica ky = [(a®+1)h"> +a2h'*)/[(a2+1)W"2 +a2h'*]2. Portanto as hélices
do helicoide nao sao geodésicas, pois kg # 0. Também os meridianos de uma superficie

de revolugao parametrizada por

x(u,v) = (g(u), h(u) cosv, h(u) sinv),

que S40 suas curvas u-paramétricas

a(t) = (g(t), h(t) cos vy, h(t) sinvy)

N L : SR
nem sempre sio geodésicas, pois kg = (¢"*+h"?)/(g"*+1"*)2 serd zero somente quando

g"(t) e h'(t) se anularem.

Pelos exemplos acima podemos observar que para uma superficie M em um espaco
ambiente M?3(c), existem curvas que sao hélices sobre a supeficie M, mas nao sao
geodésicas sobre a mesma ou hélices que também sao geodésicas sobre a superficie M.
Baseados nestes resultados definimos uma geodésica helical sobre uma superficie M em
M?3(c) como uma curva que ¢ helical como uma curva em M3(c) e uma geodésica como
uma curva sobre M.

Exemplo 8 Sejam

S* = {(21, 72, v3,74) € RY: 2] + 25 + 25 + 27 = 1}

a esfera unitdria mergulhada no espaco euclideano R* e o Toro raso dado por

T = {(z1, 2, 73, 74) € RY; 2% + 23 = cos® ¢, 25 + x5 = sin® ¢},

ue € uma superficie em S*, pois para (x1, To, T3, 24) € T, temos
) ) s &3y )

2 2 2 2

Como ja vimos no inicio deste capitulo, a curva

~(s) = (cos ¢ cos(as), cos ¢ sin(as), sin ¢ cos(bs), sin ¢ sin(bs)),

onde a®cos® ¢ + b%sin® ¢ = 1 ¢ uma hélice em S com curvatura e torcao dadas por

k=+/(a2=1)(1-0%) e 7=ab.

Observe que y(s) € T, jd que para todo s, temos
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(cos ¢ cos(as))? + (cos ¢sin(as))? = cos? ¢, (sin ¢ cos(bs))? + (sin ¢psin(bs))? = sin® ¢.

Além disso, y(s) € uma geodésica sobre o Toro. De fato, calculando v/ (s) e rotacionando

90°, obtemos

N = (—asin ¢ sin(as), asin ¢ cos(as), b cos ¢ sin(bs), —b cos ¢ cos(bs)).

Entao, como

kg = (¥'(s),N)
= 0,

seque que y(s) € uma geodésica helical sobre o toro raso T em S?.

Da mesma forma que definimos as formulas de Frenet para curvas em R? pode-
mos também defini-las para uma curva helical em um espago de curvatura constante.
Para isso, denotaremos por D a conexdo Riemanniana do espago ambiente M?3(c), V
a conexdao Riemanniana da superficie M imersa em M?3(c) com a métrica induzida (,)
e por £ o campo vetorial unitario normal a M.

Seja vy uma curva helical em M?3(c) parametrizada pelo comprimento de arco.
Entao pela formula de Frenet-Serret, existem campos vetoriais unitarios X,Y € X(M)
ao longo de ~v e constantes k, 7 tais que

Dq//’y/ = kX
(3.1) DyX = —ky+7Y,
DY = —7X

onde " denota o campo vetorial tangente unitario de ~.

Se v é uma geodésica helical da superficie M, entao v tem curvatura e torcao
constantes como uma curva em M?3(c). Isto nos d4 as seguintes possibilidades:

(i) K # 0 e 7 # 0. Neste caso, como D, = II(v,7'){ é normal a M podemos
substituir X por £ em (3.1). Assim, obtemos

D& =-ky+7Y e DY =—7&
(ii) k # 0 e 7 =0. Novamente substituindo X por £ em (3.1) temos
D, ¢ = —kv'.
(iii) k£ = 0. Pela formula de Gauss e por (3.1) temos
I1(7,7)§ = Dyy' = 0= I1(v,7) = 0.

Observe que no altimo caso (iii), em que a curvatura da curva -y é nula, concluimos
que a segunda forma fundamental II(4',4’) também é nula, entdo v é uma curva
assintotica sobre M, pois

II(Y, ") = (S(v).7) =0.
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3.2 O Teorema de Classificacao para Superficies em
SB

Nesta secao consideraremos superficies M suaves e conexas imersas no espaco
ambiente S3.

Antes de demonstrarmos o resultado central deste capitulo, o Teorema de Clas-
sificacdo para a esfera S, provaremos trés resultados que serao de grande auxilio.

Lema 3.1 Seja M uma variedade Riemanniana bi-dimensional. Se duas familias de

geodésicas intersectam toda a superficie M com um dngulo constante, entao M € rasa.

Prova. Seja X (ou Y) o campo vetorial dos vetores unitarios tangentes as curvas
da primeira (segunda) familia de geodésicas. Seja o uma curva integral de X, entao

() = X(a(t)) = VX(at)) =a”(t) = 0.

Deste modo, X é paralelo ao longo das curvas integrais de X e como o angulo entre X
e Y é constante, suponhamos ¢, entao

DX DY
v =(X,Y 0=(——Y X,— ).
cos (X,)Y) = <dt’ >+< ’dt>
DX

Como =+ = 0 em af(t) segue que o campo vetorial Y também deve ser paralelo ao

longo das curvas integrais de X. Portanto

0=VxX =VyY =VyV =VyX =[X,Y].

Consequentemente,

R(X,Y)Y = Vx(VyY) = Vy(VxY) — Vixy¥ = 0.

Lema 3.2 Seja M uma superficie de curvatura média constante em M?3(c) e seja U um
conjunto aberto em M. Assuma que existem duas familias de curvas assintdticas sobre
U todas as quais sao geodésicas no espago ambiente. Entao U é totalmente geodésica
ou congruente a uma parte aberta de um cilindro circular em R3 ou um Toro Hopf

sobre um circulo em S3.

Prova. Suponhamos que U seja totalmente geodésico, entao para toda curva
a € U temos
(S(a),a’)y = 0.

Assim, o é uma curva assintotica sobre U tal que

(S(a),0f) == (Dwé,a)

= —a <€a O/) <€7 DO/O/>
=0.
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Como & e o sdo perpendiculares temos que Do’ = 0, ou seja, « é geodésica sobre o
espaco ambiente.

Agora, sem perda de generalidade, vamos nos restringir ao caso em que U nao é
totalmente geodésico.

Sejam «aq e ap curvas assintoticas sobre U passando por um ponto p € U que sao
geodésicas como curvas em M?3(c). Seja A a curvatura principal da superficie M com
vetor principal correspondente E;. Como

AN

H ;
2

temos que 2H — X é a curvatura principal de M com vetor principal correspondente
FE5, onde H é a curvatura média de M, que é constante por hipotese.
Consideremos ¥ o angulo entre E; e o tal que

oy = cosVE; + sinF,
afy = —cosVE; + sinvFE,

onde o} e o}, denotam os campos tangentes unitarios de a; e g respectivamente. Pondo
VElEl = OCEQ (§] VE2E1 = ﬁEQ,
pela simetria das formas de conexao obtemos
VElEQ = —OéEl e VE2E2 = —6E1
Segue da Equagao de Codazzi que
(3.2) Vg A=-28A—H) e Vg,A=2a(A—H).
Como aq e ay sao geodésicas sobre M, temos
Vo/lall = VO/QO/Q = 0.

Entao

Vo, = (cosVE; — sinE; ) (acos ) 4 Fsind + Vi) =0

Vg = (cosVE; + sindEy ) (acos ) — Bsind) + V4, 0) = 0.

/
2

Portanto,

V¥ + acost + fsind =0
(3.3)
Va0 + acos) — Bsindd = 0.

Sendo oy e ap curvas assintoticas, segue que (S(a),a)) = 0. Substituindo o) por
cosVEq + sinY Es na igualdade anterior temos

(3.4)  Acos*¥ + (2H — X)sin® ) = 0.
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Diferenciando a igualdade (3.4) com respeito a «} e usando (3.3), obtemos

(2\ — 2H)[asin (3 cos? ¥ — sin® ) — B cos ¥(cos® ¥ — 3sin® )] = 0.

Mas 2\ — 2H # 0, pois caso contrario teriamos H = A e dai 2H — A =2\ — X = A
Assim, detS > 0 implicando que U nao admite diregbes assintéticas, o que contraria
nossa hipotese. Portanto,

asin (3 cos* ¥ — sin? ) — B cos¥(cos® ¥ — 3sin® ) = 0.

De modo andalogo, diferenciamos (3.4) com respeito a af e encontramos

asin¥(3 cos® ¥ — sin?¥J) + [ cos ¥(cos* ¥ — 3sin? ) = 0.
Logo,

a ou B é zero, 3cos’¥ =sin?d ou cos?¥ = 3sin? V.

Com isso, tomando a = 0, por exemplo, temos que cos? ¥ = 3sin?¥. Substituindo em
(3.4) obtemos a igualdade H = —X, logo A é constante. Desta forma, se v é uma linha
de curvatura sobre U entao

k(v)=X (ou 2H — \)

é constante. Como S(7') é colinear a ' segue que

k(7)) = (5(7),7) = (07, 7) = A (ou 2H —A).

Derivando os dois tltimos termos desta igualdade obtemos

<"}/”7"}//> — O

Logo, linhas de curvatura sao geodésicas sobre U, ja que U nao é totalmente geodésico.

s

Como duas familias de linhas de curvatura intersectam U em um angulo constante 7,
pelo lema 3.1, U é rasa. Entao, de

K =c+detS
temos detS = —c. Por outro lado, como U admite duas familias de curvas assintoticas,
detS <0,

logo ¢ > 0. Além disso, (3.2) implica que U tem curvaturas principais constantes, logo
é isoparamétrica. Com isso, pelas proposicoes A.4 e A.6 concluimos que U é a parte
aberta de um cilindro circular ou um toro Hopf sobre circulos, dependendo de quem
seja M3(c) =R3 ou S*. m

Teorema 3.1 Seja M uma superficie completa de curvatura média constante no espago
ambiente M3(c), ¢ > 0. Se M nao tem pontos umbilicos, e existe uma geodésica helical
sobre M passando por cada ponto de M cuja curvatura (como uma curva em M?3(c)) é
diferente de zero, entao M é um "cilindro circular”(aqui, por um "cilindro circular"em

M3(c), ¢ >0, nds entendemos um cilindro Hopf (Toro) sobre um circulo em S3).
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Prova. Seja v uma geodésica helical sobre M passando por um ponto p € M.
Entao da formula de Gauss e de (3.1), obtemos

II(Y, ) = Dy = k¢
(3.5)
II(y,Y)E = DY = —7¢.

Agora, sejam A e 2H — \ as curvaturas principais de M com campos vetoriais principais
E1 e FEy, respectivamente sobre M e seja 9 o angulo entre 7/ e E; tal que

~' = cosVE, + sin ¥ Ey
Y = —sindFE; + cos 9 Es,

entao como
II(EI,El) == <S(E1),E1> - )\ (§] II(EQ,EQ) == <S(E2>,E2> - (2H - )\),
segue que

(3.6) II(v,9) =(S(),y) = Acos?¥ + (2H — \)sin® ¥
(3.7)  II(Y,Y)=(S(Y),Y) = Asin®9 + (2H — \) cos? V.

As equagdes (3.5) e (3.6) implicam que
k = II(v,7) = Acos® ¥ + (2H — \) sin? 9.

Dai, por (3.7),
II(Y,Y)=2H — k.
Entao a curvatura Gaussiana K de M é dada por
K=c+II(v,7) I1(YV,Y) - {I1(7,Y)}? = c + k(2H — k) — 7°.
Como K deve ser igual a ¢ + detS, temos

K=c+ A2H —\).
Das igualdades obtidas a partir de K, segue que

A =+H? —k(2H — k) — 12

Portanto as fungdes \ e 2H — A sao constantes ao longo de .
Diferenciando (3.6) com respeito a 7/, obtemos

0 =4cos¥sinIV,I(H — ).

Mas M nao tem pontos umbilicos, logo

NA2H —N= H #£ )\

do que segue
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(3.8) V., =0.
Pondo
Vg By =aly e Vg, By = (E;,
obtemos pela simetria das formas de conexao que
VE'1E2 = —OéEl [§ VE2E2 = _/6E1
Como 7 é uma geodésica sobre M, de (3.8) e das derivadas dos campos acima, obtemos

V., = (cosIEy — sin¥E;)(acos V¥ + Fsindd) = 0.

Mas (cos 9FEy — sinF1) é o campo binormal Y, logo

(3.9) «acosv+ Fsind =0.

Por outro lado, usando a equacao de Codazzi no operador forma S, obtemos
(3.10) Vg A=-28A—H) e VgA=2a-H).

Como

A
(Dy(X€),€) = A (D&, &) = 5Dy [¢]* =0,
temos que D./(A{) é tangente a M, logo sua parte normal se anula. Entéo, de (3.10)
temos
(3.11)  asindy — Gcost = 0.
Portanto, de (3.9) e (3.11), temos que

a=0=0

ao longo de 7. Isto implica que todas as linhas de curvatura sao geodésicas sobre M.
Como duas familias de linhas de curvatura intersectam M em uma angulo constante,
segue do lema (3.1) que M é rasa. Logo A e 2H — X s@o constantes em toda a M. Com
isso, das proposicoes A.4 e A.6 temos que M é uma superficie totalmente geodésica,
uma superficie totalmente umbilica ou um "cilindro circular". Contudo, por nossa
hipotese, M é livre de pontos umbilicos, logo se fosse totalmente geodésica teriamos

II(El,El) =A=0 e
I1(Ey, Ey) =2H — XA = 0.
Dai, A = 2H — A, o que é absurdo. Entao M é um "cilindro circular". m

Agora estamos prontos para provar o Teorema de Classificacao para Superficies
em S3.
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Teorema 3.2 Seja M uma superficie completa de curvatura média constante em S? de
curvatura nao negativa. Se existem duas geodésicas helicais sobre M passando por cada
ponto de M, entao M é uma 2-esfera totalmente geodésica, uma 2-esfera totalmente

umbilica ou um Toro Hopf.

Prova. Sejam 7; e 7, geodésicas helicais sobre M passando por um ponto p € M.
Logo, 71 e Yo sao hélices em S3. Assim, dos casos seguintes a (3.1) temos as seguintes
possibilidades:

(i) 71 e 7o sdo geodésicas sobre S?,

(ii) 7 e 72 sdo circulos Riemannianos,

(iii) 71 e 2 sdo hélices proprias,

(iv) v ¢ uma geodésica sobre S* e 7, ¢ um circulo Riemanniano,
(v) v € uma geodésica sobre S* e v, é uma hélice propria,

(vi) 71 é um circulo Riemanniano e 75 é uma hélice propria.

Primeiramente, suponha que a curvatura Gauss-Kronecker K, é positiva em ao
menos um ponto da superficie M, e tome

M, ={p e M;K.(p) > 0}.

Observe que se a curvatura k de alguma das geodésicas helicais v; ou v, é zero, entao

I1(v;, %) = (S(7), 7 € =0 i=1,2.
Deste modo, ~; seria uma curva assintotica e portanto os pontos por onde ~y; passa nao
pertenceriam a M, pois sendo
K=1+K,>0,
M; nao tem direcoes assintoticas. Portanto, por cada ponto de M; passam apenas
geodésicas helicais dos tipos (ii), (iii) ou (vi).
Agora, considere os conjuntos
My, = {p € My;p é ponto umbilico} e My = My — M.

Se My # (0, entao ele ¢ um conjunto sem pontos umbilicos e com geodésicas
helicais cuja curvatura nunca é zero passando por cada um de seus pontos. Assim, pelo
teorema 3.1, K = 0 sobre Mis. Porém, isto contradiz K., > 0 sobre My, pois

K=1+K..

Entao M; é totalmente umbilica.
Considerando a aplicacao

T: M —R
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que a cada ponto da superficie M associa a curvatura Gauss-Kronecker K, (p), temos
que M; é a imagem inversa por uma aplicagdo continua do intervalo aberto |0, +o0],
logo ¢ um subconjunto aberto de M. Por outro lado, M; também é fechado. Com
isso, concluimos que M é uma superficie totalmente umbilica. Como podemos ver no
teorema A.5, uma superficie totalmente umbilica em S? é uma 2-esfera. Logo, M ¢ uma
2-esfera totalmente umbilica em S3. Se as curvaturas principais de M sao nulas, temos
que M é uma 2-esfera totalmente geodésica.

Agora suponhamos que K, < 0 sobre a superficie M e tome

My ={p € M; Kc(p) < 0}.
Entao por cada ponto de M, passam geodésicas helicais de todos os tipos (i)-(vi).
Sejam

My, = {p € My;existe um circulo ou uma hélice propria passando por p}

e My = My — My,.

Entao

My U Moy = Moy U My — Moy = My

e facilmente vemos que

(1) Mg = ClMQl U Int]\/[gg
(2) M2 = CZMQQ U IntMgl.

Para p € ClMy; temos por (2) que p € IntMs; e o mesmo acontece com Mas.
Portanto, Ms; ou My, tem ponto interior, ou ainda, Ms; ou May é denso em M.

Como K, < 0 em M>, nao existem pontos umbilicos em M,. Assim, se tivermos
IntMsy; # () ou My denso em Ms,entao, pelo Teorema 3.1 M, é rasa. Também, se
IntMsyy # ) ou Myy é denso em M,, entao todas as curvas assintoticas sobre My sao
geodésicas sobre S3. Logo, pelo Lema 3.1, K = 0 sobre M,. Assim,

My ={p € M; K.(p) = —1}.

Dai M, é fechado e portanto M é rasa e como estamos supondo K, < 0 temos que
K. = —1 sobre M. Assim, M é isoparamétrica, logo, pela proposi¢cao A.6, M é um Toro
Hopf. m



Apéndice A

Classificacao das Superficies

Isoparamétricas em R3 e S3

Uma superficie M cujas curvaturas principais sao constantes é chamada de su-
perficie isoparamétrica. Nesta secao classificaremos superficies isoparamétricas nos
espacos ambientes S? e R3. Estes resultados serao usados nas provas dos teoremas de
classificacao de superficie com geodésicas helicais em S? e R3.

Para a prova da proposicao A.4, que classifica superficies isoparamétricas em R3,
usaremos os seguintes resultados:

Teorema A.1 Seja M uma superficie em R3. Se seu operador forma € identicamente

nulo, entio M é (parte de) um plano em R>.

Prova. Seja S o operador forma da superficie M. Temos que S = 0 significa que todo
campo vetorial unitario E3 normal sobre M é paralelo. Entdao podemos identifica-lo
com um ponto de R?. Fixe um ponto p de M. Mostraremos que M esta no plano que
passa por p ortogonal a E3. Se q é um ponto arbitrario de M, entao como M é conexa
existe uma curva v em M de «(0) = p a a(1) = ¢q. Considere a fungao

f(t) = ((a(t) = p), Es) -
Agora,

af _

dai f é identicamente nula. Em particular,

f(1)={(g—p), Es) =0,

entao todo ponto q de M esta no plano. m
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Teorema A.2 Se M C R? ¢ totalmente umbilica e K > 0, entdo M € parte de uma

esfera em R3.

Prova. Escolha aleatoriamente um ponto p em M e um campo unitario £3 normal a
M em p. Mostraremos que o ponto

1
c=p+ —Es(p)

k(p)

¢ equidistante de todo ponto de M. Observe que aqui, k(p) = ki(p) = ka(p) é a
curvatura principal correspondente a Fs3(p).

Agora seja q um ponto qualquer de M, e seja a uma curva em M de ag = p a
a; = q. Extenda E3(p) a um campo unitario normal F3 sobre « e considere a curva

1
fy:a+%E3 em R3.

Aqui entendemos que a funcdo curvatura principal k deriva de FEj, entao k é
continua. Mas K = k? e como toda superficie totalmente umbilica tem curvatura
gaussiana constante K > 0 (ver [11, cap.6]), K é constante, entdo k é constante.
Assim,

1
v =a + EE:',)

Mas
Ey=-S(d) = =k,

ja que M ¢ totalmente umbilica e , portanto S é a multiplicacao escalar por k. Entao

1
v =ad + E(—k:o/) =0,

e assim a curva 7y deve ser constante. Em particular

c=7(0)=~(1)=q+ %E?)(CI)

dai d(c,q) = 1/|k| para todo ponto q de M. Portanto, M esté contida em uma esfera
de centro c. m

Lema A.1 Se p é um ponto nio umbilico de M C R3, entdo existe um referencial
principal (referencial adaptado Ey, Es, E5 em que Ey e Ey sao vetores principais de M)

sobre alguma vizinhanca de p em M.

Prova. Ver [11, cap.6] m

Teorema A.3 Se E\, E,, E5 ¢ um referencial principal sobre M C R?, entdo

E1[/€2] = (kl - k2)w12(E2)
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EQ[k'l] = (kl - k2)w12(E1)>

onde ky, ko sao as curvaturas principais de M.

Prova. Ver [11, cap. 6] =

Proposicao A.4 Seja M uma superficie isoparamétrica em R®. Entio M € ou um

plano (totalmente geodésico), uma esfera (totalmente umbilica) ou um cilindro circular.

Prova. Por hipétese temos que as curvaturas principais, k; e ko, da superficie M

sao constantes, com isso temos as seguintes possibilidades:

(i)

(iii)

ki = ko = 0. Neste caso, seja {E}, E»} um referencial ortonormal em M. Para
todo vetor v € T,M com p € M temos

S(U) = S(CllEl + GQEQ) = als(El) + CZQS(EQ) = (IlklEl -+ GQkQEQ =0.
Segue do teorema A.2 que M é um plano totalmente geodésico em R3.

k1 = ky # 0. Para o mesmo referencial {E}, Es}, se u = cos0F; + sin0F5, e nao
a curvatura normal £ de M na direcao de u é

k(u) = ky cos® 0 + kysin® 0 = k;.

Portanto, k é constante sobre todo vetor tangente unitario u em p. Assim, M é
totalmente umbilica. Como sua curvatura gaussiana K = kiks é maior do que
zero concluimos do teorema A.2 que M é uma esfera em R3.

k1 # ky. Por hipotese M nao tem pontos umbilicos, pois k; # ke. Logo, pelo
lema A.1, existe um referencial principal { £, Es, E3} sobre M. Como k; e kg sdo
constantes, temos

En[ko] = Eblki] = 0,Vp € M.

Do teorema A.3, temos

E, [kfz] = (kfl - k’2)w12(E2)

Eg[kfl] = (kfl — k’g)wlg(El).

Segue que

wu(El) = wlg(E2) = 0

Entao, como

K = Ez[wlz(El)] - By [w12(E2)] - w12(E1) - w12(E2)
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temos

K =Fkiky =0.

Logo, digamos, k; = 0 e ky # 0. Portanto todos os pontos de M sao parabélicos.
Assim, M é um cilindro circular.

O teorema seguinte garante que superficies bidimensionais totalmente umbili-

cas imersas na esfera S sao 2-esferas. Usaremos este fato para classificar superficies
isoparamétricas em S3.

Teorema A.5 Seja S C R™ uma m-esfera. Para n > 2 seja M"™ uma subvariedade

conexa e totalmente umbilica imersa em S. Entao M € parte de uma n-esfera.

Prova. Ver[15, cap.7| m

Proposicao A.6 Seja M uma superficie isoparamétrica em S*. Entio M é ou uma

2-esfera totalmente geodésica, ou uma 2-esfera totalmente umbilica ou um Toro Hopf

sobre um circulo.

Prova. Seja S o operador forma da superficie M. Sabemos que a matriz de S

quando diagonalizada nos fornece as curvaturas principais ki, ko de M, que sao con-
stantes, por hipotese. Neste caso, de (2.6) temos que

wi)’ = klﬂl
wg’ = ]C2192.

Dai, do fato que

K =14 (W’ Awd)(er,e),

obtemos

K =1+ kiks.

Temos as seguintes possibilidades:

k1 = ko = 0. Neste caso, a curvatura Gaussiana da superficie ¢ K = 1. Como M
é totalmente umbilica, pelo teorema A.5, M é uma 2-esfera totalmente geodésica
em S3, pois para um referencial adaptado, F;, Fy, F5, temos que a segunda forma
fundamental é identicamente nula,

S(E) = kE = 0.
S(EQ) = k’gEQ = 0.
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(iii)
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k1 = ko # 0. Como as curvaturas principais de M sao iguais, ela é uma superficie
totalmente umbilica em S? com curvatura

K=1+k >0.

Novamente, pelo teorema A.5 temos que M é uma 2-esfera totalmente umbilica
em S3.

ky # k. Neste caso, de

w{) = k'1191

wg’ = ]{72192.
segue que

dw? = kido!

dwd = kodd?.

Por outro lado, das equacoes de Codazzi e pelo fato de 92 = 0 sobre a superficie
em S3, temos

3 _ 24,3
dwy = wi Awj

30 1A 3
dwy; = wy; Awy.

Portanto,

dw} = wiAk? = kidd!
(1)
dw% = w% A klﬁl = kgdﬁ?
Das Equacoes Estruturais deuma superficie em S3,
dOt = wy A9 e dY? = wy AT
sobre M, fazendo wi = ad! + b¥?, segue de (1) que

aky¥t A 9? = ak 9t A2
bkgﬁl VAN 192 - bklﬁl N 192.

Portanto, concluimos que a = b = 0, pois k; # ky. Logo, wi = 0, o que implica
que a curvatura Gaussiana K = 0 sobre M. Assim, M é um toro Hopf em S3.



Apéndice B

O Teorema de Classificacao para

Superficies em R3

O objetivo deste apéndice é provar o Teorema de Classificagao para o espaco
euclideano R®. Vamos, portanto caracterizar superficies em R? que contém geodésicas
helicais. Todas as hipoteses sobre a superficie M feitas no capitulo 3 serao consideradas
neste apéndice, por exemplo, que todas as superficies em R? sdao conexas.

Para a prova do Teorema de Classificagao em R? (B.2), precisaremos dos dois
resultados seguintes. O primeiro diz que uma superficie rasa em R? ¢ um cilindro e o
segundo resultado afirma que se U é um aberto de uma superficie com curvatura média
constante em R? e se K < 0 sobre U, entdo nao existem duas familias de retas sobre
U.

Proposicao B.1 Seja M uma supeficie rasa completa no espaco euclideano R®. Entdao

M € um cilindro sobre uma curva plana.

Prova. Ver|5, cap.5| =

Lema B.1 Seja M uma superficie suave de curvatura média constante em R? e seja
U um conjunto aberto em M. Se a curvatura Gaussiana € negativa sobre U, entao nao
existem duas familias de curvas assintdticas sobre U, todas as quais sao retas.

Prova. Temos que uma reta em qualquer superficie em R? é certamente uma curva

assintotica, ja que sua aceleragao é zero, e entao trivialmente tangente a superficie.
Uma superficie regrada é dada pela parametrizagao

x(u,v) = fB(u) +vé(u) ou B(v)+ ud(v),
onde 3 e § sao curvas em R3 com § # 0. Entao, por definicio uma superficie regrada

contém uma reta passando por cada um de seus pontos, logo existe uma direcao ass-
intética em cada um deles. Assim, a curvatura Gaussiana de uma superficie regrada é
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menor ou igual a zero. Temos que toda superficie duplamente regrada com K < 0 é
uma superficie quadrica (ver [14] pg.232). Assim, se encurvarmos negativamente uma
superficie duplamente regrada com K < 0 teremos uma superficie quadrica que nao
tem curvatura média constante. Entao o resultado segue. =

O Teorema de Classificacao para superficies que contém geodésicas helicais no
espaco euclideano R3:

Teorema B.2 Seja M uma superficie completa de curvatura média constante em R3.
Se existem duas geodésicas helicais sobre M passando por cada ponto de M, entao M é

um plano, uma esfera, ou um cilindro circular.

Prova. Sejam 7; e 7, geodésicas helicais sobre M passando por um ponto p € M.
Dos casos obtidos a partir de (3.1), considerando o espago ambiente como R? temos as
seguintes possibilidades para v; e ¥s:

(i) 71 e 72 sdo retas,

(ii) 7 e 72 sdo circulos,

(iii) 71 e 72 s@o hélices ordinéarias,

(iv) 71 é uma reta e 5 é um circulo,

(V) 7 € uma reta e 75 é uma hélice ordinaria,

(vi) 71 € um circulo e 2 ¢ uma hélice ordinaria.

Agora suponhamos que a curvatura Gaussiana K é positiva em ao menos um
ponto de M e considere o conjunto

M, = {p € M; K(p) > 0}.

Observe que se a curvatura de alguma das geodésicas helicais v, ou 7, é zero, entao

(v, %) = (S(V),7) € =0, i=1,2.
Deste modo, as ;s seriam curvas assintéticas. Mas estamos considerando K > 0
em M, entao nao existem direcOes assintéticas. Assim, pelos pontos de M; passam
geodésicas helicais dos tipos (ii), (iii) ou (vi).
Sejam

My, = {p € My;p ¢ ponto umbilico} e Mo = M; — My;.

Se My # ), entao ele ¢ um conjunto sem pontos umbilicos e no qual existem geodésicas
helicais passando por cada um de seus pontos. Logo, pelo teorema 3.1, M5 é um
cilindro circular e portanto tem curvatura Gaussiana nula. Porém isto contradiz K > 0
sobre My,. Logo, M5 é totalmente umbilica no espaco euclideano R? e portanto ¢ uma
esfera.
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Agora, considerando a aplicacao
m: M —R

que a cada ponto da superficie M associa a curvatura gaussiana K (p), temos que M,
¢ a imagem inversa pela aplicagdo continua 7 do intervalo aberto ]0, 4+o00], logo é um
subconjunto aberto de M. Por outro lado, M; também é fechado. Dai, como M; é
aberto e fechado, temos que M é uma esfera em R3.

Suponhamos, agora que K < 0 sobre a superficie M e tome

M, = {p € M;K(p) < 0}.

Assim, por cada ponto de M, passam geodésicas helicais de todos os tipos (i)-(ii).
Sejam

My, = {p € My;existe um circulo ou uma hélice ordinaria passando por p}

e Moy = My — Moy;.

Entao

My U May = Moy U My — My = M,

e facilmente vemos que

(1) M2 == ClMQl U ]’I’LtMQQ
(2) M2 = CZMQQ U ]ntMgl.

Assim, se p € M, entao de (1) temos que p € ClMy; ou p € IntMsy. Suponhamos que
p € ClMy;, deste modo de (2) segue que p € IntMsy;. Logo My ou My, tem ponto
interior; ou ainda, Msy; ou Msyy é denso em M.

Se Int My # () ou My, é denso em M,, entao M, possui duas geodésicas helicais
passando por cada um de seus pontos e como My nao tem pontos umbilicos, pois
K < 0, pelo teorema 3.1, M, ¢ rasa, o que ¢ uma contradi¢ao. Dai Int My # () ¢ Moy &
denso em Ms. Isto implica que todas as geodésicas helicais sobre Ms sao retas e assim,
todas as curvas assintoticas sobre M, também sao retas . Pelo lema B.1, My = 0,
entao K = 0 sobre M. Portanto, como sua curvatura média é constante, M é um plano
totalmente geodésico ou um cilindro circular =
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