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Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia de solugoes fracas nao-
negativas para uma classe de equacoes de Schrodinger semilineares da forma

~Au+V(z)u= f(u), ue HY(RY),

onde N > 2, f € C(R,R) e V € C(RY,R). Na obtengdo de nossos resultados,
dependendo do comportamento do potencial V(x) e da nao-linearidade f(u), utilizamos
diferentes métodos, a saber os variacionais, tais como, Principio Variacional de Ekeland,
decomposigao de sequéncias de Palais-Smale limitadas e argumentos de concentracao de
compacidade.

Palavras-Chave: Equacao de Schrodinger, Métodos Variacionais, Principio Varia-
cional de Ekeland, Sequéncias de Palais-Smale Limitadas, Sequéncia de Cerami,
Assintoticamente Linear, Concentracao de Compacidade, Problemas Elipticos, Existéncia
de Solucao.



Abstract

In this work, we study questions related to existence of nonnegative weak solutions
for a class of semilinear Schrodinger equations of the form

~Au+V(z)u= f(u), ue HY(RY),

where N > 2, f € C(R,R) e V € C(RV,R). To obtain our results, depending on the
behavior of the potential V' (x) and the the nonlinearity f(u), we using different methods,
namely, the variationals methods, such as, Ekeland’s Variational Principle, decomposition
of bounded Palais-Smale sequences and also arguments of concentration compactness.

Key-Words: Schrédinger Equation, Variationals Methods, FEkeland’s Variational
Principle, Bounded Palais-Smale Sequences, Cerami Sequence, Asymptotically Linear,
Concentration Compactness, Elliptics Problems, Existence of Solution.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relativas a existéncia de solugoes fracas nao-
negativas e nao-triviais para a equacgao eliptica semilinear

—Au+V(x)u= f(u), ze€RY, (1)

onde u € H = HY(RY), N >2 V : RY — R é uma fungao continua denominada
potencial e f : R — R ¢é uma fun¢ao continua nao-linear. Teremos, ainda, algumas
hipoteses adicionais sobre as funcoes V' e f ao longo deste trabalho.

Ao abordar a Equacao 7 utilizamos métodos variacionais, ou seja, associamos a
Equacao o funcional energia I : H — R definido por

zmy:%Ame%Hdwﬁux—/

RN

F(u)dx onde F(s)= /OS f(t)dt, (2)

e almejamos encontrar pontos criticos para I, que serao as solugoes fracas de . No
estudo do funcional I, as hipoteses adicionais sobre o potencial V € C(RY,R) e sobre
a nao-linearidade f € C(R,R) desempenham papéis importantes no que diz respeito a
existéncia de pontos criticos para I e, consequentemente, a existéncia de solucao para a
equacao (|1)).

Equacgoes do tipo estao relacionadas a muitos problemas da fisica-matemaética.
Por exemplo, as solugoes de (|1)) estdao associadas a existéncia de solugoes do tipo onda
estacionaria para equagoes de Schrodinger nao-lineares da forma (para mais detalhes,
confira, por exemplo, Berestycki-Lions [I], Liu-Wang [14], Rabinowitz [18] e Strauss [20])

i%—f = —Ap+W(z)p —g(le)p, = eRY,
onde W : RV — R é um potencial dado e g é uma funcéo real conveniente. Aqui, enten-
demos por uma onda estacionaria (solugio estaciondria) uma fungao ¢ : R x RN — C
do tipo
p(t,z) = eu(w)

onde F€R, u:RY - ReteR.

Se considerarmos o potencial V' (x) constante, ou seja, se ¢ autonomo, Berestycki-
Lions [1| (para N > 3) e Berestycki-Gallouét-Kavian [2| (para N = 2) determinaram um
resultado de existéncia para uma classe ampla de nao-linearidades. Em particular, este
resultado vale para as nao-linearidades assumidas neste trabalho.

Nosso trabalho é constituido de dois capitulos e dois apéndices.

No capitulo 1, apresentamos os resultados de existéncia para a equagao obtidos por
Jeanjean-Tanaka [10], isto &, estudamos com as seguintes hipoteses na nao-linearidade

f € C(R,R):



Introducao

(f1) lim f(s)/s = f'(0) existe e, consequentemente, f(0) = 0;

s—0+
(f2) Existe l<p<oose N=2,1<p<(N+2)/(N—2)se N >3 tal que
1 M—O;
s—+oco SP

(f3) lim_f(s)/s = +oo.
Com respeito ao potencial V € C(RY,R), assumimos que:

(V1) f(0) < info(—A + V(z)), onde o(—A + V(z)) denota o espectro do operador
auto-adjunto —A + V(z) : H*(RY) — L*(RY) cujo o infimo do espectro pode
ser caracterizado por (veja Brezis [4])

Vul? +V 2d
nfo(~A+ V()= inf Jon [Vul® + V(@pide.
ueH (RN )\ {0} Jan [ul?dx
(Vz) V(xz) — V(o0) € R quando |z| — oo;
(V3) V(z) < V(c0) para todo x € RY;

(V4) Existam as derivadas parciais de V(z) e uma fungao ¢ € L*(RY) N Who(RY) tal
que

lz|[VV (2)| < (x)?, VzeRY.
Podemos ainda assumir, como consequéncia das hipdteses acima, que
(V5) f>0, f'(0) >0, ap =info(—A+V(z)) >0e 0< f(0) < ap.

Uma das principais caracteristicas apontadas, neste capitulo, é que produzimos um
resultado de existéncia onde somente condigoes em f(s) proximo de 0 e oo sdo requeridas,
ou seja, nao precisamos de condigdes globais em f(s), tais como, a condigao superlinear
global de Ambrosetti-Rabinowitz (que é frequentemente assumida), a saber

Jpu>2: O<u/ f(r)dr < sf(s), paratodo sé€R. (3)
0

O principal resultado deste capitulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.1 Assuma N > 2 e que (f1)-(f3), (V1)-(Va) ocorram. Entao (1) tem uma
solugao nao-negativa nao-trivial.

Para provar o Teorema associamos a equacao o funcional energia I dado em
que devido a (f1), (f2), (V) e (V5) esta bem definido e ¢ de classe C! (veja Apéndice
B). Primeiro, provamos que I tem a geometria do Passo da Montanha (uma geometria
PM em resumo), ou seja, definindo

I'={yeC([0,1], H)|7(0) = 0 e I(7(1)) < 0},



Introducao

temos que I' # ) e

= inf I(~(t)) > 0.
¢ = Inf max (v(1))

Para esta geometria, o Principio Variacional de Ekland nos garante a existéncia de uma
sequéncia de Palais-Smale (uma sequéncia (PS) em resumo) no nivel ¢ do Passo da Monta-
nha, isto ¢, uma sequéncia {u,} C H tal que

I(u,) —c¢ e I'(u,) =0 quando n — oco.

Na busca de um ponto critico para I, um passo fundamental é mostrar a limitagao de
uma sequéncia deste tipo, que sob as hipoteses acima é algo desafiador. Visando superar
tal dificuldade, usamos uma aproximagao indireta desenvolvida em Jeanjean [8]. Desta
forma, considerando \ € [%, 1] e a familia de funcionais I : H — R definida por

1

I(u) = 5 /RN(|VU|2 + V(z)u®)dw — /\/RN F(u)dz,

mostramos que estes funcionais, também, terao uma geometria PM e denotando por ¢,
os correspondentes niveis PM temos como consequéncia de Jeanjean [8] que existe uma
sequéncia {\;} C [3,1] tal que

(i) A — 1
(ii) I, tem uma sequéncia (PS) limitada {u/} no nivel ¢y, .

Posteriormente, verificamos que, para todo j € N, {u/} converge fracamente para um
ponto critico nao-trivial u; de I,. Em seguida mostramos que {u;} ¢ uma sequéncia (PS)
limitada para I e que, a menos de subsequéncia, converge fracamente para um ponto
critico nao-trivial de 1.

Os passos fundamentais para obter a limitagdo de {u;} é fazer uso da hipotese (Vj)
em V e de um tipo de identidade de Pohozaev (dada no Apéndice B) que pode ser
utilizada, justamente, porque {u;} ¢ uma sequéncia de pontos criticos nao-triviais de I3, .
Em virtude de precisarmos desta propriedade, usamos um processo de aproximagao para
obter uma sequéncia (PS) limitada para I, ao invés de argumentar diretamente de uma
sequéncia (PS) arbitraria.

Por fim, para mostrar que a sequéncia limitada {u;} converge fracamente para um
ponto critico nao-trivial de I o “problema no infinito” associado a (que é conhecido
desde o trabalho de Lions [15] [16]), a saber

—Au+V(oo)u = f(u), =R,

desempenha um papel muito importante, ja que, por meio dele, podemos usar os
resultados (para problemas autonomos) de Berestycki-Lions [I] (para N > 3), Berestycki
et al. |2] (para N = 2) e Jeanjean-Tanaka [11] [12] dados no Apéndice A. Outro resultado
importante para obtermos o Teorema foi 0 uso de uma decomposicao para sequéncias
(PS) limitadas (dada pelo Teoremal[l.19) no espirito do trabalho pioneiro de Lions [15, 16].
Em virtude de assumirmos apenas condigoes fracas em f, em particular, f pode nao ser de
classe C', nao podemos usar algumas das muitas decomposicoes encontrados na literatura
(veja Coti-Rabinowitz [5] por exemplo).

No capitulo 2, apresentamos alguns resultados de existéncia para a equagao (1)) obtidos
por Jeanjean-Tanaka [9], ou seja, estudamos a existéncia de solugoes fracas para sob
o ponto de vista das seguintes hipéteses com respeito ao potencial V € C(RM, R):

8



Introducao

(W1) Existe a > 0 tal que V(z) > «a para todo x € RY,

(W) lim V(z) =V(o0) € (0, 00).

|z|—o0

Em relac¢do a nao-linearidade f € C(R,R), pedimos as seguintes hipoteses:
. —1 _ .
(91) lim f(s)s™" =0;
(g92) Existe a € (0,00) tal que
lim _f(s)

s—-+00 S

=a>info(—A+ V(z)),

onde o(—A + V(z)) denota o espectro do operador auto-adjunto
~A+V(z): HXR"Y) — L*(RM).

As principais caracteristicas do prolema , abordadas neste capitulo, sao que a nao-
linearidade f é assintoticamente linear e que o problema é auténomo no infinito. Por outro
lado, a principal dificuldade encontrada neste problema, esta relacionada ao fato de nao
existir compacidade na imersio H*(RY) — LP(RY). Visando superar esta dificuldade,
Jeanjean-Tanaka [9] utilizam a técnica de concentragao de compacidade de Lions [15] 6],
juntamente com o fato do problema ser auténomo no infinito.

Os principais resultados deste capitulo estao contidos nos seguintes teoremas:

Teorema 0.2 Suponha que (W1), (Wa), (g1), (g2) ocorram e que F(s) satisfaca a

condi¢ao:

(93) existe § > 0 tal que
2F(s)

52

< V(<) =46 para todo s € RT.

Entao tem uma solucao nao-negativa nao-trivial.

Teorema 0.3 Assuma (Wy), (Ws), (g1), (g2) € que as condigdes, abaizo, sejam satisfeitas:
(W3) V(z) < V(00) para todo x € RY;

(94) Definindo G : RT — R por G(s) = 5f(s)s — F(s),

(i) G(s) > 0 para todo s > 0

(ii) Existe § > 0 tal que

2F(s)

52

> V(o) —60 = G(s) > 6.
Entao tem uma solugcao nao-negativa nao-trivial.

Para provar os Teoremas e , associamos a equagao (|1)) o funcional energia I dado
em (2) que devido a (g1), (g2), (W1) e (W) esta bem definido e é, também, de classe C!
(veja apéndice B). Em seguida, mostramos que I tem geometria PM e usamos o Principio
Variacional de Ekeland para obter uma sequéncia de Cerami para I no nivel ¢ do Passo
da Montanha, isto é, uma sequéncia {u,} C H tal que

I(u,) — ¢ e |1 (un)||g (14 ||un]]) = 0 quando n — oo,

9



Introducao

onde H' denota o espaco dual de H. Neste momento, para obter um resultado de existéncia
para o problema (|1)) é suficiente mostrar que {u,} é limitada e, depois, que {u, } tem uma
subsequéncia convergente cujo limite é um ponto critico nao-trivial de 1.

Na maioria dos trabalhos, para mostrar a limitagdo de {u,}, ¢ usada a condigdo
superlinear global de Ambrosetti-Rabinowitz (dada em ) Entretanto, em virtude de
estarmos trabalhando com um problema assintoticamente linear, esta condi¢ao nao podera
ser utilizada e isto se caracteriza como uma das nossas principais dificuldades.

Da mesma forma que em Jeanjean [8], provamos a limitagdo de {u,} como uma
consequéncia da técnica de concentragao de compacidade de Lions [15] [16].

Finalmente, para mostrar que a sequéncia limitada {u, } converge fracamente para um
ponto critico ndo-trivial de I usamos novamente o “problema no infinito” associado a (1))
e os resultados de Berestycki-Lions [1] (para N > 3), Berestycki et al. [2] (para N = 2).

No apéndice A, recordamos e demonstramos alguns resultados de problemas auténomos
(que desempenham papéis fundamentais na obtengao de nossos resultados) estabelecidos
por Berestycki-Lions [I] (para N > 3), Berestycki et al. [2] (para N = 2), assim como,
alguns resultados devido a Jeanjean-Tanaka |11, [12].

No apéndice B, apresentamos e demonstramos alguns resultados complementares que
serao utilizados ao longo deste trabalho.

Visando tornar os capitulos independentes e nao necessitar recorrer sempre a
introducao, enunciamos novamente, em cada capitulo, as hipdteses sobre a nao-linearidade
f € C(R,R) e sobre o potencial V € C(RY,R), bem como, os respectivos resultados
principais.

10



Capitulo 1

Uma equacao de Schrodinger com
termo nao-linear satisfazendo somente
condicoes locais

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados de existéncia de solucao fraca nao-
negativa nao-trivial, encontrados em Jeanjean-Tanaka [I0] , para uma classe de equagoes
de Schrodinger semilineares da forma

—Au+V(z)u= f(u), uec HY(RY), (1.1)

onde N > 2 e assumimos que o termo nao-linear f : R™ — R seja uma func¢ao continua
satisfazendo as seguintes condigoes:

(f1) lir(l)q+ f(s)/s = f'(0) existe e, consequentemente, f(0) = 0;

(f2) Existe l <p<oose N=2,1<p<(N+2)/(N—2)seN >3 tal que
lim &

s—+oco SP

() lim_f(s)/s = +oc.

Sobre o potencial V € C(RY,R), assumimos que:

(V1) f(0) < info(—A + V(z)), onde o(—A + V(z)) denota o espectro do operador
auto-adjunto —A + V(z) : H*(RY) — L*(R") cujo o infimo do espectro pode
ser caracterizado por (veja Brezis [4])

Vul? + V(x)ud
ueH' (RN )\{0} Jen |ul?dz

(V2) V(z) — V(o0) € R quando |z| — oc;
(V3) V(z) < V(c0) para todo x € RY;

(V4) Existam as derivadas parciais de V() e uma fungao ¢ € L*(RY) N W1°(RY) tal
que
| VV()] < (P, Ve R

11



Uma equagao de Schrodinger com termo nao-linear satisfazendo
Capitulo 1 somente condigoes locais

Um céalculo direto nos mostra que a classe de funcoes f : RT — R definida por
f(s) = s(kilog(s+ 1) + ko),

onde k; e ko s@o constantes positivas adequadas, satisfaz as hipoteses (f1) — (f3) acima.
Da mesma forma, podemos exibir os seguintes exemplos de potenciais V : RY — R que
satisfazem as hipoteses (V1) — (V}) acima:

k|z|?

onde 3 > (N +2)/2, k3 é uma constante positiva e A é uma constante positiva adequada.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 1.1 Assuma N > 2 e que (f1)-(f3), (V1)-(V4) ocorram. Entao (1.1) tem uma
solugao nao-negativa nao-trivial.

Observagao 1.2 (i) A condi¢ao f(0) = 0 nos diz que (1.1 possui uma solugao trivial
u = 0. Como estamos interessados em uma solu¢cao nao-negativa nao-trivial, podemos
assumir, sem restricao, que f(s) =0 para todo s < 0.

(ii) No caso em que V(z) =V (00), ou seja, quando (L.1)) € autonémo, o Teoremall.]] estd
contido no resultado de Berestycki-Lions [I] (veja também Berestycki-Gallouét-Kavian

121).
(iii) Considerando, para uma constante L € R, f+Ls e V+ L em vez de f eV, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que

(Vs) >0, f'(0) >0, ap=info(—A+V(x))>0e 0< f(0) < ap.
De fato, por (f1), para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
f(s)
s

> f(0) —e  sempre que 0 < s <9,

ou ainda,
f(s)+ (e = f'(0))s >0 sempre que 0 < s <34.

Além disso, por (f3), dado A > 0, existe R > 0 tal que
f(s)—As >0 sempre que s> R.

Da continuidade de f, existe K. > 0 tal que

M < K. sempre que 6 < s <R,
S

ou, equivalentemente,

f(s)+ K.s >0 sempre que § < s <R.
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Uma equagao de Schrodinger com termo nao-linear satisfazendo
Capitulo 1 somente condigoes locais

Assim, tomando L = maz{e — f'(0), K.}, obtemos

f(s)=f(s)+Ls>0 sempre que s> 0.

Podemos assumir também, como em (1), f(s) =0 para todo s <0, donde se conclui que
[ = 0. Além disso, seque imediatamente de (f1)-(f3) e (V1)-(Va) que f(s) = f(s)+ Ls e
V(z) =V(z) + L satisfazem também (f1)-(f3) e (V1)-(Va).
Desse modo, usando que f >0, temos

F(0) = lim ) 5

s—0+t §

e por (V1), obtemos
do = info(—=A +V(z)) = info(=A+V(z))+ L > f/(0)+ L = f(0) > 0.

Portanto, denotando ainda por f a fungdo f e por V' o potencial 1% , temos o resultado
desejado.
Admitiremos a hipdtese (Vs) ao longo deste capitulo.

(iv) E imediato que a continuidade de V(x) e (Vy) nos assequram que o potencial V é
limitado. Usaremos este fato ao longo deste trabalho.

(v) Afirmamos que inf gy V(x) < a9 < V(00). De fato, por (Vi) temos que o potencial
V € C(RY,R) ¢ limitado, e assim fica bem definido inf, cgn V(x). Além disso, para todo
u € HY(RM)\{0}, temos

inf V(x)/ u2dac§/ V(x)qux</ |Vul?> + V(z)u*dz.
z€RN RN RN

RN

Logo,

o [Vul? + V(z)u2d
inf V(a) < Jer (VU + V(@pde

tod e HY(RM)\{0}.
[N para todo u € H'(R™)\{0}

Assim, usando a defini¢ao de ap, concluimos que

inf < .
B VD) = o

Por outro lado, usando novamente a definicao de o e (V3), temos que
Jan [Vul? + V(z)u*dz - Jan [Vul*dz
Jan |ul?dz T e uf?d

Em particular, se v € HY(RN)\{0}, tomando v(z) = u(Ax) (onde X € R) entio
v e HY(RY)\{0}. Além disso, temos Vv(x) = AVu(A\x) e fazendo a mudanga de varidvel
y = Az, obtemos

ag < + V(o) Vue HY(RY)\{0}. (1.2)

)\2
[ ve@Pde =3 [ [vutwpar= 35 [ vat)Pdy
RN RN RN

1
[ p@pds= [ owPde =5 [ Py
RN RN RN

13



Uma equagao de Schrodinger com termo nao-linear satisfazendo
Capitulo 1 somente condigoes locais

Desse modo, tomando v € H'(RN)\{0} em (1.2)), tem-se

< fRN IVU‘de — )2 fRN ]Vu(y)|2dy
= Jen [0fPde Jew [u(y)[2dy

Assim, fazendo A — 0 na desigualdade anterior, temos ag < V(00), como desejavamos.

+ V(o0) + V(0).

Qg

O Teorema serd provado usando métodos variacionais, isto é, associamos a ((1.1)) o
funcional energia I : H'(R"Y) — R definido por

I(w) = %/RNUW? +V(@)uda —/

RN

F(u)dx onde F(s)= /08 f(t)dt,

e almejamos encontrar pontos criticos para I, que serao as solugoes de ([1.1]).
Trabalharemos em H'(RY) = H com a norma

fullrny = [ (9l ) d
RN

Usaremos também a notacao

1/p
lull, = (/ |u|pdm) para todo p € [1,00).
RN

Observacao 1.3 (i) As condigoes (f1) e (f2) implicam que, para todo € > 0, existe
C. > 0 tal que
1f(s)| < Ccls| +¢<ls|P para todo s € R,

ondel<p<ooseN=2el<p<(N+2)/(N—-2)seN?>3.
Em particular,

/RN |F(u)|dz < Cylullf gy + Collul %JT(RN) para todo u € H,

onde C7 e Cy sao costantes positivas.
De fato, por (f1), dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

lf(s)| < (e+ f'(0))s sempre que 0 < s <.
Por outro lado, por (fs), existe R > 0 tal que
|f(s)| < es? sempre que s> R.
Além disso, pela continuidade de f, existe K. > 0 tal que
|f(s)] < K.s sempre que 6 < s <R,

Assim, tomando C. = max{K., e + f'(0)} e usando o fato que f(s) =0 para todo s <0
(veja o item (i) da Observagao [1.2]), obtemos

1f(s)| < Ccls| +¢€ls|P  para todo s € R.
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Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

Consequentemente,

| |p+1

|</ 7o)l < 5P+

e como, H*(RY) estd imerso continuamente em LI(RY), para 2 < ¢ < oo se N = 2 e
2<q< 2" se N> 3, obtemos

C. €
J L e

< Cyljullin ®N) T C2HuHHl(]RN para todo w € H,

+1

onde Cy e Cy sdo costantes positivas que dependem da constante de imersao de Sobolev.

(if) No Lema [1.8 mostramos que a norma
= [ (9uP + Viap)do
RN

¢ equivalente & norma usual de HY(RN). Usaremos essa equivaléncia ao longo deste
capitulo.

(iii) Se u € solugao de (1.1)) entao u é nao-negativa. Com efeito, tomando a fungao
u” =max{—u,0} € H, obtemos

0= I'(w)(—u) = /R [ (Vut = V) Vur = V(@) - )l

+ fw)udx
RN
= [ (VP eV e+ [ feds
RN RN
onde ut = max{u,0} e u = u™ —u~. Desde que, f(s) = 0 quando s < 0, temos

Jan f(w)u™ =0 e assim

o = [ (VP + Vi) o

Desse modo, u~ = 0 e, portanto, u = u™ > 0.

(iv) Pela defini¢ao de oy, temos para todo u € H

ag|ull? < / (Vul? + V(z)u’dz.
RN

1.1 Solucoes para problemas aproximados

Definigao 1.4 (Geometria do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach
e denote por X' seu espago dual. Dizemos que um funcional I € C'(X,R) possui uma
geometria do Passo da Montanha, quando existem dois pontos vi,vy € X tais que, fixando

I'={y € C([0,1], X),7(0) = v1, ¥(1) = va}
temos

¢ = inf max I(y(t)) > max{I(vy), [(v2)}

~v€r tel0,1]

15



Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

Defini¢ao 1.5 (Sequéncia de Palais-Smale) Seja X um espagco de Banach, X' seu
espago dual e I um funcional de classe C*(X,R). Uma sequéncia de Palais-Smale para T
(uma sequéncia (PS) para abreviar) é uma sequéncia {u,} C X satisfazendo

{I(u,)} € limitada e I'(u,) —0 em X'

Além disso, se
I(u,) —c e I'(up) -0 em X'

dizemos que {u,} C X é uma sequéncia (PS) para I no nivel ¢ € R.

Consideremos A € [%, 1] e a familia de funcionais I : H — R definida por

1
I\(u) = —/ (|Vul* + V(z)u®)dx — /\/ F(u)dx.
2 RN RN
Nosso objetivo nesta secao é provar que para quase todo A € [%, 1], I, possui um ponto
critico nao-trivial uy tal que I)(uy) < ¢y, onde

= inf L(y(t
ex = inf max A((t)) >0

Iy ={y€C([0,1], H) | 7(0) = 0 e Ix(v(1)) < 0}.

Nosso primeiro passo serd mostrar que para quase todo A\ € [%, 1], I\ possui uma

sequéncia (PS) no nivel ¢,. Para este propodsito, usaremos o seguinte resultado abstrato
de [8] (veja Teorema 1.1 em Jeanjean [§]):

Teorema 1.6 Seja X um espago de Banach munido com a norma || - ||x e seja J C RT
um intervalo. Consideremos uma familia (I\)res de funcionais de classe C* em X da
forma

I\(u) = A(u) — AB(u) para X\ € J,

onde B(u) > 0 para todo v € X e tais que A(u) — +oo ou B(u) — +oo quando
|lul|x — oo. Suponha que existem dois pontos vi,vy em X tais que

ey = inf max Iy (y(t)) > max{I)(v1), I\(va)} VA€ J,

~v€r te[0,1]

onde
[ = {3 € (0,1, X) | 4(0) = v1,5(1) = v}

Entao, para quase todo A € J, eziste uma sequéncia {v,} C X tal que
(i) {vn} € limitada,
(i) In(vn) — cn,

(iii) 15 (vs) — 0 no espago dual X' de X.

Observagao 1.7 No Lema 2.3 de Jeanjean [§] estd também provado que, sob as hipdteses
do Teorema [I.6], a aplicagio A\ — ¢, é continua & esquerda.

16



Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

Usaremos o Teoremacom X=H, | |x =1 llmen~), J =[5 1]. Para mostrarmos

que as hipoteses deste Teorema sao satisfeitas, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 1.8 Para qualquer € > 0, existe um c. > 0 tal que
|| Vull3 + (g — &)|Jul|? < /RN \Vul? + V(x)uldz  para todo u € H.
Em particular sob (Va) e (Vs), a norma
Ju? _/ (1Vul? + V(2)?) da
RN

¢ equivalente a norma || - || g1 (rxy-
Prova. Para § € (0,1), definamos

Jan (1= 0)|Vul? + V(z)u?dx

s = inf
weH! (RN )\{0} 3
Desde que
me( ) <V(z) paratodo =€ RY,
temos

1an / u? < / z)u? para todo u € H'(RY)\{0}.
RN RN
Assim, para todo § € (0,1) e para todo u € H'(R")\{0}, obtemos

iV (z) < J VO Jen @ = 0)IVul 3 V()i

RN ||u||2 ull3

Portanto,
s > %Ran V(z) >—00 Vée€(0,1).

Para provarmos o lema, é suficiente mostrarmos que limg_ o p5 > g, pois neste caso
segue pela definicao de limite que para todo € > 0, existe ¢. > 0 tal que

Hee > op — €&,
donde se conclui, pela definicao de p.,, que

Jan (1 =) |Vul? + V(z)udx

para todo u € H,
[[ull3

g —e <
isto é,
c||Vullz + (ap — &)|Jullz < / |Vul? + V(2)u*dz para todo u € H.
RN

Mostremos entao que limg ous > ap. Com efeito, pela definicao de pgs, existe um
us € H\{0}, tal que

(1— &)V |2 + / V(@)iZde < (15 + 0)||s|2
]RN

17



Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

ou, equivalentemente, existe us = ﬂg“ﬂgH;(RN) € H com ||us||g = ||us|| @y = 1 tal que
1—-96 - 1 ~ s+90),~
[as% sl Jrn s 1%
ou ainda,
(1= 0)IVusll3 + /RN V(@)ugdr < (p5 + 0)lus]|- (1.3)

Além disso, segue da Observacao (item (iv)) que
colusl < IVus + [ Viapids,
R

Logo, utilizando as duas desigualdades anteriores, obtemos
aollusll3 = Ol Vuslly < (115 + 6)lus]l3:
Consequentemente,
(o0 — p15 — 0)lusllz < 0] Vus|lz < dllusl|Fzny = 0.
Assim, se limg_g 15 < v, temos ||usl|2 — 0 quando § — 0. Além disso, por , obtemos

(1= ) Vuslls +inf V(@)l[uslls < (15 + ) |lus|l3

implicando que ||Vus||2 — 0 quando 6 — 0. Assim,
lus |l vy = I Vuslz + usllz — 0 quando & — 0,

contradizendo o fato que |[us|| g1 vy = 1. Portanto, lims_q ps > .

Em particular, como estamos admitindo (V3), segue que o potencial V' é limitado (veja
item (iv) da Observacio [1.2)), isto é, existe K > 0 tal que |V (z)| < K, para todo = € RV,
Entao, tomando ) = max{1, K}, obtemos

Jull = [ IV + V(ohdo < [9ulf+ Klulf < Cululs o

Por outro lado, por (V5) podemos escolher g5 > 0 tal que ag — g9 > 0 e tomando
Cy = min{c., g — €0}, resulta da primeira parte da demostracao que

Collullp @y < ccllVulls + (a0 — &) fJull3 < /RN [Vul* + V(2)ude = [[ul?,
donde segue a equivaléncia das normas || - || e || - || g2 @)y, |

O lema seguinte assegura que [ tem geometria do Passo da Montanha (geometria PM
para resumir) cujo nivel PM correspondente é denotado por c,.

Lema 1.9 Suponha que (f1)-(f3), (V1)-(V3) e (Vs) ocorram. Entao,

(i) Ewiste um v € H\{0}, com I\(v) <0 para todo X € [3,1];

18



Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

(ii) ¢y = infyer maxgeqo,1 1 (7(2)) > max{I,(0), I\(v)} para todo X € [3,1], onde
['={y e C([0,1], H) |7(0) = 0,7(1) = v}.
Prova. Por (f;), dado A > 0, existe R > 0 tal que
f(s) > As sempre que s> R.

Assim, tomando em particular @ € C°(R”Y) tal que @ = 1 em By = B;(0), obtemos

1 1 1
La(ti) = -||ta||2—-/ F(tu)dx<—||u||2——/ F(ta)dz
2 RN 2
2 1 1
= St - [ R =Siae - 3Rl
By

IN

(
—WW——M&M-(MW—%&>

sempre que t > R.
Desse modo, escolhendo A > 2”';"' ety > R, existe v = tou € H\{0} tal que
I /5(v) < 0. Além disso, é imediato que

1
I)\(U)Sjl/2<v)§0 VAE [5,1],

e assim (i) esta provado.
Passemos agora a prova de (ii). Primeiramente, por (V5) podemos escolher 5 > 0 tal
que ap — €9 > f'(0) > 0 e pelo Lema existe c., > 0 tal que

1

L = 3 / IVl + V()udds — A /R Flu)dr

> %ww21m—mwmﬁ@fwm:%w (L4)

Consideremos o problema autonémo
—Au = h(u), ue H'(RY)

onde

—th(—s) se s <O0.
Afirmamos que h satisfaz as hipoteses (hy) e (hg) do Teorema do Apéndice A. De
fato, por (f1) e pela definigao de h, temos
. h(s 1
im 2 = L770) — (ag — <) € (~o0.0),

s—0t S Ceq

h(s) = { [f(s) — (ag —&0)s] se s>0,

pois ag — ¢ > f'(0) e assim obtemos (hy).

Por outro lado, segue de (f2) que existe 1 < p < (N +2)/(N —2), quando N > 3 tal
que limg_, 4o f(s)s7P = 0. Assim, para todo ¢ > 0, existe R > 1 tal que se s > R > 1
entao iz

f(s) < esP < esv—2
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Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

ou seja, limy_ 4 f(s)/s% = 0, o que nos dé pela defini¢ao de h

h 1 _ B
lim | ISi)’ =~ lim 1 f(s) (13102 €0)5|
s§——+00 SN—2 Cey s——+00 N5

=0.

N

Quando N = 2 segue, ainda por (f2), que existe 1 < p < oo tal que lim,_, 1, f(s)s™? =0,
donde obtemos
h(s)] _ 1 f(s) = (ao — €0)s]

lim = — lim
s—+oo SP Cey S—+00 sP

= 0.
Desse modo, para todo a > 0, existe R, > 0 tal que
|h(s)| < as” < ae®”  sempre que s > R,

Desde que f é continua, A também é continua, logo existe K, > 0 tal que

Ih(5)] < ko < kae®™ sempre que 0 < s < R,
Assim, tomando C, = max{«, k, }, temos

Ih(s)] < Coe™  para todo s € R,
pois quando s < 0, temos, por definicio, |h(s)] = | — h(—s)| = |h(—s)| < C.e®’, e isto
nos fornece (hs).
Portanto, pela Observagao [A.4] do Apéndice A, existem C} > 0 e dy > 0 tais que

J(u) > Cl”“”?{l(RN) quando  |[ul| g1 (en) < do,

onde

2
Dai, pela definicao de h,

J(u):l/w Vifde— [ His H(s):/osh(t)dt.

1 52
H(s) = —[F(s) = (a0 — €0) ]
Cep 2
implicando que
2 1 p 1 2
Cullull gy < J(w) = SIVulz = — | Flu)dz + 5-—(ao — o) |[ull2,
c0 JRN Ceo

quando [[ul| g1 @y < do. Assim, multiplicando a desigualdade acima por c.,, obtemos

1 1
Jou) = See[[Vull3 + 5 (a0 = <o) [[ull; - /RN F(u)dr > Crez|[ullfp @y > 0,

quando [[u[ g1 @y < do. Por ((1.4)), temos

Jo(u) < Iy(u) paratodo u € H.
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Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

Em particular, pelo item (i), existe v € H\{0} tal que
Jo(v) < I)(v) <0.

Portanto,

inf Jo(y(t)) >0
inf max o(v(t) >0,

donde obtemos

1
ox = Inf max L(y(t)) 2 inf mmax Jo(7(t) > 0 = max{,(0), i(v)}, VAel[g,1],
o que prova (ii). u

Observagao 1.10 Segue pelos Lemas [1.8] e pelo Teorema que I possui uma
sequéncia (PS) limitada no nivel ¢\ para quase todo \ € [%, 1]. Com efeito,

1
I(u) = SJulf? - A/ Fu)dz = A(u) — \B(u)
2 RN
satisfaz §||ul|* = A(u) — +oo quando |Jul g wy) — +00 € [on F(u)dz = B(u) > 0 para
todo w € H, visto que por (V5), f > 0. Além disso, pelo Lema existem dois pontos
v1=0ewvy =v em H tais que

cx = inf max I (v(t)) > max{I,(0), Ix(v)} VA€ J,

~eT te[0.1]
onde
['={y € (0,1, X) [7(0) = 0,7(1) = v}.
Desse modo, tomando X = H, ||-||x = || [|m@~) e J = [3,1] seque pelo Teorema que

I\ possui uma sequéncia (PS) limitada {v,} no nivel c\ para quase todo X € [3,1].

Observacao 1.11 Sob as hipdteses (f1), (f2) e (V1) eziste um dy > 0, independente de
A€ [%, 1], tal que

|u|| g2y > 00 para qualquer ponto critico nao-trivial u de Iy.

De fato, analogamente ao item (i) da Observagao por (f1) e (f2), dado € > 0 eziste
C: > 0 tal que

1f(s)] < (e+ f'(0)|s| + Cc|s|P  para todo s € R. (1.5)

Agora , Por (V1), temos

F(0) <info(-A+V(z))=  inf [Jul]?

weH1 ®V)\(0} [|ull3’
Desse modo, existe A > 0 tal que

ul?
2
2

2
f0)+A< inf ol

T ueHY®RN)\{0} ||ul|

para todo v € H'(R™)\{0}.

<

NN

o]
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Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

ou, equivalentemente,

el ||2 1N
|v]|3 < f’( 71 para todo v € H (RV)\{0}. (1.6)

Observe que se u € ponto critico nao-trivial de I (A € [%, 1]) entdo u satisfaz
|u||* = / |Vul® + V(2)udz = A f(u)udz,
RN RN

Consequentemente, usando (1.5)), (1.6) e as imersoes continuas de Sobolev, temos

lul> = A fuw)udr < / f(u)udx
RN RN
< e+ f1ODlullz + Celluly
e+ f0) 12 +1
< + C||ul/?
OEY Il [ e
e+ /"0 >
< W” ul? + CC|lullf g,
onde C' > 0 € a constante de imersao. Por fim, tomando € > 0 tal que
e+ f'(0)
Ci=1——7F7"-—>0
L ro+A
e usando a equivaléncia das normas ||| e ||.|| g1 @yy, obtemos

CoCil|ullfp vy < CC:lull?iign)

onde Cy > 0 € a constante de equivaléncia das normas ||| e |||/ g1 @yy. Portanto,
CyCr\ 7
201 ) 77
lullam = (G ) =60,

como desejdvamos

Sobre convergéncia de sequéncias de Palais-Smale limitadas temos o seguinte resultado:

Lema 1.12 Suponha que (f1)-(f3), (Va), (V3) e (Vs) ocorram e seja X € (1, 1] fizo, porém
arbitrdrio. Entdo qualquer sequéncia de Palais-Smale limitada {u,} para I, satisfazendo
limsup,, ., o In(un) < e e [[un|lg@yy = 0, apds extrair uma subsequéncia, converge
fracamente para um ponto critico nao-trivial uy de Iy com I\(uy) < cy.

Prova. Desde que {u,} ¢ uma sequéncia de Palais-Smale limitada para I, segue pelo
Teorema m (veja também a Observagao D que existe uma subsequéncia de {un}
ainda denotada {u,}, um inteiro [ € NU {0}, sequéncias {y*} C RY e fungdes wf € H
para 1 < k <[ tais que
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Capitulo 1 1.1 Solugoes para problemas aproximados

(3) tn — s com I}(ur) =0,
(ii) wh #0e I (wh) =0 para 1 <k <1,
(i) flun —ur = Sy w§ (= i)l = 0,
(iv) Ia(un) = Ii(un) + Xy I3 (wh),

onde no caso [ = 0 os itens anteriormente mencionados ocorrem sem w5 e {y*}.
Aqui, I{° : H — R dado por

2(u) = E/RN(MP +V (o00)u)dar — A/ Fu)da

2 RN
é o funcional associado ao “problema no infinito” ou “problema limite”
—Au+ V(co)u = Af(u), ueH. (1.7)
Pelo item (i), para provar o lema, resta-nos mostrar que
(1) In(uy) < ey
(2) uy #0.

E facil ver que se u é solucdo de (1.7) entdo u é ndo-negativa (a prova desse fato
¢ analoga a apresentada no item (iii) da Observagao [1.3]). Assim, podemos encarar as
solugoes de ([1.7]) como solugbes do problema auténomo

—Au = h(u), uec H'(RY) (1.8)

e V(so)s + Af(s), se 520
— o0)Ss + s), s€ S =U,
hs) = { —h(—s), se s <0.

Desse modo, uma solugao de energia minima de — que podemos assumir positiva —
¢ também uma solugao de energia minima de e a reciproca também é verdadeira.

Note que h, assim definida, satisfaz as hipotéses dos Teoremas e do Apéndice
A. De fato, h é continua e impar por defini¢ao e isto nos da (hg). Além disso, por (f1) e
pela defini¢ao de h, temos

Slir(r)l+ @ = —V{(o0) + Af'(0) € (—00,0)

visto que pelo item (v) da Observacao [1.2]e por (V5) temos V(c0) > ag > f/(0) > Af'(0),
o que garante (hy).

Por (fs), existe 1 <p < (N+2)/(N —2) quando N > 3 tal que lim,_, ;o f(s)s™? = 0.
Desse modo, para todo € > 0, existe R > 1 tal que se s > R > 1 entao

f(s) <es? < e

N+

isto é, lim,_ ;o f(5)/s NTs — 0, implicando pela definicao de h que

By, = V(e)s A1)
s§——400 SN—2 s—+400 SN—2

=0
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e quando N = 2, segue ainda por (f2) que existe 1 < p < oo tal que limg_, o, f(s)s P =0,
donde obtemos

Iim _ iy L V(00)s +AS(s)]

s—+o0o0 8P s——4o00 sP

=0.

Logo, para todo a > 0, existe R, > 0 tal que
Ih(s)] < as” < ae®’  sempre que s > R,.
Pela continuidade de h, existe K, > 0 tal que
|h(s)| < ko < kae™” sempre que 0< s < R,.
Assim, tomando C, = max{«, k,}, obtemos
Ih(s)] < Cre™’  para todo s € R,

pois quando s < 0, temos por definicdo |h(s)| = | — h(—s)| = |h(—s)| < C,e®’ e isto nos
garante que h satisfaz (hs).
Finalmente, por (f3;), para todo A > 0, existe R > 0 tal que

f(s) > As sempre que s> R.

Consequentemente,

H(s) = /Osh(t)dt:/OS—V(oo)t+)\f(t)dt

82 2 2

> V(o) + AA% - %(—V(oo) +AA).

sempre que s > R. Logo, tomando A > @, existe sop > 0 (so > R) tal que H(sg) > 0.
Portanto, pelo Teorema do Apéndice A, obtemos

0 <m$® =inf{I¥(u)|u e H\{0} e I'(u) =0}
e assim, qualquer ponto critico nao-trivial wy de I3° satisfaz
I (wy) > m$ >0
e como limsup,,_,, . Ix(u,) < ¢y segue, pelos itens (ii) e (iv) acima, que
!

ex > limsup Iy (u) = In(un) + Y I (wh) > Iy(uy), (1.9)

n—-+o0o =1

onde obtemos a igualdade na primeira desigualdade de quando [ = 0, e assim (1)
esta provado.

Passemos agora a prova de (2). Suponha que uy = 0 (o que implica I)(uy) = 0).
Afirmamos que [ > 0. Com efeito se [ = 0 segue pelo item (iii) acima que |u,| =
|tn — uarll — 0 e como as normas || - || e [| - |1 @~y s@o equivalentes, concluimos que
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|tn || 1 eyy — 0, 0 que é uma contradigdo, ja que por hipétese ||uy|| g1 @yy = 0. Assim,

[ > 1 e usando (1.9)), obtemos

l l
my < ImY <> IF(Wwh) = L(uy) + Y IR (wh) < e, (1.10)
k=1 k=1

ja que pelo item (ii) acima w§ # 0 e I”(w}) = 0 para 1 < k < [ e isto implica que
0 < m < If°(wh) para todo 1 < k < 1.

Por outro lado, também pelo Teorema [A.2] do Apéndice A existe uma solugao de
energia minima w, de e pelo Teorema do Apéndice A existe um caminho v € I'{°
tal que y(t)(z) > 0 para todo (t,z) € (0,1] x RY, wy € v([0,1]) e

max I3°(y(t)) = 5 = m3 = I3 (wy),
te[0,1]

onde

I={yeC(0,1,H)|v0)=0e I(y(1)) <0} e ¢ = inf max I(y(t)) > 0.

Y€l t€[0,1]

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que V' # V(oo) em (V3) (do contrario,
recairfamos no problema autonémo estudado por Berestycki-Lions [I] para N > 3 e
Berestycki-Gallouét-Kavian [2] para N = 2, e assim, o Teoremaseria uma consequéncia
imediata do Teorema (i) do Apéndice A). Portanto, existe zo € RY tal que
V(zo) < V(00) e pela continuidade de V' existe 6 > 0 tal que

V(z) < V(co) paratodo z € Bs(xy),

donde concluimos que

L) — [2() = /R V() — V(oo)ulda

= [V (x) — V(oo)]uldz + / [V (z) — V(c0)|uldz

B (z0)

para todo u # 0 em Bs(zo), visto que por (V3), V(x) < V(oo) para todo z € RY e assim
/ V(z) — V(oo)uldz < 0.
B (wo)

Em particular, como v(t)(z) > 0 para todo (¢,z) € (0,1] x RV, obtemos
I(y(t)) < I(v(t)) para todo t €]0,1].

Consequentemente,

= inf L(v(t) < L(~v(t) < (1) = m
ev= Inf max A(( ))—t‘?[?fﬁ A(v(1)) max N (v(t) =my,

contradizendo assim ([1.10). Portanto uy # 0 e (2) fica provado. |
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1.2 Prova do Teorema [1.1]

Nesta se¢ao, apresentaremos a prova do Teoremal|l.1] Inicialmente usaremos o seguinte
resultado:

Observagao 1.13 Segue pela Observagao [I.10] e pelo Lema que I possui um ponto

critico nao-trivial para quase todo A € [%, 1]. De fato, a Observacao nos garante,

para quase todo \ € [%, 1], a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale limitada {u,}
para I e que I\(u,) — cx > 0, o que implica ||uy||g1@yy -+ 0 (caso contrdrio teriamos
un, — 0 o que implicaria I\(u,) — 1(0) = 0). Desse modo, as hipdteses do Lema 5G0
satisfeitas donde se obtém o resultado desejado.

Em particular, existe uma sequéncia {(Aj,u;)} C [5,1] x H com A; — 1 e u; # 0
satisfazendo I} (u;) = 0 e I (u;) < cy,.

O procedimento para a prova do Teorema serd o seguinte: primeiramente
mostraremos que a sequéncia {u;} C H de pontos criticos nao-triviais de I, (obtida
na secao anterior) é limitada. Depois, mostraremos que {u;} é uma sequéncia de Palais-
Smale para [ satisfazendo

limsup I(u;) <c(c=c1) e |lujmmny)y = 0.
j—too

Entéo aplicaremos o Lema [1.12] (para A = 1) obtendo assim um ponto critico nao-trivial
de I e isto completara a prova do Teorema [1.1}

Para mostrar a limitagdo de {u;} C H, utilizaremos uma versdo da identidade de
Pohozaev (dada no Corolériodo Apéndice B) para a sequéncia {(\;,u;)} C [3,1]x H
obtida na segao anterior.

Observagao 1.14 (i) Por (f3) e (Vs), para qualquer L > 0 existe C(L) > 0 tal que
f(s)s > Ls* —C(L) para todo s> 0.
De fato, por (f3), para todo L > 0 existe R(L) > 0 tal que
f(s)s > Ls* sempre que s> R(L).
Como f(s)s € continua em [0, R(L)], temos
f(s)s > Ls* —C(L) para todo s> 0,

como desejdvamos.

(ii) Analogamente ao item (i) da Observagao por (f1) e (f2), para qualquer ¢ > 0
existe Ce > 0 tal que

1£(s) — f(0)s]|s| < es* + Cc|s[P™  para todo s > 0.

Proposigao 1.15 Assuma que (f1)-(fs), (V1)-(V5) ocorram. Entao {u;} C H € limitada.
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Prova. Nosso primeiro passo sera mostrar que fRN |Vu;|*dz é limitada. Desde que
Aj € [3,1], temos

I, (u) < Iijs(u) paratodo u € H e para todo j € N,
e como pela Observacao |1.13, I, (u;) < cy,, obtemos

(us) < ey, =1 _ <1 = . .
I, (uy) < ey, ;gﬁ;ggﬁlkxv(ﬂ)._igﬁiggﬁlymtvﬁ)) C1/2 (1.11)

Além disso, sendo {u;} C H uma sequéncia de pontos criticos nao-triviais de Iy, (veja

Observacao [1.13) segue, pelo Corolario do Apéndice B, que u; satisfaz

N -2 N 1

—_— / |V, Pde + — V(z)uids + —/ VV(z) - zuide — N, / F(uj)dr =0,
2 RN 2 RN J 2 RN J

RN

ou ainda,

1
/ |Vu,;|*dz = N (5/ (|Vu;* + V(:):)u?)dx — /\j/ F(uj)d:v)
RN RN RN

1
+ = VV (z) - zuida
2 RN
1
= NI (uj) + —/ VV(z) - zuide,
/ 2 RN

donde obtemos, por (|1.11)) e pela desigualdade de Schwarz, que

1
/RN |V, |2dz < 3 /RN IVV (z)||x|uidz + c1joN.

Agora, por (V}), existe uma funcio ¢ € L2(RN) N WH2(RY) tal que
|z||VV (z)] <9(z)* paratodo x € RY,

implicando que
1
RN 2 RN J

Neste momento, para provar a limitacio de [pn |[Vu;|?dz € suficiente mostrar que
Jpv ui*dz ¢ limitada a medida que j — oo. Inicialmente, usando o item (i) da
Observagao [[.14] temos

/‘MWMWMZL/1&MM—ﬂM WMZL/‘@WM—GML
RN RN RN RN

onde 0 < C(L) = C(L) fyn ¥*dx < 00, pois ¢ € L*(RN).
Por outro lado, desde que \; € [3,1] e I, (uj)(Y?u;) = 0, isto &,

Vu,; V(*u;)dx + /

RN

V(z)uiyde = Aj/ flug)up’de,
]RN

RN
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a desigualdade anterior fica
L /RN wi*de — C(L)
< [ fwpuids
RN

1
= —< Vu;V da:+/ V(x 21/)2d$)
)\] RN RN

< 2( Vu; V (¢?u;)dx +/ V(x 2w2dx). (1.13)

RN RN
Além disso,
Vu;V (?u;)dr| = Vu,; (20 Vpu; + *Vu;)dx
RN RN
< [ Vuleds 2 [Vl velds
RN RN
€ como,

0 < (Vs |IV] = fugl[9])* = [V PVl — 2|V us | [ [ V] + uf?,

isto é,
2|V |Jus [0 [V Y] < [V PV + uje?,
podemos usar o fato que ¢ € WH*(RY) juntamente com (1.12)) para concluir que

/ VU]V(’QZ)QU])CZ$
RN

IN

/ |Vuj|2¢2dx+/ |Vuj|2|v¢]2dx—|—/ wipida
RN RN RN
< (W + 1961 [ FuPdos [ dvids

RN RN

1
< (R +Ivel) (5 [ dvdesapy)+ [ v

RN RN
1

= |G 192 4 1] [ advtdo (I + 190N
< C’/RNu?Qdex—kC,

onde C' = max{5([|¢[% + [V¥[%) + L (IX]1% + [V¥[5)e12N}>0.
Portanto, usando (V3) e as desigualdades acima, a expressao dada em (|1.13)) fica

L /R i wrde — C(L) < 2 ((J /R N wiprde + C + V(o0) /R . u§¢2d:p>
= (2C +2V(x0)) / u?z/ﬂdx +2C
RN
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ou, equivalentemente,
[L — (2C + 2V (0))] / wlpde < 20+ C(L)
RN

Assim, tomando L tal que L—(2C+2V (00)) > 0, segue que [,y u5p*dz € limitada, donde

se conclui, por (1.12), que [,y |Vu;[*dz também é limitada.
Por fim, para provar que {u;} C H ¢é limitada, resta mostrar que

2 2
jlleg = j ax
o /ud
RN

fica limitada a medida que 7 — oo. Argumentaremos })or contradicao, ou seja,
assumiremos que ||uj||3 — oo, ou ainda, que r; = ||u]||2 — 00. Consideremos
uj(x) = uj(r;x). Assim, Vu;(x) = r;Vu;(rjz) e fazendo a mudanca de variavel y = r;z,
obtemos

T Ry e

2 )
] / Yy () Py = 2|V,

(§]
ly = [ Fu@Pde= [ luoPds
RN RN
1 9 1 r
= ()Pdy = — [l = = = 1.
v [ )Py = Syl =
isto é,
IVT I8 =2 V19wl e IR =1 (1.14)

Em particular, {&;} ¢ uma sequéncia limitada em H, visto que r; — oo, N > 2 e ||Vu,||3
¢ limitada. Além disso, como {u;} C H é uma sequéncia de pontos criticos nao-triviais

de I,,, dada ¢ € C3°(R"Y), entao I3, (uj)e (7) = 0, ou seja,

[ vuee (L) dr+ [ e (L) a=x [ e (L) d

Fazendo novamente a mudancga de variavel y = r;x, concluimos que
1
rj-v [/RN r—jVuJ(rJ z)Vo(z) + V(rjz)u(r;z)e(z)d } = N7 / fuj(rjz))e(z)de

ou, equivalentemente,

1 - ~ -

— [ Vu(@)Ve(r)dr + / Vi(rje)u;(z)e(e)de = X; | f(u;(z))e(c)de.

7"3' RN RN RN
Logo, u; satisfaz

——Au]—l—V(r] Ja; = N\ f(u;) em RY. (1.15)

T
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Agora, afirmamos que

sup ||ﬂj||%g(31(z)) = sup /B ( )ﬂfdy — 0 quando j — oo, (1.16)
1(z

z€ERN 2€RN

onde Bi(z) = {y € RY : |y — z| < 1}. Observe que para provar a afirmacdo acima é
suficiente mostrar que

uj(-+2z) =0 fracamente em H'(R") paratodo z¢€ RY, (1.17)

pois se isto ocorrer, entao w;(- + z) — 0 fortemente em L?*(B;) (onde By = B;(0)), para
qualquer z € RY. Mas,

/ (uj(x + 2))*dr — 0 para todo z € RY

B1

se, e somente se,
sup [ (@0)Pdy = sup [ (@Ga+ ) 0
zeRN Bl(z) z€RN B1

onde usamos a mudanca de varidvel y = x 4+ z para obter a igualdade acima.

Mostremos entao ((1.17). Primeiro, por uma mudanca de variavel é imediado que
2 (- + 2)|| @y = (U] gy, e assim, {u;(- + 2)} C H ¢é limitada. Desse modo, apos
extrair uma subsequéncia, temos

u;(-+z) = u fracamente em H.

Agora, tomando ¢ € C°(RY) e usando (1.15)), obtemos

1 Vi (y)Vely — z)dy + /

Tj RN RN

V(rsy)ui(y)ely — z)dy = A; /RN f(u;(y))p(y — 2)dy.

Fazendo a mudanca de varidavel y = x 4 z, a expressao acima fica

1 - -
— Vu;(z + z)Ve(x)dr + / V(rj(x+ z))uj(x + 2)p(z)dx
T‘j RN RN
_ Aj/N £ (2 + 2))o(@)da. (118)
R
Em virtude da desigualdade de Holder, temos
. Viug(z + 2)Vp(x)de < [V, (- + 2)[2Vells < [[a;(- + 2)l[[m @) [[Vell: < C.

Desta forma, desde que r; — 0o, entao

1 ~
— Viu,(z+ z)Ve(z)de — 0 quando j — oo. (1.19)
T JRN

Além disso, considerando 2 C RY aberto limitado tal que Suppy C €, a compacidade
da imersao de Sobolev H'(Q) — LPT(Q) (onde p ¢ dado em (f)) nos garante que

30



Capitulo 1 1.2 Prova do Teorema

w;(-+2) — u fortemente em LPT(Q). Assim, a menos de subsequeéncia, existe h € LPT1(Q)
tal que

(a) uj(x + 2) — u(z) implicando que f(u;(z + 2))p(x) — f(u(z))p(x) q.t.p. em €,

(b) |u;(z + 2)| < h(z) q.t.p. em Q.

Consequentemente, usando a Observagao (item (1)), segue que

(c) [f(wj(z +2))p(x)] < Celuy(z + 2)|le(@)] + efu;(z + 2)[[(2)|
< Ceh(a)lp(x)] + eh(z)?|o(x)| =: g(z) q.t.p. em Q.

Observe que g € L'Y(). Com efeito, desde que 2 é compacto e p + 1 > 2 entao
P Q) C L*Q) e assim h € LPT(Q) implica que h € L?(Q). Logo, usando a
desigualdade de Holder, podemos concluir que

/ng(-’r)ldx < Ca/QIh(ﬂf)llw(ﬂﬂ)\d%%/ﬂIh(ﬂﬁ)l”I@(iv)!de
< Cellhllz@llellz@) + ellhll 7o @) lll @) < oo

Portanto, pelos itens (a) e (¢) acima, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue que

F(@s(e + 2Dp(e)de — | () p(e)ds (1.20)

RN RN

Observe ainda que em virtude de r; — oo, temos que |r;(z + 2)| = |r;||x + 2| — oo para
z € RY fixado. Entao, por (Va), V(r;(z + 2)) — V(00) q.t.p. em R" e de modo analogo
ao que foi feito para obter ([1.20]), podemos concluir, usando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, que

/RN V(rs( + )iz + 2)p(@)de — V(c0) / (@) (x)da. (1.21)

RN

Agora, usando o fato que A\; — 1 e combinando (|1.18)—(1.21]), temos
V(oo)/ updr = f@)pdr para toda ¢ € C5°(RY).
RN RN

Logo, u satisfaz
V(oo)u(z) = f(u(x)) qt.p. em RY. (1.22)

Além disso, note que £ = 0 é uma solugao isolada de V(00)¢ = f(&), isto é, existe
d > 0 tal que £ = 0 ¢ a tnica solucao de V(00)¢ = f(£) no intervalo [0, 6]. Caso contrario,
para cada n € N| existe &, € (0, %], ou seja, &, — 07 tal que V(00)&, = (&), ou ainda

f(&n)
&n

Entretanto, usando as hipoteses (f1) e (V5) juntamente com o item (v) da Observagao

[1.2], temos
&)

n—oo é-,n

o que é uma contradigao. Desse modo, £ = 0 é uma solugao isolada de V(00)é = f(&), e
como U € H e satisfaz ((1.22)) devemos ter u = 0, pois, definindo Q = {z € RY : u(x) # 0},

=V (oc0).

= ['(0) < ap < V(o0),
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segue que |u(z)| > § para = € e para algum 6 > 0. Isto implica que € tem medida
de Lebesgue nula, caso contrério, u teria um “salto” entre €2 e seu complemento, donde u
nao poderia estar em H. Assim,

aj('ﬁ—Z)AﬂEO,

o que prova (|1.17)) e, por conseguinte, ({1.16]).
Agora, em virtude de (|1.16]) e da limitacao de {u;} C H, concluimos pelo Lema

do Apéndice B que
[#lper — 0 quando j — oo,

onde p é dado em (f;). Como u; é ponto critico de I, temos u; > 0 (veja item (iii) da

Observacao e, portanto, w;(x) = u;j(r;z) > 0 para todo z € RY. Logo, usando o item

(ii) da Observagao e o segundo resultado de (|1.14)), obtemos

[ @) - rom)id
RN

~ ~ 1 ~ 1
< el 13 + Cellllyiy = e+ Cellglly -

Dai, como ||@;|[,+1 — 0 quando j — oo e € > 0 é arbitrario, concluimos que
[ (@) - ro@)ids —o.
R

Além disso, multiplicando (1.15) por @; e integrando, temos

—/ |Vuj|dx—|—/ V(rjz)ulde = \ /fujujd:t

Desse modo, usando a convergéncia acima juntamente com o fato que A\; — 1, podemos
reescrever a expressao anterior da seguinte forma

SV =~ [ (Vi) - s [ (1) - 10 ds

RN

= - /RN(V(TJ‘Z') — V(00))u}dx _/ (V(00) — A, (0))2da + o(1)

= — /RN(V(TJ'ZE) - V(OO))ﬂfdx - (V(OO) _ /\Jf,(()))HEJH% n 0(1)

e como r; — oo, {u;} C H é limitada, \; — 1 e ||u;||3 = 1 (veja (1.14)), a expressao
acima fica
(V(rjz) — V(oo))ﬂfdx = —(V(c0) — f'(0)) + o(1). (1.23)
RN
Observe ainda que, usando (V3), dado € > 0 existe Ry > 0 tal que

/RN(V(rjx) — V(oo))ﬂj?a&
< /B |V (rjz) — V(oo)|ﬂj2dx + /BC |V (rjz) — V(oo )|u2dx

Ro

< [ W) - Vieolitde + |
B,

= / [V (rjz) — V(co)|uide + ¢
B,
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Novamente em virtude de r; — oo, temos que |r;z| = |r;||x| — oo para x € Bg, fixado.
Entao, por (V2), V(r;j(z)) — V(c0) q.t.p. em Bpg, e utilizando argumentos semelhantes
aos usados para obter , podemos concluir, por meio do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, que

/ \V(rjz) — V(oo)|ﬂj2d$ — 0.

B,

Consequentemente, como ¢ > 0 (dado na tultima desigualdade) é arbitrario, entao
/RN(V(rj:c) — V(oo))ﬂfda: — 0.

Logo, segue por ((1.23) que

—(V(o0) = f(0)) =0

0 que é uma contradigdo, ja que (V5) juntamente com o item (v) Observacao nos
garantem que
1(0) < ap < V(o0).

Portanto, |lu;||3 ¢ limitada e isto conclui a prova da proposigao. n

Observagao 1.16 Quando N > 3, podemos mostrar a limitagio de ||u;||3 diretamente.
De fato, desde que para cada j € N, u; € ponto critico de Iy, (A; € [%,1]), obtemos
I}, (uj)u; =0, ou seja,

/RN [Vu; [+ V(z)ujde = )\, - f(uj)u;de. (1.24)

Por outro lado, como no item (i) da Observagao usando (f1) e (f2), para todo § > 0
existe Cs > 0 tal que

f(s) < (f'(0) 4 6)s + CssN2D/N=2 parg todo s> 0. (1.25)

Portanto, usando o item (iv) da Observagao (11.24), (1.25) e o fato que o espago
DY2(RYN) estd imerso continuamente em L* (RN) (isto €, ||ul2 < C||Vull2), obtemos

ao/ wide < / IVu;|? + V(z) ?dx:)\j/ f(uj)ujd
RN RN
< / fuj)u;dz
< ()+5)/ ud:L'+C§/ uf*dzv
RN RN

2%

< (f’(0)+(5)/ dz + GOV |
]RN

e como jda temos a limitagao de fRN |Vu,|*dz basta, entao, escolher § tal que

f(0)+6 < ag=info(—A + V(z)),
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isto €, 6 < ag— f'(0) (o que € possivel por (Vs)) para que tenhamos a limitagio de ||u;l|3.
De fato, tomando 6 como mencionado anteriormente, seque que K = ag— (f'(0)46) > 0.
Assim, obtemos da desigualdade acima que

K/RN e < OV |12

e se ||u;||3 nao for limitada (isto €, a menos de subsequencia, ||u;||3 — oo, quando j — oc),
dividindo a desigualdade anterior por ||u;||3 e fazendo j — oo, obteriamos 0 < K <0, o
que € uma contradicao.

Lema 1.17 Assuma que (f1)-(fs3), (V1)-(V5) ocorram. Entao a sequéncia{u;} C H € uma
sequéncia de Palais-Smale para I satisfazendo limsup, ., I(u;) < ¢ e |Juj]|gr@yy = 0
onde

= inf max I(y(t)) > 0
¢ = Inf max (v(t)) >

I'={y eC([0,1], H) | 7(0) = 0 e I(y(1)) < 0}.

Prova. Pela Observacao [L.13, {u;} C H satisfaz I} (u;) = 0 com u; # 0. Assim, pela
Observagao concluimos que [|u; || g1 @ny - 0.

Também pela Observacao [1.13, {u;} C H satisfaz Iy;(u;) < c,;, donde se conclui pela
definicao de I que

) = I (uy) + (O — 1) / F(uy)ds

RN

< oy (A1) /N F(uj)dx (1.26)

onde F(s) = [ f(t)dt.
Além disso, pelo item (i) da Obsevagao [1.3| temos

1
[ Fws)ds < Culuslan, + ol g

onde C e Cy sdo costantes positivas, ] <p<oose N=2el<p<(N+2)/(N —2)se
N > 3.

Portanto, como {u;} C H ¢é limitada (veja Proposi¢ao segue da desigualdade
acima que [,y F(u;)dz também é limitada quando j — oc.

Agora, usando o fato que A\; — 1 (veja Observacao e que a aplicagao A — ¢, é
continua a esquerda (veja Observacao tem-se lim; ., ¢y, = ¢ = ¢. Assim, ([1.26)) nos
mostra que

limsup I (u;) <ec.
n—-+0o0o

Por fim, para mostrar que {u;} C H é uma sequéncia de Palais-Smale para I, s6 nos
resta provar que lim; ., I'(u;) = 0 no espaco dual H' de H, ou ainda,

T a1

lim ||’ (u;)|| g = lim sup |[I'(u;)ul =0 onde ue€ H = H'(R"Y).
j—o0
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Capitulo 1 1.3 Uma solugao de energia minima

Para isto, observemos inicialmente, pela definicao de I, que

[ (uj)ul =

/]RN Vu,;Vu+ V(z)ujudr — f(uj)udz

RN

]j\ (uj)u+(A; —1) f(uJ)de

< —1|/ (u; u|d:v (1.27)

ja que I;\j(uj)u = 0 (veja Observagao . Por outro lado, segue também, pelo item (i)
da Obsevacao [L.3] que sob (f1)-(f2), para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

lf(s)| < C.ls| +els|/P paratodo s € R,

ondel<p<oose N=2el<p<(N+2)/(N—-2)seN>3.
Consequentemente, usando a desigualdade de Holder e as imersoes continuas de Sobolev,

obtemos
/ flu)ulde < 05/ \uj||u]da:—|—£/ iy [P [u] iz
RN
< Ccllujllallulla + elluslhyq llullpsa
< Calluglla @y lull sy + Callug I gy 1wl o ey
<

Csllusllm@sy + Call 5 @),

onde (5 e (4 sao costantes positivas que dependem da constante de imersao.
Portanto, como {u;} C H ¢ limitada, segue pela desigualdade acima que existe M > 0

tal que [on |f(u;j)ulde < M para todo j € N. Assim, usando , obtemos
| (uj)ul < MIA; — 1.
Agora, desde que A\; — 1, dado € > 0, existe jo € N tal que se j > j, entao

I (uj)u] < MIX; — 1] <M2M % para toda v € H tal que |Jullg <1,

ou ainda,

1 (uj)|lgr = sup |I'(uj)ul < g < € sempre que j > jo,
l[ull <1

donde concluimos que
lim [[7°Cug) [z = 0,

como desejavamos. [

Prova. (do Teorema [1.1)). Pela Proposigao e o Lema a sequéncia {u;} C H

satisfaz as hipoteses do Lema [1.12] para o caso A = 1. Logo, I possui um ponto critico
nao-trivial u (com I(u) < ¢) e isto prova o Teorema n

35



Capitulo 1 1.3 Uma solugao de energia minima

1.3 Uma solucao de energia minima

O objetivo desta secao é mostrar a existéncia de uma solug¢ao de energia minima de
(1.1) sob as hipoteses do Teorema . Este resultado esta contido no seguinte teorema:

Teorema 1.18 Sob as hipoteses do Teorema (1.1) tem wma solugdo de energia
minima. Mais precisamente, existe uma solug¢ao ug € H tal que I(ug) = m, onde

m = inf{I(u) |u € H\{0} e I'(u) = 0}.

Prova. Consideremos {u,} C H uma sequéncia de pontos criticos nao-triviais para [
satisfazendo I(u,) — m. Observemos inicialmete que usando a Observagao |1.11] temos
|tn||g1@yy - 0. Além disso, desde que {I(uy)} ¢ limitada superiormente podemos
proceder como na prova da Proposicao para concluir que {u,} C H ¢ limitada,
isto ¢, existe C' > 0 tal ||u,|| < C para todo n € N. Em particular, pelo item (i) da
Observagao (1.3 e pela equivaléncia das normas || - || e || - || g1 @), temos

[ VGl < Gillulingen) + Collunlliten, < .

onde (', Cy e (3 sao costantes positivas. Consequentemente,

1
)l = gll = [ P
RN

1
<l + [ 1P < G
2 RN

Portanto, m > —oo e {u,} C H ¢é uma sequéncia de Palais-Smale (limitada) para o
funcional I. Aplicando o Teorema m (veja também a Observagao , existe uma
subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, um inteiro [ € N U {0}, sequéncias
{yk} c RY e fungoes wh € H para 1 < k < tais que

(i) un, — up com I'(uy) =0,

(ii) w* # 0 e I (w*) =0 para 1 <k <1,
(i) [fun — wo = 3y w (- =yl = 0,
(iv) 1(un) = I(ug) + Dy 17(wh),

onde no caso [ = 0 os itens anteriormente mencionados ocorrem sem w® e {y*}.
Aqui, I*° : H — R dado por

I°(u) = 1/RN(|VU|2 + V(00)u?)dx —/ F(u)dz.

2 RN
é o funcional associado ao “problema no infinito”

—Au+V(co)u = f(u), weH.
Agora, seja m®> o nivel de energia minima para I°°, ou seja,

m> = inf{I*(u) |u € H\{0} e I*(u) = 0}.
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Como na prova do Lema assumimos que V' # V(00) e, consquentemente, ¢ < m®™
(tome o caso A = 1 na prova do Lemal[l.12)). Além disso, na prova do Teoremal[l.1]obtemos
um ponto critico ndo-trivial u de I satisfazendo I(u) < c¢. Desta forma,

m < I(u) <c<m™. (1.28)

Afirmamos que uy # 0. Com efeito, ainda como na prova do Lema , se up = 0 (o
que implica que I(up) = 0) entdo [ > 0 (basta supor | = 0 e usar o item (iii) acima
juntamente com o fato que ||ty g1 @~y - 0 para chegar a uma contradigao). Desse modo,
[ > 1 e usando a defini¢do de m™ junto com os itens (ii) e (iv) acima, obtemos

m = lim I(u,)=I(ug) +ZI°° Z[C’O ) > 1Im™ >m™

n—-4oo

o que contradiz ([1.28). Portanto uy # 0, como desejavamos. Agora, usando o item (iv) e
a definicao de m, podemos concluir por um lado que

m < I(ug).

Por outro lado, também da prova do Lema [1.12] temos m™ > 0 (basta tomar o caso
A = 1) e, consequentemente, [*°(w*) > m> > ( para cada k € {1,2,...,l}. Logo, segue
pelo item (iv) que

UO +ZIOO >IUQ)

implicando que I(ug) = m e isto conclui a prova do teorema. [ ]

1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limi-
tadas

Consideremos o funcional I : H'(R") — R definido por

I(u) = %/RN (IVul> + V(z)u?) do — /RN F(u)dz.

onde assumimos que f € C(R) satisfaz
(f1)" limg o+ (f(s)/s) = 0 e, consequentemente, f(0) = 0,

(f) Existe 1l < p<oose N =12el <p< (N+2)/(N—-2)se N > 3 tal que
limg_o f(s)|s|? =0,

V € C(RY R) satisfaz (V) e a seguinte condigao:
(V1) ap =info(—A+V(x)) > 0.

O objetivo desta secao é fazer uma descricao das sequéncias de Palais-Smale limitadas
de I no espirito de Lions [I5, [16]. Tralharemos em H = H'(R") com a norma

i = [ IVl + V(@yi)a,
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Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

que é equivalente & norma padrao do espaco H*(RY) (veja Lema , e com o produto
interno

(u,v) = VuVo 4+ V(z)uv dx.

RN

Teorema 1.19 Suponha que (f;)’, (f2)’, (V1) e (Va) ocorram e seja {u,} uma sequéncia
de Palais-Smale limitada para I. Entao eziste uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada
{un}, um inteiro | € NU {0}, sequéncias {yk} C RN e fungées w§ € H para 1 < k <1
tais que

(i) up — up com I'(ug) = 0;

(if) [ysl — 0o e lyy —yn'| — oo para k # k;

(iii) w* # 0 e I°(w*) = 0 para 1 < k < ;

(iv) Il — o = 35w (- =yl — 0;

(v) I(un) = I(uo) + Yoy ("),

onde no caso | = 0 os itens anteriormente mencionados ocorrem sem w* e {y*}.

Observagao 1.20 A decomposi¢io obtida no Teorema [1.19 ainda é vdlida assumindo
apenas que o > f'(0). Para ver isto, € suficiente escrever I na forma

) =5 [ [IVaP+ (V@) = po)las —

RN

<F(u) - % f’(o>u2) da.

De fato, para o funcional I dado acima, consideremos f(s) = f(s) — f/(0)s e V(z) =
V(z) — f'(0). Observe que f e V, assim definidos, satisfazem (f,), (f) e (V1). Com
efeito, por (f;) temos claramente f(0) = 0 e lim, o+ f(s)/s = 0, donde se obtém (f,)'.
Além disso, como estamos assumindo f(s) = 0 para todo s < 0 seque por (f2) que (f3)" é
satisfeita. Por fim, se oy > f'(0) obtemos

dp = inf o(=A + V(z)) = info(—A + V(z)) — F(0) = ag — f'(0) > 0,

e assim temos (Vy)'. Desta forma, se {u,} é uma sequéncia de Palais-Smale limitada
para I, a decomposi¢ao obtida pelo Teorema [1.19| ainda é verdadeira.

Observacao 1.21 Analogamente ao item (i) da Observacao sob (f1)" e (f2)', para
todo € > 0, existe C. > 0 tal que

1f(s)| <els|+ Ccls|P  para todo s> 0.
Observacao 1.22 Sob as condigoes (f1), (f2) e (V1)', existe pg > 0 tal que
lu|| > po para qualquer ponto critico nao-trivial u de I.

A justificativa deste resultado é analoga a uma apresentada na Observagao [1.11]
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Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

Prova. (do Teorema [1.19)). A prova sera feita em cinco etapas.

1 etapa: Mostremos, a menos de subsequéncia, que u,, — uy com I'(ug) = 0. De
fato, desde que {u,} C H é limitada temos, a menos de subsequéncia, u, — ug em H.
Além disso, como C°(RY) é denso em H, para provar que I'(ug) = 0 ¢ suficiente mostrar
que I'(ug)p = 0 para toda ¢ € C°(RY). Dada ¢ € C°(RY), observe que

I'(up)p — I'(ug)p = V(u, — ug)Vedr + / V(z)(uy — up)pdx
RN RN

~ [ () = flun))od.

Por outro lado, como u,, — ug — 0 temos

V(u, — ug)Vdr + / V(z)(uy, — ug)p = (uy, — ug, ) — 0,

RN RN

e assim,
P =)+ [ (f() = flua))ods =0 quando n — .

Desde que {u,} C H é uma sequéncia de Palais-Smale para I, temos I'(u,)p — 0.
Portanto, pela convergéncia acima, para provar que I'(ug)e = 0, basta mostrar que

lim [ (f(un) = f(uo))pdr = 0.

n—oo RN

Para isto, consideremos 2 C R¥ aberto limitado tal que Suppy C Q. Como {u,} C H é
limitada, a compacidade da imersao de Sobolev H'(2) — LP*1(Q) implica que

U, — up em LPT(Q), pois p+1€J2,2N/(N —2)[se N >3ep+1>2se N =1,2.

Assim, a menos de subsequéncia, existe h € LPT(Q) tal que

(a) un(x) — up(x), implicando que f(un(z))p(x) — f(uo(x))p(z) q.t.p. em Q,
(b) |un(z)| < h(z) q.t.p. em €.
Além disso, pela Observacao [1.21] para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

|f(s)| <els| + Cc|s|’ paratodo s> 0.
Desse modo, pelo item (b) acima, obtemos

(c) [[f(un(x)) = fuo(x)lp(2)| <|f(un(x))p()] + | f(uo(2)) ()]
<elun ()| (@) + Celun ()"l (2)|
+ eluo () p(2)] + Celuo ()Pl (2)]
<eh(z)|p(z)] + Ch(x) e (z)|
+ eluo(2)|lp()] + Celuo(2)"lp(2)] =: g(x).
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Observe que g € L'(Q2), pois ug € HY(RY), Q é compacto e como p +1 > 2 tem-se
LPH Q) € L*(Q). Logo, usando a desigualdade de Holder, obtemos

/Q 9(e)ldz < e / (@) p(x)dz + C. / ()P lo()|da
e / o (2) o) |dz + C. / o () Pl )] de

<elbllz@llellz @ + Cellbllzr o)l e @

+ elluoll 2@ el L2(0) + Celluolp g |l Lo @) < oo

Portanto, combinando os itens (a) e (c) acima, segue pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue que

lim [ (f(un) = fluo))pdr = lim | (f(un) = f(uo))edr =0,

n—oo JpN n—oo [

como desejavamos.

22 etapa: Consideremos v} = u, — up. Suponha que

sup / |v} [2dz — 0.
2€RN J By (2)

Entao u,, — ug em H e o Teorema [1.19| ocorre com [ = 0.
De fato, desde que u,, = v} + ug, temos

I (ug)v) = Vu, Vv dr +/ V(2)u,v)de — fuy)v)dr

RN RN RN

= V (v} +up)Voldr + / V() (v, + uo)vpdr — fup)vlde
RN RN RN

- / Vol [*dx + / V() Pdx + / VuoVulde + / V(z)ugv)dz
RN RN RN RN

- fuy)vldr.
RN
Logo,

v ||? = / Vol Pde + V(z) vl |Pde = I'(u,)v) — / Vuo Vo, dx
RN RN

—/ V(z)ugvpdr + [ flu,)v)da,
RN

RN
Além disso, pela primeira etapa, obtemos

0= I"(up)v) = / Vuo Vo, dx —i—/ V(z)ugv.dz — f(ug)vida,
RN RN RN
isto é,
fug)vl = VUva}Idl‘—i—/ V(z)uovde,
RN RN RN
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e assim,
oAl = It = [ faped+ [ flunelds
RN RN

Como {u,} C H é uma sequéncia (PS) para I e {v.} C H é limitada (ja que v} = u,, —uy

e {u,} C H ¢élimitada), temos I'(u,)v. — 0. Portanto, pelo resultado acima, para provar

que u, — up, ou seja, que |ju, — uo|| = |Jvp]| — 0, é suficiente mostrar que

lim f(u,)vldz = lim f(up)vldz = 0.

n—oo JpN n—oo JpN

Passemos entao a prova destas convergéncias. Pela Observagao [1.21] para todo € > 0,
existe C. > 0 tal que

|f(s)] <els|+ C|s|P paratodo s> 0.

Assim, usando a desigualdade de Holder, as imersoes continuas de Sobolev e as limitacoes
da sequeéncias {u,} C H e {v}} C H, obtemos

< 6/ \unHvi\dﬂc—i—Cg/ |un|P |0} |da
RN RN

3 3
5(/ |un|2dx> (/ |v711|2da7)
RN RN
p 1
b P P
+e</ (yun|p)fdx) (/ |U;|p+1dx>
RN RN

= el|unll2llvallz + Cellunll} 4 ol
< eChllunll @y llvn | @y + CeCollun s oy vn o1

< <Cy + C.Cil[0} .

f(up)vtda

RN

IN

Por outro lado, desde que {v]} C H ¢é limitada e

sup / |v}|2dx — 0,
2€RN J By(z)

segue pelo Lemado Apéndice B que ||v}|l,+1 — 0 quando n — oco. Consequentemente,
usando a desigualdade anterior, obtemos

lim f(up)vidz =0,
n—oo JpN

e, analogamente,

lim f(up)vldr =0,

n—0o0 JpN

como desejavamos. Assim, u, — ug em H (o que implica que I(u,) — I(ug), pois o
funcional I é de classe C') e o Teorema ocorre com [ = 0, o que completa a prova da
segunda etapa.
32 etapa: Suponha que exista {z,} C RY tal que, para um d > 0,
/ vt |2dz — d.
Bi(zn)

Entao, a menos de subsequéncia, temos para um w € H,
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(i) [zn] = o0;
(il) wn(- + 2,) = w # 0;
(iii) I°'(w) = 0.

Para o item (i) suponha, por absurdo, que {z,} C R ¢ limitada, isto ¢, existe K > 0 tal
que |z,| < K para todo n € N. Assim, para todo n € N, segue que By(z,) C B,.(0) = B,,
onde r = 1+ K. Com efeito, se y € Bi(z,), temos

lyl = |zn] < |y —2n] <1,

ou ainda,
‘y’ < 1+‘Zn‘ Sl—i_K:T;

donde segue que y € B,.(0) = B,. Logo,

0§/ |U}L\2dx§/ v} |2da.
Bl(zn) B

Por outro lado, desde que {v!} C H é limitada e v} = u, — ug — 0, segue que, a menos
de subsequéncia, v! — 0 em L?(B,). Portanto, usando a desigualdade acima, obtemos

/ vt [2dz — 0,
Bi(zn)

o que contradiz nossa hipotese. Portanto, |z,| — oo e o item (i) esta provado.
Passemos agora a prova de (ii). Afirmamos, inicialmente, que

ol 22(By(20)) — 0 quando n — oo.

/ ugda::/ ugxgl(zn)dx,
Bi(zn) RN

(2) = 1, se z € Bi(z,),
XBI(ZN) xr) = O7 Se $¢Bl(2n)

Por outro lado, desde que |z,| — oo, temos

Com efeito, note que

onde

U (2)X By (2 (¥) — 0 q.t.p. em RY,

e como
[ug (@)X, () ()] < u(2),

e ug € L*(RY), isto ¢, u3 € L*(RY), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue que
/ updr = / UGX By () AT — 0,
Bi(zn) RN

ou seja, [[uollz2(p, () — 0-
Observe ainda que

ol 228y (2n)) = 1tn — wollL2(By ey < il 281 (2n)) + W0l 2281 o))

42



Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

isto é,
[tnll 228120y > 1Vnllz2(B1 ) — 0]l 2By (20))-
Como, por hipétese, |[v}||z2(5,(zn)) — d/* > 0, a desigualdade acima juntamente com a
afirmacao anterior nos garantem, para n suficientemente grande, a existéncia de um 6 > 0
tal que
Hun||L2(Bl(zn)) Z 67
ou, equivalentemente,
/ [un(- + 20)[Pdy = / |un|*dz > 02, (1.29)
B1(0) Bi(zn)

onde usamos a mudanga de varidvel z = y + z,. Definamos agora, u,(-) = u,(- + z,).
Desde que {u,} C H é limitada, segue por uma mudanga de variavel que

Tl = [ [Tt ) + a4 )l

= [ 90l + ey = oy < K

e pela equivaléncia das normas || - || gieny e || - ||, temos ||u, || < K7, ou seja, {u,} C H é
limitada. Assim, a menos de subsequéncia, obtemos
Uy, — W.

Afirmamos que w # 0. De fato, se w = 0 entao @, — w = 0 em L?*(B;(0)), isto ¢,

[l z)Pdy = [ e o,
B1(0) B1(0)
o que contradiz ((1.29). Portanto, u, (- + z,) = w # 0, o que prova (ii).

Por fim, para a prova de (iii), consideremos como no item anterior, t,(-) = u,(- + z,)
e observe que, analogamente ao que foi feita na primeira etapa, temos

1% (,) — I°'(w)yp — 0 para qualquer ¢ € C°(RY).

Portanto, para provar que I°(w) = 0 é suficiente mostrar que I°(u,)p — 0, para
qualquer ¢ € C3°(RY) fixada. Note que

Pluol = 2) = [

RN

- f(un(2))p(r — 2,)d,

RN

Vu,(2)Ve(z — z,)dx + / V(z)un(x)p(x — z,)dz

RN

ou, equivalentemente (usando a mudanga de variavel y = z — z,),

I'(un) (- — 2) = Vel ) Vely)dy + | V(g zun(y + za)e(y)dy
— /. fun(y + 20))p(y)dy
= [ Vet [ Vit e
= | S w)ew)dy
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Por outro lado, desde que {u,} C H é uma sequencia (PS) para I e

I = 20)ll @y = 1@l @),

isto é, {¢x(- — z,)} € limitada, obtemos

I'(up)p(- — 2n) — 0,

- Vi, (y)Ve(y)dy + /R N V(Y + 2n)tn(y)p(y)dy — - f(un(y))e(y)dy
= I'(un)p(- = 22) — 0,
ou ainda,

Vit (5) Voo () dy + / (V(y + 20) — V(00))iin (1) p(y)dy

RN RN

+ /RN V(00)un(y)e(y)dy — . F(@n(y))p(y)dy — 0,

ou seja,

1@, )p + / (V{5 + 20) — V(00)) () (y)dy — 0.

RN

Desta forma, pelo resultado acima, para provar que 1°°'(u,)p — 0, é suficiente mostrar

/IRN(V(y + zn) = V(00))tn (y) o (y)dy — 0,

onde as convergéncias acima sao todas quando n — oc.

Para provar este fato, consideremos 2 C R aberto limitado e Suppy C Q. J& vimos
no item (ii) que u,(-) = u,(- + z,) — w # 0, donde se obtém que @, — w em L*(Q).
Assim, a menos de subsequéncia, existe h € L?(2) tal que
(a) un(y) — w(y) q.t.p. em €,

(b) [un(y)| < h(y) a.t.p. em Q.
Por outro lado, desde que |z,| — oo, para y € RY fixo, temos |y + 2,| — oo e por (V5),

segue que
V(y+2,) —V(x) =0 qtp.emQ quando n — oo,

donde obtemos

(V(y + 2n) = V(00))tn(y)e(y) = 0 q.t.p. em €.

Agora, usando o fato que V ¢é limitado (veja item (iv) da Observagao [1.2)), obtemos

[(V(y + zn) — V(00))un(y)p(y)| < K[h(y)lle(y)| =: 9(y)

e g € LY(Q) pois, pela desigualdade de Holder, temos que

/Q 9()ldy < K / ) @)y = Kl 1l 2 < oo
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Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

/N(V(y + 2) = V(00))un(y)(y)dy = /(V(y + 2) = V(00))un(y)(y)dy — 0,
R Q
como desejavamos. Assim, a terceira etapa esta concluida.

4% etapa: Suponha que existam m > 1, sequéncias {y*} C R e fungdes w* € H
para 1 < k < m, tais que

yal =00, lyn—ui| >0 se  k#N,
Un (- +yF) = wh £0 para todo 1<k <m,
I°°"(w®) = 0 para todo 1<k <m.
Entao
(1) Se sup / n— Uy — Zw — y¥)|2dz — 0 temos
2€RN Bi(z)

Up — Uy — w*(-—y,)|| — 0.
[ Z ol

(2) Se existe {z,} C RY tal que, para um d > 0,

/ —uo—Zw — ") Pdr — d,
Bi(zn)

entao, apos extrair uma subsequéncia se necessario, o seguinte ocorre:
(i) |2n] — 00, |20 — ¥¥| — oo para todo 1 < k < m;

(i) up(- + 2,) = w™T £ 0;

(iii) I®'(w™*) = 0.

Suponha que (1) ocorre. Consideremos &, = u, — uy — 27: Lw*(- — y¥) e observemos
que por uma mudanca de variavel, [[w*(- — y%)|| g1 @y = [|w*|| g1 @n). Assim, usando que
{u,} C H & limitada, obtemos

[&nll @y = |lun — uo —Zw (- =yl )

lutnll vy + lluolleny + D 0¥ = gl ey
k=1

IN

= |unllm@yy + ol @y + ) w0l mey) < K,
k=1
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isto ¢, {&,} C H ¢é limitada. Logo, se (1) ocorre entdo pelo Lema[B.6 do Apéndice, temos
&, — 0 em LPTH(RY). Observe ainda que u, = &, + ug + > _,—, w*(- — y¥), donde se tem

I'(up)é, = /RN V& |2de + /RN VuyVE,dx —|—/ (Zw — gk ) VE,dx
+ /R Vi@)Gde + /R V(@)uognde + /R Vi) (; wh(- - yZ)) Enda

— | flun)énde,

RN

O que nos fornece

oll” = Vé*d V()&
el = [ Veldo+ [ Vs
= I'(u,)&, +/ [ (un)&,dx —/ VugVE,dxr — V(z)up&ndx
RN

RN
/ (Zw o yn > andl' - / V(m) (Z wk(' o yﬁ)) gndm
RY k=1
Desde que I'(ug)&, = 0 (isto segue pela primeira etapa), ou seja,
flunfnds = [ VuVeuds+ [ Viehugds,
RN RN RN

podemos reescrever a expressao anterior da seguinte forma:

JEal2 = I'(un)é / fuoﬁndx—Z V(= ) Venda

- Z /RN — Yn)Sndx (1.30)

Agora, usando a hipétese que I°'(w*) = 0 para todo 1 < k < m, temos
I (w*)&a (- +yp) =0,

o que implica que

. Fwh(2))én(z +yp)dz = | Vu'(2)VEa(z +yp)dz + | V(oo)w"(2)&(z + yy)dz.

RN RN

Fazendo a mudanca de variavel x = z + y* (para cada 1 < k < m) no lado direito da
igualdade acima, temos

n = wh(- — y"VEda oo )wk (- — y*)€, dx,
[ M ade = [Vt =y ede+ [ Vieout— b
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donde obtemos

Z f M-+ yh)de = Z/ V(- — yF)\VE,d + Z/ —yM&,dr.
—1 /RN
Assim, fica
€17 = T'(un)én — [ fluo)énda — Z (- + yn)da

+ ; /RN(V(OO) V(@) (- — yF)enda + y Flup)énda.

Analogamente ao que foi feito na segunda etapa, usando repetidamente o fato que
& llp+1 — 0, obtemos

Zk 1 f]RN + yn)d:v - 07
fRN f(un)fndx — 0,
Jan fuo)&ndz — 0,

onde usamos para obter a primeira convergéncia o fato (dado diretamente por mudanga
de variavel) que [|&,(- 4+ y%)| pawy) = |€nll Loy, para todo ¢ € [1,00).
Logo,

ol = 1= [ 0/60) = VA s

[ Fun)oda - /R e =32 [ utlen + s =

Como {u,} C H é uma sequéncia PS para [ e {{,} C H é limitada, temos I’ (u,)&, — 0.
Portanto, pelo resultado acima, para provar que

1€nll = lltn —uo — Zw —yn)ll =0,
é suficiente mostrar que

S [ (o0 = ViaDut — st — 0.

onde as convergéncias acima sao todas quando n — oc.
Para provar este fato, note que por (V3), para todo € > 0, existe R > 0 tal que

[ V(60 = Vi)t = e
< [ W0 -Vt = gillieldn+ [ IVioe) = V@lluh( ~ sh)galde

Br

e / k(- — ) IEnlda + ¢ / (- — )l [€alde,
Br B¢

R
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onde Br = Bg(0) e estamos considerando o fato que o potencial V' é limitado.
Além disso, desde que &,,w* € H, segue pelas imersoes continuas de Sobolev que

fn,w"” € LQ(RN) N LPPYRY), e como, LPT(RY) c LPYY(Bg) C L% (BR) temos
Enywt € L' (BR)HLPH(BR)HLQ(BR)DLZ(BC) Assim, usando a desigualdade de Holder,
a limitagao de &, em H, o fato que [|w*(- — y2)|| por1@ny = ||wF|| o1 @y) € novamente as
imersoes continuas de Sobolev, concluimos da desigualdade anterior que

[ V60 = Vi)t = sk

< Cifw'(- - yﬁ)HLPH(BR)||€n|\L%}(BR) +ellw*(- =yl 29 l€nll 25g)

< Cifw*(- - yﬁ)llmﬂw)||€n||Lz%1(BR) +ellw* (- = yn) [l 2@m) l€nll 2 @y

= Cl|’wkHLp+1(RN)HgnHL%(BR) + 5HwkHL2(RN)”£HHL2(RN)

< Glléall e, +eGlléallmey) < Calléall o o +2Cs, (1.31)

Desde que LPH(RN) c LPTY(Bg) C L% (BR) temos
< p < n )
0< 6l e, < Clléalyn

e como, ||&,][p+1 — 0, segue da desigualdade acima que

6ol 2 5, = O
Consequentemente, temos por (1.31)) que
/ (V(00) = V(a))w*(- — yF)¢dx — 0 para todo 1 <k <m.
RN

ou ainda,
m

S [ (60 -V~ e — 0,

k=1
como desejavamos.

Assuma agora que (2) ocorre. A prova de (i) sera dividida em dois casos.
1° caso: Afirmamos que |z,| — oo.

Suponha, por contradi¢io, que (z,) C RY & limitada, isto ¢, existe M > 0 tal que
|zn] < M para todo n € N. Assim,

20 = ynl = lyn = 2al 2 lynl = l2al = lyn| = M,
e como por hipétese |y¥| — oo para todo 1 < k < m, temos
|20 — y¥| — 00 quando n — oco.

Defina, @w*(-) = w*(- — y¥) e tome &, = u, —ug — >, w*(- — y¥). Note que

[&nllzeBienyy = llun —uo —Zw —?/n [ £2(B1 (20))

IN

[t — wollL2(By (20)) + Z 10" || 284 (2
k=1
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isto é,
= voll 2251 o)) = N€nllz2(Bace) = D ¥ 2281 o) - (1.32)
k=1

Por outro lado, fazendo a mudancga de variavel z = z — y*, obtemos

A N IR
Bi(zn)

Sl AN G Il [ e
1(2n—Yp

ou seja,
||wk||L2(Bl(zn)) = ||wkHL2(B1(zn—y£§)) para tOdO 1 S k S m.

Como w”* € L?(R™) e, neste 1° caso, ja foi provado que |z, —y¥| — oo, segue pelo Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue (anilogo ao que foi feito no item(ii) da terceira
etapa) que

0™ 2281 20)) = 0" | 2(By (2 —yty) — 0 Para todo 1<k <m,

e assim,
m
D @2y — 0
k=1

Consequentemente, visto que por (2), ||&ullr2si)) — dY* > 0, o resultado acima
juntamente com ([1.32)) garantem a existéncia de um ¢ > 0 (para n suficientemente grande)
tal que

ln = woll 2By (z0)) 2 0

ou ainda,

/ U, — uo*dz > 6% > 0. (1.33)
Bi(zn)

Desde que estamos admitindo |z,| < M, para todo n € N, temos como no item (i) da
terceira etapa que existe r > 0 (r = 1 + M) tal que By(z,) C B,.(0) = B,. Logo,

0< / |y, — ulda < / |t — uo|*da,
Bi(zn) B

e, como u, — uy — 0 em L?(B,), concluimos da desigualdade acima que

/ |y, — uo|*dz — 0,
Bi(zn)

o que contradiz ([1.33]). Portanto |z,| — oo e o 1° caso fica provado.

2°caso: |2, — y¥| — oo para todo 1 < k < m.
A prova desse caso é analoga a do caso anterior. Suponha, por contradi¢ao que, existe
K € {1,...,m} tal que {z, —y*} C RY & limitada, isto &, existe M > 0 tal que
|20 — y¥'| < M, para todo n € N. Assim, para k # k', obtemos

2l = lyn + 20— v | = ] = [z =i | = 1 =M,
2 — UEl = 20 — b +yl —yl| > |yl —yf| = |zn — ¥k | > |yF —yf| — M.
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e como, por hipétese, || — oo paratodo 1 <k <m e |yf —y¥| — oo se k # k' (quando
n — 00), temos

|2n| — 00,

|z, — Y| — 0o para todo k # K.

Note ainda que por (2)

/ lun () — up(z) — w* (z — y*) Zw (z —yF) Z wh(x — y")Pde — d > 0,
Bl(zn) Zk/+1
e fazendo a mudanca de variavel z = 2 — y*', obtemos
[ e ) — ol ) 0¥ (o
Bl(Zn Y )
k-1 m
=D Wty —y— D vtk —yh)fPdz —d > 0.
= k=k/+1

Definindo, @*(-) = w*(- + v* — ), Un(-) = un(- + ¥*) e Uo(-) = uo(- + y*"), segue do
resultado acima que

K —1
[tn — o — Z Z G| (5 (zmghryy — A > 0,
k=k/+1
e considerando, v, = U, — Uy — w* — Zl 11 ok — S W WF, temos
[onll 28, (2 —yt'y) = d'? >0 (1.34)
e R y R
HUnHm(Bl(zn_yg/)) < un, —w \|L2(Bl(zn_y;g’)) + HuOHLQ(Bl(zn—ny/))
k'—1 m
+ Z Hﬁ)\kHLQ(Bl(zn—ny')) + Z H@kHLQ(Bl(zn_y;g’))a
k=1 k=k'+1
ou ainda,
k'—1 m
[ty — wk,HLQ(B (om—yk')) = Z H{EkHL2(Bl(zn—yk’)) - Z Hwk”ﬂ (B1(zn—yE"))
1 k=1 k=k'+1 (1.35)

+ ”Un”LZ(Bl(zn—y;g’)) - HUOHLQ(Bl(zn—yﬁl))'
Analogamente ao caso anterior, usando a definicao de " e fazendo a mudanca de variavel
/
r=z+y¥ —yk obtemos
k T
[0 2 (Bi(zn—yE)) = W[ L2(B, (20 —yt)

e como, w* € L2(RY) e, neste 2° caso, ja foi provado que |z, — y¥| — co se k # k', segue
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (andlogo ao exposto no item(ii)
da terceira etapa) que

||U}I€||L2 (B1(zn— yn — HU) ”L2 (B1(zn—1yk)) —0 para todo k 7& k/ (1 < k < m)
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Portanto,
k
vl L R (30
Zk:k’+1 Hw HL2(Bl(zn—yn')) — 0.
Segue também pela definicdo de Uy e pela mudanca de variavel z = x — yfll (veja caso
anterior) que
[0l L2, 20—ty = llt0ll 2281 () -
Novamente, como na prova do item(ii) da terceira etapa, usando o fato que ug € L?(RY)

e que |z,] — oo (provado acima, para este 2° caso), concluimos pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue que

1@l £2(5, (2n—yiry) = [0l L2(B1(2n)) — O (1.37)

Desta forma, combinando (1.34)—(|1.37)), segue que existe 6 > 0 (para n suficientemente
grande) tal que

~ /
||un - wk ||L2(B1(Zn—yﬁ/)) > 5’

ou, equivalentemente,

/ |4, — w*|?dz > 6% > 0. (1.38)
Bl(zﬂ yn/)

Como estamos supondo |z, — y¥'| < M, para todo n € N, segue como no item (i) da
terceira etapa que existe 7 > 0 (r = 1+ M) tal que By(z, — y*') C B.(0) = B,. Logo,

0< / T, — w*'|?dz < / |, — ug|*de.
Bi(zn—yk") -

Por outro lado, temos por hipotese U, () = u, (- + y¥) — w* # 0 para todo 1 < k < m,
donde segue que %, —w* — 0 em L?(B,). Assim, concluimos da desigualdade acima que

/ 4, — w"|?dz — 0,
(z’ﬂ yn)

o que contradiz ([1.38)). Portanto, |2, — y¥| — oo para todo 1 < k < m o que conclui o 2°
caso e assim (i) esta provado.

A prova de (ii) sera analoga a que foi feita na terceira etapa (item (ii)). Continuemos
denotando, @w"(-) = w*(- — y¥) e & = u, —ug — >_j, wH(- — y¥). Desde que ug € L2(RY)
e |z,| — oo (provado em (i) desta etapa), segue como na prova de (ii) da terceira etapa
que

[[wollL2(B, (20)) — O (1.39)
Observe que por (2)
1€l L2(B1 (2)) — dY? > 0. (1.40)
Além disso,
||5n||L2(Bl(Zn)) = [lun —uo — Zw —yn ||L2(Bl(zn))

N

< tnll 2y + Mol 2By + O N8 22812
k=1
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ou seja,
2251y = Nnllz iz — N0l 2 ey — D 100 2281 2y- (1.41)
k=1

Desde que w* € L?(RY) e |z, — y*| — oo (provado em (i) desta etapa) segue como na
prova do item (i) (1° caso) que

S 281y — 0 (1.42)
k=1

Portanto, combinando (1.39)—(1.42)), temos, para n suficientemente grande, a existéncia
de um ¢ > 0 tal que

|l L2(B, (20)) = 0

ou, equivalentemente, usando a mudanca de variavel x = y + z,,

/ |un (- + zn)|2dy = / \un\zdx > 62> 0. (1.43)
B1(0) Bi(zn)

Consideremos agora, U,(-) = u,(- + 2,). J& vimos na prova da terceira etapa (item (ii))
que {u,} C H é limitada. Assim, a menos de subsequéncia, temos

Up — w™

Afirmamos que w™ # 0. Com efeito, se w™™ = 0, terfamos @, — w™™ = 0 em
L*(B4(0)), isto é,

U (- + 2,)|Pdy = / |, |*dx — 0,

B1(0) B1(0)

contradizendo assim ([1.43). Portanto, u,(- + 2,) — w™" # 0, o que conclui a prova de
(ii).

Para provar (iii), consideramos u,(-) = u,(- + z,) e observe que, de modo anélogo ao
que foi feita na primeira etapa, temos

1% () — I (W™ ) — 0 para qualquer ¢ € C°(RY).
Assim, para provar que [°(w™"1) = 0, é suficiente mostrar que
I°°'(t,)p — 0 para qualquer ¢ € C°(R”) fixada,

e isto é feito analogamente como no item (iii) da terceira etapa. Logo, a quarta etapa
esté concluida.

52 etapa: Conclusio. Pela primeira etapa temos u,, — ug com I’(ug) = 0 ¢ assim (i)
do Teorema fica provado. Além disso, se a hipotese da segunda etapa ocorre, entao
U, — ug em H e o Teorema [1.19| ocorre com [ = 0. Caso contrario, existe g > 0 tal que

sup / vt [2dw > &y para todo n € N,
Bl(Z)

2€RN
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e assim, pela definicio de supremo, existe {z,} C RY tal que
[ Parze omeimpiaqe [ oide—aso.
By (Zn) Bl(zn)

Portanto, se a hipotese da segunda etapa nao ocorre, a hipdse da terceira etapa deve
ocorrer. Desse modo, fazendo {y!} = {2,} e w' = w a tese da terceira etapa nos coloca
nas hiposes da quarta etapa no caso m = 1. Assim, se (1) da quarta etapa ocorre obtemos
(ii)-(iv) do Teorema[1.19) (com m = 1). Se ndo (analogamente ao que foi feito caso a hipose
da segunda etapa nao ocoresse), (2) da quarta etapa deve ocorrer e fazendo {y2} = {z,}
e w'™ = w? a tese de (2) da quarta etapa nos coloca novamente nas hipoteses da quarta
etapa com m = 2, e assim, repetimos a quarta etapa. Obviamente tudo que temos de fazer
para concluir a prova de (ii)-(iv) do Teorema ¢ mostrar que (1) da quarta etapa deve
ocorrer ap6s um numero finito de repeticoes. Para isto mostremos primeiro o seguinte
resultado:

Afirmacao 1: Para todo m > 1, temos

m m
i, = ol ey~ D sy = Jim ==t~ ey 20

Provada a afirmacao, desde que I°'(w*) = 0 para 1 < k < m e w* # 0, usando a
Observagao [1.22] o fato que {u,} C H ¢ limitada e a equivaléncia das normas || - || e
| - |2 oy, segue que existem C > 0, Cy > 0 e py > 0 tais que

m
C’1 2 nh—{go ”unH%{l(RN) Z Huo”iﬂ(RN) + Z Hwk”%{l(RN)

k=1

m m
> > gy = Co D w2 > Copom,
k=1 k=1
isto &,

m < G
Capo

Portanto, existe [ € N tal que (1) da quarta etapa deve ocorrer.

Passemos agora a prova da nossa afirmacao. Como o funcional I* esta associado a
um problema auténomo e w* sdo pontos criticos ndo-triviais de I* para todo 1 < k < m
segue que w® tem decaimento exponencial no infinito (veja Teorema 1 em Berestycki-Lions
[1]) e consequentemente,

lim wk(x) =0 paratodo 1 <k<m.

|z|—o00
Definamos w¥(-) = w*(-—y%). Fazendo a mudanca de variavel z = -—y* temos claramente
@] @y = ||wF|| iy, e como, as normas || - ||ziwny € || - || sdo equivalentes, segue

que {w,} C H é limitada. Assim, tomando uma subsequéncia se necessério, temos

W=y =af —~a" e w(z—yf) =ak(z) — @F(x) qt.p. em RV

Desde que |y*| — oo para todo 1 < k < m, temos, para x € RY fixado, |z — y*| — oo
quando n — oo. Consequentemente, usando as convergéncias acima, obtemos
F(z) = lim w*(z —yf) = lim  w(z—yk) =0.
n—00 |z —yk|—o0
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Desta forma,
W —yF) =@ =@ =0 paratodo 1<k <m. (1.44)

Agora, observemos que
|Un—uo—zw ”Hl(RN)
= |lun — UOHHI RN)_2 _“072w _yn H+||Zw _yn ||H1 (RN)

= |[utn| s gy = 2(un, w0 + ol vy = 2(un, D w*(- = yk))u
k=1

2<u0azwk - yn H+ || ZU) ||H1(]RN)
k=1

Desde que u,, — ug (veja primeira etapa), temos (u,, uo)y — (ug, ug)y = HuOH?Lp(RN).
Além disso, usando ((1.44), temos

uo,Zw —yn g — 0.
Portanto, para provar nossa aﬁrmagao é suficiente mostrar que
() (wn, 200y WP = yn) = 200 WP ),

(b) 1324, w(- — ys)Hip(RN) = D HwkHHl(RN)v
onde os produtos internos acima representam o produto interno de H = H'(RY).

Primeiro, fazendo a mudancga de varidvel z = - — y* (para cada k € {1,2,...,m}), um
calculo direto nos da

(U, W (- — "N = (un (- + yF),w*)y  paracada ke {1,2,...,m}.

Assim, usando o fato que u, (- + y¥) — w* # 0 para todo 1 < k < m (veja quarta etapa),
obtemos

(s S W= YN b = (s ! (- = Y+ -+ (s w™ (- = Y
k=1
— ||w1||§{1(RN) +--+ ||wm||§-11(RN) = Z ||wk||2Hl(RN)>

e isto nos fornece (a). Para provar (b) observemos inicialmente que

||Zw ”HlRN) <Zw —?Jn Zw _yn
=) (W= wt (- =y

k=1

+ Z< B — gb) b (- — )
k,k'=1
k#k!
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Fazendo as mudangas de varidveis z = - — y* (para cada k € {1,2,... . m}) ey = - — yﬁl

ara k £k ek, kK € {1,2,...,m}), temos
(p % ) ) ) ) )
(wh(- — yﬁ)aw/k(' - yf/i))H = <wkawk>H/= ||wk’|12ngN)7
(WP =), w" (- —yn Nr = (W +yy —yn)w )
e, consequentemente,

m

1D @ =y @ ZHwkHHl rY) T Z C+yn =) )

k=1 k,k!=
k;ék’

Logo, tudo que temos de fazer para provar (b) é mostrar que

m

> wh( 4yl — k), w) g — 0,
k,k'=1
kK

ou ainda,

W+ — 5wy =0 se k#K.
Desde que |yf — y¥'| — oo se k # k' (veja quarta etapa), segue de modo anélogo ao que
foi feito para obter ((1.44) que

Wy — ) =wf (= - y) =0 se KA, (1.45)

donde obtemos
W+ — k) )y =0 se k£ K,

como desejavamos. Portanto nossa afirmacao esta provada.
Para concluir a prova do Teorema resta somente provar (v), ou seja, mostrar que

l
I(uy) — I(ug) + > I (w")

Escrevendo u,, = ug + (u, — 1), afirmamos inicialmente que
I(un) — I°°(uy — uo) — I(up). (1.46)
De fato,

I(u,) = %/}RN[ IV (ug + (1 — 0))|* + V() (ug + (up — up))?]da — /RN F(uy,)dzx

1 1
= —/ |Vuo|*dz + VuoV (u, — up)dz + —/ IV (u,, — up)|*dx
2 RN RN 2 RN

1 1
+ —/ V(z)uddr + / V(z)uo(u, — ug)dx + —/ V(z)(uy — up)*dx
2 RN RN 2 RN

- /RN F(uy,)dz,
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ou, equivalentemente,

VuoV (up, — ug)dr + / V() uo(ty — uo)dx

RN

I(u,) = I(ug) + I°°(w, — up) —|—/RN
1

t3 /RN(V(@ — V(00))(un — uo)*d (1.47)

<+ANme—wmm+4Nﬂ@mm—A;Fm@w.

Por outro lado, desde que u,, — ug entao u,, — ug — 0. Consequentemente,
/ VuoV (u, — ug)dzr + / V() uo (s, — ug)dx — 0.
RN RN

Além disso, usando (V3), a limitagdo do potencial V' (veja item (iv) da Observagao[L.2), a
imersdo continua H'(RY) — L?(R") e a limitagao da sequéncia {u,} C H*(RY), obtemos

/RN(V(I) — V(o0))(upn — u0)2dx
< / (V) = V/(00)) (ttn — )]z + / (V) = V/(00)) (ttn — )|z

&)
BR

<K | (up—up)’de + 8/ (un — uo)?dr < Kllun — uoll72, + €lltn — uoll3
Br B
< KlJup — ol 22 (s + Crellun — oll3@ny < Klun — uol72(p,) + Coe.

Desde que, a menos de subsequéncia, u,, —uy — 0 em L?*(Bg), concluimos, da desigualdade
acima, que

/ (V(x) — V(00))(ty, — ug)*dz — 0.
RN
Desta forma, usando (|1.47)), tudo que temos de fazer para provar (|1.46)) é mostrar que
/ [F(u, — up) + F(ug) — F(uy,)]dx — 0,
RN

ou ainda, escrevendo g, = u, — ug, é suficiente verificar que

AJH%+%ym@@—ﬂmwmﬁo (1.48)

Passemos entao a prova deste resultado. Primeiro, observemos que

1 d 1
0 0

Em virtude da Observagao dado € > 0 existe C. > 0 tal que

|f(s)| <els| + Ce|s|P paratodo s € R, (1.49)
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Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

aqui estamos usando o fato que f(s) = 0 sempre que s < 0. Consequentemente, usando
os dois resultados acima, obtemos

1
F(gu +u0) — Flga)| < / £ (g -+ tuo) ol
1

< / (el gn -+ tuo| + Colgn + tuo ) uodt
0

1
< / [£(Ign] + tluol)uol + Ce2°(|gn]” + 7|uol”) luol]dt
0

9
< elgnlluol + Fluol* + C2|gal o] + Cem o™

p+1
Além disso, usando (|1.49)), temos que

€ C
F(u)] < 5 uol? + =l

Logo,

|F'(gn + u0) — F(gn) — F(uo)| | F(gn + o) — F(gn)| + [ F(uo)]
£l gnl|uo| + £luol* + C1(e)|gnl"|uo| + Cale)|uo P

C(Ignlluol + [uol* + |gnl[uo] + luolP*),

VANVANRVA

onde estamos considerando ¢ = 1 e C' = max{1,Cy,Cy}. Agora, usando a desigualdade
de Young, para cada € > 0, temos

galluol < elgul? + Coluof?,
b2
ol < llga?)' + Chual ™ = g+ ol

onde C, = (er)™*/"s™!, r = 5 = 2 na primeira desigualdade e 7 = (p +1)/p, s = p+ 1 na
segunda. Desta forma, obtemos

| E'(gn +10) = F(gn) — F(uo)|
< Ol(elgal® + Celuol?) + [uol* + (elgal™*" + CeluoP**) + |uo[*]

= Cl(elgal* + Celuol*) + (elgn”™" + Celuol”™)]. (1.50)
Definamos agora

fea(@) = max{(|F(gn +uo) — F(gn) — F(uo)|)(w) — Ce(|gal*)(x) — Ce(lgu|""")(x),0}.

Desde que ¢, = u, — up € u, — ug, a menos de subsequéncia, temos g, — 0 q.t.p. em
RY o que implica que F (g, + ug) — F(g,) — F(up) — 0 q.t.p. em RY. Desse modo, pela
defini¢ao de f ., segue que

(i) fen(x) — 0 q.t.p. em RY.
Além disso, usando a defini¢ao de f., e (1.50)), temos
(ii) 0 < fen(z) < C3(Jugl?)(x) + Cyu(|uo|P™)(z) =: h(x) com h € L}(RY),
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Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

jaqueug € HY(RY), 2 <p+1<oose N=1,2e2<p+1<2 se N>3etemos a
imersao continua H'(RY) — LY(RY) para 2 < g < ocose N = 1,2 e para 2 < ¢ < 2* se
N > 3.

Portanto, usando (i) e (ii) juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, obtemos

fen(x)dz — 0 quando n — oo. (1.51)
N
Observe ainda pela defini¢ao de f.,, que
’F<gn + UO) - F(gn) - F(UO)‘ - 06’971’2 - Ce‘gn’erl S fe,n7

ou ainda,
’F(gn + uO) - F(gn) - F(u[))’ S Ce‘gn|2 + Ce’gnlerl + fe,n-

Consequentemente, usando a imersao continua dada acima e a limitacao da sequéncia g,
(gn = Un — ug, com {u,} C HY(RY) limitada), temos

[ 1@+ ) = Flg.) = Flug)lda
RN

< Cellnll+ CelulfZi+ [ funla)da

< Gelgalipn + Codlaalffilgsy + [ funla

< 56—0—/ fen(x)dz

RN
donde segue por ([1.51)) que
[ \Flga+ w) = Flgn) ~ Flun)ldz —0,
R

como desejavamos.

Agora, usando ([1.46)), tudo que nos resta para provar o item (v) do Teorema é
mostrar que

I (uy — ug) ZIO" (1.52)

Para isto, observemos inicialmente que, usando (V5) e o item (v) da Observacao|1.2} temos
V(oc0) > 0 e, consequentemente, a norma

|ul|2, = /RN (|Vul® + V(oo)u?) da

é equivalente a norma usual do espago H'(R”). Desse modo, podemos reescrever 1°°(u)
do seguinte modo:

() =l - [ Fluds.
RN
Note que, fazendo &, = u, — ug € xXp = 22:1 w*(- — y¥), obtemos

1&ll5 = Ixallse] = 1(€alloe = IXnlloo) (1€nlloo + [IXalloo)]
< 6 = Xnlloo(llnlloe + Ixnllo)- (1.53)
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Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

Além disso, usando o item (iv) deste Teorema (provado acima) e a equivaléncia das
normas || - [|oc € || - || 1wy, temos

an XnHoo = Hun_uo_zw —yn HOO — 0. (154)

Por outro lado, fazendo a mudanca de variavel z = x — y* para 1 < k < [, segue que
|w* (2 — %) || oo = || w*]|c €, consequentemente, {x,} C H & limitada. Temos também que
{&.} C H é limitada, pois {u,} C H é limitada. Dai, usando (1.53]), concluimos que

1€al1% = xalle — 0,

ou ainda,
—Hun Uo |5 ——sz yn)llse — 0.

Agora, usando argumentos semelhantes aos utlhzados para provar o item (b) da Afirmacao

1, obtemos
! l
1> b=yl = D okl
k=1 k=1
Consequentemente,

1
5lln = wollS — Z "2

ou, equivalentemente,

I (uy — ug) + /RN F(u, — ug)dr — Zloo(wk) + Z /RN F(w*)dz. (1.55)

Afirmamos que
I
/ F(u, —uy) — F (Zwk( —yﬁ))] dr — 0. (1.56)
RN k=1

De fato, considerando (novamente) &, = u,, — ug € X, = Zﬁc:l w®(- — y¥), temos

F(gn) - F(Xn) = /O jt (Xn + t(f Xn)>dt = /0 f(Xn + t(gn - Xn>)(§n - Xn)dt'

Dai, usando (| , obtemos
|F(&n) — F(xn)|

< /If Xn + (& — Xn))|[&n — Xnldt

< / (elxn + £En — X)) + Celn + En — X)) P)|En — Xl

0

IN

1
/ [5(|Xn’ + t|§n - Xn|)’§n - Xn| + Oa2p(|Xn‘p + tpyfn - Xn|p)|£n - Xant
0

g
< nlisn = Xn alsn n2 02}2 np n n C p+1'
< ehllén = xal + 516 = xal” + C2 Pl lén — xal + p+1|§ |
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Capitulo 1 1.4 Decomposicao de sequéncias de Palais-Smale limitadas

Logo, usando a desigualdade de Holder, as imersoes continuas de Sobolev, a limitacao da
sequencia {x,} C H e a equivaléncia das normas || - |« € || - || z1@y), segue que

/RN [F(&n) = F(xa)lde < Ci(e)xnll2l|én = Xnll2 + Ca(€) 60 — Xnll2

+ Cs(&)Ixnllprallén = Xnllp+1 + Ca(@)[1€n = Xnllp+a
< C1(@)lIén = Xnlloo + Ca(&) 1 = Xl oo

+ 63(5)||€n - Xn”oo + 54(5)“571 - XnHOO
< Cs(e)[1&n — Xnlloos

onde Cs(e) = maX{C’l( ), Ca(e), Cs(2), 54(6)} > (0. Portanto, segue de que
[ P& = Plxa)lds =0

e assim obtemos (1.56]). Agora, combinando ([1.55)) e (1.56]), temos que
! ! !
I°°(up, — ) —|—/ F (Zwk( — y’n“)) dor — Z[O"(wk) - Z/ F(uw*
RY k=1 k=1 k=1 /RY
ou ainda,
! !
P [P (Det b)) -
RN k=1 k=1
Desta forma, para provar (1.52)) é suficiente mostrar que
! !
[ (3wt - Yo
RN k=1 k=1

Para melhor entendimento, provaremos o resultado acima para o caso [ = 3, pois o caso
[ geral é feito analogamente (de forma indutiva). Inicialmente, fazendo a mudanca de
variavel z = x — y; e escrevendo g, = w?(- +y, — y2) + w3(- + y, — y3), obtemos

/. (Z —yn> = [ =)+ e = )+ e - )
= [ g

!
dx — Z I°°(wk
k=1

dr — 0.

ou, equivalentemente,

/ (Zw —yn>dm—/RNF(w1)dq:

= [ [Pt g = P = Pb) do+ [ Fahde,

RN
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Em virtude de ([1.45)) temos que g} — 0 e assim, usando argumentos analogos aos utilizados

para obter (|1.48)), concluimos que
/ [F(w' + g,) — F(w'") — F(g,)] dz — 0.
RN

Consequentemente,

/ (23: —yn) —/RN F(wl)dx—/RN F(w?)dz
= 0(1)+/RN F(g;)—/RN F(w?)dz (1.57)
= o)+ [ P h =)+ h =) = [Pt

Além disso, fazendo a mudanga de variavel z = z+y! —y2 e escrevendo g2 = w3(-+y2 —y2),
temos

[ ey e - e = [ Rt g
RN RN
ou, equivalentemente,
| PRyl — ) e wd et s = [ Pt
RN RN
= / [F(w2 + ¢2)dr — F(w?) — F(gZ)] dz + / F(g2)dx.
RN RN
Novamente, em virtude de (1.45)), temos que g2 — 0 e como em (1.48]), temos
/ [F(w? + g2)dx — F(w?) — F(g2)] dz — 0.
RN
Portanto,
| PR g = s wt st - gde - [ Put)ds=o(n)+ [ Fgh)ds
RN RN RN

Dai, usando ({ e fazendo a mudanca de varidvel z = x + y2 — y3, obtemos

/ (Zw C—yh > dx — /RN F(w")dx — /RN F(w?)dx — /RN F(w®)dz

+/ F(g? dx—/ F(w®)dx
RN RN

(
+/RNF(w3
(

o(1) )
= (1) (o=l — [ Pty
o(1) + /RN F(w®)dx — /RN F(w®)dz
o(1),

como desejavamos. ]
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Capitulo 2

Um problema eliptico assintoticamente
linear e autonomo no infinito

O principal objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados de existéncia de
solucao fraca nao-negativa nao-trivial, que podem ser encontrados em Jeanjean-Tanaka
[9], para o problema eliptico semilinear

—Au+V(z)u= f(u), ue H(RY), (2.1)

onde N > 2 e assumimos que o potencial V : RY — R seja continuo e satisfaca as
seguintes condigoes:

(W1) Existe a > 0 tal que V(z) > « para todo = € RY;

(W) lim V(x) =V(o0) € (0, 00).

|2|—o00

A respeito da nao-linearidade f(u) pedimos que f : RT™ — R seja continua e satisfaga as
seguintes hipoteses:

. 71 - .
(90) lim f(s)s" =0
(g92) Existe a € (0,00) tal que

lim & =a>info(—A+V(x)),

s——+00 S

onde o(—A + V(x)) denota o espectro do operador auto-adjunto

~A+V(x): H*RY) — L*(R").

Observagao 2.1 (i) Como estamos buscando solugoes nao-negativas nao-trivias para
o prolema (2.1)), podemos assumir sem restricao que f(s) = 0 para todo s < 0.
Consequentemente, F(s) = fos f(t)dt =0 para todo s < 0.

(ii) Segue imediatamente da continuidade de V' e por (W) que o potencial V' € limitado,
isto €, existe M > 0 tal que |V (z)| < M para todo x € RYN. Usaremos este fato ao longo
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deste capitulo.

(iii) As principais caracteristicas do prolema dado em ([2.1)) sao que o problema associado
no “infinito” é autonomo e que a nao-linearidade f € assintoticamente linear.

(iv) Desde que F(s) = [ f(t)dt — 400 quando s — +00, seque por (g2) que
F(s) fls) _ 1

lim = lim —* = —a.
s—4o0 g2 s—4oo 28 2

(v) Como F(0) =0, seque por (g1) que

TR ) I A C) Y

s—0t+  §2 s—0+ 28

Os seguintes teoremas contém os resultados principais deste capitulo:

Teorema 2.2 Suponha que (Wy), (W2), (g1), (g2) ocorram e que F(s) satisfa¢a a condi-

cao:

(93) existe § > 0 tal que
2F(s)

52

< V(o) =48 para todo s € R*.
Entao (2.1) tem uma solugao nao-negativa nao-trivial.

Teorema 2.3 Assuma (Wy), (W2), (91), (g2) e que as condigoes, abaizo, sejam satisfeitas:
(W3) V(z) < V(o) para todo x € RY;

(94) Definindo G : R™ — R por G(s) = 3 f(s)s — F(s),

(i) G(s) > 0 para todo s > 0

(ii) Existe 6 > 0 tal que

2F(s)

52

> V(o) — 6 = G(s) >0.

Entao (2.1) tem uma solu¢ao nao-negativa nao-trivial.

Observagao 2.4 (i) A condigio G(s) > 0 para todo s > 0 implica que 2F(s)s™% € uma

fungao nao-decrescente para s > 0. Logo, como um caso especial, (g3) ocorre sob as
condigoes: G(s) > 0, para todo s >0 e a < V(c0). Com efeito,

d <2F(s)) 2f(s)s®> — 2F(s)2s  4s(5f(s)s — F(s))

R — —= — 4
ds 52 s4 s4 53

para todo s > 0, implicando que 2F(s)s™2 é uma fungdo nao-decrescente para s > 0, como
desejdvamos. Além disso, pelo item (iv) da Observagao temos que

2F
lim (5)

S——+400 32

:a7

ou seja, dado € > 0, existe sog > 0 tal que

2F(s)

2

<a-+e sempre que S > Sg.
S
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Portanto, assumindo que a < V(oo) e tomando ¢ = (V(o0) —a)/2 > 0, existe § > 0
(0< 6 < (V(o) —a)—e) tal que

2F(s)

52

<a+e<V(co)—§ sempre que s> So. (2.2)

Por outro lado, se assumirmos que G(s) > 0 para todo s > 0, jd vimos que 2F(s)s™2 ¢
uma fungao nao-decrescente para s > 0. Assim, tomando sy > sg, seque por (2.2)) que

2F(s) < 2F(so) < 2F(s1)

< V(o) —0 sempre que 0 < s < s.

Portanto,

< V(o) =48 para todo s € R*

o que nos fornece (gs).

(ii) A condigao (g4) ocorre se f(s)s™' € uma fungdo crescente para s > 0. Com efeito,

assuma que f(s)s™1 € uma fungdo crescente para s > 0 e observe que, se 0 < s <t entdo

F(t):/f dT—/f dr+/f \dr

= /f dT<F()+¥/STdT

- H$+i9[%—%}=ﬂ@+5mﬁ—%2%
< F(s) + 5 (o)t - %‘q’)% = F(s) + 57 (1)t — 5 f(5)s

ou, equivalentemente,

G(s) = ()3 — Fls) < 3 7(t)t — F(t) = G(@).

Desta forma, G(s) € uma fungao crescente para s > 0. Em particular, G(s) > 0 para todo
s > 0 e isto nos fornece (g4)(i), jd que G(0) = 0. Para mostrar (g4)(ii), argumentamos por
contradigao. Suponha que (g4)(ii) nao seja vdlida, entao para cada n € N, existe s, > 0
tal que

2F (sy) 1
com
Glsy) < ~
" n

isto €, G(s,) — 0. Neste caso, necessariamente, s, — 07. De fato, se s, - 07, entao
existe g > 0 tal que, para todo ng € N, existe n > ng satisfazendo s, > o, e como, G(S)
¢ uma funcgao crescente para s > 0 e, em particular, satisfaz G(s) > 0 para todo s > 0,
obtemos

G(sn) > G(go) > 0,
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o que contradiz o fato de G(s,) — 0. Assim, usando (2.3) e o item (v) da Observacao

2.1], temos
2F(sp,) > V(c0),

n

0= lim
n—o0 S

o que € um absurdo, pois V(oo) € (0,00) (veja hipdtese (Ws)). Portanto, (g4)(ii) €
satisfeita.

(iii) Sob as hipdteses do Teorema podemos também mostrar a existéncia de uma
solugao de energia minima para (2.1). Veja, neste caso, o Teorema da Secao 2.5.

(iv) Na hipdtese (g4)(ii) do Teorema podemos assumir, sem perda de generalidade,
que V(o0) — 6 > 0. De fato, por (g4)(ii), existe § > 0 tal que

2F (s)

2

> V(o0) — 8 = G(s) > 6. (2.4)

s
Logo, tomando 0 < 5 < 6, obtemos

2F(s)

2

> V(o0) —d > V(o0) — 6.

S

Consequentemente, usando (2.4)), temos

G(s) >0 >4,

isto é, a hipdtese (g4)(ii) continua vdlida para todo 5> 0 tal que 5<45. Em particular,

podemos escolher 0 < &, < 8 tal que V(00) — by > 0, pois V(00) > 0 (veja hipdtese (W3)).
Uma classe de exemplos para o potencial V' (z), que satisfaz as hipoteses (W7), (W3) e

(W3) dos Teoremas e , ¢ dada por:

k||
14+ ||

V(zx) +a,
onde k e « sao constantes positivas adequadas.

Por outro lado, usando os itens (i) e (ii) da Observagao anterior, podemos exibir os
seguintes exemplos de fungoes f : RT™ — R que satisfazem as hipoteses (g1), (92), (g3) e
(9a) dos Teoremas [2.2 e 2.3}

ks?

1+s

fs) =
onde k é uma constante positiva adequada.

Os Teoremas [2.2] e [2.3] serao provados usando métodos variacionais, isto é, associamos
a (2.1) o funcional energia I : H'(RY) — R definido por

I(u) = E/RN(NUP +V(a:)u2)dx—/ Fu)da

2 RN

e almejamos encontrar pontos criticos para I, que serao as solugoes de (2.1)).
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Nosso espaco ambiente serd H'(RY) = H munido com a norma
Julf? = [ (9uP + Vop)da,
RN
a qual é equivalente a norma padrao de H'(R”). Com efeito, por (W}), temos
2 = / (IVul? + V(z)u2)dz > / Vuldr + a/ Pz
RN RN RN
> min{La} [ (Ve + o) = Cilulf e,
RN
e pelo item (ii) da Observacao [2.1] existe M > 0 tal que

ul

/ (|Vul* + V(z)u?)dr < / \Vul2dz + M u?dx
RN

RN RN

< mas{1,0) [ (9 + s = Colulpen,

Usaremos também a notagao

1/p
||u|yp:</ |u|de> para todo p € [1,00).
]RN

Para provarmos os Teoremas e mostraremos que o funcional I associado
ao problema possui uma geometria do Passo da Montanha. Assim, obtemos,
por Ekeland [6], a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ do Passo da
Montanha. Em seguida, mostraremos que essa sequéncia é limitada (usando o principio
de concentragao de compacidade dado por Lions [I5, [16]) e que, a menos de subsequéncia,
converge fracamente para um ponto critico nao-trivial do funcional 1.

Definigao 2.5 Dizemos que {u,} C H é uma sequéncia de Cerami para o funcional I
no nivel ¢, se

Iup) = ¢ e |[I"(up) |l (1 + [[unl]) = 0 quando n — oo,
onde H' denota o espaco dual de H. Em particular,
I(u,) —c¢ e I'(u,) — 0,

isto €, {u,} C H é uma Sequéncia de Palais-Smale para I no nivel c. Note ainda que se
{u,} € uma sequéncia de Cerami entio

I' (up)u, — 0.

2.1 Geometria do Passo da Montanha para o funcional
I

Nesta segao, provaremos que, sob as hipoteses (W7), (¢g1) e (g2), o funcional I tem uma
geometria do Passo da Montanha. Visto que 1(0) = 0, este resultado é uma consequéncia
imediata dos dois seguintes lemas:
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Lema 2.6 Suponha que (W1), (g1) € (g2) ocorram. Entdo

I(u) = %Hull2 +o([lull®) e I'(wyu= [[ul® + o([[ul*)

quando u — 0 em H.
Prova. Desde que

) = 3lhl? = [ Plds e I =l = [ s,

entao, para provarmos o Lema, é suficiente mostrar que

[ Ftidz=olul®) e [ iz = offul?)

Para isto, fixemos 2 < p <2*se N >3e2 < p < oo se N =2. Analogamente ao item (i)
da Observagao do Capitulo 1, sob as hipoteses (g1) e (g2), para qualquer £ > 0 existe
C. > 0 tal que

|f(s)] <els| +C.ls|P™" paratodo s € R (2.5)

e, ainda,

C.
1F(s)] < %|5|2 +XJsP paratodo s € R. (2.6)

Agora, como a imersao H'(RY) < LY(RY) ¢ continua para 2 < g < 2*se N > 3 e
2 < g<oose N =2, usando (2.6 e a equivaléncia das normas || - || g1~y e || - ||, obtemos

/R Flu)dr

e desde que € > 0 ¢é arbitrario, segue que

€ C € C
< Sl + Xl < GGl + Co

/ F(u)dr = o(||ul|*) quando u — 0 em H.
RN

Analogamente, usando ([2.5)), temos

€ C
(wudz| < Ca|lull® + Cy—=|lull”,
RN 2 p
e assim,
/ f(w)udr = o(||ul|*) quando u — 0 em H,
RN
o que conclui nossa demonstragao. [ ]

Corolario 2.7 Assuma (W1), (¢1) e (92). Entao existe py > 0 tal que

(i) para qualquer ponto critico nao-trivial u de I, temos

[ull = po;
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(ii) para qualquer sequéncia de Palais-Smale {u,} C H para I no nivel b # 0, temos

lim inf ||u,|| > po.
oo

n—

Prova. Provemos inicialmente (i). Suponha, por contradigao, que existe uma sequéncia
{u,} C H de pontos criticos nao-triviais de I com u,, — 0 em H. Assim, pelo Lema ,

obtemos 7 )
0 (un)?;n . O(HUn\!Q),
[ [
o que é um absurdo, ja que
2
lim O(HUnHZ) =0.
oo |[u|

Passemos, agora, a prova de (ii). Suponha, por contradi¢do, que exista uma sequéncia
de Palais-Smale {u,} C H para I no nivel b # 0 tal que liminf, . ||u,|| = 0. Assim,
existe uma subsequéncia {v,} de {u,} tal que lim, ., ||v,| = 0, donde segue, pelo Lema

2.6, que
1
b= lim I(v,) = lim <§||vn||2 +0(anH2)> =0,

n—o0o

o que é uma contradicao. [

Lema 2.8 Suponha que (W1), (g1) e (g92) ocorram. Entao, dado p > 0, existe v € H,
|v]| > p tal que I(v) < 0.

Prova. Visto que o operador —A + V(z) é auto-adjunto, o infimo do seu espectro pode
ser caracterizado da seguinte forma (veja Brezis [4]):

info(-A+V(z)) = inf (-Au+V(z)u,u)ey) =

_ .
u€H:||ull2=1

in
ueH:jullz=1
Além disso, por (g2), info(—A 4+ V(z)) < a. Logo, a caracteriza¢do acima juntamente
com a defini¢ao de infimo nos permite achar @ € H tal que ||l = 1 e ||u]|*> < a. Podemos
supor sem restrigao que u > 0 q.t.p. em RY (basta substituir, se necessario, & por |u]).
Afirmamos inicialmente que

Fl(tu 1
(tu)da: = §a.

lim
t——+oo RN t2

Para provar nossa afirmagao, analisaremos dois casos: u(z) > 0 e u(z) = 0.

1° caso: Seja # € RV tal que @(x) > 0. Por (g2) (veja o item (iv) da Observacio [2.1),
temos

L Ftu(e) o Ftu(e) oo 1
lim —n —tilinww(u(x)) = Ea(u(z)) :

2° caso: Seja x € RY tal que @(z) = 0. Como F(0) = 0, obtemos

F(tu 1
w =0= Ea(u(av))2 para todo t > 0.
Portanto, segue dos dois casos acima que
o Fltu(z) 1 N
tl{inoo = §a(u(3:)) q.t.p. em RY. (2.7)
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Por outro lado, por (¢1) e (g2), existe C' > 0 tal que

’ (s) < C paratodo s € R\{0}, (2.8)
e, assim,

F S(j) g% para todo s € R\{0}. (2.9)
Com efeito, por (g;1), para e = 1 exite n > 0 tal que

‘@ <1 sempre que 0<s <1,

e por (gq), exite R > n tal que

’&

< 1+a sempre que s> R.

Além disso, pela continuidade de f, existe K > 0 tal que

‘ fs)

< K sempreque n<s< R,

e, como f(s) =0 para todo s < 0, tomando C' = max{a + 1, K'} > 0, temos

‘@ < C paratodo s € R\{0}.

Consequentemente,

ol =|[ o] < [one<c [Cda =B pua oo s emio)
0 0 0

pois f(s) =0 quando s < 0.
Desse modo, por (12.9), temos

e

5 < E(ﬂ(a:))Q q.t.p. em RY. (2.10)

Além disso, como u € H entdao u € L*(RY), donde segue que g := $u? € L'(RY). Assim,

usando (2.7 e (2.10]), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
F(tu) 1

- 1 .
lim —dr = —a/ u*dr = —a pois ||ul]y =1,
t——+00 RN t 2 RN 2

0 que prova nossa afirmacao. Agora, usando este resultado, obtemos

. I(tu) y F(tu) 1,
i <5 = Sl = i [ e = S - a) <o,
t—+oo ¢ t—>+<>o rN T 2
ja que ||u]|* < a. Logo, existe ty > 0 tal que ||toul| > p e
I(tou
( gu) <0,
i
0

e tomando v = tou # 0, temos ||v|| > p e I(v) < 0, como desejavamos. n
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2.2 Existéncia de uma sequéncia de Cerami {u,} limi-
tada em H

O objetivo desta segao é mostrar a existéncia de uma sequéncia de Cerami {u,, } para I,
no nivel ¢ do passo da montanha, limitada em H. Inicialmente, segue como consequéncia
dos Lemas e que o funcional I possui uma geometria do Passo da Montanha.
Assim, por Ekeland [6], garantimos a existéncia de uma sequéncia de Cerami para I no
nivel ¢ do Passo da Montanha, ou seja, existe {u,} C H tal que

I(u,) — ¢ e | (un)||z (14 ||unl]) = 0 quando n — oo.
Em particular, temos
I'(u,) =0 e I'(up)u, — 0 quando n — oo.

O nosso proximo passo sera mostrar que a sequéncia de Cerami {u,} C H, acima
obtida, é limitada. Almejando uma contradicao, vamos assumir, durante toda esta secao,
que {u,} nao é limitada, isto é, que existe uma subsequéncia de {u,} (denotada ainda
por {u,}) satisfazendo ||u,|| — oo. Considerando w,, = u,||u,||~!, temos que {w,} C H
¢ limitada (||w,|| = 1) e, a menos de subsequéncia, ocorre uma das seguintes alternativas:

1. (anulamento) Para todo R > 0

lim sup / w2dr = 0.
"% yeRN J Br(y)
2. (nao-anulamento) Existem d >0, 0 < R < co e {y,} C R" tais que

lim w,%dx >d> 0.

"7 J Br(yn)

Mostraremos, a partir dos lemas a seguir, que nenhum dos dois casos podem ocorrer,
gerando assim nossa contradigao.

Lema 2.9 Assuma (Wy), (Ws), (g1), (92) e suponha que (g3) ou (g4) ocorra. Entdo o
anulamento de {w,} é impossivel.

Prova. Suponha, por contradigdo, que ocorra o anulamento de {w,}. Note que, por
(W), dado € > 0, existe Ry > 0 tal que

[ W) = Vi

< [ W@ -Vt [ V) - Vi)l

BG,
< Cl/ widasjte/ w2dr < Cl/ w2dx + £Cs,
Br, RN Br,
pois, o potencial V' é limitado e [|w,| = 1. Visto que estamos assumindo o anulamento

de {w,}, entao, para todo R > 0, temos

lim sup / w2dz = 0.
"% yeRN J Br(y)
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Em particular, para Bg, = Bg,(0), obtemos

lim w2dx = 0,
n—oo B
Ro

e assim, como ¢ > 0 é arbitrario, a desigualdade acima nos fornece

lim (V(z) — V(oo))widr = 0.

n—oo JpN

Consequentemente,

lim (|Vw,|* + V(00)w?)dzx

n—oo [pN

= lim (V(o0) — V(z))widr + lim (|Vw,|? + V(z)w?)dz

n—oo JpN n—oo JpN

= lim ||w,|* = 1.
n—oo
Desse modo,

V(o0) lim w?dr < lim (|Vw,|? + V(c0)w?)dz = 1,

n—0oo JpN n—0oo JpN

ou ainda 1
li 2dr < ——. 2.11
i J = g =
Além disso, desde que ||u,| — oo e I(u,) — ¢, segue que I(u,)||lu,|~? — 0 e como

Iun) 1_/ Fun) 4 _ U

e w,=-—,
[[un

obtemos

lim F<un)w2d:p = lim / Mdm = 1 (2.12)

wte Jon 2 T 0 o TualP T 2

Agora, observe que ([2.11]) e (2.12)) nos fornecem uma contradicao quando (g3) ocorre. De
fato, se (g3) ocorre entdo existe 6 > 0 tal que

F(s)

232

< V() —§ paratodo se€ RT.

Por outro lado, como V(o0) > 0 e f(s) =0 quando s < 0, existe d; > 0 tal que

F(s)

232

=0<V(c0)—9; paratodo se€R™.
Logo, tomando 0 = min{4, 8, } > 0, obtemos

M < V(o0) — 5 para todo s € R\{0},

5 =

2

S
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implicando, por (2.11)) e (2.12)), que

1 F(u,, 1 ~
5 = nh—{{olo . f;i )wida: < §(V(oo) -9 7}1—{20 . w2 dx
1 ~ 1 1 5
< =(V ) =
< V) =935 =5~ wieo)

o que é uma contradigao.
Agora, suponha que (g4) ocorre e definamos para 6 > 0 dado em (g4) os conjuntos

Flun(r)) _ 1

Q, = RY; -
{“ (a2

V() - 6) |

Note que se u,(z) < 0 entao F(u,(z)) = 0. Por outro lado, se u,(x) > 0, segue pelo
item (i) da Observagao que F(un(x)) > 0 (pois estamos assumindo que (g4) ocorre).
Portanto,

F(uy, 1

% < §(V(oo) — ) paratodo = € ,.

Por outro lado, para todo n € N, segue pela defini¢ao de §2,, que

F(u, F(u, F(uy,
/ —(1; >wT2Ld:c = / —(Z )widx—l—/ —<12L )wida:
RN Uy Q. Un RN\Q, Up

Vo) -5) [ e+ / - Fln) o,

n

1 Fluy
< —(V(oo) — 5)/ widm—l—/ #widm.
2 RN RN\Q,, u

0<

<

N —

n

Tomando o liminf na desigualdade acima e usando o fato que V(oco) — 4 > 0 (veja item

(iv) da Observegao [2.4)), segue por (2.11)) e (2.12) que

1 1 1 . Fu,) o
S <z )1 f " d
2 =3V g TR [, T
ou ainda F( ) 5
U
lim inf “owldr > 0. 2.13
prie /RN\Qn 2 = oy T (2.13)

Afirmamos agora que
limsup [RY \ ©,| = cc.
De fato, almejando uma contradicao assumimos que limsup, .. |RY \ Q,| < oco. Como
{w,} C H é limitada (||w,|| = 1) e estamos assumindo o anulamento de {w,}, usando
o Lema de Lions (Lema do Apéndice B), temos ||w,|, — 0 para todo ¢ € (2,2*).
Assim, tomando r e s tais que
2" 1 1

2<2r<2f istoé, l<r<— e —+-=1,
2 r s

podemos usar a desigualdade de Holder, juntamente com a hipotese de

lim sup |RY \ ©,,| < oo,

n—oo
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para obter

o< [t ([ ) ([ ) <Kl
RN\Q,, RN\Q,, RN\,

Consequentemente, como ||w,||2, — 0, segue da desigualdade anterior que

3=

lim w2dr = 0.

Por outro lado, usando (2.9)), temos
<)
RN\Q,,

F(u,
/ #widw
RN\Q, Up
Flun)

implicando, pelo limite acima, que
widr =0,

n

F(uy,) w?

n

C

0< dz < —/ widx,
2 RN\Qn

2
U

lim 5
o que contradiz ([2.13)) e isto prova nossa afirmacao.
Agora observe que, por (g4) (item (i)), G(s) > 0 para todo s € RT. Mais ainda, pelo
item (ii) de (g4), temos G(u,(x)) > & para todo z € RV \ ,,, e assim

Glup)dz > / Glun)dr > SRV \ Q.
RN RN\Q,,

Portanto, usando nossa afirmagao (provada anteriormente), deduzimos da desigualdade
acima que

lim sup G(uy,)dr = +00.
n—oo RN

Neste momento o fato que {u,} é uma sequéncia de Cerami para o funcional I no nivel ¢
do Passo da Montanha é de fundamental importancia para gerarmos nossa contradigao,

pois, neste caso, a sequéncia {u,} satisfaz
I(u,) — ¢ e |1 (up)||m (14 ||unl]) = 0 quando n — co.

Em particular, da segunda convergéncia, temos que I’'(u,)u, — 0 (a necessidade desta
condigao nao nos permite trabalharmos apenas com {u,} sendo uma sequéncia de Palais-
Smale para I, pois ndo sabemos se a sequéncia {u,} é limitada). Desta forma, temos

1
/ G(up)dxr = - f(up)uyde — / F(uy,)dx
RN 2 Jrn RN
1
= I(u,) — 5[’(un)un — ¢,
e esta contradicao prova o lema. ]

Provaremos agora que o ndo-anulamento de {w,, } também nao pode ocorrer. Para isto,
iremos supor (nos proximos dois lemas), por contradigao, que corre o nao-anulamento de
{w,}, isto é, existem d > 0, R < 0o e {y,} C R" tais que

lim wgdx >d>0

o Br(yn)

e analisaremos dois casos: {y,} € limitada ou ilimitada (ou seja, a menos de subsequéncia
[Yn| — 00).
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Lema 2.10 Assuma (Wy), (W3), (91), (g2) e suponha que {y,} € limitada. FEntdo o
nao-anulamento de {w,} € impossivel.

Prova. Suponha, por contradi¢do, que ocorre o nao-anulamento de {w,}. Desde que
{w,} é limitada (||w,|| = 1), entdo a menos de subsequéncia

w, —w € H,
w, — w em L (RY) para g € [2,2*[se N >3 ¢ paraq>2se N =2,
wy(z) — w(z) q.t.p. em RY.

Afirmacgao 1: O limite fraco w é nao-negativo.

De fato, como {y,} C RY ¢ limitada, ¢ facil ver que existe Ry > 0 tal que
Br(yn) C Bg,(0) = Bg,, e assim

0<d< lim widw < lim widz = / widz,
B, B,

donde segue que w # 0.
Além disso, como {u,} ¢ uma sequéncia de Cerami, temos ||’ (u,)||z-1(1+ ||un|]) — 0
e em particular, ||I'(u,)||z — 0, isto é,

/ (Vu,Vv + V(z)u,v)dx — f(up)vdxr — 0 para todo v € H.
RN

RN

Consequentemente, usando o fato que ||u,|| — oo, obtemos

1
— / (Vu, Vv + V(z)u,v)dr — f(up)vde| — 0,
HunH RN RN
ou seja,
/ (Vw, Vv + V(x)w,v)dx — Mwnvdx — 0 paratodo v e H, (2.14)
RN RN Up

visto que, w, = Uy, ||u,]| "t
Consideremos, agora, w, = max{—w,,0}. Note que {w, } é limitada (pois {w,} ¢é
limitada) e que
f(un) -
w

n=n

=0,
pois se w, > 0 entao, por defini¢do, w, = 0 e se uy,||u,||™" = w, < 0 entdao u, < 0, e
assim, pelo item (i) da Observagao 2.1 f(u,) = 0.

Logo, fazendo v = w,, em (2.14)), obtemos

ol = [ (VP + Vi@l Pz — 0.

e portanto [[w; || — 0. Desse modo, como w,(z) — w(x) q.t.p. em RN e w = wt —w~

(onde w' = max{w,,0}), segue que

w(r) = lim wy(z) = lim (v, (z) —w, (z)) = lim v (z) >0 q.t.p. em RY,

74



Capitulo 2 2.2 Existéncia de uma sequéncia de Cerami {u,} limitada em H

como desejavamos.

Afirmagao 2: w é um autovetor do operador —A + V' (z) associado ao autovalor a.
De fato, como C§°(RY) ¢ denso em H, para provar que —Aw+V (z)w = aw & suficiente
verificar que, para qualquer ¢ € C5°(RY), temos

/RN(VUJVgo + V(z)wp)dr = a /RN wedzx. (2.15)

Seja ¢ € C°(RY) fixa, porém arbitraria. Entao segue por (2.14) que

RN Un

/N(anV<p + V(x)w,p)dz wppdr — 0.
R

Além disso, como w,, — w em H, temos

/ (Vw,Vo + V(z)w,p)dr — (VuwVep + V(z)wp)dz.
RN RN
Portanto, usando as duas convergéncias acima, para provar ([2.15)), é suficiente mostrar

que
RN Unp,

wypdr — a/ wdzx.
RN

Afirmamos inicialmente que

Unp

N w,p — awyp  q.t.p. em RY. (2.16)

Com efeito, analisaremos dois casos: w(z) =0 e w(x) # 0.
1° caso: Seja x € RY tal que w(z) = 0. Por (2.8)), temos

S (un(x))

U= @)

wa(2)p(2)| < Clwn(2)]p(2)]

e como wy,(x) — wx) =0 q.t.p. em RV, segue pela desigualdade acima que

f(un((x))) n()p(x) — 0 = aw(x)p(x).

2° caso: Seja z € RY tal que w(x) # 0. Neste caso, temos necessariamente u, (z) — 400
pois

]‘,fu) —wn(a) = w(@) £0 o fun] = oo.
Logo, por (g2),
fluna))
un(x) 7
e, consequentemente,
el (0)eta) = auta)eta) atp. em B
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o que conclui a prova de (2.16]).

Consideremos, agora, 0 C RY aberto limitado tal que Suppy C Q. Como H*(Q) esta
imerso compactamente em L*(Q) e {w,} C H ¢é limitada, temos w,, — w fortemente em
L?(Q2). Em particular, tomando uma subsequéncia se necessério, existe h € L*(Q) tal que

lw,(z)| < h(z) q.t.p. em Q, paratodo n € N.
Desta forma, por (2.8)), obtemos
f(un(2))

e < Clun@)llp(@)] < Ch(@)lp()] atp. em Q,  (2.17)

wn(2)p(2)

com g := h|p| € L'(Q2) pois, h € L?(Q) e pela desigualdade de Holder, temos que

/ gl = / hlldz < |hlsllells < oc.
(9] Q

Portanto, usando (2.16]) e (2.17]), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue que
f(un)wngodx: / f(un)wngoda:%a/wcpdx:/ wedz,
Q (9] RN

RN  Up Un

como desejavamos.
Afirmagao 3: Quando a > inf o(—A+V (z)), o operador —A+V(x) nao possui autovetor
nao-negativo associado ao autovalor a.

De fato, suponha, por contradigao, que exista u € H nao-negativa (u # 0) tal que

~Au+V(z)u=au em RY. (2.18)
Desde que inf o(—A + V(x)) < a, existe uma constante A satisfazendo
info(—A+V(z)) <A<a.

Além disso, pela caracterizagao variacional de info(—A + V(z)) (dada no Lema 22.§),
existe v € H tal que

vl
[vll3

Mais ainda, como C§°(RY) ¢ denso em H, podemos assumir que v € C5°(RY). Com efeito,
existe ¢, € C°(RY) tal que ¢, — v em HY(RY) e, consequentemente, ||p,||* I|%.
Em particular, usando a imersao continua de Sobolev H*(RY) — L*(RY), também, temos
que ||¢nl|3 — |Jv]|3. Dai, obtemos

< A.

— v

lenll® Nl

< A.
lenlls  lvll3

Assim, para n = N suficientemente grande, considerando v := oy € C5°(RY) temos que

[l

2
U _ llexl? _
518~ Tionl?
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donde concluimos o resultado desejado.
Agora, seja R > 0 tal que Suppv C Br = Bg(0) e consideremos o problema de
Dirichlet
—Au+V(z)u = au em  Bp
{ u=>0 sobre 0Bpr
Tome /3 como sendo o infimo do espectro de —A + V(z) em Bp. Como no Lema [2.8]
podemos caracterizar [ da seguinte forma:

8= inf (—Au+ V(z)u,u)r2(p,) = inf ] |2
weHY (Br):[ull 25,y =1 R e (Brylull 2 ) =1

Note que, por construcao,

lv]l*
B < s <A<a. (2.19)
[v]3

Por outro lado, § é um autovalor de —A + V(x) associado a um autovetor vy > 0 em
Br (este resultado é anélogo ao encontrado para o problema de Dirichlet para o operador
—A em ) (dominio limitado), dado, por exemplo, em Evans [7]), isto é,

—Avg + V(x)vg = fug em Bg.
Observe, ainda, que 65’—7;* < 0, pois dado o € 0Bpg, temos

%(%) ~ fim vr(Zo +1n) — vr(zo) _ lim vr(zo + 1) <

on t—0- t t—0- t -

0,
ja que vg(xo) = 0 em OBg e vg > 0. Assim, usando a férmula de Green em Bpg, obtemos

ﬁ/ uvpdr = / u(ﬂvR)dx:/ u(—Avg + V(z)vg)dx
Br Br

Br
= /(—AUR)udx—l—/ V(z)vrudx
Br Br
aUR

= / VURVudx—/ —uda—i—/ V(z)vgudz
Br OBrR on Br

> VURVudx—l—/ V(z)vgudx
Br Br

= / (—Au)vgdr + %dea—i—/ V(z)vgudx
Br 8Bp on Br

= /BR(—Au)dex—i—/ V(x)vgudx

Br

= / (—Au+V(m)u)dex:a/ uvpdr,
Br

Br

pois u é nao-negativa e satisfaz . Além disso, como u > 0, u Z 0 e vg > 0, temos
f By WY rdx > 0 e a desigualdade acima nos garante que 8 > a, o que contradiz . Isto
conclui a prova da afirmagao 3.

Por fim, visto que estamos assumindo (gz), temos

a>info(—A+V(x)).
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Por outro lado, combinando as Afirmacoes 1 e 2, segue que w é um autovetor nao-negativo
associado ao autovalor a, contradizendo assim a afirmacao 3. Desta forma, o Lema [2.10
esta provado. [

Lema 2.11 Assuma (Wy), (W), (g1), (92) e suponha que, a menos de subsequéncia,
|Yn| — 00. Entdo o nao-anulamento de {w,} € impossivel.

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que o nao-anulamento de {w,} ocorre e definamos
Un () = up(r + yn) € Wyp(x) = wy(r 4+ y,). Fazendo a mudanga de variavel z = x + y,,
temos claramente ||w, ||~y = [|Wallg1@yy, € como [[w,] = 1 e as normas || - || g1(ry)
e || - || sdo equivalentes, segue que {w,} C H também ¢ limitada. Assim, tomando uma
subsequéncia se necessario, temos

w, —w € H,
W, — w em L (RY) para q € [2,2*[se N >3 e para ¢ > 2se N =2,

wWy(x) — w(z) qt.p. em RY,

Além disso, fazendo a mudanca de varidvel x = z — y,, isto é, z = = + vy, segue do
nao-anulamento de {w,} que

0<d < lim (w,(2))*dz = lim (wy(z + yn))*dx

n—oo BR (yn) n—oo BR

= nh_)ngo ; ({Dn(:c))2d:c:/B (w(z))?da,

e assim w # 0.
Mostraremos, agora, que w satisfaz

—Aw + V(co)w = aw,

e como o operador —A ndo possui autovetor em RY (veja Corolario do Apéndice B),
isto nos dara uma contradicao, donde concluimos a prova do lema.

Para provar que —Aw + V(oco)w = aw é suficiente verificar que para qualquer
¢ € C°(RY), temos

/ (VwVp + V(co)wp)dr = a/ wepdzx. (2.20)
RN RN

Seja ¢ € C§°(RY) fixa, porém arbitraria. Como {u,} é uma sequéncia de Cerami, temos,
em particular, |[I'(u,)||g-1+ — 0. Consequentemente, definindo ¢, (z) = ¢(x — y,) e
fazendo a mudanga de variavel z = x — y,,, ¢ imediato que ||¢n || g1y = [|@]l a1 @Yy, isto

é, o(- — y,) € limitada e assim I'(u,)o(- — yn) — 0, ou seja,

[ (VuVele ) + Viehunplo = mda = [ Flanlole =)z = 0.

Dai, usando o fato que [ju,|| — oo, obtemos

1

]

[ (Tt =)+ Vgl — gio = [ ot~ nte] 0

78



Capitulo 2 2.3 Um ponto critico nao-trivial para I

ou ainda,

/RN(anVQO(x — Yn) + V() wpp(x — yn))dr — f(uy)

RN  Up

wpp(r — yy)dr — 0,

visto que w,, = uy,||u,|| 7! Assim, usando mudanga de variavel e as defini¢oes de u, e de
Wy, temos N
_ _ Up)
/ (Vw, Vo + V(z+ y,)Wyp)dx — &wnwdx — 0.
RN RN  Up
Além disso, como w, — w em H, temos

/ Vw,Vedr — VwVpdz.
RN

RN
Por outro lado, como na prova do Lema m (usando argumentos semelhantes), obtemos
()

—— W, pdx —>a/ wed,
RN  Up RN

onde as convergéncias acima sao todas quando n — oc.

Portanto, usando as trés convergéncias acima, para provar é suficiente mostrar
que

/ V(z + yp)Wnpdr — V (co)wedz.
RN RN
Consideremos, entao, Q C RY aberto limitado tal que Suppy C Q. Como H'(Q) esta
imerso compactamente em L*(Q) e {w,} C H ¢é limitada, temos w, — w fortemente em
L*(Q2). Em particular, tomando uma subsequéncia se necessério, existe h € L*(Q) tal que
(a) wy(x) — w(x) q.t.p. em Q,
(b) |wn(x)| < h(z) q.t.p. em .
Por outro lado, desde que |y,| — oo, temos para x € RY fixo, |z + y,| — oo e por (Ws),
segue que
V(z+y,) — V(o) qt.p. emQ quando n — oo,

donde obtemos
V(x4 yn)wn(z)p(x) = V(co)w(z)p(z) q.t.p. em €.

Agora, usando o fato que o potencial V é limitado (veja item (ii) da Observagao [2.1)),
temos

V(@ + yn)wn(@)e(z)] < Mh(z)|p(z)] =: g(z).
Além disso, g € L'(©). Com efeito, desde que ¢ € CS°(RY) e h € L*(Q), pela desigualdade
de Holder, concluimos que

/Q 9(y)ldy < K / ) lle@)ldy = MRl el s < oo.

Desta forma, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/ V(z + yp)Wnpdr = / V(x4 yp)Wnpdr — / V (oo)wedx :/ V (oc0)wedz,

RN Q Q RN

como desejavamos. [
Observagao 2.12 A prova que {u,} € limitada continua wvdlida (com pequenas
adaptagoes) para qualquer sequéncia de Cerami, isto €, para qualquer sequéncia {u,} C H
tal que {I(uy,)} € limitada e || I'(u)| g (1 + [Jun]]) — O.
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2.3 Um ponto critico nao-trivial para [

Nesta secao, mostraremos que, a menos de subsequéncia, a sequéncia de Cerami
limitada {u,}, obtida na se¢do anterior, converge fracamente para um ponto critico
nao-trivial do funcional I. Para isto, usaremos alguns resultados classicos de problemas
auténomos fornecidos em nosso apéndice A.

Consideremos o “problema no infinito” associado a , isto é, o problema auténomo:

—Au+V(co)u = f(u), ue HY(RY), (2.21)
Associamos a o funcional I*° : H — R, definido por
1 S
I*(u) = —/ (|Vul* + V(o0)u?®)dz —/ F(u)dx, onde F(s)= / f(t)dt.
2 RN RN 0

E facil ver que, se u é solucdo de ([2.21)) entdo u ¢ ndo-negativa (a prova desse fato ¢ analoga
a apresentada no item (iii) da Observagao [1.3]). Assim, podemos encarar as solugoes de
(2.21)) como solugoes do problema auténomo (A.1) (veja apéndice A) com

| =V(co)s+ f(s), se s>0,
hs) = { —h(-s), se s<0. (2.22)

Desse modo, uma solugao de energia minima de (A.1))—que podemos assumir positiva—
¢ também uma solugao de energia minima de (2.21)) e a reciproca também é verdadeira.

Proposicao 2.13 Assuma (g1)-(g3). Entao I°° nao tem ponto critico nao-trivial.

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que I* tem um ponto critico nao-trivial. Observe
que h, definida como em , é impar e continua, pois f é continua. Além disso, como
na prova do Lema do Capitulo 1, sob as hipoteses (g1) e (g2), h definida como em
@D, satisfaz as hipotéses do Teorema do Apéndice A. Desta forma, pelo Teorema
[A.2] (item (1)), existe sp > 0 tal

2 S0
—V(oo)% + F(sg) = / h(t)dt = H(sg) > 0,

0
ou ainda,

2F

V(oo) < <2SO)
50
Portanto, para todo d > 0, temos
2F
V(oo) — 6 < V(oo) < S<j°>,
0

o que contradiz (gs3). |

Lema 2.14 Assuma (W1),(W2), (g1) e (g2). Seja {u,} C H uma sequéncia de Palais-
Smale limitada para I no nivel ¢ do Passo da Montanha. Entao, a menos de subsequéncia,
Uy, = u # 0 com I'(u) =0 se uma das sequintes condi¢des ocorrem:

(i) (g3) € satisfeita;

(ii) (g4) ocorre e

V(z) < V(o) para todo € RN e V(z) # V(c0). (2.23)
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Prova. Desde que {u,} C H é limitada temos, a menos de subsequéncia, que u, — u.
Além disso, para provar que I'(u) = 0 é suficiente mostrar que I'(u)p = 0 para toda
¢ € C(RY), pois C°(RY) ¢ denso em H. Dada ¢ € C°(RY), observe que

I'(up)p — I'(u)p = V(u, — u)Vedz + / V(x)(uy, — u)pd

RN RN

- [ () = s,

Por outro lado, como u,, — u — 0, temos

/]RN V(u, — u)Vedr + V(z)(u, —u)p — 0,

RN

e assim

I'(up)p — I'(u)p +/ (f(un) — f(u))pdr — 0 quando n — oc.

RN

Desde que {u,} C H é uma sequéncia (PS) para I, temos I'(u,)¢ — 0. Portanto,
pelo resultado acima, para provar que I'(u)p = 0, basta mostrar que

lim [ (f(un) — f(u))edz =0,

n—0oo JpN

e isto é feito analogamente como na prova do Teoremam (primeira etapa) usando, neste
caso, a condicao dada em .

Neste momento, se u # 0 entao o lema esta provado. Suponha, por contradicao, que
u = 0. Afirmamos, neste caso, que {u,} é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para
o funcional I*°. Com efeito, por (W>), dado ¢ > 0 existe R > 0 tal que |V (00) =V (z)| < ¢
para todo z € B%. Consequentemente, usando as limitagoes de {u,} e do potencial V
(veja item (i) da Observacio[2.1), a imersdo continua H*(RY) — L*(R") e a equivaléncia
das normas || - || 1wy e || - ||, obtemos

1

2 Jon

1 1
< _/ |V(OO) - V(a:)\uida: + —/ ‘V(OO) _ V(x)IUid:E

2 Br 2 B

Cl 2 19 9 Cl 9 e )
< > . usdr + 5 /Bg usdr < EHUnHH(BR) + 5”%”2
< gy + SOl < Sl + <Co

Além disso, como u, — u = 0 em L (RY) para ¢ € [2,2*) se N > 3 e para ¢ > 2 se

N = 2, segue pela desigualdade anterior que

lim 1% = lim [ =
i T n) = B Tn) =
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Analogamente, usando a desigualdade de Holder, temos

|17 (un ) = I (un Jv| =

/RN(V(OO) — V(x))u,vde

< [ W0 - V@llwlivide + [ V() = Vi@)lulolds

C
BR

e / funllolde + ¢ / ualloldz < Cullunll g2z 0] 2 + €llumllllo 2
Br B¢
< CillunlBagsp 0] + Csllell = (CalltnlZa(nyy + £C3)01l

e assim

s, () = I'wn))ol < sup [(Clluall sy +Co) ]

< C’4Hun\|i2(BR) + €C5.

Novamente, usando que u, — u = 0 em L?(Bg) e que € > 0 ¢ arbitrario, segue pela
desigualdade acima que

lim sup | (% () — I'(un))o] = 0,

oo |Iy)<1
donde obtemos

lim I*(u,) = lim I'(u,) =0 no espaco dual H' de H,

n—-4o00 n—-4o00

como desejavamos.
Afirmamos, agora, que ocorre o nao-anulamento de {u,}. De fato, suponha por
contradigao, que ocorre o anulamento de {u,}, ou seja, para todo R > 0

lim sup / udr = 0.
" yeRN J Br(y)
Desse modo, como {u,} ¢ limitada, segue pelo Lema[B.6]do Apéndice B (Lema de Lions)

que ||u,|lq — 0 para ¢ € (2,2*) se N >3 e2 < g <oose N =2 Além disso, por (2.5,
dado £ > 0, existe C. > 0 tal que

/ |f(w)u|dx < 5/ lu|?dz + CE/ lulPde = e||ull3 + Cellullb, Vue H.
RN RN RN

Consequentemente, usando a imersao continua H*(RY) — L*(RY), a limitacao de {u,}
e a equivaléncia das normas || - || g1 gy e [ - ||, obtemos

/N [f (un)unldz < ellun|l3 + Cellunlly < eCollunll* + Cellunlly < eCr + Cellunllp.
R
Logo, como pelo Lema de Lions ||u,|, — 0, segue da desigualdade acima que

lim f(ug)updz = 0.

n—-+o0o RN
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Por outro lado, desde que {u,} é uma sequéncia de Palais-Smale limitada para I, temos
I'(uy)u, — 0, ou ainda,

HunH2 - /N f(up)updz = I'(uy)u, — 0 quando n — +oo.
R

Assim, usando as duas convergéncias acima, obtemos

lim ||lu,| =0,
n—-+00
o que é uma contradi¢do com o item (ii) do Corolario [2.7]
Portanto, ocorre, de fato, o ndo-anulamento de {u, }, isto é, existem d > 0,0 < R < o0
e {yn} C RY tais que
lim uldr > d > 0. (2.24)
7% J Br(yn)
Defina @,(z) = u,(z + y,). Afirmamos que {u,} C H ¢, também, uma sequéncia de
Palais-Smale limitada para I*° no nivel ¢ do Passo da Montanha. Com efeito, fazendo a
mudanca de variavel y = x + y,,, temos claramente

[t |l vy = [[un | mr@yy < C,

e assim {u,} ¢ limitada.

Agora, consideremos v € H tal que ||[v||g < 1. Definindo v,(z) = v(z — y,) e fazendo
a mudanca de varidvel x = z — y, temos |[v,|m @~y = [[v| gr(ry), isto é, a sequéncia
{v,} C H ¢é limitada. Logo, desde que {u,} ¢ uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢
para o funcional I*°, concluimos que 1°'(u,)v(- — y,) — 0, ou seja,

Vu,(2)Vo(z — yn) + V(o) un(2)v(z — yp)dz — . flun(2)v(z — yp)dz — 0.

RN
Consequentemente, fazendo a mudanga de variavel z = x + y,, segue da definigao de u,
que

I (,)v = Vu, Vv + V(co)u,vdr — f(uy)vdx — 0,
RN RN
ou ainda, dado € > 0, existe ng € N tal que se n > ngy entao

|1 (w, )v| < % para toda v € H tal que |jv| < 1.

Dai, obtemos

~ ~ £
1P/ @)l = sup 1% (@n)o] < 5 <
vl <1

e consequentemente,

lim 7*(w,) =0 no espaco dual H' de H.

n—-+o0o

Mais ainda,

() = (IVtin (2)[* + V(00) (Un(2))*)dex —/ F(uy(z))dx

RN

2

(V4 1) 2+ V(00) (tn (2 + 9)))d — / Flun(x + ya))de

RN

———

Z

N~ N~ N~

(IVun(2)* + V(00) (un(2))*)dz — / Fun(2))dz = I (un) — ¢,

RN
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como desejavamos.

Desta forma, como {u,} C H é uma sequéncia de Palais-Smale limitada para I* no
nivel ¢, segue, de modo anélogo ao que foi feito para a sequéncia {u,}, que u, — u (a
menos de subsequéncia) com [°(u) = 0. Além disso, desde que w, — u fortemente em
Lfoq(]RN) para ¢ € [2,2*) se N > 3 e para g > 2 se N = 2, usando e fazendo a
mudanca de variavel z = x + y,,, obtemos

0<d < lim (u,(2))?dz = lim (Un (7 + yn))*dz

= lim (U (7)) 2dw = / (u(z))*d,
= JBgr Br
donde se conclui que u # 0.

Assim, u é um ponto critico nao-trivial do funcional /. Note que se (i) é satisfeita,
isto ¢, se (g3) ocorre, segue pela Proposicao que [*° nao tem ponto critico nao-trivial,
o que é uma contradigao. Por outro lado, se (ii) ocorre, temos G(s) > 0 para todo s € R™.
Desse modo, G (@, (z)) > 0 q.t.p. em RY. Além disso, usando (£2.5)), , a limitacao de
{u,}, a imersao continua H*(RY) — LY(RY) (para ¢ € [2,2*] se N > 3 e para q > 2 se
N = 2) e a equivaléncia das normas || - || g1~y e || - ||, obtemos

/RNG(ﬂn)dx - /RN |G(ﬂn)|d:p:/RN ;

_f(an)an - F(an)
1

. /RN | f (@)t de + /RN | F (i) |de

< Crelln|3 + Celln|2 < Csll@ll + Collw||P < Cho.

dx

IN

Logo, a sequéncia {G(u,,)} satisfaz as hipoteses do lema de Fatou e portanto

¢ = liminf {Iw(ﬂn) — llw’(ﬂn)ﬁn] = liminf/ G(uy,)dx

n—-+o0o 2 n—+oo [pN

> [ Glyde = 1°@) - L@ = 12@),

v 2

visto que {u, } é uma sequéncia de Palais-Smale limitada para /°° no nivel ¢ e I*'(u) = 0.
Desta forma, u # 0 é um ponto critico de I* tal que I*°(u) < ¢. Além disso, ja vimos

que as solugoes de sdo nao-negativas e assim u > 0. Afirmamos que u(x) > 0 para
todo z € RY. De fato, suponha, por contradicao, que existe zo € R tal que u(zg) = 0.
Como estamos admitindo que (g4) ocorre, usando a Observagao (item (i)), temos
F(s) > 0 para todo s > 0 e desde que

S/ (5)s = F(5) = Gls) > 0,
isto é, f(s)s > 2F(s) > 0, segue que f(s) > 0 para todo s > 0. Assim, u satisfaz

—Au+ V(oco)u = f(u) > 0.
Logo, aplicando o principio do méximo forte para uma bola arbitraria centrada em x,
podemos concluir que u = 0, o que é uma contradigdo. Portanto, u(x) > 0 para todo

r € RV,
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Por outro lado, da prova da Proposigao [2.13] segue que h, definida em (2.22)), satisfaz
as hipotéses do Teorema do Apéndice A (isto ¢, satisfaz (hg)-(ha)) e assim existe
sp > 0 tal que H(sg) > 0. Entao, pela Proposic¢ao do Apéndice A, existe um caminho
v € C([0,1], H) tal que (¢)(z) > 0 para todo (t,z) € (0,1] x RN, v(0) = 0, I*°*(y(1)) < 0,
ueq([0,1]) e

I°(~(t)) = I°°(u).
max (v(t)) (w)
Desde que estamos assumindo ([2.23)), podemos proceder como na prova do Lema do
Capitulo 1 e obter que

I(y(t)) < I*°(y(t)) para todo t € (0,1].
Consequentemente,

< I I>® — I°@) <
¢ < max (1)) < max (v(1)) (u) <c,

o que é uma contradi¢ao. Desta forma, concluimos que u # 0. [

2.4 Demonstracao dos resultados principais

Exceto para o caso especial V(z) = V(oo) no Teorema os Teoremas e
seguem diretamente do Lema [2.14f Consideremos, agora, o caso V(z) = V(o0).
Observando, neste caso, que o espectro o(—A + V' (00)) é apenas a translagao por V(co)
do espectro do operador —A e como o(—A) = [0,400) (veja Teorema 4.1 em Berezin-
Shubin [3]), segue que o(—A + V(00)) = [V (00), +00). Desta forma, usando (gs), temos
a > V(occ). Além disso, considerando h como em (2.22)), temos

H(s) = / h(r)dr = / (—V(00)r + f(r))dr = —V(00)> + F(s).
0 0
Logo, usando o item (iv) da Observagao 2.1, conluimos que

lim 2H) _ <—V(oo)—|—2F(S)

s——+o0 32 s——+o0 32

>:—V(oo)—|—a>0.

Portanto, existe sy > 0, suficientemente grande, tal que H(sg) > 0. Além disso, h
definida como em ([2.22)) é impar, continua (pois f é continua) e como na prova do Lema

do Capitulo 1, sob as hipoteses (g1) e (g2), h satisfaz as hipotéses do Teorema
do Apéndice A, donde concluimos que existe uma solugao nao-negativa nao-trivial para

ED).

2.5 Uma solucao de energia minima

O objetivo desta secao é mostrar a existéncia de uma solucao de energia minima de
(2.1)) sob as hipoteses do Teorema . Este resultado esta contido no seguinte teorema:

Teorema 2.15 Sob as hipdteses do Teorema (2.1) tem wma solugcdo de energia
minima. Mais precisamente, ezxiste uma solugao w € H tal que I(w) =m, onde

m = inf{I(u) |u € H\{0} e I'(u) = 0}.
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Prova. Afirmamos inicialmente que m = inf{I(u)|u € H\{0} e I'(u) = 0} satisfaz
0<m<ec,

onde ¢ é o nivel do Passo da Montanha para I. Com efeito, por (g4)(i), para qualquer
ponto critico u de I, temos

I(w) = I(w) — 2w = [ Glu)de > 0.
2 o
Consequentemente, segue pela definicao de infimo que m > 0. Por outro lado, no Lema
obtemos um ponto critico u # 0 para o funcional I como um limite fraco de uma
sequéncia de Palais-Smale limitada {u, } para I no nivel c. Desta forma, usando novamente
(94)(i) e argumentos semelhantes aos utilizados na prova do Lema concluimos que a
sequéncia {G(u,)} satisfaz as hipoteses do lema de Fatou e portanto

m < I(u)=1I(u)— %I'(u)u = / G(u)dzr < liminf /]RN G(uy)dx

RN n—-+o0o

1
= liminf [I(u,) — —I’(un)un} =c,
n—-+00 2
como desejavamos.
Seja, agora, {v,} C H uma sequéncia de pontos criticos nao-triviais para [ satisfazendo

I(v,) — m € [0,c].

Desde que {I(v,)} ¢é limitada e I'(v,) = 0 para todo n € N, entdo {v,} é uma
sequéncia de Cerami para I. Desse modo, repetindo os argumentos da Secao 2.2 (veja
Observagao segue que {v,} C H é limitada. Além disso, pelo Corolério [2.7)1),
temos liminf, .. ||va]| > po > 0. Agora, observando que {v,} ¢ uma sequéncia de
Palais-Smale limitada para o funcional I e que I(v,) — m € [0,c], podemos usar os
mesmos argumentos da prova do Lema (fazendo algumas adaptagoes e usando o fato
que liminf, . ||va]| > po > 0) para obter que, a menos de subsequéncia, v, — w # 0
com I'(w) = 0. Portanto, pela definigdo de m, temos m < I(w). Por outro lado, usando
(94)(1) e a limitacao de {v,} , segue novamente, como na prova do Lema que a
sequéncia {G(v,)} satisfaz as hipoteses do Lema de Fatou e portanto

I(w) = I(w)— %I’(w)w = / G(w)dzx < liminf /RN G(vy)dz

RN n—-+00

1
= liminf {I(vn) - 5]’(21”)21”] = m.

n—-4o00

Assim, I(w) = m e o teorema esté provado. u
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Apéndice A
Problemas autonétmos

Neste apéndice, vamos recordar alguns resultados a respeito de problemas autondémos
da forma

—Au = h(u), ue HY(RY), (A.1)
onde assumimos que h(s) satisfaz as seguintes condigoes:
(ho) h:R — R é continua e impar;

(h1) —oo < liminf, g+ h(s)/s < limsup, g+ h(s)/s = —v < 0 para N > 3,
lim, o+ h(s)/s = —v € (—00,0) para N = 2;

(hy) Quando N > 3, lim,_, 4o |A(s)|/sV+2/(N=2) = 0. Quando N = 2, para qualquer
a > 0 existe C, > 0 tal que

Ih(s)] < Coe™  para todo s € R.

Associamos a equagao (A.1) o funcional energia J : H'(RY) — R dado por

1
J(u) = §/RN |Vul*dz — . H(u)dx,

onde H(s) = [, h(r)dr.

Definigao A.1 Uma solugao v € H de (A.1) € dita uma solu¢ao de energia minima se,
e somente se,

J(w)=m onde m=inf{J(u)|ue H\{0} e J'(u) =0}.

Os seguintes resultados sao devido a Berestycki-Lions [I] para N > 3 e Berestycki-
Gallouét-Kavian [2] para N = 2.

Teorema A.2 Assuma (hg)-(he). Entao o funcional J estd bem definido e € de classe
Cl. Além disso, temos

(i) (A.1) tem uma solug¢ao nao-trivial se, e somente se, H(sg) > 0 para algum sy > 0;
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(ii) se H(so) > 0 para algum sy > 0, entdo m > 0 e existe uma solugcdo de energia
minima w de (A.1), que é uma solucio cldssica estritamente positiva em RY e,
como qualquer ponto critico de J, vale a identidade de Pohozaev (veja Lema

(N — 2)/ |Vw|?dz = 2N H(w)dz.
RN

RN

Em Jeanjean-Tanaka [11, 12], estes autores complementaram o resultado anterior da
seguinte forma:

Teorema A.3 Assuma (ho)-(he) e H(sg) > 0 para algum so > 0. Entdo tomando
Ly ={y€C([0,1], H'(R"))|(0) = 0, J(v(1)) < 0},
temos 'y # 0 e m = b sendo

b= inf t .
nf max J (v(t)) >0

Além disso, para qualquer solug¢io de energia minima w de (A.l), ezxiste um caminho
v € L'y tal que y(t)(z) > 0 para todo (t,z) € (0,1] x RV, w € v([0,1]) e

max J(v(t)) = 0.

tel0,1]

Observacao A.4 Em Jeanjean-Tanaka [11, 12] foi também provado que, sob (hy) e (hg),
existem C7; > 0 e dg > 0 tais que

J(u) > C1||u||fq1(RN) quando ||u|| g1 yy < do.

Lema A.5 Seja v,(x) = v(x/t) para t > 0, onde v € H (RY) é um ponto critico nao-
trivial de J, entao

) [IVeull = 2| Vo3

(ii) Para qualquer funcao continua F satisfazendo limsup,_ o+ |F(s)|/s* < oo, temos

/RN F(v)dx =tV /RN F(v)da;

(iii) [Jve||g = tV[Jv[|¢ para todo q € [2,00).
Prova. Desde que Vuy(z) = 1 Vo(%), fazendo a mudanca de variavel y = z/t, obtemos

f=

1 x —
IVl = [ Va@Pe = [ (Vo[ de="5 [ [wePay =2 v,
RN RN RN

e assim temos (i). Para provar (ii), observemos inicialmente que

/RN F(v)dr < oo.

De fato, desde que F' ¢é continua e limsup,_+ |F(s)|/s* < oo se s € [-M, M], M > 0,

entao, para algum C' > 0, temos
|F(s)]

2

<C (A.2)

S
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Além disso, como v € HY(RY) ¢ solucio do problema auténomo (A.1)), v tem decaimento
exponencial no infinito (veja Teorema 1 em Berestycki-Lions [I]) o que implica que
lv(x)| < M para todo z € RY e para algum M > 0. Assim, por (A.2)), temos

/RN F(v(z))dr = /RN |Zz(z)x(;3)2)|( (z))dz < C’/RN(v(x))de < 00.

Agora, usando a mesma mudanca de variavel anterior, obtemos

/RN Fo(x))de = /RN F(v(%))d:p =N /RN F(o(y))dy,

o que nos garante (ii). A prova de (iii) é uma consequéncia imediata de (ii), tomando
neste caso, F' = | - | u

Lema A.6 Assuma N = 2 e seja vi(x) = v(z/t) para t > 0, onde v € HY(RY) é um
ponto critico nao-trivial de J. Entao, para qualquer t > 0, temos
(i) [Vuell3 = IVoll3;

(ii) Para qualquer funcio continua F satisfazendo limsup,_ o+ |F(s)|/s* < oo, temos

/RZ F(v)dx = 2 /R F(v)da;

(iil) [po H(vy)dz = 0;
(1V) J (Ut) J(v);
(V) Jge h(v))vidx = 2| Vol]3.

Prova. Note que (i)-(ii) sdo casos especiais de (i)-(ii) do Lema [A.5] Da identidade de
Pohozaev, temos [, H(v)dz = 0. Consequentemente, pelo item (ii), obtemos

H(v)dx =t* | H(v)dx =0,

R2 R2

o que nos garante (iii). Usando agora (i) e (iii), segue que

1 1 1
I = 5IVall = [ Hode = 5100l = 5190l = | H)dz = I0),

pois [z, H(v)dz = 0, e assim temos o item (iv). Por fim, como v é ponto critico de J,
temos J'(v )v = 0 ou, equivalentemente,

HVUH%z/ h(v)vdz.
R2

Logo, como um caso especial de (ii), segue que

/ h(vy)vedx = t2/ h(v)vdr = t*|| V|3
R2

RQ

e isto prova (V). u
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Proposicao A.7 Assuma (hg)-(he) e H(sg) > 0 para algum sy > 0. Seja v um pon-
to critico do funcional J associado ao problema (A.1) com v(z) > 0 para todo z € RY.
Entao, existe um caminho v € C([0,1], H) tal que y(t)(x) > 0 para todo (t,z) € (0, 1]xRY,
7(0) =0, J(v(1)) <0, v e~([0,1]) e

max J((t)) = J(v).

t€[0,1]
Em particular, para qualquer solugio de energia minima w de (A.1]), temos

inf max J(y(t)) < J(w).

Y€l t€(0,1]

Prova. A prova seréd dividida em 2 casos: N >3 e N = 2.
1° caso: Assuma N > 3.
Visto que v é ponto critico de J, pela identidade de Pohozaev, temos

N -2
H(v)dw = —~—=||Vvll3.

RN

Consequentemente, usando os itens (i) e (ii) do Lema obtemos
) = 3Ivul- [ He Vel = [ HG

N — 2
_ N-2
- (3-S5 ) Vol (A3

tN2

Afirmamos que

(1) maxy=o J(v) = J(v);

(2) limy— o0 J (1) = —00;

(3) ol @y = IVoell3 + ol = Y72 Vol[5 + £¥][0]3. Em particular,

Pi% [vell vy = 0.
De fato, usando (A.3)), temos

d N—-2yvs N-=2,5_
() = (—tN e 1) Vo3

d
Assim, se EJ(%) =0 entao t = 1. Além disso,

Ty = TR -8 (V- ) 9

= —(N—=2)|Vv|j3 <.

t=1

Portanto, max;~o J(v:) = J(v1) = J(v) e isto prova (1). Desde que N > 3, a prova de (2)
segue imediatamente de (A.3)). Por fim, a prova de (3) é uma consequéncia dos itens (i) e
(iii) do Lema e assim nossa afirmacao esta provada. Desta forma, podemos escolher
to > 1 tal que J(vy,) < 0. Além disso, definindo () = v, para t € (0,1] e y(0) = 0,
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afirmamos que v : [0,1] — HY(RY) é o caminho desejado da proposi¢ao. Com efeito, por

(A.3), temos
1 N-=-2
s =52 (5= 00

2 2N

Assim, para t suficientemente pequeno, segue que J(v;) > 0. Consequentemente, usando
o item (1) acima, obtemos

max J(y(t)) = e J(vi,e) = J(v),

pois to > 1 implica que tot > 1 para algum ¢ € (0,1]. Além disso, por construgao, temos

J(y(1)) = J(vy) <0 e 7 (%) =uv; =v (isto é, v € y([0,1])),

0

ja que 1/ty € (0,1]. Mais ainda, como por hipétese v(z) > 0 para todo z € RY | temos

Y(#)(x) = vee(z) = v (%) >0 paratodo (t,z)¢€ (0,1] x RY,

Finalmente, a continuidade da aplica¢do v no ponto 0 segue imediatamente do item (3)
acima, e como v ¢ solugdo do problema auténomo (A.1)), temos que v € C*(RY) (veja
Teorema 1 em Berestycki-Lions [I]) e, consequentemente, v € C([0, 1], H).

2° caso: Assuma N = 2.
Observe que usando (hg)-(h2) podemos encontrar constantes o, C' > 0 tais que

|h(s)| < Ce®’|s| para todo s € R. (A.4)

De fato, por (hy), dado € = 1, existe 6 > 0 tal que

|h(s)| < (1 +v)|s| sempre que 0< s <.
Consequentemente, se a > 0 temos as? > 0 e portanto

Ih(s)] < (1+v)|s| < (1+1)e®’|s| sempre que 0 < s <.
Além disso, tomando R = max{d, 1} e usando (hs), existe C,, > 0 tal que
h(s)] < Cae®™ < Chae®’|s| sempre que s > R.

Por outro lado, pela continuidade de h (dada em (hy)), existe K. > 0 tal que

Ih(s)] < K.e®|s| sempre que § <s < R.

Desta forma, tomando C' = max{1 + v,C,, K.} > 0 e usando o fato que h é fmpar
(hipotese (hg)), obtemos

|h(s)| < Ce*’|s| para todo s € R,

como desejavamos.
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Agora, consideremos 6 € [0, 1] e observemos que

J(Ovy) = / |V (Ouy)| d:v—/ H(Ov)dx = —HVUtHQ / H(Ov)d
Logo, usando (A.4) e os itens (i) e (ii) do Lema temos

d 2,2
2 J0w) = e|ywy|§—/ h(&vt)vtd:cEGHVth%—@C/ P2
R2 R2

de
> 0| Vs — 96’/ eivtdr =0 (HVUH% — CtQ/ eo‘”2v2dw) :
R2

onde usamos, para obter a segunda desigualdade, o fato que a exponencial é uma fungao
crescente (e que af?(vi(z))? < avi(z))? com z € R?).
Desse modo, escolhendo ¢y € (0, 1) suficientemente pequeno tal que

Vv|l5 — C’t%/ eV v2dz > 0
R2

temos, para este g,

d
deJ(Qvto) >0 paratodo 6 € [0,1],

donde segue que J(6v;,) é uma fungao nao-decrescente para 0 € [0, 1] e, assim,

J(Ovy,) < J(vy,) = J(v) para todo 6 € [0, 1], (A.5)

onde a igualdade acima é decorrente do item (iv) do Lema [A.6]
Observe também que fixando #; > 1 e usando os itens (i) e (v) do Lema [A.6] obtemos

d
—o| - J(Ovy) = 0]V |13 —/ h(Ov, Jondz| = Vo]l = ][ Vu]3 <0
ao|,_, R2 =1

d

— H(Ov,)dx = / h(6vy, vy, dz = 13]|Vv||3 > 0.

df|,_; Jre R2 e

Assim, para um 6; € (1, 00) suficientemente proximo de 1, temos
J(O0vy,) < J(vy)=J(v) paratodo 6 € [1,6,],

A.6
H(@lvtl)daz > / 1‘.—[(Utl>da7 =0, ( )
R2

RZ

onde usamos para obter as igualdades acima os itens (iv) e (iii) do Lema [A.6] respecti-
vamente.
Considerando, agora, (01vy,); = 01v4,¢ para t > 1 e usando, mais uma vez, os itens (i)

e (ii) do Lema obtemos
J(Ohvye) = J((0hvy):) = ||V(910t1)t“§—/ H((01vy,))d
R2
= V@i~ [ HOw)de

0
- |wmm—a/Ha%
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Consequentemente, J(61v;,:) — —oo quando t — oo e, desse modo, existe t5 > 1 sufici-

entemente grande tal que
J(@lvtm) < 0. (A?)

Mais ainda,

d
aJ(ﬁlvtlt) = -2t H(01vy,)dx < 0 para todo t > 1,
R2

onde usamos o segundo resultado de ((A.6|) para obter a desigualdade acima.
Portanto, J(6yv,:) ¢ uma funcdo decrescente para ¢ > 1 e usando a primeira

desigualdade em (|A.6[), obtemos
J(61vee) < J(Oyvy,) < J(v) para todo t > 1. (A.8)

Finalmente, como v ¢ solugao do problema auténomo (A.1)), segue que v € C(R?) (veja
Berestycki-Gallouét-Kavian [2]) e assim podemos considerar os caminhos

711 [0,1] — HYR?), 7y : [to, t1] — H'(R?), 73 : [1,01] — HY(R?) e 4 : [1,t5] — H*(R?),

definidos por
71 (9) - 0Ut07 72({:) = U, 73(0) = gvtl € ,}/4(.[;) = glvtlt'

Além disso, por meio de reparametrizagoes, podemos considerar, ainda, os caminhos
Y2,73, 74 : [0,1] — H*(R?) tais que

Ta(t) = 72((1 = D)o + 1), Y3(t) = v3((1 = 1) +161) e u(t) = 7a((L = 1) + tts).

Afirmamos que 7 : [0,1] — H'(R?) definido por

1 (4t), se 0<t<1/4,

Y2(4t — 1), se 1/4<t<1/2,
Y =9 34t —2). se 1/2<t<3/,

Ya(4t —3), se 3/4 <t <.

¢ o caminho desejado da proposigdo. De fato, note que v(0) = 71(0) = 0 e, por (A.7)),
J(v(1)) = J(74(1)) = J(61v4,1,) < 0. Por outro lado, considerando

14t — 2t

ta =
T4t —tp)

ts satisfaz 1/4 < t3 < 1/2. Com efeito, desde que t; — tg > 0 (pois ty < 1 < t1), temos

1+t — 2t
1/4<t3<:>1<u<:>t0<1
t—to

e, analogamente, t3 < 1/2 se, e somente se, 1 < t;. Observe também que

1+t — 2t 1—t¢
dy—1—- T2y 0.
t1 — 1o t1 — 1o

1=lo 1 temos
t1—to ?

Assim, tomando 0 < t4 :=
Y(t3) = Y4tz — 1) = Ya(ts) = 72((1 — ta)to + tat1) = 12(1) = v1 = v,
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isto &, v € ¥([0, 1]). Observe ainda que:
(a) Para 0 <t < 1/4, usando (A.5)), obtemos

J(y (1) = J(n(4t)) = J(4tvy,) < J(v).

Além disso, como por hipétese v(x) > 0 para todo x € RY, temos

Y(t)(z) = 4dtvy, (x) = 4tv (%) >0 com t#0.

(b) Para 1/4 <t <1/2, fazendo, 0 <t:=4t —1<1le0 <ty < 1= (1 —1)to +tty < ty,
segue, pelo item (iv) do Lema [A.6] que

J(v(t)) = J(Fa(1)) = J(ya((1 = T)to + 1)) = J (a1 )) = J(v7) = J (v).
Mais ainda,

(o) = vi (o) = (£) >0

(c) Para 1/2 <t < 3/4, considerando, 0 < f:=4t —2<lel< g = (1—8)+ 06, <0,
segue, da primeira desigualdade em (A.6)), que

J(v(t) = J(F3(8)) = J(y3(1 — ) +061)) = J(73(8 ) = J(Bvy,) < J(v).
Temos também

V(1) (@) = v, (x) = O (tf) > 0.

1
(d) Para 3/4 <t <1, tomando, 0 < s:=4t —3 < lel <t:=(1—s)+ sty <ty, segue,

por , que
J(v(1) = J(Fa(s)) = J(3a((1 = 8) + st2)) = J(ra(t ) = J(6rv,7) < J(v).

Além disso,

V() () = Oyv, 7 (x) = (Brvn); () = Oyoy, (%) = O,v (i) > 0.

11t
Portanto, combinando (a), (b), (c) e (d), obtemos

max J(y(t)) = J(v) e ~(t)(x) >0 paratodo (t,z)¢€ (0,1] x RN,

tel0,1]

donde concluimos nossa afirmacao e, consequentemente, a prova da proposigao. ]
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Apéndice B
Resultados complementares

O objetivo deste apéndice é apresentar as demonstragoes de alguns resultados
utilizados no decorrer do nosso trabalho.

Definigao B.1 Seja Q C RY. No espago L™(Q) N L*(Q2) definimos a norma
[ellrns = Ilullr + [l
e no espago L"(Q2) + L*(R2), definimos a norma
|u||rvs = inf{||v]], + [[w||s : v € L™(Q),w € L*(Q),u = v + w}.
Lema B.2 Assuma que 1 <r,s,a,8 <00, f€C(QxR) e
[f (@, w)] < C(lul™® + [u]*7).
Entdo, para qualquer u € L™ () N L*(2), f(-,u) € L(Q) + LP(Q) e o operador

A: L'(QNL(Q) — L*Q) + LA(Q)
u —  f(z,u)

€ continuo.

Prova. Ver Teorema A.4 de Willem [21]. n
Lema B.3 Assuma as condigoes (f1), (f2), (V3) e (V5) do Capitulo 1. Entdo os funcio-
nais ®, ¥ : HY(RY) — R definidos por

O(u) = %/RNHVUF +V(z)?lde e V(u)= /RN F(u)dz,

onde F(s) = / f(r)dr, pertencem a C*(H'(RY),R) e possuem derivadas dadas por
0

' (u)-v= / [VuVo + V(z)uwlde e ¥'(u)-v= f(u)vdz.
RN RN
Em particular, o funcional

I(u) = %/RNHVu]Q + V(z)u?)dz —/ F(u)dx

RN

pertence a C'(H'(RV),R).
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Prova. De acordo com o Lema 1.15 de Schwartz [19], é suficiente mostrar que as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

(i) @, ¥ : HY(RY) — R sao Gateaux diferenciéveis;

(i) ®'(u), ¥'(u) : HY(RY) — R sdo lineares limitadas;

(iii) @' (u,) — @' (u) e V'(u,) — ¥'(u) em H' quando u, — u em H'Y(RY).

Verifiquemos inicialmente (i). Sejam u,v € H*(RY) e t € R. Observe que

O (u + tv) — P(u)
t
— o ([ IV P+ v s - [ VP + Vi)

2t

1 t? t?
= —|t VuVudr + — |Vo|2dz + t/ V(z)uvde + — V(z)v*dx

RN RN

e assim o ; q)
O’ (u) - v =lim (uttv) = ou) = / [VuVv + V (z)uv|dx
]RN

t—0 t

ou seja, & é Gateaux diferencidavel. Para mostrar que U é Gateaux diferenciavel
consideremos x € RY e t € [0,1]. Defina  : [0,1] — R por

n(s) = F(u(x) + stv(x)).

Temos, 7(0) = F(u(x)) e n(1) = F(u(x) 4+ tv(z)). Pelo Teorema do Valor Médio, existe
A€ (0,1) tal que

Flu(z) + tv(z)) — F(u(z))

t

= f(u(x) + Mo(z))v(z) — f(u(z))v(r) quando t — 0,
de modo que

g F (@) + 10(@) = Flu(a)

t—0 t

= f(u(z))v(z) q.t. p. em RY

Além disso, usando o item (i) da Observacao do Capitulo 1, obtemos

F(u(x) +tv(z)) — F(u(z))
t

< [Celu(z) + Mtv(x)| + elu(z) + AMtv(z)|Plv(z)

< [Ce(lu@)[ + |v()]) + 2%e(lu(@)]” + |v(2)[")]|v(2)]

= C.(Ju(@)v(z)] + [v()[*) + 2%(|u(@) v(z)] + |v(z) ) =: k(=)
Desde de que u,v € H*(RY), usando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev
continua HY(RY) — LY(RY), para 2 < g < ocose N =2¢2 < q < 2°se N > 3,
concluimos que

= [f(u(z) + Mo(z))v(x)]

/ [h(z)lde = Ce / (fu(@)o(z)] + [o(z)[*)dz + 2% / (Ju(@)Plo(z)] + [v(@) ") da
RN RN RN
Cellullallvllz + Cellolly + 2ellully vl + 20l

Cillullllllz + Cillvll3 + Collullf gy 10l @y + Calloll gy < o0,

IA A

96



Apéndice Resultados complementares

jAquel<p<oose N=2,1<p<(N+2)/(N—-2)seN >3 (veja (f2)).
Desta forma, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para
concluir que

U(u + tv) — ¥(u)

U'(u)-v = lim

t—0 t
[ Flule) £ @) — Fula)
t—0 Jpn t
_ /RN im Fu(x) + tv(fﬂ — Plu@) ;. _ [ fua)o)dr

Passemos agora a verificacao de (ii). Observe que para todo v € HY(RY) e u € H'(RY)
fixado, temos
D' () - 0] = [{u,v)] < [Jullllv],

onde

(u,v) = /RN(VUVU + V(z)uv)dx

é o produto interno associado a norma
Julf? = [ (9u + Voy)da,
RN

que por (V3) e (V3) é equivalente a norma usual de H'(R"). Além disso, usando novamente
o item (i) da Observagao do Capitulo 1, a desigualdade de Holder e a imersao de
Sobolev continua H'(RY) — LI(RY), para 2 < ¢ < cose N =2 e para 2 < q < 2* se
N > 3, obtemos

W' (w) - 0]

IN

/’mwmmsa/|wwwm/|wmm
RN RN RN

< Cellullalfvllz2 + ellullpr o]l
< Cullulllloll + CsllullPllvll = (Callull + Cslul”) o],

para todo v € HY(RY) e u € H'(RY) fixado, donde concluimos que as aplicagoes @’ (u),
U'(u) : HY(RY) — R sdo lineares limitadas. Por fim, verifiquemos (iii). Suponha que
u, — uem H'(RY), entdo

19" (un) — @' (u)||ar = sup | () - v — D' (u) - v|
= sup V(un, — u)Vodx + / V(z)(un, — u)vde
lv]<1 /RN RN

= sup |®(u, —u) v <
llvll<1

A\

|tn — ul|||v]] — 0 quando u, — u em H'(RY).

Mostremos agora a continuidade de ¥' em H~!'. Admitindo que u, — u em H'(RY) e
usando a imersdo continua H*(RY) — L2(RY) N LPYYHRY) concluimos que u,, — u em
LARY) N LPYHRY). Utilizando mais uma vez a Observacao |1.3| (item (i)) do Capitulo 1,
temos

()] < Celul + elul” < O(ful + uf?) = C(ju*’ + [u*'?),
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1 1
onde s =p+1,=((p+1)/pe -+ 3 = 1. Como f € C(R), entdo, pelo Lema B.2]
s

para todo u € L*(RY) N L*(RY) temos f(u) € L*RY) + LA(RY) e f(u,) — f(u) em
LAXRY) + LA(RY) (ja que u, — u em L2(RN) N LPTH(RY)). Observe, ainda, que

(0 () = W' () - 0] < / f () = F(w)leldz

Como f(uy), f(u) € L*(RY) + LA(RY), temos por defini¢ao

1f (n)llzvs = inf{[[Pall2 + llwills = by € L2(Q),wr € L), f(un) = by + w1},
If@llavs = inf{llhallz + lwalls : ha € L(Q),wa € L), f(u) = ha + w2}

Além disso, como v € H'(RY), utilizando a imersdo continua H'(RY) — LPTI(RYN),
segue que v € L2(RY) N LPH(RY). Assim, temos, por definicao, que

[oll2rs = llvll2 + [[vlls onde s =p+1.
Desta forma, utilizando a desigualdade de Hélder, obtemos
(W (un) — W' (u)) - 0|
< [ 1) = Faleldz = [ 0= h) + G w)olds
RN

RN
< [ = hallol+ [ = wslle] < b = Rallloll + = walafol.
RN RN

|1 = halla([[v]lz + [[v]]s) + Jwr — wa|lg([[v]l2 + [Jv]ls)
= (|he = hall2 + [[wr — wa||g)][v]|2ns

IN

o que implica que

(V' (un) = ¥'(w) o] < inf{|[h — holl2 + [[wi — wallg}[v]l2ns
= [[(h1 = h2) + (w1 — w2)l2vsl|v]l2ns
= [[f(un) = f(u)llava([[vll2 + [[v]]s)
< Gl f(un) = f(w)ll2vs]v]]-

Logo,
19 (un) = W' ()| = sup (V' (un) = W'(w)) - 0] < Coll f (un) = f(u)ll2vs — 0
e portanto ¥’ é continua em H’'. [ ]

Observacao B.4 Os funcionais ® e W estao bem definidos em virtude da equivaléncia
das normas || - ||[gi@ny e || - ||, da Observagao (item (i)) do Capitulo 1 e da imersao
continua H*(RN) — LY(RN), para 2 < g<oose N =2¢2<q<2* se N> 3.

Lema B.5 Assuma as condigées (g1), (g2), (W1) e (Wy) do Capitulo 2. Entdo os fun-
cionais ®, ¥ : HY(RY) — R definidos por

@(u):%/RNHVuF—i-V(x)uz]dx ‘ \I/(u):/RN Flu)da,
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onde F(s / f(r)dr, pertencem a C1(HY(RY),R) e possuem derivadas dadas por

' (u)-v= / [VuVo + V(z)uwwlde e ¥'(u)-v= f(u)vdz.
RN RN
Em particular, o funcional

I(u) = l/RN[|VU|2 + V(z)u?|dz —/ F(u)dz,

2 RN
pertence a C'(H'(RY),R) e estd bem definido.

Prova. Analoga ao lema e a observacao anterior. ]
Lema B.6 Sejamr >0 e 2 < p < 2*. Se {u,} € uma sequéncia limitada em H*(RY) e
se

sup / |up|Pde — 0 quando n — oo,
yeRN J By (y)

entdo ||uy,|, — 0 para 2 < g < 2* quando N > 3 e para 2 < ¢ < oo quando N = 2.
Prova. Consideremos o caso N > 3 (o caso N = 2 ¢ analogo). Sejap < s < 2°

eu € H(RY). As desigualdades de Holder (desigualdade de interpolagio) e Sobolev
implicam que

ullLeB, ) < ‘|UH;EXBT@))"UH%W(BT@))
B
< Clliliagy | [ (a4 1VuPyo
Br(y)
sS—0p 2*
onde o = o , (0 < a<1). Escolhendo oo = 2/s, obtemos

| e < iy, [ Qul o+ 9uPyis
r(y) Br(y)

Agora, considerando uma familia (enumeravel) de bolas { B, (y)},er~ cobrindo RY tal que
cada ponto de RY esteja contido em no um ntumero finito K de bolas, encontramos

lul®de = / ]u\sda:< / |u|®dz
/]RLN Uoo B'r( Z T(yz

< Z(csnuum S [P+ 190
(1-a)2 oo
< ¢ sup { / \uyp] S [ (P +19uP)xn g da
yeRN LJB,(y) i=1 /RY
(1-a)% i
< C? sup {/ \U|p1 / (|U’2+‘VU‘2)ZXBT(yi)dx
yeRN LJ B, (y) RN i—1
<

(10
KC?® sup [/ |u|p} / (Jul* + |Vul|*)dz
yeRN [J B, (y) RN
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onde
1, se z € B.(y;),

XB,(y) () = { 0, se z¢& B.(y:).

(observe que a passagem do somatorio para dentro da integral é uma consequéncia
do Teorema da Convergéncia Monétona, ja que as funcoes caracteristicas xp,(y,) sao
mensuraveis).

Desta forma, em virtude das hipoteses do lema, concluimos que u, — 0 em L*(RY).
Além disso, usando novamente a desigualdade de interpolagdao e a imersao de Sobolev
continua H'(RY) — LA(RYM) para 2 < 3 < 2*, obtemos:

(i) se 2 < ¢ < s, entado

lunllg < Nunll2llunlls™ < Cullun]l7,

5—q2

onde A\ = 0<a<l);

s—2q’
(ii) se s < ¢ < 2%, entado

2" < Collunls ",

[unllg < llunll§llun

—q?2
ondeuzs—g—, 0<a<l).
S—a4q

Portanto, desde que u, — 0 em L*(RY), temos ||u,||, — 0 para 2 < ¢ < 2*, como
desejavamos. ]

Lema B.7 (Identidade de Pohozaev) Sejam Q C RY um aberto de classe C*, g
uma fungao continua de R em R, G a fungao primitiva de g tal que G0O) = 0 e
uw e HY Q)N HE (Q) uma funcio satisfazendo a equagdo

—Au=g(u) qtp. em Q.

Se G(u) € LY(Q) e n(o) designa a normal exterior de 0), entio para todo z* € RY fizo,
temos:

N —2 1
—/ |Vu(x)|?dr + —/ |Vu(o)*(c — 2*) - n(o)do = N/ G(u(zx))dx
2 Q 2 Jaq Q
Em particular, se Q = RN, temos que

¥/Q|Vu(x)|2dx:N/QG(u(x))dx.

Prova. Veja, por exemplo, [17, 2T] ]

Corolario B.8 O problema de autovalor
—Au(z) = u(z), A>0exzecRY (B.1)

nao possui solugao u # 0 em H'(RYN).
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Prova. De fato, podemos reescrever o problema acima como
—Au = f(u)

onde f(u) = Au. Desta forma,

F(u) :/Ouf(s)ds:/ou)\sd(s:)\%

e pela identidade de Pohozaev, temos

1
é/ UQdZL‘:/ F(u)dx = —/ |Vu|*dx
2 Jpn RN 2% JpN

Por outro lado, se u for solugao de (B.1]), obtemos:

/ |Vu|2dx:/ \ulda.
RN RN

2*
— wldr = \ / uldx
2 RN ]RN

2*
(— — 1) / u?dx =0,
2 RN

donde concluimos que u = 0. Portanto u # 0 nao pode ser solucao de (B.1]). ]

Consequentemente,

A

o que implica que

Mostraremos agora uma identidade variacional similar a identidade de Pohozaev
classica (dada no Lema |B.7)), cuja prova serd andloga a uma encontrada em Willem [21]
(p.137). Consideremos o problema

{ —Au = =V (z)u+ Af(u), (B.2)

u € Hi(Q)

onde f € C(R,R), Q ¢ um dominio ilimitado e “suave” de RY, f(0) =0, V € C(,R) ¢
limitado e satisfaz a hipotese (V) do Capitulo 1. Seja F(u) = [’ f(s)ds, entdo temos o
seguinte resultado:

Teorema B.9 Seja u € H2 (Q) uma solucdo de (B.2) tal que F(u) € L*(Q). Entio u

loc

satisfaz
1 N -2 N 1
= |Vul?o - ndr = / NAF(u) — ——=|Vul|* — =V (2)u* — zu’VV (x) -z | du,
2 Joo o 2 2 2

onde 1 denota a normal exterior unitdria a 02 e daqui por diante - denotard o produto
escalar em RY.

Prova. Consireremos inicialmente ¢ € C*°(R) com derivada limitada tal que 0 < ¢ < 1,
¢(r) =1 parar < 1e ¢(r) =0 para r > 2. Defina ¢, : RY — R por

On() := o(|z|*/n?).
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Afirmamos que existe C' > 0 tal que
on < C, |z||Von(z)| < C paratodo n € N. (B.3)
De fato, desde que 0 < ¢ < 1, obtemos
én(x) = ¢(|2|*/n*) <1 para todo z € RY.
Por outro lado, temos
z?/n?<lez|<n e |z[*/n*>2<s |z|>nV2

Assim, se |z| < n ou |r| > nv2 temos Vé,(r) = 0 e qualquer C > 0 satisfaz
|z| |V (z)] < C. Além disso, para i = 1,2,... N, temos

Oon
a:[’i

(v) = gb’(|x|2/n2)2% implicando que Vo, (z) = %¢’(|x|2/n2)x,

e como ¢ tem derivada limitada, existe K > 0 tal que |¢'(r)| < K para todo r € R. Desse
modo, se n < |z| < nv/2 segue que

2 4
[#[Von(2)| = ¢ (|l2]°/n*)laf* < S En® = 4K = C\.

Portanto,
2||Vén(7)] < C,  paratodo z € RY.

Assim, tomando C' = max{1, C}} > 0, obtemos
On < C, |z||Von(z)] < C paratodo n €N,

como desejavamos.
Agora, observe que |z]|?/n? <1 & |z| < n. Assim, para x € RY fixado, temos |z| < n
para n suficientemente grande. Portanto, pela definicao de ¢,,, segue que

Gn(zr) =1 qt.p. em
{ Von(x) -0 qt.p. em Q. (B.4)

Note que se u é solugao de (B.2) entao, para todo n € N, u satisfaz
0=Au—V(@)u+Af(u) = (Au—V(x)u+ Af(u)) ppx - Vu. (B.5)

Pela definicao do operador divergente, temos

N N

= N¢, F(u)+ F(u)x -V, + onf(u)x - Vu,

ou ainda,

Ao f(u)x - Vu = div(zgp,A\F(u)) — NG, F(u) — AF(u)z - V. (B.6)
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Temos também,

N N N
i—1 i—1 =1

N N
= Z{uxzrz(bnx -V + {ug,[(dn)zx - Vu + (bn(z Tjtlg, )|}
i=1 j=1

N N
=¢pAux - Vu+ - VuV o, - Vu + ¢, Z[ux( TiUs; )]

i=1 j=1

N N
= Auzr - Vu+x - VuVe, - Vu + ¢, Z{uﬂcz I:uxz + Z(xju:vm)]}7
j=1

=1

implicando
div(Vug,z - Vu) = ¢,Aux - Vu+ x - VuV, - Vu
N N
(B.7)
+ ¢u| Vul? + o, Z[uwl Z(xjuxm)]
i=1 j=1
Agora, seja
_ [Vu(@)]? g, Uiy
g(x) = 5 = +--+ 5
Note que
dg al
ax‘ == umlumlzi + tee _'_ uxNuxin - Zuacjuzjxi;
i =1
o que nos da
Vul? N N
r-V o =x-Vg= ;[xz;(umuwwz)]
Assim, um céalculo direto nos fornece
N N N N
Z[u-l'z Z(xjuwgm)] = Uz Z(xjuxjm) to Uy Z(xjule'N)
i=1 j=1 =1 =
N N
= Z<u%u$1%) Tty Z(U%UQCN%)
j=1 j=1
N N N N
= 2[371 Z(uxguxzxjH = Z[xl Z(uxguxgxz)]
=1 7j=1 =1 7=1

Observe que usamos para obter a igualdade acima o fato de uy,,; = Uz, q.t.p. em ().
Logo, substituindo o resultado acima em (B.7)), obtemos

2
div(Vug,x - Vu) = ¢, Auz - Vu + 2 - VuVe, - Vu + ¢, |Vul® + ¢z - V (@) .
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Segue ainda, pelas propriedades de divergente, que

div (x|wl2¢n) - |vu|2¢ndiv(:c) LV ('v“%n) z

2 2 2
N 2 2
= S| Vul? + {v <|V“| >¢n+ [V V%] -

2 2

N 2 2
= S0l Vul’ + gz - V (|V2“| > + |V2“| z -V

Das duas igualdades anteriores, obtemos

[Vul®
2

div<[Vux~Vu—x ]¢n):¢nAux‘Vu+x~VuV¢n~Vu

2_ 2
'V;' vV,

N
+ T¢n|Vu\2 —

o que implica que

2 _
OnAux -Vu =div | |Vuz-Vu -z [Vl On | + uqﬁn\VuF
2 2 (B.8)

[Vul®

+ T“x~v¢n —z-VuVé, - Vu.

Notemos, ainda, que

div (%V(m)qubnx) - % iv:(V(:v)u%Snxi)m

=1
N
= % Z{‘/mu2¢n$i + V() [2utty, pnzi + 0> (dn) e, i + H0)]}
i=1
- %UQVV(@") -2y, + V(x)uppr - Vu
T %V(x)uzvqbn -T+ gV(x)qubm

ou seja,

—V(z)uppx - Vu = div (—%V(m)uzqﬁnx) + g\/(x)u%n

+ %uZVV(x) Py + %V(m)uZV% -

Desse modo, somando-se (B.6)), (B.8) e (B.9) segue por (B.5|) que

div ([w(u) +Vuz - vu— o %wa:)u%} ¢>n)
_ (N)\F(u) - %\vuﬁ - gV(x)'uZ _ %uQVV(:c) - x) b

[Vul®

1
2“ v Vo + - VuVé, - Vu— JV(@)u’Ve, - .

+ AF(u)z - Vo, —
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Integrando a expressao acima por partes e usando o Teorema da Divergéncia, obtemos
para todo n

/ {()\UF(U) + Vuo - Vu — aw — 1V(x)uQU) ¢n:| -ndo
29 2 2

= / div ({)\xF(U) + Vuzx - Vu — x|V2u]2 - %V(I)u%} ¢n) dx
Q

= / (N)\F(u) — %’VU’Q — gV(a:)u2 - %uQVV(:z:) :1:) Gndx
Q

2
+/)\F(u):c~Vd)ndx—/ Vul® g6, de
Q Q 2
—l—/:z;-Vqubn-Vudx—/%V(w)uQngﬁn.xdx
Q Q

Como u = 0 sobre 052, temos que F'(u) =0 em 0f2 e a expressao anterior torna-se

[ (7o w5 P)¢4~nda

- / (NAF( )—N—|v |2—EV( Ju? ——U2VV( ) - >¢nda:
Q
Vuf?
+[}ﬂ®”V%“—K;z 7 Vs

1
+ / z - VuVe, - Vudr — / EV(m)u2V¢n-ajda}.
Q

Q

Desde que u € H}(Q), F(u) € LY(Q), V é limitado e satisfaz (V}), podemos usar (B.3)
e (B.4) para aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e concluir, da
expressao acima, que

2
/ Vucr-Vu—a|vu| -ndo
o9 2

= /Q(NAF( )—N—|V |2—EV( Ju? ——UQVV( ) )d:v.

Por fim, como em 0f), Vu ¢é paralelo a 7, obtemos Vu = Vu - nn, donde segue que
|Vul?* = Vu - Vu = (Vu - n)?. Dai

Vu-oVu-n=(Vu-nn) -ocVu-n=(Vu-n)c-n=|Vul’c-n.
Consequentemente, substituindo este resultado na expressao anterior, segue que

N — N

%/m|vu|20-ndx:/g(NAF( )——|V |2——V( Ju® ——UQVV( ) - )dx,

como desjavamos. [
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Corolario B.10 Sejam f € C(R,R) e V € C(RM,R) satisfazendo as condiges (f1), (f2),
(Va) e (Vi) do Capitulo 1. Se w € H é um ponto critico de I\, com X € [, 1] arbitrdrio,
entao u satisfaz

N -2 N
— / |Vul*dz + — V(z)u*dx
2 RN 2 RN
1
+ —/ VV(z) - zuldr — N)\/ F(u)dx =0, (B.10)
2 RN RN

Prova. Desde que o potencial V' é continuo e satisfaz (V53), segue que V' é limitado. Por
outro lado, como f satisfaz (f1) e (f2), se u € H entao, pelo item (i) da Observagao
do Capitulo 1, F(u) € L*(RY). Além disso, se u € H = H'(RY) é um ponto critico de
I (com X € [1,1] arbitrario), onde

I(u) = 1/IRN(|VU|2 + V(z)u?®)dw — /\/ F(u)dz,

2 RN

concluimos pelos resultados de regularizacao (veja Berezin-Shubin [3] e Evans [7]) que

u € HE (RY) e tomando 2 = RY tem-se 9Q = ) e, pelo teorema anterior, u satisfaz

(B.10)), o que conclui nossa prova.
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