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1. Sejam f, g, h ∈ C([a, b], R) e considere o problema{
− u′′ + g(x)u′ + h(x)u = f(x) em (a, b)
u(a) = a1, u(b) = b1,

(0.1)

onde a1, b1 ∈ R. Mostre que se h ≥ 0 em (a, b) então o problema (0.1) tem no máximo uma
solução clássica. Dê um exemplo para mostrar que a condição h ≥ 0 em (a, b) é necessária.

2. Seja u : Rn → R harmônica. Mostre que se u = O(|x|α) quando |x| → +∞, α < 1 então u
é constante.

3. (2.0) Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado satisfazendo a condição da esfera interior e L
uniformemente eĺıptico com coeficientes limitados e c ≥ 0. Sejam f ∈ C(Ω), g ∈ C(∂Ω),
α ≥ 0 em ∂Ω e considere o problema de valor de fronteira Lu = f em Ω

∂u

∂ν
+ α(x)u = g sobre ∂Ω.

(0.2)

(a) Mostre que se c 6≡ 0 ou α 6≡ 0 então (0.2) tem no máximo uma solução u ∈
C2(Ω) ∩ C1(Ω);

(b) Mostre que se c ≡ 0 e α ≡ 0 então (0.2) tem no máximo uma solução u ∈
C2(Ω) ∩ C1(Ω) a menos de constantes;

Sugestão: Seja maxΩ u = u(x0) e analise os casos x0 ∈ Ω e x0 ∈ ∂Ω.

4. Seja Ω := {x = (x1, x
′) ∈ Rn : 0 < x1 < a} para algum a > 0. Se p > 1, mostre que a

seguinte desigualdade de Poincaré é válida:

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω),

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) onde C = C(a, p).

5. Seja Ω um domı́nio limitado e u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) tais que ∆u = f em Ω e ∆v = f em
Ω. Mostre que se |u(x)− v(x)| ≤ ε em ∂Ω então

|u(x)− v(x)| ≤ ε, para todo x ∈ Ω.

6. Seja Ω conexo e u ∈ C2
1 (ΩT ) ∩ C(ΩT ) tal que

ut −∆u ≤ 0 em ΩT .

Mostre maxΩT
u = maxΓT

u.

7. Seja 1 ≤ p < n. Use a sequencia uk : Rn → R definida por

uk(x) =

{
kn/p∗(1− k|x|) se |x| ≤ 1/k

0 se |x| ≥ 1/k

para mostrar que a imersão W 1,p(Rn) ↪→ Lp∗(Rn) não é compacta.


