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Questao 1. (1,5 pontos) Sejam N = R" x {0} C R*", F :R" — R uma fungao
diferenciével e M = {(x,VF(x)) | = € R"}.
(a) Prove que M é uma subvariedade de R?",

(b) Seja p € R™ tal que VF(p) = 0. Encontre uma condicao necessaria e suficiente

sobre F tal que  T(,0)N ® T(p0)M = TR

Questao 2. (1 ponto)

(a) Seja M uma variedade diferencidvel compacta de dimensao m. Prove que nao
existe imersao F': M — R™.

(b) Seja M uma variedade diferenciavel compacta. Mostre que qualquer funcdo dife-

rencidvel f: M — R tem pelo menos dois pontos criticos.

Questao 3. (3 pontos)

(a) Seja G um grupo Lie de dimensao m. Prove que existem X7, X5, ..., X, campos
de vetores em G tais que {X1(g), X2(9), ..., Xin(9)} é uma base de T,G para todo
g€ G.

(b) Sejam G um grupo de Lie e X : G — T'G um campo de vetores invariante por

translacao a esquerda em G. Prove que X é completo.

Questao 4. (1,5 pontos) Sejam M uma variedade diferenciavel, A uma distribuigao
diferenciével em M. Suponha que para todo X,Y € X(M), tem-se [X,Y](q) € A,

para todo g € M. Prove que A é uma distribuicao involutiva.

Questao 5. (1,5 pontos) Seja M uma variedade Riemanniana com métrica dada
por (,) nao trivial, isto &, (,), # 0 para todo p € M. Se f: N — M ¢ uma imersao,

prove que sempre é possivel definir uma métrica Riemanniana nao trivial em N.

Questao 6. (1,5 pontos) Seja M uma variedades diferenciavel com um nimero

finito r de componentes conexas. Prove que H°(M) é isomorfo a R”.



