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1.

(1.0) Seja {vy,v,...,v,} um conjunto li. de vetores em um espaco vetorial normado
(X, [|]]). Mostre que 3¢ > 0 tal que para todo 1, B2, ..., Bn € R tal que|Bi|+[B2|+...+(8,] =
1, temos

811 + .. + Bpn|| > c.

(1.0) Sejam f, g, h € E’ funcionais limitados em um espago de Banach FE tais que:
(sex € E, f(x) = g(x) = 0 devemos ter h(z) = 0).
Mostre que existem «, 5 € R tais que h = af + 8g;

(1.5) Projecao radial sobre a bola unitdria.
a) Seja E um espaco de Banach com norma ||.||. Defina A : E — E dado por
Az =z, se ||z]| < 1, e Az = ﬁ, se ||z|| > 1.
x

Mostre que ||Az — Ay|| < 2|z — y||,Vz,y € E.

b) Mostre que a constante 2 nao pode ser melhorada, dependendo do espago E escolhido.
Contudo, se F é um espaco de Hilbert a constante na desigualdade pode ser melhorada.

(1.5) Seja H um espago de Hilbert e K C H um cone fechado, ou seja, K é fechado e
Yu,v € K = au+ fv € K,Va, 3 > 0.
Mostre que para cada z € H, existe um tnico u € K tal que: ||u — z|| = dist(z, K).

Mais ainda, u é o tinico com a propriedade:

uek,(v,z—u) <0,Yv ek, e(u,z—u)=0.

(1.5) Considere x,, = (;,,) uma sequencia em ¢1(R) tal que: &j, > 0, para todos j,n € N
e z, — x € {*(R). Mostre que a sequencia (z,) converge para = na norma de ¢*(R).

(1.5) Mostre que o espago B([0,1]) de todas as fungoes f : [0,1] — R limitadas, munido
da norma usual:

[ f]l = sup{|f ()| : = € [0,1]},
nao é separavel (sugestao: considere uma sequencia qualquer de fungoes f, € B([0,1]).
Defina g de tal forma que |g(1/n) — f.(1/n)] > 1).

(2.0) Seja ();) uma sequencia de niimeros reais e suponha que T': £2(R) — ¢*(R) dado por

Tz = Z N ej, para x = (&) € £(R)
j=1

(onde (ey) é a base canonica Hilbertiana de £2(R)), estd bem definida e é limitada. Como
deve ser a sequencia (A;)? Dé uma condi¢do necesséria e suficiente para que 7' seja um
operador compacto. Quando T é compacto, como deve ser seu espectro?
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RESPOSTAS

1. Caso contrério, existem n sequencias B1, B2, .., Bkn € R tal que |Bg1|+|Bra|+-..4|Brn| = 1
e
lim [[Br1v1 + ... + Bravnl| = 0.
k—o00

Como cada sequencia (f;) ¢ uma sequencia limitada na reta, sem perder a generalidade,
podemos supor que cada (f;) converge para algum a; € R. Por continuidade temos

lat| + |ag| + ... + |an] = 1 € a1v1 + agva + ... + apv, =0
que é um absurdo, pois estes vetores sao linearmente independentes.

2. Defina a transformacao linear T : E — R3 por T'(z) = (f(z), g(z), h(z)). A imagem T(E) é
um subespaco de R? que nio contém o vetor (0,0,1). Como T(E) é um subespaco préprio,
T(E) esté contido em um plano que passa pela origem, portanto, existem a,b,c € R tais
que af(x) + bg(x) + ch(z) = 0, para todo x € E. Veja que este plano nao contém (0,0, 1)
e, portanto, devemos ter ¢ # 0. O exercicio fica mostrado para a« = —a/ce 8 = —b/ec.

3. Estudaremos trés dituacoes: ||z||,||y|| < 1; ||z]| < 1, [|ly|| > 1; e ||z, ||y]| > 1.

(a) |[|=|],]ly|| < 1: nao precisa fazer;
(b) =[], [yl = 1:

T Y 1 1
I — ol = Hlylle = lllly || = s Il (@ =) + (lyll = [[=[Dyl]
1 17 e | EA R ] 11yl
1
< s Ul =l + gl Iyl = (]
[yl
1 |z —yll
< il =yl + Hlyll = lel[[] < 27— < 2]z = y]|.
[|l] |||

(c) |lz]| <1, ||ly|| > 1: Seja z o unico elemento do segmento de reta unindo z a y tal que
||z]| = 1. E fécil verificar que ||z — y|| = ||z — 2|| + ||z — y|| e, usando o caso anterior,

|z —

Y

IIyHH <z = 2[[ + 2[|z = yl| < 2[Jz — y]|.

Tl <z =2l + ]z -

Para o caso em que E é um espaco de Hilbert, como foi feito anteriormente, basta mostrar
o caso em que |[z|],||y[| = 1:

x Yoo x Y o2 (z,y)
| — =" < - 2 ] [yl < (141 = 20—=—===)|[z]| ||y|
|| [yl ]| [yl =

= 2|z | [lyl] — 2(z,y) < |l=]]” + |lyl* — 2(z, y) = [l -yl
(utilizamos a desigualdade de Young p = g = 2).

4. Sendo K um cone fechado, entdao o mesmo é um convexo fechado. Sabemos que existe,
portanto, um tnico u € K satisfazendo: ||u — z|| = dist(z, K).
Entao para cada t > 0 e cada v € K:
[l — 2]1* < [|(u + to) = 2|2 = [Ju — 2|]” + 2t{u — 2,v) + ¢*||2|]”
= 2(z —u,v) < t)]2]|%.



Passando ao limite ¢t — 0, obtemos a primeira desigualdade.
Para a igualdade (2 — u,u) = 0, basta observar que a quadrdtica t — ||(1 + t)u — 2||?> s6

possui um ponto de minimo em ¢ = 0.

. Seja z = () o limite fraco da sequencia (z,,) em ¢!(R). Lembramos que os funcionais
lineares continuos em £!(R) sdo sequencias limitadas. Certamente que para cada j € N, o
funcional

fe;(2) = 0j, para z = (0j) € El(R),
¢ limitado e isto implica que cada sequencia &;,, converge para ;.
Dado ¢ > 0 fixe my € N tal que
o0
€

D> l6l<y

j=mi
Seja y1 = (1;) a sequencia limitada tal que n; =0, se j < m; — 1 e n; =1 para j > m;.
Portanto,

fyi(@n) = fy, (x), onde fy, (2 Z 0,2 = (0;) € CH(R).
Jj=mi

Ora, &;,&n > 0 para todo j,n. Portanto

fim 3 Il = lim fu () = fu0) = 3 Ie < 5

Jj=m1 Jj=m1

Agora fixe ny tal que

Z €l < 5 " Vn >

j=mi

Escolha n, > n; tal que £, — §;| < ¢/(2m1), para n > n, e para a quantidade finita de
j€{1,2,3,...,m; — 1}. Finalmente observe que, sendo n > n,

[l — 2ll1 < Z €n — &1+ Z €l + Z &l <e
] mi ] mi .7 mi
e o exercicio estd pronto.

. Seguindo a sugestao, vamos definir g : [0, 1] — R assim:

1 1
g(x) =0, sew # —.¥n; g(—) = 0, se |ful~ SIESTr g( ) = fn( )+ 1, se |fn( )l <1
Mostre que ||g]| <2 (g € B([0,1])) e [lg = full = 19(1/n) = fu(1n)] = 1.
. Sendo T limitada, a sequencia T'(e;) é limitada em ¢?(R), ou seja
IAj| = [|Ajejll2 = ||T(ej)]|2 é uniformemente limitada.

Isto é, a sequencia (\;) é limitada.

Para que T seja compacta é necessario que 7T'(e;) admita uma subsequencia T'(ej, )
convergente, isto é,

N+ A2 =|[T(e;,) — Tlej, )3 = 0.



Isto mostra que qualquer subsequencia (\j,) deve convergir para zero, ou seja, (A;) — 0.

Reciprocamente, vamos supor que (A;) — 0 e vamos considerar as transformacoes com
imagens de dimensdo finita: T}, : £2(R) — ¢%(R)

Tox =Y N&je;, para z = (&) € C(R).
j=1
Observe que
T = Tll3= > A& <supA? > &, parax = (&) € *(R)
. w>n X
j=n+1 = =1

Isto mostra que ||T,, — T'|| — 0 e portanto T é compacta.



