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Resumo

Neste trabalho estudamos a Cohen-Macaulicidade e a Gorensteincidade da fibra

especial de um ideal em um anel local (R,m) de Cohen-Macaulay com dimensão

d. Também obtemos uma fórmula para a multiplicidade da fibra especial de um

ideal m-primário I em termos da multiplicidade mista ed−1(m|I) e elementos su-

perficiais. Como consequência dessa fómula, temos que a Cohen-Macaulicidade da

fibra especial de I, quando I tem multiplicidade mista minimal e quase minimal, é

caracterizada em termos do número de redução de I.

Palavras-chave:

Fibra especial, multiplicidade mista, número de redução.
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Abstract

In this dissertation, we study Cohen-Macaulay and Gorenstein properties of the

fiber cone of an ideal I of d-dimensional Cohen-Macaulay local ring (R,m).We also

obtain a formula to express the multiplicity of the fiber cone of a m-primary ideal I

in terms of mixed multiplicity ed−1(m|I) and superficial elements. As a consequence,

we have that the Cohen-Macaulay properties of the fiber cone of I, with minimal

mixed multiplicity and almost minimal, is characterized by the reduction number

of I.

Keywords:

Fiber cone, mixed multiplicity, reduction number.
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Introdução

Sejam (R,m) um anel local Noetheriano com dimensão d > 0 e corpo residual in-

finito, e I um ideal de R. A álgebra de Rees R(I) =
⊕
n≥0

Intn, o anel graduado

associado GI(R) = R(I)/IR(I) e a fibra especial F (I) = R(I)/mR(I) de I de-

sempenham um papel importante no processo de explosão da variedade Spec(R)

ao longo da subvariedade V (I). Por esse motivo estes objetos são frequentemente

referidos como álgebras de explosão de I. Além disso, eles também são extensiva-

mente usados para examinar diversas propriedades de I. Portanto, muita atenção

tem-se prestado no passado para encontrar sob que circunstâncias essas álgebras

tem uma boa estrutura algébrica.

Nesta dissertação focamos na fibra especial F (I), pois existe uma falta de conhe-

cimento sobre suas propriedades, em comparação com o restante das álgebras de

explosão. Do ponto de vista algébrico, F (I) produz informações sobre o ideal I.

Por exemplo, a sua função de Hilbert é a função numérica que mede o crescimento

do número mı́nimo de geradores µ(In) das potências de I. Para n suficientemente

grande esta função é um polinômio em n de grau dimF (I)−1, cujo coeficiente ĺıder

f0 = f0(I) é chamado de multiplicidade da fibra especial F (I). Outro dado signi-

ficativo atribúıdo a F (I) é a sua dimensão de Krull, chamado de dispersão anaĺıtica

ℓ(I) de I. Tal dispersão é limitada inferiormente pela altura de I e limitada supe-

riormente pela dimensão de R. Ela coincide com o número mı́nimo de geradores

de uma redução minimal de I. Uma redução minimal - uma noção que tem sido

fundamental no estudo da álgebra de Rees de um ideal, pois ele carrega a maior

parte das informações sobre o ideal original, em geral, com menos geradores - surge

a partir da normalização de Noether de F (I). De uma perspectiva mais geométrica,

Proj(F (I)) corresponde à fibra sobre o ponto fechado da explosão do Spec(R) ao

longo de V (I). Portanto, desempenha um papel importante na resolução de singu-

laridades de variedades algébricas. Hironaka, no seu artigo [16] sobre resolução de

1



singularidades, introduziu o conceito de permissibilidade de I como centro de explo-

são. Lembrando que I é permisśıvel em R se R/I é regular e G(I) é R/I-plano.

Considerando a série de Hilbert de G(m) e de F (I)

HS(G(m), t) =
∞∑
n=0

l

(
mn

mn+1

)
tn e HS(F (I), t) =

∞∑
n=0

l

(
In

mIn

)
tn.

Seja e a dimensão de imersão de R/I. Em 1976, B. Singh em [31], demonstrou

que I é um centro permisśıvel de explosão se, e somente se, as séries de Hilbert de

G(m) e F (I) estão relacionadas pela equação

HS(G(m), t)(1− t)e = HS(F (I), t).

Agora vamos destacar alguns resultados da literatura que indicam a importância

de um estudo sistemático da fibra especial. No que diz respeito às propriedades

aritméticas da fibra especial, um dos primeiros resultados conhecidos foi dado por

Huneke e Sally [21], que provaram que, se R é de Cohen-Macaulay, a fibra especial

de qualquer ideal m-primário cujo número de redução é um é de Cohen-Macaulay.

Este resultado foi posteriormente estendido por K. Shah [29, 30] para os ideais

equimúltiplos de número de redução igual a um, dando também algumas condições

de Cohen-Macaulicidade da fibra especial de ideais equimúltiplos de número de

redução dois. Resultados subsequentes de Cortadellas e Zarzuela [7, 8], D’Cruz,

Raghavan e Verma [11], e D’Cruz e Verma [9] completam os resultados de Shah

para famı́lias de ideais mais gerais. Além disso, a fibra especial de um ideal de

definição de uma curva monomial em P3 situada em uma quádrica foi provado ser

de Cohen-Macaulay por Morales e Simis [26]. Esse resultado foi mais tarde estendido

por P. Gimenez [13] e Barile e Morales [2] para o ideal de definição de uma variedade

projetiva monomial de codimensão dois.

Por outro lado, motivados pelo trabalho de R. Hübl [17], Hübl e Huneke [18]

estudaram a Cohen-Macaulicidade da fibra especial de ideais especial em conexão

com a teoria da evolução introduzida por Eisenbud e Mazur [12], que está relacionada

aos trabalhos de A. Wiles sobre o Último Teorema Fermat. Hübl e Swanson [19]

também têm feito alguns cálculos sobre a fibra especial neste contexto. Os trabalhos

mais recentes sobre as propriedades da fibra especial (multiplicidade, função de

Hilbert, Cohen-Macaulicidade, Gorensteincidade, profundidade,...) tem sido feito

por Corso, Ghezzi, Polini e Ulrich [4], Corso, Polini e Vasconcelos [5], T. Cortadellas

[6] D’Cruz e Puthenpurakal [10], Heinzer e Kim [14], Heinzer, Kim e Ulrich [15],
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Jayanthan e Verma [22, 23], Jayanthan, Puthenpurakal e Verma [24], ou D. Q. Viêt

[34] e outros.

O caso de ideais com redução um ideal principal também tem sido considerada em

alguns detalhes por vários autores. S. Huckaba [20] estudou o número de redução

e observou que, para uma ideal regular de dispersão anaĺıtica um, o número de

redução não depende da redução minimal.

Neste trabalho, desenvolvemos em detalhes a teoria e resultados obtidos em

[24, 11]. Mais precisamente, estudamos a Cohen-Macaulicidade e a Gorensteincidade

da fibra especial de um ideal em um anel local (R,m) de Cohen-Macaulay com

dimensão d. Também obtemos uma fórmula para a multiplicidade da fibra especial

de um ideal m-primário I em termos da multiplicidade mista ed−1(m|I) e elementos

superficiais. Como consequência dessa fómula, temos que a Cohen-Macaulicidade

da fibra especial de I, quando I tem multiplicidade mista minimal e quase minimal,

é caracterizada em termos do número de redução de I.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O principal objetivo deste caṕıtulo é definir a fibra especial de um ideal m-

primário num anel local (R,m) e determinar uma fórmula para sua multiplicidade.

Esta fórmula envolve as noções de multiplicidades mistas e sequências superficiais.

1.1 Anéis de Cohen-Macaulay

Nesta seção, citaremos alguns resultados básicos envolvendo sequências regulares,

sistemas de parâmetros e o fato do anel ser de Cohen-Macaulay. Para as de-

mostrações, consulte [25].

Sejam R um anel e M um R-módulo. Dizemos que a ∈ R é um elemento M-

regular se az = 0 para z ∈ M implica z = 0, em outras palavras, se a é um não

divisor de zero em M. Uma sequência regular é composta de sucessivos elementos

regulares:

Definição 1.1. Sejam M um R-módulo e x = (x1, . . . , xn) uma sequência de ele-

mentos de R. Esta sequência é chamada de sequência regular (ou M-sequência)

quando as seguintes condições são satisfeitas:

1. M/(x1, . . . , xn)M ̸= 0

2. xi+1 é um elemento M/(x1, . . . , xi)M -regular, para i = 1, . . . , n− 1

Estamos interessados que os comprimentos das M -sequências a elementos de I

sejam finitos. Por isso, definimos sequências regulares maximais:

A M -sequência que não admite inserção própria de novos elementos é chamada

de M-sequência máxima.
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Proposição 1.2. Se R é um anel Noetheriano, M um R-módulo finitamente gerado

e I um ideal de R tal que IM ̸=M então duasM -sequências máximas em I admitem

o mesmo número de elementos.

Definição 1.3. Sejam R um anel Noetheriano,M um R-módulo finitamente gerado

e I um ideal de R tal que IM ̸=M. Então o comprimento comum dasM -sequências

maximais em I é chamado de profundidade de I em M , denotado por depth(I,M).

Em particular, para um anel local Noetheriano (R,m), dizemos que a profundi-

dade de M , denotada por depth(M), é depth(m,M).

Agora estamos aptos a definir um anel de Cohen-Macaulay:

Definição 1.4. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Um R-módulo finitamente

geradoM ̸= 0 é um módulo de Cohen-Macaulay se depth(M)= dim(M). Se R é um

R-módulo de Cohen-Macaulay, então R é chamado de um anel de Cohen-Macaulay.

Em geral, se R é um anel Noetheriano arbitrário, então M é um módulo de

Cohen-Macaulay seMm é um módulo de Cohen-Macaulay para todos os ideias maxi-

mais m ∈ SuppM. Um anel R é dito ser de Cohen-Macaulay se Rm é um anel local

de Cohen-Macaulay para todos os ideais maximais m de R.

Proposição 1.5. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e M um R-módulo fini-

tamente gerado. Se M é um módulo de Cohen-Macaulay, então MP é um módulo

de Cohen-Macaulay sobre RP para todo P ∈ SpecR.

Outra caracterização de anéis de Cohen-Macaulay que será utilizada nesta dis-

sertação requer a noção do invariante δ(M) e de sistemas de parâmetros:

Definição 1.6. Sejam (R,m) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado,

definimos o invariante δ(M) como sendo o menor inteiro s ∈ N tal que existem

x1, . . . , xs ∈ m de forma que

l

(
M

x1M + . . .+ xsM

)
<∞

Agora, podemos enunciar um importante resultado da teoria de dimensão:

Teorema 1.7. (Chevalley-Krull) Sejam R um anel local Noetheriano e M um

R-módulo finitamente gerado, então dim(M) = δ(M)
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Definição 1.8. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finita-

mente gerado de dimensão n. Uma sequência x = (x1, . . . , xn) ∈ m é um sistema de

parâmetros de M se dimM/(x1, . . . , xn)M = 0.

Uma consequência do teorema acima, que será utilizada mais adiante, é: Se

M é módulo de Cohen-Macaulay então, todo sistema de parâmetros de M é uma

sequência regular em M .

1.2 Anéis de Gorenstein

Nesta seção admitiremos que o leitor esteja familiarizado com o Funtor Ext. As

demontrações podem ser encontradas em [3]. Durante toda a seção (R,m) denotará

um anel local com único ideal maximal m e corpo residual k = R/m.

ConsideremosM umR-módulo finitamente gerado e n =depth(M), onde depth(M)

é o comprimento das sequências M -regulares maximais em m. O número n é bem

determinado por

Extn(k,M) ̸= 0 e Exti(k,M) = 0 para i < n

Definimos o Tipo de M como sendo a dimensão de Extn(k,M) sobre k, e deno-

tamos por Tipo(M) = dimk Ext
n(k,M).

Agora podemos definir um anel de Gorenstein:

Definição 1.9. Um anel local (R,m) é dito ser de Gorenstein se

Sup{i/Exti(k,R) ̸= 0} <∞.

O conjunto Sup{i/Exti(k,R) ̸= 0} é também chamado de dimensão injetiva de

R e é denotado por inj dim(R).

Observação 1. Note que n = depht (M) ≤ inj dim(R).

Para saber quando um anel é ou não de Gorenstein temos o resultado seguinte

que faz relação com os anéis de Cohen-Macaulay facilitando tal caracterização.

Teorema 1.10. Seja (R,m) um anel Noetheriano local. Então R é um anel de

Gorenstein se, e somente se, R é um anel de Cohen-Macaulay e Tipo(R)=1.

6



Definição 1.11. Seja M um R-módulo finitamente gerado sobre (R,m) um anel

local Noetheriano. Então

Socle(M) = (o :M m) ∼= Hom(k,M)

é chamado o socle de M.

Proposição 1.12. Sejam (R,m, k) um anel local Noetheriano, onde k = R/m, M

é um R-módulo finitamente gerado e x = (x1, . . . , xn) é uma sequência M -regular

maximal em m. Então

Tipo(M) = dimk Socle

(
M

xM

)
.

Definiremos o que venha a ser uma hipersuperf́ıcie para que possamos enunciar

o resultado no qual faz relação com os anéis de Gorenstein.

Para isso, consideremos A =
⊕
n≥0

An um anel graduado, onde A é uma k-álgebra

finitamente gerada, logo, existe um homomorfismo sobrejetivo φ : k[x1, . . . , xs] −→
A. Assim, dizemos que A é uma hipersuperf́ıcie se, e somente se, kerφ for um ideal

principal.

Corolário 1.13. Se R é uma hipersuperf́ıcie, então R é um anel de Gorenstein.

1.3 Função de Hilbert

Consideremos (R,m) um anel local Noetheriano, A =
⊕
n≥0

An uma álgebra graduada

standard e M =
⊕
n≥0

Mn um A-módulo graduado. Suponhamos que R é Artiniano.

Definimos a função, o polinômio e a série de Hilbert para um módulo graduado

M . Para cada A-módulo graduado M as componentes homogêneas Mn de M são

R-módulos finitamentes gerados e portanto tem comprimento finito.

Definição 1.14. Seja M um R-módulo graduado finitamente gerado. A função

HF (M, . ) : N → N definida por HF (M,n) = l(Mn), para todo n ∈ N, é a função

de Hilbert de M , onde l denota a função comprimento.

Definição 1.15. A série de Hilbert é definida por

HS(M, t) =
∑
n∈N

HF (M,n)tn

7



Teorema 1.16. (Hilbert) Seja M um R-módulo finitamente gerado de dimensão

d. Então existe um polinômio p(x) ∈ Q[x] de grau d − 1 tal que HF (M,n) = p(n)

para todo n suficientemente grande.

Lema 1.17. Seja p(x) ∈ Q[x] um polinômio de grau d ≥ 0. As seguintes condições

são equivalentes:

1. p(n) ∈ N para todo n suficientemente grande

2. Existem únicos inteiros a0, . . . , ad tais que ad > 0 e

p(t) =
d∑
i=0

ai

(
t+ i

i

)

Estes resultados garantem que existe um único polinômio que coincide com a

função de Hilbert HF (M,n) quando n é suficientemente grande. Este polinômio é

chamado de polinômio de Hilbert de M e escrito da seguinte forma:

HP (M,n) =
d−1∑
i=0

(−1)d−1−ied−1−i

(
n+ i

i

)
O grau de M é o número e0.

Observemos que para a função f : Z → N, ∆f(n) = f(n) − f(n − 1), portanto

grau∆f = grauf − 1.

Proposição 1.18. Seja M ̸= 0 um R-módulo graduado finitamente gerado de di-

mensão d. Então existe um único h(t) ∈ Z[t] com h(1) ̸= 0 tal que

HS(M, t) =
h(t)

(1− t)d

e ei = h(i)(1)/i! para i = 0, . . . , d − 1, onde h(i) é a i-ésima derivada de h(t) em

relação a t. Em particular, e0 = h(1).

Se o polinômio h(t) é dado por h(t) = h0+h1t+. . .+hst
s, chamamos (h0, . . . , hs) ∈

Zs+1 de h-vector de R. Com isso temos o seguinte resultado:

Teorema 1.19. Se R é um anel de Gorenstein, então h(t) for um polinômio

simétrico.

Todas as demonstrações dos resultados enuciados acima podem ser encontradas

em [3].
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1.4 A Fibra Especial

Esta seção traz algumas definições sobre o objeto que motiva a dissertação: A fibra

especial.

Definição 1.20. Sejam R um anel, I um ideal de R e t uma variável sobre R. A

álgebra de Rees de I é o subanel de R[t] dado por

R(I) =
⊕
n≥0

Intn

Definição 1.21. Sejam R um anel, I um ideal de R e t uma variável sobre R. O

anel graduado associado de I é

GI(R) =
⊕
n≥0

In

In+1
=

R(I)

IR(I)

Depois dessas definições, podemos definir o que venha a ser uma fibra especial.

Definição 1.22. Seja (R,m) um anel Noetheriano local, a fibra especial de I é

F (I) =
⊕
n≥0

In

mIn
=

R(I)

mR(I)

Sua dimensão de Krull é chamada de dispersão anaĺıtica de I e é denotada por ℓ(I).

Como nosso interesse é estudar as fibras especiais de ideais m-primários de um

anel local de Cohen-Macaulay. Acrescentamos as definições de funções e polinômios

de Hilbert que envolvem esta teoria. Além disso, enuciaremos alguns resultados

sobre multiplicidade bastante utilizados ao longo de toda a dissertação.

A função de Hilbert HF (F (I), n) da fibra especial F (I) de um anel local (R,m)

com dimensão d é dada por

HF (F (I), n) = l

(
In

mIn

)
A função HF (F (I), n) é um polinômio HP (F (I), n) em n de grau ℓ(I)− 1 para n

suficientemente grande. Escrevemos este polinômio por

HP (F (I), n) = fo(I)

(
n+ ℓ− 1

ℓ− 1

)
− f1(I)

(
n+ ℓ− 2

ℓ− 2

)
+ · · ·+ (−1)ℓ−1fℓ−1(I)

para certos inteiros f0(I), f1(I), ..., fℓ−1(I), onde l = ℓ(I).

Observamos que se I ém-primário então ℓ(I) = d e portanto o grau deHP (F (I),m)

é d− 1.
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Definição 1.23. A multiplicidade de F (I) é o número f0(I).

Para um ideal m-primário I em um anel Noetheriano local de dimensão d, defina

HF (I, n) = l

(
R

In

)
como sendo a função de Hilbert-Samuel de I. Sabe-se que esta função coincide com

o polinômio HP (I, n) de grau d para n suficientemente grande. Escrevemos tal

polinômio como segue

HP (I, n) = eo(I)

(
n+ d− 1

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 2

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

Definição 1.24. O coeficiente e0(I), denotado por e(I), é chamado demultiplicidade

de I.

1.5 Reduções

Nesta seção trataremos de alguns resultados básicos sobre reduções e suas relações

com a dimensão da fibra especial e com as multiplicidades, além disso enunciaremos

o famoso teorema de Rees, o qual caracteriza a noção de redução via multiplicidade

de Hilbert-Samuel.

Um ideal J ⊆ I é chamado uma redução de I se existe um número inteiro não

negativo n tal que

JIn = In+1.

O menor inteiro n tal que JIn = In+1 é chamado de número de redução de I

com relação a J, e será denotado por rJ(I).

Se J é minimal com respeito a inclusão entre as reduções de I, então dizemos

que J é uma redução minimal de I.

A proposição seguinte envolve reduções minimais e será bastante utilizada, sua

demonstração pode ser vista em [32].

O número de redução r(I) de I é o ı́nfimo dos rJ(I), onde J varia sobre todas

as reduções minimais de I.

Proposição 1.25. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e J uma redução minimal

I. Então J ∩mI = mJ .
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O resultado importante que faz conexão entre reduções minimais e fibras espe-

ciais é

Teorema 1.26. Se R/m for infinito, então todas as reduções minimais de I são

minimamente geradas por ℓ(I) elementos.

Este resultado é uma consequência do teorema de Normalização de Noether e

sua demonstração pode ser encontrada em [32]. Nesta mesma referência podemos

encontrar a seguinte proposição:

Proposição 1.27. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e I um ideal de R. Então,

alt(I) ≤ ℓ(I) ≤ dimR e ℓ(I) ≤ µ(I)

Observação 2. Dados um anel local (R,m) de dimensão d e I um ideal m-primário.

A fibra especial deste ideal possui mesma dimensão do anel. Pois alt(I) = alt(m) =

dimR e da Proposição 1.27 temos, alt(I) ≤ dimF (I) ≤ dimR, portanto, dimF (I) =

dimR.

Como foi dito no ińıcio da seção, faremos um breve comentário sobre as conexões

entre reduções e multiplicidades:

Proposição 1.28. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensão d

e I = (x1, . . . , xd) um ideal m-primário. Então, e(I) = l

(
R

I

)
Teorema 1.29. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Se J é uma redução de I,

então e(I) = e(J).

A rećıproca deste Teorema é conhecida como Teorema de Rees, e é válida para

anéis com completude equidimensional, isto é, todos os ideias primos associados tem

a mesma dimensão do anel, ou ainda o anel não possui ideais primos imersos. O

Teorema de Rees caracteriza completamente a noção de redução através da noção

de multiplicidade de Hilbert-Samuel.

Teorema 1.30. (Rees)Seja (R,m) é um anel local Noetheriano com completude

equidimensional. Então J é uma redução de I se, e somente se, e(I) = e(J).

Uma consequência do Teorema 1.29 e Proposição 1.28 é

Proposição 1.31. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com corpo resi-

dual infinito e I um ideal m-primário. Se J é uma redução minimal qualquer de I,

então e(I) = l

(
R

J

)
.
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1.6 Sequências Especiais

Começamos com uma discussão sobre sequências superficiais e suas relevâncias para

reduções em famı́lia, continuamos com as sequências Rees-superficiais e as relações

entre estes dois tipos de sequências.

O nosso interesse é trabalhar em anéis locais e em ideais m-primários, por isso,

(R,m) sempre denotará um anel local e I um ideal m-primário.

Definição 1.32. Seja (R,m) anel local. Sejam I1, ..., Ir R- ideais m-primários. Um

elemento a ∈ I1 é chamado superficial para os ideais I1, ..., Ir se

dim

(
R

(a)

)
= dim(R)− 1

e para algum c inteiro não negativo e para todos n1 > c, n2, ..., nr ≥ 0

(In1
1 ...Inr

r : a) ∩ Ic1I
n2
2 ...Inr

r = In1−1
1 In2

2 ...Inr
r .

Definição 1.33. Uma sequência a1, ..., ar de elementos em R é chamada uma

sequência superficial para os ideais I1, ..., Ir se ai ∈ Ii e a imagem de ai em Ri−1 =
R

(a1,...,ai−1)
é supercial para as imagens dos ideais Ii, Ii+1, ..., Ir em Ri−1 para i =

1, ..., r.

Inspirado por Rees na construção de Redução em famı́lia em seu artigo so-

bre reduções em famı́lia e multiplicidades mistas [27], Jayanthan, Puthenpurakal

e Verma introduziram a seguinte:

Definição 1.34. Um elemento a ∈ I1 é chamado Rees-superficial para ideais m-

primários I1, ..., Ir se para todo n1 suficientemente grande e para todo inteiro não

negativo n2, ..., nr

(a) ∩ In1
1 ...Inr

r = (a)In1−1
1 In2

2 ...Inr
r

Definição 1.35. Uma sequência a1, ..., ar de elementos em R é chamada uma

sequência Rees-superficial para os ideais I1, ..., Ir se as imagens de ai em Ri−1 =
R

(a1,...,ai−1)
for Rees-supercial para as imagens dos ideais Ii, Ii+1, ..., Ir em Ri−1 para

i = 1, ..., r.

No mesmo artigo [27], Generalizações de reduções e multiplicidades mistas, Rees

mostrou o seguinte Lema:
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Lema 1.36. (Lema Básico de Rees) Sejam I1, ..., Ir ideais de R, onde o corpo

residual R/m é infinito. Seja P um conjunto finito de ideais primos de R tal que

nenhum ideal primo em P contém o produto I1...Ir. Então existe um elemento Rees-

superficial a ∈ I1 para os ideais I1, ..., Ir tal que a não está em qualquer ideal primo

em P .

Com isso, podemos mostrar a relação entre as sequências superficiais e as sequências

Rees-superficiais. E com a ajuda do Lema Básico de Rees, a existência das sequências

Rees-superficiais maximais para um conjunto de ideais m- primário.

Observação 3. Se um elemento a ∈ I1 é Rees-superficial para um conjunto de ideais

(I1, ..., Ir) e não divisor de zero em I1
I21
, então a é superficial para (I1, ..., Ir). De fato,

consideremos b ∈ In1−1
1 In2

2 · · · Inr
r , como c ≤ n1 − 1 temos que b ∈ Ic1I

n2
2 · · · Inr

r .

Por outro lado, b ∈ In1−1
1 In2

2 · · · Inr
r implica que ab ∈ In1

1 In2
2 · · · Inr

r , pois a ∈ I1, dáı

b ∈ In1
1 · · · Inr

r : a e portanto, b ∈ In1
1 · · · Inr

r : a ∩ Ic1I
n2
2 · · · Inr

r . Reciprocamente,

dado b ∈ (In1
1 · · · Inr

r : a) ∩ Ic1I
n2
2 · · · Inr

r temos que b ∈ (In1
1 · · · Inr

r : a), e assim,

ab ∈ (In1
1 · · · Inr

r ) ∩ (a), como a é Rees-superficial, ab ∈ (a)(In1−1
1 In2

2 · · · Inr
r ), além

disso a é não divisor de zero e portanto, b ∈ (In1−1
1 In2

2 · · · Inr
r ). Consequentemente,

se (a1, . . . , ad) é uma sequência Rees-superficial para (I1, . . . , Id), ideais m-primários,

a qual é uma sequência regular de R então (a1, . . . , ad) é uma sequência superficial

para (I1, . . . , Id). Além disso, em um anel local de Cohen-Macaulay com corpo resi-

dual infinito, as sequências Rees-superficiais maximais que também são sequências

regulares existem para o conjunto de ideais m-primários, pelo lema básico de Rees.

1.7 Reduções em Famı́lia e Multiplicidades Mis-

tas

Nesta seção introduzimos as propriedades básicas e as conexões entre reduções em

famı́lia e multiplicidades mistas. Foi Rees quem primeiro introduziu o conceito de

reduções em famı́lia de ideais o qual ajuda em cálculos de multiplicidades mistas.

Definimos, antes de tudo, o que vem a ser multiplicidades mistas:

Sejam I1, ..., Ir ideais m-primários. A função de Bhattacharya de I1, ..., Ir é a

função numérica BF : Nr → N definida por

BF (n1, ..., nr) = l

(
R

In1
1 , ..., Inr

r

)
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Bhattacharya provou (veja [33]) que para todo n1, ..., nr suficientemente grande, a

função é dada pelo polinômio BP (n1, ..., nr) de grau total d em n1, ..., nr. Para

α = α1, ..., αr definimos |α| = α1 + ... + αr. Escrevemos o polinômio Bhattacharya

na forma

BP (n1, ..., nr) =
∑
|α|≤d

eα

(
n1 + α1

α1

)
...

(
nr + αr

αr

)
onde eα são inteiros.

Sejam α = (α1, ..., αr) ∈ Nr e |α| = d. Um conjunto consistindo de α1 cópias de

I1, α2 cópias de I2, ..., αr cópias de Ir, será denotado por

(I
[α1]
1 |I [α2]

2 |...|I [αr]
r )

No caso |α| = d, escrevemos

eα = e(I
[α1]
1 |I [α2]

2 |...|I [αr]
r ).

Estes inteiros são não negativos e são chamados de multiplicidades mistas dos ideais

I1, ..., Ir. Quando r = 2 e i+ j = d adotamos uma notação simplificada

e(I [i], J [j]) = ej(I|J).

Rees mostrou, em [28], que e0(I|J) = e(I) e ed(I|J) = e(J). Onde e(.) denota a

multiplicidade de Hibert-Samuel.

Outros resultados de Rees são bem importantes na teoria de multiplicidades

mistas, para tal fez-se necessário introduzir a noção de redução em famı́lia.

Definição 1.37. Sejam (R,m) anel local de dimensão d e I1, ..., Id ideaism- primários.

Dizemos que a1 ∈ I1, ..., ad ∈ Id é uma redução em famı́lia de I1, ..., Id se a1I2...Id+

a2I1I3...Id + ...+ adI1...Id−1 é uma redução de I1.I2...Id.

Primeiro a existência de reduções em famı́lia:

Teorema 1.38. Seja (R,m) um anel local de dimensão d. Se o corpo residual R/m

for infinito, então existem reduções em famı́lia.

Teorema 1.39. (Teorema de Rees para Multiplicidades Mistas). Se (a1, ..., ad)

é uma redução em famı́lia do conjunto de ideiais (I
[α1]
1 , I

[α2]
2 , ..., I

[αr]
r ), onde Ii é

repetido αi vezes e |α| = d. Então

e((a1, ..., ad)) = e((I
[α1]
1 |I [α2]

2 |...|I [αr]
r )).
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O próximo teorema nos permite relacionar multiplicidades mistas e reduções em

famı́lia. Este é uma generalização da Proposição 1.31 para reduções em famı́lia:

Teorema 1.40. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay. Se (a1, ..., ad) é uma

redução em famı́lia do conjunto de ideiais (I
[α1]
1 , I

[α2]
2 , ..., I

[αr]
r ) onde Ii é repetido αi

vezes e |α| = d. Então

e((I
[α1]
1 |I [α2]

2 |...|I [αr]
r )) = l

(
R

(a1, ..., ad)

)
.

Temos também uma relação entre elementos superficiais e reduções em famı́lia

dada no seguinte Teorema:

Teorema 1.41. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de dimensão d com corpo

residual R/m infinito. Então existe elemento superficial. Além disso, se a =

a1, . . . , ad é uma sequência superficial para os ideais m−primários I = I1, . . . , Id

então, a é uma redução em famı́lia de I.

1.8 Fórmulas de Multiplicidade para Fibras Es-

peciais

Nesta seção deduzimos duas fórmulas para a multiplicidade da fibra especial de um

ideal m-primário I de R em termos da multiplicidade e(I), da multiplicidade mista

ed−1(m|I) e das sequênciais superficiais. Isto foi feito por Jayanthan, Puthenpurakal

e Verma em [24].

Proposição 1.42. Sejam (R,m) um anel local e I um ideal m-primário. Seja a um

não divisor de zero em R o qual é Rees-superficial para I e m. Considere a classe

residual R = R
aR

. Então, para n suficientemente grande,

HF (F (I), n) = ∆HF (F (I), n).

Demonstração. Consideremos a seguinte sequência

0 −→ Kn −→ In

mIn
µa−→ In+1

mIn+1
−→ Cn −→ 0

onde

Kn =
(mIn+1 : a) ∩ In

mIn
, Cn =

In+1

aIn +mIn+1
e µa(x+mIn) = ax+mIn+1.

15



A sequência dada acima é exata pois, kerµa = Kn e cokerµa = Cn.

Pelas propriedades da função comprimento em sequências exatas temos

l(Kn)− l

(
In

mIn

)
+ l

(
In+1

mIn+1

)
− l(Cn) = 0

Por hipótese, a é Rees-superficial para m e I e não divisor de zero em R, logo a

é superficial para m e I, pela Observação 3, (mIn+1 : a) ∩ In = mIn para todo

n suficientemente grande, portanto, Kn = 0 para todo n suficientemente grande,

consequentemente l(Kn) = 0 para todo n≫ 0. Assim,

l

(
In+1

mIn+1

)
− l

(
In

mIn

)
= l(Cn) (1.1)

para todo n≫ 0. E ∆HF (F (I), n+1) = l(Cn) para todo n suficientemente grande.

Além disso,

HF (F (I), n+ 1) = l

(
I
n+1

mI
n+1

)
= l

(
In+1+aR

aR
mIn+1+aR

aR

)
= l

(
In+1 + aR

mIn+1 + aR

)
para todo n suficientemente grande.

Mostraremos as seguintes igualdades abaixo:

l

(
In+1 + aR

mIn+1 + aR

)
= l

(
In+1

mIn+1 + aR ∩ In+1

)
(1.2)

= l

(
In+1

mIn+1 + aIn

)
(1.3)

= ∆HF (F (I), n+ 1) (1.4)

Para a primeira igualdade (1.2), vamos mostrar que

In+1 + aR

mIn+1 + aR
=

In+1

mIn+1 + aR ∩ In+1

Notemos que

In+1 + aR

mIn+1 + aR
=

In+1 + aR +mIn+1

aR +mIn+1

=
In+1

In+1 ∩ (aR +mIn+1)

=
In+1

mIn+1 + aR ∩ In+1
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Concluindo a igualdade (1.2).

A segunda igualdade (1.3), é obtida a partir da definição de a ser Rees-superficial

aR ∩ In+1 = aIn. Portanto,

In+1

mIn+1 + aR ∩ In+1
=

In+1

mIn+1 + aIn

Pela equação (1.1) temos que ∆HF (F (I), n+1) = l(Cn) para todo n suficientemente

grande. Portanto, segue a igualdade (1.4). Logo

HF (F (I), n+ 1) = ∆HF (F (I), n+ 1)

O próximo teorema dá-nos fórmulas para a multiplicidade da fibra especial.

Teorema 1.43. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensão positiva

d. Considere I um ideal m-primário.

1. Sejam a1, ..., ad−1 ∈ I e x ∈ m uma sequência regular em R o qual é Rees-

superficial para o conjunto (I [d−1]|m[1]). Então

f0(I) = ed−1(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + (a1, ..., ad−1)mIn−1

)
2. Se a1, ..., ad ∈ I é uma sequência regular em R o qual é Rees-superficial para

o conjunto (I [d−1]|m[1]). Então

f0(I) = e(I)− lim
n→∞

l

(
mIn

adIn + (a1, ..., ad−1)mIn−1

)
Demonstração. 1. Utilizaremos indução sobre d.

Para d = 1 precisamos mostrar que

f0(I) = e(m)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn

)
Usamos o Teorema 1.39 para garantir que e(m) = e0(m|I). Além disso, temos

as seguintes sequências exatas:

0 −→ xR

xIn
−→ R

xIn
−→ R

xR
−→ 0
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e

0 −→ mIn

xIn
−→ R

xIn
−→ R

mIn
−→ 0

Dáı segue,

l

(
R

xIn

)
= l

(
xR

xIn

)
+ l

(
R

xR

)
e

l

(
R

xIn

)
= l

(
mIn

xIn

)
+ l

(
R

mIn

)
Assim,

l

(
xR

xIn

)
+ l

(
R

xR

)
= l

(
mIn

xIn

)
+ l

(
R

mIn

)
Logo,

l

(
R

xR

)
= l

(
R

mIn

)
− l

(
xR

xIn

)
+ l

(
mIn

xIn

)
= l

(
R

mIn

)
− l

(
R

In

)
+ l

(
mIn

xIn

)
(1.5)

= l

(
In

mIn

)
+ l

(
mIn

xIn

)
= µ(In) + l

(
mIn

xIn

)
(1.5) resulta do fato de x ser um não divisor de zero em R. Sendo x ∈ m

superficial para m, pelo Teorema 1.41, xR é uma redução minimal de m, e

comoR é um anel de Cohen-Macaulay segue da Proposição 1.31 que l

(
R

xR

)
=

e(m). Assim,

e(m) = µ(In) + l

(
mIn

xIn

)
e portanto,

µ(In) = e(m)− l

(
mIn

xIn

)
Tomando o limite em ambos os lados, temos

f0(I) = e(m)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn

)
Isto conclui o caso d = 1.

Agora suponhamos que d = 2. Seja (a, x) uma sequência regular o qual é Rees-

superficial para I,m. Pelo Teorema 1.41, (a, x) é uma redução em famı́lia de
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(I,m). Do Teorema 1.39, e1(m|I) = e(a, x), e juntamente com o fato de R ser

Cohen-Macaulay temos pelo Teorema 1.40 que

e1(m|I) = l

(
R

(a, x)

)
(1.6)

Consideremos a seguinte sequência exata:

0 −→ R

(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

ψ−→ R

In
⊕ R

mIn−1

ϕ−→ (x, a)

xIn + amIn−1
−→ 0,

onde, ψ(t′) = ((−ta)′, (tx)′) e ϕ(r′, s′) = (rx + sa)′ e ( )′ denota a classe de

equivalência.

Pelas propriedades da função comprimento l, temos:

l

(
R

(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

)
− l

(
R

In

)
− l

(
R

mIn−1

)
+ l

(
(x, a)

xIn + amIn−1

)
= 0

Substituindo l

(
R

In

)
e l

(
R

mIn−1

)
:

l

(
R

(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

)
− l

(
R

mIn

)
+ l

(
In

mIn

)

−l
(
In−1

mIn−1

)
− l

(
R

In−1

)
+ l

(
(x, a)

xIn + amIn−1

)
= 0

Logo,

l

(
In

mIn

)
− l

(
In−1

mIn−1

)
= l

(
R

mIn

)
+ l

(
R

In−1

)

−l
(

R

(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

)
− l

(
(x, a)

xIn + amIn−1

)

Somando e subtraindo l

(
mIn

xIn + amIn−1

)
do lado direito da igualdade acima,

temos

HF (F (I), n)−HF (F (I), n− 1) = l

(
R

mIn

)
+ l

(
mIn

xIn + amIn−1

)
+ l

(
R

In−1

)
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−l
(

R

(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

)
− l

(
(x, a)

xIn + amIn−1

)
− l

(
mIn

xIn + amIn−1

)
Dáı

∆HF (F (I), n) = l

(
R

xIn + amIn−1

)
+ l

(
(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

In−1

)

−l
(

(x, a)

xIn + amIn−1

)
− l

(
mIn

xIn + amIn−1

)
Ou seja,

∆HF (F (I), n) = l

(
R

(x, a)

)
+ l

(
(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

In−1

)
− l

(
mIn

xIn + amIn−1

)
Logo, por (1.6)

∆HF (F (I), n) = e1(m|I) + l

(
(In : a) ∩ (mIn−1 : x)

In−1

)
− l

(
mIn

xIn + amIn−1

)
(1.7)

Sendo (a, x) superficial para (I,m), a é superficial para I e para m, e regular

em R. Temos que In : a = In−1 para n suficientemente grande. De fato, dado

b ∈ In : a, temos que ba ∈ In∩ (a), mas In∩ (a) = (a)In−1, pois a é superficial

para I e para m, logo, ba ∈ (a)In−1, e pelo fato de a ser regular em R, pode-

mos concluir que b ∈ In−1. Claramente a rećıproca é verdadeira. Com isso, o

segundo termo do lado esquerdo de (1.7) é anulado. Desde que HP (F (I), n)

tem grau polinomial 1, ∆HS(F (I), n) = f0(I) para n suficientemente grande.

Desta forma,

f0(I) = e1(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + amIn−1

)

Suponhamos, agora, que d ≥ 3. Chamando R = R
(a1)

e L = (a2, a3, ..., ad−1).
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Por hipótese de indução e pela Proposição 1.42 temos,

f0(I) = f0(I)

= ed−2(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn + a1R

xIn + LmIn−1 + a1R

)
= ed−1(m|I)− lim

n→∞
l

(
mIn + a1R

xIn + LmIn−1 + a1R

)
(1.8)

= ed−1(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + LmIn−1 +mIn ∩ a1R

)
(1.9)

= ed−1(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + LmIn−1 + (a1)mIn−1

)
(1.10)

= ed−1(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + (a1, . . . , ad−1)mIn−1

)
(1.11)

(1.8) resulta do fato de a1 ser superficial para m e I e aplicando o Teorema

17.4.6 de [32], temos que ed−2(m|I) = ed−1(m|I). E (1.9) resulta de

mIn + a1R

LmIn−1 + xIn + a1R
=

mIn

mIn ∩ (xIn + LmIn−1 + a1R)

=
mIn

xIn + LmIn−1 +mIn ∩ a1R

(1.10) segue de a1 ser Rees-superficial para I e portanto, mI
n∩a1R = (a1)mI

n−1.

E (1.11) diretamente de LmIn−1 + (a1)mI
n−1 = (a1, . . . , ad−1)mI

n−1.

Isto conclui o primeiro item.

2. Basta substituir x por ad na demonstração do item 1.
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Caṕıtulo 2

Fibras Especiais de

Cohen-Macaulay e de Gorenstein

O objetivo deste caṕıtulo é estudar as propriedades de Cohen-Macaulay e de Gorens-

tein da Fibra Especial

F (I) =
⊕
n≥0

In

mIn

de um ideal em um anel local de Cohen-Macaulay (R,m). Estes são alguns dos

problemas centrais da dissertação.

2.1 Fibras Especiais de Cohen-Macaulay

Nesta seção estudamos um dos problemas centrais da dissertação: A caracterização

da Cohen-Macaulicidade da fibra especial. Isso é feito via série de Hilbert e multi-

plicidade da fibra especial. Antes, precisamos mostrar o seguinte lema:

Lema 2.1. Sejam (R,m) um anel Artiniano, G =
⊕
n≥0

Gn uma álgebra graduada

finitamente gerada, G0 = R e a ∈ G1 um elemento não divisor de zero de G. Então,

HS(G, t) =
1

(1− t)
HS

(
G

aG
, t

)
Demonstração. De fato, consideremos a seguinte sequência exata:

0 −→ Gn−1
×a−→ Gn −→ Gn

aGn−1

−→ 0
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Pelas propriedades da função comprimento,

l

(
Gn

aGn−1

)
= l(Gn)− l(Gn−1)

Como

HS

(
G

aG
, t

)
=
∑
n≤0

l

(
Gn

aGn−1

)
tn

Temos que

HS

(
G

aG
, t

)
=

∑
n≤0

[l(Gn)− l(Gn−1)]t
n

=
∑
n≤0

l(Gn)t
n −

∑
n≤0

l(Gn−1)t
n

=
∑
n≤0

l(Gn)t
n −

∑
n≤0

l(Gn−1)t
n−1 · t

= HS(G, t)−HS(G, t) · t
= HS(G, t)(1− t).

Feito isso, mostraremos um dos resultados principais deste trabalho: As condições

necessárias e suficientes para que a fibra especial seja de Cohen-Macaulay.

Teorema 2.2. Sejam (R,m) um anel local e I um ideal qualquer de R. Considere

J uma redução minimal de I. Então, as seguintes condições são equivalentes:

1. F (I) é de Cohen-Macaulay

2. HS(F (I), t) = 1
(1−t)ℓ

r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
ti, onde r = rJ(I) e ℓ = ℓ(I) é a

dispersão anaĺıtica de I

3. f0(I) =
r∑

n=0

l

(
In

JIn−1 +mIn

)

Demonstração. (1) ⇒ (2). Notemos que F (I)
JF (I)

=
⊕
n≥0

In

JIn−1 +mIn
. Como J é

redução minimal de I, temos que JIn−1 = In, para todo n ≥ r+1, logo In

JIn−1+mIn
=

0 a partir de n = r + 1. Assim, F (I)
JF (I)

é finito e portanto é soma direta de
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uma famı́lia finita de módulos de comprimento finito, ou seja, l

(
F (I)

JF (I)

)
< ∞,

dáı dim

(
F (I)

JF (I)

)
= 0. Logo, JF (I) é gerado por um sistema de parâmetros

homegêneos. E como F (I) é de Cohen-Macaulay, segue que JF (I) é gerado por

uma sequência regular. Além disso, J é uma sequência regular gerada por ℓ elemen-

tos em F (I), segue do Lema 2.1 que

HS(F (I), t) =
1

(1− t)ℓ
HS

(
F (I)

JF (I)
, t

)
. (2.1)

Por outro lado, vimos que

F (I)

JF (I)
=

r⊕
i=0

I i

JI i−1 +mI i
,

aplicando a funçao comprimento em ambos os lados temos,

l

(
F (I)

JF (I)

)
=

r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
.

Logo, HS

(
F (I)

JF (I)
, t

)
=

r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
ti. E portanto,

HS(F (I), t) =
1

(1− t)ℓ

r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
ti

(2) ⇒ (3). Pela definição de multiplicidade de Hilbert-Samuel dada da seguinte

forma: HS(M, t) = h(t)
(1−t)d , com h(1) ̸= 0, temos que a multiplicidade é exatamente

colocar t = 1 no numerador, ou seja,

h(1) = f0(I) =
r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)

(3) ⇒ (1). Observamos queM = F+(I) =
⊕
n≥1

In

mIn
é o ideal homogêneo maximal

de F (I), pois
F (I)

F+(I)
=
R

m
= k.
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Sabemos que F (I) é de Cohen-Macaulay se, e somente se, F (I)M é de Cohen-

Macaulay.

Sendo F (I) um anel graduado homogêneo, o anel graduado associado é dado

por,

G(MF (I)M , F (I)M) ≃
⊕
n≥0

(MF (I)M)n

(MF (I)M)n+1

≃
⊕
n≥0

In

mIn

≃ F (I).

Assim, l

(
In

mIn

)
= l

(
(MF (I)M)n

(MF (I)M)n+1

)
, logo as multiplicidades de F (I) e F (I)M

coincidem. Além disso,

l

(
F (I)

JF (I)

)
= l

(
F (I)M
JF (I)M

)
Por hipótese,

l

(
F (I)

JF (I)

)
= f0(I)

= e(MF (I)M , F (I)M)

Isto resulta que

l

(
F (I)M
JF (I)M

)
= e(MF (I)M , F (I)M)

Portanto se JF (I)M for redução minimal de MF (I)M temos que F (I)M é de

Cohen-Macaulay.

Assim, falta mostrar que JF (I)M é redução minimal de MF (I)M . Vejamos que

JF (I) é uma redução deM . Para isso, precisamos mostrar que (JF (I))M r =M r+1.

De fato, sendo

JF (I) =

(
r⊕
i=1

JI i−1 +mI i

mI i

)
⊕

(
∞⊕

i=r+1

I i

mI i

)
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e

M =

(
r⊕
i=1

I i

mI i

)
⊕

(
∞⊕

i=r+1

I i

mI i

)
dáı,

M r =
∞⊕

i=r+1

I i

mI i

observe que o primeiro termo de (JF (I))M r é

(
J +mI

mI

)
·
(
Ir

mIr

)
=

(
Ir+1

mIr+1

)
.

Desenvolvendo é posśıvel mostrar que (JF (I))M r = M r+1. Assim, JF (I)M é

redução minimal deMF (I)M . E portanto, F (I)M é de Cohen-Macaulay, que por sua

vez implica que F (I) é de Cohen-Macaulay concluindo a demonstração do Teorema.

2.2 Fibras Especiais de Gorenstein

Esta seção é dedicada ao estudo de um outro problema central deste trabalho: A

caracterização da fibra especial segundo a propriedade de Gorenstein. Esta carac-

terização será feita de acordo com o número de redução do ideal. Durante toda a

seção assumiremos que (R,m) é um anel local de Cohen-Macaulay de dimensão d

com corpo residual infinito e F (I) de Cohen-Macaulay. Denotaremos ℓ(I) por ℓ.

Se r(I) = 0, então F (I) é um anel de polinômios em ℓ(I) variáveis com coefi-

cientes em k = R/m. Assim, podemos começar com o caso em que r(I) = 1. Neste

caso F (I) é de Cohen-Macaulay, por [29, Teorema 1].

Proposição 2.3. Assuma que r(I) = 1. Se F (I) é Gorenstein, então µ(I) = ℓ+1.

Demonstração. Escolhendo J uma redução minimal de I, tal que rJ(I) = 1. Como

F (I) é de Cohen-Macaulay, temos pelo Teorema 2.2,

HS(F (I), t) =
1

(1− t)ℓ

r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
ti
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como r(I) = 1 temos que,

HS(F (I), t) =
1

(1− t)ℓ

1∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
ti

=
1

(1− t)ℓ

[
l

(
R

m

)
+ l

(
I

J +mI

)
t

]
=

1

(1− t)ℓ

[
1 +

(
l

(
I

mI

)
− l

(
J +mI

mI

))
t

]
=

1

(1− t)ℓ

[
1 +

(
µ(I)− l

(
J

J ∩mI

))
t

]
=

1

(1− t)ℓ
[1 + (µ(I)− µ(J))t]

=
1 + (µ(I)− ℓ)t

(1− t)ℓ
(2.2)

Por outro lado,

HS(F (I), t) =
h(t)

(1− t)ℓ
(2.3)

(2.2) e (2.3) nos diz que

1 + (µ(I)− ℓ)t

(1− t)ℓ
=

h(t)

(1− t)ℓ
(2.4)

Portanto, 1 + (µ(I) − ℓ)t = h(t). Como F (I) é Gorenstein, temos que h(t) é um

polinômio simétrico e assim µ(I)− ℓ = 1.

A rećıproca desta proposição é válida, se µ(I) = ℓ+ 1 então F (I) é um anel de

Gorenstein. Porém é posśıvel mostrar um resultado ainda mais geral, se µ(I) = ℓ+1

então F (I) é uma hipersuperf́ıcie, já que sendo F (I) uma hipersuperf́ıcie, segue que

F (I) é de Gorenstein.

Seja J = (x1, . . . , xa) uma redução minimal de I. Sendo F (I) de Cohen-

Macaulay, sabemos a forma da sua série de Hilbert pelo Teorema 2.2, dáı podemos

concluir que o número de redução de I com relação a J é o grau do polinômio h(t)

de F (I).

Proposição 2.4. Sejam J uma redução minimal de I e r = rJ(I). Então

Socle
F (I)

JF (I)
∼=

r−1⊕
n=1

(In+1m+ JIn : I) ∩ In

Inm+ JIn−1

⊕ Ir

mIr + JIr−1
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Demonstração. Consideremos

S =
F (I)

JF (I)
=

r⊕
n=0

In

mIn + JIn−1
.

Sabemos que S =
r⊕

n=0

Sn é uma k-álgebra graduada standard, onde k = S0 é um

corpo. Assim,

SocleS = (0 :S S+),

onde S+ =
r⊕

n=1

Sn é o ideal maximal de S. Além disso, (0 :S S+) = (0 :S S1), pois S

é uma k-álgebra graduada standard.

Por outro lado, (0 :S S1) =
r⊕

n=0

(0 :Sn S1) = (0 :R/m S1) ⊕
r⊕

n=1

(0 :Sn S1), como

R/m é k-espaço vetorial segue que (0 :R/m S1) = 0. E portanto,

(0 :S S1) =
r⊕

n=1

(0 :Sn S1)

Como (0 :Sn S1) =
(In+1m+JIn:I)∩In

Inm+JIn−1 , assim conclúımos que

(0 :S S1) = Socle
F (I)

JF (I)
∼=

r−1⊕
n=1

(In+1m+ JIn : I) ∩ In

Inm+ JIn−1

⊕ Ir

mIr + JIr−1

Quando r(I) = 2 temos uma condição para buscar a propriedade de Gorenstein

de F (I) dada pelo corolário seguinte:

Corolário 2.5. Seja r(I) = 2 e seja J redução minimal de I, tal que rJ(I) =

2. Então F (I) é Gorenstein se, e somente se, (I2m + JI : I) ∩ I = mI + J e

l

(
I2

JI +mI2

)
= 1.

Demonstração. Escrevamos J = (x1, . . . , xa). Denotemos por x◦ a classe de x ∈ I

em I/mI. Sabemos que F (I) é Gorenstein se, e somente se, F (I) é de Cohen-

Macaulay e Tipo F (I) = 1. Sendo (x1
o, . . . , xa

o) uma sequência regular para F (I)

no qual estamos considerando de Cohen-Macaulay, temos que,

F (I) é Gorenstein se, e somente se, dimk

(
Socle

F (I)

(x1o, . . . , xao)F (I)

)
= 1.
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Como (x1
o, . . . , xa

o) é uma sequência regular para F (I) temos,

Socle
F (I)

JF (I)
∼= Socle

F (I)

(x1o, . . . , xao)F (I)

Assim,

F (I) é Gorenstein se, e somente se, dimk

(
Socle

F (I)

JF (I)

)
= 1.

F (I) é Gorenstein se, e somente se, l

(
Socle

F (I)

JF (I)

)
= 1.

Como r(I) = 2 e J é uma redução minimal de I, pela Proposição 2.4 Socle F (I)
JF (I)

=
(I2m+JI:I)∩I

Im+J
⊕ I2

mI2+JI
. Logo,

F (I) é Gorenstein se, e somente se, l

(
(I2m+ JI : I) ∩ I

Im+ J

)
+ l

(
I2

mI2 + JI

)
= 1.

Portanto,

F (I) é Gorenstein se, e somente se, l

(
(I2m+ JI : I) ∩ I

Im+ J

)
= 0 e l

(
I2

mI2 + JI

)
= 1.

Caso contrário, l

(
I2

mI2 + JI

)
= 0 teŕıamos que I2 = mI2 + JI, pelo Lema de

Nakayama, I2 = JI contradizendo o fato de r(I) = 2. Com isso conclúımos o

corolário.

F (I) é Gorenstein se, e somente se, (I2m+JI : I)∩I = Im+J e l

(
I2

mI2 + JI

)
= 1.

Agora, veremos uma consequência de F (I) ser de Gorenstein quando o número

de redução r(I) ≥ 3.

Proposição 2.6. Sejam J uma redução minimal de I e r = rJ(I) ≥ 3. Se F (I) é

Gorenstein, então

µ(I) = ℓ+ l

(
Ir−1

mIr−1 + JIr−2

)
·

Demonstração. Sabemos que S = F (I)
JF (I)

é um anel graduado standard de Gorenstein

de dimensão zero e consideremos

Si =
I i

mI i + JI i−1
, i = 0, ..., r
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Como

HS(F (I), t) =
1

(1− t)ℓ

r∑
i=0

l

(
I i

JI i−1 +mI i

)
ti

=
1

(1− t)ℓ

r∑
i=0

l (Si) t
i

=
l(S0) + l(S1)t+ l(S2)t

2 + . . .+ l(Sr)t
r

(1− t)ℓ

Por hipótese F (I) é anel de Gorenstein, portanto h(t) é um polinômio simétrico,

além disso h(t) é o termo da série de Hilbert dada pela função HS(F (I), t) = h(t)
(1−t)ℓ .

Também por hipótese, r ≥ 3 isto implica em l(S1) = l(Sr−1). Observamos que,

l(S1) = l

(
I

mI + J

)
= l

(
I

mI

)
− l

(
mI + J

mI

)
= µ(I)− l

(
mI

mI ∩ J

)
= µ(I)− l

(
J

mJ

)
= µ(I)− µ(J)

= µ(I)− ℓ

Ou seja, l(Sr−1) = µ(I)− ℓ e portanto µ(I) = ℓ+ l

(
Ir−1

mIr−1 + JIr−2

)
.

Definiremos o que venha a ser um ideal de Sally para concluir essa seção carac-

terizando a propriedade de Gorenstein de F (I) para ideais desse tipo.

Definição 2.7. Um ideal I m-primário de um anel de Cohen Macaulay satisfazendo

a condição l( I
2

JI
) = 1 para qualquer redução minimal J é chamado ideal de Sally.

Corolário 2.8. Seja I ideal de Sally com r(I) ≥ 3. Se F (I) é anel de Gorenstein,

então µ(I) = ℓ+ 1.

Demonstração. Se J for uma redução de I, então I2 ̸= JI, pois r(I) ≥ 3.
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Sendo I ideal de Sally temos l

(
In+1

JIn

)
≤ 1, para todo n ≥ 1, segue que mIn+1 ⊆

JIn para todo n ≥ 1 e l

(
In+1

JIn

)
= 1 para todo n = 2, . . . , r Assim podemos escrever

II
r−1

JIr−2
=

Ir−1

mIr−1 + JIr−2

e portanto,

1 = l

(
Ir−1

JIr−2

)
= l

(
Ir−1

mIr−2 + JIr−2

)
Pela Proposição 2.6,

µ(I) = ℓ+ l

(
Ir−1

mIr−1 + JIr−2

)
= ℓ+ 1.
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Caṕıtulo 3

Ideais de Multiplicidade Mista

Minimal e Quase Minimal

Neste último caṕıtulo continuamos estudando as propriedades de Cohen-Macaulay

da Fibra Especial

F (I) =
⊕
n≥0

In

mIn

porém, em ideais m-primários com multiplicidade mista minimal e quase minimal

em um anel local de Cohen-Macaulay (R,m) com dimensão d.

Assim, começamos com um resultado geral. Para um anel local de Cohen-

Macaulay (R,m) de dimensão d, Abhyankar mostrou em [1] que e(m) ≥ µ(m)−d+1.

D’Cruz, Raghavan e Verma em [11] estenderam este resultado para os ideais m-

primários:

Teorema 3.1. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com dimensão d e

I um ideal m-primário. Então

ed−1(m|I) ≥ µ(I)− d+ 1

Demonstração. Passando para o anel R(X) = R[X]mR[X] podemos assumir que o

corpo residual R/m é infinito. Tomando x, a1, . . . , ad−1 uma redução em famı́lia de

m, I, . . . , I, onde I é repetido d− 1 vezes. A seguinte aplicação:

f :
R

I
⊕
(
R

m

)d−1

−→ (x, a1, . . . , ad−1)

xI + (a1, . . . , ad−1)m
,
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é definida por f(a′, b′1, . . . , b
′
d−1) = (xa+ a1b1 + . . .+ ad−1bd−1)

′, onde ( )′ é a classe

de equivalência e K = kernelf. Consequentemente a seguinte sequência é exata

0 −→ K −→ R

I
⊕
(
R

m

)d−1
f−→ (x, a1, ..., ad−1)

xI + (a1, ..., ad−1)m
−→ 0.

Pelas propriedades da função comprimento, segue que

l(K)− l

(
R

I

)
− (d− 1) + l

(
(x, a1, ..., ad−1)

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
= 0

Como

l

(
(x, a1, ..., ad−1)

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
temos

l(K)− l

(
R

I

)
− (d− 1) + l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
= 0

Sabemos, pelo Teorema 1.40, que sendoR um anel de Cohen-Macaulay ed−1(m|I) =

l

(
R

(x, a1, . . . , ad−1)

)
, assim

ed−1(m|I) = l(K)− l

(
R

I

)
− (d− 1) + l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)

Somando e subraindo l

(
R

Im

)
do lado direito da equação acima, temos:

ed−1(m|I) = l(K) + l

(
R

Im

)
− l

(
R

I

)
− (d− 1) + l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

Im

)
= l(K) + l

(
I

Im

)
− (d− 1) + l

(
Im

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
= l(K) + µ(I)− d+ 1 + l

(
Im

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
Portanto,

ed−1(m|I) ≥ µ(I)− d+ 1

Como consequência temos o resultado de Abhyankar mencionado no ińıcio deste

caṕıtulo:
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Corolário 3.2. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com dimensão d.

Então,

e(m) ≥ µ(m)− d+ 1

Demonstração. Colocando I = m e usando o fato de ei(m|m) = e(m) para todo

i.

3.1 Ideais de Multiplicidade Mista Minimal

Nesta seção caracterizaremos numericamente quando a fibra especial de um ideal

m-primário, de um anel local (R,m), de multiplicidade mista minimal é de Cohen-

Macaulay. Esta caracterização foi feita por Jayanhtan, Puthenpurakal e Verma em

[24] utilizando a Proposição 3.4 mostrada por D’Cruz, Raghavan e Verma no artigo:

Fibra especial de Cohen-Macaulay, [11].

Antes de mostrar ambos os resultados, definimos multiplicidade mista minimal.

Definição 3.3. Um ideal m-primário I de um anel local de Cohen-Macaulay (R,m)

é dito ter multiplicidade mista minimal se ed−1(m|I) = µ(I)− d+ 1.

Proposição 3.4. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay d-dimensional, I

um ideal m-primário com multiplicidade mista minimal e a1, . . . , ad−1 ∈ I, x ∈ m

formam uma sequência regular. Então,

mIn = xIn + (a1, . . . , ad−1)mI
n−1.

Demonstração. Basta provar que mI = xI + (a1, . . . , ad−1)m, pois

mI · In−1 = xI · In−1 + (a1, . . . , ad−1) · In−1m ⇒ mIn = xIn + (a1, . . . , ad−1)mI
n−1.

Definimos a seguinte função:

f :
R

I
⊕
(
R

m

)d−1

−→ (x, a1, . . . , ad−1)

xI + (a1, . . . , ad−1)m

(y, z1, . . . , zd−1) −→ xy +
∑
i

aizi

Aplicando a função comprimento, temos:
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l

(
R

I

)
+ d− 1 = l

(
(x, a1, ..., ad−1)

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
+ l(K)

= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
+ l(K)

d− 1 + l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

I

)
+ l(K).

Como R é um anel de Cohen-Macaulay e I tem multiplicidade mista minimal,

segue que l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
= e(m|I [d−1]) = ed−1(m|I) = µ(I)− d+ 1. Portanto,

d− 1 + µ(I)− d+ 1 = l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

I

)
+ l(K)

= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
−
[
l

(
R

mI

)
− l

(
I

mI

)]
+ l(K)

= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

mI

)
+ µ(I) + l(K)

= l

(
mI

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
+ µ(I) + l(K)

Assim,

l

(
mI

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
+ l(K) = 0

Portanto, mI = xI + (a1, ..., ad−1)m, como queŕıamos.

Este resultado que acabamos de mostrar será importante na caracterização da

fibra especial em termos da multiplicidade mista minimal, o qual será visto no

próximo teorema:

Teorema 3.5. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensão d e I

um ideal m-primário de multiplicidade mista minimal. Então, F (I) é de Cohen-

Macaulay se, e somente se, r(I) ≤ 1.

Demonstração. Tomamos J como sendo qualquer redução minimal de I. Então,

pelo Teorema 2.2, F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se, f0(I) = l

(
F (I)

JF (I)

)
.

Sendo
F (I)

JF (I)
=
R

m
⊕ I

J +mI
⊕

(
∞⊕
n=2

In

JIn−1 +mIn

)
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temos que,

l

(
F (I)

JF (I)

)
= l

(
R

m

)
+ l

(
I

J +mI

)
+

∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
(3.1)

Sabemos que,

l

(
I

J +mI

)
= l

(
I

mI

)
− l

(
J +mI

mI

)
E que alt(I) ≤ dim(F (I)) ≤ dimR, porém alt(I) = alt(m) = dimR = d, logo

dim(F (I)) = d.

Além disso, como J é uma redução minimal de I segue da Proposição 1.25 e do

Teorema 1.26, que J ∩mI = mJ e µ(J) = d. Assim,

l

(
J +mI

mI

)
= l

(
J

J ∩mI

)
= l

(
J

mJ

)
= d

Portanto,

l

(
I

J +mI

)
= µ(I)− d

Substituindo em (3.1), temos que

l

(
F (I)

JF (I)

)
= 1 + µ(I)− d+

∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
(3.2)

Por outro lado, pelo Teorema 1.43, para qualquer sequência Rees-superficial

(a1, a2, . . . , ad−1, x), onde a1, a2, . . . , ad−1 ∈ I e x ∈ m temos

f0(I) = ed−1(m|I)− lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + (a1, ..., ad−1)mIn−1

)
Como foi dito no ińıcio da demonstração, F (I) é de Cohen-Macaulay se, e so-

mente se, f0(I) = l

(
F (I)

JF (I)

)
. Por (3.2), F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente

se,

f0(I) = 1 + µ(I)− d+
∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
= ed−1(m|I)− lim

n→∞
l

(
mIn

xIn + (a1, ..., ad−1)mIn−1

)
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Pela Proposição 3.4, I tem multiplicidade mista minimal se, e somente se, Inm =

xIn + (a1, ..., ad−1)mI
n−1 para todo n ≥ 1. Isso nos oferece,

lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + (a1, ..., ad−1)mIn−1

)
= lim

n→∞
l

(
mIn

mIn

)
= 0.

Assim, F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

ed−1(m|I) = µ(I)− d+ 1 +
∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
Novamente usando o fato de I ter multiplicidade mista minimal, conclúımos que

∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
= 0, pois ed−1(m|I) = µ(I)−d+1. Segue que, l

(
I2

JI +mI2

)
=

0, isto implica em I2 = JI+mI2, pelo lema de Nakayama, conclúımos que I2 = JI,

ou seja, r(I) ≤ 1.

3.2 Ideais de Multiplicidade Mista Quase Mini-

mal

Nesta seção caracterizaremos numericamente quando a fibra especial de um ideal

m-primário, de um anel local (R,m), de multiplicidade mista quase minimal é de

Cohen-Macaulay. Tal caracterização foi feita em [24] por Jayanhtan, Puthenpurakal

e Verma.

Definição 3.6. Um ideal I m-primário de um anel local de Cohen-Macaulay (R,m)

é dito ter multiplicidade mista quase minimal se ed−1(m|I) = µ(I)− d+ 2.

Para caracterizar as propriedades das fibras especiais em termos das multiplici-

dades mistas quase minimal precisaremos dos dois resultados seguintes, mostrados

por D’Cruz e Verma em [9]:

Lema 3.7. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com corpo residual in-

finito. Suponha que I é um ideal m-primário com multiplicidade mista quase mini-

mal. Então para qualquer redução em famı́lia (x, a1, ..., ad−1) de (m|Id−1) tem-se

l

(
mI

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
≤ 1.
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Demonstração. Tomamos (a1, ..., ad−1) uma redução em famı́lia de (m|Id−1). E con-

sideremos a seguinte sequência exata:

0 −→ K −→ R

I
⊕
(
R

m

)d−1
f−→ (x, a1, ..., ad−1)

xI + (a1, ..., ad−1)m
−→ 0,

onde f é definida por f(y, z1, . . . , zd−1) = xy +
∑

i aizi e K = kerf . Aplicando a

função comprimento temos:

l

(
R

I

)
+ d− 1 = l

(
(x, a1, ..., ad−1)

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
+ l(K)

= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
+ l(K)

d− 1 + l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

I

)
+ l(K)

Como R é um anel de Cohen-Macaulay e I tem mulitplicidade mista quase

minimal segue que l

(
R

(x, a1, ..., ad−1)

)
= e(m|I [d−1]) = ed−1(m|I) = µ(I) − d + 2.

Portanto,

d− 1 + µ(I)− d+ 2 = l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

I

)
+ l(K)

= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
−
[
l

(
R

mI

)
− l

(
I

mI

)]
+ l(K)

= l

(
R

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
− l

(
R

mI

)
+ µ(I) + l(K)

= l

(
mI

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
+ µ(I) + l(K)

Assim,

1 = l

(
mI

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
+ l(K)

ou seja,

l

(
mI

xI + (a1, ..., ad−1)m

)
≤ 1
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Proposição 3.8. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensão d > 0

e I um ideal m-primário de R com multiplicidade mista quase minimal. Então, para

qualquer redução em famı́lia (x, a1, ..., ad−1) de (m|Id−1) tem-se para cada n ≥ 1

l

(
mIn

xIn + (a1, ..., ad−1)mIn−1

)
≤ 1.

Demonstração. Consideramos J = (a1, ..., ad−1). Sendo I com multiplicidade mista

quase minimal, temos pelo Lema 3.7 que

l

(
mI

xI + Jm

)
≤ 1

Se l

(
mI

xI + Jm

)
= 0, então mI = xI+mJ isto implica que mIn = xIn+mJIn−1,

dáı

l

(
mIn

xIn +mJIn−1

)
= 0

ou seja,

l

(
mIn

xIn +mJIn−1

)
≤ 1

Se l

(
mI

xI + Jm

)
= 1, logo existe y ∈ m e b ∈ I tal que mI = xI + mJ + (yb) e

myb ⊂ Jm+ xI.

Afirmação 3.9. Para cada n ≥ 1 tem-se mIn = JmIn−1 + xIn + (ybn)

De fato, o caso n = 1 resulta do Lema 3.7. Se n > 1, então pela hipótese indutiva

temos,

mIn = (mIn−1)I = (JmIn−2 + xIn−1 + (ybn−1))I

= JmIn−1 + xIn + (ybn−1)I.

Para conclúırmos a afirmação basta mostrar que (ybn−1)I ⊆ JmIn− 1 + xIn +

(ybn), pois (ybn) ⊆ ybn−1I.

Observe que (ybn−1)I ⊆ bmIn−1 = b(JmIn−2 + xIn−1 + (ybn−1)) ⊆ JmIn− 1 +

xIn + (ybn). Isto conclui a afirmação.

Sendo m(yb) ⊆ Jm+ xI, temos

m(ybn) = m(yb)(bn−1) ⊆ (Jm+ xI)(bn−1) ⊆ (Jm+ xI)In−1 ⊆ JmIn−1 + xIn
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ou seja,

m(ybn) ⊆ JmIn−1 + xIn

Portanto,

l

(
mIn

xIn + JmIn−1

)
≤ 1

Agora vamos caracterizar quando a fibra especial é de Cohen-Macaulay de um

ideal m-primário com multiplicidade mista quase minimal.

Teorema 3.10. Sejam (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com corpo residual

infinito e I um ideal m-primário de multiplicidade mista quase minimal. Então,

1. Ou f0(I) = ed−1(m|I) ou f0(I) = ed−1(m|I)− 1

2. Seja f0(I) = ed−1(m|I). Então, F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

r(I) = 2 e l

(
I2

JI +mI2

)
= 1.

3. Seja f0(I) = ed−1(m|I)− 1. Então F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

r(I) ≤ 1.

Demonstração. 1. Consideremos a1, . . . , ad−1 ∈ I, x ∈ m uma sequência regu-

lar em R que é Rees-superficial para (I [d−1],m[1]), L = (a1, . . . , ad−1) e α =

lim
n→∞

l

(
mIn

xIn + LmIn−1

)
. Como I tem multiplicidade mista quase minimal,

pela Proposição 3.8, segue que para qualquer valor de n

l

(
mIn

xIn + LmIn−1

)
≤ 1

Portanto, α = 0 ou 1.

Pelo Teorema 1.43, f0(I) = ed−1(m|I) − α assim, f0(I) = ed−1(m|I) ou

f0(I) = ed−1(m|I)− 1. Isto conclui a demonstração do primeiro item.

O fato seguinte será utilizado para demonstrar os itens restantes.

Parte da demonstração do Teorema 3.5 nos garante que F (I) é Cohen-Macaulay

se, e somente se,

f0(I) = 1 + µ(I)− d+
∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
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Novamente a partir do Teorema 1.43 e do fato de I possuir multiplicidade

mista quase minimal segue que f0(I) = ed−1(m|I) − α = µ(I) − d + 2 − α.

Assim,

µ(I)− d+ 2− α = 1 + µ(I)− d+
∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
Logo,

∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
= 1− α

ou seja,

F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
= 1− α (3.3)

De posse deste resultado, podemos provar os próximos itens.

2. Por hipótese f0(I) = ed−1(m|I). Então, pelo item 1 segue que α = 0. Assim

por (3.3), F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
= 1.

Mas, isto acontece se, e somente se, l

(
I2

JI +mI2

)
= 1 e l

(
In

JIn−1 +mIn

)
=

0, para todo n ≥ 3. Portanto, I3 = mI3 + JI2, isto é, I3 = JI2. Logo F (I) é

de Cohen-Macaulay se, e somente se, r(I) = 2 e l

(
I2

JI +mI2

)
= 1.

3. Por hipótese f0(I) = ed−1(m|I)− 1. Então pelo item 1 α = 1.

Por (3.3),

F (I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,
∞∑
n=2

l

(
In

JIn−1 +mIn

)
= 0

se, e somente se, l

(
I2

JI +mI2

)
= 0 se, e somente se, I2 = mI2 + JI

se, e somente se, I2 = JI se, e somente se, r(I) ≤ 1.
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