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Resumo

Neste trabalho estudamos questoes relacionadas a existéncia, bifurcacao e
regularidade de solugoes para equagoes semilineares da forma

{ —Au+ Ku= f(z,u) em RY, P)

u > 0,

onde K ¢ uma constante positiva e f : RY x R — R ¢ uma funcao continua. Mais
especificamente, abordamos um problema do tipo Landesman-Lazer, existéncia de
pontos de bifurcagdo no caso em que f(x,s) satisfaz apenas condigdes locais e um
problema com crescimento critico no plano. Dependendo das condigoes sobre a nao-
linearidade f(x, s), usaremos diferentes métodos variacionais, a saber, um resultado
abstrato baseado num argumento de monotonicidade de Struwe, uma desigualdade
do tipo Trudinger-Moser e o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
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Abstract

In this work we study subjects related to the existence, bifurcation and regularity
of solutions for semilinear equations of the form

{ ~Au+ Ku= f(z,u) in RV, K >0 P)

u > 0,

where K is a positive constant and f : RY x R — R is a continuous function.
More specifically, we board a Landesman-Lazer type problem, existence of points of
bifurcation in the case where f(z,s) satisfies only local conditions and a problem
with critical growth in the plane. Depending on the conditions in the nonlinearity
f(z,s), we use different variational methods, namely, an abstract result based on
a monotonicity argument of Struwe, a Trudinger-Moser type inequality and the
Lagrange Multipliers Theorem.
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Lista de Simbolos

Notacgoes Gerais

bola aberta de centro x e raio 9,
medida de Lebesgue de um conjunto A,
espaco de Banach real,

quase toda parte,

restricao da fungao u ao conjunto A,
espago de Banach real,

dual topologico de X,

denota a derivada de Gateaux
e derivada de Fréchet da funcao f,

suporte da funcao f,

norma euclidiana,

denota a norma de X e de X*,
a-derivada fraca de u € L'(2), onde

a = (aq,...,q,) é um multiindice de
ordem |a| = a; + ...+ a, =k,

gradiente de u,

laplaciano de wu,



Notacgoes

ou
5—8VU—I/-VU

()

Ca 007cla 027037 R

QCRY

Q

0}

P =p/p-1)

lim sup f

n—oo

liminf f

n—oo

derivada normal interior,

denota produto interno
e aplicacao dualidade,

denotam constantes positivas,
dominio no espaco RY,

fecho do conjunto (2,
fronteira de €2,

conjugado hélderiano de p,

limite superior da funcao f

quando n — o0,

limite inferior da funcao f

quando n — oo,

indica final de demonstracao.



Notacgoes

Espagos de Fungoes

Lr(Q)

L>(9)

W2(Q) = HY(Q)

Wmr(Q)

Wm2(Q) = H™(Q)

War(Q)

W () = Hy(Q)

WP Q)

fungoes mensuraveis u sobre () tais que

/|u\pd:v<oo,1§p<oo,
Q

fungoes mensuraveis u sobre () tais que
existe C' satisfazendo |u(z)| < C
q. t. p. sobre €2,

fungoes continuas com suporte compacto em (2,
semi-eixo real nao negativo,

funcoes k vezes continuamente diferencidveis

sobre 0, k € N,

fungoes continuas sobre €2,

fungoes u € LP(Q) tais que existem g1, go, . - ., gn
0
€ L*(Q) satisfazendo / w? dy = —/gicpdx,

VeeCr(Q),Vi=1,...,ncom 1 <p < oo,

fungoes u € LP(2) tais que V o > 0 com |a| < m,

3 g, € LP(Q) satisfazendo / uD%pdx =
Q

= (=1 / Gapdz ¥ ¢ € C(Q) com 1 < p < o0,
Q

o completamento de C}(£2), na norma
de WP(Q), 1 < p < oo,

dual topologico do espago W, (1),
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Notacgoes

Normas

full = ( [ 1) "

N
||U||€V1,p(9) = (||U||£ + Z
i=1

1/p
IVull, = ( / |Vu|p)
Q

1/2
lull = (IVull3 + [lull3)"

f =o0(g9) quando z — =z

ou
axi

)

norma do espago de Lebesgue LP(€),

norma do espago de Sobolev W'2(Q),

norma do espaco W, (€2), equivalente

a |lullwir),

norma do espago H'(Q), equivalente
a [|lull i),

expoente critico de Sobolev definido por
Np

) N> se 1<p<N
p:

00 se p>N
se limmzo.

=0 ()]



Introducao

Neste trabalho, discutimos questoes relacionadas a existéncia, bifurcacao e
regularidade de solugoes para uma classe de problemas elipticos semilineares da

forma
~Au+ Ku = f(z,u) em RY, (P)

onde N > 2, K ¢ uma constante positiva ¢ a nao-linearidade f : RY x R — R &
uma funcao continua. No decorrer do trabalho, teremos hipdteses adicionais sobre
a fungao f.

Ao estudar a equagao (P), utilizamos métodos variacionais, isto ¢, analisamos
a existéncia de pontos criticos do funcional energia associado a (P). Em todos os
casos, exibimos estimativas sobre a nao-linearidade f(z,s) a fim de que o funcional
energia associado a (P) esteja bem definido no espaco de Banach H'(RY), e
assim, relacionamos os pontos criticos deste funcional com as solugoes de (P). Nos
baseamos nos trabalhos de |8, 11}, [12].

A equagc@o semilinear (P) esta relacionada com aplicagoes em diversas areas da
fisica-matematica. Por exemplo, podemos relacioné-la com a seguinte equagao de
Schrédinger nao-linear

2 AW — () em R, (5)
em que N > 2 ¢ =¢(t,z), v : RxRY — C, W : RY — R é um potencial
dado (neste caso uma fungio constante) e g : Rt — R é uma fungao conveniente.
Solugoes da equagao (P) fornecem solugdes do tipo onda estacionaria para a equagao
(S), ou seja, se u(z) for uma solugao de (P) entao ¥(t,z) = e“‘u(z), w € R, ¢ uma
solugao de (S) (para mais detalhes, veja [3, [7, 15 [18] 20]). Além disso, quando o
potencial W é uma funcao que depende da variavel x, a equagao de Schrondinger
é a equacao fundamental da Mecanica Quéantica, no mesmo sentido que a segunda
lei do movimento constitui a equagao fundamental da Mecanica Newtoniana. No
caso particular em que a energia potencial é constante, temos o importante caso da
particula livre.

O nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos.

No Capitulo 1, provamos um Teorema Abstrato estabelecido por Jeanjean [12]
baseado em um argumento de monotonicidade de Struwe [21, 22]. Tal argumento
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tem sido usado pelo proprio Struwe, bem como por outros matematicos, para
resolugcao de dificeis problemas variacionais envolvendo a Geometria do Passo
da Montanha. Entretanto, o raciocinio de Struwe tem sido muito empregado
apenas para circunstancias especificas devido a dificuldade em identificar classes de
problemas que permitem abordar tal técnica. Porém a apresentacao dos resultados
é simples e possuem varias aplicagoes.

O principal resultado do Capitulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.1 Seja X um espaco de Banach munido com uma norma || - || e seja
J C RY um intervalo. Consideremos uma familia (I))xes de funcionais de classe
C' em X da sequinte forma

I(u) = A(u) — AB(u) VX € J,

onde B(u) > 0, para todo u € X e tais que A(u) — +o00 ou B(u) — +o0o quando
|u|| — oo. Suponhamos que existam dois pontos vi,vy € X tais que, definindo

I'= {’7 € C([Oa 1]7X>a7(0) = U1, ’y(l) = 'UQ}
temos, para todo A € J,

cy = ;glf;trg[g)l(] I(y(t)) > max{I\(v1), Ix(v2)}.

Entao, para quase todo \ € J, existe uma seqiéncia {v,} C X tal que
(i) {vn} € limitada, (i1) I\(v,) — cx, (440) I3 (v,) — 0 no dual X' de X.

O Teorema 0.1/ nos diz que existe uma seqiiéncia de Palais-Smale limitada no
nivel do Passo da Montanha para quase todos os funcionais da familia (7)) es. Uma
questao natural que perguntamos ¢é a seguinte: podemos generalizar a conclusao do
Teorema (0.1 no sentido de obtermos o mesmo resultado para todos os funcionais
(I)aes? A resposta para esta pergunta é negativa. Em Brezis [5], encontramos um
contra-exemplo que apresentamos no final deste capitulo.

Uma aplicagao natural do Teorema 0.1/ ¢ mostrar a existéncia de solugoes para
uma equagao eliptica através de métodos variacionais, ou seja, através da busca de
pontos criticos para um funcional da familia (I))cs, que correspondem exatamente
as solugoes do problema considerado. Podemos fazer isto provando a existéncia
de uma seqiiéncia de Palais-Smale limitada, no nivel do Passo da Montanha, a
partir da qual, obtemos um ponto critico para o funcional associado ao problema.
Na verdade, o Teorema Abstrato é uma ferramenta poderosa para estabelecer a
existéncia de tal seqiiéncia (isto ¢, particularmente, verdade se o problema possuir
algumas propriedades de compacidade). No entanto, o resultado nao garante a
existéncia desta seqliéncia para o funcional especifico estudado. Neste caso, um
corolario do Teorema (.1 nos fornece, a partir da seqiiéncia de Palais-Smale obtida
no Teorema (0.1, uma nova seqiiéncia de Palais-Smale, em um nivel do Passo da
Montanha, a partir da qual, obtemos pontos criticos para o funcional associado ao
problema, desde que, a nova seqiiéncia seja limitada. Como esta seqiiéncia é obtida
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de modo que seus termos sao pontos criticos de funcionais pertencentes a familia
(I))res, deduzimos propriedades que ajudam a mostrar sua limitagao.

No Capitulo 2, utilizamos o Teorema Abstrato do Capitulo 1 para estudar a
existéncia de solugoes para a equagao (P) onde u € HY(RY), K > 0 e f satisfaz as
seguintes condicoes:

f1) () f:RY x R — R é uma fungao Caratheodory;
(ii) f(-,s) € L®(RN) e f(-,s) ¢ 1-periodica em z;, 1 <i < N.

f2) Existep€(2,]$—]f2) se N>3ep>2se N =1,2tal que

lim f(@s)

5—00 3P*1

= 0 uniformemente em z € RY.

f3) f(z,s)s7! — 0 se s — 0, uniformemente em = € RV,
f1) Existe a € (0, 00] tal que f(x,s)s™! — a se s — oo, uniformemente em z € RY.

A fim de obtermos uma solugao positiva de (P), usaremos um procedimento
variacional inspirado no corolario do Teorema Abstrato obtido no Capitulo 1. No
momento, note que, formalmente, cada ponto critico do funcional I : H(RY) — R
definido por

I(u) = 1/ (|Vul* + Ku?)dz —/ F(z,u)dx
2 JgN RN
¢ uma solug@o do problema (P). Usando o Principio do Maximo Fraco, mostramos
que esta solugao é positiva. Veremos que quando as hipoteses (f1)-(f1) sdo satisfeitas
e K € (0,a), I possui uma geometria do Passo da Montanha.

Para estudarmos a existéncia de solugoes da equagao (P) ou de problemas
relativamente semelhantes, geralmente além das hipoteses (f1)-(f1), assumimos que
existe uma constante p > 2 tal que, para todo s > 0

0 < uF(z,8) < f(z,8)s, qt.p. emzecRY. (AR)

A condigao (AR), que ¢ conhecida como condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz (ou
condigao de superquadraticidade), esta ainda presente em muitos trabalhos sobre a
busca de pontos criticos do tipo passo da montanha. Geralmente usamos a condigao
(AR) para assegurar que toda seqiiéncia de Palais-Smale para I no nivel do Passo
da Montanha é limitada. No Capitulo 2 nao assumimos essa hipotese.

Assumimos ainda as duas seguintes condicoes:

Ay) G(z,8) >0,Vs >0, q.t.p. em x € RY e existe § > 0 tal que

flz,8)s' > K 6= G(x,5) > 6

A,) Existe D € [1,00) tal que, q.t.p. em z € R,

G(x,5) < DG(z,t), V(t,s) € RT x RT com s <t
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onde G : RY x Rt — R ¢ definida por

G(z,s) = %f(x,s)s — F(x,s) com F(z,s)= /OS [z, t)dt

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:
Teorema 0.2

(1) Assuma que (f1)-(fs) e (A1) ocorrem com a < oo em (fy). Entdo se K € (0,a)
eziste uma solugdo nao-negativa nao-trivial de (2.1).

(1i) Assuma que (f1)-(f1) e (As) ocorrem com a = oo em (fy). Entao existe uma
solugdo nao-negativa nao-trivial de (2.1).

Para provarmos o Teorema (0.2, observamos primeiro que I tem a seguinte forma

com A(u) — +oo quando |ju| — oo e B(u) > 0, para todo v € HY(RY). Em
seguida, mostramos que a familia de funcionais defina por

L(u) = A(u) — MB(u), € [L,2],

satisfaz as hipoteses do Teorema Abstrato. Entao obtemos que, para quase todo
A € [1,2], exite uma seqiiéncia limitada {v,,} C H*(R") satisfazendo

I(vm) — cx e Ii(vy) — 0 em H'(RY).

Usando a invariancia por translagdo de (P), estabelecemos a existéncia de uma
seqiiéncia {y,,} C Z" tal que u,,(r) = vn(r — yn) satisfaz u,, — uy # 0 em
HY(RY), onde uy > 0, com I)(uy) < ¢y e Ii(uy) = 0. Neste ponto, temos provado
a existéncia de uma seqiiéncia {(\,,u,)} C [1,2] x H(RY) com u, > 0 q.t.p. em
x € RY tal que

e )\, — 1e{\,} édecrescente;
o u, #0, I, (u,) < ey, el (u,) =0.

Supondo que {u,} C H'(RY) é limitada, obtemos um ponto critico nao-trivial de
I que corresponde a uma solugao positiva de (P). Para provarmos a limita¢do de
{u,}, usamos um método inspirado no trabalho de P. L. Lions [14] sobre o principio
de concentracao de compacidade. Assumimos, por contradigdo, que ||u,| — oc.
Entao fixando w,, = u,||u,||~" (e usando se necessério a invariancia por translagao
de (P)), existe uma subseqiiéncia de {w,}, com w, — w em H!'(RY), satisfazendo
uma das duas seguintes alternativas:

1. (Nao-anulamento) Existem o > 0 e R > 0 tais que

lim w2dr > a > 0.
n—oo BR
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2. (Anulamento)

lim sup / wida: =0, paratodo R > 0.
Br(y)

n—oo yEZN

Observamos que nenhum dos dois casos pode ocorrer o que é uma contradicao.
Tendo provado a limitacao de {u,} C H'(RY), concluimos a prova do principal
teorema do Capitulo 2.

No Capitulo 3, analisamos bifurcacao de solucoes para a seguinte classe de
equacoes
—Au(z) + Mu(r) = f(z,u(z)), A>0, R, (P)x

Nosso objetivo sera garantir que A = 0 é um ponto de bifurcagao para (P),.
Dizemos que A = 0 é um ponto de bifurcacdo para (P), se existir uma seqiiéncia
{(An,un)} € RT x HYRYN) de solugdes nao-triviais de (P),, com ), — 0 e
|lun|| — 0. Neste caso, {(An,u,)} é chamada uma seqiiéncia bifurcante. Uma
outra caracteristica do nosso problema em R ¢ a falta de compacidade.

Em nossa terminologia, afim de obtermos um ponto de bifurcacao para a equacao
(P)a, utilizamos um método variacional baseado no Teorema Abstrato do Capitulo
1. Chamamos a atencdo que sao requeridas apenas condigoes locais sobre f(x,-).
Mais precisamente, para algum § > 0 supomos que a nao-linearidade f(x,-) satisfaz
as seguintes hipoteses:

g1) f:RY x [-4,6] — R & uma fungao Caratheodory;

g2) ‘ llim f(z,s) = 0 uniformemente para todo s € [—9, d];

f(z,s)

S

g3) Existe K > 0 tal que limsup

s—0

‘ < K uniformemente em z € RY;

F(z,s)

g4) lim ——

1 = 0 uniformemente em € RY com F(z,s) = / f(z, t)dt;
s— S 0

g5) Uma das seguintes condigoes sao validas

(i) N >1eexistem A>0,d€ (0,2) e € <O, 2(2];d)> tais que

F(x,s) > A(1 + |z])~%s[*™™ Vs € [=0,0] e q.t.p. em x € RY
(ii) N =1 e existe a € (0,2) tal que

F(x,8) > r(x)|s|*™, Vse€[-0,0]eqtp. emz R

onder € L*(R), r>0e / r(z)dz > 0 (o valor 400 é possivel).
R

10
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Ressaltamos ainda que ndo assumimos a condigao classica (AR) com s € [, d],
que é uma hipotese fundamental em grande parte dos problemas elipticos envolvendo
métodos variacionais para obtensao de bifurcacao de solugoes. Além disso, as
condigoes locais que assumimos sobre f(z, s) sdo mais fracas do que (AR). De fato, a
condigao (AR) é mais forte do que nossas hipoteses, como verificamos na Observacao
3.4, onde exibimos uma funcao f que satisfaz (g1)-(gs), mas nao cumpre (AR).

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.3 Suponha que (g1)-(g5) sao vdlidas. Entao N\ = 0 é um ponto de
bifurcagao para (P)y.

Para demonstrar o Teorema 0.3, modificamos f : RY x [-4,§] — R fora
do intervalo [—4,0] e mostramos que a equagdo com esta nova nao-linearidade
tem uma seqiiéncia bifurcante. Procedemos da seguinte forma: denotemos por
(I))a>0 a familia de funcionais obtida ao modificarmos f(x, ) no exterior de [, d].
Mostramos entdo que existe Ao > 0 tal que, para todo A € (0, \], os seguintes
conjuntos sao nao-vazios

Iy ={y € C([0,1]; H'(R"Y),7(0) = 0 e I\(~(1)) < 0}

«O) = inf s LG(0) > K(0) =0,
a saber, I tem, para A € (0, A\o|, possui a Geometria do Passo da Montanha.

A fungdo A — ¢(A) é ndo-decrescente e entao diferenciavel para quase todo A
(veja [24, pag. 111]). Entao, com o auxilio de argumentos analogos as preliminares
do Teorema Abstrato do Capitulo 1, provamos que, para cada A € (0, \o] onde
a derivada /() de c¢(\) existe, I, possui uma seqiiéncia de Palais-Smale limitada
contida numa bola de H*(RY) centrada na origem cujo raio tende para zero quando
c¢(A) = 0 e d(\) — 0. Usando as propriedades de compacidade de (P),, deduzimos
que a equacao tem, para cada A, uma solucao nao-trivial que esté na bola. Usando
fungoes testes adequadas, mostra-se que c¢(A)A™! — 0 quando A — 0. Isto implica
na existéncia de uma seqiiéncia estritamente decrescente A\, — 0 tal que ¢(\,) — 0
e d(\,) — 0. Para as solugoes correspondentes temos ||u,|| — 0 e isto prova a
bifurcagao para o problema modificado. Utilizando um argumento de “bootstrap”
mostramos que ||u,]|o — 0 e entdo A = 0 também ¢ um ponto de bifurca¢do para

(P)a.

No capitulo 4, analisamos a existéncia de solugoes para a equagao (P) quando
~ ., - 2
f(z, s) ndo depende da variavel = e se comporta como a fun¢do e**” quando s — +o0.
Mais especificamente, estudamos a equacao

~Au+ Ku = f(u) em R? (%)

com f(s) tendo crescimento critico. Nosso intuito é obtermos a existéncia de uma
solugao de energia minima positiva w no nivel

c=1(w) = inf  maxI(tv) < il
veHL(R2)\{0} t>0 o

11



Introducao

ow
onde w é esfericamente simétrica em torno de algum ponto de R? e e é negativa

para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em relacao a este ponto.

Para obtermos a existéncia de solucao, utilizamos o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange e a Identidade de Pohozaev. Aqui, vamos admitir que f satisfaca as
seguintes condigoes:

hy) f € CY(R) e f(s) =0 para s < 0;
ha) f(s) = o(s) quando s — 0;
hs) f tem crescimento critico em 400, ou seja, existe ag > 0 tal que

lim LS)

2
s—+oo %S

S
ligrn —f( 2 = 400 para todo a < ag;
s—+4o0 XS

=0 para todo a > ay

hy) Existe uma constante p > 2 tal que, para todo s > 0
0<uF(s) = [ {0yt < sf)
0

hs) A fungao s — f(s)/s é crescente para s > 0;

he) Existem p > 2 e § > 0 tais que para todo s > 0,

f(s) > (g(sp +8)" (i_:)l_g> =

1
g _ o [ Joo (IVul]* + Ku?)dz]
= T .
p u€H1(R2)\{0} [fR2 |u|pdz} P

Observe que, diferentemente dos Capitulos 2 e 3, assumimos aqui a condi¢ao
de Ambrosetti-Rabinowitz (hs). Além disso, introduzimos o crescimento critico em
(h3) e por esta razao exibimos uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser em
R? (veja |8, 17, 23]) que afirma que se u € H'(R?) entdo, para todo a > 0, a integral
Joo e — 1]da ¢ finita (veja [6, §]).

onde

O principal resultado do Capitulo 4 é o seguinte:

Teorema 0.4 Suponha que a nao-linearidade f(s) satisfa¢a (hy)-(hg). Entao o
problema (4.1)) possui uma solugdo de energia minima positiva w no nivel

4
c=1w)= inf  maxI(tv) < il
veH1(R2)\{0} t>0 Q)

a_w
or

negativa para todo r > 0, onde r € a coordenada radial em relagio a este ponto.

-

Além disso, w € esfericamente simétrica em torno de algum ponto em R? e é

12



Introducao

Vejamos agora uma idéia da prova do Teorema (0.4, Incialmente, observamos que
a simetria radial para qualquer solu¢ao w do problema (P) segue por uma observagao
em Berestycki-Lions, (veja [3, pag. 321]|). Sabendo que o funcional associado a (P)
é

() = gllull - / F(u)dr

onde F(u) = [J' f(t)dt e [Ju|* = [e[|Vul* + Ku?]dz, definimos a variedade

M = {u € H'(R*)\ {0}; 5 F(u)dx = % 5 u2dx}

e consideremos o numero

I° = inf{/ \Vu|*dz;u € M} :
R2

Dai, prova-se que existe u € M tal que I° é atingido. Entdo, definindo

@(u):/ F(u)dal:—5 udr e \Il(u):/ |Vul*dz
R2 2 Jpe R2

observamos que ®'(u) # 0 para todo u € M e o fato de I° ser atingido é equivalente
a dizer que existe u € M tal que V(u) = iﬁf\ll(u). Logo, pelo Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que
U (W) = A\’ (1) para todo ¢ € H'(R?).

Fazendo uma mudanca de varidavel obtemos, a partir da expressao acima, uma
solugao fraca w € H'(R?) de energia minima para o problema (). Além disso,
pela teoria de regularidade eliptica, tal solucao é classica e é extritamente positiva
pelo Principio do Méaximo Fraco. Finalmente, a partir da Identidade de Pohozaev,
é possivel mostrar que nossa solugao esta no nivel

c=1(w) = inf  maxI(tv) < il
veHL(R2)\{0} t>0 o

o que conclui o nosso principal resultado.

Finalmente, concluimos nosso trabalho com o Apéndice A, que apresenta
resultados importantes usados no decorrer de nossa dissertacao.

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo & Introducao e de tornar os capitulos

independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo, os resultados principais,
bem como, as hipoteses sobre a fungao f(z, s).

13



Capitulo 1

Resultados abstratos

1.1 Resultados preliminares

Nesta segao, apresentamos e demonstramos algumas estimativas desenvolvidas
por Jeanjean [12]|, baseadas em um argumento de monotonicidade devido a Struwe
[21], que s@o essenciais para provarmos o principal resultado deste capitulo, a saber,
o Teorema Abstrato 1.3/ da préxima secao. Para este fim, sejam X um espaco de
Banach munido com uma norma |- || e J C R™ um intervalo. Consideramos também
uma familia (1)),es de funcionais de classe C' em X da seguinte forma

I\(u) = A(u) — AB(u), € J,

onde B(u) > 0 para todo u € X e tal que A(u) — 400 ou B(u) — +oo quando
||u|| — oo. Suponhamos a existéncia de dois pontos vy, vy € X tais que, definindo

I'={yeC(0,1], X),7(0) = v e (1) = vy},
temos, para todo A € J

e\ = ;Iellf;trél[(e)x% I(y(t)) > max{I\(v1), Ix(v2)},

isto &, os funcionais I, da familia ([))ycs, possuem a Geometria do Passo da
Montanha. Desde que J C Rt e B(u) > 0, se A\; < )y, temos

I, (u) = A(u) — \MyB(u) > A(u) — Ao B(u) = I, (u)
para todo v € X, o que implica que

ex = Inf max I, (7(#)) = inf max [, (v(t)) = ex.,
ou seja, a aplicacao A — ¢, é nao-crescente. Entao, por um resultado de Teoria da
Medida (veja Teorema 7.21 em [24]), que afirma que toda fun¢do mondtona possui
derivada em quase todo ponto, obtemos que ¢}, a derivada de ¢, com respeito a A,
existe para quase todo \ € J.
Seja A € J um valor fixo, porém arbitrario, onde ¢, existe e {\,} C J uma
seqliéncia estritamente crescente tal que A\, — A. Temos a seguinte proposicao:

14



Capitulo 1 1.1 Resultados preliminares

Proposigao 1.1 FEzistem uma seqiiéncia de caminhos {v,} CT e K = K(c}) >0
tais que

(i) (Ol < K se 4a(t) satisfizer
IA(fYn(t)) >\ — (>‘ - An)? (1'1)

() max L((t)) < ex + (=4 +2)(A = A).

Prova. Para cada n € N, existe v, € I' tal que

max I, (7,(t)) < ey, + (A= An). (1.2)
te(0,1]
Provaremos que, para n € N suficientemente grande, {7, } ¢ a seqiiéncia que estamos
procurando. Quando 7, (t) satisfaz (1.1), temos

Do) = L) o A=) —an+ (A=A
A — )\n o A — /\n
Cx, — CX

_ WA
A T

Desde que ¢, existe e A, — A temos

ou seja, existe n(A) € N tal que para todo n > n(\)

C)\n — C)

—d—-1<
AT EETN 0,

<=y +1 (1.3)

e entao, para todo n > n(A),

Iy, (3n(t)) = IN(n(t))

N < —d\ +3.
Conseqilientemente,
[An (Vn(t» — ]A(7n<t)) _ A(Vn(t)) — AnB('yn(t» - A(’Yn(ﬂ) + )‘B('Yn(t))
— B3 )
< d\+3.
Também

Am(t) = A1) + AaB((t) = AnB(a(t) = Ix, (9 (1)) + An B(n (1))
< en, (A=) F A(=d\ +3)

e como (1.3) nos fornece

ex, <o+ (A=) (= + 1),

15



Capitulo 1 1.1 Resultados preliminares

obtemos
A@) <ex+ A=) (A + 1)+ (A=) + (= +1) < C.

Entao, se tivéssemos ||7,(t)|| — oo, por hipdtese teriamos A(v,(t)) — +oo ou
B(y,(t)) — +o0, o que contraria a limitacdo uniforme de A(7y,(t)) e B(y.(1)).
Logo, esta provado (i).

Para provarmos (ii), observamos novamente por (1.3) que, para todo n > n(A),

en <ot (= + (A= \). (1.4)

Usando (1.2), (I.4) e
IAn(U) > I)\(U) VovelX,

obtemos
L(m(t) < I, (m(t) < cadn + (A = An)
< a+A=A)(=A+1D)+ A=)
= at+ (A =A)(=ch+2)
e o resultado esta provado. [ |

Esta proposigao nos diz que existe uma seqiiéncia de caminhos {v,} C I" tal que

In(yn( ;
max A(n(t)) — e

onde, para todo n € N suficientemente grande, comegando por um nivel estritamente
abaixo de c), todos os caminhos estao contidos numa bola centrada na origem com
raio fixo K = K(c)) > 0. Agora para a > 0, defina

Fo={ue X;u| <K +1 e |[I\(u) —af <o}
onde K > 0 ¢é a constante dada na Proposi¢ao [1.1. Temos o seguinte resultado:
Proposicao 1.2 Para todo a > 0,
inf{|| I3 (u)||;u € F,} = 0. (1.5)

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que (1.5) nao ocorre. Entao existe o« > 0 tal
que, para todo u € F,,, temos
173 (u)]| > « (1.6)

e, sem perda de generalidade, podemos assumir que
1
0<a< 5[0,\ — max{/y(v1), Ix(v2)}].

Agora, vamos usar um argumento classico de deformacao. Seja S = Bg(0),
§ = 1/2, ¢ € (0,a/16], Sos = {u € X;dist(u,S) < 20} e I¥ = I;'((—o0,d]).
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Capitulo 1 1.1 Resultados preliminares

Note que, no nosso caso temos Sos = S; = Bgy1(0). Entdo, para todo u €
I/\_l([c,\ — 2¢, ¢\ + 2¢]) N Sys, ou equivalentemente, para todo u € X tal que

I\(u) € [ex — 2e,¢c\ + 2¢] e u € S; = Bg41(0),

temos
[(u) —ax| <2 <aeful| <K +1,

ou seja, u € F,. Dal,

Pelo lema [A.11] existe n € C([0,1] x X, X) tal que

(i) n(t,u) =u,set =0ouseu¢ I, ([cx — 2¢,c\ + 2¢]) N Sy;

(i) n(1, I N Br(0)) C 195

(7ii) n(t,-) é um homeomorfismo de X, para todo ¢ € [0, 1];

(1v) In(n(-,u)) é ndo-crescente, para todo u € X;
Assim, defina 7 : X — X por 1j(u) = n(1,u). Entao por (i)

n(u) =wuse |Iy —cy| > 2 (1.7)

onde, por (iii), ¢ um homeomorfismo. Por (iv), temos também

In(n(0,u)) = Ix(n(1, u))

donde obtemos
I(n(u)) < Iy(u), paratodou € X (1.8)

e, por fim, (i7) nos fornece
ILi(n(u)) <cn—eg, Yu € X satisfazendo ||ul]| < K +1e \(u) <cx+e.  (1.9)

Agora, seja {v,} C I' a seqiiéncia obtida na Proposic¢ao [1.1. Escolhamos e fixemos
m € N suficientemente grande de modo que

(= +2) A=) <e. (1.10)

Mostremos que 7(v,,) € T', para todo m € N. De fato, como {v,,} C I', temos
Ym(0) = v1 € (1) = vq, donde

1(7m(0)) = n(v1) e §(m(1)) = 7N(v2).
Além disso,

1 1 1 1
e<a< o 57}26&}1(]{1)‘(01) ,I(v9)} < 2O 51}(01)
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Capitulo 1 1.2 Teorema abstrato, para uma classe ampla de funcionais

isto &, —I\(v1) + ¢y > 2¢, ou ainda,
|Ix(v1) — cx| > 2¢,

e por (L.7), n(v1) = vy, ou seja, N(Ym(0)) = v;. De modo anélogo, conclui-se que

1(ym (1)) = v2. Logo, 7j(ym) € T
Neste ponto, se u = 7,,(t) podemos ter duas situagoes:

Iv(u) <cy— (A= Am) ou Iy(u) >cn— (A= ).
No primeiro caso, (1.8) implica que
L([0(u) < I(uw) < ex—= (A= An) (1.11)
e no segundo caso, a Proposigao [I.1 e (L.10) implicam que u satisfaz ||ul| < K e

In(u) < trél[(e]uf] L(ym(t)) <ex+ (=c\ +2)(A =) < ey +e.

)

Aplicando (1.9) temos
L(n(u) <cx—e<ex— (A=) (1.12)
Entao, combinando (1.11) e (1.12), obtemos

max [(7(ym(t))) < cx = (A= Am) <
te[0,1]

o que contradiz a caracterizacao variacional de ¢, e finaliza a prova da proposicao.
[ ]

1.2 Teorema abstrato para uma classe de funcionais

Nesta se¢ao, provamos um resultado abstrato para uma classe de funcionais, a
qual denotamos por (Iy)es onde J é um intervalo da reta, e apresentamos algumas
conseqiiéncias. Tal resultado diz que para quase todos os funcionais desta classe,
existe uma seqiiéncia de Palais-Smale limitada no nivel do Passo da Montanha, o
que esta enunciado com detalhes no seguinte Teorema:

Teorema 1.3 Seja X uma espago de Banach munido com a norma || - || e seja
J C RT um intervalo. Consideremos uma familia (Iy)xey de funcionais de classe
C' em X da sequinte forma

I\(u) = A(u) — AB(u), VYA€ J

onde B(u) > 0, para todo u € X e tais que A(u) — +o00 ou B(u) — +0oo quando
|u|| = oo. Suponhamos a existéncia de dois pontos vy,ve € X tais que definindo

I'={y€C([0,1], X),7(0) = v1, 7(1) = va}
temos, para todo A € J

e\ = ;Iellf;lgl[gl)l{] I(y(t)) > max{I(v1), Ix(v2)}.

Entao, para quase todo \ € J, existe uma seqiéncia {v,} C X tal que

(i) {vn} € limitada, (ii) I (v,) — ¢y, (4it) I3(v,) — 0 no dual X' de X.
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Prova. Pela proposicao [1.2) para todo n € N existe {v,} € F, tal que 0 <
173 (vn)[| < 1/n, ou seja,
lim ||7}(v,)] = 0 em X’

com ||v,|] < K 4 1. Além disso, como « > 0 é arbitrario e satisfaz

[Ix(vn) — ] < a,

obtemos

lim I (v,) = ¢y

n—oo
o que conclui a prova do teorema. [
Corolario 1.4 Seja X um espago de Banach munido com uma norma || - || e seja

I € CY(X,R) um funcional da forma

onde B e B', a derivada de B em X, levam conjuntos limitados em conjuntos
limitados. Suponha que exista € > 0 tal que, para J = [1 — &,1], a famiia (I))xes
definida por

I(u) = A(u) — AB(u)

satisfaz as hipoteses do Teorema 1.5. Finalmente, assuma que para todo \ € J,
qualquer seqiiéncia de Palais-Smale limitada para Iy no nivel ¢y € R admite uma
subseqiiéncia convergente. Entao existe uma seqiéncia {( A, u,)} C [1 —e,1] x X
com N, — 1, {\.} crescente, I, (un) = cx, € I} (u,) = 0 em X', tal que, se
{u,} C X € limitada, temos

o [(u,) =1, (u,) + (N, — 1)B(u,) — ¢; = lim ¢,

n—oo

® [&n(un> = I,,\n(un) + (A — 1)B'(u,) — 0 em X'

Para provarmos este Corolario, faremos uso do seguinte Lema:
Lema 1.5 A aplicacio X\ — ¢y € continua pela esquerda.

Prova. Suponha, por contradigao, que existe uma seqiiéncia {\,} C J com \, < Ag
e A\, — X\ € J tal que
Cr < lim cy,,.
n—oo

Seja d = lim ¢y, — ¢y, > 0. Pela definigao de c,, existe vy € I" tal que

)
I t —.
tgl[foi,)f] Ao (’YO( )) < ey T 3

Usando a igualdade
L(u) = A(u) — AB(u) + M\B(u) — \oB(u)
= I)\O(U,)—F()\o—)\)B(U) Ve,
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véalida para todo u € X, obtemos

J
max I (70(t)) < ¢y, + = + (Ao — A) max B(yo(t)) para todo A < Ag.
te[0,1] 3 t€(0,1]

Mas, desde que B é continuo, pois

I(u) — Iy, (u)

B pu—
(1) = 22—,

temos m[ax} B(v(t)) < C para algum C > 0. Entao, para todo n € N
te[0,1

)

suficientemente grande obtém-se

)
(Ao = An) Iax B(n(t)) < 35C

donde segue que
20
I t)) < —.
max [, (1(t) < ox + 3
Mas, pela definicao de c),,

I t)) >
max a(0(1)) > e,

ou seja, sendo L = lim ¢, , temos ¢y, +(29)/3 > ¢y, isto é, ¢y, +(2/3)(L—cy,) > L,

2 2

ou equivalentemente,
Cy, > lim ¢y,

n—oo

Portanto

o que é uma contradicao. [

Prova do Corolario 1.4. Pelo Teorema 1.3, para quase todo A € J existe uma
seqiiéncia {v,,} limitada tal que

Iv(vy) — ¢y e Ii(vy) — 0.

Sendo {v,} uma subseqiiéncia convergente, obtemos I(v) = ¢, e I'(v) = 0, onde
v = lim v,. Para quase todo A € J, denote vy = v. Consideremos agora uma

n—oo

seqliéncia crescente {\,} C J tal que A, — 1. Entao definindo u, = v,,, existe
{(An,un)} C[1—¢e,1] x X com

An — 1, {A,} crescente

I, (up) =cn, e I, (up) =0 em X'

tal que, se {u, } C X ¢ limitada, usando o Lema anterior e o fato de B ¢ B’ tomarem
conjuntos limitados em conjuntos limitados, obtemos

I(up) =1, + (A — 1)B(u,) — lim ¢y, = ¢

n—oo
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I'(u,) = I3, (un) + (A — 1) B'(u,) — 0 em X'

A importéancia do Corolario 1.4/ é que se {u,} é limitada, entao é uma seqiiéncia
de Palais-Smale limitada para I no nivel ¢;.

Assim, uma vez obtida, pelo Teorema (1.1, uma seqiiéncia de Palais-Smale no
nivel do Passo da Montanha nosso problema é mostrar sua limitacao. Porém a
seqiiéncia {u,} obtida no Coroléario 1.4 é uma seqiiéncia de pontos criticos, e isto
nos fornece propriedades adicionais na seqiiéncia {u,} que ajudam a mostrar sua
limitacao.

Neste trabalho nao utilizamos o Corolario 1.4, mas nos dois proximos capitulos
vamos empregar a idéia do procedimento descrito acima para estabeler a existéncia
de uma seqiiéncia de pontos criticos.

Exemplo 1.6 O Teorema 1.5 pode ser utilizado em wdrias situacoes. Um
importante caso particular € o sequinte: seja X um espaco de Banach com uma
norma || - || e I € CY(X,R) um funcional tal que I(0) = 0. Assuma que existam

duas constantes positivas r,p e v € X com ||v|| > p satisfazendo
I(u) >r se||ul| =p e I(v) <O0.

Com estas hipoteses, I tem uma Geometria do Passo da Montanha. Denote por
¢ > 1 o nivel do passo da montanha. Agora, escrevendo I como

I(u) = I(u) = Of|ulf?
temos que existe € > 0 tal que a familia
I(u) = I(u) — Mul|?* para X € [0, €]
satisfaz as hipoteses do Teoremall.5.

De fato, basta verificar que cada I possui Geometria do Passo da Montanha, pois
as demais hipoteses sao trivialmente verificadas. Temos, I(v) < 0 para todo A > 0
e para [jul| = p

I() = I(u) = Mul]? = r — Ap?.

Entao, tomando £ > 0 tal que ep? < r, temos
Lu)>r =X >ep® = Xp> = (e = N)p*> >0

donde segue que cada I, tem Geometria do Passo da Montanha no nivel c¢,. Portanto
as hipoteses do Teorema [1.3] sao satisfeitas.

No proximo exemplo vamos mostrar que existe uma familia de funcionais (1)) e,

onde J C R é um intervalo, para a qual nao existe uma seqiiéncia de Palais-Smale
limitada para algum \ € J.
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Exemplo 1.7 Seja F : R? — R definida por
F(z,y) = 2" — (x = 1)%*
Entao, existe € > 0 tal que, cada F, onde )\ € [0,¢], definido por
Fy(w,y) = F(z,y) = M2* + y°)

satisfaz as hipdteses do Teorema [1.5. Além disso, toda seqiiéncia de Palais-Smale
para o funcional F' = Fy € ilimitada.

Aqui estamos considerando o espaco R? munido com a norma Euclidiana

I, )l = vV + 2.

Note que, proximo da origem, F' se comporta como ||(z,y)||*. Além disso, tomando
x > 0 fixado e suficientemente grande, vemos que F(x,1) < 0. Em particular, F
tem geometria do passo da montanha e como foi feito no exemplo anterior, existe
e > 0 tal que cada (Fy)xejo,) definido por

I

Ex(z,y) = F(z,y) — Ma® +y°)

satisfaz as hipoteses do Teorema [I.3. Analogamente ao exemplo anterior, também
podemos assumir A € [—¢,|. Mostremos que nao existe uma seqiiéncia limitada de
Palais-Smale para F' = Fjy no nivel do passo da montanha. Temos

F, =2z -3z —1)%°

F,=—2(z —1)%y.

Entdo qualquer seqiiéncia {(z,,vy,)} C R? tal que |F'(z,,y,)|| — 0 tem que
satisfazer

lim [2z, — 3(7, — 1)*2] =0 (1.13)
e
lim (2, — 1)*y, = 0. (1.14)

Distinguimos dois casos:
e 1, - 1 quando n — oo.

Se isto acontece, por (1.14) obtemos y,, — 0. Como

4
3

yn =0

SN

lim (7, — 1)%y2 = lim [(z, — 1)*y,]

segue de (L.13) que =, — 0 quando n — oo.

e 1, — 1 quando n — oc.
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Capitulo 1 1.2 Teorema abstrato, para uma classe ampla de funcionais

Neste caso, por (1.13),
lim (z, — 1)%y2 = 2/3

n—oo

e desde que
lim (z, — 1)* =0,

n—o0o

{y2} nao pode ser limitada, ou seja, |y,| — oo.

No primeiro caso, temos
F(@n,yn) = 3 — (w0 — 1)’y — 0

e no segundo
F(zn,yn) = xi — (zp — 1) (z, — 1)2%21 — 1.

Dai, seja {(z,,yn)} C R? uma seqiiéncia de Palais-Smale num nivel ¢ > 0 para
F. Como F(x,,y,) — 1, o nivel do passo da montanha s6 pode ser ¢ = 1 e,
necessariamente, z,, — 1 e |y,| — oo, ou seja,

1(zn, yn) || = V23, + 42 — 00

e {(xn,y,)} € ilimitada.
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Capitulo 2

Um problema do tipo
Landesman-Lazer em RYY

2.1 Introducao

Neste capitulo, usamos o Teorema Abstrato do Capitulo 1 para estudar a
existéncia de solugoes positivas para o seguinte problema do tipo Landesman-Lazer

—Au(x) + Ku(x) = f(x,u(x
Lvetnmm, Tag 1)

Como estamos interessados em solugoes positivas, assumiremos, sem restri¢ao, que
f(x,5) =0, para todo s < 0 q.t.p. em z € RV,

Exigimos que a nao-linearidade f satisfaca as seguinte hipoteses:

f1) () f:RY x R — R é uma fun¢ao Caratheodory.
(ii) f(-,s) € L®(RN) e f(-,s) ¢ 1-periodica em z;, 1 <i < N.

f2)ExistepE(2,%)seN23ep>QSeN:2talque

lim f(@s)

§—00 Sp_l

= 0 uniformemente em z € RY.

f3) f(z,8)s7t — 0 se s — 0, uniformemente em z € RY.
f1) Existe a € (0, 00] tal que f(x,s)s™' — a se s — oo, uniformemente em z € RV,
Seja G : RN x Rt — R definida por
1 S
G(z,s) = if(x,s)s — F(z,s) com F(z,s)= / f(z,t)dt.
0

Consideraremos também as seguintes condi¢oes sobre G-
Ay) G(x,5) >0, para todo s > 0, q.t.p. em x € RY e existe § > 0 tal que
flz,s)s' > K -6 = G(z,s) > 0.
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Capitulo 2 2.1 Introducao

A,) Existe D € [1,00) tal que, q. t. p em z € RY,

G(z,s) < DG(z,t), para todo (¢,s) € R* x RT com s < ¢.

Uma solugao classica do problema (2.1) é uma funcao u € C?(RY) que satisfaz
a equagao para todo ponto x € RY. J4 uma solucio fraca para (2.1) é uma fungao
u € HY(RY) que satisfaz

/ (VuVv + Kuv)dx = f(z,u)vdz ¥ v e C(RY).
RN

RN

O funcional energia I : H'(RY) — R associado a equacao (2.1) é dado por

I(u) = /RNHVu]2 + Ku?)dx — /RN F(z,u)dx, onde F(z,s)= /OS [z, t)dt,

Além disso, o funcional I é de classe C'! no Espaco de Sobolev H*(RY) (veja Lema
A.9 do Apéndice A) e seus pontos criticos correspondem exatamente as solugoes
fracas de (2.1). Consideramos o nosso espago ambiente H'(RY) munido com a

norma "
ul| = {/ (|Vul? +Ku2)das} )
RN

Desde que K & positivo, esta norma é equivalente a norma usual de H'(RY).

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 2.1

(i) Assuma que (f1)-(f1) e (A1) ocorrem com a < oo em (fy). Entio se K € (0,a)
existe uma solugao nao-negativa nao-trivial de (2.1)).

(13) Assuma que (f1)-(f1) € (As) ocorrem com a = oo em (fy). Entao existe uma
solugao nao-negativa nao-trivial de (2.1).

Observagao 2.2 Se f(x,s)s™! é uma fungdo crescente de s > 0, q.t.p. emx € RY,

entio tanto (Ai) quanto (As) sdao satisfeitas. Verifiquemos primeiro que (As) é
satisfeita. De fato, se s <t temos

Flot) = /Otf(x,w)dw:/Osf(x,w)dw+/stf(x,w)dw

— Flz,s) +/ wwdw < F(z,s)+ f(x,t) {ﬁ _ f]

s t 2 2
Pl S0 S
< F(x,s)—l—@— %f(m,s)s

o que tmplica

G(z,s) < G(x,t)

25



Capitulo 2 2.1 Introducao

e (As) € satisfeita com D = 1. Seque por (Ay) que G(x,s) > 0 para todo s > 0
e a primeira afirmagdo de (A1) € satisfeita. Para mostrar a sequnda afirmagao de
(A1) suponha, por contradicao, que (A1) nao seja vdlida. Entao para cada § = 1/n,
n € N, existe s, > 0 tal que

f(@, 5n)

Sn

1
> K — — 2.2
> K- - (22)
mas,

1
G n O
(x,8,) < "

ou seja, G(z,s,) — 0. Além disso, G(x,s) > 0 para todo s > 0. De fato, suponha
que exista s > 0 tal que G(x,s) = 0. Entao, pela definicao de G, f(x,s)s = 2F (x, s),
o que tmplica que

sd
§EF(m, s) = F(z,s)

isto €, F(x,s) = s*. Logo, f(x,s) = 2s o que contradiz (f3).

Dai, necessariamente temos s, — 0, pois caso contrdrio, para n suficientemente
grande s, > « > 0 para alguma constante positiva o, e como G(x,s) € crescente,
obtemos

G(z,s,) > G(x,a) >0
o que contradiz o fato de G(x,s,) — 0. Logo, por (2.2) e (f3) temos

0= lim L&)

n—oo Sn

>K=K<O0.

FEsta contradi¢ao mostra que (A1) € satisfeita, e como utilizamos o fato de que (As)
¢ satisfeita, temos que (Ay) implica em (Ay). Logo a hipdtese sobre G € mais fraca
quando a nao-lineridade € assintoticamente linear.

Finalmente, observe que (fy) sempre € vdlida quando a < oo em (fy), pois se

f(x,8)s™ — a quando s — o0 e p € (2,13—]_\[2) se N>3ep>2seN =2, temos
1
) flas) 1
§—00 Sp_l §—00 S Sp_2

Observacao 2.3 A condi¢ao cldssica de Ambrosetti-Rabinowitz (AR) € uma
hipotese mais forte do que (f1)-(f1), pois, quando a < oo em (f4) ndo é possivel
que (AR) seja satisfeita e quando a = oo existem fungoes que satisfazem (f1)-(f1)
mas nao cumprem a hipdtese de Ambrosetti-Rabinowitz.

De fato, pela condi¢ao (AR) obtemos para s > 4 > 0

f(z,5)
F(z,s)

Sp WICR)
[ s | il

ulogt|§ < log F(z,t)

0< < , reRY,

» =

o que implica

Dali, segue que

S
5’
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Capitulo 2 2.1 Introducao

ou seja,
p(log s —logd) < log F(x,s) — log F(x,0).

Assim, obtemos para s > 6 e x € RV,

S\ H F(x,s
log <5> < log ngai

Concluimos
elog(s/(s)# < elog(F(x,s)/F(:L‘,(S))’ s> (5’ T &€ RN,

o que implica que
F(z,9)
oM

Mas, como f € L®(RY), existe uma constante C' tal que

F(z,s) > th.

F(z,9)
O

Co
sh> gt s>0, xeRV.
oM

Assim,
F(x,s) > Cys", s>6, ve€RY,

com C; = (C§)/é*. Logo,
fla,s) = EF(z.5) > o™ 526, weRY.

com Cy = uCy. Assim, quando a < 0o, nao é possivel que a condi¢gao de Ambrosetti-
Rabinowitz seja satisfeita, pois para s suficientemente grande teriamos, utilizando
(f1) e a desigualdade acima, a seguinte expressao

Cos" ™' < f(z,8) < as,

ou seja, s~ < as/Cy, o que nao pode ocorrer para valores grandes de s.

Quando a = oo pode ocorrer que a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz seja
satisfeita, mas nossas hipoteses em f nao implicam nisso. Por exemplo, considere
a nao-linearidade f(z,s) = f(s) = slog(s + 1), s > 0. Notemos que esta funcao
satisfaz (f1)-(f1) e (A2). De fato, como f ¢é continua (e portanto Caratheodory),
(f1) € satisfeita. Além disso, para p = 3 temos

f(s) _ log(s+1)

53 52 ’
o que implica que
1 1)) 1
i (086D L
s—+00 (82)' §——+00 28(8 + ].)

Logo, pela regra de L’Hospital

f(s) log(s+1)
3 52

— 0 quando s — +o0,
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Capitulo 2 2.2 Geometria do Passo da Montanha

e portanto, (f2) também é vélida. As condigbes (f3) e (fy) também sao satisfeitas,

pois
L)

lim == zﬁli%log(s%— 1)=0
e
lim 5) = lim log(s+1) = occ.
Ss——+00 S s——+00

Finalmente, como a fungao f(s) = slog(s + 1) é crescente, (A;) também vale.
Porém a condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz nao é verdade para essa nao-
linearidade. De fato, como

(s+1) 52

1og(s+1)_(s+1>1og<s+1)+§—Z

F(s) = /Ostlog(t + 1)dt =

obtemos, desde que seja valida a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz, que existe
1 > 2 tal que para todo s > 0 temos

1 2 2
,u((s—; ) log(s—l—l)—(s+1)log(s—|—1)+§—%) < s%log(s + 1),
isto é,
1 2 2
[%—u(s—i—l)—sﬂ log(s—i-l)ﬁ,u(g—sz)

o que implica
2
(S — S
log(s+1) < :
e PPy e oy
Desde que 2s +1 — pu(s +1) < 2s+1—-2s —2 = —1 < 0 escolhemos s de tal
que pus — s > 0 e obtemos para tais valores de s que log(s + 1) < 0, que é um
absurdo. Portanto a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz nao é verdade para essa
nao-linearidade, apesar de satisfazer (f1)-(f1) e (A2).

2.2 Geometria do Passo da Montanha

Como mencionado na Introducao, para demonstrar o Teorema (2.1, basta
encontrarmos um ponto critico nao-trivial para o funcional I : H'(RY) — R

definido por
1
Iw) = el = [ Pl
2 on

De fato, o funcional I acima est4 bem definido pois, se u € H*(R") temos
CQ&
[ Fwds < SE P + Gl < o,
RN
o que sera provado no Lema 2.4/ logo em seguida. Além disso, o funcional I possui
uma Geometria do Passo da Montanha. Desde que /(0) = 0, os dois lemas seguintes

sao fundamentais para mostrarmos esse fato.
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Capitulo 2 2.2 Geometria do Passo da Montanha

Lema 2.4 Assuma que (f1)-(f3) acontecem. Entao

1
I(u) = SllulP* +o(ul*) ~ quando w— 0.
Prova. Inicialmente provemos que, dado ¢ > 0, existe C. > 0 tal que, para todo
s >0,
f(z,s) <es+ O qt.p. em z € RY. (2.3)

x?
De fato, pela hipotese (f3), temos

lim f(@:s)

s—0 S

=0 uniformemente em z € RY,

isto ¢, dado € > 0, existe 0 > 0 (que néo depende da variavel x) tal que
0<s<d= f(x,s) <es. (2.4)
Ja a hipotese (f2) nos estabelece o seguinte:

lim f(z,s)

s—4oo0 gp~1

=0 uniformemente em z € RY,

ou seja, dado € > 0, existe R > § (que também nao depende da variavel z) tal que
s>R= f(v,s) <esPh (2.5)

Agora vamos utilizar (f;). Como f : RY x RT — R ¢ Caratheodory a fungao f(x, )
¢ continua em [§, R] e assim a fungao f(x,s)/sP~! é continua para todo s € [4, R).
Logo, existe sg € [0, R] tal que

z, 30)

flz,s) < sp_lf(—.

S0

Como f(-,5) € L®(RY), existe K < oo tal que

K
< sP7'— para todo s € [§, R].
So So

l’,So)

Fays) < s I

Em outras palavras, temos provado que existe uma constante K tal que
f(z,s) < Ks"~' para todo s € [0, R). (2.6)
Neste ponto, tome C. = max{K, e} e com o auxilio de (2.5) e (2.6) obtemos
flz,s) <esP '+ P 'K <C.sP™! se s>6

Finalmente utilizando (2.4) com a expressao acima concluimos que, dado ¢ > 0,
existe C. > 0 tal que, para todo s > 0,

f(z,s) <es+ O q.t.p. em z € RY.
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Capitulo 2 2.2 Geometria do Passo da Montanha

Dai, integrando de 0 até u ambos os membros da desigualdade (2.3) obtém-se

u u u CE
F(z,u) = / flz t)dt < / etdt —i—/ C AP 1dt = S+ (2.7)
0 0 0 2 p
o que implica

3

/ F(x,u)d:vgi/ u2+C’/ uP = —|Jul| + C||ull”.
RN 2 RN RN 2 p

Como a imersao H'(RY) < LP(RY) ¢ continua para 2 < p < 2* se N > 3 e
2<p<oose N =1,2, segue que

028
/ B, upde < ==l + Gy lJull
RN

ou seja,

F(x,u)dr C

fRN ( 2 ) < 2 + Cpllul|P"? — 0 quando u — 0.

[l 2

Logo,
,/1 F(z,u)dz = o([[ul|*) quando u— 0
RN

e portanto

1
I(u) = Slull* + o([|u]*) quando w — 0.

Observagao 2.5 De maneira andloga ao que foi feito na demonstracao do lema
acima, assumindo as mesmas hipdteses (f1)-(fs), podemos provar que

I'(wyu = [[ull* + o(||ull*)  quando u — 0.

Lema 2.6 Assuma que (f1), (f2), (f1) ocorrem e suponha que K € (0,a). Entao
existe v € HY(RYN), v # 0 satisfazendo I(v) < 0.

Prova. Cosideremos o caso em que a < oo em (fy). Sejam

d*(N) = /R Ne’2|x|2dx ¢ D(N) = 4[d(N)]? / |22 d

RN

Para a > 0, defina

Temos

2 & 2 1 N
P(N) = / 2l :AN/ N 2igr— " T (=
( ) ]RNe X ( ) ; r e T F(%—i—l) 2¥ 5




Capitulo 2 2.2 Geometria do Passo da Montanha

22 N2

2
N ' T N+t4
2 9272 22

N2

DN) = 4] [ fafe e =1

RN 2

onde A(N) é o volume da esfera unitaria em RY e I' ¢ a fungao gama. Nas igualdades
acima, utilizamos também os seguintes resultados

N/2

2

x 1 (1\"R /N
N—1_—2ar? _ - s
/0 r e dT__aN/Z(Q) F(Z), a>0

A(N) = (veja [9, pag. 615]),

(S

N N
_ 2 _ 2 _ 2
/ lz2e 2 dy = / E 22 | e Mo P dy = E / z2e 217 dg
RY RN \i=1 i=1 /RY
[ [e.e] 9 N o0 5
/ rie *"idy, | | / e*QIJ’dxj
—0o0 j=1 —00

J#i

N/2 N 1/2 7r(1\71)/2] aN/2
2

N
T T\ 1/2 T
= 2 2. 23/2 11 (5) ] =2 l25/2 ToN=1)/2 (N-1)/2

i=1 L j=1 =1

J#i

onde h 22e” % dy; = L/Q e b e dy, = (= 2 a > 0 (veja [9, pag. 187])
. 7 T 2@3/2 - ] a bl .] 9 p g' .

Mostremos que w, € H'(RY). Temos,

2 d aN/Q —2a\a:|2d
/RNwa(x)x = d2(N)/]RN€ x
1

A(N) [0 rN=le=2dr '

1 1 1 (N+2)/2 N
— AN/2, . Z A
= « ( )(NH)/QF(%) N2 (2) F<2) =1 < oo,

1
2

N/2

= «

A(N) / pN—1g—20r% ).
0

e para todoi=1,..., N,

8wa< )= 0

<[d(N)]—laN/4e—a(x%+...+w?\,)> _ [d(N)]—1aN/4(_2a:Bi)6_a‘x|2
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Capitulo 2 2.2 Geometria do Passo da Montanha

donde

2
/ <3wa<x)) de — 4[d(N)]2a(N+4)/2/ xlzefzamzdx
RN 31’1 RN

00 N

_ 4[d(N)]f2a(N+4)/2 [/ $712€72ax1 dz; H/ €—2aa:] dl']]

S j=1

2 (N+4)/2 ml/2 AN
_ - +
= a0 e T (5)

J#i
172 T(N=1)/2

25/203/2 (20)(N-1)/2

— 4[d(N)]_2Oé(N+4)/2

N . 7TN/227N/2

SN2 N2 =alN < oo

= Q-

o que implica que w, € H(RY). Além disso,

2 N
[Vwel3 = Z/ (%wa x ) dr = ZQN = N%?a = aD(N).
Ti i=1

Em particular, se fixarmos o € (O “( ]f,( > obtemos

[Vwa|3 = aD(N) < a — K. (2.8)
Por outro lado, por (f4), dado € > 0, existe A > 0 tal que

‘f(%S)

—a| <e sempre que s> A.

S

Logo, se s > A temos

F(z,s) a| _ |[y flz,t)dt a fo x,su)sdu  a
52 21 52 2 52 2
1 1 1
= J Su)udu—/ au| = / u (f(x, su) —a) du
0 st 0 0 su
1 1
< u’m—adugz—:/ udu:§<e,
su 0 2
ou seja,
F
lim (z,5) — 2 \uniformemente em z € RY.
s——+00 52 2

—~

Desde que, para todo z € RY, tw,(z) — +0o quando t — +00, segue que

. F(z,tw,) wia N
tilinoo e =5 q.t.p. em x € R". (2.9)
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Agora, observe que (f1), (f3) e (fs) implicam na existéncia de uma constante C' > 0
tal que, para todo s > 0

<C qt.p. emz € R".

0< F(:c2,s)

S

De fato, por (f3), dado € > 0, existe § > 0 tal que

f(z,5)

S

< e, sempre que s < 0.

Ja (f4) nos diz que para todo £ > 0, existe R > 0 tal que

f(z,s)

< a+e¢e, sempre que s> R

e finalmente (fi) nos fornece que existem sy € [0, ] (devido a continuidade de
f(z,)) e K < oo (pois f(,5) € L®(RY)) tais que

f(l',S) < f(.T,So) < 5 - K.
S S0 S0
Dai, para todo s > 0, obtemos
s

Logo,

F(a,s) _ Jy fa, t)dt _ fol f(x, su)sdu

52 52 52

— /Olf(ijudug(a—l—f()/oludu::C

5
para todo s > 0, isto é, existe uma constante positiva C' tal que para todo s > 0

F(z,s)

>— < C qt.p. em RY.
S

0<

Em outras palavras, para t > 0, temos

F(z,tw,)

< Cw? € L'(RY). (2.10)

Entao usando (2.9) e (2.10), segue do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, que

F(x, tw, 2
lim Mdm = / Lol gy = g/ widr = e
t——4o00 RN t2 RN 2 2 RN 2
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Por (2.8) obtemos

1 K
o Iwe) L3IV [+ S el — fn Pl tea)de
t—otoo 2 t—o00 t?
1 , K 9 _ F(z,tw,)
= SIVul+ Gl = tim [ S
1 , K a
= = a —— =<0
SIVeald+ 5 - 5

Logo, existem 7 > 0 e t > r tais que I(tw,)/t* < 0. Tomando v = tw, conclui-se
que I(v) < 0, com

[0l = [tl[lwall = [t]|C[lwalls = tCy > R >0,

ou seja, v # 0.
No caso em que a = oo em (fy) a demonstracao é andloga com pequenas alteragoes.
[ ]

No proximo resultado, usamos os Lemas [2.4] e 2.5 para mostrarmos que cada
funcional, pertencente a familia de funcionais em H'(RY) definida por

L) = SJul2 - )\/ Flz,u)dz, \e[1,2],
2 RN
possui uma geometria do Passo da Montanha. Em particular, o funcional I também
tem esta geometria. Além disso, aplicamos o Teorema [1.3 para a familia (1), com
A € [1,2], e obtemos uma seqiiéncia de Palais-Smale para quase todos os funcionais
I, desta familia.

Lema 2.7 Assuma que (f1)-(fs) ocorrem. FEntdo a familia (I\) com A € [1,2]
satisfaz as hipoteses do Teorema [1.5. Em particular, para quase todo N € [1,2],
existe uma seqiiéncia limitada {v,,} C HY(RYN) tal que

L(vm) —cx e I\(vy) —0 em HYRY).

Prova. Sejam
1

A(u) = §||u||2 e B(u)= /RN F(z,u)dx.

Note que A(u) — 400 quando |lu|| — oo. Além disso, B(u) > 0 para todo
u € HYRY). Para ver isto, basta mostrar que F(x,s) > 0, para todo s > 0.
De fato, segue pela Regra de L’Hospital que

lim ﬂf) — 0.
s—0 S
Além disso,
d [ F 2_9F 2
a (l‘,S) _ f(:L‘, S)S (:E,S)S — _G(J;7 s) >0 para todo s > 0.
ds 52 st s
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Logo, F(x,s) é uma fungao nao-decrescente, e portanto, F'(x,s) > 0 para todo
s > 0. Pelo Lema 2.4, temos

/ F(z,u)du = o(||u]|*) quando wu — 0
RN
donde

1 1
B = gl =x [ Flewds = 3l = Ao ulf)

1 1
= lul? (5 - )\0(1)) > 4—1||u||2 >0 quando u— 0

o que implica que existe r > 0 tal que I,(u) > 0, com ||u|| = 7, ou seja,

inf Iy(u) > 0 = I(0).

lul=r
Para v € H'(R") obtido no Lema 2.6, temos

1 2
Slol

—/ F(z,v)dz <0
RN

ou seja,
1
—||v|I? S/ F(az,v)dmg)\/ F(x,v)
2 RN RN

desde que A > 1. Logo I (v) < 0 para todo A € [1,2], com v # 0 tal que |[v]] > .
Entéo, fixando a seguinte classe de caminhos ligando 0 a v em H'(RY)

['={y€C([0,1], X);7(0) = 0 e y(1) = v}
temos, para todo A € [1,2] ey €T

inf I)(u) < Ih(u) < max I\(y(t))
[Jul|=r t€[0,1]

o que implica
ey 2> |\iIH1£ I\(u) > 0=1(0) =max{I(0),I(v)}.

Aplicando o Teorema (1.3 segue o resultado. [ ]

2.3 Uma seqiiéncia de pontos criticos

Nesta secdo, a partir da seqiiéncia de Palais-Smale {v,} obtida no Lema
2.7, encontramos uma nova seqiiéncia {u,}, cujos termos sdo limites fracos de
subseqiiéncias de {v,}. Mostramos também que, cada termo da seqiiéncia {u,}
é um ponto critico de algum funcional pertencente a familia (7,) definida na segao
anterior.

Daqui por diante usaremos a seguinte terminoligia:
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Definigao 2.8 Seja {u,} € HYRY) uma seqiiéncia limitada arbitrdria. Se, a
menos de subseqiiéncia, existirem o >0, R >0 e {y,} C ZN tais que

lim uid:c >a>0,

"% J Br(yn)

dizemos que {u,} nao se anula, ou que acontece o nao-anulamento.

Quando for necessario, consideraremos a seqiiéncia transladada de {u,}, para
obtermos

lim uidm >a > 0.

n—oo BR

Caso nao ocorra o nao-anulamento, para todo a > 0, R > 0 e {y,} C Z" temos

0 < lim uidm <«
"7 J Br(yn)
ou seja,
lim wldr =0

Logo, para todo R > 0,
lim sup / uidr = 0.
Br(y)

n—oo yGZN

Definigao 2.9 Seja {u,} C HY(RY) uma seqgiiéncia limitada arbitraria. Se para
todo R > 0 e a menos de subsegiiéncia tivermos

lim sup / uldr =0,
" yeZN J Br(y)

dizemos que {u,} se anula, ou que acontece o anulamento.

Lema 2.10 Assuma que (fi)-(fs) ocorrem. Seja {u,} C HY(RY) uma segiiéncia
limitada arbitraria que se anula. Entao

lim G(z,u,)dz = 0.

n—0o0 JpN

Prova. Com o auxilio do Lema|A.23 do Apéndice A (Lema de Lions) sabemos que,
se {u,} se anula entdao u, — 0 em LI(RY) para todo ¢q € (2,2*). Por (2.3) e (2.7),
para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

[z, un)u, < gui + Cub

o que implica que

C
F(z,u,) < %ui + f“ﬁ
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Capitulo 2 2.3 Uma seqiiéncia de pontos criticos

Logo,

S @ un)unde < ellunllz + Cellunll}

€ C
F,un)dz < = [Jun|2 + == ||un] 2.
/RN (@, un)dz < Sllunll; pHUHp

Usando a imersao H!'(RY) — L?(R"), o fato de € > 0 ser arbitrario, a limitacao de
{u,} em H'(RY) e a convergéncia u,, — 0 em LP(RY) com p € (2,2*), obtemos

[z, un)undr < 5OI||U7LH2 + CsHUnHﬁ < 6C~'1 + CsHUnHﬁ — 0

RN
© C C
I ~
F(z,u,)dr < =Chllun|]® + —||un||? < eCy + —||u,||? — 0.
[ Fau)de < SCalunl + Sl < G+ =l
Portanto,
. . 1
lim G(z,u,)dz = lim [— f(x,un)undm—/ F(x,un)das] =0
n—oo JpN n—oo 2 RN RN
como querfamos. ]

Lema 2.11 Assuma que (f1)-(f1) € (A1) ou (Ay) ocorram e seja \ € [1,2]. Entao
para toda seqiiéncia limitada {v,,} C H'(RY) satisfazendo

(7) 0 < lim Iy(vm) < e

(ii) I\ (vm) — 0 em HY(RY),

existe {ym} C ZN tal que, a menos de subseqiiéncia, U, (x) = vy (T — ym) satisfaz
Um, — uy # 0 com I\(uy) < cy e I{(uy) = 0.

Prova. Desde que

1
I(vm) = §va\|2 — )\/RN F(x,vy,)dx

e
L (V)i = [Jom || — )\/ f(x, vm)vpde,
RN
temos ] \
I)\(Um) - _I;\(Um>vm = 5 f(x,vm)dx - )‘/ F(Ia Um)dx
2 2 RN ]RN

o que implica que

A G(z,vp)dx = I\(vy,) — %Iﬁ\(vm)vm.

RN

Agora, como {v,,} C H'(R") ¢ limitada, temos

|13 (0m)Om| < (L (vm) [ [om ]| — 0
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donde segue que

1 1 1
G(x,vy)dr = —I\(vy) — =1\ (V)vm — — lim Iy(vy,) >0, X € [1,2]
RN A 2\ A m—0oo

Entéo, pelo Lema 2.10, {v,,} C H'(R") nio se anula, ou seja, existe {y,,} C Z" tal

que, a menos de subseqiiéncia, u,,(z) = v, (z — yy,) satisfaz: existem o >0e R >0
tais que

lim [ w?dx>a>0. (2.11)
Além disso, pela condi¢ao (f1) o problema (2.1) ¢ invariante por translacao, isto é,
se u(zx) é solugao de (2.1) entdo u(z — y,,) também é solu¢ao. De fato, para todo
¢ € C°(RY) temos

K u(r — ym)edr + /
RN R

K 1WW@M+/

RN RN

V(e = ym) - Vipdo — - fl@,u(z — ym))pdx
Vu(z) - Vy(z)dz — - f(z,u(2))(z)dz = 0.

Dai, obtemos

(1) 0 < lim Iy(um) < cy;

(ii) I\ (um) — 0 em H'(RY).
Temos, a menos de subseqiiéncia, que u,, — uy em H'(RY), pois {u,,} ¢ limitada
em H'(RY). Mostremos agora que uy # 0, I5(uy) = 0 e I (uy) < cy.

Afirmagao 1 wuy # 0.

Podemos considerar uy > 0, pois assumimos f(z,s) = 0 para todo s < 0. Desde
que a imersao H'(Br) — L*(Bg) ¢ compacta, segue da limitagao de {u,,} e de
Upm — Uy, que U, — uy em L*(Bg) (a menos de subseqiiéncia). Dai, por (2.11)
temos

|usl3 > / uidr = lim uldr > a >0
Br m—e JBr
o que mostra que uy # 0.
Afirmacao 2 I{(uy) =0.
Desde que C§°(RY) é denso em H'(RY) ¢ suficiente verificarmos que I5(v)p = 0

para todo v € C5°(RY). Seja (-, -) o produto interno em H*(RY) associado a nossa
norma escolhida. Entao

(U —up, ) = K [ uppdr+ / (Vi - Vo)dx
RN RN
-K uypdr — / (Vuy - Vp)dx
RN RN
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donde

L (um)e — I\(uy)e = K U pdx + / (Vuy, - Vo)dx — A f(x, u)pdz
RN RN

RN

-K uypdr — / (VurV)dz + A f(z,uy)pdx
RN RN RN

= (Unm —ur, ) — A/ (f (@, um) — flz,uy))pdz.

RN

Como u,, — uy em H*(RY) segue que (u,, — uy, ¢) — 0, quando m — oo.
Por outro lado, pelo Teorema [A.27 do Apéndice A, se u,, — uy em H'(R") entao
Uy, — uy em L (RY) com ¢ € [1,2*) se N > 2 e q € [1,+00) se N = 2. Na

loc
seqiiéncia, mostraremos que

lim (f(x,um(x)) — f(z,ur(z)))dz = 0.

m—0o0 RN

Com efeito, desde que u,,(z) — uy(z), q.t.p. em RY segue pelo fato de f ser
Caratheodory que f(x, u,(x)) — f(z,ur(z)) q.t.p. em RY. Além disso, por (2.3),

f(z,um) < euy, + Coubt € L, (RY).
onde p € (2,2)se N >3 ep>2se N =1,2 ouseja, f(x,u,) < h(r) e L}(RY)

q.t.p. em RY. Dai, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
que

[ (o) Foun@)))ds -0

Logo, quando m — oo temos

I () — Iy ()0 = {ttms — s ) — A / (F () — £ u3))pde — 0

RN
e portanto I (uy) = 0.

Afirmacgao 3 I)(uy) < c,.

Por (A;) ou (As), G(x,s) > 0, para todo s > 0 q.t.p. em RY. Mostremos entao

que G(x,u,,) satisfaz as hipoteses do Lema de Fatou. Primeiramente, temos que
G(z,umy) > 0, para todo m € N. Além disso, por (2.3) e (2.7)

/G(m,um)d:z: = 1/ f(x,um)umdx—/ F(z,up)d
RN 2 RN RN

< Crelluml]? + Collum||P < oo

donde segue que G(x,u,,) € L*(RY) e, como {u,,} é limitada, obtemos também que

sup G(z, Uy, )dr < o0.

m RN
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Logo, usando o Lema de Fatou juntamente com a Afirmacao 2, obtemos

1
cx > lim Iy(uy,) = lm [Iy(un,) — §Ig(um)um] =\ lim G(x, up)dx

m—00 m—00 m—00 RN

Z /\/RN G(ZE,U)\)dZL’ = ]A(U)\) - % ;\(u,\) = ]A(U)\)

o que prova a afirmacao 3 e a demonstracao do lema esta concluida. [ ]

Agora, com o auxilio dos Lemas 2.7 e 2.11), estamos em condi¢oes de demonstrar
a existéncia de uma seqiliéncia cujos termos sao pontos criticos de funcionais
pertencentes a familia (1)), com X\ € [1,2]. Isto ¢é feito através do seguinte resultado:

Lema 2.12 Suponha que (f1)-(fs) € (A1) ou (As) ocorrem e seja A € [1,2]. Entao
existe uma seqiiéncia {(An, un)} C [1,2] x HY(RYN), tal que

(1) Ay — 1 e {\,} € decrescente;

(i) un # 0, In, (u) < e, €I} (u,) = 0.

Prova. De fato, pelo Lema 2.7, existe uma seqiiéncia {v,, } limitada e uma seqiiéncia
decrescente {An} tal que A\, — 1, Iy, (vm) — ¢, € I3 (vm) — 0.

Por outro lado, fixando cada A, € [1,2] acima, pelo Lema 2.11] existe uma seqiiéncia
{ym} C ZN tal que, a menos de subseqiiéncia, u,,(z) = vn,(r — y,,) satisfaz,
U, — ux # 0 em H'(RY) com I, (uy,) < cer, € Iy (un,) = 0.

Assim, obtemos uma seqiiéncia {(\,,u,)} C [1,2] x H'(RY), onde u, = uy, # 0 e
u, > 0 q.t.p. em RY, tal que

(1) Ay — 1 e {\,} & decrescente;
(i1) un # 0, In, (un) < ey, e I (un) = 0.

Finalizamos esta secao com alguns comentarios tteis que envolvem a nao-
linearidade f(z,s) e a seqiiéncia {u,} obtida no Lema acima.
Sabendo que A\, > 1, temos para todo n € N

1 1
Iy, (u) = =||lul|* - )\n/ F(x,u)dr < =|ul®* - / F(z,u)dx = I(u),
2 RN 2 RN
o que implica que ¢y, < ¢;. Logo, se {u,} C H*(RY) for limitada temos

1
sl =% [ Flaudr <,
RN

ou seja,

—/ F(z,u,) < Ch.
RN
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Além disso

)\n/ f(z, up)u,de = ||un||2,
RN

o que implica que
f(xa un)undx S CZ

RN

An [ (@ un)vde = (un, v) < lun[[[v]];
RN

donde segue
f(z,up)vdr < O, Vo € HY(RY).
RN
Em particular, temos a seguinte limitacao:

1 1
/ G(x,up)de = —1, (up) — =15 (un)u, < o <c=c¢ YneN
RN A " 2\,

2.4 Existéncia de solucao positiva nao-trivial

Nesta secao, usamos os lemas da secao anterior, bem como as idéias de suas
demonstragoes, para estabelecer existéncia de solugao para a equagao (2.1) e com
auxilio do principio do méximo fraco mostramos que uma solugao é estritamente
positiva.

Lema 2.13 Assuma que (f1)-(f1) e (A1) ou (As) ocorrem. Se a seqiéncia {u,} C
HY(RY) obtida no Lema 2.12, for limitada, existe u # 0 tal que I'(u) = 0. Em
particular, u € uma solugdo nao-negativa nao-trivial de (2.1).

Prova. Definamos {z,} ¢ H'(R") por z, = t,u, com t, € [0,1] satisfazendo

I n) = I, (tu,). 2.12
A (2n) mmax A (Tt (2.12)

Tal definigao é possivel, pois I, (tu,) é continua para ¢t € [0,1] e portanto assume
méaximo em [0, 1], ou seja, para todo n € N existe t,, € [0, 1] tal que

I, (z) = Iy, (thuy,) = tem[amﬁ I, (tuy,).

Se para algum n € N, ¢, nao for tnico, escolhemos o menor deles. Por construcao,
{zn} ¢ limitada. Além disso, I} (2,)z, = 0, para todo n € N, pois I} (z,) = 0, para
todo n € N por ser um ponto de maximo, e entao temos

1

An /RN G(z, zp)dx = 1), (z,) — 5 A (Zn)zn = 1, (20). (2.13)

Por outro lado, pela observacao 2.5 e desde que Iy, (u,) = 0, temos que {u,} ndo
pode convergir para 0 em H!(RY), pois se u,, — 0 teriamos

0=
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o que é um absurdo. Dai, existe a > 0 tal que ||u,|| > «, para todon € N. Por (2.12))

temos Iy, (z,) = m[oewl(] I, (tu,) > I, (tuy,), para todo t € [0, 1] e pela observagao 2.5
te|0,
quando t — 0 temos
I, (tun) 1 of[[tual)

Ellunl> 2 2|

o que implica que
I, (tu, 1
lim I, (tun) —_—
=0 12]|uy, || 2

Logo, existe ty > 0 tal que, para todo t satisfazendo 0 < t < tj, temos
Ly 2
B(ts) > 2|
donde segue, usando o fato que ||u,| > « > 0 para todo n € N,

1
Iy, (z0) > I, (tuy,) > thHunHz > —t2a > 0,

1
— 4
ou seja,
liminf I, (z,) > 0.

n—o0

Logo, por (2.13)), segue que

n—oo n—oo

lim inf )\n/ G(z, zp)dz = liminf I (z,) > 0
RN
e, a menos de subseqiiéncia,

lim /\n/ G(z, z,)dr = lim G(x, z,)dr = lim I)(z,) > 0.
RN

n—oo n—oo RN n—oo

Pelo Lema 2.10/ {z,} néo se anula, e como u, > t,u, = z,, ¢ facil ver que {u,}
também nao se anula. Neste ponto, repetindo o que foi feito nas afirmacoes 1 e 2
do Lema [2.11 para o funcional I e para a seqiiéncia {u,}, concluimos a existéncia
de solugdo u € H*(RY) para (2.1).

Finalmente aplicando o principio do maximo, v > 0 em RY. Com efeito, suponha
que exista o € Br(z), onde R > 0 é arbitrario e z € R¥, tal que u(yy) = 0. Como
u >0 em Bg(z), segue que 3y ¢ um ponto de minimo para u em Bg(z). Logo, pelo
principio do méximo concluimos que u é constante em Bg(z). Como u(yy) = 0,
entao u(y) = 0 para todo y € Bg(z). Desde que R > 0 ¢ arbitrario, u(y) = 0, para
todo y € RV, que é um absurdo, pois u é nao trivial. [

Em vista do Lema 2.13, para completarmos a prova do Teorema 2.1, precisamos
verificar que {u,} C H'(RY) ¢é limitada. Isto serd feito nos proximos lemas.
Suponha, por contradi¢ao, que ||u,|| — co. Defina a seqiiéncia {w,} C H'(R")

por
Unp,

[l

Wy =
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Claramente ||w,|| = 1 e passando, se necessario, a uma subseqiiéncia temos w,, — w.
Como para todo R > 0 e y € ZV a imersao H'(Bg(y)) — L*(Br(y)) é compacta,
temos, a menos de subseqiiéncia, que w, — w em L?(Bg(y)). Consideremos entao
dois casos: ou w = 0 para todo R > 0 e y € Z" ou entdo existem R > 0ey € ZY
tais que w # 0. No primeiro caso, para todo R > 0 e y € Z", obtemos

lim w2dr = 0,
"7 JBr(y)

ou, equivalentemente,

lim sup / widw =0 para todo y € ZV
Br(y)

n—00 yeZN

isto &, o anulamento acontece. J4 no segundo caso, existem R < oo e y € Z" tais
que

lim w2dz # 0.

"% J Br(y)
Mas, a expressao acima implica que o anulamento nao ocorre, donde segue que {w, }
nao se anula. Portanto ou {w,} se anula ou nao se anula.

Provaremos usando (A4;) quando a < oo ou (Ay) quando a = oo em (fy) que
nenhuma das duas alternativas anteriores podem acontecer, logo {u,} C H'(RY)
deve ser limitada.

Assuma primeiro que {w,} C H'(R") ndo se anula. Entao, exatamente como
foi feito na demonstragao do Lema 2.11, usando se necessario a invariancia por
translagao de (2.1), obtemos que w, — w # 0 em H'(RY). Também podemos
assumir sem perda de generalidade que w, — w q.t.p. em RY, pois w,, — w em
LL (RY), q € [1,2*]. Neste ponto, a demonstragio sera separada nos casos a < 0o

loc
ea=o0em (fy).

Lema 2.14 Assuma que (f1)-(fs) ocorrem com a < oo em (fs) e que K € (0,a).
Entao, o nao-anulamento de {w,} C HY(RY) ¢é impossivel.

Prova. Provaremos que 0 # w € H'(R") satisfaz o problema de autovalor
— Au(z) + Ku(z) = au(z), z € RY. (2.14)

Isto nos forneceré a contradi¢ao desejada, desde que sabemos que o operador —A nao
possui autovalores em H*(RY) (veja Corolario/A.22 do Apéndice A). Para provarmos
que (2.14) acontece, é suficiente verificarmos que, para todo ¢ € C§°(RY),

[RN [VuVe + Kweldr = / l[awep]dz. (2.15)

RN

Lembrando que

I, (up)p = / [Vu, Vo + Ku,plde — )\n/ f(x,uy)pdr =0
RN R

N

43



Capitulo 2 2.4 Obtengao de uma solugao positiva nao-trivial para (2.1))

ou seja, cada u, é solugao fraca do problema —Au+ Ku = A, f(z,u), obtemos para
todo ¢ € C°(RY)

/ Vw, Vo + Kw,p|dx :/ )\nf(x’un)wngodx (2.16)
RN

RN Up

isto é, cada w,, é solugao fraca do problema

—Aw+ Kw = )\nf(m,u)w
u

Desde que w,, — w em H'(RY), temos para todo ¢ € C*(RY) que (w,, p) — (w, ),
isto é,

/ [Vw,Vo + Kw,plde — [VuVp + Kwyldz. (2.17)
RN RN
Afirmamos que

)\nwwn — aw q.t.p. em RY. (2.18)

Para provarmos (2.18), é conveniente distinguirmos os casos w(z) = 0 e w(z) # 0
(sem perda de generalidade podemos assumir que w # 0 ¢ definido em todo RY).
Seja z € RY tal que w(x) = 0. Usando (f1), (f3) e (f1) vemos que existe C' > 0 tal

que
f(z,s)
S

0< < C paratodo s >0 q.t.p. em RV, (2.19)
Entdo, desde que {\,} C R ¢ limitada e w,(r) — w(z) q.t.p. em RY para cada
x € RY, temos

0 < 5 JEum@)

S wp(x) < A\ Cwy(z) — 0 = aw(z).

Dai, seja z € RY tal que w(x) # 0. Entdo, necessariamente, temos u,(r) — 0o
pois Uy, (x) = wy(x)||u,|| — o0, ||un]] — o0 e w,(z) é limitada. Entao usando (fy),
e sabendo que A\, — 1 obtemos

)\nM — a quando n — oo.
Conseqiientemente,
/\nM(n()w))wn(x) — aw(zr) quando n — oo (2.20)
Up(

e (2.18) esta estabelecida. Agora, sejam ¢ € C§°(RY) fixa, porém arbitraria, e
Q C RY um conjunto compacto tal que supp ¢ C . Pela compacidade da imersao
HY(Q) — LY(9Q), temos w, — w em L'(Q). Assim, existe h € L) tal que
wy(x) < h(x) q.t.p. em Q e usando novamente (2.19) temos

[z, un)

Unp

0<A, w, < Cw, < Ch q.t.p. em €. (2.21)
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Por (2.18) e (2.21), aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

segue que
/ [)\n (x’un)wngo} dr — / l[aw|dzx. (2.22)

Combinando (2.17) e (2.22)) concluimos que

0 :/ Vw, Ve + Kw,p|dx —/ {)\nf(x’un)wngo} dx
RN RN Up

— [VwVe + Kwpldr — / l[awepldz,

RN RN

ou seja,

/ [VwVe + Kweldr — / [awp]dz =0 para todo ¢ € C5°(RY),
RN

RN

e assim obtemos (2.15). Portanto w é solucao fraca de (2.14) e o lema esta provado.
|

Lema 2.15 Assuma que (f1)-(fs) ocorrem com a = oo em (fy). Entdo o nao-
anulamento de {w,} C H'(RY) ¢ impossivel.

Prova. Como cada u,, é solucao fraca de
—Au+ Ku= A\, f(z,u),

deduzimos, de forma semelhante ao que foi feito no lema anterior, que

Vo, Vode + K | wwde—x, [ 7 (2, un)

RN RN RN Hun”

v=0 YveHRY) (223

ou seja, w, é solucao fraca do problema

f(x, un)

"l

—Aw+ Kw =\
Entao, como w, — w temos para todo v € HY(RY), (w,,v) — (w,v), ou seja,
/ [Vw,Vvdr + Kw,v]de — [VwVudr + Kwv|dx
RN

RN

ou ainda,
lim f(@, )

oo Jrn|un|

vdr = / [VwVv + Kwvldx
RN
e, em particular, fixando v = w obtemos

lim flw, un)

w
n—oo Jpn |lunll

dx = ||lw|]* < oo. (2.24)
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Mas, considerando o conjunto 2 = {z € RY;w(x) # 0}, temos

[t Un |l Un

Entio, sabendo que [ > 0, (f(z, un)w)/lluall € LI®RY), (f(z, un)w)/llun]l > 0,
para todon € Ne q.t.p. em Q e

sup [z, up)

wdxr < o0,
n Jry |t

deduzimos pelo Lema de Fatou que

lim flw,un)

n—oo Jon  ||unl|

wdr = +00.

Isto contradiz (2.24). n

Lema 2.16 Assuma que (f1)-(fs) ocorrem com a < oo em (fy). Entao se (A;)
ocorre, o anulamento de {w,} C H'(RY) é impossivel.

Prova. Temos que cada u,, é solucao fraca do problema
—Au+ Ku = A\, f(z,u).

Entao

/ (Vo + Kullde = A, [ L8) 00, (2.25)
RN

RN Up,

e deduzimos, pela normalizacio de {w,} C HY(RY), que

f(@, un)

lim widr = 1. (2.26)
n—0oo [pN Un
Definamos, para § > 0 dado em (A;),
n J
Qn:{xERN;MgK——}, n € N.
Up, 2
Entao, desde que, 1 = [lw,||* = |[Vw, |13 + K |lw, |3, temos

[z un) 0 / 2 o 1 [Vw,|3
< —_ — = _ — _—
/Q s wydr < | K 2) ), w;, dx K 5 I I
1 )
< —(K-=).
- K (K 2>

Conseqiientemente, usando (2.26) devemos ter

lim inf / J@ytn) 20 0. (2.27)
RN\Qp

n—00 Uy,
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De fato, caso contréario, se

liminf/ S, un) wdr = 0,
RN\Q

n—00 Uy,

entao, a menos de subseqiiéncia, temos
T,u T,u 1 )
1= lim )\, f( n) w?dr = lim f n) widr < — | K — =
n—oo RN Up, n—oo K
o que é uma contradicao. Afirmamos agora que

limsup [RY \ Q,| = cc. (2.28)

n—oo

Suponha, por contradi¢ao, que

limsup [RY \ Q,| < cc. (2.29)

n—oo

/ Mwidm < C/ w2dz.
RM\Q,  Un RN\Q,

Mas, como {w,} C HYRY) se anula e é limitada, pelo Lema [A.23, temos que
w, — 0 em L"(RY) para todo r € (2,2*). Levando em conta (2.29) e usando a

Note, por (2.19), que

1 1
desigualdade de Holder com p € (1,2* — 1) e — 4+ — = 1, temos
p q

1 1 1
/ w?dr < (/ wipda:) ’ (/ dx) ' <K (/ wipdx> "0
RN\Q, RN\Qn RN\Q, RN\Qp

o que implica que

lim w2dx = 0.
Logo,
lim @ un) un)w2 =0

n—oo RN\Qn Unp, "

o que contradiz (2.27) e (2.28) é valida. Como, por hipotese G(z, s) ¢ nao-negativa,
temos

/R Gla,uy)de > / G(z, up)dz

RN\Qp

e por (2.11), deduzimos para todo n € N, que

/ G(x,uy)dr < c (2.30)
RN\Q,

Por outro lado,
f(z,un)

)
2K—§, para todo z € RY \ Q,
U,
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e entdo por (A;)
G(z,u,) >0 q.t.p. em RV \ Q,. (2.31)

Combinando (2.28)) e (2.31)) obtemos

/ G (2, un)dz > 5|RN \ Q| — oo
RN\Q,,

o que contradiz (2.30). Isto finaliza a prova do lema. [

Lema 2.17 Assuma que (f1)-(f1) ocorrem com a = oo em (fy). Entio se (As)
ocorre, o anulamento de {w,} C H'(R") é impossivel.

Prova. Usaremos novamente a seqiiéncia {z,} C H'(R") introduzida no Lema
2.13. Afirmamos que, sob nossas hipoteses e desde que ||u,|| — oo, temos

lim I, (2,) = +oc. (2.32)

n—oo

De fato suponha, por contradigao, que para algum M > 0

liminf Iy, (z,) < M (2.33)

n—oo

e para cada n € N definamos

ke = AN -

[l

Como a seqiiéncia {k,} C H'(RY) se anula e ¢ limitada, como na prova do Lema
2.10, obtemos

/ F(z,k,)dx — 0.
RN

Para n € N suficientemente grande, temos

1
L, (k) = =lkall? = M | F(x,kp)de =2M — N, [ F(z,k,)dz > Sar (2.34)
" 2 RN RN 2

e pela defini¢ao de z,, (2.34) contradiz (2.33)), pois

3

implica que
g]\/[ <liminf I, (z,) < M.

n—oo

Observe que a desigualdade I, (k,) < I, (z,) ¢ verdadeira, pois, em k,, o termo
t = VAM /|lu,| pertence ao intervalo [0,1], desde que v4M /||u,|| se aproxima da
origem para n € N suficientemente grande. Entao, a contradicdo obtida acima
mostra que (2.32) ocorre. Dai, temos I} (z,)2, = 0, para todo n € N, e entao

1

I, (z,) = I, (2,) — §If\n(zn)zn =\, /RN G(z, zp)dz. (2.35)
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Combinando (2.32)) e (2.35) vemos que
/ G(x, z,)dr — +00.
RN
Mas por (As) e (2.11) temos também
/ G(z, z,)dx < D G(z,u,)dr < C, ¥YneN,
RN

RN

Esta contradicao prova o Lema. [ ]
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Capitulo 3

Condicoes locais de bifurcacao para
um problema semilinear

3.1 Introducao

Neste capitulo, utilizamos um resultado anédlogo ao Teorema Abstrato do
Capitulo 1 para estudar, sob condigoes locais, a existéncia de pontos de bifurcagao
para a seguinte familia de equagdes nao-lineares:

—Au(z) + Mu(x) = f(z,u(z)), X>0, zcRY (3.1)
onde a nao-linearidade f : RY x R — R satisfaz f(z,0) =0 q.t.p. em z € R".

Definigao 3.1 Dizemos que A = 0 é um ponto de bifurca¢ao para (3.1)y se existir
uma seqiiéncia {(An,un)} C RY x HY(RY) de solugoes nao-triviais de (3.1)y, com
An — 0 e ||u,|| — 0. Neste caso, {(An,u,)} € chamada uma seqiéncia bifurcante.

Mostraremos que condigbes fracas locais sobre f(x, -) sdo suficientes para garantir
que A = 0 é um ponto de bifurcagdo para (3.1),. Mais precisamente, para algum
d > 0, vamos considerar as seguintes condigoes sobre a nao-linearidade f(z, s):

g1) f:RY x [-4,6] — R é uma fungao Caratheodory;

g2) lim f(z,s) = 0 uniformemente para todo s € [—0,J];

|z|—00

()

S

g3) Existe K > 0 tal que limsup / ’ < K uniformemente em z € RY;

s—0

F
g4) lim —(x, )

= 0 uniformemente em = € RV;
s—0 52

g5) Uma das seguintes condigoes sao validas

(1) para N > 1, existem A > 0,d € (0,2) e a € <0, 2(2]\7‘1)) tais que

F(x,8) > A(1 + |z])~%s[*™ para todo s € [~4,0] e q.t.p. em z € RY
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Capitulo 3 3.1 Introducao

(i1) para N = 1, existe « € (0,2) tal que

F(x,s) > r(x)|s|*"*, paratodo s € [-§,d] e q.t.p. em z € R

onder € L*(R), r>0e / r(z)dz > 0 (o valor 400 é possivel).
R

Fixando um ntamero real A > 0, uma solucao classica do problema (3.1),, é uma
fungao uy € C?*(RY) que satisfaz a equagdao para todo ponto z € RY. Ja uma
solugao fraca para (3.1), ¢ uma funcao uy € H'(RY) que satisfaz

/ (VurVou + Aupv)de = f(z,up)vdz ¥ v e CRY).
RN

RN

O funcional energia I, : H*(R") — R associado a equacao (3.1)y é dado por

I\(u) = /RN[|VU|2 + \u?]dr — /]RN F(z,u)dz, onde F(z,s)= /0 [z, t)dt.

Além disso, o funcional I, ¢ de classe C' em H'(R") (veja Lema A.9 do Apéndice
A) e seus pontos criticos correspondem exatamente as solugoes fracas de (3.1)y.

Observagao 3.2 Note que a hipdtese (gs5)(i) € mais fraca do que a hipdtese (gs )(ii).
De fato, basta observar que
0<(A+z)) <1, qtp. emzecRY, de(0,2)

e (1+ |z|)~? ¢ integravel. Logo, r(z) = A(1 + |z|)~¢ € L®(RY), N > 1, com r > 0
e Jon T(x)dz > 0, ou seja, de certo modo (gs5)(¢) ¢ um caso particular de (gs)(it).

Exemplo 3.3 Seja

1
F(z,s) = (1 + |z)" s[> (2 + sin W)
S e

onde o € (0,2/N). Entao a fungao

OF (z,s)

= (1+ ]z [(2+ a)]s|"F*(2 + sin|s|7*) — as| cos |s| 7]
satisfaz as hipdteses (g1)-(gs).

De fato, como as funcdes em s acima sdo todas continuas e (1 + |z|)~t € L®(RY),
a condicdo (g;) ¢ trivialmente satisfeita. Além disso, para s € [—9, ]

(24 a)|s]"F*(2 +sin |s| ™) — as| cos[s| ] <32+ a)d'** +ad =C
Logo, uniformemente em x € RY, temos

{(2 + a)|s|' (2 + sin |s|7*) — a|s|cos|3|a} _0
(14 [x) ’

lim f(z,s)= lim

|z|—o0 |z|—o0
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Capitulo 3 3.2 Estrutura variacional

14+a : —a) _ —a
f(z,s) < (24 a)|s|'"T(2 + sin|s|7*) — als| cos |s| <c
s 1+ |z|
) Flas)
: z,$ : 1| .| : —a\] _
tim 25— i (14 )72 +sin )] =0,

ou seja, (g2)-(g4) sao satisfeitas. Por fim, para todo s € [—4, 4],
F(z,s) = (14 |z)7|s[*(2 +sin |s] ™) > (1 + |2])~"|s]**
e (gs) também ¢é satisfeita.

Observagao 3.4 As condicoes locais exigidas aqui sobre a nao-linearidade f sdo
condicoes locais mais fracas do que a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, com

s € [=6,4].
Com efeito, consideremos a funcao f do exemplo anterior. Temos

f(z,5)

S

=(1+]z)) ' [(2+ @)s*(2+sins™*) —acoss ], s € (0,0]

e como (24a)s*(2+sins ) — 0 quandos — O e lir% acos s~ “ nao existe, concluimos
S—

que nao existe lir% f(x,s)/s. Porém, quando a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz é
§—>!

valida, necessariamente f(z,s) = o(s) se s — 0, ou seja, a fungao f do Exemplo 3.3
satisfaz (g1)-(g5) mas ndo cumpre a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz. Portanto
(AR) ¢ uma hipodtese mais forte do que (f1)-(f5).

O principal resultado deste capitulo ¢ o seguinte:

Teorema 3.5 Assuma que (g1)-(g5) sao vdlidas. Entio X = 0 € um ponto de
bifurcacao para (3.1)y.

3.2 Estrutura variacional

Nesta se¢do, modificaremos f(z,s) no exterior de [—d,d], com o intuito de
estudarmos o problema (3.1), sob condigbes globais com respeito a nao-linearidade
f. Assim, seja f : RY x R — R definida por

N f(x,—d)se s < —0 q.t.p. em x € RY
f(x,8) =< f(z,s) se s€[-6,08 qt.p. emz e RN
f(x,8) se s >4 q.t.p. em x € RY.

E facil verificar que a nova funcio ]? satisfaz as hipoteses (g1)-(g5) para todo
s € R. Além disso, por (g3), para todo s € R temos

|f(z,s)| < Kl|s| q.t.p. em z € RY,

donde segue que

- s s K
|F(x,s)| < / |f(x,t)|dt < K/ |t|dt = E|S|2 q.t.p. em z € RY (3.1)
0 0
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Capitulo 3 3.2 Estrutura variacional

e conseqiientemente

- K
/ Fla, u)dz < -~ |[ul. (3.2)
]RN 2

Denotamos por (?jvl) A @ nova familia de equagoes obtida substituindo f por f e
introduzimos os funcionais I : H'(R") — R definidos por

Bfa) = [Vl + Aluly =2 [ Fa.ds
R

onde F(x,u) = / flz,s)ds e A > 0.
0

Pelo Lema A.9 do Apéndice A, Iy é um funcional de classe C' em H'(RY) para
cada A > 0. A norma
lull® = [[Vull3 + Allull3

¢ equivalente a norma usual de H'(RY), desde que A > 0. Além disso, a todo ponto
critico uy de I corresponde uma solucio (A, uy) € R x HY(RY) de (3.1),.

Em seguida, vamos mostrar que, para A > 0 suficientemente pequeno, I, possui
a geometria do passo da montanha.

Lema 3.6 Assuma que (g1)-(gs) ocorrem. Entao Iy(u) > M|u||* + o(||ul|?) quando
u — 0 para todo X € (0,1].

Prova. Por (3.1), se |s| > 1 temos

F(z,s) < §|s]2 < g\slq, q € (2,27]. (3.3)
Ja por (g4), dado € > 0, existe 1 > §(¢) > 0 tal que

F(x,s) <el|s]?, se |s| <6< 1. (3.4)
Finalmente, para |s| € [, 1], temos
F(x,s) < §|3|2,

o que implica que

o ﬁ(l’,S) K q *
F(.’E, 8) < |S’q_2 < ?|S| qc (272 ] (35)
Por (3.3)) e (3.5),
K
F(z,s) < E|S|q’ |s|] > d(e) > 0.

Utilizando (3.4) e fazendo C(e,q) = K/2 na expressao acima, obtemos que, para
todoe >0eq€ (2,2 (¢ >2se N =2) existe C(e,q) > 0 tal que

F(z,s) <els]> + Cle, q)|s|".
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Capitulo 3 3.2 Estrutura variacional

Entdo, pelas imersoes de Sobolev, existe C(e, q) > 0 tal que para todo u € H'(RN)
[ Pl < <ful? + Ce, o)l
RN

e dai deduzimos

Jan F(z,u)dz

E :‘5"‘5(57(1)““”(1 — 0 quando u — 0

donde
/ F(z,u)dz = o(||ul|*) quando u — 0.
RN

Desde que u € HY(RY) e A € (0,1], temos
B = Vel + Ml 2 [ e = Ml Aul 2 [ Flewe
RN RN

donde segue que
In(u) = Mull* + o(fJulf?)

como queriamos provar. [

Lema 3.7 Assuma que (g1)-(gs) ocorrem. Entdao existem \g > 0 e vo € H'(RY)
tais que Iy, (vo) < 0.

Prova. Para \ > 0, definamos vy(z) = de~V**l. Denotando B(N) por

B(N) = 52/ e~ 2Wldy = 52wN/ pN e dp (3.6)
RN 0

onde wy é a area da esfera unitaria em R”, temos

o
loall} = &° /N G_Z\F’\xld:v:(SQwN/ pN-1e=2Vr .
R 0

N-1
oo 1 N o

= Sw / (L) e % (—)d = 5w )\2/ N=le=2rq

N o \/X )\ P N 0 1Y 4

= B(N)A

Para 1 <i < N,
D) (2) = 5%\/_ ~VRlal
ox; ]

e daf

02| VA
2 _ v 72\f|1‘\d 52)\ 72\F)\|x|d
Vol = [ NZ i = [ e g

= 52)\/ e~ 2Vl gy — 62/\wN/ pN=1e=2VAr gy,

RN 0
_ 1-4 2 > N—-1_-2p 7 __ 1-4
= AN 20wy p" e Pdp=B(N)\' 2.
0
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Capitulo 3 3.2 Estrutura variacional

Logo, vy € HY(RY). Além disso,
loAll> = [Vorll3 + Alleall3 = 2B(N)A' . (3.7)
Agora, se (g5)(7) é valida, entao

/ F(z,vy)dz > A/ (1 + |z])~Hwa|* 2 da.
RN RN

Considerando |y| > 1 > VA, que é equivalente a (1 + |y|/vA)~¢ > (2ly|/vV )4,
temos, mudando quando necessario para coordenadas polares,

A/ (1+|x|)_d|w|adx _ 5a+2A/ (1+|$|>—de—(a+2)\m$|dx
RN RN

—d
= 524 / (1+|y—|) ety
2\ VA ’

—d
> 5a+2A)\f% / (1 4 M) 6*(a+2)|y|dy
lyl>1 VA

>

W 2y[\ ™ _
5a+2A>\ ];/ <_) e (a+2)\y|dy
w1 \VA
_ 5a+2A)\glg72d/ ‘yrde*(a+2)\y|dy

ly|>1
d_
2

= D(N,d,a)\ , (3.8)

vl

0 que mostra que

ol

L(ws) = [[os]l? 2/ Fla,o0)dz < 2B(N)N=F — 2D(N, d, a)ri-
RN

Desde que d < 2, claramente temos I)(v)) < 0 para todo A > 0 suficientemente
pequeno. Por outro lado, quando (gs)(ii) ¢ valida,

/ﬁ@’w)d?l?Z/r(x)]w]a“dx
R R
e, para A > 0 suficientemente pequeno,
/T‘(x)|v>\|adx = 5a/r(l,>e—(a+2)ﬁ|zdx
R R
> (5a+2/ T(l‘)e_(a—i_mﬁ'xld;p V 1> 0)
|| <p

Z 5a+26—(a+2)\/xﬂ/ r(m)dx (V [1, > 0)

|z <p

/xwr(x)dx > %min {/Rr(x)dx, 1}

99
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para (> po > 0.
De fato, se [, r(z)dz > 1 temos

min {/Rr(x)dx, 1} .y

Entao, para todo p > po, f| r(z)dz esta suficientemente proximo de [, r(x)dz,

z|<p
donde segue que

/m|<u7“(x)dx > % 1= %min {/Rr(x)dx, 1} .

Agora, se er(a:)dJ: < 1 temos

min{/Rr(x)dx,l} _ /R'r(x)d:c

e para todo p > po, f| r(z)dz esta suficientemente proximo de [, r(z)dz, donde

segue que

z|<p

/|Z|S#T(:B)d:x > %/Rr(:v)d:v _ %mm{/mr(x)dx, 1}

0 que prova nossa afirmacao.

Logo, sendo a afirmagao anterior verdadeira, temos para A > 0 suficientemente
pequeno que

/r(x)|v>\|o‘d:v > 5a+2€_(°‘+2)ﬁ“/ r(z)dz (Vu > 0)
R

lzl<u
1
§5a+2€f(a+2)ﬁu min {/ r(z)dz, 1} (para 1 > yig)
R

> 15°‘+2min{/r(:z:)d:(;,l}
4 R

= FE(a). (3.9)

Entao, usando (3.7), obtemos

v

I(vy) = ||U,\||2—2/ﬁ(x,v>\)dx < 2B(NIAY —25(a)
R

< 2B(N)VX —2E(a)
e Iy(vy) < 0 para A > 0 suficientemente pequeno. [ |

E importante notar que na prova anterior usamos apenas a condi¢ao de f(z,-)
em [—¢, 0], quando esta corresponde a f(z,-). Entao este lema é valido independente
da escolha particular de f que tenhamos feito.

Lema 3.8 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Entao existe A\g > 0 tal que, para todo
A € (0, N, 0s conjuntos

Ty = {y € C([0,1]; H'(RY));7(0) = 0 e I1(v(1)) < 0}
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sao nao-vazios. Além disso, para X € (0, Ao

— inf L(y(t)) > 1,(0) =
c(A) = inf mmax A(1(1) > 1n(0) =0

e a fungdo X — c(\) € nao-decrescente.
Prova. Note que se 0 < \; < Ay temos
Iy (u) < Iy(u), YueH(RY),

o que mostra que I'y, C I'y,. Logo ¢(A) < ¢(Ag) e temos que A — ¢(\) é nao-
decrescente. Desde que I,(0) = 0, para todo A > 0, pelo Lema 3.0 temos

/ F(x,u)dz = ofl|ul]?) quando u — 0,
]RN

o que implica que

L(w) = ull’ - 2/RN F(x,u)dz = ||ul]* = 20(|[u]|?) = [lul*(1 - 20(1))
Lo 1o
> 2||u|| = 2r >0

para algum r positivo satisfazendo r < QB(N)AI_%. Logo,

inf I)\(u) >0= I)\(O)

l[ull=r

Além disso, pelo Lemal3.7 temos I (vy) < 0 para A suficientemente pequeno, ou seja,
existe A\g > 0 tal que I,(vy) < 0, para todo A € (0, \g]. Logo, para cada A € (0, Ao
com |[vy] = 2B(N)A}"2 > r ¢ fixando

[y = {y € C([0,1], H'(R"));7(0) = 0 e I ((1)) < 0} #0

temos
HnHlf I(u) < Iy(u) < m[éuf] I(y(t), Vv eTly,
ul|=r te|0,
ou seja,
inf [ < inf I 1)) = c(N).
nf Mu) < inf mnax A(v(1)) = ¢e(A)
Portanto,

=
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3.3 Um ponto critico para quase todo A € (0, A\

Nesta secao, provamos a existéncia de pontos criticos para quase todo funcional
I, com A € (0, \g]. Isto é um passo fundamental para obtengao de uma seqiiéncia
bifurcante para a equacio (3.1)j.

Neste sentido, usamos duas proposicoes analogas as Proposicoes [1.1/ e (1.2, que
sao preliminares do Teorema Abstrato [1.3. Procedemos da seguinte forma: desde
que a aplicagdo A — ¢(\), onde A € (0, )), ¢ ndo-decrescente, ¢’(A), a derivada
de ¢()), existe para quase todo A € (0, ). Seja A € (0,Ag) um valor fixo, porém
arbitrario onde ¢/(\) existe e considere {\,,} C (0, A\g) uma seqiiéncia estritamente
decrescente satisfazendo A,, — A. Temos a seguinte proposigao:

Proposicao 3.9 Para qualquere > 0, existe uma seqiiéncia de caminhos {~v,} C T'y
tal que, para m € N suficientemente grande,

(@) [y (D)]13 < d(N) + 3¢ se v (t) satisfizer

D(m(t)) = ¢(A) —e(Am = A); (3.10)

(i) mass 1(0(8)) < -+ (=¢(0) +26) (o = ).

Fazendo a escolha € = ¢(\) > 0 temos quando (5.10) € vdlida
7 < (5+3K)e(A) + (1 + K)d(A) = 5*(N)
para K > 0 definido em (g3) e m € N suficientemente grande.

Prova. A prova de (i) e (ii) é analoga & demonstragao da Proposigao 1.1, bastando
considerar em (i) a seguinte identidade

) = L0 =200

Para provarmos a ultima estimativa da proposigao, escolhemos ¢ = ¢(A) > 0 e temos,
quando (3.10) é véalida e m € N é suficientemente grande,

[ym@)]2 < (A) +3c(A) e Li(ym(t) < 2e(A).

Entao, usando (3.2), obtemos

IV (8113

DO (®) = Mm@ +2 [ Fam(O)do

BOw®) +2 [ Flem(®)ds

LY () + Kl ()11
2c(N\) + K(d'(X) + 3¢(N)).

IN

IA A
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Assim, quando (3.10) é valida,

[yl = IV @3 + [ (B3
< 2¢(A) + K((N) 4+ 3c(N)) + ¢ (N) + 3¢(N)
= (5+3K)c(\) + (1 + K)J(\) == B(N\).

Isto finaliza a prova da proposicao. [ ]

Provaremos agora que, quando ¢ () existe, o funcional I, possui um ponto critico
nao-trivial que esta contido na bola de raio 23(\) centrada na origem. Para a > 0,
definamos o seguinte conjunto:

F,={ue H'(RY);[lull <28()) e |I\(u) —c() < a}.
Temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.10 Para todo a > 0,
inf{|| I (uw)|;u € F,} = 0. (3.11)

Prova. Suponha, por contradigdo, que (3.11) ndo ¢é vélida. Entao, devido a
geometria do passo da montanha (Lema [3.8), escolhemos a > 0 de modo que, para
todo u € Fy,

1
I\(u)] >a e 0<a< 50()\).
O restante da demonstracgao segue os mesmos passos da prova da Proposicao 1.2, m

Lema 3.11 Assuma que (g1)-(gs) ocorrem. Entao para cada X € (0, o] onde existe
d(N), existe uy € H*(RY) com 0 < ||uy|| < 26(N) tal que (A, uy) € RT x HY(RY) ¢
uma solugao do problema (3.1),.

Prova. Pela Proposigao 3.10, quando ¢/(\) existe, I, tem uma seqiiéncia de Palais-
Smale {u,,} C H'(RY) no nivel ¢()\) que estd contida numa bola de raio 23(\)
centrada na origem. Desde que {u,,} é limitada, sem perda de generalidade,
podemos assumir que u, — uy em H(RY) (a menos de subseqiiéncia). Para
finalizarmos a prova, precisamos justamente mostrar que u,, — uy em H'(RY). A
condigao I (u,,) — 0 em HH(RY) nos diz que

/ [Vu, Vo + Au,vlde — f(z, upm)vde — 0.
RN RN
Afirmamos que
Fz, up )ode — flz,u)vdz, ¥ ove H'(RN). (3.12)

RN RN

De fato, por (g2), dado € > 0 existe ¢(¢) > 0 tal que

|f(x,un)| < e sempre que |x| > c(e).
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Logo, para qualquer v € C§°(RY),

/ (Flars ) — f (a2, 03) i s/ 17, )| + 1 F, us) [Jode
|z|>c(e) |z|>c(e)

< 5/ |v|de = Ae.
|z|>c(e)

Temos também, para c(e) dado acima, que

[ ) Flempode < [ () = Fw wpol +
~x,um —~m,u v|dx
+f (7€) = ool

para todo v € C{°(RY). Agora, como u,, — uy em H'(RY) entdao u,, — uy em
LL (RY), ¢ € [1,2*]. Logo, a menos de subseqiiéncia, un,(z) — ux(z), q.t.p. em

B.()(0) = {z € RY; |z| < ¢(e)} e |um(z)| < h(z), onde h(z) € L*(Be(0)). Como

f é Caratheodory,

f(:c,um(:v)) - (:c,u)\(x)) q.t.p. em Bc(s)(())

e por (3.1)

F@,um (@) < Klun (@) < K[h(z)] € L' (Bes)(0))-

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
[ I(F ) = Flauuids -0
|z[<c(e)
o que prova a convergéncia em (3.12). Dai
/ [Vu, Vv + Auy,v)de — flz,uy)vde Vv e HY(RY). (3.13)
RN

RN

Definindo L : HY(RY) — H~*(R") por
(Lu)(v) = / [VuVo + Auwldr = (u,v),
RN

pelo Teorema da Representacao de Riesz, dado ¥ € H-}(RY), existe uma tnica
fungdo u € HY(RY) tal que

U(v) = (u,v) = /RN [VuVo + uwvldr = (Lu)(v), Y v e H'(RY)

com ||ul| = ||¥||g-1mn), ou seja, L é bijetiva. Pelo Teorema da Aplicagdo Aberta,
L~! também ¢é continua. Logo, aplicando L™ em (3.13)), obtemos

Upy — L7HP (uy))

onde ®(uy) = [pn F(z,uy)dz. Pela unicidade do limite fraco, concluimos que
Uy, — uy em HY(RY) e portanto (A, uy) € RY x HY(RY) ¢ uma solugio de (3.1)y. m
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3.4 Existéncia de sequéncia bifurcante para o
problema modificado

Nesta secao, deduzimos a existéncia de uma seqiiéncia estritamente decrescente
An — 0 com ¢(A\,) — 0 e d(\,) — 0. Feito isto, em particular pela Proposigao 3.9,
B(\,) — 0 e pelo Lema [3.11 obtemos uma seqiiéncia bifurcante para (3.1),.

Lema 3.12 Assuma que (g1)-(gs) ocorrem. Entio c(A)A™t — 0 quando X\ — 0.

Prova. Usaremos novamente a funcio teste vy(z) = de~V ! introduzida no Lema
3.0. Pela prova do Lema [3.6, sabemos que I)(vy) < 0 para todo A € (0, A\o]. Entéo,
devido a caracterizagao variacional de ¢(\), necessariamente temos

A < I(t
o( )_tfél[(% A(tua)

pois () :=tvy € I'y. Por (3.7), temos para todo A € (0, Ao e para todo t € [0, 1]

Ly(tvy) = tZHVU,\Hg + )\Hv,\H% — Q/RN F(z,tvy)dx

= 2B(N))\1‘]2Vt2—2/ F(z, tvy)dz
RN

onde B(N) foi definida em (3.0). Distinguimos os casos (i) e (i) em (g5). Quando
(g5)(7) € valida, temos, usando (3.8)), que para todo A € (0, \¢] e para todo t € [0, 1]

/ Flao toy)de > ta+2A/ (1 + )~ Joy | 2da
RN RN
> D(N,d,a)\s= 22,

Entao, para todo A € (0, \] e t € [0, 1], temos

Li(tvy) < 2B(N)A'" 242 — 2D(N, d, )\~ 2 t+2, (3.14)

Seja

g(t) = 2B(N)A'" 242 — 2D(N, d, a)A2~ 2 1**2 ¢ € [0,1].
Se

/ 17E d_ N a+2

g'(to) =to(4B(N)AN "2 —=2(a+2)D(N,d, ) 2" 2t5") =0
encontramos ) )
2 o B o
to = [ —— _BV) \o~oa
a+2 D(N,d, «)

e desde que

g"(t) = 4B(N)A'" % = 2(a+ 2) (o + 1) D(N, d, a) A2~ 2 ¢,
obtemos,

¢"(to) = —4aB(N)A'"7 < 0.
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Caso tivéssemos considerado ¢; = 0 teriamos encontrado
¢"(t) = AB(N)A'"2 > 0,

e tal ponto nao seria ponto de méximo. Dai, o ponto t; encontrado acima é ponto
de maximo no intervalo [0, 1] para a fungao g(t) e

glt)) = max [2B(N)A1‘* 2D(N, d,a) A% ztaﬂ

te(0,1)
. 2 B(N) \*
—2D(N,d,a)( (V) ) ])\9

(a ZDNd a))
= O(N,d,a))\’

a+2D(N,d, «a)

onde § = (1—5)(22) — 2(¢—- %), Como, por (g5)(i), a < @ 0 que é

equivalente a 6 — 1 > 0, temos
c(MAT < C(N,d,a)\"" — 0 quando A — 0.

Agora, quando (gs)(ii) ¢ valida, usando (3.9), para todo A € (0,)\] e t € [0,1],
temos
/ﬁ(x,tv,\)d:v >t / r(z)va|*2de > E(a)t*t2.
R R
Entao, para todo t € (0, \o] e para todo t € [0, 1],

Lton) = V(oI + Alltoal — 2 / P, toy)da
R
> 2B(1)A2t2 — 2E(a)t®

Um célculo anélogo ao que foi feito para o caso (g5)(i) nos mostra que o maximo
do lado direito da expressao acima ¢ da forma C(a)X\’ onde 6 = (« + 2)/2«. Como
0 < a < 2 é equivalente a # — 1 > 0, obtemos

cMAT < C(@)N™! - 0 quando A — 0,
o que finaliza a demonstragao do nosso lema. ]

Lema 3.13 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem.  Entao, eziste uma seqiéncia
estritamente decrescente A, — 0 com c¢(\,) — 0 e ¢/(\,) — 0.

Prova. Pelo Lema [3.12, sabemos que ¢(A)A™' — 0 quando A — 0 e entao,
necessariamente, temos c¢(A) — 0 quando A — 0. Afirmamos que existe uma
seqiiéncia estritamente decrescente \,, — 0 com ¢'(\,,) — 0.
Suponha, por contradicao, que

a = liminf ¢ (\) > 0.

A—0

Desde que a funcdo A — ¢(A) é nao-decrescente e positiva, temos para A > 0
suficientemente pequeno,

A

> _ — '(4)dt.
c(N) > (M) }Lli%c(h) }lllir(l) : c(t)dt
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Para ¢ = a/2, existe 0 > 0 tal que, para todo A € (0,9) temos ¢/(\) > a. Logo,

A A
A
cN) > lim [ d()dt > 1lim [ dt =2

ou seja, c(A)/X > a/2 > 0. Mas, isto estd contradizendo o fato que c(A)A™' — 0
quando A — 0 e o lema esta provado. [

Finalmente, para concluir esta secao, vamos deduzir a existéncia de uma
seqiiéncia bifurcante para o problema modificado (3.1)y, o que é feito através do
seguinte lema:

Lema 3.14 Seja {\,} a seqiiéncia obtida através do Lema5.15. Entdo eziste uma
seqiiéncia bifurcante {( Ay, u,)} C RT x HYRYN) para o problema (3.1),.

Prova. De fato, a definigao de B(\) na Proposigao 3.9 nos fornece a seguinte
identidade:
B2(N) = (54 3K)c(A) + (14 K)J'(N).

Pelo Lema [3.11, para cada n € N, existe uma fungao u, = uy, € H'(R"Y) tal que
{(A\n,un)} CRT x HY(RY) é uma solugio do problema (3.1), e

0 < |lun|l < 28(\,) = (54 3K)c(\) + (1 + K)d'(\).

Mas, pelo Lema[3.13, #()\,) — 0 quando n — oo, donde segue que ||u, || — 0 quando
n — oo. Portanto {(\,,u,)} C RT x H'(RY) é uma seqiiéncia bifurcante para o
problema (3.1),. [

3.5 Existéncia de seqiiéncia bifurcante para o
problema original

Nesta segao, vamos finalizar a prova do Teorema 3.5 mostrando que a seqiiéncia
bifurcante {(\,, u,)} C RT x H(RY), obtida na segao anterior para a equacio (3.1)j,
também é uma seqiiéncia bifurcante para o problema (3.1),. Para isto, provamos
primeiro que a bifurcacao é valida na norma de L*°. Em outras palavras, vamos
mostrar que a seqiiéncia {u,} também satisfaz ||u,|c — 0.

Lema 3.15 Consideremos a seqiiéncia {(\,,u,)} C RY x HY(RY) obtida no Lema
3.14. Entao
lim ||yl =0

localmente em RN .
Prova. Para todo n € N, temos

Au, = Ay, — f(m,un) = g(z,u,) qt.p. em RV,
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De fato, seja R > 0 e Bp uma bola arbitraria em RY. Claramente, f(-,s) € L?(Bg)
pois,

/ |f(z, s)|2dx < K|s|2/ dr = K|s|*| Bg| < K% Bg| < oo,
Br Br

donde segue que g(-,s) € L*(Bg). Entao, sendo u, € H'(Bg) solugio fraca de
(3.1)x, segue pelo Teorema A28 do Apéndice A, que u, € H?*(Bg), para todo

R > 0, ou seja, u, € H2 (RY). Dai, utilizando as féormulas de Green, obtemos

(—Auy + Ay, v)e = / (—Au,v + Ayupv)der = / (Vu, - Vo + \u,v)de
RN RN

— f(x,u,)vdr = <fN('7un>,v>2

RN

para cada v € C(RN). Logo, (—Auy, + Aty — f(-,un),0)2 = 0 para todo
v € CP(RY), e portanto Au,, = \u, — f(,u,) q.t.p. em RY.
Agora, (3.1)) implica que

Ay | < Aplun| + [ f(2,u,)] < Xolun| + Kluy|. (3.15)

Por (3.15), vemos que, se {u,} C LP(Bg) para algum p € (1,00), entdo g(-,s) €
LP(Bg) e pelo Teorema [A.28| temos {u,} C W?*P(Bg). Além disso, como a norma
usual de W*P(Bg) é equivalente a norma

lully + > ID%ully, w € WP(Bg)!

|a|=2
e, pela estimativa de Calderon-Zygmund (Corolario [A.2 do Apéndice A)
‘ 0%u,,

8x,;(91:j
obtemos a seguinte desigualdade:

p

p

< C)IAunly < Cp) (Ao + K)[unll; < oo,

tn|[w2r(Br) < C(p)||tnllp, para todo n € N (3.16)

Finalmente, vamos usar um argumento de “boot-strap” para mostrar que
[tin][oc — 0.
Se N < 3 (isto ¢, N = 2,3), quando p = 2 temos 2 = p > N/2 e W?%(Bg) —
L*>(Bg). Dai, por (3.16), obtemos diretamente

[tnlloo < Cllunllw22sy) < C2)||unll2, Vn €N,

e como ||uy|l2 — 0, concluimos que ||uy||c — O.

Se N = 4, quando p = N/2 = 2 temos W??(Bg) — L4(Bg) para todo ¢ > p =
N/2 = 2. Entao, (3.16) ¢ valida para todo ¢ > N/2, e temos W*4(Bg) — L*°(Bg).
Logo, para todo n € N,

N
lunlloo < Cllunllwzagzn < Cl@)llunlle, a> 3

Lyver |4], Nota 9, p. 157
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e escolhendo ¢ < 2*, devido a imersao H'(Bg) < L4(Bg), 2 < q < 2*, obtemos que
|unll; — 0 e portanto ||u,||ec — 0.

Se N > 4, quando p = 2 devemos ter 2 = p < N/2, isto é, 1/p —2/N > 0 e temos
W22(Bg) — L%(Bg) com ¢ = (Np)/(N — 2p) = (2N)/(N — 4). Sabendo que
u, € H?*(Bg) = W*2(Bg), pela imersao anterior, deduzimos que u, € L% (Bg).
Logo, (3.16) também é vélida para o valor ¢;. Note também que

N
Q1Z§:>N§8

ou seja, 4 < N < 8 (isto ¢, N = 5,6,7,8). Logo, a imersdao W% (Bg) — L>(Bg) &
valida e por (3.160)), obtemos para todo n € N,

Cllunllw2a Bz < Cla)l[tnllg,

Clan)l[unllwz2z) < Clars 2)[[unll2,

<

donde segue que ||[uy]leo — 0.

Se N > 8, temos ¢ = (2N)(N
temos W24 (Bg) — L%(Bg), com ¢
u, € W21 (RN) e u, € L?(Bg). Logo, (3
também que

4) < NJ/2, ou seja, 1/ — 2/N > 0 e
= (@ N)/(N — 2¢1). Pelo caso anterior,
16)) também é valida para o valor ¢;. Note

=

a N
— > —=> N<12
N—qu_Q -

ou seja, 8 < N < 12 (isto é, N = 9,10,11,12). Logo a imersiao W29 (Bg) —
L*>(Bg) é valida e por (3.16)), obtemos para todo n € N,

q2 =

[unlloo < Cllunllwzaszry < Clg2)||tnllgs
< Cl@)lunllwza sy < Clar, @2)l[unllq
< Clq, @) lunllwzesr) < C(2,q1, 2)[[unll2 Vn €N,

donde segue que ||[up||o — 0.

Se N > 12, obtemos de modo anélogo, que ||u,|l« — 0 para 12 < N < 16 (isto é,
N = 13,14,15,16), e apés um numero finito de passos, a dimensdao N é atingida,
donde concluimos que ||u, || — 0 qualquer que seja a dimensao N, como queriamos
demonstrar. [ |

Observagao 3.16 O argumento de “boot-strap” utilizado no lema anterior é
particularmente simples por causa da estimativa em (3.16). FEsta estimativa foi
conseqiiéncia da escolha de f Se considerarmos uma aproxima¢ao variacional
cldssica, onde a condigdo de Ambrosetti- Rabinowitz € vdlida, provar que a bifurca¢ao
em L™ ocorre é bem mais dificil (ver [2]).

Portanto, pelo lema anterior, para todo x € Bg, temos

|un ()| < ||tn]loc — 0 quando n — oc.
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Desde que Bp ¢ arbitraria, segue que

lim |u,(z)] =0, VzeRY

n—oo

e, a menos de subseqiiéncia, temos u,(z) € [—0,0]. Portanto, {(\,,u,)} C
R*x H*(RY) ¢ uma seqiiéncia bifurcante para (3.1),. Isto finaliza a prova o Teorema

3.0l
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Capitulo 4

Um problema semilinear com
crescimento critico em R?

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de solugoes positivas para
uma classe de problemas elipticos semilineares em R? utilizando o Método dos
Multiplicadores de Lagrange. Mais precisamente, discutiremos o seguinte problema
semilinear auténomo:

— Au(z) + Ku(z) = f(u(z)), == (11,2) € R? (4.1)
onde K > 0 é uma constante.
Em relagdo a nao-linearidade f(s), consideremos a seguinte definigao:

Definicao 4.1 Dizemos que a funcio f : R — R tem crescimento critico em
+o00 se existe ag > 0 tal que

lim Js)

2
s—+oo XS

lim &

2
s—+4o00 X’

=0, paratodo o> «q

= 400, para todo o < qg;

Exemplo 4.2 A func¢ao f : R — R definida por f(t) = tet” tem crescimento
critico com ag = 1. De fato, se a > ag entao o« =1+ ¢ com € > 0 e portanto

o te” Lt
lim — = lim — =0.
t—+oo 0t t—+oo eEt
Se o < 1 entao
tetz 2
lim - = lim te"" = 40
t—+oo eot t—o00

Assumiremos que a nao-linearidade f(s) satisfaga as seguintes condigoes:
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hi) f € CY(R) e f(s) =0 para s < 0;

ha) f(s) = o(s) quando s — 0;

hs) f tem crescimento critico em +o00;
)

h4) Existe uma constante p > 2 tal que, para todo s > 0,
0 < uF(s / f)dt < sf(s);

hs) A fungao s — f(s)/s é crescente para s > 0;

he) Existem p > 2 e § > 0 tais que, para todo s > 0,

f(s) > ( (Sy +0) (ff) )

1

5 2 K 2 d 2

G g LkelVul+ K
ue H1(R?)\{0} UR? |u|sz} »

onde

(4.2)

Uma solugao cléassica do problema (4.1) é uma funcao u € C%(R?) que satisfaz
a equagao para todo ponto x € R?. Ja uma solugao fraca para (4.1) ¢ uma fungao
u € H'(R?) que satisfaz

/ (VuVo + Kuw)dr = | flu)vdr Vv € C°(R?).
R2 R2
O funcional energia I : H'(R?) — R associado a equagao (4.1) ¢ dado por

](u):%/R2[|Vu|2+Ku2]dx—/RQF(u)dx, onde F(s / f(t)

Além disso, o funcional I ¢ de classe C' em H'(R?) (veja Lema A.9 do Apéndice A)
e seus pontos criticos correspondem exatamente as solugoes fracas de (4.1)).

Dizemos ainda que uy € H'(R?) é uma solugao de energia minima para (4.1) se
I(up) < I(u) para toda solugao fraca u € H'(IR?).

O resultado principal deste capitulo ¢ o seguinte:

Teorema 4.3 Suponha que a nao-linearidade f satisfaca (hy)-(hg). Entdo o
problema (/.1)) possui uma solug¢io de energia minima positiva w no nivel

4
c=1(w)= inf  max/(tv) < -,
veH1(R2)\{0} t>0 Qp

ow
Além disso, w € esfericamente simétrica em torno de algum ponto de R? e 3_ é
r

negativa para todo r > 0, onde r € a coordenada radial em relagao ao ponto.
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A simetria radial para qualquer solugdo w do problema (4.1) segue por um
argumento encontrado em Berestycki-Lions, (veja [3], pag. 321) que afirma que
se ¢'(0) <0e g(s) =g(s) — ¢ (0)s &é uma funcao crescente, onde

—Aw = g(w) q.t.p. em R?

com
g(w(2)) = f(w(z)) — Kw(z), x€R?
entao, qualquer solugdo positiva de (4.1)) é esfericamente simétrica em torno de algum

w
ponto de R? e a ¢ negativa para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em
r

relagao ao ponto.

4.2 Estimativas sobre a funcao e’

Seja © um dominio limitado em R2. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (veja,
por exemplo, [17, 23]), para todo @ > 0 e u € Hj(f2), temos que

e e LNQ)

e existe uma constante C tal que

sup /ea“2 < (9|, se a<A4m.
Q

”u”Hé(Q)Sl

Usamos e provamos aqui a seguinte extensao do resultado anterior para todo o
espago R? obtido por Cao [0]:

Lema 4.4 Seu € H'(R?) e a > 0 entdo

/ [ — 1]dz < .
R2

Além disso, se |[Vul2 <1, |Julla < M e a < 47, entdo existe uma constante C, que
depende apenas de o e M, tal que

/ (e — 1]dz < C.
R2

Prova. Podemos assumir v > 0, desde que |V|u|| = |Vu|. Usaremos o método de
simetriza¢ao de Schwarz. Como, para s > 0 a funcao G(s) = e’ — 1 é continua,
crescente e G(0) = 0, podemos escrever

/ e — 1]dz = / [ — 1]da
R? R?

onde u* é a simetrizada de Schwarz da fun¢ao u. Para um determinado R > 1,

temos
/ [ea(u*)2 . 1]dl' _ / [ea(u*)2 . 1]dZL‘ +/ [ea(u*)Q B ]_]d$
R?2 |lz|<R lz[>R

/ ea(u*)de +/ [ea(u*)z B ]_]d;p
lz|<R lz|>R
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Consideremos v(z) = u*(x) —u*(Rzg), onde zy ¢ um vetor fixo unitério em R?. Note
que v € Hi(Bg(0)), pois v € H'(Br(0)) e se x € dBg(0) temos |z| = R = |Rxy.
Desde que u* é decrescente como fungao de |z| devemos ter u*(z) = u*(Rzp), ou
seja, v(x) = 0, para todo x € dBg(0), e portanto, v € H(Bg(0)). Além disso,

(u*)? = [v + u*(Rxo))* = v* + 2vu* (Rag) + u*(Rro)?.
Dado ¢ > 0, temos
vu*(Rxo) = (v2)Y?(u*(Rx)?)V? <
donde
(u*)? < v? +ev? + éu*(Rwof + u*(Rxo)?.

Assim,
(w)? < (1+e)v? + K(e)u"(Rao)?,

onde K(e) = 1/e + 1. Portanto,

/ Ba(u*)2dl' < / ea[(1+5)v2+K(6)u* (Ra:o)Q]dx _ eaK(e)u* (Rxo)? / ea(1+5)v2 dr
lz|<R lz|<R lz|<R

e pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja Teorema [A.24 do Apéndice
A),

/ eV dr < 00, Y ue H(Bg(0)), Va>0. (4.3)
|z|<R

Tomando € > 0 tal que (14¢)a < 47 e observando que [|Vu|lz = [|[Vu*||s < ||[Vulls <

1 obtemos
/ ea(u*)2 < eK(a,s)u*(Rxo)zf eoz(lJrs)dea:
|z|<R |z|<R
2

< C|Bg(0)|ef @ (o) — O RReK(asur(Beo)® (4 4)
Pelo Lema Radial 'A.4/ do Apéndice A,

[ @)] < Jo ' e, ¥ w0
e para todo u € H*(R?) tal que ||[Vullz <1 e |Julls < M, obtemos

' (Ran)? € (Rl o < 2
- ~ TR?
Logo, pela desigualdade (4.4), segue que
K (a,e) M2

/ ) < OnR%e™ wwt . (4.5)
|z|<R

Por outro lado, temos
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4.2 Estimativas sobre a fungao e**

e isto implica que

/ [ — 1]da
lz|=R

a/ dm—i—/ (u*)* da

|x\>R \x|>Rk 5

« u*)dx + a_ 2k dx
/w ) > IM( g

Agora, temos a seguinte estimativa valida para todo nimero natural k > 2,

——=dx

/ 1
jw>R 2]

< op
277'/]%@

dp = 27r/ pt=2*dp
R

27 . 2-9k 2-9k
22k Kplggop ) R
T R? 21 R?

< .
(2k — 2)R?% — R

Desta ultima estimativa e do Lema Radial [A.3 do Apéndice A concluimos que

de
> e

Portanto,
k=
e finalmente, por (4.3), (4.6)

/R 2 [ — 1]dx
o

Y

g

ou seja,

e

<

of / 2k
— 2k dr < 2 R?
5 k! |x\>R( ) B Z

> ok 2k
S (et l]
k=2 k! |z|>R
ok 2k 1

(% { D

— 7 2u ||2} / dx
kz:; k! o) >R |7[**

&l
k=2

e (4.7), para todo a > 0 obtemos

/ [ —1)dz < / [ )dz +
R? || <R
) da + a/ u*)?dx +

] WZR( ) Z

— 1]dx € L'(R?).

Além disso, no caso em que o < 4, |Jull; < M e ||Vul|y < 1, escolhendo R = M7z,
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temos

o k
/ [ —1)dz < « / (w)?dz + > % (u*)*da
lz[>R > — >

2 2 S (4W)k - 2(47r)
< 2-47M +2MZ o gZQM .
k=2 k=0

Aplicando o mesmo valor de R em (4.5), obtém-se

M2 K(a,e)

/ W dy < CrM?n e M T = C M2l (e,
|z|<R

e das duas ultimas desigualdades, concluimos o seguinte

/ [6au2 _ 1]d£l§' < / [ea(u*)Q]dx +/ [ea(u*)g B 1]dx
RR2 |z|<R lz|>R

< M2 4+ O MK (e = C.

Isto finaliza a prova do lema.

O lema subseqiiente, bem como a préxima observacao, sao fundamentais para

mostrar, por exemplo, que o funcional I estd bem definido.

Lema 4.5 Sejam 3 > 0 er > 1. Entao para cada o > r existe uma constante

positiva C' = C(«) tal que para todo s € R

(€7 —1)" < O™ —1).
Em particular, se uw € H'(R?) entio (e —1)" € L'(R?).
Prova. Desde que r > 1 temos

lim(e”” — 1) = lim(e*” — 1) = 0.

s—0 s—0

Entao, pela Regra de L’Hospital, obtemos

Bs2 1) Bs? 1 r—1,83s?
lim &~ DT, e T,
s—0 ea,ﬁs -1 s—0 aeaﬁs
Além disso, note que
Bs? _ 11" Bs? 1— —Bs2\1r rBs? 1 — —Bs2\r
i Wy, AP e (o)
|s]—o0 eaPs® — 1 |s]—o0 ePs (1 — e—oPs ) |s]—o00 ePs (1 — e—oPs )

_ e B8y
= lim (1 € ) (r—a)Bs? =0
|s|]—o0 (1 — e—aﬂs2) ’

desde que a > r. As duas ultimas estimativas juntamente com a continuidade da

funcao exponencial implicam na desigualdade desejada.
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Observacao 4.6 Como conseqiiéncia dos Lemas 4.4, |/.5 e da desigualdade de
Hélder, temos que, se 3 > 0 e ¢ > 0 entdo a fungio |u|’(e®™ — 1) pertence a
LY(R?) para todo u € H'(R?).

De fato, consideremos r > 1 tal que gs > 2 com s = r/(r — 1). Pela desigualdade
de Holder, temos

/R2 ul?(e®* — 1)dx < </R2 |U|q5d1‘) [/RQ(e'g“Z ) der
= |Jullf, (/RQ(eﬁzﬂ 3 1)’"dq;)i |

Dai, tomando o > r, pelos lemas 4.4, 1.5 e pela imersao H'(R?) — LP(R?),
2 < p < o0, obtemos

W=

T

/ u|?(e®™ —1)dz < C [/ (e2P — 1)dm} [Jull; < oo,
R2 R2

ou seja, |ul?(e?” —1) € L'(R?) para todo u € H'(R?).

4.3 Minimizacao sobre uma variedade

Encontrar uma solucao fraca para o problema (4.1) equivale a determinar um
ponto critico nao-trivial para o funcional energia I : H'(R?) — R definido por

) = 3l - [ Pluyds

onde F(u) = /u ft)dt e ||ul|* = / [[Vul? + Ku®|dz.
0 R?

Lema 4.7 O funcional I, acima, estd bem definido.

Prova. De fato, como a primeira parte do funcional I correspode a norma do espaco
H'(R?), basta mostrarmos que [, F'(u)dz < co.
Inicialmente observamos que, pelas hipoteses (hs)-(hy), dado € > 0, para todo s € R,
qg>1e (> ayobtemos

F(s) < es® + cs?[e” —1]. (4.8)

Com efeito, por (h3), para todo 3 > aq temos

lim /(s)

st oo SP[GBSQ _—1] =0, p=>0.

Logo, dado ¢ > 0, existe B > 0 tal que
f(s) <es[e® —1], se |s|>B
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e por (hy), para todo ¢ > 1 tem-se

F(s) < if(s) < et — 1] = s — 1], se |s| > B. (4.9)

1

Por outro lado, utilizando a hipotese (hy) e a regra de L’Hospital segue que
hm[ (5)/s*] = 0. Dai, para todo & > 0, existe § > 0 tal que

F(s) <es® se |s| <é. (4.10)

Finalmente, usando a continuidade de F' no compacto [d, B], obtemos para todo
q=1,

F(S) q 2
F(s) < <523¥%] m) sife®” —1], se€ s, B (4.11)

Por (4.9), (4.10)) e (4.11)) chegamos a conclusao desejada em (4.8)).
Além disso, sendo u € H'(R?), temos

/ dx<5/ u +c/ 1]dx < Cyul|? +c/ ule®™ — 1]dz.
R? R? R?

Portanto, pela Observagio (4.6, u[e? — 1] € L'(R?), donde segue que [y, F(u)dz <
00, ou seja, I estd bem definido. [

A técnica aqui utilizada para determinarmos a existéncia de pontos criticos para

o funcional I : H'(R?) — R ser4 o método dos multiplicadores de Lagrange. Para
isto, introduzimos a seguinte variedade:

M = {u € H'(R?)\ {0};/]R2 F(u)dz = % . u2d:c}

e consideremos o nimero
1° = inf{ \Vu|*dz;u € M} : (4.12)
R2

Primeiramente, precisamos verificar que M ## (). Para este fim, vamos usar o
seguinte lema:

Lema 4.8 Eriste uma fungao u € H'(R?) \ {0} positiva satisfazendo

/ F(u)d:z:>l/ (|Vul® + Ku®)dz.
R2 2 R2

Prova. Pela defini¢ao de S, dada em (4.2), existe us € H*(R?) \ {0} tal que

[N

[fRz ([Vus* + Kua)dz}
T

Sp—i—
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Seja

N|=

; (4%) |us]|
5= —

A0/ [ (IVus|? + Ku2)dz]
Recordando que |V|u|| = |Vul, temos

4 (| Vus? + Kud)d 4
/(|V05|2+Kv§)dx: (l) Ja (Vs + Ku) S
R? A0/ | [ (IVus|? + Ku3)dz]? @0

NI

o que implica que vs € H'(R?)\ {0}. Desde que

N

(V0o + Kod)de]® A [Jpo (Vs + Kud)d2]*  [fon (Vs + Kud)de]

[z lvslPdz]? A Jge luslpdz]? [ g2 luslPdz]?
J [ oo (IVUs|* + Kv)dz]

temos também que
1
4_71. 2
o
> e

2 UR? |v5\1’dz}% (fR2 vgdx)

=

Sp +

=

Logo,

e por (hg),

/R Flog)dr = /R 2 /O Fls)dsir > ( (s, + o) (i—:)l_

s+gr(2) N

Il
N I e N B
DO | =
—
N
+
>,
SN~—
S]
R
g |

Portanto,

1
/ F(vs)dx > 5/ (|Vus|* + Kv})da. (4.13)
R2 R?

Lema 4.9 O conjunto M, definido acima, € nao-vazio. Além disso,
47

0<I°< / |Vous|?de < —.
R2 (7))
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Prova. Inicialmente, mostremos que existe ¢ € (0, 1] tal que tvs € M. De fato, por
ERE)

1 K
/ F(vs)dx > —/ (|Vs|*> + Kvi)de > — | vidx
R2 2 R2 2

R2
o que implica que

K
/ F(vs)dx — — [ wvidx > 0.
R2 2 Jpe
Agora, para t € (0, 1] temos

K F(t K
F(tvs)de — — [ t*vidr =t ( Ua)dw —— [ vidzx|.
2 ’ 2 2 ’
R? R? R2 R2

Mostremos agora o seguinte limite:

F
lim/ (w&)dx =0.
t—0 R2 t2

Com efeito, como ja foi visto anteriormente, temos

lim F(s)

=0
s—0 32 ’

donde segue que,

F(t’l)g) 2 F(tv(s)
22 0T 2

— 0 quando t — 0.

Por (4.8)) e pela Observagao 4.6,

F(tU5>
t2

< v} + e[V — 1] < vl 4+ ew[e? — 1] € LN (R?).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

F(t?}5)
t2

dr = 0.

lim
t—0 R2

A convergéncia acima nos diz que existe ¢y € (0, 1) suficientemente pequeno tal que

F(t K
t2 [/ ( (;U&)d:c - = v?dw] < 0.
R2 tO 2 R2

Entao, definindo

Kt?
H(t) = / F(tvs)dx — " vidz, t € (0,1],
RQ

]RQ

temos
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K F K
H(ty) = /R2 F(tovs)dx — 3/RQ to 5d = t% [/R? (tgvé)dx 5 vgdx} < 0.

to R2

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (0, 1] tal que H(t) = 0, ou
equivalentemente,

K
/ F(tvs)de = — [ (tvs)*du,
. 2

R2
ou seja, existe ¢t € (0,1] tal que tvs € M e M # (). Além disso,

4
IO<—</|V1)5|2———K vgda:<—7r.

R2 &%)

Para concluir nossa demonstracao, basta provarmos que I° > 0. De fato, suponha,
por contradi¢ao, que I° = 0. Entao existe uma seqiiéncia {u,} C H'(R?)\ {0} tal
que

K
/ F(up)dr = — | wldr e lim |Vu,|*dr = 0.
R2

2 Jre n—0oo Jpo

Por (4.8)), para todo s € R temos

K

s2 4 cs[e® —1].

Observemos também que

| |[e?% — 1)dx —/ Z |un|2k+1dx

RQ

A seqiiéncia das somas parciais s, (z E |un\2k+1 esta contida em L'(R?) pois,

pela inequagao de Gagliardo-Nirenberg (VeJa Corolarlo A.6ldo Apéndice A), temos
[ s < e Tulul} < .
RQ

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona de Beppo Levi,

n—00 2 N—00

= / Z ]un]2k+1dx

k
ﬁ—‘/ lu, | tdz = lim sn(x)dx:/ lim s,(r)dx
k. R2 R2 R

isto é,

/|un| —1d:1:—/ Z |un|2k+1d me |y | .
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Usando novamente a inequacao de Gagliardo-Nirenberg, obtemos

[ — 1)dz = / [+

R2

IN

Z —CCkIIVunI\ 2 Hlunll3

6C
_ Z< | G 220 Vit ol

k=1

= CIIVunHaHunH%

Uy || 272 converge. Dai,

[unl [ = 1]dx < Ol Vo unll3

donde obtém-se

K K
— | uidr = / F(uy)dx < —/ uldr + c/ |t |[e?% — 1)dx
2 R2 R2 4 R2 R2

K
T [ e+ OVl
R2

IN

Entao,
2o K 2
ClIVun|laflunll; = = [ uyde
4 Jge
o que implica que
IVl > 2 >0
Up —
2= uc

o que é uma contradi¢ao, pois

lim |Vu,|?dr = 0.

n—0o0 [p2

Isto conclui a prova do nosso lema.
Lema 4.10 Emiste u € M tal que I° = / \Vul®dz, ou seja, I° ¢ atingido.
R2

Prova. Seja {u,} C H*(R?)\ {0} uma seqiiéncia minimizante de I°. Entao

K
/ F(uy,)dxr = — 5 uidr e lim |Vu,|*de = I°.
R2

R2 n—oo RQ

Além disso, tomando u,(z) = u,(0,x) onde o, = [|u,||2 € = (21, x2), temos

- - 1
A / 7 (2)d = / (o)== [ w2(y)dy =1,
R2 R2 O'n R2
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valg = [ ik - | [(Zﬁj(w))l ()

_ /R 2 [(ZZ? (gng;))z + (gzz <anx))2] dz = o /R Vu(o)Pds

o, 2 2
S LRI

dx

[ Pnents = [ Flowds = 5 [ ity =5 >o.

R2 0'2 2 R2

As duas primeiras igualdades mostram que ||u,|| é limitada. Entdo, a menos de
subseqiiéncia, podemos assumir que u, — & em H'(R?), u,(z) — @(x) q.t.p. em R?

e [|[Vu,||3 = ||Vu,l|3 < 47/ap. Afirmamos que
lim F(u,)dr = / F(u)dx. (4.15)
n—oo R2 R2

Para mostrarmos este fato, usamos simetrizacao de Schwarz. Podemos assumir que
Un(z) > 0, para todo z € R? (pois estamos a procura de solugoes positivas e f(s) = 0
quando s < 0). Como F'(s) é uma fungao crescente (pois por (hy), F'(s) = f(s) >0
para todo s > 0) e F'(0) = 0 entao, pelo Teorema [A.17 do Apéndice A,

/ F(i,)d — / F()da
{lz|>R} {lz|>R}

onde u’ denota a simetrizacao de Schwarz de w,. Pelas hipoteses (hs) e (hs), dado
m > 0, existem pq, po > 0 tais que

F(s) <ms* sempre que |s| < p (4.16)
e
F(s) < 77182[6682 — 1] sempre que |s| > po, (4.17)
onde [ > ap é um nimero a ser determinado. Pelo Lema Radial 'A.3 do Apéndice
A, u(x) = Uy(z) q.t.p. em R? onde U, (z) é continua para = # 0 e
~x ]2 ~% |2 ~x (]2
|z ||
2 2 2
o 3 IVl _ nl? 1
|z |z |z
o que implica em
s 1
Agora, por (4.10), (4.17) e (4.18)), para todo n > 0, existe R > 0 tal que
/ F(@i,)dz = / F@)de < 1. (4.19)
{lz|>R} {lz|>R}
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De fato, por (4.16) e (4.17), dado n; > 0, existe C' > 0 tal que, para todo s > 0,
temos
F(s) < 7721 s? + Cs2[e? — 1.

Além disso, existe uma constante C3 > 0 tal que

C
/ (20 — 1]uldx < Eg’, R > 0.
|z|>R

Com efeito, novamente pelo Teorema [A.17 do Apéndice A, temos

/||>R[625“% - 1]uidm = /|>R[626(“71)2 — 1](u;)2dx
kU Jieizr

k=1

Desde que [|u||2 = ||un]l2 < C, de acordo com (4.18), obtemos

1
/ (u;kl)Zk—i-de S <02)2k+2/ — dx
|lz|>R |

azr [2]*H

1
= 7(Cy)**™ —_ para todo k > 1.

Rk‘
Logo,
/ Fad: < B[ @pde+c | @2 — 1da
jo|>R 2 Jolzr j2|>R
m —\2 TCOC3 < (26C3)F
< d
S G Jop T TR ; il

(28C3)k
k!

/ F(uy)dx <n
lz|=R

para R > 0 suficientemente grande, e isto prova nossa afirmacao.
Seja A C {z € R?*|z| < R} um conjunto mensuravel a Lebesgue. Usando (4.16) e
(4.17) temos

e como 1 > 0, R > 0 sdo arbitrarios, Y .-, ut)?dr < oo,

dado n > 0, obtemos

converge e f‘ sl

F(s) <ms®+msle®™ —1]+ sup F(s)
p1<]s[<p2

para todo s > 0, donde segue que

/F(ﬂn)dm < /]un] daH—m/\un\ dx+/ sup F(s)dx
A A p1<|s|<p2

- / @)de + my / @[’ — 1de + |A] sup F(s).

p1<|s|<p2
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Tomando v > r, r > 1e s =r/(r —1) temos, pela Observagao (4.0),

/F(ﬂn)dx < m/ 2| dz -+, C U (e“”ge%—l)dx}r||ﬂn||5+|z4| sup F(s)
A R2 R2

p1<|s|<p2
1
= 771/ |u2 |dx + n,C {/ (eée% — 1)d:v1 |tnls + |A]S. (4.20)
R2 R2
Mas,
en 2
/ [6533‘ —1)da :/ [QEIIVenH% Venlz  —1]dx
R2 R2
e notando que
H U, 1
IVanll2{l, V]l =

pois lim |V,||5 = I° > 0, temos
n—oo

U,
V(o)
H ||Vun||2

Como ag ||V, ||3 < 47, podemos escolher & > « suficientemente préximo de ayp, tal
que &||Vu,||3 < 4. Logo, pelo Lema 4.4, existe uma constante C'(&, M) tal que

2

2 €en 2
/ [efﬁ% —]de = / [eﬁllwnllz Vealz  — 1]dx < C(&, M).
R2 R2

Assim, pela estimativa (4.20), temos

/ F(uy,)dr <n (4.21)
A

se |A| é suficientemente pequena. Em vista de (4.19) e (4.21), segue aplicando o
Teorema de Convergéncia de Vitali que F(u,) — F(u) em L'(R?), isto ¢,

lim F(uy,)dx = / F(u)dz,
R2

n—00 Jp2

0 que prova nossa afirmacao.
Vamos concluir agora a demonstracao do lema, ou seja, vamos mostrar que

= / Viilda.
]R2

De fato, como %, — @ em H'(R?) (e portanto u, — u em L?

2
loc(R)), temos que | - |
é fracamente semicontinua inferiormente, donde segue que

K K ~ K
EHuH% < liminf§\|un\|21iminf |tnll2 < hminf;HunH%
= liminf/ F(ﬂn)d:ﬁ:/ F(u)dz.
n—oo R2 R2
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Mas, necessariamente, temos

K _ ~
Sl = [ P
RQ

Para provarmos este fato, supomos, por contradi¢cao, que
K ~ 2 o~
EHuH2 </ F(u)dz.
R2

Entao, de modo analogo ao que fizemos na prova do Lema [4.9] existe t € (0,1) tal
que tu € M, donde obtém-se

I° < | |V(ta)Pdx = t2/ \Va|*dr < / |Va|2dz < lim mf/ Vi, |2dx = I°,
R2 R2 R2 nTee JR2
o que é uma contradicao. Logo, u € M e
I’ < \Vu2dz < liminf [ |Va,|*dr = I°
R2 n—oo R2
o que implica que
I° = \Vu|*dz,
RQ

ou seja, IV é atingido em % e isto prova o lema. [ |

4.4 Existéncia de solucao positiva radialmente
simétrica

Nesta secao vamos aplicar os Lemas 4.9, 4.10 e o Teorema dos Multiplicadores

de Lagrange para obter existéncia de solugbes para o problema (4.1). Usando o

Principio do Maximo Fraco, mostramos que tais solugoes sao positivas. Além disso,

tais solugoes possuem uma simetria radial, o que segue diretamente da Observagao

feita por Berestycki-Lions em [3, pag. 321], como ja foi comentado na introdugao
deste capitulo.

Lema 4.11 Suponha que a nao-linearidade f satisfaz (hy)-(hg). Entao o problema
(4.1)) possui uma solugdo positiva de energia minima w no nivel

4
c=1(w) = inf  maxI(tv) < -,
veHL(R2)\{0} 10 o

Prova. Definindo
K 2 2
O(u)= | Flu)der—— [ udr e V(u)= |Vul|“dz,
R2 2 Jpe R2
vimos pelo Lema 4.9 que M = {u € H'(R?) \ {0}; ®(u) = 0} # 0. Sabendo que

' (u)p= [ flupdr—K | updzx
R? R?
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para todo ¢ € H'(R?), mostremos que ®'(u) # 0 para qualquer u € M. De fato,
suponha, por absurdo, que ®'(u) = 0 para algum u € M. Entao ®'(u)u = 0, o que
implica que

fwudr = K | w’de = 2/ F(u)dz,
R? R?

RQ
ou ainda,

0 = RQf(u)udx—Q/RQF(u)de/

RzuF(u)dm—Q/ F(u)dx
= (p—Z)/RQF(u)dx>O

R2

o que ¢ um absurdo.
Além disso, pelo Lema [1.10, existe uma fungao u € M tal que ¥(u) = infy; W(u).
Logo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que

U'(u)p = /R2 VuVpdr = )\/R2[f(ﬁ) — Kulpdr = A\ (1), ¢ € H'(R?).

Escolhendo a funcao teste ¢ = u, temos

)\/ (@) — Kalida :/ Viild > 0.
R2 R2
Também é valido que
/ [f(u) — Kuludx > / (uF(u) — Ku?|dx
R2 R2
_ / WF(i)de — K | #de = / (@) — 2 / F(i)da
R2 R2 R2 R2
— (u-2) [ F@ds =0
RQ
e entdo A é um numero positivo, ou seja, u é solucao do problema

—Au = A f(u) — Ku).

Escolhendo a fungao teste u~ = max{—u, 0}, concluimos que @ > 0. De fato,

0 = /N[—(Vu+ —Vu ) Vu~ = AK(ut — v )u"]dz + (u)u~dx

RN
= / ((Vu P+ AK(u)?) + X | flu)u dz,
RN RN
onde u™ = max{u, 0} (o que implica que VutVu~ =0eutu™ =0)eu=u"—u".
Como, f(s) =0 quando s <0, temos [,y f(u)u™ = 0, e assim

_ 1 _ B
P =5 [ (190 P+ Ky =o.
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Portanto, u = u* —u™ > 0.
Entdo, seja w(z) = u(A~"/2x). Para toda ¢ € H'(R?), obtemos

1
~ _1/2 _1/2 . ~ . ~
. Ku(A\x)p(A2x)de = e L, Ku(y)dy = A . Kupdy,

[ IGO0 e = i [ Sy = A [ f@edy

_ )\—1/2 2 _ _
V(A 22) V(A 2x)de = ( — ) / Vu(y)Ve(y)dy —/ VuVedy,
R2 (AT12)? Jg2 R?

donde segue que

VwVpdr = /Vﬁ()\_l/Za:)Vgp()\_l/z)dx:/ Vu(y)Ve(y)dy
RQ

R2 R2

= A [ (7)) - Kaw)letdy
_ /R [F@A20) — KT 20)lp(nV20)ds
= /RQ[f(w) — Kw|pdz.

Portanto w é solugao fraca do problema (4.1)).
A seguir, mostremos que w ¢ uma solugao classica. Basta mostrarmos que w €
C>*(R?) e portanto w € C%(R?). Com efeito, seja R > 0 e By uma bola arbitraria

loc
em R2. Temos

—Aw = g(w) em R?

no sentido fraco, onde
g(w(z)) = f(w(z)) — Kw(z), = €R™
Note que, para p > 2 e a > p temos

9@ = [f(w) = KwlP < 277 f(w)]” + K7|w]”)

PP (27" — 1) + KP|w|?

em qualquer bola Bg. Dali,
/ lg(w)|Pdx < 2”_1/ w|P (e — 1)dx + Kp/ lwlPdz < oo.
Br Br Br

Logo, pela Observagao 4.0 e pelas imersoes de Sobolev, g € LP(Bg), para todo p > 2.
Assim, o Teorema [A.28 do Apéndice A implica que

w € W*P(Bg) para todo p > 2.
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Capitulo 4 4.4 Emisténcia de solugao positiva radialmente simétrica

Logo, pelas imersoes de Sobolev (confira Teorema [A.25 do Apéndice A), w €
CZIO’Q\(RQ) com 0 < A < 1 e isto implica que g é localmente Hélder continua. Além

disso, como f € C'(Bg) temos, pelo Teorema [A.26 do Apéndice A, que
feCr*R?), 0<a<l,

loc

donde segue que g € C%S(RQ), 0 < a < 1. Logo pelo Teorema [A.29 do Apéndice A,
temos
w € C2%(R?) para algum a € (0, 1).

loc

Em particular, w € C%(R?), ou seja, w ¢é solugao classica do nosso problema e
aplicando o Principio do Maximo w > 0 em R2.
Agora, pela identidade de Pohozaev,

N -2
—= | |[Vwlfdz =N | Gw)dz
N R2 R2

o que implica que

onde

Logo,

Entao, temos

1 1
I(w) = —/ [|Vw|2—|—Kw2}dx—/ F(w)dr == [ |Vw|*dz
R? R

2 - 2
1 - 4

= — | |Vu|dr < -,
2 R2 Qp

Desde que I'(w)w = 0, temos que max I(tw) = I(w). De fato, se I'(tw)w = 0 temos

tK | w?dx + t/ |Vw|*dx — / f(tw)wdz = 0,
R? R?

R2
t
HwH2=/ J) ey
R2 tw

Como f(s)/s é crescente, existe um tnico nimero ¢ > 0 satisfazendo I'(tw)w = 0,
pois se existisse outro (¢; < t, por exemplo) teriamos

Hw“2 _ / f<t1w)w2dac _ f(tw)Wde
R2 1w R2

isto é,

tw

o que é um absurdo. Além disso,

I(tw) = gHwH2 - /R F(tw)dz = 1 {“‘;“2 _ /R Fiiw)}
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Capitulo 4 4.4 Emisténcia de solugao positiva radialmente simétrica

Ja vimos que

F(t
/ (w)—>0 quando t — 0,
R2

t2

ou seja, existe ¢ suficientemente pequeno, tal que I(tw) > 0. Agora, mostremos que

F(tw)
2 — +o00 quando s — 4o00.
R2

De fato, por (hy), temos
F(s)

52

> (O se |s| > 0,

ou seja, F(s)/s* — +oo, quando s — +00, ou ainda,

F(tu
( )u2 — +00 quando t — —+o0.
t2u?

Logo, pelo Lema de Fatou,

lim = +00.
t—o0 R2 t2

Dai, para t suficientemente grande temos que [(tw) < 0. Logo, I(tw) possui um
tnico ponto de maximo para todo ¢ > 0, e desde que I'(w)w = 0 concluimos que
max I(tw) = I(w).

Para finalizarmos a demonstragao do lema, vamos provar que

1
c= inf  maxI(tv) = =1 = I(w).
veHI(R2)\{0} 10 2

Com efeito, temos

1 ~ 1
c= inf  maxI(tv) <maxI(tw) = I(w) == [ |V|*’dz = =1I°
veH(R2)\{0} >0 >0 2 Jgre 2

Por outro lado, note que dado n > 0, existe v € H*(R?) \ {0} tal que

< < .
c_r?gaoxf(tv) <c+n

Temos também, pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe t, > 0 tal que

tov € M, isto é,
Kt}
/ F(tov)dx = —0/ vidr.
R2 2 R2

Assim,
1 1
<y /]R IV )P = T{tgw) < max I(t0) < ¢ + 1,
e portanto
1 4
c=1Iw)= inf  maxI(tv) = -I"< -,
veH1(R2)\{0} t>0 2 Q)
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Capitulo 4 4.4 Emisténcia de solugao positiva radialmente simétrica

Como ja observado apds o enunciado do Teorema 4.3, para provarmos que a
solucao w obtida acima é esfericamente simétrica em torno de algum ponto de R?
e g—‘: ¢ negativa para todo r > 0, onde r ¢ a coordenada radial em relacao a este
ponto, vamos usar uma observagao em Berestycki-Lions, (ver [3, pag. 321]). Basta

verificarmos que ¢'(0) < 0 e g(s) = g(s) — ¢’(0)s é uma fungao crescente, onde
—Aw = g(w) q.t.p. em R?

com
9(w(@)) = f(w(z)) — Kw(z)

De fato, ¢ facil ver que ¢’(0) < 0. Além disso, pela hipotese (hs) a funcdo f(s)/s é

crescente e isto implica que a funcao

§(5) = 9(s) — g (0)s = f(s) — Ks — /(0)s = s (@ K- g’<o>)

S

também é crescente. Esta observagao conclui a prova do Teorema 4.3.
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Apéndice A
Resultados auxiliares

Este apéndice apresenta alguns resultados importantes utilizados em nosso
trabalho. Na medida do possivel, mostramos também suas demonstragoes.

A.1 Algumas estimativas

Considere a equacao de Laplace
—Au=0 em Q CR",
A solucao fundamental da equacao de Laplace é dada por
1
~5 ey,
D(e —y) =T(le —yl) = § F@ = Nen

—loglz—yl, N=2
2

N > 2

Para uma funcio integravel f num dominio Q C RY, o potencial Newtoniano de f
¢ a funcao w definida em RY por

w(z) = / Iz —y)f(y)dy.
Q
Teorema A.1 (Calderon-Zygmund) Seja f € LP(2), 1 < p < 00 e seja w o
potencial Newtoniano de f. Entao w € W*P(Q), Aw = f q.t.p. em Q e
[1D*wll, < C|fll,
onde C' depende apenas de N e p. Além disso, quando p = 2 temos

/ |D2w|2dx:/f2dx.
RN Q

Prova. Veja [10, pag. 230]. ]
Corolario A.2 Sejam Q um dominio em RY eu € WOQ’p(Q), 1 <p<oo. Entao
I1D%ul, < CllAu],
onde C = C(N,p). Sep=2,
[1D?ullz = [| Au]*.
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Prova. Veja [10, pag. 235]. [

Lema A.3 (Lema Radial I) Seja N > 2; toda fungdo radial u € H*(RY) € quase
sempre igual a uma fungao U(x), continua para x # 0 e tal que

U(2)] < Cwla| 2 |l para 2] > ay
onde Cy e ayn dependem apenas da dimensao N .
Prova. Veja [3, pag. 339]. [

Lema A.4 (Lema Radial IT) Se v € LP(RY), 1 < p < oo, € uma fungdo radial
nao-crescente (isto é, 0 < u(x) < u(y) se |x| > |y|), entao temos

_N N ,
) < b~ (g ) Tl 20

Prova. Veja [3| pag. 341]. [ ]

Proposigao A.5 (Gagliardo-Nirenberg) Sejam Q um dominio de RN, 1 < p <
N el < r < oo Entao eziste uma constante C(p,0,N) tal que para todo
uwe WP (Q)N L' (Q) temos

lullg < Cllull, " IV7ully

onde 0 <0 <1,comO>0sep=N2>2 e

(L 1), 1-6
g \p N ro

Prova. Veja [13, pag. 31]. [
Corolario A.6 Se u € H'(R?) entdo

[ s < ot

para todo k € N.

Prova. Pela proposigao anterior, temos

et e T Sl M

onde
Lo 10, 2k-1
2k+1 2 2k +1

Logo,

1-0)(2k+1 0(2k+1
CZoHL || SO R | 7|5+

IA

[ e = ul

= CCY[ull3lVul3*
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A.2 Regularidade de funcionais

O objetivo desta se¢io é mostrar que os funcionais I, I, : HY(RY) — R, N > 2,
A € J, onde J é um intervalo de R, definidos nos Capitulos 2, 3 e 4 sao de classe
C'. Para isto, utilizamos a definicao e o lema que seguem.
Definigao A.7 Seja Q CRY. No espago LP(Q2) N LX), definimos a norma

[ellpng = lleellp + [Jullq
e no espago LP(Q2) + L4(Q), definimos a norma
ltllpvg = inf{elly + v € IP(9), w € L), u = v+ w}.

Lema A.8 Assuma que 1 < p,q,7,5 <00, f: QxR — R € continua na sequnda

varidvel e
|f(z,u)| < C([Jull7 + fJull+).
(.

Entao, para todo u € LP(Q2) N LY(RY), f(-,u) € L"(2) + L*(Q2) e o operador

A: LP(Q)NLAQ) — L7(Q) + L3(Q)
u —  f(z,u)

€ continuo.
Prova. Veja |25, pag. 134]. [

O préoximo lema é suficiente para garantirmos que os funcionais 1,1y
H'(RY) — R, definidos nos Capitulos 2, 3 e 4, sdo de classe C*.

Lema A.9 Suponha que (fi)-(f1) ocorrem. Entdo os funcionais ® : H*(RY) — R
e U: HY(RY) — R definidos por

O(u) = %/RNHVUF + Ku?ldz e U(u) = /]RN F(z,u)dx

onde F(x,u) = / f(x,s)ds, pertencem a C'(H'(RY),R) e possuem derivadas
0
dadas por

Q' (u) v = / (VuVv + Kuv)dr e V'(u)-v = f(z,u)vdz.

RN

Prova. De acordo com Schwartz [19, Lema 1.15|, é suficiente mostrarmos que as
seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) @, ¥ : HY(RY) — R sao Gateaux diferenciaveis;

(i) @'(u), ¥'(u) : HY(RY) — R sdo lineares e limitadas;

(iii) @' (u,) — @' (u) e V'(u,) — ¥'(u) em H' quando u, — v em H'(RY), onde H’'
denota o dual topolégico de H*(RY).
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Inicialmente verifiquemos (i). Sejam u,h € H'(RY) e t € R. Temos

q)(uﬂ?—‘b(“) _ Qlt(/RNHV(uHh)\MK(uHhV]—/RNHW!”KUZO

1 t2 t?K
= = t/ Vth+—/ VA +tK | uh+-— h* ),
t RN 2 RN RN 2 RN

donde segue que

®'(u) - v = lim Plutth) - o) / [VuVh + Kuh]dz,
RN

t—0 t

ou seja, ® é Gateaux diferenciavel. Agora, mostremos que ¥ é Gateaux diferenciavel.
De fato, dado x € RN e t € [0, 1], defina 5 : [0,1] — R por

n(s) = F(z,u(x) + sth(z))
e temos 1(0) = F(z,u(z)) e n(1) = F(xz,u(z) + th(z)). Pelo Teorema do Valor
Médio, existe A € (0,1) tal que
F(z,u(x) +th(z)) — F(x,u(z))
t

=[x, u(z) + Ath(z))h(z)
donde segue que

%i_r)% Flz,uz) + th(?) — Pz, ul@)) = f(x,u(x))h(z), qt.p. em xRV,

Além disso, por (2.3)
F(z,u(z) + th(x)) — F(x,u(z))
t

< [e|u(z) + Mh(z)| + Cclu(x) + Ath(z) [P~ h(x)
< [e(ju(@)| + [A(x)]) + Celu(z) + h(z)["~']h(z)
< [e(ju(@)] + [A(x)]) + 2" Cc(fu(@) [P~ + [h(2)[P~H)][A(2)]
e(fu(@)h(@)] + |h(@)]*) + 27 Ce(Ju(z) P A(z)| + |[h(2)I7).
Note que |h(z)| € L*(RY) e pela desigualdade de Hélder |u(z)h(z)| € LY(RY). Além
disso, usando a imersiao H'(R") — LP(RY), com p satisfazendo (fs), temos

Mm:/vmwmsmw<m,
]RN

u

ou seja, |h(z)|P € LYRY). Usando, novamente, a desigualdade de Hélder, com
1/p+1/q =1, a imersao acima e a desigualdade de Young obtemos

/]RN u(x) P~ h(z)| < </sz |u($)‘q(p1)>§ </RN |h<x>|p>;

1

(/RN IU(l’)\p> pr(li) Ih]) = Cllulz™

1 p—1 ~
CQMW+ mm)saMW+wm<w
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Logo, segue que &(|u(z)h(z)|+ |[h(z)[*) + 2" Cc(|u(z) [P~ 1 ()| +[h(2)?) € L1 RY).
Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

U'(u)-h = lim W(u+th) - W(u)

t—0 t
_ 11—{% F(z,u(x) + th(f)) — F(x, U(I))dx
_ /RN 113(1) F(z,u(zr) + th(.z:)) — F(x, u(x))dx _ B Fula))de.

Em seguida, vamos verificar (ii). Temos

[@'(u) - v] = (u,v) < Jlull[v]] ¥ v e H(RY)

(S
W ol < [ (feoldde<e [ e[ P elds
RN RN RN
< ellulallvll + ol ol
< (Cilull+ CCalllly Dol Vv e HRY)

mostrando que ®(u), ¥'(u) : H(RY) — R sao lineares e limitadas. Finalmente,
verifiquemos (iii). Suponha que u,, — u em H'(RY). Entao

19 (un) = ' (u)l[mr = sup [ (up) - v — D'(u) - v]

V(u, —u)Vodr + K [ (u, —u)vdr

RN RN

= sup
[[vll=1

— sup [# (s —u) 0]
[[vll=1
< |lup —ul| = 0 quando u, — u em H*(R™Y).

Finalmente, mostremos a continuidade de ¥’ em H’. Como a imersao H*(RY) —
L*(RN) N LP(RYN) ¢ continua, temos que u,, — u em L*(RY) N LP(RY). Note que,
por (2.3)

[f(,w)] < elul + Celul™ < C(jul + [ul™") = C(lul* + [u]7).

Pelo Lema anterior, para todo u € L?(RM) N LP(RY) temos f(-,u) € L*(RY) +
LP(RY) e f(z,u,) — f(z,u) em L2(RY) + LP(RY), onde 1/p+ 1/q = 1. Note que

(W' (un) — W) - h| < /RN [f (@, un) = f (2, u)||h|dz.

Como f(x,u,), f(z,u) € L2(RY) + LY(RY) temos

flz,u,) =v+w, ve XRY), we LYRY)

f(z,u) = v1 +wy, vy € LX(RY), wy € LYRY)

92



Resultados auxiliares

donde f(z,u,) — f(z,u) = (v —v;) + (w —wy) € L*(RY) + LIY(RY). Dai, pela
desigualdade de Holder,

[ e = falbids = [ Jo= o)+ (= wn)hide

/|v—v1||h|dx+/ |lw — wq||h|dx
RN RN

<

< o =will2llhlly + lw = wiflo]| 2],

< o =willa([[Pll2 + l[2llp) + lw = willo([[A]l2 + [[2]1)
(o = oull + [ = wi DI Pll27p

o que implica que

(W' (un) = W'(w) - h| < inf{[[o —vill2 + lw — willg}|Pll2np
[0 = v1) + (w = wi)llavgll All2np

= [fCzun) = (@, u)ll2vg(All2 + 1]l
< Cullf (@, un) = f (2, ) lavgll Al

Logo,
W' (un) = V()] < CLllf (2, un) = f(2,u)]l2vg — 0

e portanto ¥’ é continua em H'. [ ]

Observacao A.10 Podemos chegar as mesmas conclusoes do Lema acima, supondo
que as hipdteses (g1)-(g4) € (h1)-(h4) sao vdlidas.

A.3 Resultados em Espacos de Banach

Sejam X um espaco de Banach, [ : X — R um funcional e S C X. Definamos
1Y = I7Y((—o00,d]) e S; = {u € X; dist (u,S) < §}. Temos o seguinte resultado,
conhecido como Lema de Deformagao:

Lema A.11 Sejam X um espago de Banach, I € CY(X,R), SC X,ceR,,§ >0
tais que

8
para todo u € I ([(c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sas) temos ||I'(u)|| > §

Entao existe n € C([0,1] x X, X) tal que
i) n(t,u) =u, set =0 ou se u & I"1([c — 2¢,c+ 2¢]) N Sos;
i) n(l, It N S) C I°7%;

(
(
(1ii) n(t,-) € um homeomorfismo de X, para todo t € [0, 1];
() [[n(t,u) — ul|| <9, para todouw € X et € |0,1];

(

v) I(n(-,u)) € nao-crescente, para todo u € X;
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(vi) I(n(t,u)) < ¢, para todo u € I°N Ss et € (0,1].
Prova. Veja [25, pag. 38]. [ ]

Teorema A.12 (Multiplicadores de Lagrange) Seja X um espaco de Banach,
F,.JeCY{X,R) eS={uecX;F(u) =0}. Suponha que para todo u € S tenhamos
F'(u) # 0. Se existe ug € X tal que J(ug) = igf J(u) entio existe A € R tal que

T (uo) = AF'(uq).

Prova. Veja [13, pag. 55]. [

A.4 Resultados envolvendo os Espacos L”
Denotaremos por £ um conjunto aberto de RY com a medida de Lebesgue dz.

Lema A.13 Sejam {f,} uma seqiiéncia em LP(Q), Q um dominio em RN e f €
LP(QY) tais que || fn,— fll, — 0. Entao existe uma subseqiiéncia {f,, } de {f.} tal que

(1) fo.(x) — f(x) q.t.p. em §2;
(i1) | fo, ()] < h(z), V k€N e q.t.p. em Q com h € L'(Q).

Prova. Veja |4, pag. 58]. [ ]

Uma nogao importante sobre convergéncia de fungoes integraveis é a nocao de
seqliéncia eqiii-integravel que introduzimos aqui (este conceito é comparavel com o
de uma familia eqtii-continua de fungoes).

Definigao A.14 Diz-se que uma seqiéncia de funcgoes {f,} em LY(Q) € eqiii-
integravel se for satisfeita a sequinte condi¢do: para todo € > 0 existe um conjunto
mensurdvel A, com medida finita maior do que 6 > 0, tal que

para todo n > 1 temos, |fr(x)|dz < &;
Ac

para todo E C Q mensurdvel, |E| <d= / | fr(2)]|dz < €.
B

Teorema A.15 (Convergéncia de Vitali) Seja {f,} uma seqiéncia de fungoes
em L' (Q2) convergente q.t.p. para uma fungao mensurdvel f. Entao {f,} tende para
f em LY(Q) se, e somente se, a seqiiéncia {f,} € eqiii-integrdvel.

Prova. Veja [13, pag. 13]. [

Abordaremos, de forma concisa, a simetrizacao de Schwarz. Para definir a
Simetrizacdo de Schwarz ou rearranjo de uma funcao f : RY — R, , comecamos
considerando fungoes simples.

Sejam A;, A, ..., A, borelianos de R”, dois a dois disjuntos e de medida finita,
el <a, < a,_1 < .. < a; nameros reais. Se f é uma funcao simples, digamos
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f=>"" a;xa,, onde x4, designa a fungao caracteristica do conjunto A;, definimos
seu rearranjo por

n

*

f :E Qi X Ry_1<|e|<Ri>
=1

onde Ry =0¢e R; > R;_; sao dados pela relagao
m({Ri—1 < |z < R;i}) = m(4;)
onde m é a medida de Lebesgue.

Observacao A.16 Seja f uma funcao simples tomando os valores a; > as > ... >

a, > 0. Se A; = {a;} entao f = ZaiXAi' Também podemos escrever
i=1

=Y\
=1

onde f1 > fo > ... > f, e todos os \; s sao dados por
Ji = X¢rzap, ANi=a;i— a1 para 1 <i<n, apy =0.

O rearranjo de f € dado por

=Y Nf
=1

com ff > f3 > ... > fux (Veja, por exemplo, [15]).

O teorema seguinte nos permite definir o rearranjo de qualquer fung¢ao mensuravel
nao-negativa.

Teorema A.17 Sejam 1 <p < oo e f € LP(RY) uma fungdo nao-negativa. Entdo
existe uma unica funcio f* € LP(RYN) tal que f* >0 e para todo X > 0

m({f = A}) =m{[" = A}),
onde o conjunto {f* > A} € uma bola Bg, (0). A fungao f* é radial decrescente e a

chamamos o Rearranjo decrescente ou Simetrizada de Schwarz da fungao f.
Além disso, para toda fungdo continua e crescente G : Ry, — Ry tal que G(0) =0

o [.en=[ .

Prova. Veja [13, pag. 260]. [

Observagao A.18 Note que se f € LP(RY), 1 < p < oo entdo seque pelo Teorema
anterior que || f|[b = ||f*]?.

Proposigao A.19 Seja u € HY(RY) uma fungdo positiva. Entio a simetrizada u*
pertence a HY(RY) e

/ Vo () Pz < / V()| 2dz.
RN RN
Prova. Veja [13] pag. 264]. [ ]

Observagao A.20 Para 1 < p < oo, também podemos mostrar que ||[Vu*|, <
|Vull, (veja [13, pag. 264]).
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A.5 Resultados envolvendo Espacos de Sobolev

Lema A.21 (Identidade de Pohozaev) Sejam Q2 C RY um aberto de classe C',
g : R — R wma fungao continua, G a fungao primitiva de g tal que G0)=0ce
u e HY Q)N HE (Q) uma fungao satisfazendo a equagdo

—Au=g(u) qtp. em

Se G(u) € L'(Q) e n(o) designa a normal exterior de 9S), entdo para todo z* € RN
fixo, temos

S [IVu@Pde £ 5 [ Vo) =) niodo = N [ Glul)a.

Em particular, se 0 = RY, temos

No2 /RN |Vu(z)|*de = N G(u(x))dx.

2 RN

Prova. Veja, por exemplo, |10}, 25]. (]
Corolario A.22 O problema de autovalor

—Au(z) = Mu(z), X>0excRY
néo possui solucao positiva em H(RYN).
Prova. De fato, o problema acima pode ser escrito como

—Au = f(u)

onde f(u) = Au. Logo, pela identidade de Pohozaev, temos

1
/ F(u)dx = — |Vu|*dx
RN 2* RN

onde F(u) = [ f(s)ds = [, Asds = Au?/2. Dai, obtemos

2
1
/ Flu)dz = / M e = L v (4)
RN RN 2 2* RN

Por outro lado, se u for solucao temos

/ ]Vu|2dx:/ MuPdx (17)
RN RN

e por (i) e (ii)

o que implica que

2*
(— — 1) / u?dx = 0,
2 RN

ou seja, u = 0. Portanto u # 0 nao pode ser solugao do problema dado. ]
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Lema A.23 (P. L. Lions, 1984) Sejam r > 0 ¢ 2 < g < 2*. Se {u,} é uma
seqiiéncia limitada em H*(RY) e se

sup / |un|?dz — 0 quando n — oo,
ueRN (y,r)

entio u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Prova. Consideremos o caso N > 3 (quando N = 2 a prova é similar; veja por
exemplo [14]). Sejam ¢ < s < 2* e u € H'(RY). As desigualdades de Holder e
Sobolev implicam que

ullsBr < ||u||i;(/\B(y7r))||u||22*(B(y,r))

< Ol [/ (a4 [Ty
y,r

)

2/2

*

5—q2
2*—q3

S S 1—>\ S
[ b < Nl [ (el 4 9uPs
B(y,r) B(y,r)

Agora, cobrindo RY por bolas de raios r, de tal modo que cada ponto do RV esteja
contido em no méximo N + 1 bolas, encontramos

lul*de < / lul*dz < / \ul*dx
/RN SioilB(yu Z y’w

onde \ =

. Escolhendo A = 2/s, obtemos

< Y (Cmihn [, <|u!2+\Vu\2)dx)
i=1 ylv
(1=X)(s/q) 0
< C” sup { |U\qdw] Z/ (lul* + IVul*) X By d
yERN
(1=X)( s/q
< C® sup [ |u|qu] |U|2+|VU| ZXB yir) 4
yeRN

(1=A)(s/9)
< (N +1)C? sup {/ |u|qu] / (Jul® + |Vu|?)dx
(y.r) RN

yERN

Usando a desigualdade anterior e as hipoteses sobre {u,}, seque que u, — 0 em
L*(RY) para 2 < s < 2* e o lema esta provado. [

Teorema A.24 Sejam Q C RN um dominio limitado com fronteira suave e u €
WEN(Q), N > 2, tais que

/ |Vu|Vdz < 1.
Q

Entao, existe uma constante C'(N), que depende somente de N, tal que

/ NN g < 019,
Q
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1
onde any = Nwy_} e wy—1 € o volume da esfera unitiria N — 1-dimensional. A

integral do lado esquerdo € finita para qualquer o > 0; porém, se a > ay ela pode
assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de w.

Prova. Veja [17]. [

Teorema A.25 Seja U um subconjunto aberto e limitado de RN com fronteira
suave. Assuma que u € WEP(U).

(i) Se k < N/p entao
k
N-

1
WhEP(U) — Li(u), - =
q

D=

(i1) Se k > N/p entao
W’”’(U) SN Ck*[N/p]flﬁ(ﬁ)

onde

o { [ﬂ 11— %, se % nao for um inteiro

qualquer niumero positivo <1 se % for um inteiro.

Prova. Veja [9, pag. 270]. [

Teorema A.26 Sejam Q C RY um conjunto convexo, m um inteiro nao-negativo
e 0 < X< 1. Entao valem as sequintes imersoes

C™HQ) — C™(Q)

Cm+1 (ﬁ) N Cm,)\(ﬁ)
Prova. Veja |1, pag. 11]. [ ]

Teorema A.27 Seja Q@ C RY wum dominio limitado de classe C'. Entio as
sequintes imersoes sao compactas:

(1) Se p < N entao, para todo q € [1,p*), temos

1
W) = L), - =
p

1 .
N’

D=

(17) Se p= N entao, para todo q € [1,+00), temos

WP (Q) — LI(Q);

(i7i) Se p > N entao B
WP (Q) — C(Q).

Prova. Veja por exemplo [4]. [
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Teorema A.28 Suponhamos que f € LP(B), com 1 < p < oo, onde B é uma bola
de RN . Entdo, existe uma tinica fungio u € W*P(B) N Wy ?(B) tal que

Au=f em B
u=0 sobre 0B.

Prova. Veja [13, pag. 46]. ]

Teorema A.29 Suponha que f € C%%(B) onde B C RY ¢ uma bola. Entio o
problema

Au=f em B
u=0 sobre 0B.

tem uma tinica solugio u € C(B) N C**(B).

Prova. Veja |10, pag. 106]. ]
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