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Resumo

Neste trabalho estudamos questões relacionadas a existência, bifurcação e
regularidade de soluções para equações semilineares da forma

{ −∆u + Ku = f(x, u) em RN ,
u ≥ 0,

(P )

onde K é uma constante positiva e f : RN ×R −→ R é uma função contínua. Mais
especificamente, abordamos um problema do tipo Landesman-Lazer, existência de
pontos de bifurcação no caso em que f(x, s) satisfaz apenas condições locais e um
problema com crescimento crítico no plano. Dependendo das condições sobre a não-
linearidade f(x, s), usaremos diferentes métodos variacionais, a saber, um resultado
abstrato baseado num argumento de monotonicidade de Struwe, uma desigualdade
do tipo Trudinger-Moser e o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
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Abstract

In this work we study subjects related to the existence, bifurcation and regularity
of solutions for semilinear equations of the form

{ −∆u + Ku = f(x, u) in RN , K > 0
u ≥ 0,

(P )

where K is a positive constant and f : RN × R −→ R is a continuous function.
More specifically, we board a Landesman-Lazer type problem, existence of points of
bifurcation in the case where f(x, s) satisfies only local conditions and a problem
with critical growth in the plane. Depending on the conditions in the nonlinearity
f(x, s), we use different variational methods, namely, an abstract result based on
a monotonicity argument of Struwe, a Trudinger-Moser type inequality and the
Lagrange Multipliers Theorem.
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Lista de Símbolos

Notações Gerais

Bδ(x) bola aberta de centro x e raio δ,

|A| medida de Lebesgue de um conjunto A,

X espaço de Banach real,

q.t.p. quase toda parte,

u|A restrição da função u ao conjunto A,

X espaço de Banach real,

X ′ dual topológico de X,

f ′ denota a derivada de Gâteaux
e derivada de Fréchet da função f ,

suppf suporte da função f ,

| · | norma euclidiana,

‖ · ‖ denota a norma de X e de X∗,

Dαu α-derivada fraca de u ∈ L1(Ω), onde
α = (α1, . . . , αn) é um multiíndice de
ordem |α| = α1 + . . . + αn = k,

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
gradiente de u,

∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

laplaciano de u,

2



Notações

∂u

∂ν
= ∂νu = ν · ∇u derivada normal interior,

〈 , 〉 denota produto interno
e aplicação dualidade,

C,C0, C1, C2, C3, . . . , denotam constantes positivas,

Ω ⊂ RN domínio no espaço RN ,

Ω fecho do conjunto Ω,

∂Ω fronteira de Ω,

p′ = p/(p− 1) conjugado hölderiano de p,

lim sup
n→∞

f limite superior da função f

quando n →∞,

lim inf
n→∞

f limite inferior da função f

quando n →∞,

indica final de demonstração.
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Notações

Espaços de Funções

Lp(Ω) funções mensuráveis u sobre Ω tais que∫

Ω

|u|pdx < ∞, 1 ≤ p < ∞,

L∞(Ω) funções mensuráveis u sobre Ω tais que
existe C satisfazendo |u(x)| ≤ C
q. t. p. sobre Ω,

Cc(Ω) funções contínuas com suporte compacto em Ω,

R+ = [0, +∞) semi-eixo real não negativo,

Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis
sobre Ω, k ∈ N,

C∞(Ω) =
⋂

k≥0

Ck(Ω)

Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω)

C∞
c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω)

C(Ω) funções contínuas sobre Ω,

W 1,p(Ω) funções u ∈ Lp(Ω) tais que existem g1, g2, . . . , gN

∈ Lp(Ω) satisfazendo
∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

Ω

giϕdx,

∀ ϕ ∈ C∞
c (Ω),∀ i = 1, . . . , n com 1 ≤ p ≤ ∞,

W 1,2(Ω) = H1(Ω)

Wm,p(Ω) funções u ∈ Lp(Ω) tais que ∀ α > 0 com |α| ≤ m,

∃ gα ∈ Lp(Ω) satisfazendo
∫

Ω

uDαϕdx =

= (−1)|α|
∫

Ω

gαϕdx ∀ ϕ ∈ C∞
c (Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞,

Wm,2(Ω) = Hm(Ω)

W 1,p
0 (Ω) o completamento de C1

c (Ω), na norma
de W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞,

W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω)

W−1,p′(Ω) dual topológico do espaço W 1,p
0 (Ω),
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Notações

Normas

‖u‖p =

(∫

Ω

|u|p
)1/p

norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω),

‖u‖p
W 1,p(Ω) =

(
‖u‖p

p +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

p

)
norma do espaço de Sobolev W 1,p(Ω),

‖∇u‖p =

(∫

Ω

|∇u|p
)1/p

norma do espaço W 1,p
0 (Ω), equivalente

a ‖u‖W 1,p(Ω),

‖u‖ = (‖∇u‖2
2 + ‖u‖2

2)
1/2 norma do espaço H1(Ω), equivalente

a ‖u‖H1(Ω),

p∗ expoente crítico de Sobolev definido por

p∗ =





Np

N − p
se 1 ≤ p < N

∞ se p ≥ N

f = o(g) quando x → x0 se lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0.
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Introdução

Neste trabalho, discutimos questões relacionadas a existência, bifurcação e
regularidade de soluções para uma classe de problemas elípticos semilineares da
forma

−∆u + Ku = f(x, u) em RN , (P )

onde N ≥ 2, K é uma constante positiva e a não-linearidade f : RN × R −→ R é
uma função contínua. No decorrer do trabalho, teremos hipóteses adicionais sobre
a função f .

Ao estudar a equação (P ), utilizamos métodos variacionais, isto é, analisamos
a existência de pontos críticos do funcional energia associado a (P ). Em todos os
casos, exibimos estimativas sobre a não-linearidade f(x, s) a fim de que o funcional
energia associado a (P ) esteja bem definido no espaço de Banach H1(RN), e
assim, relacionamos os pontos críticos deste funcional com as soluções de (P ). Nos
baseamos nos trabalhos de [8, 11, 12].

A equação semilinear (P ) está relacionada com aplicações em diversas áreas da
física-matemática. Por exemplo, podemos relacioná-la com a seguinte equação de
Schrödinger não-linear

i
∂ψ

∂t
= −∆ψ + W (x)ψ − g(|ψ|)ψ em RN , (S)

em que N ≥ 2, ψ = ψ(t, x), ψ : R × RN −→ C, W : RN −→ R é um potencial
dado (neste caso uma função constante) e g : R+ −→ R é uma função conveniente.
Soluções da equação (P ) fornecem soluções do tipo onda estacionária para a equação
(S), ou seja, se u(x) for uma solução de (P ) então ψ(t, x) = eiωtu(x), ω ∈ R, é uma
solução de (S) (para mais detalhes, veja [3, 7, 15, 18, 20]). Além disso, quando o
potencial W é uma função que depende da variável x, a equação de Schröndinger
é a equação fundamental da Mecânica Quântica, no mesmo sentido que a segunda
lei do movimento constitui a equação fundamental da Mecânica Newtoniana. No
caso particular em que a energia potencial é constante, temos o importante caso da
partícula livre.

O nosso trabalho está dividido em quatro capítulos.

No Capítulo 1, provamos um Teorema Abstrato estabelecido por Jeanjean [12]
baseado em um argumento de monotonicidade de Struwe [21, 22]. Tal argumento

6



Introdução

tem sido usado pelo próprio Struwe, bem como por outros matemáticos, para
resolução de difíceis problemas variacionais envolvendo a Geometria do Passo
da Montanha. Entretanto, o raciocínio de Struwe tem sido muito empregado
apenas para circunstâncias específicas devido a dificuldade em identificar classes de
problemas que permitem abordar tal técnica. Porém a apresentação dos resultados
é simples e possuem várias aplicações.

O principal resultado do Capítulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.1 Seja X um espaço de Banach munido com uma norma ‖ · ‖ e seja
J ⊂ R+ um intervalo. Consideremos uma família (Iλ)λ∈J de funcionais de classe
C1 em X da seguinte forma

Iλ(u) = A(u)− λB(u) ∀ λ ∈ J,

onde B(u) ≥ 0, para todo u ∈ X e tais que A(u) → +∞ ou B(u) → +∞ quando
‖u‖ → ∞. Suponhamos que existam dois pontos v1, v2 ∈ X tais que, definindo

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = v1, γ(1) = v2}

temos, para todo λ ∈ J ,

cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > max{Iλ(v1), Iλ(v2)}.

Então, para quase todo λ ∈ J , existe uma seqüência {vn} ⊂ X tal que

(i) {vn} é limitada, (ii) Iλ(vn) → cλ, (iii) I ′λ(vn) → 0 no dual X ′ de X.

O Teorema 0.1 nos diz que existe uma seqüência de Palais-Smale limitada no
nível do Passo da Montanha para quase todos os funcionais da família (Iλ)λ∈J . Uma
questão natural que perguntamos é a seguinte: podemos generalizar a conclusão do
Teorema 0.1 no sentido de obtermos o mesmo resultado para todos os funcionais
(Iλ)λ∈J? A resposta para esta pergunta é negativa. Em Brezis [5], encontramos um
contra-exemplo que apresentamos no final deste capítulo.

Uma aplicação natural do Teorema 0.1 é mostrar a existência de soluções para
uma equação elíptica através de métodos variacionais, ou seja, através da busca de
pontos críticos para um funcional da família (Iλ)λ∈J , que correspondem exatamente
às soluções do problema considerado. Podemos fazer isto provando a existência
de uma seqüência de Palais-Smale limitada, no nível do Passo da Montanha, a
partir da qual, obtemos um ponto crítico para o funcional associado ao problema.
Na verdade, o Teorema Abstrato é uma ferramenta poderosa para estabelecer a
existência de tal seqüência (isto é, particularmente, verdade se o problema possuir
algumas propriedades de compacidade). No entanto, o resultado não garante a
existência desta seqüência para o funcional específico estudado. Neste caso, um
corolário do Teorema 0.1 nos fornece, a partir da seqüência de Palais-Smale obtida
no Teorema 0.1, uma nova seqüência de Palais-Smale, em um nível do Passo da
Montanha, a partir da qual, obtemos pontos críticos para o funcional associado ao
problema, desde que, a nova seqüência seja limitada. Como esta seqüência é obtida
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Introdução

de modo que seus termos são pontos críticos de funcionais pertencentes a família
(Iλ)λ∈J , deduzimos propriedades que ajudam a mostrar sua limitação.

No Capítulo 2, utilizamos o Teorema Abstrato do Capítulo 1 para estudar a
existência de soluções para a equação (P ) onde u ∈ H1(RN), K > 0 e f satisfaz as
seguintes condições:

f1) (i) f : RN × R+ −→ R é uma função Caratheodory;
(ii) f(·, s) ∈ L∞(RN) e f(·, s) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N .

f2) Existe p ∈ (2, 2N
N−2

) se N ≥ 3 e p > 2 se N = 1, 2 tal que

lim
s→∞

f(x, s)

sp−1
= 0 uniformemente em x ∈ RN .

f3) f(x, s)s−1 → 0 se s → 0, uniformemente em x ∈ RN .

f4) Existe a ∈ (0,∞] tal que f(x, s)s−1 → a se s →∞, uniformemente em x ∈ RN .

A fim de obtermos uma solução positiva de (P ), usaremos um procedimento
variacional inspirado no corolário do Teorema Abstrato obtido no Capítulo 1. No
momento, note que, formalmente, cada ponto crítico do funcional I : H1(RN) −→ R
definido por

I(u) =
1

2

∫

RN

(|∇u|2 + Ku2)dx−
∫

RN

F (x, u)dx

é uma solução do problema (P ). Usando o Princípio do Máximo Fraco, mostramos
que esta solução é positiva. Veremos que quando as hipóteses (f1)-(f4) são satisfeitas
e K ∈ (0, a), I possui uma geometria do Passo da Montanha.

Para estudarmos a existência de soluções da equação (P ) ou de problemas
relativamente semelhantes, geralmente além das hipóteses (f1)-(f4), assumimos que
existe uma constante µ > 2 tal que, para todo s ≥ 0

0 ≤ µF (x, s) < f(x, s)s, q.t.p. em x ∈ RN . (AR)

A condição (AR), que é conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz (ou
condição de superquadraticidade), está ainda presente em muitos trabalhos sobre a
busca de pontos críticos do tipo passo da montanha. Geralmente usamos a condição
(AR) para assegurar que toda seqüência de Palais-Smale para I no nível do Passo
da Montanha é limitada. No Capítulo 2 não assumimos essa hipótese.

Assumimos ainda as duas seguintes condições:

A1) G(x, s) ≥ 0, ∀s ≥ 0, q.t.p. em x ∈ RN e existe δ > 0 tal que

f(x, s)s−1 ≥ K − δ =⇒ G(x, s) ≥ δ

A2) Existe D ∈ [1,∞) tal que, q.t.p. em x ∈ RN ,

G(x, s) ≤ DG(x, t), ∀(t, s) ∈ R+ × R+ com s ≤ t

8



Introdução

onde G : RN × R+ −→ R é definida por

G(x, s) =
1

2
f(x, s)s− F (x, s) com F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

Teorema 0.2

(i) Assuma que (f1)-(f4) e (A1) ocorrem com a < ∞ em (f4). Então se K ∈ (0, a)
existe uma solução não-negativa não-trivial de (2.1).

(ii) Assuma que (f1)-(f4) e (A2) ocorrem com a = ∞ em (f4). Então existe uma
solução não-negativa não-trivial de (2.1).

Para provarmos o Teorema 0.2, observamos primeiro que I tem a seguinte forma

I(u) = A(u)−B(u)

com A(u) → +∞ quando ‖u‖ → ∞ e B(u) ≥ 0, para todo u ∈ H1(RN). Em
seguida, mostramos que a família de funcionais defina por

Iλ(u) = A(u)− λB(u), λ ∈ [1, 2],

satisfaz as hipóteses do Teorema Abstrato. Então obtemos que, para quase todo
λ ∈ [1, 2], exite uma seqüência limitada {vm} ⊂ H1(RN) satisfazendo

Iλ(vm) → cλ e I ′λ(vm) → 0 em H−1(RN).

Usando a invariância por translação de (P ), estabelecemos a existência de uma
seqüência {ym} ⊂ ZN tal que um(x) := vm(x − ym) satisfaz um ⇀ uλ 6= 0 em
H1(RN), onde uλ ≥ 0, com Iλ(uλ) ≤ cλ e I ′λ(uλ) = 0. Neste ponto, temos provado
a existência de uma seqüência {(λn, un)} ⊂ [1, 2] × H1(RN) com un ≥ 0 q.t.p. em
x ∈ RN tal que

• λn → 1 e {λn} é decrescente;

• un 6= 0, Iλn(un) ≤ cλn e I ′λn
(un) = 0.

Supondo que {un} ⊂ H1(RN) é limitada, obtemos um ponto crítico não-trivial de
I que corresponde a uma solução positiva de (P ). Para provarmos a limitação de
{un}, usamos um método inspirado no trabalho de P. L. Lions [14] sobre o princípio
de concentração de compacidade. Assumimos, por contradição, que ‖un‖ → ∞.
Então fixando wn = un‖un‖−1 (e usando se necessário a invariância por translação
de (P )), existe uma subseqüência de {wn}, com wn ⇀ w em H1(RN), satisfazendo
uma das duas seguintes alternativas:
1. (Não-anulamento) Existem α > 0 e R > 0 tais que

lim
n→∞

∫

BR

w2
ndx ≥ α > 0.

9



Introdução

2. (Anulamento)

lim
n→∞

sup
y∈ZN

∫

BR(y)

w2
ndx = 0, para todo R > 0.

Observamos que nenhum dos dois casos pode ocorrer o que é uma contradição.
Tendo provado a limitação de {un} ⊂ H1(RN), concluímos a prova do principal
teorema do Capítulo 2.

No Capítulo 3, analisamos bifurcação de soluções para a seguinte classe de
equações

−∆u(x) + λu(x) = f(x, u(x)), λ > 0, x ∈ RN . (P )λ

Nosso objetivo será garantir que λ = 0 é um ponto de bifurcação para (P )λ.
Dizemos que λ = 0 é um ponto de bifurcação para (P )λ se existir uma seqüência
{(λn, un)} ⊂ R+ × H1(RN) de soluções não-triviais de (P )λn com λn → 0 e
‖un‖ → 0. Neste caso, {(λn, un)} é chamada uma seqüência bifurcante. Uma
outra característica do nosso problema em RN é a falta de compacidade.

Em nossa terminologia, afim de obtermos um ponto de bifurcação para a equação
(P )λ, utilizamos um método variacional baseado no Teorema Abstrato do Capítulo
1. Chamamos a atenção que são requeridas apenas condições locais sobre f(x, ·).
Mais precisamente, para algum δ > 0 supomos que a não-linearidade f(x, ·) satisfaz
as seguintes hipóteses:

g1) f : RN × [−δ, δ] −→ R é uma função Caratheodory;

g2) lim
|x|→∞

f(x, s) = 0 uniformemente para todo s ∈ [−δ, δ];

g3) Existe K > 0 tal que lim sup
s→0

∣∣∣∣
f(x, s)

s

∣∣∣∣ ≤ K uniformemente em x ∈ RN ;

g4) lim
s→0

F (x, s)

s2
= 0 uniformemente em x ∈ RN com F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt;

g5) Uma das seguintes condições são válidas
(i) N ≥ 1 e existem A > 0, d ∈ (0, 2) e α ∈

(
0, 2(2−d)

N

)
tais que

F (x, s) ≥ A(1 + |x|)−d|s|2+α ∀s ∈ [−δ, δ] e q.t.p. em x ∈ RN

(ii) N = 1 e existe α ∈ (0, 2) tal que

F (x, s) ≥ r(x)|s|2+α, ∀s ∈ [−δ, δ] e q.t.p. em x ∈ R

onde r ∈ L∞(R), r ≥ 0 e
∫

R
r(x)dx > 0 (o valor +∞ é possível).

10
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Ressaltamos ainda que não assumimos a condição clássica (AR) com s ∈ [−δ, δ],
que é uma hipótese fundamental em grande parte dos problemas elípticos envolvendo
métodos variacionais para obtensão de bifurcação de soluções. Além disso, as
condições locais que assumimos sobre f(x, s) são mais fracas do que (AR). De fato, a
condição (AR) é mais forte do que nossas hipóteses, como verificamos na Observação
3.4, onde exibimos uma função f que satisfaz (g1)-(g5), mas não cumpre (AR).

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

Teorema 0.3 Suponha que (g1)-(g5) são válidas. Então λ = 0 é um ponto de
bifurcação para (P )λ.

Para demonstrar o Teorema 0.3, modificamos f : RN × [−δ, δ] −→ R fora
do intervalo [−δ, δ] e mostramos que a equação com esta nova não-linearidade
tem uma seqüência bifurcante. Procedemos da seguinte forma: denotemos por
(Iλ)λ>0 a família de funcionais obtida ao modificarmos f(x, ·) no exterior de [−δ, δ].
Mostramos então que existe λ0 > 0 tal que, para todo λ ∈ (0, λ0], os seguintes
conjuntos são não-vazios

Γλ = {γ ∈ C([0, 1]; H1(RN), γ(0) = 0 e Iλ(γ(1)) < 0}
e

c(λ) = inf
γ∈Γλ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > Iλ(0) = 0,

a saber, Iλ tem, para λ ∈ (0, λ0], possui a Geometria do Passo da Montanha.
A função λ → c(λ) é não-decrescente e então diferenciável para quase todo λ

(veja [24, pag. 111]). Então, com o auxílio de argumentos análogos as preliminares
do Teorema Abstrato do Capítulo 1, provamos que, para cada λ ∈ (0, λ0] onde
a derivada c′(λ) de c(λ) existe, Iλ possui uma seqüência de Palais-Smale limitada
contida numa bola de H1(RN) centrada na origem cujo raio tende para zero quando
c(λ) → 0 e c′(λ) → 0. Usando as propriedades de compacidade de (P )λ, deduzimos
que a equação tem, para cada λ, uma solução não-trivial que está na bola. Usando
funções testes adequadas, mostra-se que c(λ)λ−1 → 0 quando λ → 0. Isto implica
na existência de uma seqüência estritamente decrescente λn → 0 tal que c(λn) → 0
e c′(λn) → 0. Para as soluções correspondentes temos ‖un‖ → 0 e isto prova a
bifurcação para o problema modificado. Utilizando um argumento de “bootstrap”
mostramos que ‖un‖∞ → 0 e então λ = 0 também é um ponto de bifurcação para
(P )λ.

No capítulo 4, analisamos a existência de soluções para a equação (P ) quando
f(x, s) não depende da variável x e se comporta como a função eαs2 quando s → +∞.
Mais especificamente, estudamos a equação

−∆u + Ku = f(u) em R2, (∗)
com f(s) tendo crescimento crítico. Nosso intuito é obtermos a existência de uma
solução de energia mínima positiva ω no nível

c = I(ω) = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) <
4π

α0

11
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onde ω é esfericamente simétrica em torno de algum ponto de R2 e
∂ω

∂r
é negativa

para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em relação a este ponto.

Para obtermos a existência de solução, utilizamos o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange e a Identidade de Pohozaev. Aqui, vamos admitir que f satisfaça as
seguintes condições:

h1) f ∈ C1(R) e f(s) = 0 para s ≤ 0;

h2) f(s) = o(s) quando s → 0;

h3) f tem crescimento crítico em +∞, ou seja, existe α0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(s)

eαs2 = 0 para todo α > α0

e
lim

s→+∞
f(s)

eαs2 = +∞ para todo α < α0;

h4) Existe uma constante µ > 2 tal que, para todo s > 0

0 ≤ µF (s) = µ

∫ s

0

f(t)dt < sf(s);

h5) A função s → f(s)/s é crescente para s > 0;

h6) Existem p > 2 e δ > 0 tais que para todo s > 0,

f(s) ≥
(

p

2
(Sp + δ)p

(
4π

α0

)1− p
2

)
sp−1

onde

Sp = inf
u∈H1(R2)\{0}

[∫
R2(|∇u|2 + Ku2)dz

] 1
2

[∫
R2 |u|pdz

] 1
p

.

Observe que, diferentemente dos Capítulos 2 e 3, assumimos aqui a condição
de Ambrosetti-Rabinowitz (h4). Além disso, introduzimos o crescimento crítico em
(h3) e por esta razão exibimos uma versão da desigualdade de Trudinger-Moser em
R2 (veja [8, 17, 23]) que afirma que se u ∈ H1(R2) então, para todo α > 0, a integral∫
R2 [e

αu2 − 1]dx é finita (veja [6, 8]).

O principal resultado do Capítulo 4 é o seguinte:

Teorema 0.4 Suponha que a não-linearidade f(s) satisfaça (h1)-(h6). Então o
problema (4.1) possui uma solução de energia mínima positiva ω no nível

c = I(ω) = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) <
4π

α0

Além disso, ω é esfericamente simétrica em torno de algum ponto em R2 e
∂ω

∂r
é

negativa para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em relação a este ponto.

12
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Vejamos agora uma idéia da prova do Teorema 0.4. Incialmente, observamos que
a simetria radial para qualquer solução ω do problema (P ) segue por uma observação
em Berestycki-Lions, (veja [3, pag. 321]). Sabendo que o funcional associado a (P )
é

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

R2

F (u)dx

onde F (u) =
∫ u

0
f(t)dt e ‖u‖2 =

∫
R2 [|∇u|2 + Ku2]dx, definimos a variedade

M =

{
u ∈ H1(R2) \ {0};

∫

R2

F (u)dx =
K

2

∫

R2

u2dx

}

e consideremos o número

I0 = inf

{∫

R2

|∇u|2dx; u ∈ M

}
.

Daí, prova-se que existe u ∈ M tal que I0 é atingido. Então, definindo

Φ(u) =

∫

R2

F (u)dx− K

2

∫

R2

u2dx e Ψ(u) =

∫

R2

|∇u|2dx

observamos que Φ′(u) 6= 0 para todo u ∈ M e o fato de I0 ser atingido é equivalente
a dizer que existe ũ ∈ M tal que Ψ(ũ) = inf

M
Ψ(u). Logo, pelo Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange, existe λ ∈ R tal que

Ψ′(ũ)ϕ = λΦ′(ũ)ϕ para todo ϕ ∈ H1(R2).

Fazendo uma mudança de variável obtemos, a partir da expressão acima, uma
solução fraca ω ∈ H1(R2) de energia mínima para o problema (∗). Além disso,
pela teoria de regularidade elíptica, tal solução é clássica e é extritamente positiva
pelo Princípio do Máximo Fraco. Finalmente, a partir da Identidade de Pohozaev,
é possível mostrar que nossa solução está no nível

c = I(ω) = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) <
4π

α0

o que conclui o nosso principal resultado.

Finalmente, concluímos nosso trabalho com o Apêndice A, que apresenta
resultados importantes usados no decorrer de nossa dissertação.

Com o intuito de não ficarmos recorrendo à Introdução e de tornar os capítulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capítulo, os resultados principais,
bem como, as hipóteses sobre a função f(x, s).
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Capítulo 1

Resultados abstratos

1.1 Resultados preliminares
Nesta seção, apresentamos e demonstramos algumas estimativas desenvolvidas

por Jeanjean [12], baseadas em um argumento de monotonicidade devido a Struwe
[21], que são essenciais para provarmos o principal resultado deste capítulo, a saber,
o Teorema Abstrato 1.3 da próxima seção. Para este fim, sejam X um espaço de
Banach munido com uma norma ‖·‖ e J ⊂ R+ um intervalo. Consideramos também
uma família (Iλ)λ∈J de funcionais de classe C1 em X da seguinte forma

Iλ(u) = A(u)− λB(u), λ ∈ J,

onde B(u) ≥ 0 para todo u ∈ X e tal que A(u) → +∞ ou B(u) → +∞ quando
‖u‖ → ∞. Suponhamos a existência de dois pontos v1, v2 ∈ X tais que, definindo

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = v1 e γ(1) = v2},
temos, para todo λ ∈ J

cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > max{Iλ(v1), Iλ(v2)},

isto é, os funcionais Iλ da família (Iλ)λ∈J , possuem a Geometria do Passo da
Montanha. Desde que J ⊂ R+ e B(u) ≥ 0, se λ1 ≤ λ2, temos

Iλ1(u) = A(u)− λ1B(u) ≥ A(u)− λ2B(u) = Iλ2(u)

para todo u ∈ X, o que implica que

cλ1 = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ1(γ(t)) ≥ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ2(γ(t)) = cλ2 ,

ou seja, a aplicação λ → cλ é não-crescente. Então, por um resultado de Teoria da
Medida (veja Teorema 7.21 em [24]), que afirma que toda função monótona possui
derivada em quase todo ponto, obtemos que c′λ, a derivada de cλ com respeito a λ,
existe para quase todo λ ∈ J .

Seja λ ∈ J um valor fixo, porém arbitrário, onde c′λ existe e {λn} ⊂ J uma
seqüência estritamente crescente tal que λn → λ. Temos a seguinte proposição:

14



Capítulo 1 1.1 Resultados preliminares

Proposição 1.1 Existem uma seqüência de caminhos {γn} ⊂ Γ e K = K(c′λ) > 0
tais que

(i) ‖γn(t)‖ ≤ K se γn(t) satisfizer

Iλ(γn(t)) ≥ cλ − (λ− λn); (1.1)

(ii) max
t∈[0,1]

Iλ(γn(t)) ≤ cλ + (−c′λ + 2)(λ− λn).

Prova. Para cada n ∈ N, existe γn ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

Iλn(γn(t)) ≤ cλn + (λ− λn). (1.2)

Provaremos que, para n ∈ N suficientemente grande, {γn} é a seqüência que estamos
procurando. Quando γn(t) satisfaz (1.1), temos

Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t))

λ− λn

≤ cλn + (λ− λn)− cλ + (λ− λn)

λ− λn

=
cλn − cλ

λ− λn

+ 2.

Desde que c′λ existe e λn → λ temos

c′λ = lim
n→∞

cλn − cλ

λn − λ
,

ou seja, existe n(λ) ∈ N tal que para todo n ≥ n(λ)

− c′λ − 1 ≤ cλn − cλ

λ− λn

≤ −c′λ + 1 (1.3)

e então, para todo n ≥ n(λ),

Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t))

λ− λn

≤ −c′λ + 3.

Conseqüentemente,

Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t))

λ− λn

=
A(γn(t))− λnB(γn(t))− A(γn(t)) + λB(γn(t))

λ− λn

= B(γn(t))

≤ c′λ + 3.

Também

A(γn(t)) = A(γn(t)) + λnB(γn(t))− λnB(γn(t)) = Iλn(γn(t)) + λnB(γn(t))

≤ cλn + (λ− λn) + λn(−c′λ + 3)

e como (1.3) nos fornece

cλn ≤ cλ + (λ− λn)(−c′λ + 1),
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obtemos

A(γn(t)) ≤ cλ + (λ− λn)(−c′λ + 1) + (λ− λn) + λn(−c′λ + 1) ≤ C.

Então, se tivéssemos ‖γn(t)‖ → ∞, por hipótese teríamos A(γn(t)) → +∞ ou
B(γn(t)) → +∞, o que contraria a limitação uniforme de A(γn(t)) e B(γn(t)).
Logo, está provado (i).
Para provarmos (ii), observamos novamente por (1.3) que, para todo n ≥ n(λ),

cλn ≤ cλ + (−c′λ + 1)(λ− λn). (1.4)

Usando (1.2), (1.4) e
Iλn(v) ≥ Iλ(v) ∀ v ∈ X,

obtemos

Iλ(γn(t)) ≤ Iλn(γn(t)) ≤ cnλn + (λ− λn)

≤ cλ + (λ− λn)(−c′λ + 1) + (λ− λn)

= cλ + (λ− λn)(−c′λ + 2)

e o resultado está provado.

Esta proposição nos diz que existe uma seqüência de caminhos {γn} ⊂ Γ tal que

max
t∈[0,1]

Iλ(γn(t)) → cλ,

onde, para todo n ∈ N suficientemente grande, começando por um nível estritamente
abaixo de cλ, todos os caminhos estão contidos numa bola centrada na origem com
raio fixo K = K(c′λ) > 0. Agora para α > 0, defina

Fα = {u ∈ X; ‖u‖ ≤ K + 1 e |Iλ(u)− cλ| ≤ α}

onde K > 0 é a constante dada na Proposição 1.1. Temos o seguinte resultado:

Proposição 1.2 Para todo α > 0,

inf{‖I ′λ(u)‖; u ∈ Fα} = 0. (1.5)

Prova. Suponha, por contradição, que (1.5) não ocorre. Então existe α > 0 tal
que, para todo u ∈ Fα, temos

‖I ′λ(u)‖ ≥ α (1.6)

e, sem perda de generalidade, podemos assumir que

0 < α <
1

2
[cλ −max{Iλ(v1), Iλ(v2)}].

Agora, vamos usar um argumento clássico de deformação. Seja S = BK(0),
δ = 1/2, ε ∈ (0, α/16], S2δ = {u ∈ X; dist(u, S) ≤ 2δ} e Id

λ = I−1
λ ((−∞, d]).
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Note que, no nosso caso temos S2δ = S1 = BK+1(0). Então, para todo u ∈
I−1
λ ([cλ − 2ε, cλ + 2ε]) ∩ S2δ, ou equivalentemente, para todo u ∈ X tal que

Iλ(u) ∈ [cλ − 2ε, cλ + 2ε] e u ∈ S1 = BK+1(0),

temos
|Iλ(u)− cλ| ≤ 2ε ≤ α e ‖u‖ ≤ K + 1,

ou seja, u ∈ Fα. Daí,

‖I ′λ(u)‖ ≥ α ≥ 16ε =
8ε

1/2
.

Pelo lema A.11, existe η ∈ C([0, 1]×X, X) tal que

(i) η(t, u) = u, se t = 0 ou se u /∈ I−1
λ ([cλ − 2ε, cλ + 2ε]) ∩ S1;

(ii) η(1, Icλ+ε
λ ∩BK(0)) ⊂ Icλ−ε

λ ;

(iii) η(t, ·) é um homeomorfismo de X, para todo t ∈ [0, 1];

(iv) Iλ(η(·, u)) é não-crescente, para todo u ∈ X;

Assim, defina η̂ : X −→ X por η̂(u) = η(1, u). Então por (i)

η̂(u) = u se |Iλ − cλ| ≥ 2ε (1.7)

onde, por (iii), η̂ é um homeomorfismo. Por (iv), temos também

Iλ(η(0, u)) ≥ Iλ(η(1, u))

donde obtemos
Iλ(η̂(u)) ≤ Iλ(u), para todo u ∈ X (1.8)

e, por fim, (ii) nos fornece

Iλ(η̂(u)) ≤ cλ − ε, ∀u ∈ X satisfazendo ‖u‖ ≤ K + 1 e Iλ(u) ≤ cλ + ε. (1.9)

Agora, seja {γn} ⊂ Γ a seqüência obtida na Proposição 1.1. Escolhamos e fixemos
m ∈ N suficientemente grande de modo que

(−c′λ + 2)(λ− λm) ≤ ε. (1.10)

Mostremos que η̂(γm) ∈ Γ, para todo m ∈ N. De fato, como {γm} ⊂ Γ, temos
γm(0) = v1 e γm(1) = v2, donde

η̂(γm(0)) = η̂(v1) e η̂(γm(1)) = η̂(v2).

Além disso,

ε < α <
1

2
cλ − 1

2
max
t∈[0,1]

{Iλ(v1), Iλ(v2)} ≤ 1

2
cλ − 1

2
Iλ(v1),

17



Capítulo 1 1.2 Teorema abstrato, para uma classe ampla de funcionais

isto é, −Iλ(v1) + cλ > 2ε, ou ainda,

|Iλ(v1)− cλ| > 2ε,

e por (1.7), η̂(v1) = v1, ou seja, η̂(γm(0)) = v1. De modo análogo, conclui-se que
η̂(γm(1)) = v2. Logo, η̂(γm) ∈ Γ.
Neste ponto, se u = γm(t) podemos ter duas situações:

Iλ(u) ≤ cλ − (λ− λm) ou Iλ(u) > cλ − (λ− λm).

No primeiro caso, (1.8) implica que

Iλ(η̂(u)) ≤ Iλ(u) ≤ cλ − (λ− λm) (1.11)

e no segundo caso, a Proposição 1.1 e (1.10) implicam que u satisfaz ‖u‖ ≤ K e

Iλ(u) ≤ max
t∈[0,1]

Iλ(γm(t)) ≤ cλ + (−c′λ + 2)(λ− λm) ≤ cλ + ε.

Aplicando (1.9) temos

Iλ(η̂(u)) ≤ cλ − ε ≤ cλ − (λ− λm). (1.12)

Então, combinando (1.11) e (1.12), obtemos

max
t∈[0,1]

Iλ(η̂(γm(t))) ≤ cλ − (λ− λm) ≤ cλ

o que contradiz a caracterização variacional de cλ e finaliza a prova da proposição.

1.2 Teorema abstrato para uma classe de funcionais
Nesta seção, provamos um resultado abstrato para uma classe de funcionais, a

qual denotamos por (Iλ)λ∈J onde J é um intervalo da reta, e apresentamos algumas
conseqüências. Tal resultado diz que para quase todos os funcionais desta classe,
existe uma seqüência de Palais-Smale limitada no nível do Passo da Montanha, o
que está enunciado com detalhes no seguinte Teorema:

Teorema 1.3 Seja X uma espaço de Banach munido com a norma ‖ · ‖ e seja
J ⊂ R+ um intervalo. Consideremos uma família (Iλ)λ∈J de funcionais de classe
C1 em X da seguinte forma

Iλ(u) = A(u)− λB(u), ∀λ ∈ J

onde B(u) ≥ 0, para todo u ∈ X e tais que A(u) → +∞ ou B(u) → +∞ quando
‖u‖ → ∞. Suponhamos a existência de dois pontos v1, v2 ∈ X tais que definindo

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = v1, γ(1) = v2}
temos, para todo λ ∈ J

cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > max{Iλ(v1), Iλ(v2)}.

Então, para quase todo λ ∈ J , existe uma seqüência {vn} ⊂ X tal que

(i) {vn} é limitada, (ii) Iλ(vn) → cλ, (iii) I ′λ(vn) → 0 no dual X ′ de X.
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Prova. Pela proposição 1.2, para todo n ∈ N existe {vn} ∈ Fα tal que 0 ≤
‖I ′λ(vn)‖ < 1/n, ou seja,

lim
n→∞

‖I ′λ(vn)‖ = 0 em X ′

com ‖vn‖ ≤ K + 1. Além disso, como α > 0 é arbitrário e satisfaz

|Iλ(vn)− cλ| ≤ α,

obtemos
lim

n→∞
Iλ(vn) = cλ

o que conclui a prova do teorema.

Corolário 1.4 Seja X um espaço de Banach munido com uma norma ‖ · ‖ e seja
I ∈ C1(X,R) um funcional da forma

I(u) = A(u)−B(u)

onde B e B′, a derivada de B em X, levam conjuntos limitados em conjuntos
limitados. Suponha que exista ε > 0 tal que, para J = [1 − ε, 1], a família (Iλ)λ∈J

definida por
Iλ(u) = A(u)− λB(u)

satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3. Finalmente, assuma que para todo λ ∈ J ,
qualquer seqüência de Palais-Smale limitada para Iλ no nível cλ ∈ R admite uma
subseqüência convergente. Então existe uma seqüência {(λn, un)} ⊂ [1 − ε, 1] × X
com λn → 1, {λn} crescente, Iλn(un) = cλn e I ′λn

(un) = 0 em X ′, tal que, se
{un} ⊂ X é limitada, temos

• I(un) = Iλn(un) + (λn − 1)B(un) → c1 = lim
n→∞

cλn

• I ′λn
(un) = I ′λn

(un) + (λn − 1)B′(un) → 0 em X ′

Para provarmos este Corolário, faremos uso do seguinte Lema:

Lema 1.5 A aplicação λ → cλ é contínua pela esquerda.

Prova. Suponha, por contradição, que existe uma seqüência {λn} ⊂ J com λn < λ0

e λn → λ0 ∈ J tal que
cλ0 < lim

n→∞
cλn .

Seja δ = lim
n→∞

cλn − cλ0 > 0. Pela definição de cλ0 existe γ0 ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

Iλ0(γ0(t)) < cλ0 +
δ

3
.

Usando a igualdade

Iλ(u) = A(u)− λB(u) + λ0B(u)− λ0B(u)

= Iλ0(u) + (λ0 − λ)B(u) ∀ λ ∈ J,
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válida para todo u ∈ X, obtemos

max
t∈[0,1]

Iλ(γ0(t)) < cλ0 +
δ

3
+ (λ0 − λ) max

t∈[0,1]
B(γ0(t)) para todo λ < λ0.

Mas, desde que B é contínuo, pois

B(u) =
Iλ(u)− Iλ0(u)

λ0 − λ
,

temos max
t∈[0,1]

B(γ0(t)) ≤ C para algum C > 0. Então, para todo n ∈ N

suficientemente grande obtém-se

(λ0 − λn) max
t∈[0,1]

B(γ0(t)) <
δ

3C
C

donde segue que

max
t∈[0,1]

Iλn(γ0(t)) < cλ0 +
2δ

3
.

Mas, pela definição de cλn

max
t∈[0,1]

Iλn(γ0(t)) ≥ cλn ,

ou seja, sendo L = lim
n→∞

cλn , temos cλ0 +(2δ)/3 > cλn , isto é, cλ0 +(2/3)(L−cλ0) ≥ L,
ou equivalentemente, (

1− 2

3

)
cλ0 ≥

(
1− 2

3

)
L.

Portanto
cλ0 ≥ lim

n→∞
cλn

o que é uma contradição.

Prova do Corolário 1.4. Pelo Teorema 1.3, para quase todo λ ∈ J existe uma
seqüência {vm} limitada tal que

Iλ(vm) → cλ e I ′λ(vm) → 0.

Sendo {vn} uma subseqüência convergente, obtemos Iλ(v) = cλ e I ′(v) = 0, onde
v = lim

n→∞
vn. Para quase todo λ ∈ J , denote vλ = v. Consideremos agora uma

seqüência crescente {λn} ⊂ J tal que λn → 1. Então definindo un = vλn , existe
{(λn, un)} ⊂ [1− ε, 1]×X com

λn → 1, {λn} crescente

e
Iλn(un) = cλn e I ′λn

(un) = 0 em X ′

tal que, se {un} ⊂ X é limitada, usando o Lema anterior e o fato de B e B′ tomarem
conjuntos limitados em conjuntos limitados, obtemos

I(un) = Iλn + (λn − 1)B(un) → lim
n→∞

cλn = c1
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I ′(un) = I ′λn
(un) + (λn − 1)B′(un) → 0 em X ′

A importância do Corolário 1.4 é que se {un} é limitada, então é uma seqüência
de Palais-Smale limitada para I no nível c1.

Assim, uma vez obtida, pelo Teorema 1.1, uma seqüência de Palais-Smale no
nível do Passo da Montanha nosso problema é mostrar sua limitação. Porém a
seqüência {un} obtida no Corolário 1.4 é uma seqüência de pontos críticos, e isto
nos fornece propriedades adicionais na seqüência {un} que ajudam a mostrar sua
limitação.

Neste trabalho não utilizamos o Corolário 1.4, mas nos dois próximos capítulos
vamos empregar a idéia do procedimento descrito acima para estabeler a existência
de uma seqüência de pontos críticos.

Exemplo 1.6 O Teorema 1.3 pode ser utilizado em várias situações. Um
importante caso particular é o seguinte: seja X um espaço de Banach com uma
norma ‖ · ‖ e I ∈ C1(X,R) um funcional tal que I(0) = 0. Assuma que existam
duas constantes positivas r, ρ e v ∈ X com ‖v‖ > ρ satisfazendo

I(u) ≥ r se ‖u‖ = ρ e I(v) ≤ 0.

Com estas hipóteses, I tem uma Geometria do Passo da Montanha. Denote por
c ≥ r o nível do passo da montanha. Agora, escrevendo I como

I(u) = I(u)− 0‖u‖2

temos que existe ε > 0 tal que a família

Iλ(u) = I(u)− λ‖u‖2 para λ ∈ [0, ε]

satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3.

De fato, basta verificar que cada Iλ possui Geometria do Passo da Montanha, pois
as demais hipóteses são trivialmente verificadas. Temos, Iλ(v) ≤ 0 para todo λ ≥ 0
e para ‖u‖ = ρ

Iλ(u) = I(u)− λ‖u‖2 ≥ r − λρ2.

Então, tomando ε > 0 tal que ερ2 < r, temos

Iλ(u) ≥ r − λρ2 > ερ2 − λρ2 = (ε− λ)ρ2 ≥ 0

donde segue que cada Iλ tem Geometria do Passo da Montanha no nível cλ. Portanto
as hipóteses do Teorema 1.3 são satisfeitas.

No próximo exemplo vamos mostrar que existe uma família de funcionais (Iλ)λ∈J ,
onde J ⊂ R é um intervalo, para a qual não existe uma seqüência de Palais-Smale
limitada para algum λ ∈ J .
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Exemplo 1.7 Seja F : R2 −→ R definida por

F (x, y) = x2 − (x− 1)3y2

Então, existe ε > 0 tal que, cada Fλ, onde λ ∈ [0, ε], definido por

Fλ(x, y) = F (x, y)− λ(x2 + y2)

satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3. Além disso, toda seqüência de Palais-Smale
para o funcional F ≡ F0 é ilimitada.

Aqui estamos considerando o espaço R2 munido com a norma Euclidiana

‖(x, y)‖ =
√

x2 + y2.

Note que, próximo da origem, F se comporta como ‖(x, y)‖2. Além disso, tomando
x > 0 fixado e suficientemente grande, vemos que F (x, 1) < 0. Em particular, F
tem geometria do passo da montanha e como foi feito no exemplo anterior, existe
ε > 0 tal que cada (Fλ)λ∈[0,ε] definido por

Fλ(x, y) = F (x, y)− λ(x2 + y2)

satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3. Analogamente ao exemplo anterior, também
podemos assumir λ ∈ [−ε, ε]. Mostremos que não existe uma seqüência limitada de
Palais-Smale para F = F0 no nível do passo da montanha. Temos

Fx = 2x− 3(x− 1)2y2

e
Fy = −2(x− 1)2y.

Então qualquer seqüência {(xn, yn)} ⊂ R2 tal que ‖F ′(xn, yn)‖ → 0 tem que
satisfazer

lim
n→∞

[2xn − 3(xn − 1)2y2
n] = 0 (1.13)

e
lim

n→∞
(xn − 1)3yn = 0. (1.14)

Distinguimos dois casos:

• xn 9 1 quando n →∞.

Se isto acontece, por (1.14) obtemos yn → 0. Como

lim
n→∞

(xn − 1)2y2
n = lim

n→∞
[(xn − 1)3yn]

2
3 y

4
3
n = 0

segue de (1.13) que xn → 0 quando n →∞.

• xn → 1 quando n →∞.
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Neste caso, por (1.13),
lim

n→∞
(xn − 1)2y2

n = 2/3

e desde que
lim

n→∞
(xn − 1)2 = 0,

{y2
n} não pode ser limitada, ou seja, |yn| → ∞.

No primeiro caso, temos

F (xn, yn) = x2
n − (xn − 1)3y2

n → 0

e no segundo
F (xn, yn) = x2

n − (xn − 1)(xn − 1)2y2
n → 1.

Daí, seja {(xn, yn)} ⊂ R2 uma seqüência de Palais-Smale num nível c > 0 para
F . Como F (xn, yn) → 1, o nível do passo da montanha só pode ser c = 1 e,
necessariamente, xn → 1 e |yn| → ∞, ou seja,

‖(xn, yn)‖ =
√

x2
n + y2

n →∞

e {(xn, yn)} é ilimitada.
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Capítulo 2

Um problema do tipo
Landesman-Lazer em RN

2.1 Introdução
Neste capítulo, usamos o Teorema Abstrato do Capítulo 1 para estudar a

existência de soluções positivas para o seguinte problema do tipo Landesman-Lazer
{ −∆u(x) + Ku(x) = f(x, u(x))

u ∈ H1(RN), K > 0.
(2.1)

Como estamos interessados em soluções positivas, assumiremos, sem restrição, que
f(x, s) = 0, para todo s < 0 q.t.p. em x ∈ RN .

Exigimos que a não-linearidade f satisfaça as seguinte hipóteses:

f1) (i) f : RN × R+ −→ R é uma função Caratheodory.
(ii) f(·, s) ∈ L∞(RN) e f(·, s) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N .

f2) Existe p ∈ (2, 2N
N−2

) se N ≥ 3 e p > 2 se N = 2 tal que

lim
s→∞

f(x, s)

sp−1
= 0 uniformemente em x ∈ RN .

f3) f(x, s)s−1 → 0 se s → 0, uniformemente em x ∈ RN .

f4) Existe a ∈ (0,∞] tal que f(x, s)s−1 → a se s →∞, uniformemente em x ∈ RN .

Seja G : RN × R+ −→ R definida por

G(x, s) =
1

2
f(x, s)s− F (x, s) com F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt.

Consideraremos também as seguintes condições sobre G:

A1) G(x, s) ≥ 0, para todo s ≥ 0, q.t.p. em x ∈ RN e existe δ > 0 tal que

f(x, s)s−1 ≥ K − δ =⇒ G(x, s) ≥ δ.
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A2) Existe D ∈ [1,∞) tal que, q. t. p em x ∈ RN ,

G(x, s) ≤ DG(x, t), para todo (t, s) ∈ R+ × R+ com s ≤ t.

Uma solução clássica do problema (2.1) é uma função u ∈ C2(RN) que satisfaz
a equação para todo ponto x ∈ RN . Já uma solução fraca para (2.1) é uma função
u ∈ H1(RN) que satisfaz

∫

RN

(∇u∇v + Kuv)dx =

∫

RN

f(x, u)vdx ∀ v ∈ C∞
0 (RN).

O funcional energia I : H1(RN) −→ R associado a equação (2.1) é dado por

I(u) =

∫

RN

[|∇u|2 + Ku2]dx−
∫

RN

F (x, u)dx, onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt,

Além disso, o funcional I é de classe C1 no Espaço de Sobolev H1(RN) (veja Lema
A.9 do Apêndice A) e seus pontos críticos correspondem exatamente as soluções
fracas de (2.1). Consideramos o nosso espaço ambiente H1(RN) munido com a
norma

‖u‖ =

{∫

RN

(|∇u|2 + Ku2)dx

}1/2

.

Desde que K é positivo, esta norma é equivalente a norma usual de H1(RN).

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

Teorema 2.1

(i) Assuma que (f1)-(f4) e (A1) ocorrem com a < ∞ em (f4). Então se K ∈ (0, a)
existe uma solução não-negativa não-trivial de (2.1).

(ii) Assuma que (f1)-(f4) e (A2) ocorrem com a = ∞ em (f4). Então existe uma
solução não-negativa não-trivial de (2.1).

Observação 2.2 Se f(x, s)s−1 é uma função crescente de s > 0, q.t.p. em x ∈ RN ,
então tanto (A1) quanto (A2) são satisfeitas. Verifiquemos primeiro que (A2) é
satisfeita. De fato, se s ≤ t temos

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, w)dw =

∫ s

0

f(x,w)dw +

∫ t

s

f(x,w)dw

= F (x, s) +

∫ t

s

w
f(x,w)

w
dw < F (x, s) +

f(x, t)

t

[
t2

2
− s2

2

]

= F (x, s) +
f(x, t)t

2
− f(x, t)

t

s2

2

< F (x, s) +
f(x, t)t

2
− 1

2
f(x, s)s

o que implica
G(x, s) < G(x, t)
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e (A2) é satisfeita com D = 1. Segue por (A2) que G(x, s) ≥ 0 para todo s ≥ 0
e a primeira afirmação de (A1) é satisfeita. Para mostrar a segunda afirmação de
(A1) suponha, por contradição, que (A1) não seja válida. Então para cada δ = 1/n,
n ∈ N, existe sn > 0 tal que

f(x, sn)

sn

≥ K − 1

n
(2.2)

mas,

G(x, sn) <
1

n
,

ou seja, G(x, sn) → 0. Além disso, G(x, s) > 0 para todo s > 0. De fato, suponha
que exista s > 0 tal que G(x, s) = 0. Então, pela definição de G, f(x, s)s = 2F (x, s),
o que implica que

s

2

d

ds
F (x, s) = F (x, s)

isto é, F (x, s) = s2. Logo, f(x, s) = 2s o que contradiz (f3).
Daí, necessariamente temos sn → 0, pois caso contrário, para n suficientemente
grande sn ≥ α > 0 para alguma constante positiva α, e como G(x, s) é crescente,
obtemos

G(x, sn) > G(x, α) > 0

o que contradiz o fato de G(x, sn) → 0. Logo, por (2.2) e (f3) temos

0 = lim
n→∞

f(x, sn)

sn

≥ K ⇒ K ≤ 0.

Esta contradição mostra que (A1) é satisfeita, e como utilizamos o fato de que (A2)
é satisfeita, temos que (A2) implica em (A1). Logo a hipótese sobre G é mais fraca
quando a não-lineridade é assintoticamente linear.

Finalmente, observe que (f2) sempre é válida quando a < ∞ em (f4), pois se
f(x, s)s−1 → a quando s →∞ e p ∈ (

2, 2N
N−2

)
se N ≥ 3 e p > 2 se N = 2, temos

lim
s→∞

f(x, s)

sp−1
= lim

s→∞
f(x, s)

s

1

sp−2
= 0.

Observação 2.3 A condição clássica de Ambrosetti-Rabinowitz (AR) é uma
hipótese mais forte do que (f1)-(f4), pois, quando a < ∞ em (f4) não é possível
que (AR) seja satisfeita e quando a = ∞ existem funções que satisfazem (f1)-(f4)
mas não cumprem a hipótese de Ambrosetti-Rabinowitz.

De fato, pela condição (AR) obtemos para s ≥ δ > 0

0 <
µ

s
≤ f(x, s)

F (x, s)
, x ∈ RN ,

o que implica ∫ s

δ

µ

t
dt ≤

∫ s

δ

f(x, t)

F (x, t)
dt.

Daí, segue que
µ log t

∣∣s
δ
≤ log F (x, t)

∣∣s
δ
,
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ou seja,
µ(log s− log δ) ≤ log F (x, s)− log F (x, δ).

Assim, obtemos para s ≥ δ e x ∈ RN ,

log
(s

δ

)µ

≤ log
F (x, s)

F (x, δ)
.

Concluímos
elog(s/δ)µ ≤ elog(F (x,s)/F (x,δ)), s ≥ δ, x ∈ RN ,

o que implica que

F (x, s) ≥ F (x, δ)

δµ
tµ.

Mas, como f ∈ L∞(RN), existe uma constante C tal que

F (x, δ)

δµ
sµ ≥ Cδ

δµ
sµ, s ≥ δ, x ∈ RN .

Assim,
F (x, s) ≥ C1s

µ, s ≥ δ, x ∈ RN ,

com C1 = (Cδ)/δµ. Logo,

f(x, s) ≥ µ

s
F (x, s) ≥ C2s

µ−1, s ≥ δ, x ∈ RN .

com C2 = µC1. Assim, quando a < ∞, não é possível que a condição de Ambrosetti-
Rabinowitz seja satisfeita, pois para s suficientemente grande teríamos, utilizando
(f4) e a desigualdade acima, a seguinte expressão

C2s
µ−1 ≤ f(x, s) ≤ as,

ou seja, sµ−1 ≤ as/C2, o que não pode ocorrer para valores grandes de s.
Quando a = ∞ pode ocorrer que a condição de Ambrosetti-Rabinowitz seja
satisfeita, mas nossas hipóteses em f não implicam nisso. Por exemplo, considere
a não-linearidade f(x, s) = f(s) = s log(s + 1), s ≥ 0. Notemos que esta função
satisfaz (f1)-(f4) e (A2). De fato, como f é contínua (e portanto Caratheodory),
(f1) é satisfeita. Além disso, para p = 3 temos

f(s)

s3
=

log(s + 1)

s2
,

o que implica que

lim
s→+∞

(log(s + 1))′

(s2)′
= lim

s→+∞
1

2s(s + 1)
= 0.

Logo, pela regra de L’Hôspital

f(s)

s3
=

log(s + 1)

s2
→ 0 quando s → +∞,
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e portanto, (f2) também é válida. As condições (f3) e (f4) também são satisfeitas,
pois

lim
s→0

f(s)

s
= lim

s→0
log(s + 1) = 0

e
lim

s→+∞
f(s)

s
= lim

s→+∞
log(s + 1) = ∞.

Finalmente, como a função f(s) = s log(s + 1) é crescente, (A2) também vale.
Porém a condição de Ambrosetti-Rabinowitz não é verdade para essa não-
linearidade. De fato, como

F (s) =

∫ s

0

t log(t + 1)dt =
(s + 1)2

2
log(s + 1)− (s + 1) log(s + 1) +

s

2
− s2

4

obtemos, desde que seja válida a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, que existe
µ > 2 tal que para todo s ≥ 0 temos

µ

(
(s + 1)2

2
log(s + 1)− (s + 1) log(s + 1) +

s

2
− s2

4

)
≤ s2 log(s + 1),

isto é, [
µ(s + 1)2

2
− µ(s + 1)− s2

]
log(s + 1) ≤ µ

(
s

2
− s2

4

)

o que implica

log(s + 1) ≤ µs− s2

2(2s− µ(s + 1) + 1)
.

Desde que 2s + 1 − µ(s + 1) ≤ 2s + 1 − 2s − 2 = −1 < 0 escolhemos s de tal
que µs − s2 > 0 e obtemos para tais valores de s que log(s + 1) < 0, que é um
absurdo. Portanto a condição de Ambrosetti-Rabinowitz não é verdade para essa
não-linearidade, apesar de satisfazer (f1)-(f4) e (A2).

2.2 Geometria do Passo da Montanha
Como mencionado na Introdução, para demonstrar o Teorema 2.1, basta

encontrarmos um ponto crítico não-trivial para o funcional I : H1(RN) −→ R
definido por

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

RN

F (x, u)dx.

De fato, o funcional I acima está bem definido pois, se u ∈ H1(RN) temos
∫

RN

F (x, u)dx ≤ C2ε

2
‖u‖2 + Cp‖u‖p < ∞,

o que será provado no Lema 2.4 logo em seguida. Além disso, o funcional I possui
uma Geometria do Passo da Montanha. Desde que I(0) = 0, os dois lemas seguintes
são fundamentais para mostrarmos esse fato.
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Lema 2.4 Assuma que (f1)-(f3) acontecem. Então

I(u) =
1

2
‖u‖2 + o(‖u‖2) quando u → 0.

Prova. Inicialmente provemos que, dado ε > 0, existe Cε ≥ 0 tal que, para todo
s > 0,

f(x, s) ≤ εs + Cεs
p−1 q.t.p. em x ∈ RN . (2.3)

De fato, pela hipótese (f3), temos

lim
s→0

f(x, s)

s
= 0 uniformemente em x ∈ RN ,

isto é, dado ε > 0, existe δ > 0 (que não depende da variável x) tal que

0 ≤ s < δ ⇒ f(x, s) < εs. (2.4)

Já a hipótese (f2) nos estabelece o seguinte:

lim
s→+∞

f(x, s)

sp−1
= 0 uniformemente em x ∈ RN ,

ou seja, dado ε > 0, existe R > δ (que também não depende da variável x) tal que

s > R ⇒ f(x, s) ≤ εsp−1. (2.5)

Agora vamos utilizar (f1). Como f : RN×R+ −→ R é Caratheodory a função f(x, ·)
é contínua em [δ, R] e assim a função f(x, s)/sp−1 é contínua para todo s ∈ [δ, R].
Logo, existe s0 ∈ [δ, R] tal que

f(x, s) ≤ sp−1f(x, s0)

s0

.

Como f(·, s) ∈ L∞(RN), existe K̃ < ∞ tal que

f(x, s) ≤ sp−1f(x, s0)

s0

≤ sp−1 K̃

s0

para todo s ∈ [δ, R].

Em outras palavras, temos provado que existe uma constante K tal que

f(x, s) < Ksp−1 para todo s ∈ [δ, R]. (2.6)

Neste ponto, tome Cε = max{K, ε} e com o auxílio de (2.5) e (2.6) obtemos

f(x, s) ≤ εsp−1 + sp−1K ≤ Cεs
p−1 se s ≥ δ

Finalmente utilizando (2.4) com a expressão acima concluimos que, dado ε > 0,
existe Cε > 0 tal que, para todo s ≥ 0,

f(x, s) ≤ εs + Cεs
p−1 q.t.p. em x ∈ RN .
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Daí, integrando de 0 até u ambos os membros da desigualdade (2.3) obtém-se

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt ≤
∫ u

0

εtdt +

∫ u

0

Cεt
p−1dt =

ε

2
u2 +

Cε

p
up (2.7)

o que implica
∫

RN

F (x, u)dx ≤ ε

2

∫

RN

u2 + C

∫

RN

up =
ε

2
‖u‖2

2 + C‖u‖p
p.

Como a imersão H1(RN) ↪→ Lp(RN) é contínua para 2 ≤ p ≤ 2∗ se N ≥ 3 e
2 ≤ p < ∞ se N = 1, 2, segue que

∫

RN

F (x, u)dx ≤ C2ε

2
‖u‖2 + Cp‖u‖p

ou seja, ∫
RN F (x, u)dx

‖u‖2
≤ C2ε

2
+ Cp‖u‖p−2 → 0 quando u → 0.

Logo, ∫

RN

F (x, u)dx = o(‖u‖2) quando u → 0

e portanto

I(u) =
1

2
‖u‖2 + o(‖u‖2) quando u → 0.

Observação 2.5 De maneira análoga ao que foi feito na demonstração do lema
acima, assumindo as mesmas hipóteses (f1)-(f3), podemos provar que

I ′(u)u = ‖u‖2 + o(‖u‖2) quando u → 0.

Lema 2.6 Assuma que (f1), (f2), (f4) ocorrem e suponha que K ∈ (0, a). Então
existe v ∈ H1(RN), v 6= 0 satisfazendo I(v) ≤ 0.

Prova. Cosideremos o caso em que a < ∞ em (f4). Sejam

d2(N) =

∫

RN

e−2|x|2dx e D(N) = 4[d(N)]−2

∫

RN

|x|2e−2|x|2dx.

Para α > 0, defina
wα(x) = [d(N)]−1α

N
4 e−α|x|2 .

Temos

d2(N) =

∫

RN

e−2|x|2dx = A(N)

∫ ∞

0

rN−1e−2r2

dr =
π

N
2

Γ(N
2

+ 1)
· 1

2
N+2

2

· Γ
(

N

2

)

=
π

N
2

N
2
· Γ(N

2
)
· 1

2
N+2

2

· Γ
(

N

2

)
=

2−
N
2 π

N
2

N
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e

D(N) = 4[d(N)]−2

∫

RN

|x|2e−2|x|2dx = 4 · N

2−
N
2 π

N
2

· Nπ
N
2

2
N+4

2

=
22N2

22
= N2

onde A(N) é o volume da esfera unitária em RN e Γ é a função gama. Nas igualdades
acima, utilizamos também os seguintes resultados

A(N) =
πN/2

Γ
(

N
2

+ 1
) (veja [9, pag. 615]),

∫ ∞

0

rN−1e−2αr2

dr =
1

αN/2

(
1

2

)(N+2)/2

Γ

(
N

2

)
, α > 0

e
∫

RN

|x|2e−2|x|2dx =

∫

RN

(
N∑

i=1

x2
i

)
e−2|x|2dx =

N∑
i=1

∫

RN

x2
i e
−2|x|2dx

=
N∑

i=1

[∫ ∞

−∞
x2

i e
−2x2

i dxi

N∏
j=1
j 6=i

∫ ∞

−∞
e−2x2

j dxj

]

=
N∑

i=1

[
πN/2

2 · 23/2

∏
j=1
j 6=i

(π

2

)1/2
]

=
N∑

i=1

[
π1/2

25/2
· π(N−1)/2

2(N−1)/2

]
= N

πN/2

2(N−1)/2

onde
∫ ∞

−∞
x2

i e
−αx2

i dxi =
π1/2

2α3/2
e

∫ ∞

−∞
e−αx2

j dxj =
(π

α

)1/2

, α > 0 (veja [9, pag. 187]).

Mostremos que wα ∈ H1(RN). Temos,
∫

RN

w2
α(x)dx =

αN/2

d2(N)

∫

RN

e−2α|x|2dx

= αN/2 · 1

A(N)
∫∞

0
rN−1e−2r2dr

· A(N)

∫ ∞

0

rN−1e−2αr2

dr

= αN/2 · 1(
1
2

)(N+2)/2
Γ

(
N
2

) · 1

αN/2

(
1

2

)(N+2)/2

Γ

(
N

2

)
= 1 < ∞,

e para todo i = 1, . . . , N ,

∂wα

∂xi

(x) =
∂

∂xi

(
[d(N)]−1αN/4e−α(x2

1+...+x2
N )

)
= [d(N)]−1αN/4(−2αxi)e

−α|x|2
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donde
∫

RN

(
∂wα

∂xi

(x)

)2

dx = 4[d(N)]−2α(N+4)/2

∫

RN

x2
i e
−2α|x|2dx

= 4[d(N)]−2α(N+4)/2

[∫ ∞

−∞
x2

i e
−2αx2

i dxi

N∏
j=1
j 6=i

∫ ∞

−∞
e−2αx2

j dxj

]

= 4[d(N)]−2α(N+4)/2 · π1/2

2 · 23/2α3/2

N∏
j=1
j 6=i

(
1

2

)1/2

= 4[d(N)]−2α(N+4)/2 π1/2

25/2α3/2
· π(N−1)/2

(2α)(N−1)/2

= α · N

2−N/2πN/2
· πN/22−N/2 = αN < ∞

o que implica que wα ∈ H1(RN). Além disso,

‖∇wα‖2
2 =

N∑
i=1

∫

RN

(
∂wα

∂xi

(x)

)2

dx =
N∑

i=1

αN = N2α = αD(N).

Em particular, se fixarmos α ∈
(
0, a−K

D(N)

)
obtemos

‖∇wα‖2
2 = αD(N) < a−K. (2.8)

Por outro lado, por (f4), dado ε > 0, existe A > 0 tal que
∣∣∣∣
f(x, s)

s
− a

∣∣∣∣ < ε sempre que s > A.

Logo, se s > A temos

∣∣∣∣
F (x, s)

s2
− a

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ s

0
f(x, t)dt

s2
− a

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫ 1

0
f(x, su)sdu

s2
− a

2

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x, su)

su
udu−

∫ 1

0

au

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

0

u

(
f(x, su)

su
− a

)
du

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

u

∣∣∣∣
f(x, su)

su
− a

∣∣∣∣ du ≤ ε

∫ 1

0

udu =
ε

2
< ε,

ou seja,

lim
s→+∞

F (x, s)

s2
=

a

2
uniformemente em x ∈ RN .

Desde que, para todo x ∈ RN , twα(x) → +∞ quando t → +∞, segue que

lim
t→+∞

F (x, twα)

t2
=

w2
αa

2
, q.t.p. em x ∈ RN . (2.9)
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Agora, observe que (f1), (f3) e (f4) implicam na existência de uma constante C > 0
tal que, para todo s ≥ 0

0 ≤ F (x, s)

s2
≤ C q.t.p. em x ∈ RN .

De fato, por (f3), dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

f(x, s)

s
< ε, sempre que s < δ.

Já (f4) nos diz que para todo ε > 0, existe R > 0 tal que

f(x, s)

s
< a + ε, sempre que s > R

e finalmente (f1) nos fornece que existem s0 ∈ [δ, R] (devido a continuidade de
f(x, ·)) e K̃ < ∞ (pois f(·, s) ∈ L∞(RN)) tais que

f(x, s)

s
≤ f(x, s0)

s0

≤ K̃

s0

= K.

Daí, para todo s ≥ 0, obtemos

f(x, s)

s
≤ a + K̃.

Logo,

F (x, s)

s2
=

∫ s

0
f(x, t)dt

s2
=

∫ 1

0
f(x, su)sdu

s2

=

∫ 1

0

f(x, su)

su
udu ≤ (a + K̃)

∫ 1

0

udu := C

para todo s ≥ 0, isto é, existe uma constante positiva C tal que para todo s ≥ 0

0 ≤ F (x, s)

s2
≤ C q.t.p. em RN .

Em outras palavras, para t ≥ 0, temos

F (x, twα)

t2
≤ Cw2

α ∈ L1(RN). (2.10)

Então usando (2.9) e (2.10), segue do Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue, que

lim
t→+∞

∫

RN

F (x, twα)

t2
dx =

∫

RN

w2
αa

2
dx =

a

2

∫

RN

w2
αdx =

a

2
.
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Por (2.8) obtemos

lim
t→+∞

I(twα)

t2
= lim

t→+∞

1
2
‖∇(twα)‖2

2 + K
2
‖twα‖2

2 −
∫
RN F (x, twα)dx

t2
=

=
1

2
‖∇wα‖2

2 +
K

2
‖wα‖2

2 − lim
t→+∞

∫

RN

F (x, twα)

t2
dx

=
1

2
‖∇wα‖2

2 +
K

2
− a

2
< 0

Logo, existem r > 0 e t > r tais que I(twα)/t2 < 0. Tomando v = twα conclui-se
que I(v) < 0, com

‖v‖ = |t‖|wα‖ ≥ |t|C1‖wα‖2 = tC1 > R > 0,

ou seja, v 6= 0.
No caso em que a = ∞ em (f4) a demonstração é análoga com pequenas alterações.

No próximo resultado, usamos os Lemas 2.4 e 2.5 para mostrarmos que cada
funcional, pertencente a família de funcionais em H1(RN) definida por

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 − λ

∫

RN

F (x, u)dx, λ ∈ [1, 2],

possui uma geometria do Passo da Montanha. Em particular, o funcional I também
tem esta geometria. Além disso, aplicamos o Teorema 1.3 para a família (Iλ), com
λ ∈ [1, 2], e obtemos uma seqüência de Palais-Smale para quase todos os funcionais
Iλ desta família.

Lema 2.7 Assuma que (f1)-(f4) ocorrem. Então a família (Iλ) com λ ∈ [1, 2]
satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3. Em particular, para quase todo λ ∈ [1, 2],
existe uma seqüência limitada {vm} ⊂ H1(RN) tal que

Iλ(vm) → cλ e I ′λ(vm) → 0 em H−1(RN).

Prova. Sejam

A(u) =
1

2
‖u‖2 e B(u) =

∫

RN

F (x, u)dx.

Note que A(u) → +∞ quando ‖u‖ → ∞. Além disso, B(u) ≥ 0 para todo
u ∈ H1(RN). Para ver isto, basta mostrar que F (x, s) ≥ 0, para todo s ≥ 0.
De fato, segue pela Regra de L’Hospital que

lim
s→0

F (x, s)

s2
= 0.

Além disso,

d

ds

(
F (x, s)

s2

)
=

f(x, s)s2 − 2F (x, s)s

s4
=

2

s3
G(x, s) ≥ 0 para todo s ≥ 0.
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Logo, F (x, s) é uma função não-decrescente, e portanto, F (x, s) ≥ 0 para todo
s ≥ 0. Pelo Lema 2.4, temos

∫

RN

F (x, u)du = o(‖u‖2) quando u → 0

donde

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 − λ

∫

RN

F (x, u)dx =
1

2
‖u‖2 − λo(‖u‖2)

= ‖u‖2

(
1

2
− λo(1)

)
≥ 1

4
‖u‖2 > 0 quando u → 0

o que implica que existe r > 0 tal que Iλ(u) > 0, com ‖u‖ = r, ou seja,

inf
‖u‖=r

Iλ(u) > 0 = I(0).

Para v ∈ H1(RN) obtido no Lema 2.6, temos

1

2
‖v‖2 −

∫

RN

F (x, v)dx ≤ 0

ou seja,
1

2
‖v‖2 ≤

∫

RN

F (x, v)dx ≤ λ

∫

RN

F (x, v)

desde que λ ≥ 1. Logo Iλ(v) ≤ 0 para todo λ ∈ [1, 2], com v 6= 0 tal que ‖v‖ > r.
Então, fixando a seguinte classe de caminhos ligando 0 a v em H1(RN)

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e γ(1) = v}

temos, para todo λ ∈ [1, 2] e γ ∈ Γ

inf
‖u‖=r

Iλ(u) ≤ Iλ(u) ≤ max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t))

o que implica
cλ ≥ inf

‖u‖=r
Iλ(u) > 0 = I(0) = max{I(0), I(v)}.

Aplicando o Teorema 1.3 segue o resultado.

2.3 Uma seqüência de pontos críticos
Nesta seção, a partir da seqüência de Palais-Smale {vn} obtida no Lema

2.7, encontramos uma nova seqüência {un}, cujos termos são limites fracos de
subseqüências de {vn}. Mostramos também que, cada termo da seqüência {un}
é um ponto crítico de algum funcional pertencente a família (Iλ) definida na seção
anterior.

Daqui por diante usaremos a seguinte terminoligia:
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Definição 2.8 Seja {un} ⊂ H1(RN) uma seqüência limitada arbitrária. Se, a
menos de subseqüência, existirem α > 0, R > 0 e {yn} ⊂ ZN tais que

lim
n→∞

∫

BR(yn)

u2
ndx ≥ α > 0,

dizemos que {un} não se anula, ou que acontece o não-anulamento.

Quando for necessário, consideraremos a seqüência transladada de {un}, para
obtermos

lim
n→∞

∫

BR

u2
ndx ≥ α > 0.

Caso não ocorra o não-anulamento, para todo α > 0, R > 0 e {yn} ⊂ ZN temos

0 ≤ lim
n→∞

∫

BR(yn)

u2
ndx < α

ou seja,

lim
n→∞

∫

BR(y)

u2
ndx = 0.

Logo, para todo R > 0,

lim
n→∞

sup
y∈ZN

∫

BR(y)

u2
ndx = 0.

Definição 2.9 Seja {un} ⊂ H1(RN) uma seqüência limitada arbitrária. Se para
todo R > 0 e a menos de subseqüência tivermos

lim
n→∞

sup
y∈ZN

∫

BR(y)

u2
ndx = 0,

dizemos que {un} se anula, ou que acontece o anulamento.

Lema 2.10 Assuma que (f1)-(f3) ocorrem. Seja {un} ⊂ H1(RN) uma seqüência
limitada arbitrária que se anula. Então

lim
n→∞

∫

RN
G(x, un)dx = 0.

Prova. Com o auxílio do Lema A.23 do Apêndice A (Lema de Lions) sabemos que,
se {un} se anula então un → 0 em Lq(RN) para todo q ∈ (2, 2∗). Por (2.3) e (2.7),
para todo ε > 0, existe Cε > 0 tal que

f(x, un)un ≤ εu2
n + Cεu

p
n

o que implica que

F (x, un) ≤ ε

2
u2

n +
Cε

p
up

n.
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Logo, ∫

RN

f(x, un)undx ≤ ε‖un‖2
2 + Cε‖un‖p

p

e ∫

RN

F (x, un)dx ≤ ε

2
‖un‖2

2 +
Cε

p
‖un‖p

p.

Usando a imersão H1(RN) ↪→ L2(RN), o fato de ε > 0 ser arbitrário, a limitação de
{un} em H1(RN) e a convergência un → 0 em Lp(RN) com p ∈ (2, 2∗), obtemos

∫

RN

f(x, un)undx ≤ εC1‖un‖2 + Cε‖un‖p
p ≤ εC̃1 + Cε‖un‖p

p → 0

e ∫

RN

F (x, un)dx ≤ ε

2
C2‖un‖2 +

Cε

p
‖un‖p

p ≤ εC̃2 +
Cε

p
‖un‖p

p → 0.

Portanto,

lim
n→∞

∫

RN

G(x, un)dx = lim
n→∞

[
1

2

∫

RN

f(x, un)undx−
∫

RN

F (x, un)dx

]
= 0

como queríamos.

Lema 2.11 Assuma que (f1)-(f4) e (A1) ou (A2) ocorram e seja λ ∈ [1, 2]. Então
para toda seqüência limitada {vm} ⊂ H1(RN) satisfazendo

(i) 0 < lim
n→∞

Iλ(vm) ≤ cλ

(ii) I ′λ(vm) → 0 em H1(RN),

existe {ym} ⊂ ZN tal que, a menos de subseqüência, um(x) = vm(x − ym) satisfaz
um ⇀ uλ 6= 0 com Iλ(uλ) ≤ cλ e I ′λ(uλ) = 0.

Prova. Desde que

Iλ(vm) =
1

2
‖vm‖2 − λ

∫

RN

F (x, vm)dx

e
I ′λ(vm)vm = ‖vm‖2 − λ

∫

RN

f(x, vm)vmdx,

temos
Iλ(vm)− 1

2
I ′λ(vm)vm =

λ

2

∫

RN

f(x, vm)dx− λ

∫

RN

F (x, vm)dx

o que implica que

λ

∫

RN

G(x, vm)dx = Iλ(vm)− 1

2
I ′λ(vm)vm.

Agora, como {vm} ⊂ H1(RN) é limitada, temos

|I ′λ(vm)vm| ≤ ‖I ′λ(vm)‖‖vm‖ → 0
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donde segue que
∫

RN

G(x, vm)dx =
1

λ
Iλ(vm)− 1

2λ
I ′λ(vm)vm → 1

λ
lim

m→∞
Iλ(vm) > 0, λ ∈ [1, 2]

Então, pelo Lema 2.10, {vm} ⊂ H1(RN) não se anula, ou seja, existe {ym} ⊂ ZN tal
que, a menos de subseqüência, um(x) = vm(x− ym) satisfaz: existem α > 0 e R > 0
tais que

lim
n→∞

∫

BR

u2
mdx ≥ α > 0. (2.11)

Além disso, pela condição (f1) o problema (2.1) é invariante por translação, isto é,
se u(x) é solução de (2.1) então u(x − ym) também é solução. De fato, para todo
ϕ ∈ C∞

0 (RN) temos

K

∫

RN

u(x− ym)ϕdx +

∫

RN

∇u(x− ym) · ∇ϕdx−
∫

RN

f(x, u(x− ym))ϕdx

= K

∫

RN

u(z)ψ(z)dz +

∫

RN

∇u(z) · ∇ψ(z)dz −
∫

RN

f(z, u(z))ψ(z)dz = 0.

Daí, obtemos

(i) 0 < lim
m→∞

Iλ(um) ≤ cλ;

(ii) I ′λ(um) → 0 em H1(RN).

Temos, a menos de subseqüência, que um ⇀ uλ em H1(RN), pois {um} é limitada
em H1(RN). Mostremos agora que uλ 6= 0, I ′λ(uλ) = 0 e Iλ(uλ) ≤ cλ.

Afirmação 1 uλ 6= 0.

Podemos considerar uλ ≥ 0, pois assumimos f(x, s) = 0 para todo s < 0. Desde
que a imersão H1(BR) ↪→ L2(BR) é compacta, segue da limitação de {um} e de
um ⇀ uλ, que um → uλ em L2(BR) (a menos de subseqüência). Daí, por (2.11)
temos

‖uλ‖2
2 ≥

∫

BR

u2
λdx = lim

m→∞

∫

BR

u2
mdx ≥ α > 0

o que mostra que uλ 6= 0.

Afirmação 2 I ′λ(uλ) = 0.

Desde que C∞
0 (RN) é denso em H1(RN) é suficiente verificarmos que I ′λ(v)ϕ = 0

para todo v ∈ C∞
0 (RN). Seja 〈·, ·〉 o produto interno em H1(RN) associado a nossa

norma escolhida. Então

〈um − uλ, ϕ〉 = K

∫

RN

umϕdx +

∫

RN

(∇um · ∇ϕ)dx

−K

∫

RN

uλϕdx−
∫

RN

(∇uλ · ∇ϕ)dx
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donde

I ′λ(um)ϕ− I ′λ(uλ)ϕ = K

∫

RN

umϕdx +

∫

RN

(∇um · ∇ϕ)dx− λ

∫

RN

f(x, um)ϕdx

−K

∫

RN

uλϕdx−
∫

RN

(∇uλ∇ϕ)dx + λ

∫

RN

f(x, uλ)ϕdx

= 〈um − uλ, ϕ〉 − λ

∫

RN

(f(x, um)− f(x, uλ))ϕdx.

Como um ⇀ uλ em H1(RN) segue que 〈um − uλ, ϕ〉 → 0, quando m →∞.
Por outro lado, pelo Teorema A.27 do Apêndice A, se um ⇀ uλ em H1(RN) então
um → uλ em Lq

loc(RN) com q ∈ [1, 2∗) se N > 2 e q ∈ [1, +∞) se N = 2. Na
seqüência, mostraremos que

lim
m→∞

∫

RN

(f(x, um(x))− f(x, uλ(x)))dx = 0.

Com efeito, desde que um(x) → uλ(x), q.t.p. em RN segue pelo fato de f ser
Caratheodory que f(x, um(x)) → f(x, uλ(x)) q.t.p. em RN . Além disso, por (2.3),

f(x, um) ≤ εum + Cεu
p−1
m ∈ L1

loc(RN).

onde p ∈ (2, 2∗) se N ≥ 3 e p > 2 se N = 1, 2, ou seja, f(x, um) ≤ h(x) ∈ L1(RN)
q.t.p. em RN . Daí, segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
que ∫

RN

(f(x, um(x))− f(x, uλ(x)))ϕdx → 0

Logo, quando m →∞ temos

I ′λ(um)ϕ− I ′λ(uλ)ϕ = 〈um − uλ, ϕ〉 − λ

∫

RN

(f(x, um)− f(x, uλ))ϕdx → 0

e portanto I ′λ(uλ) = 0.

Afirmação 3 Iλ(uλ) ≤ cλ.

Por (A1) ou (A2), G(x, s) ≥ 0, para todo s ≥ 0 q.t.p. em RN . Mostremos então
que G(x, um) satisfaz as hipóteses do Lema de Fatou. Primeiramente, temos que
G(x, um) ≥ 0, para todo m ∈ N. Além disso, por (2.3) e (2.7)

∫

RN
G(x, um)dx =

1

2

∫

RN

f(x, um)umdx−
∫

RN

F (x, um)dx

≤ C1ε‖um‖2 + C2‖um‖p < ∞

donde segue que G(x, um) ∈ L1(RN) e, como {um} é limitada, obtemos também que

sup
m

∫

RN

G(x, um)dx < ∞.
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Logo, usando o Lema de Fatou juntamente com a Afirmação 2, obtemos

cλ ≥ lim
m→∞

Iλ(um) = lim
m→∞

[Iλ(um)− 1

2
I ′λ(um)um] = λ lim

m→∞

∫

RN

G(x, um)dx

≥ λ

∫

RN

G(x, uλ)dx = Iλ(uλ)− 1

2
I ′λ(uλ) = Iλ(uλ)

o que prova a afirmação 3 e a demonstração do lema está concluída.

Agora, com o auxílio dos Lemas 2.7 e 2.11, estamos em condições de demonstrar
a existência de uma seqüência cujos termos são pontos críticos de funcionais
pertencentes a família (Iλ), com λ ∈ [1, 2]. Isto é feito através do seguinte resultado:

Lema 2.12 Suponha que (f1)-(f4) e (A1) ou (A2) ocorrem e seja λ ∈ [1, 2]. Então
existe uma seqüência {(λn, un)} ⊂ [1, 2]×H1(RN), tal que

(i) λn → 1 e {λn} é decrescente;

(ii) un 6= 0, Iλn(un) ≤ cλn e I ′λn
(un) = 0.

Prova. De fato, pelo Lema 2.7, existe uma seqüência {vm} limitada e uma seqüência
decrescente {λm} tal que λm → 1, Iλm(vm) → cλm e I ′λm

(vm) → 0.
Por outro lado, fixando cada λm ∈ [1, 2] acima, pelo Lema 2.11, existe uma seqüência
{ym} ⊂ ZN tal que, a menos de subseqüência, um(x) = vm(x − ym) satisfaz,
um ⇀ uλ 6= 0 em H1(RN) com Iλm(uλm) ≤ cλm e I ′λm

(uλm) = 0.
Assim, obtemos uma seqüência {(λn, un)} ⊂ [1, 2] ×H1(RN), onde un = uλn 6= 0 e
un ≥ 0 q.t.p. em RN , tal que

(i) λn → 1 e {λn} é decrescente;

(ii) un 6= 0, Iλn(un) ≤ cλn e I ′λn
(un) = 0.

Finalizamos esta seção com alguns comentários úteis que envolvem a não-
linearidade f(x, s) e a seqüência {un} obtida no Lema acima.

Sabendo que λn ≥ 1, temos para todo n ∈ N

Iλn(u) =
1

2
‖u‖2 − λn

∫

RN

F (x, u)dx ≤ 1

2
‖u‖2 −

∫

RN

F (x, u)dx = I(u),

o que implica que cλn ≤ c1. Logo, se {un} ⊂ H1(RN) for limitada temos

1

2
‖un‖2 − λn

∫

RN

F (x, un)dx ≤ cλn ,

ou seja,

−
∫

RN

F (x, un) ≤ C1.
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Além disso
λn

∫

RN

f(x, un)undx = ‖un‖2,

o que implica que ∫

RN

f(x, un)undx ≤ C2

e
λn

∫

RN

f(x, un)vdx = 〈un, v〉 ≤ ‖un‖‖v‖,

donde segue ∫

RN

f(x, un)vdx ≤ C3, ∀ v ∈ H1(RN).

Em particular, temos a seguinte limitação:
∫

RN

G(x, un)dx =
1

λn

Iλn(un)− 1

2λn

I ′λn
(un)un ≤ cλ

λn

≤ c1 = c, ∀ n ∈ N

2.4 Existência de solução positiva não-trivial
Nesta seção, usamos os lemas da seção anterior, bem como as idéias de suas

demonstrações, para estabelecer existência de solução para a equação (2.1) e com
auxílio do princípio do máximo fraco mostramos que uma solução é estritamente
positiva.

Lema 2.13 Assuma que (f1)-(f4) e (A1) ou (A2) ocorrem. Se a seqüência {un} ⊂
H1(RN) obtida no Lema 2.12, for limitada, existe u 6= 0 tal que I ′(u) = 0. Em
particular, u é uma solução não-negativa não-trivial de (2.1).

Prova. Definamos {zn} ⊂ H1(RN) por zn = tnun com tn ∈ [0, 1] satisfazendo

Iλn(zn) = max
t∈[0,1]

Iλn(tun). (2.12)

Tal definição é possível, pois Iλn(tun) é contínua para t ∈ [0, 1] e portanto assume
máximo em [0, 1], ou seja, para todo n ∈ N existe tn ∈ [0, 1] tal que

Iλn(zn) = Iλn(tnun) = max
t∈[0,1]

Iλn(tun).

Se para algum n ∈ N, tn não for único, escolhemos o menor deles. Por construção,
{zn} é limitada. Além disso, I ′λn

(zn)zn = 0, para todo n ∈ N, pois I ′λn
(zn) = 0, para

todo n ∈ N por ser um ponto de máximo, e então temos

λn

∫

RN

G(x, zn)dx = Iλn(zn)− 1

2
I ′λn

(zn)zn = Iλn(zn). (2.13)

Por outro lado, pela observação 2.5 e desde que Iλn(un) = 0, temos que {un} não
pode convergir para 0 em H1(RN), pois se un → 0 teríamos

0 =
I ′λn

(un)un

‖un‖2
= 1 +

o(‖un‖2)

‖un‖2
→ 1
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o que é um absurdo. Daí, existe α > 0 tal que ‖un‖ ≥ α, para todo n ∈ N. Por (2.12)
temos Iλn(zn) = max

t∈[0,1]
Iλn(tun) ≥ Iλn(tun), para todo t ∈ [0, 1] e pela observação 2.5

quando t → 0 temos
Iλn(tun)

t2‖un‖2
=

1

2
+

o(‖tun‖)
t2‖un‖2

o que implica que

lim
t→0

Iλn(tun)

t2‖un‖ =
1

2
.

Logo, existe t0 > 0 tal que, para todo t satisfazendo 0 < t < t0, temos

Iλn(tun) ≥ 1

4
t2‖un‖2

donde segue, usando o fato que ‖un‖ ≥ α > 0 para todo n ∈ N,

Iλn(zn) ≥ Iλn(tun) ≥ 1

4
t2‖un‖2 ≥ 1

4
t2α > 0,

ou seja,
lim inf
n→∞

Iλn(zn) > 0.

Logo, por (2.13), segue que

lim inf
n→∞

λn

∫

RN

G(x, zn)dx = lim inf
n→∞

Iλ(zn) > 0

e, a menos de subseqüência,

lim
n→∞

λn

∫

RN

G(x, zn)dx = lim
n→∞

∫

RN

G(x, zn)dx = lim
n→∞

Iλ(zn) > 0.

Pelo Lema 2.10 {zn} não se anula, e como un ≥ tnun = zn, é fácil ver que {un}
também não se anula. Neste ponto, repetindo o que foi feito nas afirmações 1 e 2
do Lema 2.11 para o funcional I e para a seqüência {un}, concluimos a existência
de solução u ∈ H1(RN) para (2.1).
Finalmente aplicando o princípio do máximo, u > 0 em RN . Com efeito, suponha
que exista y0 ∈ BR(z), onde R > 0 é arbitrário e z ∈ RN , tal que u(y0) = 0. Como
u ≥ 0 em BR(z), segue que y0 é um ponto de mínimo para u em BR(z). Logo, pelo
princípio do máximo concluímos que u é constante em BR(z). Como u(y0) = 0,
então u(y) = 0 para todo y ∈ BR(z). Desde que R > 0 é arbitrário, u(y) = 0, para
todo y ∈ RN , que é um absurdo, pois u é não trivial.

Em vista do Lema 2.13, para completarmos a prova do Teorema 2.1, precisamos
verificar que {un} ⊂ H1(RN) é limitada. Isto será feito nos próximos lemas.
Suponha, por contradição, que ‖un‖ → ∞. Defina a seqüência {wn} ⊂ H1(RN)
por

wn =
un

‖un‖ .
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Claramente ‖wn‖ = 1 e passando, se necessário, a uma subseqüência temos wn ⇀ w.
Como para todo R > 0 e y ∈ ZN a imersão H1(BR(y)) ↪→ L2(BR(y)) é compacta,
temos, a menos de subseqüência, que wn → w em L2(BR(y)). Consideremos então
dois casos: ou w = 0 para todo R > 0 e y ∈ ZN ou então existem R > 0 e y ∈ ZN

tais que w 6= 0. No primeiro caso, para todo R > 0 e y ∈ ZN , obtemos

lim
n→∞

∫

BR(y)

w2
ndx = 0,

ou, equivalentemente,

lim
n→∞

sup
y∈ZN

∫

BR(y)

w2
ndx = 0 para todo y ∈ ZN

isto é, o anulamento acontece. Já no segundo caso, existem R < ∞ e y ∈ ZN tais
que

lim
n→∞

∫

BR(y)

w2
ndx 6= 0.

Mas, a expressão acima implica que o anulamento não ocorre, donde segue que {wn}
não se anula. Portanto ou {wn} se anula ou não se anula.

Provaremos usando (A1) quando a < ∞ ou (A2) quando a = ∞ em (f4) que
nenhuma das duas alternativas anteriores podem acontecer, logo {un} ⊂ H1(RN)
deve ser limitada.

Assuma primeiro que {wn} ⊂ H1(RN) não se anula. Então, exatamente como
foi feito na demonstração do Lema 2.11, usando se necessário a invariância por
translação de (2.1), obtemos que wn ⇀ w 6= 0 em H1(RN). Também podemos
assumir sem perda de generalidade que wn → w q.t.p. em RN, pois wn → w em
Lq

loc(RN), q ∈ [1, 2∗]. Neste ponto, a demonstração será separada nos casos a < ∞
e a = ∞ em (f4).

Lema 2.14 Assuma que (f1)-(f4) ocorrem com a < ∞ em (f4) e que K ∈ (0, a).
Então, o não-anulamento de {wn} ⊂ H1(RN) é impossível.

Prova. Provaremos que 0 6= w ∈ H1(RN) satisfaz o problema de autovalor

−∆u(x) + Ku(x) = au(x), x ∈ RN . (2.14)

Isto nos fornecerá a contradição desejada, desde que sabemos que o operador −∆ não
possui autovalores em H1(RN) (veja Corolário A.22 do Apêndice A). Para provarmos
que (2.14) acontece, é suficiente verificarmos que, para todo ϕ ∈ C∞

0 (RN),
∫

RN

[∇w∇ϕ + Kwϕ]dx =

∫

RN

[awϕ]dx. (2.15)

Lembrando que

I ′λn
(un)ϕ =

∫

RN

[∇un∇ϕ + Kunϕ]dx− λn

∫

RN

f(x, un)ϕdx = 0
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ou seja, cada un é solução fraca do problema −∆u + Ku = λnf(x, u), obtemos para
todo ϕ ∈ C∞

0 (RN)

∫

RN

[∇wn∇ϕ + Kwnϕ]dx =

∫

RN

λn
f(x, un)

un

wnϕdx (2.16)

isto é, cada wn, é solução fraca do problema

−∆w + Kw = λn
f(x, u)

u
w.

Desde que wn ⇀ w em H1(RN), temos para todo ϕ ∈ C∞
0 (RN) que 〈wn, ϕ〉 → 〈w, ϕ〉,

isto é, ∫

RN

[∇wn∇ϕ + Kwnϕ]dx →
∫

RN

[∇w∇ϕ + Kwϕ]dx. (2.17)

Afirmamos que

λn
f(x, un)

un

wn → aw q.t.p. em RN . (2.18)

Para provarmos (2.18), é conveniente distinguirmos os casos w(x) = 0 e w(x) 6= 0
(sem perda de generalidade podemos assumir que w 6= 0 é definido em todo RN).
Seja x ∈ RN tal que w(x) = 0. Usando (f1), (f3) e (f4) vemos que existe C > 0 tal
que

0 ≤ f(x, s)

s
≤ C para todo s ≥ 0 q.t.p. em RN . (2.19)

Então, desde que {λn} ⊂ R é limitada e wn(x) → w(x) q.t.p. em RN , para cada
x ∈ RN , temos

0 ≤ λn
f(x, un(x))

un(x)
wn(x) ≤ λnCwn(x) → 0 = aw(x).

Daí, seja x ∈ RN tal que w(x) 6= 0. Então, necessariamente, temos un(x) → ∞
pois un(x) = wn(x)‖un‖ → ∞, ‖un‖ → ∞ e wn(x) é limitada. Então usando (f4),
e sabendo que λn → 1 obtemos

λn
f(x, un(x))

un(x)
→ a quando n →∞.

Conseqüentemente,

λn
f(x, un(x))

un(x)
wn(x) → aw(x) quando n →∞ (2.20)

e (2.18) está estabelecida. Agora, sejam ϕ ∈ C∞
0 (RN) fixa, porém arbitrária, e

Ω ⊂ RN um conjunto compacto tal que supp ϕ ⊂ Ω. Pela compacidade da imersão
H1(Ω) ↪→ L1(Ω), temos wn → w em L1(Ω). Assim, existe h ∈ L1(Ω) tal que
wn(x) ≤ h(x) q.t.p. em Ω e usando novamente (2.19) temos

0 ≤ λn
f(x, un)

un

wn ≤ Cwn ≤ Ch q.t.p. em Ω. (2.21)
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Por (2.18) e (2.21), aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
segue que ∫

RN

[
λn

(x, un)

un

wnϕ

]
dx →

∫

RN

[awϕ]dx. (2.22)

Combinando (2.17) e (2.22) concluímos que

0 =

∫

RN

[∇wn∇ϕ + Kwnϕ]dx−
∫

RN

[
λn

f(x, un)

un

wnϕ

]
dx

→
∫

RN

[∇w∇ϕ + Kwϕ]dx−
∫

RN

[awϕ]dx,

ou seja,
∫

RN

[∇w∇ϕ + Kwϕ]dx−
∫

RN

[awϕ]dx = 0 para todo ϕ ∈ C∞
0 (RN),

e assim obtemos (2.15). Portanto w é solução fraca de (2.14) e o lema está provado.

Lema 2.15 Assuma que (f1)-(f4) ocorrem com a = ∞ em (f4). Então o não-
anulamento de {wn} ⊂ H1(RN) é impossível.

Prova. Como cada un é solução fraca de

−∆u + Ku = λnf(x, u),

deduzimos, de forma semelhante ao que foi feito no lema anterior, que
∫

RN

∇wn∇vdx + K

∫

RN

wnvdx− λn

∫

RN

f(x, un)

‖un‖ v = 0 ∀ v ∈ H1(RN) (2.23)

ou seja, wn é solução fraca do problema

−∆w + Kw = λn
f(x, un)

‖un‖ .

Então, como wn ⇀ w temos para todo v ∈ H1(RN), 〈wn, v〉 → 〈w, v〉, ou seja,
∫

RN

[∇wn∇vdx + Kwnv]dx →
∫

RN

[∇w∇vdx + Kwv]dx

ou ainda,

lim
n→∞

∫

RN

f(x, un)

‖un‖ vdx =

∫

RN

[∇w∇v + Kwv]dx

e, em particular, fixando v = w obtemos

lim
n→∞

∫

RN

f(x, un)

‖un‖ wdx = ‖w‖2 < ∞. (2.24)
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Mas, considerando o conjunto Ω = {x ∈ RN ; w(x) 6= 0}, temos

f(x, un)

‖un‖ w =
f(x, un)

un

un

‖un‖w =
f(x, un)

un

wnw → +∞ q.t.p. em Ω

Então, sabendo que |Ω| > 0, (f(x, un)w)/‖un‖ ∈ L1(RN), (f(x, un)w)/‖un‖ ≥ 0,
para todo n ∈ N e q.t.p. em Ω e

sup
n

∫

RN

f(x, un)

‖un‖ wdx < ∞,

deduzimos pelo Lema de Fatou que

lim
n→∞

∫

RN

f(x, un)

‖un‖ wdx = +∞.

Isto contradiz (2.24).

Lema 2.16 Assuma que (f1)-(f4) ocorrem com a < ∞ em (f4). Então se (A1)
ocorre, o anulamento de {wn} ⊂ H1(RN) é impossível.

Prova. Temos que cada un é solução fraca do problema

−∆u + Ku = λnf(x, u).

Então ∫

RN

[|∇wn|2 + Kw2
n]dx = λn

∫

RN

f(x, un)

un

w2
ndx (2.25)

e deduzimos, pela normalização de {wn} ⊂ H1(RN), que

lim
n→∞

∫

RN

f(x, un)

un

w2
ndx = 1. (2.26)

Definamos, para δ > 0 dado em (A1),

Ωn =

{
x ∈ RN ;

f(x, un)

un

≤ K − δ

2

}
, n ∈ N.

Então, desde que, 1 = ‖wn‖2 = ‖∇wn‖2
2 + K‖wn‖2

2, temos
∫

Ωn

f(x, un)

un

w2
ndx ≤

(
K − δ

2

) ∫

Ωn

w2
ndx =

(
K − δ

2

)(
1

K
− ‖∇wn‖2

2

K

)

≤ 1

K

(
K − δ

2

)
.

Conseqüentemente, usando (2.26) devemos ter

lim inf
n→∞

∫

RN\Ωn

f(x, un)

un

w2
ndx > 0. (2.27)
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De fato, caso contrário, se

lim inf
n→∞

∫

RN\Ωn

f(x, un)

un

w2
ndx = 0,

então, a menos de subseqüência, temos

1 = lim
n→∞

λn

∫

RN

f(x, un)

un

w2
ndx = lim

n→∞

∫

Ωn

f(x, un)

un

w2
ndx ≤ 1

K

(
K − δ

2

)

o que é uma contradição. Afirmamos agora que

lim sup
n→∞

|RN \ Ωn| = ∞. (2.28)

Suponha, por contradição, que

lim sup
n→∞

|RN \ Ωn| < ∞. (2.29)

Note, por (2.19), que
∫

RN\Ωn

f(x, un)

un

w2
ndx ≤ C

∫

RN\Ωn

w2
ndx.

Mas, como {wn} ⊂ H1(RN) se anula e é limitada, pelo Lema A.23, temos que
wn → 0 em Lr(RN) para todo r ∈ (2, 2∗). Levando em conta (2.29) e usando a

desigualdade de Hölder com p ∈ (1, 2∗ − 1) e
1

p
+

1

q
= 1, temos

∫

RN\Ωn

w2
ndx ≤

(∫

RN\Ωn

w2p
n dx

) 1
p
(∫

RN\Ωn

dx

) 1
q

≤ K

(∫

RN\Ωn

w2p
n dx

) 1
p

→ 0

o que implica que

lim
n→∞

∫

RN\Ωn

w2
ndx = 0.

Logo,

lim
n→∞

∫

RN\Ωn

f(x, un)

un

w2
n = 0

o que contradiz (2.27) e (2.28) é válida. Como, por hipótese G(x, s) é não-negativa,
temos ∫

RN

G(x, un)dx ≥
∫

RN\Ωn

G(x, un)dx

e por (2.11), deduzimos para todo n ∈ N, que
∫

RN\Ωn

G(x, un)dx ≤ c (2.30)

Por outro lado,
f(x, un)

un

≥ K − δ

2
, para todo x ∈ RN \ Ωn
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e então por (A1)
G(x, un) ≥ δ q.t.p. em RN \ Ωn. (2.31)

Combinando (2.28) e (2.31) obtemos
∫

RN\Ωn

G(x, un)dx ≥ δ|RN \ Ωn| → ∞

o que contradiz (2.30). Isto finaliza a prova do lema.

Lema 2.17 Assuma que (f1)-(f4) ocorrem com a = ∞ em (f4). Então se (A2)
ocorre, o anulamento de {wn} ⊂ H1(RN) é impossível.

Prova. Usaremos novamente a seqüência {zn} ⊂ H1(RN) introduzida no Lema
2.13. Afirmamos que, sob nossas hipóteses e desde que ‖un‖ → ∞, temos

lim
n→∞

Iλn(zn) = +∞. (2.32)

De fato suponha, por contradição, que para algum M > 0

lim inf
n→∞

Iλn(zn) ≤ M (2.33)

e para cada n ∈ N definamos

kn =
√

4M
un

‖un‖ .

Como a seqüência {kn} ⊂ H1(RN) se anula e é limitada, como na prova do Lema
2.10, obtemos ∫

RN

F (x, kn)dx → 0.

Para n ∈ N suficientemente grande, temos

Iλn(kn) =
1

2
‖kn‖2 − λn

∫

RN

F (x, kn)dx = 2M − λn

∫

RN

F (x, kn)dx ≥ 3

2
M. (2.34)

e pela definição de zn, (2.34) contradiz (2.33), pois

3

2
M ≤ Iλn(kn) ≤ Iλn(zn)

implica que
3

2
M ≤ lim inf

n→∞
Iλn(zn) ≤ M.

Observe que a desigualdade Iλn(kn) ≤ Iλn(zn) é verdadeira, pois, em kn, o termo
t =

√
4M/‖un‖ pertence ao intervalo [0, 1], desde que

√
4M/‖un‖ se aproxima da

origem para n ∈ N suficientemente grande. Então, a contradição obtida acima
mostra que (2.32) ocorre. Daí, temos I ′λn

(zn)zn = 0, para todo n ∈ N, e então

Iλn(zn) = Iλn(zn)− 1

2
I ′λn

(zn)zn = λn

∫

RN

G(x, zn)dx. (2.35)
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Combinando (2.32) e (2.35) vemos que
∫

RN

G(x, zn)dx → +∞.

Mas por (A2) e (2.11) temos também
∫

RN

G(x, zn)dx ≤ D

∫

RN

G(x, un)dx ≤ C, ∀n ∈ N.

Esta contradição prova o Lema.
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Capítulo 3

Condições locais de bifurcação para
um problema semilinear

3.1 Introdução
Neste capítulo, utilizamos um resultado análogo ao Teorema Abstrato do

Capítulo 1 para estudar, sob condições locais, a existência de pontos de bifurcação
para a seguinte família de equações não-lineares:

−∆u(x) + λu(x) = f(x, u(x)), λ > 0, x ∈ RN (3.1)λ

onde a não-linearidade f : RN × R −→ R satisfaz f(x, 0) = 0 q.t.p. em x ∈ RN .

Definição 3.1 Dizemos que λ = 0 é um ponto de bifurcação para (3.1)λ se existir
uma seqüência {(λn, un)} ⊂ R+ × H1(RN) de soluções não-triviais de (3.1)λn com
λn → 0 e ‖un‖ → 0. Neste caso, {(λn, un)} é chamada uma seqüência bifurcante.

Mostraremos que condições fracas locais sobre f(x, ·) são suficientes para garantir
que λ = 0 é um ponto de bifurcação para (3.1)λ. Mais precisamente, para algum
δ > 0, vamos considerar as seguintes condições sobre a não-linearidade f(x, s):

g1) f : RN × [−δ, δ] −→ R é uma função Caratheodory;

g2) lim
|x|→∞

f(x, s) = 0 uniformemente para todo s ∈ [−δ, δ];

g3) Existe K > 0 tal que lim sup
s→0

∣∣∣∣
f(x, s)

s

∣∣∣∣ ≤ K uniformemente em x ∈ RN ;

g4) lim
s→0

F (x, s)

s2
= 0 uniformemente em x ∈ RN ;

g5) Uma das seguintes condições são válidas
(i) para N ≥ 1, existem A > 0, d ∈ (0, 2) e α ∈

(
0, 2(2−d)

N

)
tais que

F (x, s) ≥ A(1 + |x|)−d|s|2+α para todo s ∈ [−δ, δ] e q.t.p. em x ∈ RN
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(ii) para N = 1, existe α ∈ (0, 2) tal que

F (x, s) ≥ r(x)|s|2+α, para todo s ∈ [−δ, δ] e q.t.p. em x ∈ R

onde r ∈ L∞(R), r ≥ 0 e
∫

R
r(x)dx > 0 (o valor +∞ é possível).

Fixando um número real λ > 0, uma solução clássica do problema (3.1)λ, é uma
função uλ ∈ C2(RN) que satisfaz a equação para todo ponto x ∈ RN . Já uma
solução fraca para (3.1)λ é uma função uλ ∈ H1(RN) que satisfaz

∫

RN

(∇uλ∇v + λuλv)dx =

∫

RN

f(x, uλ)vdx ∀ v ∈ C∞
0 (RN).

O funcional energia Iλ : H1(RN) −→ R associado a equação (3.1)λ é dado por

Iλ(u) =

∫

RN

[|∇u|2 + λu2]dx−
∫

RN

F (x, u)dx, onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt.

Além disso, o funcional Iλ é de classe C1 em H1(RN) (veja Lema A.9 do Apêndice
A) e seus pontos críticos correspondem exatamente as soluções fracas de (3.1)λ.

Observação 3.2 Note que a hipótese (g5)(i) é mais fraca do que a hipótese (g5)(ii).

De fato, basta observar que

0 ≤ (1 + |x|)−d ≤ 1, q.t.p. em x ∈ RN , d ∈ (0, 2)

e (1 + |x|)−d é integrável. Logo, r(x) = A(1 + |x|)−d ∈ L∞(RN), N ≥ 1, com r ≥ 0
e

∫
RN r(x)dx > 0, ou seja, de certo modo (g5)(i) é um caso particular de (g5)(ii).

Exemplo 3.3 Seja

F (x, s) = (1 + |x|)−1|s|2+α

(
2 + sin

1

|s|α
)

onde α ∈ (0, 2/N). Então a função

f(x, s) =
∂F (x, s)

∂s
= (1 + |x|)−1

[
(2 + α)|s|1+α(2 + sin |s|−α)− α|s| cos |s|−α

]

satisfaz as hipóteses (g1)-(g5).

De fato, como as funções em s acima são todas contínuas e (1 + |x|)−1 ∈ L∞(RN),
a condição (g1) é trivialmente satisfeita. Além disso, para s ∈ [−δ, δ]

[
(2 + α)|s|1+α(2 + sin |s|−α)− α|s| cos |s|−α

] ≤ 3(2 + α)δ1+α + αδ = C

Logo, uniformemente em x ∈ RN , temos

lim
|x|→∞

f(x, s) = lim
|x|→∞

{
(2 + α)|s|1+α(2 + sin |s|−α)− α|s| cos |s|−α

(1 + |x|)
}

= 0,
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∣∣∣∣
f(x, s)

s

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
(2 + α)|s|1+α(2 + sin |s|−α)− α|s| cos |s|−α

1 + |x|

∣∣∣∣ ≤ C1

e
lim
s→0

F (x, s)

s2
= lim

s→0

[
(1 + |x|)−1|s|α(2 + sin |s|−α)

]
= 0,

ou seja, (g2)-(g4) são satisfeitas. Por fim, para todo s ∈ [−δ, δ],

F (x, s) = (1 + |x|)−1|s|α(2 + sin |s|−α) ≥ (1 + |x|)−1|s|2+α

e (g5) também é satisfeita.

Observação 3.4 As condições locais exigidas aqui sobre a não-linearidade f são
condições locais mais fracas do que a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, com
s ∈ [−δ, δ].

Com efeito, consideremos a função f do exemplo anterior. Temos

f(x, s)

s
= (1 + |x|)−1

[
(2 + α)sα(2 + sin s−α)− α cos s−α

]
, s ∈ (0, δ]

e como (2+α)sα(2+sin s−α) → 0 quando s → 0 e lim
s→0

α cos s−α não existe, concluimos
que não existe lim

s→0
f(x, s)/s. Porém, quando a condição de Ambrosetti-Rabinowitz é

válida, necessariamente f(x, s) = o(s) se s → 0, ou seja, a função f do Exemplo 3.3
satisfaz (g1)-(g5) mas não cumpre a condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Portanto
(AR) é uma hipótese mais forte do que (f1)-(f5).

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

Teorema 3.5 Assuma que (g1)-(g5) são válidas. Então λ = 0 é um ponto de
bifurcação para (3.1)λ.

3.2 Estrutura variacional
Nesta seção, modificaremos f(x, s) no exterior de [−δ, δ], com o intuito de

estudarmos o problema (3.1)λ sob condições globais com respeito a não-linearidade
f . Assim, seja f̃ : RN × R −→ R definida por

f̃(x, s) =





f(x,−δ) se s ≤ −δ q.t.p. em x ∈ RN

f(x, s) se s ∈ [−δ, δ] q.t.p. em x ∈ RN

f(x, δ) se s ≥ δ q.t.p. em x ∈ RN .

É fácil verificar que a nova função f̃ satisfaz as hipóteses (g1)-(g5) para todo
s ∈ R. Além disso, por (g3), para todo s ∈ R temos

|f̃(x, s)| ≤ K|s| q.t.p. em x ∈ RN ,

donde segue que

|F̃ (x, s)| ≤
∫ s

0

|f̃(x, t)|dt ≤ K

∫ s

0

|t|dt =
K

2
|s|2 q.t.p. em x ∈ RN (3.1)
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Capítulo 3 3.2 Estrutura variacional

e conseqüentemente ∫

RN

F̃ (x, u)dx ≤ K

2
‖u‖2

2. (3.2)

Denotamos por (3̃.1)λ a nova família de equações obtida substituindo f por f̃ e
introduzimos os funcionais Iλ : H1(RN) −→ R definidos por

Iλ(u) = ‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2 − 2

∫

RN

F̃ (x, u)dx

onde F̃ (x, u) =

∫ u

0

f̃(x, s)ds e λ ≥ 0.

Pelo Lema A.9 do Apêndice A, Iλ é um funcional de classe C1 em H1(RN) para
cada λ ≥ 0. A norma

‖u‖2 = ‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2

é equivalente a norma usual de H1(RN), desde que λ > 0. Além disso, a todo ponto
crítico uλ de Iλ corresponde uma solução (λ, uλ) ∈ R×H1(RN) de (3̃.1)λ.

Em seguida, vamos mostrar que, para λ > 0 suficientemente pequeno, Iλ possui
a geometria do passo da montanha.

Lema 3.6 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Então Iλ(u) ≥ λ‖u‖2 + o(‖u‖2) quando
u → 0 para todo λ ∈ (0, 1].

Prova. Por (3.1), se |s| > 1 temos

F̃ (x, s) ≤ K

2
|s|2 <

K

2
|s|q, q ∈ (2, 2∗]. (3.3)

Já por (g4), dado ε > 0, existe 1 > δ(ε) > 0 tal que

F̃ (x, s) ≤ ε|s|2, se |s| ≤ δ < 1. (3.4)

Finalmente, para |s| ∈ [δ, 1], temos

F̃ (x, s) ≤ K

2
|s|2,

o que implica que

F̃ (x, s) ≤ F̃ (x, s)

|s|q−2
≤ K

2
|s|q q ∈ (2, 2∗]. (3.5)

Por (3.3) e (3.5),

F̃ (x, s) ≤ K

2
|s|q, |s| > δ(ε) > 0.

Utilizando (3.4) e fazendo C(ε, q) = K/2 na expressão acima, obtemos que, para
todo ε > 0 e q ∈ (2, 2∗] (q > 2 se N = 2) existe C(ε, q) > 0 tal que

F̃ (x, s) ≤ ε|s|2 + C(ε, q)|s|q.
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Então, pelas imersões de Sobolev, existe C̃(ε, q) > 0 tal que para todo u ∈ H1(RN)
∫

RN

F̃ (x, u)dx ≤ ε‖u‖2 + C̃(ε, q)‖u‖q

e daí deduzimos
∫
RN F̃ (x, u)dx

‖u‖2
= ε + C̃(ε, q)‖u‖q → 0 quando u → 0

donde ∫

RN

F̃ (x, u)dx = o(‖u‖2) quando u → 0.

Desde que u ∈ H1(RN) e λ ∈ (0, 1], temos

Iλ(u) = ‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2 − 2

∫

RN

F̃ (x, u)dx ≥ λ‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2 − 2

∫

RN

F̃ (x, u)dx

donde segue que
Iλ(u) ≥ λ‖u‖2 + o(‖u‖2)

como queríamos provar.

Lema 3.7 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Então existem λ0 > 0 e v0 ∈ H1(RN)
tais que Iλ0(v0) < 0.

Prova. Para λ > 0, definamos vλ(x) = δe−
√

λ|x|. Denotando B(N) por

B(N) = δ2

∫

RN

e−2|y|dy = δ2ωN

∫ ∞

0

ρN−1e−2ρdρ (3.6)

onde ωN é a área da esfera unitária em RN , temos

‖vλ‖2
2 = δ2

∫

RN

e−2
√

λ|x|dx = δ2ωN

∫ ∞

0

rN−1e−2
√

λrdr

= δ2ωN

∫ ∞

0

(
ρ√
λ

)N−1

e−2ρ

(
1

λ

)
dρ = δ2ωNλ−

N
2

∫ ∞

0

ρN−1e−2ρdρ

= B(N)λ−
N
2

Para 1 ≤ i ≤ N ,
∂vλ

∂xi

(x) = −δxi

√
λ

|x| e−
√

λ|x|,

e daí

‖∇vλ‖2
2 =

∫

RN

N∑
i=1

δ2|xi|2
√

λ

|x|2 e−2
√

λ|x|dx =

∫

RN

δ2λe−2
√

λ|x|dx

= δ2λ

∫

RN

e−2
√

λ|x|dx = δ2λωN

∫ ∞

0

rN−1e−2
√

λrdr

= λ1−N
2 δ2ωN

∫ ∞

0

ρN−1e−2ρdρ = B(N)λ1−N
2 .
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Logo, vλ ∈ H1(RN). Além disso,

‖vλ‖2 = ‖∇vλ‖2
2 + λ‖vλ‖2

2 = 2B(N)λ1−N
2 . (3.7)

Agora, se (g5)(i) é válida, então
∫

RN

F̃ (x, vλ)dx ≥ A

∫

RN

(1 + |x|)−d|vλ|α+2dx.

Considerando |y| ≥ 1 ≥
√

λ, que é equivalente a (1 + |y|/
√

λ)−d ≥ (2|y|/
√

λ)−d,
temos, mudando quando necessário para coordenadas polares,

A

∫

RN

(1 + |x|)−d|vλ|αdx = δα+2A

∫

RN

(1 + |x|)−de−(α+2)
√

λ|x|dx

= δα+2A

∫

RN

(
1 +

|y|√
λ

)−d

e−(α+2)|y|λ−
N
2 dy

≥ δα+2Aλ−
N
2

∫

|y|≥1

(
1 +

|y|√
λ

)−d

e−(α+2)|y|dy

≥ δα+2Aλ−
N
2

∫

|y|≥1

(
2|y|√

λ

)−d

e−(α+2)|y|dy

= δα+2Aλ
d
2
−N

2 2−d

∫

|y|≥1

|y|−de−(α+2)|y|dy

:= D(N, d, α)λ
d
2
−N

2 , (3.8)

o que mostra que

Iλ(vλ) = ‖vλ‖2 − 2

∫

RN

F̃ (x, vλ)dx ≤ 2B(N)λ1−N
2 − 2D(N, d, α)λ

d
2
−N

2 .

Desde que d < 2, claramente temos Iλ(vλ) < 0 para todo λ > 0 suficientemente
pequeno. Por outro lado, quando (g5)(ii) é válida,

∫

R
F̃ (x, vλ)dx ≥

∫

R
r(x)|vλ|α+2dx

e, para λ > 0 suficientemente pequeno,
∫

R
r(x)|vλ|αdx = δα

∫

R
r(x)e−(α+2)

√
λ|x|dx

≥ δα+2

∫

|x|≤µ

r(x)e−(α+2)
√

λ|x|dx (∀ µ > 0)

≥ δα+2e−(α+2)
√

λµ

∫

|x|≤µ

r(x)dx (∀ µ > 0).

Afirmamos que ∫

|x|≤µ

r(x)dx ≥ 1

2
min

{∫

R
r(x)dx, 1

}
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para µ > µ0 > 0.
De fato, se

∫
R r(x)dx ≥ 1 temos

min

{∫

R
r(x)dx, 1

}
= 1.

Então, para todo µ > µ0,
∫
|x|≤µ

r(x)dx está suficientemente próximo de
∫
R r(x)dx,

donde segue que
∫

|x|≤µ

r(x)dx ≥ 1

2
· 1 =

1

2
min

{∫

R
r(x)dx, 1

}
.

Agora, se
∫
R r(x)dx ≤ 1 temos

min

{∫

R
r(x)dx, 1

}
=

∫

R
r(x)dx

e para todo µ > µ0,
∫
|x|≤µ

r(x)dx está suficientemente próximo de
∫
R r(x)dx, donde

segue que ∫

|x|≤µ

r(x)dx ≥ 1

2

∫

R
r(x)dx =

1

2
min

{∫

R
r(x)dx, 1

}

o que prova nossa afirmação.
Logo, sendo a afirmação anterior verdadeira, temos para λ > 0 suficientemente
pequeno que

∫

R
r(x)|vλ|αdx ≥ δα+2e−(α+2)

√
λµ

∫

|x|≤µ

r(x)dx (∀µ > 0)

≥ 1

2
δα+2e−(α+2)

√
λµ min

{∫

R
r(x)dx, 1

}
(para µ > µ0)

≥ 1

4
δα+2 min

{∫

R
r(x)dx, 1

}

:= E(α). (3.9)

Então, usando (3.7), obtemos

Iλ(vλ) = ‖vλ‖2 − 2

∫

R
F̃ (x, vλ)dx ≤ 2B(N)λ1−N

2 − 2E(α)

≤ 2B(N)
√

λ− 2E(α)

e Iλ(vλ) < 0 para λ > 0 suficientemente pequeno.

É importante notar que na prova anterior usamos apenas a condição de f̃(x, ·)
em [−δ, δ], quando esta corresponde a f(x, ·). Então este lema é válido independente
da escolha particular de f̃ que tenhamos feito.

Lema 3.8 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Então existe λ0 > 0 tal que, para todo
λ ∈ (0, λ0], os conjuntos

Γλ = {γ ∈ C([0, 1]; H1(RN)); γ(0) = 0 e Iλ(γ(1)) < 0}
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são não-vazios. Além disso, para λ ∈ (0, λ0]

c(λ) = inf
γ∈Γλ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > Iλ(0) = 0

e a função λ → c(λ) é não-decrescente.

Prova. Note que se 0 ≤ λ1 ≤ λ2 temos

Iλ1(u) ≤ Iλ2(u), ∀ u ∈ H1(RN),

o que mostra que Γλ1 ⊂ Γλ2 . Logo c(λ1) ≤ c(λ2) e temos que λ → c(λ) é não-
decrescente. Desde que Iλ(0) = 0, para todo λ ≥ 0, pelo Lema 3.6 temos

∫

RN

F̃ (x, u)dx = o(‖u‖2) quando u → 0,

o que implica que

Iλ(u) = ‖u‖2 − 2

∫

RN

F̃ (x, u)dx = ‖u‖2 − 2o(‖u‖2) = ‖u‖2(1− 2o(1))

≥ 1

2
‖u‖2 =

1

2
r2 > 0

para algum r positivo satisfazendo r < 2B(N)λ1−N
2 . Logo,

inf
‖u‖=r

Iλ(u) > 0 = Iλ(0).

Além disso, pelo Lema 3.7 temos Iλ(vλ) < 0 para λ suficientemente pequeno, ou seja,
existe λ0 > 0 tal que Iλ(vλ) < 0, para todo λ ∈ (0, λ0]. Logo, para cada λ ∈ (0, λ0]

com ‖vλ‖ = 2B(N)λ1−N
2 > r e fixando

Γλ = {γ ∈ C([0, 1], H1(RN)); γ(0) = 0 e Iλ(γ(1)) < 0} 6= ∅

temos
inf
‖u‖=r

Iλ(u) ≤ Iλ(u) ≤ max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)), ∀γ ∈ Γλ,

ou seja,
inf
‖u‖=r

Iλ(u) ≤ inf
γ∈Γλ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(1)) = c(λ).

Portanto,
c(λ) ≥ inf

‖u‖=r
Iλ(u) > 0 = Iλ(0).
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3.3 Um ponto crítico para quase todo λ ∈ (0, λ0]

Nesta seção, provamos a existência de pontos críticos para quase todo funcional
Iλ, com λ ∈ (0, λ0]. Isto é um passo fundamental para obtenção de uma seqüência
bifurcante para a equação (3̃.1)λ.

Neste sentido, usamos duas proposições análogas às Proposições 1.1 e 1.2, que
são preliminares do Teorema Abstrato 1.3. Procedemos da seguinte forma: desde
que a aplicação λ → c(λ), onde λ ∈ (0, λ0), é não-decrescente, c′(λ), a derivada
de c(λ), existe para quase todo λ ∈ (0, λ0). Seja λ ∈ (0, λ0) um valor fixo, porém
arbitrário onde c′(λ) existe e considere {λm} ⊂ (0, λ0) uma seqüência estritamente
decrescente satisfazendo λm → λ. Temos a seguinte proposição:

Proposição 3.9 Para qualquer ε > 0, existe uma seqüência de caminhos {γm} ⊂ Γλ

tal que, para m ∈ N suficientemente grande,

(i) ‖γm(t)‖2
2 ≤ c′(λ) + 3ε se γn(t) satisfizer

Iλ(γm(t)) ≥ c(λ)− ε(λm − λ); (3.10)

(ii) max
t∈[0,1]

Iλ(γm(t)) ≤ cλ + (−c′(λ) + 2ε)(λm − λ).

Fazendo a escolha ε = c(λ) > 0 temos quando (3.10) é válida

‖γm(t)‖2 ≤ (5 + 3K)c(λ) + (1 + K)c′(λ) := β2(λ)

para K > 0 definido em (g3) e m ∈ N suficientemente grande.

Prova. A prova de (i) e (ii) é análoga à demonstração da Proposição 1.1, bastando
considerar em (i) a seguinte identidade

‖γm(t)‖2
2 =

Iλm(γm(t))− Iλ(γm(t))

λm − λ
.

Para provarmos a última estimativa da proposição, escolhemos ε = c(λ) > 0 e temos,
quando (3.10) é válida e m ∈ N é suficientemente grande,

‖γm(t)‖2
2 ≤ c′(λ) + 3c(λ) e Iλ(γm(t)) ≤ 2c(λ).

Então, usando (3.2), obtemos

‖∇γm(t)‖2
2 = Iλ(γm(t))− λ‖γm(t)‖2

2 + 2

∫

RN

F̃ (x, γm(t))dx

≤ Iλ(γm(t)) + 2

∫

RN

F̃ (x, γm(t))dx

≤ Iλ(γm(t)) + K‖γm(t)‖2
2

≤ 2c(λ) + K(c′(λ) + 3c(λ)).
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Assim, quando (3.10) é válida,

‖γm‖2 = ‖∇γm(t)‖2
2 + ‖γm(t)‖2

2

≤ 2c(λ) + K(c′(λ) + 3c(λ)) + c′(λ) + 3c(λ)

= (5 + 3K)c(λ) + (1 + K)c′(λ) := β2(λ).

Isto finaliza a prova da proposição.

Provaremos agora que, quando c′(λ) existe, o funcional Iλ possui um ponto crítico
não-trivial que está contido na bola de raio 2β(λ) centrada na origem. Para a > 0,
definamos o seguinte conjunto:

Fa = {u ∈ H1(RN); ‖u‖ ≤ 2β(λ) e |Iλ(u)− c(λ) ≤ a}.

Temos o seguinte resultado:

Proposição 3.10 Para todo a > 0,

inf{‖I ′λ(u)‖; u ∈ Fa} = 0. (3.11)

Prova. Suponha, por contradição, que (3.11) não é válida. Então, devido a
geometria do passo da montanha (Lema 3.8), escolhemos a > 0 de modo que, para
todo u ∈ Fa,

‖I ′λ(u)‖ ≥ a e 0 < a <
1

2
c(λ).

O restante da demonstração segue os mesmos passos da prova da Proposição 1.2.

Lema 3.11 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Então para cada λ ∈ (0, λ0] onde existe
c′(λ), existe uλ ∈ H1(RN) com 0 < ‖uλ‖ ≤ 2β(λ) tal que (λ, uλ) ∈ R+ ×H1(RN) é
uma solução do problema (3̃.1)λ.

Prova. Pela Proposição 3.10, quando c′(λ) existe, Iλ tem uma seqüência de Palais-
Smale {um} ⊂ H1(RN) no nível c(λ) que está contida numa bola de raio 2β(λ)
centrada na origem. Desde que {um} é limitada, sem perda de generalidade,
podemos assumir que um ⇀ uλ em H1(RN) (a menos de subseqüência). Para
finalizarmos a prova, precisamos justamente mostrar que um → uλ em H1(RN). A
condição I ′λ(um) → 0 em H−1(RN) nos diz que

∫

RN

[∇um∇v + λumv]dx−
∫

RN

f̃(x, um)vdx → 0.

Afirmamos que
∫

RN

f̃(x, um)vdx →
∫

RN

f̃(x, uλ)vdx, ∀ v ∈ H1(RN). (3.12)

De fato, por (g2), dado ε > 0 existe c(ε) > 0 tal que

|f̃(x, um)| < ε sempre que |x| > c(ε).
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Logo, para qualquer v ∈ C∞
0 (RN),

∣∣∣∣
∫

|x|>c(ε)

(f̃(x, um)− f(x, uλ))vdx

∣∣∣∣ ≤
∫

|x|>c(ε)

[|f̃(x, um)|+ |f̃(x, uλ)|]vdx

< ε

∫

|x|>c(ε)

|v|dx = Aε.

Temos também, para c(ε) dado acima, que
∫

RN

(f̃(x, um)− f̃(x, uλ))vdx ≤
∫

|x|≤c(ε)

|(f̃(x, um)− f̃(x, uλ))v|dx +

+

∫

|x|>c(ε)

|(f̃(x, um)− f̃(x, uλ))v|dx

para todo v ∈ C∞
0 (RN). Agora, como um ⇀ uλ em H1(RN) então um → uλ em

Lq
loc(RN), q ∈ [1, 2∗]. Logo, a menos de subseqüência, um(x) → uλ(x), q.t.p. em

Bc(ε)(0) = {x ∈ RN ; |x| ≤ c(ε)} e |um(x)| ≤ h(x), onde h(x) ∈ L1(Bc(ε)(0)). Como
f̃ é Caratheodory,

f̃(x, um(x)) → f̃(x, uλ(x)) q.t.p. em Bc(ε)(0)

e por (3.1)
f̃(x, um(x)) ≤ K|um(x)| ≤ K|h(x)| ∈ L1(Bc(ε)(0)).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
∫

|x|≤c(ε)

|(f̃(x, um)− f̃(x, uλ))v|dx → 0

o que prova a convergência em (3.12). Daí
∫

RN

[∇um∇v + λumv]dx →
∫

RN

f̃(x, uλ)vdx ∀ v ∈ H1(RN). (3.13)

Definindo L : H1(RN) −→ H−1(RN) por

(Lu)(v) =

∫

RN

[∇u∇v + λuv]dx = 〈u, v〉,

pelo Teorema da Representação de Riesz, dado Ψ ∈ H−1(RN), existe uma única
função u ∈ H1(RN) tal que

Ψ(v) = 〈u, v〉 =

∫

RN

[∇u∇v + λuv]dx = (Lu)(v), ∀ v ∈ H1(RN)

com ‖u‖ = ‖Ψ‖H−1(RN ), ou seja, L é bijetiva. Pelo Teorema da Aplicação Aberta,
L−1 também é contínua. Logo, aplicando L−1 em (3.13), obtemos

um → L−1(Φ′(uλ))

onde Φ(uλ) =
∫
RN F̃ (x, uλ)dx. Pela unicidade do limite fraco, concluimos que

um → uλ em H1(RN) e portanto (λ, uλ) ∈ R+×H1(RN) é uma solução de (3̃.1)λ.
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3.4 Existência de seqüência bifurcante para o
problema modificado

Nesta seção, deduzimos a existência de uma seqüência estritamente decrescente
λn → 0 com c(λn) → 0 e c′(λn) → 0. Feito isto, em particular pela Proposição 3.9,
β(λn) → 0 e pelo Lema 3.11 obtemos uma seqüência bifurcante para (3̃.1)λ.

Lema 3.12 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Então c(λ)λ−1 → 0 quando λ → 0.

Prova. Usaremos novamente a função teste vλ(x) = δe−
√

λ|x| introduzida no Lema
3.6. Pela prova do Lema 3.6, sabemos que Iλ(vλ) < 0 para todo λ ∈ (0, λ0]. Então,
devido a caracterização variacional de c(λ), necessariamente temos

c(λ) ≤ max
t∈[0,1]

Iλ(tvλ)

pois γ(t) := tvλ ∈ Γλ. Por (3.7), temos para todo λ ∈ (0, λ0] e para todo t ∈ [0, 1]

Iλ(tvλ) = t2‖∇vλ‖2
2 + λ‖vλ‖2

2 − 2

∫

RN

F̃ (x, tvλ)dx

= 2B(N)λ1−N
2 t2 − 2

∫

RN

F̃ (x, tvλ)dx

onde B(N) foi definida em (3.6). Distinguimos os casos (i) e (ii) em (g5). Quando
(g5)(i) é válida, temos, usando (3.8), que para todo λ ∈ (0, λ0] e para todo t ∈ [0, 1]

∫

RN

F̃ (x, tvλ)dx ≥ tα+2A

∫

RN

(1 + |x|)−d|vλ|α+2dx

≥ D(N, d, α)λ
d
2
−N

2 tα+2.

Então, para todo λ ∈ (0, λ0] e t ∈ [0, 1], temos

Iλ(tvλ) ≤ 2B(N)λ1−N
2 t2 − 2D(N, d, α)λ

d
2
−N

2 tα+2. (3.14)

Seja
g(t) := 2B(N)λ1−N

2 t2 − 2D(N, d, α)λ
d
2
−N

2 tα+2, t ∈ [0, 1].

Se
g′(t0) = t0(4B(N)λ1−N

2 − 2(α + 2)D(N, d, α)λ
d
2
−N

2 tα+2
0 ) = 0

encontramos

t0 =

(
2

α + 2

) 1
α

(
B(N)

D(N, d, α)

) 1
α

λ
1
α
− d

2α

e desde que

g′′(t) = 4B(N)λ1−N
2 − 2(α + 2)(α + 1)D(N, d, α)λ

d
2
−N

2 tα,

obtemos,
g′′(t0) = −4αB(N)λ1−N

2 < 0.
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Caso tivéssemos considerado t1 = 0 teríamos encontrado

g′′(t1) = 4B(N)λ1−N
2 > 0,

e tal ponto não seria ponto de máximo. Daí, o ponto t0 encontrado acima é ponto
de máximo no intervalo [0, 1] para a função g(t) e

g(t0) = max
t∈(0,1)

[
2B(N)λ1−N

2 t2 − 2D(N, d, α)λ
d
2
−N

2 tα+2
]

=

[
2B(N)

(
2

α + 2

B(N)

D(N, d, α)

) 2
α

− 2D(N, d, α)

(
2

α + 2

B(N)

D(N, d, α)

)α+2
α

]
λθ

= C(N, d, α)λθ

onde θ =
(
1− N

2

) (
α+2

α

) − 2
α

(
d
2
− N

2

)
. Como, por (g5)(i), α < 2(2−d)

N
o que é

equivalente a θ − 1 > 0, temos

c(λ)λ−1 ≤ C(N, d, α)λθ−1 → 0 quando λ → 0.

Agora, quando (g5)(ii) é válida, usando (3.9), para todo λ ∈ (0, λ0] e t ∈ [0, 1],
temos ∫

R
F̃ (x, tvλ)dx ≥ tα

∫

R
r(x)|vλ|α+2dx ≥ E(α)tα+2.

Então, para todo t ∈ (0, λ0] e para todo t ∈ [0, 1],

Iλ(tvλ) = ‖∇(tvλ)‖2
2 + λ‖tvλ‖2

2 − 2

∫

R
F̃ (x, tvλ)dx

≥ 2B(1)λ
1
2 t2 − 2E(α)tα.

Um cálculo análogo ao que foi feito para o caso (g5)(i) nos mostra que o máximo
do lado direito da expressão acima é da forma C(α)λθ onde θ = (α + 2)/2α. Como
0 < α < 2 é equivalente a θ − 1 > 0, obtemos

c(λ)λ−1 ≤ C(α)λθ−1 → 0 quando λ → 0,

o que finaliza a demonstração do nosso lema.

Lema 3.13 Assuma que (g1)-(g5) ocorrem. Então, existe uma seqüência
estritamente decrescente λn → 0 com c(λn) → 0 e c′(λn) → 0.

Prova. Pelo Lema 3.12, sabemos que c(λ)λ−1 → 0 quando λ → 0 e então,
necessariamente, temos c(λ) → 0 quando λ → 0. Afirmamos que existe uma
seqüência estritamente decrescente λn → 0 com c′(λn) → 0.
Suponha, por contradição, que

a = lim inf
λ→0

c′(λ) > 0.

Desde que a função λ → c(λ) é não-decrescente e positiva, temos para λ > 0
suficientemente pequeno,

c(λ) ≥ c(λ)− lim
h→0

c(h) = lim
h→0

∫ λ

h

c′(t)dt.
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Para ε = a/2, existe δ > 0 tal que, para todo λ ∈ (0, δ) temos c′(λ) > a. Logo,

c(λ) ≥ lim
h→0

∫ λ

h

c′(t)dt ≥ lim
h→0

∫ λ

h

a

2
dt =

aλ

2

ou seja, c(λ)/λ ≥ a/2 > 0. Mas, isto está contradizendo o fato que c(λ)λ−1 → 0
quando λ → 0 e o lema está provado.

Finalmente, para concluir esta seção, vamos deduzir a existência de uma
seqüência bifurcante para o problema modificado (3̃.1)λ, o que é feito através do
seguinte lema:

Lema 3.14 Seja {λn} a seqüência obtida através do Lema 3.13. Então existe uma
seqüência bifurcante {(λn, un)} ⊂ R+ ×H1(RN) para o problema (3̃.1)λ.

Prova. De fato, a definição de β(λ) na Proposição 3.9 nos fornece a seguinte
identidade:

β2(λ) = (5 + 3K)c(λ) + (1 + K)c′(λ).

Pelo Lema 3.11, para cada n ∈ N, existe uma função un ≡ uλn ∈ H1(RN) tal que
{(λn, un)} ⊂ R+ ×H1(RN) é uma solução do problema (3̃.1)λ e

0 < ‖un‖ ≤ 2β(λn) = (5 + 3K)c(λn) + (1 + K)c′(λn).

Mas, pelo Lema 3.13, β(λn) → 0 quando n →∞, donde segue que ‖un‖ → 0 quando
n → ∞. Portanto {(λn, un)} ⊂ R+ × H1(RN) é uma seqüência bifurcante para o
problema (3̃.1)λ.

3.5 Existência de seqüência bifurcante para o
problema original

Nesta seção, vamos finalizar a prova do Teorema 3.5 mostrando que a seqüência
bifurcante {(λn, un)} ⊂ R+×H1(RN), obtida na seção anterior para a equação (3̃.1)λ,
também é uma seqüência bifurcante para o problema (3.1)λ. Para isto, provamos
primeiro que a bifurcação é válida na norma de L∞. Em outras palavras, vamos
mostrar que a seqüência {un} também satisfaz ‖un‖∞ → 0.

Lema 3.15 Consideremos a seqüência {(λn, un)} ⊂ R+ ×H1(RN) obtida no Lema
3.14. Então

lim
n→∞

‖un‖∞ = 0

localmente em RN .

Prova. Para todo n ∈ N, temos

∆un = λnun − f̃(x, un) := g(x, un) q.t.p. em RN .
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De fato, seja R > 0 e BR uma bola arbitrária em RN . Claramente, f̃(·, s) ∈ L2(BR)
pois, ∫

BR

|f̃(x, s)|2dx ≤ K|s|2
∫

BR

dx = K|s|2|BR| < Kδ2|BR| < ∞,

donde segue que g(·, s) ∈ L2(BR). Então, sendo un ∈ H1(BR) solução fraca de
(3̃.1)λ, segue pelo Teorema A.28 do Apêndice A, que un ∈ H2(BR), para todo
R > 0, ou seja, un ∈ H2

loc(RN). Daí, utilizando as fórmulas de Green, obtemos

〈−∆un + λnun, v〉2 =

∫

RN

(−∆unv + λnunv)dx =

∫

RN

(∇un · ∇v + λnunv)dx

=

∫

RN

f̃(x, un)vdx = 〈f̃(·, un), v〉2

para cada v ∈ C∞
0 (RN). Logo, 〈−∆un + λnun − f̃(·, un), v〉2 = 0 para todo

v ∈ C∞
0 (RN), e portanto ∆un = λnun − f̃(x, un) q.t.p. em RN .

Agora, (3.1) implica que

|∆un| ≤ λn|un|+ |f̃(x, un)| ≤ λ0|un|+ K|un|. (3.15)

Por (3.15), vemos que, se {un} ⊂ Lp(BR) para algum p ∈ (1,∞), então g(·, s) ∈
Lp(BR) e pelo Teorema A.28, temos {un} ⊂ W 2,p(BR). Além disso, como a norma
usual de W 2,p(BR) é equivalente a norma

‖u‖p +
∑

|α|=2

‖Dαu‖p, u ∈ W 2,p(BR)1

e, pela estimativa de Calderon-Zygmund (Corolário A.2 do Apêndice A)
∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂2un

∂xi∂xj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

p

≤ C(p)‖∆un‖p
p ≤ C(p)(λ0 + K)‖un‖p

p < ∞,

obtemos a seguinte desigualdade:

‖un‖W 2,p(BR) ≤ C(p)‖un‖p, para todo n ∈ N (3.16)

Finalmente, vamos usar um argumento de “boot-strap” para mostrar que
‖un‖∞ → 0.
Se N ≤ 3 (isto é, N = 2, 3), quando p = 2 temos 2 = p > N/2 e W 2,2(BR) ↪→
L∞(BR). Daí, por (3.16), obtemos diretamente

‖un‖∞ ≤ C‖un‖W 2,2(BR) ≤ C(2)‖un‖2, ∀n ∈ N,

e como ‖un‖2 → 0, concluímos que ‖un‖∞ → 0.
Se N = 4, quando p = N/2 = 2 temos W 2,2(BR) ↪→ Lq(BR) para todo q > p =
N/2 = 2. Então, (3.16) é válida para todo q > N/2, e temos W 2,q(BR) ↪→ L∞(BR).
Logo, para todo n ∈ N,

‖un‖∞ ≤ C‖un‖W 2,q(BR) ≤ C(q)‖un‖q, q >
N

2
1ver [4], Nota 9, p. 157
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e escolhendo q < 2∗, devido a imersão H1(BR) ↪→ Lq(BR), 2 < q < 2∗, obtemos que
‖un‖q → 0 e portanto ‖un‖∞ → 0.
Se N > 4, quando p = 2 devemos ter 2 = p < N/2, isto é, 1/p − 2/N > 0 e temos
W 2,2(BR) ↪→ Lq1(BR) com q1 = (Np)/(N − 2p) = (2N)/(N − 4). Sabendo que
un ∈ H2(BR) = W 2,2(BR), pela imersão anterior, deduzimos que un ∈ Lq1(BR).
Logo, (3.16) também é válida para o valor q1. Note também que

q1 ≥ N

2
⇒ N ≤ 8

ou seja, 4 < N ≤ 8 (isto é, N = 5, 6, 7, 8). Logo, a imersão W 2,q1(BR) ↪→ L∞(BR) é
válida e por (3.16), obtemos para todo n ∈ N,

‖un‖∞ ≤ C‖un‖W 2,q1 (BR) ≤ C(q1)‖un‖q1

≤ C(q1)‖un‖W 2,2(BR) ≤ C(q1, 2)‖un‖2,

donde segue que ‖un‖∞ → 0.
Se N > 8, temos q1 = (2N)(N − 4) < N/2, ou seja, 1/q1 − 2/N > 0 e
temos W 2,q1(BR) ↪→ Lq2(BR), com q2 = (q1N)/(N − 2q1). Pelo caso anterior,
un ∈ W 2,q1(RN) e un ∈ Lq2(BR). Logo, (3.16) também é válida para o valor q2. Note
também que

q2 =
q1N

N − 2q1

≥ N

2
⇒ N ≤ 12

ou seja, 8 < N ≤ 12 (isto é, N = 9, 10, 11, 12). Logo a imersão W 2,q2(BR) ↪→
L∞(BR) é válida e por (3.16), obtemos para todo n ∈ N,

‖un‖∞ ≤ C‖un‖W 2,q2 (BR) ≤ C(q2)‖un‖q2

≤ C(q2)‖un‖W 2,q1 (BR) ≤ C(q1, q2)‖un‖q1

≤ C(q1, q2)‖un‖W 2,2(BR) ≤ C(2, q1, q2)‖un‖2 ∀n ∈ N,

donde segue que ‖un‖∞ → 0.
Se N > 12, obtemos de modo análogo, que ‖un‖∞ → 0 para 12 < N ≤ 16 (isto é,
N = 13, 14, 15, 16), e após um número finito de passos, a dimensão N é atingida,
donde concluímos que ‖un‖∞ → 0 qualquer que seja a dimensão N , como queríamos
demonstrar.

Observação 3.16 O argumento de “boot-strap” utilizado no lema anterior é
particularmente simples por causa da estimativa em (3.16). Esta estimativa foi
conseqüência da escolha de f̃ . Se considerarmos uma aproximação variacional
clássica, onde a condição de Ambrosetti-Rabinowitz é válida, provar que a bifurcação
em L∞ ocorre é bem mais difícil (ver [2]).

Portanto, pelo lema anterior, para todo x ∈ BR, temos

|un(x)| ≤ ‖un‖∞ → 0 quando n →∞.
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Desde que BR é arbitrária, segue que

lim
n→∞

|un(x)| = 0, ∀x ∈ RN

e, a menos de subseqüência, temos un(x) ∈ [−δ, δ]. Portanto, {(λn, un)} ⊂
R+×H1(RN) é uma seqüência bifurcante para (3.1)λ. Isto finaliza a prova o Teorema
3.5.
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Capítulo 4

Um problema semilinear com
crescimento crítico em R2

4.1 Introdução
O objetivo deste capítulo é estudar a existência de soluções positivas para

uma classe de problemas elípticos semilineares em R2 utilizando o Método dos
Multiplicadores de Lagrange. Mais precisamente, discutiremos o seguinte problema
semilinear autônomo:

−∆u(x) + Ku(x) = f(u(x)), x = (x1, x2) ∈ R2 (4.1)

onde K > 0 é uma constante.

Em relação a não-linearidade f(s), consideremos a seguinte definição:

Definição 4.1 Dizemos que a função f : R −→ R tem crescimento crítico em
+∞ se existe α0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(s)

eαs2 = 0, para todo α > α0

e
lim

s→+∞
f(s)

eαs2 = +∞, para todo α < α0;

Exemplo 4.2 A função f : R −→ R definida por f(t) = tet2 tem crescimento
crítico com α0 = 1. De fato, se α > α0 então α = 1 + ε com ε > 0 e portanto

lim
t→±∞

tet2

eαt2
= lim

t→±∞
t

eεt2
= 0.

Se α < 1 então

lim
t→+∞

tet2

eαt2
= lim

t→∞
te(1−α)t2 = +∞

Assumiremos que a não-linearidade f(s) satisfaça as seguintes condições:
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h1) f ∈ C1(R) e f(s) = 0 para s ≤ 0;

h2) f(s) = o(s) quando s → 0;

h3) f tem crescimento crítico em +∞;

h4) Existe uma constante µ > 2 tal que, para todo s > 0,

0 ≤ µF (s) = µ

∫ s

0

f(t)dt < sf(s);

h5) A função s → f(s)/s é crescente para s > 0;

h6) Existem p > 2 e δ > 0 tais que, para todo s > 0,

f(s) ≥
(

p

2
(Sp + δ)p

(
4π

α0

)1− p
2

)
sp−1

onde

Sp = inf
u∈H1(R2)\{0}

[∫
R2(|∇u|2 + Ku2)dz

] 1
2

[∫
R2 |u|pdz

] 1
p

. (4.2)

Uma solução clássica do problema (4.1) é uma função u ∈ C2(R2) que satisfaz
a equação para todo ponto x ∈ R2. Já uma solução fraca para (4.1) é uma função
u ∈ H1(R2) que satisfaz

∫

R2

(∇u∇v + Kuv)dx =

∫

R2

f(u)vdx ∀ v ∈ C∞
0 (R2).

O funcional energia I : H1(R2) −→ R associado a equação (4.1) é dado por

I(u) =
1

2

∫

R2

[|∇u|2 + Ku2]dx−
∫

R2

F (u)dx, onde F (s) =

∫ s

0

f(t)dt.

Além disso, o funcional I é de classe C1 em H1(R2) (veja Lema A.9 do Apêndice A)
e seus pontos críticos correspondem exatamente as soluções fracas de (4.1).

Dizemos ainda que u0 ∈ H1(R2) é uma solução de energia mínima para (4.1) se
I(u0) ≤ I(u) para toda solução fraca u ∈ H1(R2).

O resultado principal deste capítulo é o seguinte:

Teorema 4.3 Suponha que a não-linearidade f satisfaça (h1)-(h6). Então o
problema (4.1) possui uma solução de energia mínima positiva ω no nível

c = I(ω) = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) <
4π

α0

.

Além disso, ω é esfericamente simétrica em torno de algum ponto de R2 e
∂ω

∂r
é

negativa para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em relação ao ponto.
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A simetria radial para qualquer solução ω do problema (4.1) segue por um
argumento encontrado em Berestycki-Lions, (veja [3], pag. 321) que afirma que
se g′(0) < 0 e ĝ(s) = g(s)− g′(0)s é uma função crescente, onde

−∆ω = g(ω) q.t.p. em R2

com
g(ω(x)) := f(ω(x))−Kω(x), x ∈ R2,

então, qualquer solução positiva de (4.1) é esfericamente simétrica em torno de algum

ponto de R2 e
∂ω

∂r
é negativa para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em

relação ao ponto.

4.2 Estimativas sobre a função eαu2

Seja Ω um domínio limitado em R2. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (veja,
por exemplo, [17, 23]), para todo α > 0 e u ∈ H1

0 (Ω), temos que

eαu2 ∈ L1(Ω)

e existe uma constante C tal que

sup
‖u‖

H1
0(Ω)

≤1

∫

Ω

eαu2 ≤ C|Ω|, se α ≤ 4π.

Usamos e provamos aqui a seguinte extensão do resultado anterior para todo o
espaço R2 obtido por Cao [6]:

Lema 4.4 Se u ∈ H1(R2) e α > 0 então
∫

R2

[eαu2 − 1]dx < ∞.

Além disso, se ‖∇u‖2 ≤ 1, ‖u‖2 ≤ M e α < 4π, então existe uma constante C, que
depende apenas de α e M , tal que

∫

R2

[eαu2 − 1]dx ≤ C.

Prova. Podemos assumir u ≥ 0, desde que |∇|u|| = |∇u|. Usaremos o método de
simetrização de Schwarz. Como, para s ≥ 0 a função G(s) = eαs2 − 1 é contínua,
crescente e G(0) = 0, podemos escrever

∫

R2

[eαu2 − 1]dx =

∫

R2

[eα(u∗)2 − 1]dx

onde u∗ é a simetrizada de Schwarz da função u. Para um determinado R > 1,
temos ∫

R2

[eα(u∗)2 − 1]dx =

∫

|x|<R

[eα(u∗)2 − 1]dx +

∫

|x|≥R

[eα(u∗)2 − 1]dx

≤
∫

|x|<R

eα(u∗)2dx +

∫

|x|≥R

[eα(u∗)2 − 1]dx
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Consideremos v(x) = u∗(x)−u∗(Rx0), onde x0 é um vetor fixo unitário em R2. Note
que v ∈ H1

0 (BR(0)), pois v ∈ H1(BR(0)) e se x ∈ ∂BR(0) temos |x| = R = |Rx0|.
Desde que u∗ é decrescente como função de |x| devemos ter u∗(x) = u∗(Rx0), ou
seja, v(x) = 0, para todo x ∈ ∂BR(0), e portanto, v ∈ H1

0 (BR(0)). Além disso,

(u∗)2 = [v + u∗(Rx0)]
2 = v2 + 2vu∗(Rx0) + u∗(Rx0)

2.

Dado ε > 0, temos

vu∗(Rx0) = (v2)1/2(u∗(Rx0)
2)1/2 ≤ ε

2
v2 +

1

2ε
u∗(Rx0)

2,

donde
(u∗)2 ≤ v2 + εv2 +

1

ε
u∗(Rx0)

2 + u∗(Rx0)
2.

Assim,
(u∗)2 ≤ (1 + ε)v2 + K(ε)u∗(Rx0)

2,

onde K(ε) = 1/ε + 1. Portanto,
∫

|x|<R

eα(u∗)2dx ≤
∫

|x|<R

eα[(1+ε)v2+K(ε)u∗(Rx0)2]dx = eαK(ε)u∗(Rx0)2
∫

|x|<R

eα(1+ε)v2

dx

e pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja Teorema A.24 do Apêndice
A), ∫

|x|<R

eα(u∗)2dx < ∞, ∀ u ∈ H1(BR(0)), ∀ α > 0. (4.3)

Tomando ε > 0 tal que (1+ε)α < 4π e observando que ‖∇v‖2 = ‖∇u∗‖2 ≤ ‖∇u‖2 ≤
1 obtemos

∫

|x|<R

eα(u∗)2 ≤ eK(α,ε)u∗(Rx0)2
∫

|x|<R

eα(1+ε)v2

dx

≤ C|BR(0)|eK(α,ε)u∗(Rx0)2 = CπR2eK(α,ε)u∗(Rx0)2 . (4.4)

Pelo Lema Radial A.4 do Apêndice A,

|u∗(x)| ≤ |x|−1π−
1
2‖u∗‖2, ∀ x 6= 0

e para todo u ∈ H1(R2) tal que ‖∇u‖2 ≤ 1 e ‖u‖2 ≤ M , obtemos

u∗(Rx0)
2 ≤ |Rx0|−2π−1‖u∗‖2 ≤ M2

πR2
.

Logo, pela desigualdade (4.4), segue que
∫

|x|<R

eα(u∗)2 ≤ CπR2e
K(α,ε)M2

πR2 . (4.5)

Por outro lado, temos

eα(u∗)2 =
∞∑

k=0

[α(u∗)2]k

k!
=

∑

k=0

αk

k!
(u∗)2k
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e isto implica que
∫

|x|≥R

[eα(u∗)2 − 1]dx = α

∫

|x|≥R

(u∗)2dx +

∫

|x|≥R

∞∑

k=2

αk

k!
(u∗)2kdx

= α

∫

|x|≥R

(u∗)2dx +
∞∑

k=2

αk

k!

∫

|x|≥R

(u∗)2kdx. (4.6)

Agora, temos a seguinte estimativa válida para todo número natural k ≥ 2,
∫

|x|≥R

1

|x|2k
dx = 2π

∫ ∞

R

ρ

ρ2k
dρ = 2π

∫ ∞

R

ρ1−2kdρ

=
2π

2− 2k

[(
lim
ρ→∞

ρ2−2k

)
−R2−2k

]

=
πR2

(2k − 2)R2k
≤ 2πR2

R2k
.

Desta última estimativa e do Lema Radial A.3 do Apêndice A concluímos que

∞∑

k=2

αk

k!

∫

|x|≥R

(u∗)2kdx ≤
∞∑

k=2

αk

k!

∫

|x|≥R

[
|x|−1π−

1
2‖u∗‖2

]2k

dx

=
∞∑

k=2

αk

k!

{
π−

1
2‖u∗‖2

}2k
∫

|x|≥R

1

|x|2k
dx

≤
∞∑

k=2

αk

k!

{
π−

1
2‖u∗‖2

} 2πR2

R2k
.

Portanto,
∞∑

k=2

αk

k!

∫

|x|≥R

(u∗)2kdx ≤ 2πR2

∞∑

k=2

αk

k!

{
π−

1
2
‖u∗‖2

R

}2k

(4.7)

e finalmente, por (4.3), (4.6) e (4.7), para todo α > 0 obtemos
∫

R2

[eαu2 − 1]dx =

∫

R2

[eα(u∗)2 − 1]dx ≤
∫

|x|<R

[eα(u∗)2 ]dx +

∫

|x|≥R

[eα(u∗)2 − 1]dx

≤
∫

|x|<R

[eα(u∗)2 ]dx + α

∫

|x|≥R

(u∗)2dx +
∞∑

k=2

αk

k!

∫

|x|≥R

(u∗)2kdx

< ∞,

ou seja, ∫

R2

[eαu2 − 1]dx ∈ L1(R2).

Além disso, no caso em que α < 4π, ‖u‖2 ≤ M e ‖∇u‖2 ≤ 1, escolhendo R = Mπ−
1
2 ,
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temos
∫

|x|≥R

[eα(u∗)2 − 1]dx ≤ α

∫

|x|≥R

(u∗)2dx +
∞∑

k=2

αk

k!

∫

|x|≥R

(u∗)2kdx

≤ αM2 + 2π(Mπ−
1
2 )2

∞∑

k=2

αk

k!

{
π−

1
2

M

Mπ−
1
2

}2k

≤ 2 · 4πM2 + 2M2

∞∑

k=2

(4π)k

k!
≤

∞∑

k=0

2M2 (4π)k

k!
= 2M2e4π.

Aplicando o mesmo valor de R em (4.5), obtém-se
∫

|x|<R

eα(u∗)2dx ≤ CπM2π−1e
M2

π
K(α,ε)

M2π−1 = CM2eK(α,ε),

e das duas últimas desigualdades, concluímos o seguinte
∫

R2

[eαu2 − 1]dx ≤
∫

|x|<R

[eα(u∗)2 ]dx +

∫

|x|≥R

[eα(u∗)2 − 1]dx

≤ 2M2e4π + CM2eK(α,ε) := C̃.

Isto finaliza a prova do lema.

O lema subseqüente, bem como a próxima observação, são fundamentais para
mostrar, por exemplo, que o funcional I está bem definido.

Lema 4.5 Sejam β > 0 e r > 1. Então para cada α > r existe uma constante
positiva C = C(α) tal que para todo s ∈ R

(eβs2 − 1)r ≤ C(eαβs2 − 1).

Em particular, se u ∈ H1(R2) então (eβu2 − 1)r ∈ L1(R2).

Prova. Desde que r > 1 temos

lim
s→0

(eβs2 − 1)r = lim
s→0

(eαβs2 − 1) = 0.

Então, pela Regra de L’Hospital, obtemos

lim
s→0

(eβs2 − 1)r

eαβs2 − 1
= lim

s→0

r(eβs2 − 1)r−1eβs2

αeαβs2 = 0.

Além disso, note que

lim
|s|→∞

[eβs2 − 1]r

eαβs2 − 1
= lim

|s|→∞
[eβs2

(1− e−βs2
)]r

eαβs2(1− e−αβs2)
= lim

|s|→∞
erβs2

(1− e−βs2
)r

eαβs2(1− e−αβs2)

= lim
|s|→∞

(1− e−βs2
)r

(1− e−αβs2)
e(r−α)βs2

= 0,

desde que α > r. As duas últimas estimativas juntamente com a continuidade da
função exponencial implicam na desigualdade desejada.
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Observação 4.6 Como conseqüência dos Lemas 4.4, 4.5 e da desigualdade de
Hölder, temos que, se β > 0 e q > 0 então a função |u|q(eβu2 − 1) pertence a
L1(R2) para todo u ∈ H1(R2).

De fato, consideremos r > 1 tal que qs ≥ 2 com s = r/(r − 1). Pela desigualdade
de Hölder, temos

∫

R2

|u|q(eβu2 − 1)dx ≤
(∫

R2

|u|qsdx

) 1
s
[∫

R2

(eβu2 − 1)rdx

] 1
r

= ‖u‖q
qs

(∫

R2

(eβu2 − 1)rdx

) 1
r

.

Daí, tomando α > r, pelos lemas 4.4, 4.5 e pela imersão H1(R2) ↪→ Lp(R2),
2 ≤ p < ∞, obtemos

∫

R2

|u|q(eβu2 − 1)dx ≤ C

[∫

R2

(eαβu2 − 1)dx

] 1
r

‖u‖q
qs < ∞,

ou seja, |u|q(eβu2 − 1) ∈ L1(R2) para todo u ∈ H1(R2).

4.3 Minimização sobre uma variedade
Encontrar uma solução fraca para o problema (4.1) equivale a determinar um

ponto crítico não-trivial para o funcional energia I : H1(R2) −→ R definido por

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

R2

F (u)dx

onde F (u) =

∫ u

0

f(t)dt e ‖u‖2 =

∫

R2

[|∇u|2 + Ku2]dx.

Lema 4.7 O funcional I, acima, está bem definido.

Prova. De fato, como a primeira parte do funcional I correspode a norma do espaço
H1(R2), basta mostrarmos que

∫
R2 F (u)dx < ∞.

Inicialmente observamos que, pelas hipóteses (h2)-(h4), dado ε > 0, para todo s ∈ R,
q ≥ 1 e β > α0 obtemos

F (s) ≤ εs2 + csq[eβs2 − 1]. (4.8)

Com efeito, por (h3), para todo β > α0 temos

lim
s→+∞

f(s)

sp[eβs2 − 1]
= 0, p ≥ 0.

Logo, dado ε > 0, existe B > 0 tal que

f(s) ≤ εsp[eβs2 − 1], se |s| > B
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e por (h4), para todo q ≥ 1 tem-se

F (s) ≤ s

µ
f(s) ≤ εsp+1[eβs2 − 1] = εsq[eβs2 − 1], se |s| > B. (4.9)

Por outro lado, utilizando a hipótese (h2) e a regra de L’Hospital segue que
lim
s→0

[F (s)/s2] = 0. Daí, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

F (s) ≤ εs2 se |s| < δ. (4.10)

Finalmente, usando a continuidade de F no compacto [δ, B], obtemos para todo
q ≥ 1,

F (s) ≤
(

sup
s∈[δ,B]

F (s)

sq[eβs2 − 1]

)
sq[eβs2 − 1], s ∈ [δ, B]. (4.11)

Por (4.9), (4.10) e (4.11) chegamos a conclusão desejada em (4.8).
Além disso, sendo u ∈ H1(R2), temos

∫

R2

F (u)dx ≤ ε

∫

R2

u2 + c

∫

R2

u[eβu2 − 1]dx ≤ C1‖u‖2 + c

∫

R2

u[eβu2 − 1]dx.

Portanto, pela Observação 4.6, u[eβu2 − 1] ∈ L1(R2), donde segue que
∫
R2 F (u)dx <

∞, ou seja, I está bem definido.

A técnica aqui utilizada para determinarmos a existência de pontos críticos para
o funcional I : H1(R2) −→ R será o método dos multiplicadores de Lagrange. Para
isto, introduzimos a seguinte variedade:

M =

{
u ∈ H1(R2) \ {0};

∫

R2

F (u)dx =
K

2

∫

R2

u2dx

}

e consideremos o número

I0 = inf

{∫

R2

|∇u|2dx; u ∈ M

}
. (4.12)

Primeiramente, precisamos verificar que M 6= ∅. Para este fim, vamos usar o
seguinte lema:

Lema 4.8 Existe uma função u ∈ H1(R2) \ {0} positiva satisfazendo
∫

R2

F (u)dx >
1

2

∫

R2

(|∇u|2 + Ku2)dx.

Prova. Pela definição de Sp dada em (4.2), existe uδ ∈ H1(R2) \ {0} tal que

Sp +
δ

2
>

[∫
R2(|∇uδ|2 + Ku2

δ)dz
] 1

2

[∫
R2 |uδ|pdz

] 1
p

.
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Seja

vδ =

(
4π

α0

) 1
2 |uδ|[∫

R2(|∇uδ|2 + Ku2
δ)dx

] 1
2

= λ|uδ|.

Recordando que |∇|u|| = |∇u|, temos
∫

R2

(|∇vδ|2 + Kv2
δ )dx =

(
4π

α0

) ∫
R2(|∇uδ|2 + Ku2

δ)dx
[∫
R2(|∇uδ|2 + Ku2

δ)dx
] 1

2

=
4π

α0

o que implica que vδ ∈ H1(R2) \ {0}. Desde que
[∫
R2(|∇vδ|2 + Kv2

δ )dz
] 1

2

[∫
R2 |vδ|pdz

] 1
p

=
λ

[∫
R2(|∇uδ|2 + Ku2

δ)dz
] 1

2

λ
[∫
R2 |uδ|pdz

] 1
p

=

[∫
R2(|∇uδ|2 + Ku2

δ)dz
] 1

2

[∫
R2 |uδ|pdz

] 1
p

,

temos também que

Sp +
δ

2
>

[∫
R2(|∇vδ|2 + Kv2

δ )dz
] 1

2

[∫
R2 |vδ|pdz

] 1
p

=

(
4π
α0

) 1
2

(∫
R2 vp

δdx
) 1

p

.

Logo,
∫

R2

vp
δdx >

(
4π
α0

) p
2

(
Sp + δ

2

)p

e por (h6),
∫

R2

F (vδ)dx =

∫

R2

∫ vδ

0

f(s)dsdx ≥
(

p

2
(Sp + δ)p

(
4π

α0

)1− p
2

)∫

R2

∫ vδ

0

sp−1dsdx

=

(
p

2
(Sp + δ)p

(
4π

α0

)1− p
2

)∫

R2

vp
δ

p
dx

=

(
1

2
(Sp + δ)p

(
4π

α0

)1− p
2

)∫

R2

vp
δdx

>
1

2
(Sp +

δ

2
)p

(
4π

α0

)1− p
2
(

4π

α0

) p
2
(

Sp +
δ

2

)−p

=
1

2

(
4π

α0

)
=

1

2

∫

R2

(|∇vδ|2 + Kv2
δ )dx.

Portanto, ∫

R2

F (vδ)dx >
1

2

∫

R2

(|∇vδ|2 + Kv2
δ )dx. (4.13)

Lema 4.9 O conjunto M , definido acima, é não-vazio. Além disso,

0 < I0 ≤
∫

R2

|∇vδ|2dx <
4π

α0

.
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Prova. Inicialmente, mostremos que existe t ∈ (0, 1] tal que tvδ ∈ M . De fato, por
(4.13) ∫

R2

F (vδ)dx >
1

2

∫

R2

(|∇vδ|2 + Kv2
δ )dx >

K

2

∫

R2

v2
δdx

o que implica que ∫

R2

F (vδ)dx− K

2

∫

R2

v2
δdx > 0.

Agora, para t ∈ (0, 1] temos
∫

R2

F (tvδ)dx− K

2

∫

R2

t2v2
δdx = t2

[∫

R2

F (tvδ)

t2
dx− K

2

∫

R2

v2
δdx

]
.

Mostremos agora o seguinte limite:

lim
t→0

∫

R2

F (tvδ)

t2
dx = 0.

Com efeito, como já foi visto anteriormente, temos

lim
s→0

F (s)

s2
= 0,

donde segue que,

F (tvδ)

t2v2
δ

v2
δ =

F (tvδ)

t2
→ 0 quando t → 0.

Por (4.8) e pela Observação 4.6,

F (tvδ)

t2
≤ εv2

δ + cv2
δ [e

βt2v2
δ − 1] ≤ εv2

δ + cv2
δ [e

βv2
δ − 1] ∈ L1(R2).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫

R2

F (tvδ)

t2
dx = 0.

A convergência acima nos diz que existe t0 ∈ (0, 1) suficientemente pequeno tal que

t20

[∫

R2

F (t0vδ)

t20
dx− K

2

∫

R2

v2
δdx

]
< 0.

Então, definindo

H(t) =

∫

R2

F (tvδ)dx− Kt2

2

∫

R2

v2
δdx, t ∈ (0, 1],

temos
H(1) =

∫

R2

F (vδ)dx− K

2

∫

R2

v2
δdx > 0
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e

H(t0) =

∫

R2

F (t0vδ)dx− K

2

∫

R2

t20v
2
δdx = t20

[∫

R2

F (t0vδ)

t20
dx− K

2

∫

R2

v2
δdx

]
< 0.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe t ∈ (0, 1] tal que H(t) = 0, ou
equivalentemente, ∫

R2

F (tvδ)dx =
K

2

∫

R2

(tvδ)
2dx,

ou seja, existe t ∈ (0, 1] tal que tvδ ∈ M e M 6= ∅. Além disso,

I0 ≤ I0

t2
≤

∫

R2

|∇vδ|2 =
4π

α0

−K

∫

R2

v2
δdx <

4π

α0

.

Para concluir nossa demonstração, basta provarmos que I0 > 0. De fato, suponha,
por contradição, que I0 = 0. Então existe uma seqüência {un} ⊂ H1(R2) \ {0} tal
que ∫

R2

F (un)dx =
K

2

∫

R2

u2
ndx e lim

n→∞

∫

R2

|∇un|2dx = 0.

Por (4.8), para todo s ∈ R temos

F (s) ≤ K

4
s2 + cs[eβs2 − 1].

Observemos também que
∫

R2

|un|[eβu2
n − 1]dx =

∫

R2

∞∑

k=1

βk

k!
|un|2k+1dx.

A seqüência das somas parciais sn(x) =
n∑

k=1

βk

k!
|un|2k+1 está contida em L1(R2) pois,

pela inequação de Gagliardo-Nirenberg (veja Corolário A.6 do Apêndice A), temos
∫

R2

|u|2k+1dx ≤ CCk
1‖∇u‖2k−1

2 ‖u‖2
2 < ∞.

Logo, pelo Teorema da Convergência Monótona de Beppo Levi,

∞∑

k=1

βk

k!

∫

R2

|un|2k+1dx = lim
n→∞

∫

R2

sn(x)dx =

∫

R2

lim
n→∞

sn(x)dx

=

∫

R2

∞∑

k=1

βk

k!
|un|2k+1dx,

isto é,
∫

R2

|un|[eβu2
n − 1]dx =

∫

R2

∞∑

k=1

βk

k!
|un|2k+1dx =

∞∑

k=1

βk

k!

∫

R2

|un|2k+1dx.
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Usando novamente a inequação de Gagliardo-Nirenberg, obtemos
∫

R2

|un|[eβu2
n − 1]dx =

∞∑

k=1

βk

k!

∫

R2

|un|2k+1dx

≤
∞∑

k=1

βk

k!
CCk

1‖∇un‖2k−1
2 ‖un‖2

2

=
∞∑

k=1

(βC1)
k

k!
‖∇un‖2k−2

2 C‖∇un‖2‖un‖2
2

= C‖∇un‖2‖un‖2
2

pois a série
∞∑

k=1

(βC1)
k

k!
‖∇un‖2k−2

2 converge. Daí,

∫

R2

|un|[eβu2
n − 1]dx ≤ C‖∇un‖2‖un‖2

2 (4.14)

donde obtém-se

K

2

∫

R2

u2
ndx =

∫

R2

F (un)dx ≤ K

4

∫

R2

u2
ndx + c

∫

R2

|un|[eβu2
n − 1]dx

≤ K

4

∫

R2

u2
ndx + C‖∇un‖2‖un‖2

2.

Então,

C‖∇un‖2‖un‖2
2 ≥

K

4

∫

R2

u2
ndx

o que implica que

‖∇un‖2 ≥ K

4C
> 0

o que é uma contradição, pois

lim
n→∞

∫

R2

|∇un|2dx = 0.

Isto conclui a prova do nosso lema.

Lema 4.10 Existe u ∈ M tal que I0 =

∫

R2

|∇u|2dx, ou seja, I0 é atingido.

Prova. Seja {un} ⊂ H1(R2) \ {0} uma seqüência minimizante de I0. Então
∫

R2

F (un)dx =
K

2

∫

R2

u2
ndx e lim

n→∞

∫

R2

|∇un|2dx = I0.

Além disso, tomando ũn(x) = un(σnx) onde σn = ‖un‖2 e x = (x1, x2), temos

‖ũn‖2
2 =

∫

R2

ũn(x)dx =

∫

R2

u2
n(σnx)dx =

1

σ2
n

∫

R2

u2
n(y)dy = 1,
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‖∇ũn‖2
2 =

∫

R2

|∇ũn(x)|2dx =

∫

R2

[(
∂ũn

∂x1

(x)

)2

+

(
∂ũn

∂x2

(x)

)2
]

dx

=

∫

R2

[(
∂ũn

∂x1

(σnx)

)2

+

(
∂ũn

∂x2

(σnx)

)2
]

dx = σ2
n

∫

R2

|∇u(σnx)|2dx

=
σ2

n

σ2
n

∫

R2

|∇u(y)|2dy = ‖∇un‖2
2

e ∫

R2

F (ũn(x))dx =

∫

R2

F (un(σnx))dx =
1

σ2
n

K

2

∫

R2

u2
n(y)dy =

K

2
> 0.

As duas primeiras igualdades mostram que ‖ũn‖ é limitada. Então, a menos de
subseqüência, podemos assumir que ũn ⇀ ũ em H1(R2), ũn(x) → ũ(x) q.t.p. em R2

e ‖∇ũn‖2
2 = ‖∇un‖2

2 < 4π/α0. Afirmamos que

lim
n→∞

∫

R2

F (ũn)dx =

∫

R2

F (ũ)dx. (4.15)

Para mostrarmos este fato, usamos simetrização de Schwarz. Podemos assumir que
ũn(x) ≥ 0, para todo x ∈ R2 (pois estamos a procura de soluções positivas e f(s) = 0
quando s < 0). Como F (s) é uma função crescente (pois por (h4), F ′(s) = f(s) ≥ 0
para todo s ≥ 0) e F (0) = 0 então, pelo Teorema A.17 do Apêndice A,

∫

{|x|≥R}
F (ũn)dx =

∫

{|x|≥R}
F (ũ∗n)dx

onde ũ∗n denota a simetrização de Schwarz de ũn. Pelas hipóteses (h2) e (h3), dado
η1 > 0, existem ρ1, ρ2 > 0 tais que

F (s) ≤ η1s
2 sempre que |s| < ρ1 (4.16)

e
F (s) ≤ η1s

2[eβs2 − 1] sempre que |s| ≥ ρ2, (4.17)

onde β > α0 é um número a ser determinado. Pelo Lema Radial A.3 do Apêndice
A, ũ∗n(x) = Un(x) q.t.p. em R2, onde Un(x) é contínua para x 6= 0 e

|ũ∗n(x)|2 ≤ C
‖ũ∗n‖2

|x| = C
‖ũ∗n‖2

2 + ‖∇ũ∗n‖2
2

|x|
≤ C

‖un‖2
2 + ‖∇un‖2

2

|x| = C
‖un‖2

|x| ≤ C2
1

|x|
o que implica em

|ũ∗n(x)| ≤ C2
1√
|x| . (4.18)

Agora, por (4.16), (4.17) e (4.18), para todo η > 0, existe R > 0 tal que
∫

{|x|≥R}
F (ũn)dx =

∫

{|x|≥R}
F (ũ∗n)dx < η. (4.19)
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De fato, por (4.16) e (4.17), dado η1 > 0, existe C > 0 tal que, para todo s ≥ 0,
temos

F (s) ≤ η1

2
s2 + C̃s2[eβs2 − 1].

Além disso, existe uma constante C3 > 0 tal que
∫

|x|≥R

[e2βu2
n − 1]u2

ndx ≤ C3

R
, R > 0.

Com efeito, novamente pelo Teorema A.17 do Apêndice A, temos
∫

|x|≥R

[e2βu2
n − 1]u2

ndx =

∫

|x|≥R

[e2β(u∗n)2 − 1](u∗n)2dx

=
∞∑

k=1

(2β)k

k!

∫

|x|≥R

(u∗n)2k+2dx.

Desde que ‖u∗n‖2 = ‖un‖2 ≤ C, de acordo com (4.18), obtemos
∫

|x|≥R

(u∗n)2k+2dx ≤ (C2)
2k+2

∫

|x|≥R

1

|x|k+1
dx

= π(C2)
2k+2 1

Rk
para todo k ≥ 1.

Logo,
∫

|x|≥R

F (ũ∗n)dx ≤ η1

2

∫

|x|≥R

(ũ∗n)2dx + C

∫

|x|≥R

(ũ∗n)2[eβ(eu∗n)2 − 1]dx

≤ η1

2

∫

|x|≥R

(ũ∗n)2dx +
πCC2

2

R

∞∑

k=1

(2βC2
2)k

k!

e como η1 > 0, R > 0 são arbitrários,
∑∞

k=1
(2βC2

2 )k

k!
converge e

∫
|x|≥R

(ũ∗n)2dx < ∞,
dado η > 0, obtemos ∫

|x|≥R

F (ũ∗n)dx < η

para R > 0 suficientemente grande, e isto prova nossa afirmação.
Seja A ⊂ {x ∈ R2; |x| < R} um conjunto mensurável a Lebesgue. Usando (4.16) e
(4.17) temos

F (s) ≤ η1s
2 + η1s[e

βs2 − 1] + sup
ρ1≤|s|≤ρ2

F (s)

para todo s ≥ 0, donde segue que
∫

A

F (ũn)dx ≤ η1

∫

A

|ũn|2dx + η1

∫

A

|ũn|[eβeu2
n − 1]dx +

∫

A

sup
ρ1≤|s|≤ρ2

F (s)dx

= η1

∫

R2

|ũ2
n|dx + η1

∫

R2

|ũn|[eβeu2
n − 1]dx + |A| sup

ρ1≤|s|≤ρ2

F (s).
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Tomando γ > r, r > 1 e s = r/(r − 1) temos, pela Observação (4.6),

∫

A

F (ũn)dx ≤ η1

∫

R2

|ũ2
n|dx + η1C

[∫

R2

(eγβeu2
n − 1)dx

] 1
r

‖ũn‖s + |A| sup
ρ1≤|s|≤ρ2

F (s)

= η1

∫

R2

|ũ2
n|dx + η1C

[∫

R2

(eξeu2
n − 1)dx

] 1
r

‖ũn‖s + |A|S. (4.20)

Mas, ∫

R2

[eξeu2
n − 1]dx =

∫

R2

[e
ξ‖∇eun‖22

�
eun

‖∇eun‖2

�2

− 1]dx

e notando que ∣∣∣∣
∣∣∣∣

ũn

‖∇ũn‖2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

=
1

‖∇ũn‖2

≤ M,

pois lim
n→∞

‖∇ũn‖2
2 = I0 > 0, temos

∣∣∣∣
∣∣∣∣∇

(
ũn

‖∇ũn‖2

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

= 1.

Como α0‖∇ũn‖2
2 < 4π, podemos escolher ξ > α0 suficientemente próximo de α0, tal

que ξ‖∇ũn‖2
2 < 4π. Logo, pelo Lema 4.4, existe uma constante C(ξ, M) tal que
∫

R2

[eξeu2
n − 1]dx =

∫

R2

[e
ξ‖∇eun‖22

�
eun

‖∇eun‖2

�2

− 1]dx < C(ξ, M).

Assim, pela estimativa (4.20), temos
∫

A

F (ũn)dx < η (4.21)

se |A| é suficientemente pequena. Em vista de (4.19) e (4.21), segue aplicando o
Teorema de Convergência de Vitali que F (ũn) → F (ũ) em L1(R2), isto é,

lim
n→∞

∫

R2

F (ũn)dx =

∫

R2

F (ũ)dx,

o que prova nossa afirmação.
Vamos concluir agora a demonstração do lema, ou seja, vamos mostrar que

I0 =

∫

R2

|∇ũ|2dx.

De fato, como ũn ⇀ ũ em H1(R2) (e portanto ũn → ũ em L2
loc(R2)), temos que ‖ · ‖

é fracamente semicontínua inferiormente, donde segue que

K

2
‖ũ‖2

2 ≤ lim inf
n→∞

K

2
‖ũn‖2 lim inf

n→∞
‖ũn‖2 ≤ lim inf

n→∞
K

2
‖ũn‖2

2

= lim inf
n→∞

∫

R2

F (ũn)dx =

∫

R2

F (ũ)dx.

81
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Mas, necessariamente, temos

K

2
‖ũ‖2

2 =

∫

R2

F (ũ)dx.

Para provarmos este fato, supomos, por contradição, que

K

2
‖ũ‖2

2 <

∫

R2

F (ũ)dx.

Então, de modo análogo ao que fizemos na prova do Lema 4.9, existe t ∈ (0, 1) tal
que tũ ∈ M , donde obtém-se

I0 ≤
∫

R2

|∇(tũ)|2dx = t2
∫

R2

|∇ũ|2dx <

∫

R2

|∇ũ|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫

R2

|∇ũn|2dx = I0,

o que é uma contradição. Logo, ũ ∈ M e

I0 ≤
∫

R2

|∇ũ|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫

R2

|∇ũn|2dx = I0

o que implica que

I0 =

∫

R2

|∇ũ|2dx,

ou seja, I0 é atingido em ũ e isto prova o lema.

4.4 Existência de solução positiva radialmente
simétrica

Nesta seção vamos aplicar os Lemas 4.9, 4.10 e o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange para obter existência de soluções para o problema (4.1). Usando o
Princípio do Máximo Fraco, mostramos que tais soluções são positivas. Além disso,
tais soluções possuem uma simetria radial, o que segue diretamente da Observação
feita por Berestycki-Lions em [3, pag. 321], como já foi comentado na introdução
deste capítulo.

Lema 4.11 Suponha que a não-linearidade f satisfaz (h1)-(h6). Então o problema
(4.1) possui uma solução positiva de energia mínima ω no nível

c = I(ω) = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) <
4π

α0

.

Prova. Definindo

Φ(u) =

∫

R2

F (u)dx− K

2

∫

R2

u2dx e Ψ(u) =

∫

R2

|∇u|2dx,

vimos pelo Lema 4.9 que M = {u ∈ H1(R2) \ {0}; Φ(u) = 0} 6= ∅. Sabendo que

Φ′(u)ϕ =

∫

R2

f(u)ϕdx−K

∫

R2

uϕdx
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para todo ϕ ∈ H1(R2), mostremos que Φ′(u) 6= 0 para qualquer u ∈ M . De fato,
suponha, por absurdo, que Φ′(u) = 0 para algum u ∈ M . Então Φ′(u)u = 0, o que
implica que ∫

R2

f(u)udx = K

∫

R2

u2dx = 2

∫

R2

F (u)dx,

ou ainda,

0 =

∫

R2

f(u)udx− 2

∫

R2

F (u)dx ≥
∫

R2

µF (u)dx− 2

∫

R2

F (u)dx

= (µ− 2)

∫

R2

F (u)dx > 0

o que é um absurdo.
Além disso, pelo Lema 4.10, existe uma função ũ ∈ M tal que Ψ(ũ) = infM Ψ(u).
Logo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe λ ∈ R tal que

Ψ′(ũ)ϕ =

∫

R2

∇ũ∇ϕdx = λ

∫

R2

[f(ũ)−Kũ]ϕdx = λΦ′(ũ)ϕ, ϕ ∈ H1(R2).

Escolhendo a função teste ϕ = ũ, temos

λ

∫

R2

[f(ũ)−Kũ]ũdx =

∫

R2

|∇ũ|2dx > 0.

Também é válido que
∫

R2

[f(ũ)−Kũ]ũdx >

∫

R2

[µF (ũ)−Kũ2]dx

=

∫

R2

µF (ũ)dx−K

∫

R2

ũ2dx =

∫

R2

µF (ũ)− 2

∫

R2

F (ũ)dx

= (µ− 2)

∫

R2

F (ũ)dx ≥ 0

e então λ é um número positivo, ou seja, ũ é solução do problema

−∆u = λ[f(u)−Ku].

Escolhendo a função teste u− = max{−ũ, 0}, concluimos que ũ ≥ 0. De fato,

0 =

∫

RN

[−(∇u+ −∇u−)∇u− − λK(u+ − u−)u−]dx + λ

∫

RN

f(u)u−dx

=

∫

RN

(|∇u−|2 + λK(u−)2) + λ

∫

RN

f(u)u−dx,

onde u+ ≡ max{u, 0} (o que implica que ∇u+∇u− = 0 e u+u− = 0) e u = u+− u−.
Como, f(s) = 0 quando s ≤ 0, temos

∫
RN f(u)u− = 0, e assim

‖u−‖2 =
1

2

∫

RN

(|∇u−|2 + K(u−)2)dx = 0.
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Portanto, u = u+ − u− ≥ 0.
Então, seja ω(x) = ũ(λ−1/2x). Para toda ϕ ∈ H1(R2), obtemos

∫

R2

Kũ(λ−1/2x)ϕ(λ−1/2x)dx =
1

(λ−1/2)2

∫

R2

Kũ(y)dy = λ

∫

R2

Kũϕdy,

∫

R2

f(ũ(λ−1/2x))ϕ(λ−1/2x)dx =
1

(λ−1/2)2

∫

R2

f(ũ(y))ϕ(y)dy = λ

∫

R2

f(ũ)ϕdy

e
∫

R2

∇ũ(λ−1/2x)∇ϕ(λ−1/2x)dx =
(λ−1/2)2

(λ−1/2)2

∫

R2

∇ũ(y)∇ϕ(y)dy =

∫

R2

∇ũ∇ϕdy,

donde segue que
∫

R2

∇ω∇ϕdx =

∫

R2

∇ũ(λ−1/2x)∇ϕ(λ−1/2)dx =

∫

R2

∇ũ(y)∇ϕ(y)dy

= λ

∫

R2

[f(ũ(y))−Kũ(y)]ϕ(y)dy

=

∫

R2

[f(ũ(λ−1/2x))−Kũ(λ−1/2x)]ϕ(λ−1/2x)dx

=

∫

R2

[f(ω)−Kω]ϕdx.

Portanto ω é solução fraca do problema (4.1).
A seguir, mostremos que ω é uma solução clássica. Basta mostrarmos que ω ∈
C2,α

loc (R2) e portanto ω ∈ C2(R2). Com efeito, seja R > 0 e BR uma bola arbitrária
em R2. Temos

−∆ω = g(ω) em R2

no sentido fraco, onde

g(ω(x)) := f(ω(x))−Kω(x), x ∈ R2.

Note que, para p ≥ 2 e α > p temos

|g(ω)|p = |f(ω)−Kω|p ≤ 2p−1(|f(ω)|p + Kp|ω|p)
≤ 2p−1|ω|p(eαβω2 − 1) + Kp|ω|p

em qualquer bola BR. Daí,
∫

BR

|g(ω)|pdx ≤ 2p−1

∫

BR

|ω|p(eαβω2 − 1)dx + Kp

∫

BR

|ω|pdx < ∞.

Logo, pela Observação 4.6 e pelas imersões de Sobolev, g ∈ Lp(BR), para todo p ≥ 2.
Assim, o Teorema A.28 do Apêndice A implica que

ω ∈ W 2,p(BR) para todo p ≥ 2.
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Logo, pelas imersões de Sobolev (confira Teorema A.25 do Apêndice A), ω ∈
C1,λ

loc (R2) com 0 < λ < 1 e isto implica que g é localmente Hölder contínua. Além
disso, como f ∈ C1(BR) temos, pelo Teorema A.26 do Apêndice A, que

f ∈ C0,α
loc (R2), 0 < α < 1,

donde segue que g ∈ C0,α
loc (R2), 0 < α < 1. Logo pelo Teorema A.29 do Apêndice A,

temos
ω ∈ C2,α

loc (R2) para algum α ∈ (0, 1).

Em particular, ω ∈ C2(R2), ou seja, ω é solução clássica do nosso problema e
aplicando o Princípio do Máximo ω > 0 em R2.
Agora, pela identidade de Pohozaev,

N − 2

N

∫

R2

|∇ω|2dx = N

∫

R2

G(ω)dx

o que implica que ∫

R2

G(ω)dx = 0,

onde
G(ω) = F (ω)− K

2
ω2.

Logo, ∫

R2

F (ω)dx =
K

2

∫

R2

ω2dx.

Então, temos

I(ω) =
1

2

∫

R2

[|∇ω|2 + Kω2]dx−
∫

R2

F (ω)dx =
1

2

∫

R2

|∇ω|2dx

=
1

2

∫

R2

|∇ũ|2dx <
4π

α0

.

Desde que I ′(ω)ω = 0, temos que max
t≥0

I(tω) = I(ω). De fato, se I ′(tω)ω = 0 temos

tK

∫

R2

ω2dx + t

∫

R2

|∇ω|2dx−
∫

R2

f(tω)ωdx = 0,

isto é,

‖ω‖2 =

∫

R2

f(tω)

tω
ω2dx.

Como f(s)/s é crescente, existe um único número t ≥ 0 satisfazendo I ′(tω)ω = 0,
pois se existisse outro (t1 < t, por exemplo) teríamos

‖ω‖2 =

∫

R2

f(t1ω)

t1ω
ω2dx =

∫

R2

f(tω)

tω
ω2dx

o que é um absurdo. Além disso,

I(tω) =
t2

2
‖ω‖2 −

∫

R2

F (tω)dx = t2
[‖ω‖2

2
−

∫

R2

F (tω)

t2

]
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Já vimos que ∫

R2

F (tω)

t2
→ 0 quando t → 0,

ou seja, existe t suficientemente pequeno, tal que I(tω) > 0. Agora, mostremos que
∫

R2

F (tω)

t2
→ +∞ quando s → +∞.

De fato, por (h4), temos

F (s)

s2
≥ C1s

µ−2 se |s| ≥ δ,

ou seja, F (s)/s2 → +∞, quando s → +∞, ou ainda,

F (tu)

t2u2
u2 → +∞ quando t → +∞.

Logo, pelo Lema de Fatou,

lim
t→∞

∫

R2

F (tω)

t2
= +∞.

Daí, para t suficientemente grande temos que I(tω) < 0. Logo, I(tω) possui um
único ponto de máximo para todo t ≥ 0, e desde que I ′(ω)ω = 0 concluímos que
max
t≥0

I(tω) = I(ω).

Para finalizarmos a demonstração do lema, vamos provar que

c = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) =
1

2
I0 = I(ω).

Com efeito, temos

c = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) ≤ max
t≥0

I(tω) = I(ω) =
1

2

∫

R2

|∇̃|2dx =
1

2
I0.

Por outro lado, note que dado η > 0, existe v ∈ H1(R2) \ {0} tal que

c ≤ max
t≥0

I(tv) ≤ c + η.

Temos também, pelo Teorema do Valor Intermediário, que existe t0 > 0 tal que
t0v ∈ M , isto é, ∫

R2

F (t0v)dx =
Kt20
2

∫

R2

v2dx.

Assim,
1

2
I0 ≤ 1

2

∫

R2

|∇(t0v)|2dx = I(t0v) ≤ max
t≥0

I(tv) ≤ c + η,

e portanto

c = I(ω) = inf
v∈H1(R2)\{0}

max
t≥0

I(tv) =
1

2
I0 <

4π

α0

.
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Capítulo 4 4.4 Existência de solução positiva radialmente simétrica

Como já observado após o enunciado do Teorema 4.3, para provarmos que a
solução ω obtida acima é esfericamente simétrica em torno de algum ponto de R2

e ∂ω
∂r

é negativa para todo r > 0, onde r é a coordenada radial em relação a este
ponto, vamos usar uma observação em Berestycki-Lions, (ver [3, pag. 321]). Basta
verificarmos que g′(0) < 0 e ĝ(s) = g(s)− g′(0)s é uma função crescente, onde

−∆ω = g(ω) q.t.p. em R2

com
g(ω(x)) := f(ω(x))−Kω(x)

De fato, é fácil ver que g′(0) < 0. Além disso, pela hipótese (h5) a função f(s)/s é
crescente e isto implica que a função

ĝ(s) = g(s)− g′(0)s = f(s)−Ks− g′(0)s = s

(
f(s)

s
−K − g′(0)

)

também é crescente. Esta observação conclui a prova do Teorema 4.3.
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Apêndice A

Resultados auxiliares

Este apêndice apresenta alguns resultados importantes utilizados em nosso
trabalho. Na medida do possível, mostramos também suas demonstrações.

A.1 Algumas estimativas
Considere a equação de Laplace

−∆u = 0 em Ω ⊆ RN .

A solução fundamental da equação de Laplace é dada por

Γ(x− y) = Γ(|x− y|) =





1

N(2−N)ωN

|x− y|2−N , N > 2

1

2π
log |x− y|, N = 2

Para uma função integrável f num domínio Ω ⊆ RN , o potencial Newtoniano de f
é a função w definida em RN por

w(x) =

∫

Ω

Γ(x− y)f(y)dy.

Teorema A.1 (Calderon-Zygmund) Seja f ∈ Lp(Ω), 1 < p < ∞ e seja w o
potencial Newtoniano de f . Então w ∈ W 2,p(Ω), ∆w = f q.t.p. em Ω e

‖D2w‖p ≤ C‖f‖p

onde C depende apenas de N e p. Além disso, quando p = 2 temos
∫

RN

|D2w|2dx =

∫

Ω

f 2dx.

Prova. Veja [10, pag. 230].

Corolário A.2 Sejam Ω um domínio em RN e u ∈ W 2,p
0 (Ω), 1 < p < ∞. Então

‖D2u‖p ≤ C‖∆u‖p

onde C = C(N, p). Se p = 2,

‖D2u‖2 = ‖∆u‖2.
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Prova. Veja [10, pag. 235].

Lema A.3 (Lema Radial I) Seja N ≥ 2; toda função radial u ∈ H1(RN) é quase
sempre igual a uma função U(x), contínua para x 6= 0 e tal que

|U(x)| ≤ CN |x|(1−N)/2‖u‖ para |x| ≥ αN

onde CN e αN dependem apenas da dimensão N .

Prova. Veja [3, pag. 339].

Lema A.4 (Lema Radial II) Se u ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < ∞, é uma função radial
não-crescente (isto é, 0 ≤ u(x) ≤ u(y) se |x| ≥ |y|), então temos

|u(x)| ≤ |x|−N
p

(
N

|SN−1|
) 1

p

‖u‖p, x 6= 0.

Prova. Veja [3, pag. 341].

Proposição A.5 (Gagliardo-Nirenberg) Sejam Ω um domínio de RN , 1 ≤ p ≤
N e 1 ≤ r ≤ ∞. Então existe uma constante C(p, θ, N) tal que para todo
u ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ Lr(Ω) temos

‖u‖q ≤ C‖u‖1−θ
r ‖∇u‖θ

p

onde 0 ≤ θ ≤ 1, com θ > 0 se p = N ≥ 2, e

1

q
= θ

(
1

p
− 1

N

)
+

1− θ

r
.

Prova. Veja [13, pag. 31].

Corolário A.6 Se u ∈ H1(R2) então
∫

R2

|u|2k+1dx ≤ CCk
1‖u‖2

2‖∇u‖2k−1
2

para todo k ∈ N.
Prova. Pela proposição anterior, temos

‖u‖2k+1
2k+1 ≤ C2k+1‖u‖(1−θ)(2k+1)

2 ‖∇u‖θ(2k+1)
2

onde
1

2k + 1
=

1− θ

2
⇔ θ =

2k − 1

2k + 1
.

Logo,
∫

R2

|u|2k+1dx = ‖u‖2k+1
2k+1 ≤ C2k+1‖u‖(1−θ)(2k+1)

2 ‖∇u‖θ(2k+1)
2

= CCk
1‖u‖2

2‖∇u‖2k−1
2 .
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A.2 Regularidade de funcionais
O objetivo desta seção é mostrar que os funcionais I, Iλ : H1(RN) −→ R, N ≥ 2,

λ ∈ J , onde J é um intervalo de R, definidos nos Capítulos 2, 3 e 4 são de classe
C1. Para isto, utilizamos a definição e o lema que seguem.

Definição A.7 Seja Ω ⊆ RN . No espaço Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), definimos a norma

‖u‖p∧q = ‖u‖p + ‖u‖q

e no espaço Lp(Ω) + Lq(Ω), definimos a norma

‖u‖p∨q = inf{‖v‖p + ‖w‖q; v ∈ Lp(Ω), w ∈ Lq(Ω), u = v + w}.

Lema A.8 Assuma que 1 ≤ p, q, r, s < ∞, f : Ω× R −→ R é contínua na segunda
variável e

|f(x, u)| ≤ C(‖u‖ p
r + ‖u‖ q

s ).

Então, para todo u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), f(·, u) ∈ Lr(Ω) + Ls(Ω) e o operador

A : Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) −→ Lr(Ω) + Ls(Ω)
u 7−→ f(x, u)

é contínuo.

Prova. Veja [25, pag. 134].

O próximo lema é suficiente para garantirmos que os funcionais I, Iλ :
H1(RN) −→ R, definidos nos Capítulos 2, 3 e 4, são de classe C1.

Lema A.9 Suponha que (f1)-(f4) ocorrem. Então os funcionais Φ : H1(RN) −→ R
e Ψ : H1(RN) −→ R definidos por

Φ(u) =
1

2

∫

RN

[|∇u|2 + Ku2]dx e Ψ(u) =

∫

RN

F (x, u)dx

onde F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds, pertencem a C1(H1(RN),R) e possuem derivadas

dadas por

Φ′(u) · v =

∫

RN

(∇u∇v + Kuv)dx e Ψ′(u) · v =

∫

RN

f(x, u)vdx.

Prova. De acordo com Schwartz [19, Lema 1.15], é suficiente mostrarmos que as
seguintes condições são satisfeitas:
(i) Φ, Ψ : H1(RN) −→ R são Gateaux diferenciáveis;
(ii) Φ′(u), Ψ′(u) : H1(RN) −→ R são lineares e limitadas;
(iii) Φ′(un) → Φ′(u) e Ψ′(un) → Ψ′(u) em H ′ quando un → u em H1(RN), onde H ′

denota o dual topológico de H1(RN).
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Inicialmente verifiquemos (i). Sejam u, h ∈ H1(RN) e t ∈ R. Temos

Φ(u + th)− Φ(u)

t
=

1

2t

(∫

RN

[|∇(u + th)|2 + K(u + th)2]−
∫

RN

[|∇u|2 + Ku2]

)

=
1

t

(
t

∫

RN

∇u∇h +
t2

2

∫

RN

|∇h|2 + tK

∫

RN

uh +
t2K

2

∫

RN

h2

)
,

donde segue que

Φ′(u) · v = lim
t→0

Φ(u + th)− Φ(u)

t
=

∫

RN

[∇u∇h + Kuh]dx,

ou seja, Φ é Gateaux diferenciável. Agora, mostremos que Ψ é Gateaux diferenciável.
De fato, dado x ∈ RN e t ∈ [0, 1], defina η : [0, 1] −→ R por

η(s) = F (x, u(x) + sth(x))

e temos η(0) = F (x, u(x)) e η(1) = F (x, u(x) + th(x)). Pelo Teorema do Valor
Médio, existe λ ∈ (0, 1) tal que

F (x, u(x) + th(x))− F (x, u(x))

t
= f(x, u(x) + λth(x))h(x)

donde segue que

lim
t→0

F (x, u(x) + th(x))− F (x, u(x))

t
= f(x, u(x))h(x), q.t.p. em x ∈ RN .

Além disso, por (2.3)

F (x, u(x) + th(x))− F (x, u(x))

t
≤ [ε|u(x) + λth(x)|+ Cε|u(x) + λth(x)|p−1]h(x)

≤ [ε(|u(x)|+ |h(x)|) + Cε|u(x) + h(x)|p−1]h(x)

≤ [ε(|u(x)|+ |h(x)|) + 2p−2Cε(|u(x)|p−1 + |h(x)|p−1)]|h(x)|
= ε(|u(x)h(x)|+ |h(x)|2) + 2p−1Cε(|u(x)|p−1|h(x)|+ |h(x)|p).

Note que |h(x)| ∈ L1(RN) e pela desigualdade de Hölder |u(x)h(x)| ∈ L1(RN). Além
disso, usando a imersão H1(RN) ↪→ Lp(RN), com p satisfazendo (f2), temos

‖h‖p =

∫

RN

|h(x)|pdx ≤ C‖h‖ < ∞,

ou seja, |h(x)|p ∈ L1(RN). Usando, novamente, a desigualdade de Hölder, com
1/p + 1/q = 1, a imersão acima e a desigualdade de Young obtemos

∫

RN

|u(x)|p−1|h(x)| ≤
(∫

RN

|u(x)|q(p−1)

) 1
q
(∫

RN

|h(x)|p
) 1

p

≤ C

[(∫

RN

|u(x)|p
) 1

p

]p(1− 1
p)

‖h‖ = C‖u‖p−1
p

≤ C

(
1

p
‖h‖p +

p− 1

p
‖u‖p

p

)
≤ C̃(‖h‖p + ‖u‖p) < ∞.
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Logo, segue que ε(|u(x)h(x)|+ |h(x)|2)+2p−1Cε(|u(x)|p−1|h(x)|+ |h(x)|p) ∈ L1(RN).
Daí, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, concluímos que

Ψ′(u) · h = lim
t→0

Ψ(u + th)−Ψ(u)

t

= lim
t→0

∫

RN

F (x, u(x) + th(x))− F (x, u(x))

t
dx

=

∫

RN

lim
t→0

F (x, u(x) + th(x))− F (x, u(x))

t
dx =

∫

RN

f(x, u(x))dx.

Em seguida, vamos verificar (ii). Temos

|Φ′(u) · v| = 〈u, v〉 ≤ ‖u‖‖v‖ ∀ v ∈ H1(RN)

e

|Ψ′(u) · v| ≤
∫

RN

|f(x, u)||v|dx ≤ ε

∫

RN

|u||v|dx + Cε

∫

RN

|u|p−1|v|dx

≤ ε‖u‖2‖v‖2 + Cε‖u‖p−1
p ‖v‖p

≤ (εC1‖u‖2 + CεC2‖u‖p−1
p )‖v‖ ∀ v ∈ H1(RN)

mostrando que Φ′(u), Ψ′(u) : H1(RN) −→ R são lineares e limitadas. Finalmente,
verifiquemos (iii). Suponha que un → u em H1(RN). Então

‖Φ′(un)− Φ′(u)‖H′ = sup
‖v‖=1

|Φ′(un) · v − Φ′(u) · v|

= sup
‖v‖=1

∣∣∣∣
∫

RN

∇(un − u)∇vdx + K

∫

RN

(un − u)vdx

∣∣∣∣
= sup

‖v‖=1

|Φ′(un − u) · v|

≤ ‖un − u‖ → 0 quando un → u em H1(RN).

Finalmente, mostremos a continuidade de Ψ′ em H ′. Como a imersão H1(RN) ↪→
L2(RN) ∩ Lp(RN) é contínua, temos que un → u em L2(RN) ∩ Lp(RN). Note que,
por (2.3)

|f(x, u)| ≤ ε|u|+ Cε|u|p−1 ≤ C(|u|+ |u|p−1) = C(|u| 22 + |u| pq ).

Pelo Lema anterior, para todo u ∈ L2(RN) ∩ Lp(RN) temos f(·, u) ∈ L2(RN) +
Lp(RN) e f(x, un) → f(x, u) em L2(RN) + Lp(RN), onde 1/p + 1/q = 1. Note que

|(Ψ′(un)−Ψ′(u)) · h| ≤
∫

RN

|f(x, un)− f(x, u)‖h|dx.

Como f(x, un), f(x, u) ∈ L2(RN) + Lq(RN) temos

f(x, un) = v + w, v ∈ L2(RN), w ∈ Lq(RN)

e
f(x, u) = v1 + w1, v1 ∈ L2(RN), w1 ∈ Lq(RN)
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donde f(x, un) − f(x, u) = (v − v1) + (w − w1) ∈ L2(RN) + Lq(RN). Daí, pela
desigualdade de Hölder,
∫

RN

|f(x, un)− f(x, u)‖h|dx =

∫

RN

|(v − v1) + (w − w1)‖h|dx

≤
∫

RN

|v − v1‖h|dx +

∫

RN

|w − w1‖h|dx

≤ ‖v − v1‖2‖h‖2 + ‖w − w1‖q‖h‖p

≤ ‖v − v1‖2(‖h‖2 + ‖h‖p) + ‖w − w1‖q(‖h‖2 + ‖h‖p)

= (‖v − v1‖+ ‖w − w1‖)‖h‖2∧p

o que implica que

|(Ψ′(un)−Ψ′(u)) · h| ≤ inf{‖v − v1‖2 + ‖w − w1‖q}‖h‖2∧p

= ‖(v − v1) + (w − w1)‖2∨q‖h‖2∧p

= ‖f(x, un)− f(x, u)‖2∨q(‖h‖2 + ‖h‖p)

≤ C1‖f(x, un)− f(x, u)‖2∨q‖h‖.

Logo,
‖Ψ′(un)−Ψ′(u)‖ ≤ C1‖f(x, un)− f(x, u)‖2∨q → 0

e portanto Ψ′ é contínua em H ′.

Observação A.10 Podemos chegar as mesmas conclusões do Lema acima, supondo
que as hipóteses (g1)-(g4) e (h1)-(h4) são válidas.

A.3 Resultados em Espaços de Banach
Sejam X um espaço de Banach, I : X −→ R um funcional e S ⊂ X. Definamos

Id = I−1((−∞, d]) e Sδ = {u ∈ X; dist (u, S) ≤ δ}. Temos o seguinte resultado,
conhecido como Lema de Deformação:

Lema A.11 Sejam X um espaço de Banach, I ∈ C1(X,R), S ⊂ X, c ∈ R, ε, δ > 0
tais que

para todo u ∈ I−1([(c− 2ε, c + 2ε]) ∩ S2δ) temos ‖I ′(u)‖ ≥ 8ε

δ
.

Então existe η ∈ C([0, 1]×X, X) tal que

(i) η(t, u) = u, se t = 0 ou se u /∈ I−1([c− 2ε, c + 2ε]) ∩ S2δ;

(ii) η(1, Ic+ε ∩ S) ⊂ Ic−ε;

(iii) η(t, ·) é um homeomorfismo de X, para todo t ∈ [0, 1];

(iv) ‖η(t, u)− u‖ ≤ δ, para todo u ∈ X e t ∈ [0, 1];

(v) I(η(·, u)) é não-crescente, para todo u ∈ X;
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(vi) I(η(t, u)) < c, para todo u ∈ Ic ∩ Sδ e t ∈ (0, 1].

Prova. Veja [25, pag. 38].

Teorema A.12 (Multiplicadores de Lagrange) Seja X um espaço de Banach,
F, J ∈ C1(X,R) e S = {u ∈ X; F (u) = 0}. Suponha que para todo u ∈ S tenhamos
F ′(u) 6= 0. Se existe u0 ∈ X tal que J(u0) = inf

S
J(u) então existe λ ∈ R tal que

J ′(u0) = λF ′(u0).

Prova. Veja [13, pag. 55].

A.4 Resultados envolvendo os Espaços Lp

Denotaremos por Ω um conjunto aberto de RN com a medida de Lebesgue dx.

Lema A.13 Sejam {fn} uma seqüência em Lp(Ω), Ω um domínio em RN e f ∈
Lp(Ω) tais que ‖fn−f‖p → 0. Então existe uma subseqüência {fnk

} de {fn} tal que

(i) fnk
(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) |fnk
(x)| ≤ h(x), ∀ k ∈ N e q.t.p. em Ω com h ∈ L1(Ω).

Prova. Veja [4, pag. 58].

Uma noção importante sobre convergência de funções integráveis é a noção de
seqüência eqüi-integrável que introduzimos aqui (este conceito é comparável com o
de uma família eqüi-contínua de funções).

Definição A.14 Diz-se que uma seqüência de funções {fn} em L1(Ω) é eqüi-
integrável se for satisfeita a seguinte condição: para todo ε > 0 existe um conjunto
mensurável A, com medida finita maior do que δ > 0, tal que





para todo n ≥ 1 temos,
∫

Ac

|fn(x)|dx < ε;

para todo E ⊂ Ω mensurável, |E| < δ ⇒
∫

E

|fn(x)|dx < ε.

Teorema A.15 (Convergência de Vitali) Seja {fn} uma seqüência de funções
em L1(Ω) convergente q.t.p. para uma função mensurável f . Então {fn} tende para
f em L1(Ω) se, e somente se, a seqüência {fn} é eqüi-integrável.

Prova. Veja [13, pag. 13].

Abordaremos, de forma concisa, a simetrização de Schwarz. Para definir a
Simetrização de Schwarz ou rearranjo de uma função f : RN −→ R+, começamos
considerando funções simples.

Sejam A1, A2, ..., An borelianos de RN , dois a dois disjuntos e de medida finita,
e 0 < an < an−1 < ... < a1 números reais. Se f é uma função simples, digamos
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f =
∑n

i=1 aiχAi
, onde χAi

designa a função característica do conjunto Ai, definimos
seu rearranjo por

f ∗ =
n∑

i=1

aiχRi−1≤|x|<Ri
,

onde R0 = 0 e Ri ≥ Ri−1 são dados pela relação

m({Ri−1 ≤ |x| < Ri}) = m(Ai)

onde m é a medida de Lebesgue.

Observação A.16 Seja f uma função simples tomando os valores a1 > a2 > ... >

an > 0. Se Ai = {ai} então f =
n∑

i=1

aiχAi
. Também podemos escrever

f =
n∑

i=1

λifi

onde f1 ≥ f2 ≥ ... ≥ fn e todos os λi,s são dados por

fi = χ{f≥ai}, λi = ai − ai+1 para 1 ≤ i ≤ n, an+1 = 0.

O rearranjo de f é dado por

f ∗ =
n∑

i=1

λif
∗
i

com f ∗1 ≥ f ∗2 ≥ ... ≥ fn∗ (Veja, por exemplo, [13]).

O teorema seguinte nos permite definir o rearranjo de qualquer função mensurável
não-negativa.

Teorema A.17 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ Lp(RN) uma função não-negativa. Então
existe uma única função f ∗ ∈ Lp(RN) tal que f ∗ ≥ 0 e para todo λ > 0

m({f ≥ λ}) = m({f ∗ ≥ λ}),
onde o conjunto {f ∗ ≥ λ} é uma bola BRλ

(0). A função f ∗ é radial decrescente e a
chamamos o Rearranjo decrescente ou Simetrizada de Schwarz da função f .
Além disso, para toda função contínua e crescente G : R+ −→ R+ tal que G(0) = 0
tem-se ∫

RN

G(f) =

∫

RN

G(f ∗).

Prova. Veja [13, pag. 260].

Observação A.18 Note que se f ∈ Lp(RN), 1 ≤ p ≤ ∞ então segue pelo Teorema
anterior que ‖f‖p

p = ‖f ∗‖p
p.

Proposição A.19 Seja u ∈ H1(RN) uma função positiva. Então a simetrizada u∗

pertence a H1(RN) e ∫

RN

|∇u∗(x)|2dx ≤
∫

RN

|∇u(x)|2dx.

Prova. Veja [13, pag. 264].

Observação A.20 Para 1 ≤ p < ∞, também podemos mostrar que ‖∇u∗‖p ≤
‖∇u‖p (veja [13, pag. 264]).
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A.5 Resultados envolvendo Espaços de Sobolev
Lema A.21 (Identidade de Pohozaev) Sejam Ω ⊆ RN um aberto de classe C1,
g : R −→ R uma função contínua, G a função primitiva de g tal que G(0) = 0 e
u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2
loc(Ω) uma função satisfazendo a equação

−∆u = g(u) q.t.p. em Ω

Se G(u) ∈ L1(Ω) e n(σ) designa a normal exterior de ∂Ω, então para todo z∗ ∈ RN

fixo, temos

N − 2

2

∫

Ω

|∇u(x)|2dx +
1

2

∫

∂Ω

|∇u(σ)|2(σ − z∗) · n(σ)dσ = N

∫

Ω

G(u(x))dx.

Em particular, se Ω = RN , temos

N − 2

2

∫

RN

|∇u(x)|2dx = N

∫

RN

G(u(x))dx.

Prova. Veja, por exemplo, [16, 25].

Corolário A.22 O problema de autovalor

−∆u(x) = λu(x), λ > 0 e x ∈ RN

não possui solução positiva em H1(RN).

Prova. De fato, o problema acima pode ser escrito como

−∆u = f(u)

onde f(u) = λu. Logo, pela identidade de Pohozaev, temos
∫

RN

F (u)dx =
1

2∗

∫

RN

|∇u|2dx

onde F (u) =
∫ u

0
f(s)ds =

∫ u

0
λsds = λu2/2. Daí, obtemos

∫

RN

F (u)dx =

∫

RN

λu2

2
dx =

1

2∗

∫

RN

|∇u|2dx. (i)

Por outro lado, se u for solução temos
∫

RN

|∇u|2dx =

∫

RN

λu2dx (ii)

e por (i) e (ii)

2∗
∫

RN

λu2

2
dx = λ

∫

RN

u2dx

o que implica que (
2∗

2
− 1

) ∫

RN

u2dx = 0,

ou seja, u = 0. Portanto u 6= 0 não pode ser solução do problema dado.
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Lema A.23 (P. L. Lions, 1984) Sejam r > 0 e 2 ≤ q < 2∗. Se {un} é uma
seqüência limitada em H1(RN) e se

sup
u∈RN

∫

B(y,r)

|un|qdx → 0 quando n →∞,

então un → 0 em Lp(RN) para 2 < p < 2∗.

Prova. Consideremos o caso N ≥ 3 (quando N = 2 a prova é similar; veja por
exemplo [14]). Sejam q < s < 2∗ e u ∈ H1(RN). As desigualdades de Hölder e
Sobolev implicam que

‖u‖Ls(B(y,r)) ≤ ‖u‖1−λ
Lq(B(y,r))‖u‖λ

L2∗ (B(y,r))

≤ C‖u‖1−λ
Lq(B(y,r))

[∫

B(y,r)

(|u|2 + |∇u|2)dx

]λ/2

onde λ =
s− q

2∗ − q

2∗

s
. Escolhendo λ = 2/s, obtemos

∫

B(y,r)

|u|sdx ≤ Cs‖u‖(1−λ)s
Lq(B(y,r))

∫

B(y,r)

(|u|2 + |∇u|2)dx

Agora, cobrindo RN por bolas de raios r, de tal modo que cada ponto do RN esteja
contido em no máximo N + 1 bolas, encontramos

∫

RN

|u|sdx ≤
∫
S∞

i=1 B(yi,r)

|u|sdx ≤
∞∑
i=1

∫

B(yi,r)

|u|sdx

≤
∞∑
i=1

(
Cs‖u‖(1−λ)s

Lq(B(yi,r))

∫

B(yi,r)

(|u|2 + |∇u|2)dx

)

≤ Cs sup
y∈RN

[∫

B(y,r)

|u|qdx

](1−λ)(s/q) ∞∑
i=1

∫

RN

(|u|2 + |∇u|2)χB(yi,r)dx

≤ Cs sup
y∈RN

[∫

B(y,r)

|u|qdx

](1−λ)(s/q) ∫

RN

(|u|2 + |∇u|2)
∞∑
i=1

χB(yi,r)dx

≤ (N + 1)Cs sup
y∈RN

[∫

B(y,r)

|u|qdx

](1−λ)(s/q) ∫

RN

(|u|2 + |∇u|2)dx

Usando a desigualdade anterior e as hipóteses sobre {un}, seque que un → 0 em
Ls(RN) para 2 < s < 2∗ e o lema está provado.

Teorema A.24 Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira suave e u ∈
W 1,N(Ω), N ≥ 2, tais que ∫

Ω

|∇u|Ndx ≤ 1.

Então, existe uma constante C(N), que depende somente de N , tal que
∫

Ω

eαN |u|NN−1dx ≤ C|Ω|,
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onde αN = Nω
1

N−1

N−1 e ωN−1 é o volume da esfera unitária N − 1-dimensional. A
integral do lado esquerdo é finita para qualquer α > 0; porém, se α > αN ela pode
assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de u.

Prova. Veja [17].

Teorema A.25 Seja U um subconjunto aberto e limitado de RN com fronteira
suave. Assuma que u ∈ W k,p(U).

(i) Se k < N/p então

W k,p(U) ↪→ Lq(u),
1

q
=

1

p
− k

N
.

(ii) Se k > N/p então
W k,p(U) ↪→ Ck−[N/p]−1,γ(U)

onde

γ =

{ [
k
p

]
+ 1− N

p
, se N

p
não for um inteiro

qualquer número positivo < 1 se N
p

for um inteiro.

Prova. Veja [9, pag. 270].

Teorema A.26 Sejam Ω ⊂ RN um conjunto convexo, m um inteiro não-negativo
e 0 < λ < 1. Então valem as seguintes imersões

Cm+1(Ω) ↪→ Cm,1(Ω)

e
Cm+1(Ω) ↪→ Cm,λ(Ω).

Prova. Veja [1, pag. 11].

Teorema A.27 Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado de classe C1. Então as
seguintes imersões são compactas:

(i) Se p < N então, para todo q ∈ [1, p∗), temos

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),
1

p∗
=

1

p
− 1

N
;

(ii) Se p = N então, para todo q ∈ [1, +∞), temos

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω);

(iii) Se p > N então
W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Prova. Veja por exemplo [4].
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Teorema A.28 Suponhamos que f ∈ Lp(B), com 1 < p < ∞, onde B é uma bola
de RN . Então, existe uma única função u ∈ W 2,p(B) ∩W 1,p

0 (B) tal que
{

∆u = f em B
u = 0 sobre ∂B.

Prova. Veja [13, pag. 46].

Teorema A.29 Suponha que f ∈ C0,α(B) onde B ⊂ RN é uma bola. Então o
problema {

∆u = f em B
u = 0 sobre ∂B.

tem uma única solução u ∈ C(B) ∩ C2,α(B).

Prova. Veja [10, pag. 106].
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