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Resumo

Neste trabalho apresentaremos duas importantes ferramentas da Algebra Comu-
tativa: as condicoes de Serre e o critério jacobiano. Posteriormente, exploraremos
aplicacoes que visam caracterizar anéis normais e apresentar um calculo efetivo para

obtengao das poténcias simbélicas de um ideal via matrizes jacobianas.

Palavras-chave: profundidade, condigoes de Serre, critério Jacobiano, poténcia simbdlica

de um ideal.



Abstract

In this work we will present two important tools of the Commutative Algebra: the
Serre’s conditions and the Jacobian criterion. Later, we will explore applications that
aim to characterize normal rings and present an effective calculation to obtain the

symbolic powers of an ideal via Jacobian matrices.

Keywords: depth, Serre’s conditions, Jacobian criterion, symbolic power of an ideal.
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Notacoes

Neste trabalho A denota, a menos de mencao contraria, um anel comutativo e com

unidade. A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e (ay,...,a,) denota o ideal gerado pelos elementos ay, ..., a, do anel A4;
e /I denota o radical de I;

e gr;(A) denota o anel graduado associado;

e Ass(M) denota o conjunto dos ideais primos associados do A-médulo M;
e Min(M) denota o conjunto dos primos minimais do A-médulo M;

e ht(/) denota a altura do ideal I;

e dim(A) denota a dimensao de Krull do anel A;

e Z(A) denota o conjunto dos divisores de zero de A.

e (I :J) denota o ideal condutor de J em I, onde [ e J sdo ideais;

e A denota o fecho inteiro do anel A.

e ;(]) denota o nimero minimo de geradores do ideal I;

e N(A) denota o Nilradical de A4;

e Max(A) denota o conjunto dos ideais maximais do anel A.

e Spec(A) denota o conjunto dos ideais primos do anel A;

e Supp(M) denota o suporte de M;

X



e Ann(M) denota o anulador de M:;

e [,(M) denota o ideal gerado pelos menores h x h da matriz M;
e Sing(A) denota o local singular de A;

e C(k) denota a caracterista do corpo k;

e /<"~ denota a n-ésima poténcia infinitesimal de I;

e /(™ denota a n-ésima poténcia simbélica de I.

e 1(P) denota o corpo de fragoes de A/P

e V(J) denota o conjunto dos ideais primos de A que contém o ideal J



Introducao

Em Algebra Comutativa, as condicoes de Serre (Ry,) e (S), introduzidas pelo ma-
tematico francés Jean-Pierre Serre, compoe uma ferramenta que formaliza condi¢oes
necessarias e suficientes para que um anel Noetheriano A ser normal. Ja o critério
Jacobiano é uma ferramenta que estabelece regularidade para anéis locais. Ambos os
critérios fundamentam-se na teoria como principais técnicas quando o interesse é deter-
minar aspectos sobre normalidade e regularidade, sendo destacados principalmente por
seus aspectos praticos de cunho computacional. Sem duvida, tais resultados remetem
a diversas aplicagoes, dentre as quais, destacaremos neste trabalho, como exploré-los
a fim de exibir calculos efetivos para obtencao das poténcias simbdlicas de um ideal
fixado. Assim, o nosso objetivo nesse trabalho serd exibir algumas nocoes bésicas para
que possamos entender como podemos explorar essas ferramentas.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentaremos as nogoes basicas de profundi-
dade de um mddulo, em especial, trataremos dos moédulos Cohen-Macaulay, introdu-
zindo algumas propriedades que serao 1teis para os principais resultados desse trabalho.
Em um segundo momento, exploraremos a definicao de poténcia simbdlica de um ideal
I bem como se comporta esse conceito de poténcia em um anel Cohen-Macaulay.

No segundo capitulo, exploraremos alguns resultados elementares sobre fecho inteiro
de anéis e anéis regulares, destacando algumas propriedades que caracterizam certos
anéis. Em seguida, apresentaremos o critério Jacobiano, com o objetivo de exibir algu-
mas consequéncias relacionadas a regularidade. E por fim, estudaremos as Condigoes
de Serre (Ry), (S1) e (Ry), (S2), visando estabelecer critérios sobre normalidade.

No terceiro capitulo, temos como objetivo principal, fazer uso do que foi explorado
nos capitulos anteriores. Assim, discutiremos um pouco o conceito de modulos planos
e como podemos utilizd-lo para justificar em especial, se condigoes de Serre (Ry) e (Sk)
sao preservadas quando estamos considerando um homomorfismo ¢ : A — B entre
anéis locais. Definiremos também o local singular de um anel A a partir do qual, com o
uso do Critério Jacobiano, exibiremos como podemos relacionar o ideal Jacobiano e as
Condigoes de Serre (Ry) e (Sk). Para finalizar o capitulo introduziremos o conceito de

poténcia infinitesimal, com o objetivo de relaciona-lo com a poténcia simbdlica de um



ideal I radical e assim mostrar um método via matrizes Jacobianas que nos permita
calcular de maneira mais efetiva a n-ésima poténcia simbdlica, para qualquer que seja

n inteiro nao negativo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos nosso estudo sobre Médulos Cohen-Macaulay e Poténcias
Simbdlicas de um ideal I a fim de solidificar a teoria, visando explorar as nogoes e re-
sultados necessarios para apresentar os principais teoremas dos capitulos seguintes.

As principais referéncias deste capitulo foram Simis , Villarreal e Swanson

e Huneke

1.1 Sequéncias Regulares e Médulos Cohen-Macaulay

Inicialmente, exploraremos o conceito de profundidade, invariante algébrico funda-

mental para o entendimento das condicoes de Serre e o critério Jacobiano.

1.1.1 Profundidade de um Modulo

Definigao 1.1. Seja M um A-médulo. Dizemos que um elemento x € A é M- reqular
(ou nao divisor de zero em M ) se xm = 0 implicar que m = 0, com m € M.
Uma sequéncia {x1, ..., z,} de elementos em A serd chamada de M- sequéncia re-

gular quando:

i M # (x1,...,2,)M;

il. x;31 € um elemento @;1%' regular, parat1=20,...,n — 1
Denotando M}, := M/(xy,...,xx)M, a condigao ii. é equivalente a afirmar que a
aplicacao A-linear
¢Ik+1 s My — M,
m = LM
¢ injetiva para cada k =0,...,n — 1.
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Sejam A um anel Noetheriano, M um A-médulo finitamente gerado e I um ideal de
A tal que IM # M. Segue da injetividade da aplicacao ¢, ,, definida acima que para
qualquer {zi,...,z,} M-sequéncia regular tem-se (xy,...,x5)M # (z1,...,2T41)M,
para todo k = 0,...,n—1. Sendo A anel Noetheriano, segue que qualquer M-sequéncia
regular {z1,...,x,} com x; € I pode ser estendida a uma sequéncia de comprimento
maximo, isto é, a uma {z1, ..., x,,} contida em I (m > n) M-sequéncia regular tal que
todo = € I ndao é M/(x1,...,x,)M-regular.

Sob certas hipdteses, o lema a seguir permite permutarmos uma M-sequéncia re-

gular e ainda assim obtermos uma M-sequéncia regular.

Lema 1.1. Se {x,y} é uma M-sequéncia regular e y nao é divisor de zero de M, entao

{y, z} também é uma M-sequéncia regular.

Demonstragao. De fato, suponhamos por absurdo que = nao é M/yM- regular, entao
existe m € M tal que m ¢ yM com xm = ym’ para algum m’ € M. Como {z,y}
é M-regular temos que m’ € xM e assim, m’ = xm” para algum m” € M. Assim,
xm = ym’ = yrm” o que implica que x(m —ym”) = 0, como = é M-regular temos que

m =ym” = m € yM, o que é um absurdo. Logo {y,z} é M-regular. O

Proposicao 1.2. Qualquer duas M-sequéncias regulares maximais em / tem o mesmo

comprimento.

Demonstracao. Entre todas as M-sequéncias regulares maximais em [ existe uma com
o nimero minimo de elementos n. Mostraremos o resultado por inducao em n. Se
n = 0, entao I contém apenas divisores de zero, e nao hé nada a se mostrar. Supo-
nhamos entdao n > 0, e sejam {x1,...,z,} uma M-sequéncia regular maximal em I, e
{y1,...,yn} outra M-sequéncia regular em /. Devemos mostrar que I consiste apenas
de divisores de zero de M/(yi,...,yn) M.

Se n = 1 entdo I consiste apenas de divisores de zero de M/x1M. Logo, existe
m € M tal que Im C x;M com m ¢ x;M. Em particular, yym = xym’ para algum
m' € M. Se tivéssemos m' € y; M entdo teriamos m' = yym” = yym = xyym” =
y1(m —axym”) = 0 = m = xym” ja que para o caso n = 1, temos y; nao é divisor de
zero em M, e consequentemente m € x1 M, o que é um absurdo, logo m’ ¢ y; M. Como
x1Im' =y Im C x1y, M temos que I'm' C y; M, ja que z1 ndo é divisor de zero de M,
e portanto I consiste apenas de divisores de zero de M /y; M.

Se n > 1, denotemos por M; = M/(xq,...,x;)M e M = M/(y1,...,y;)M, i =
0,...,n—1 e tomemos z € [ tal que z nao é divisor de zero de M; e M para todo
i =20,...,n—1. A escolha do elemento z é possivel, j4 que o conjunto dos divisores

de zero de M; e M! é a unido (finita) dos primos associados de M; e M! e I nao
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esta contido em nenhum desses primos associdados, ja que se estivésse, teriamos que [
consiste apenas de divisores de zero de M.

Logo, pelo lema anterior obtemos que {z,z1,..., 2,1} € {2,91,...,Yn—1} sd0 M-
sequéncias regulares em I, onde {z, z1, ..., z,_1} é maximal desde que {z1,...,x,_1, 2}
¢ maximal considerando o cason = 1 aplicado a M,,_, conforme argumento precedente.
Entao {x1,...,zn_1} € {y1,...,Yn_1} s@0 M/zM-sequéncias regulares em I, sendo a
primeira maximal, por hipdtese de inducgao, temos que a segunda também ¢é maxi-
mal. Mas se {y1,...,yn_1,2} é uma M-sequéncia regular maximal, entao {yi,...,y,}

também serd, novamente pelo caso n = 1. Como queriamos demonstrar. O
A proposi¢ao motiva a seguinte definicao:

Definigao 1.2. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mdédulo finitamente gerado
e I um ideal de A tal que IM # M. O numero de elementos de uma M-sequéncia
regular maximal em [ é chamado de profundidade de I em M, o qual denotaremos por
prof(I, M).

Se (A,9) é um anel Noetheriano local, entao prof(9t, M) é chamada profundidade
de M e escrevemos simplesmente prof(M). Em particular, definimos prof(A), como a
profundidade do anel A.

Notemos que prof(I, M) = 0 é equivalente a I consistir apenas de divisores de zero
de M. Além do mais, se (A,9) é um anel Noetheriano local, entao prof(M) = 0 &
M € Ass(M).

Em geral, a I-profundidade de M pode ser tomada como o infimo entre as profundi-
dades de P em M para todo P primo associado de M/IM. Como mostra a proposigao

abaixo.
Proposicao 1.3. Sejam M um A-médulo e I um ideal em A tal que IM # M. Entao
prof(I, M) = inf{prof(P, M), P € Ass(M/IM)}.
Demonstracao. Seja P € Ass(M/IM), o que implica que I C (0: M/IM) C P. Logo,
prof(I, M) < prof(P, M).

Entao, basta mostrarmos que prof(I, M) = prof(P, M) para algum P € Ass(M/IM).
Sejam k = prof(I,M) e x = xy,...,x; uma M-sequéncia maximal em I. Entao
I c Z(M/xzM), logo I C P para algum P € Ass(M/zM). Mas,

(0: M) cC(0: M/zM)C P,
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donde I + (0 : M) ¢ P. Como /(0: M/IM) = \/T+(0: M), tem-se que (0 :

M/IM) C P, e assim P contém algum P primo associado de M/IM. Logo,
prof(P, M) < prof(P, M).

Como queriamos demonstrar. O

Finalizamos esta secao com uma consequéncia imediata da definicao de profundi-

dade de um modulo que tem utilizagao frequente.

Proposigao 1.4. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mdédulo finitamente gerado

el C Atal que IM # M. Se {x1,...,x,} é uma M-sequéncia regular em I, entao

prof(I, M/(zy,...,x,) M) = prof({, M) — n.

1.1.2 Modbdulos Cohen-Macaulay

Uma primeira propriedade interessante envolvendo a nogao de profundidade de um
modulo sobre um anel local Noetheriano é que este invariante é sempre menor ou igual
que a dimensao de Krull do médulo, quando estes invariantes sao iguais chamamos o
modulo de Cohen-Macaulay. Moédulos Cohen-Macaulay tem propriedades algébricas
muito importantes, por exemplo, um anel A Cohen-Macaulay é, em particular, ca-

tendrio, caracteristica que permite um melhor controle da altura de seus ideais.

Definicao 1.3. A dimensao de um moédulo M sobre um anel A é a dimensao de Krull
de A/Ann(M).

Proposicao 1.5. Sejam (A, ) um anel Noetheriano local e M um A-médulo finita-

mente gerado. Entao
prof(M) < dim(M).

A demonstragao da proposicao anterior pode ser encontrada em (|5, Proposicao 3.9,
pag. 185).

Definigao 1.4. Seja M um A-mdédulo nao nulo finitamente gerado sobre um anel A
Noetheriano. Se (A, 9N) é local, diremos entao que M é um médulo Cohen-Macaulay
quando prof(M) = dim(M).

Em geral, diremos que M é um mddulo Cohen-Macaulay se o Ay-médulo M, é
Cohen-Macaulay para todo m € Max(A).

Um anel A sera dito Cohen-Macaulay se o for como A-modulo.
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O proximo resultado fornece propriedades iniciais dos moédulos Cohen-Macaulay

que caracterizam tais modulos.

Proposicao 1.6. Seja M um A-médulo finitamente gerado. Entao, M é Cohen-

Macaulay se satisfaz umas das seguintes condigoes equivalentes:
1. prof(Mp) = dim(Mp), para todo P € Supp(M);
2. prof(My) = dim(My,), para todo m € Supp(M) com m ideal maximal;
3. prof(m, M) = ht(m/(0 : M)), para todo m € Supp(M) com m ideal maximal;
4. prof(P, M) =ht(P/(0: M)), para todo P € Supp(M);
5. prof(I, M) =ht(I/(0: M)), para todo ideal I contendo (0 : M).

Demonstracao. A implicacao 1 = 2 é imediata.

2 =13 Se m € Supp(M) entdao mM # M. Logo, prof(m, M) = prof(M,). Por outro
lado,

dim(My) = dim(An /(0 : My)) = ht(m/(0 : M))m = ht(m/(0 : M)).

Assim, prof(m, M) = ht(m/(0 : M)).

3 = 4 Sem perda de generalidade, podemos supor que (A, M) é local e suponhamos
por contradigao que existe P que pode ser escolhido maximo possivel tal que a

igualdade nao ocorre. Por hipdtese,
P/(0O:M)#M/(0:M)= P # M.

Seja a € M\P. Logo, prof((P,a), M) < 1+ prof(P, M). Por outro lado, temos
ht((P,a)/(0: M)) > 1+ ht(P/0: M). Como prof(P, M) < ht(P/(0: M)), entao

prof((P,a), M) < 1+ prof(P, M) <1+ ht(P/(0: M)) <ht((P,a)/(0: M)),

isto é,
prof((P,a), M) < ht((P,a)/(0 : M)),

Logo, P C (P, a) o que contradiz a maximalidade de P.

4 = 5 Segue diretamente da igualdade prof(I, M) = inf{prof(P, M), P € Ass(M/IM)}.
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5= 1 Dado P € Supp(M) tem-se que
prof(P, M) < prof(Mp) < dim(Mp) = dim(Ap/(0 : Mp)) = ht(P/(0: M)).

Como prof(P, M) = ht(P/(0: M)) a igualdade desejada é imediata.
[

As condicoes 1. e 2. implicam que toda localizagao de um médulo Cohen-Macaulay
também é Cohen-Macaulay, isto é, a propriedade de um maédulo ser Cohen-Macaulay

nao é perdida apos localizacao.
Exemplo 1.1. Qualquer anel de dimensao 0 é Cohen-Macaulay.

Exemplo 1.2. Se (A,91) é um anel Noetheriano local reduzido de dimensao 1 entao
A é Cohen-Macaulay. De fato, em um anel reduzido o conjunto dos divisores de zero
de A é a uniao finita dos primos minimais, sendo dim(A4) = 1, existe um elemento
xr € M que nao é divisor de zero de A. Dessa forma, temos que {2} é uma A-sequéncia

regular, consequentemente, prof(A) =1 e A é Cohen-Macaulay.

Exemplo 1.3. Seja k um corpo. O anel A = k[z,y]/(2?, xy) nao é Cohen-Macaulay.
Basta notar que sua localizagao A, no ideal maximal m = (z, y) nao é Cohen-Macaulay.
De fato, todo elemento z € mA,, = (x,y) é divisor de zero ja que x # 0 mas zz = 0.

Logo, prof(Ay) = 0, e isso implica que A nao é Cohen-Macaulay.

O resultado seguinte nos permite analisar os primos associados de um modulo

Cohen-Macaulay.

Proposicao 1.7. Sejam (A,9%) um anel local e M # 0 um A-mdédulo finitamente
gerado. Entao, prof(M) < dim(A/P) para todo P € Ass(M).

Demonstracao. Procederemos por indugao em dim(A/P). Se dim(A/P)=0, entao
P = 9 o que implica que M € Ass(M) = prof(M) = 0. Suponhamos entao que
dim(A/P) > 1. Podemos supor que prof(M) > 1, do contrario ndo hd nada o que
provar. Seja x ¢ Z(M) com x € m. Em particular, z ¢ P. Afirmamos que existe
um ideal primo P, € Ass(M/xM) tal que (P,z) estd contido em P;. De fato, como
P € Ass(M), existe y € M\{0} tal que P = (0 : y). Como [,5,2"M = 0, existe
um k > 0 tal que y € 2*M\x* 1 M. Assim, y = 2%z para algum z € M\zM, resulta
Pz = (0). Assim, (P,x)z estd contido em M o que implica que (P, x) estd contido
em Py, para algum P, € Ass(M/xzM). Portanto dim(A/P;) < dim(A/P). Logo pela

hipétese de inducao, temos

prof(M) = prof(M/xzM) + 1 < dim(A/P) + 1 < dim(A/P) — 1+ 1 = dim(A/P).

9
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]

Quando o médulo M é Cohen-Macaulay, a Proposigao (|1.7) garante que M nao

tem primos imersos, isto ¢, Ass(M) = Min(M). De fato, como
prof(M) < dim(A/P) < dim(M)

a proposicao segue imediatamente do fato de M ser Cohen-Macaulay.
O lema seguir tem um impacto similar ao classico teorema da Base de Hilbert,
no sentido de que é preservada a propriedade de Cohen-Macaulicidade do anel de

polindmios A[z] quando A é Cohen-Macaulay.
Lema 1.8. Se A é um anel Cohen-Macaulay, entao A[z] também é Cohen-Macaulay.

Demonstracao. Seja P C Alz] é um ideal primo. Como A[z]p é uma localizacao de
Apnalz], podemos supor que A é local com ideal maximal 9t = P N A. Assim, temos
Alz]/MA[x] ~ A/IM|x], anel de polinémios sobre um corpo. Logo, P = M[z] ou
P = (OM, f) para algum polindmio moénico f de grau positivo. Como A é Cohen-
Macaulay, considere x1,...,x, uma A-sequéncia regular maximal em 91, sendo n =
dim(A). Como y € Z(A[z]) implica y € Z(A), com y € A, segue que xy,...,x, é
Alz]-sequéncia regular. Assim, xy,...,z, ¢ uma Alzr|p-sequéncia regular e portando
prof(PA[x]p, Alx]p) > n. Analisemos agora os casos P = MA[z] e P = (M, f)
separados. Se P = MA[z], basta mostrarmos que dim(A[z]mp)) < dim(A). De fato,

temos que
ht(M[z]) = bt = dim(A) = dim(A[z]omfy)) = bt (IM]x]am}z)) = ht(M[z]) = dim(A) = n.

No segundo caso, como f é monico entao temos que f ¢ Z(Alx]|p/(x1,...,2,)Alx]p).
Logo, prof(PA[z]p, Alz]p) > n+ 1 = dim(A) + 1 = dim(A[z]) > dim(A[z]p), como
queriamos demonstrar.

[
Teorema 1.9 (Macaulay). Se k é um corpo, entao klxy,...,x,| é Cohen-Macaulay.

A seguir apresentaremos a nocao de sistema de parametros de um maédulo. Esta
nocao é crucial para teoria, em particular, via o Teorema de Krull-Chevalley-Samuel
(1.10), determinar um sistema de parametros para um mddulo M é equivalente a

determinar a dimensao de M.

Definigao 1.5. Sejam (A,9%) um anel local e M um A-mdédulo finitamente gerado.

Uma sequéncia x1, ..., x, de elementos de A é um sistema de parametros de M se n é

10
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o menor inteiro que satisfaz a condigao:
Supp<M/<I17 s 7'Tn)M) = {m}v

denotemos n por §(M).

A demonstracao do teorema a seguir serda omitida aqui, mas pode ser encontrada
em (9 Teorema 13.4, pag. 98).

Teorema 1.10. (Teorema da Dimensao) Sejam (A,9N) um anel local e M um
A-mddulo. Entao,

dim(M) = 6(M).
Como consequéncia do Teorema da Dimensao segue o seguinte resultado:

Proposicao 1.11. Sejam (A, 9%) um anel local e M um A-médulo de dimensdo n. Se

X1, ..., T, €M éum sistema de parametros de M, entao parat=1,--- ,n, tem-se
dim(M/(xq,...,x;)M) =d —i.

A proposicao a seguir nos fornecerd uma caracterizacao para moédulos Cohen-

Macaulay envolvendo a nocao de sistema de parametros.

Proposigao 1.12. Seja M um médulo de dimensao n sobre um anel local (A,9) e
seja £ = x1,...,T, um sistema de parametros de M. Entao M é Cohen-Macaulay se,

e somente se, x é¢ uma M-sequéncia regular.

Demonstra¢ao. =) Suponhamos M Cohen Macaulay e seja P um primo associado
de M. Entao dim(M) = dim(A/P). Mostraremos que x; ¢ P. Suponhamos por
contradigdo que 1 € P = (z1)p € Pp. Afirmamos que (M/x1M)p # 0. De
fato, se tivéssemos (M /x1M)p = 0, terfamos, Mp = (x1)pMp, logo, pelo lema

de Nakayama, Mp = 0, o que é uma contradi¢cao com a escolha de P. Logo,
(M/z1M)p # 0= P € Supp(M/z: M),

mas como dim(M/z1M) = n — 1 tem-se dim(A/P) = n — 1, o que é uma con-
tradicao. Portanto, x7 nao estd em P e 1 é regular em M. Procedendo por
indugao e usando o fato que M/x1 M é Cohen-Macaulay de dimensao n — 1 jun-
tamente com o fato de xs, ..., z, formarem um sistema de parametro de M /x1 M

em A/(x1), o resultado segue.

11
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<) Suponhamos agora que z é uma M-sequéncia regular, entdo pela Proposicao

(1.11) temos que dim(M/xM) = n—n = 0 e portanto, M /zM é Cohen-Macaulay.
Logo, M é Cohen-Macaulay. Como queriamos demonstrar.

m

Em um anel Cohen-Macaulay, ideais que sao gerados por uma sequéncia regular,
isto €, as intersegoes completas, possuem propriedades interessantes. Umas das pro-
priedades que mostraremos a seguir, é que neste caso, todos os primos associados a tal

ideal tém a mesma altura.

Definigao 1.6. Seja A um anel e [ um ideal de A. Se I é gerado por uma sequéncia

A-regular dizemos entao que I é uma intersecao completa.

Definicao 1.7. Um ideal I de um anel A é dito unmized se ht(I) = ht(P) para todo
P e Ass(A/T).

Proposicao 1.13. Seja (A, 9) um anel Cohen-Macaulay e seja I um ideal de A. Se

I é uma intersecao completa entdao A/I é Cohen-Macaulay e I é unmixed.

Demonstracao. Seja n = dim(A) e k = ht(I). Como I é uma intersegdo completa,
entdo temos que dim(A/I) = n — k e prof(A/I) = prof(A) — k. Por A ser Cohen-
Macaulay, tem-se prof(A/I) = n — k. Logo prof(A/I) = dim(A/I) e portanto A/I é
Cohen-Macaulay. Como A/I é Cohen-Macaulay, para cada P € Ass(A/I) segue que
dim(A/P) = prof(A/I) =n — k, dai,

dim(A) —ht(P) > n — k,

logo, ht(P) < k, e assim, ht(P) = k, portanto I é unmixed. H

Em outra perspectiva, as proposicoes a seguir, garantirao que se I é um ideal em um

anel A-Cohen Macaulay, entao I contém uma sequéncia A-regular de tamanho ht([).

Proposicao 1.14. Seja A um anel Cohen-Macaulay e I um ideal proprio de A de

altura k. Se I é gerado por k elementos, z1,...,x;, entao, I é unmixed.

Demonstracao. Pela Proposicao , basta que mostremos que I nao tem primos
imersos, visto que pelo Teorema do Ideal Principal de Krull [A 4] todo primo minimal
de I tem altura k. Sejam P e () primos associados de A/l quaisquer e assumamos sem
perda de generalidade que P C (). Entao I C Py C (). Por hipétese temos que I é
gerado por k elementos, portanto I também é gerado por k elementos e ht(lg) = k,
implicando que z;/1,. .., /1 é parte de um sistema de parametros de Ag. Como Ag é

Cohen-Macaulay, pela Proposigao ((1.12) entao x1/1,...,xx/1 é uma sequéncia regular,

12



1. Preliminares

ou seja, mostramos que g é uma intersecao completa. Novamente pela Proposigao
1.13] concluimos que Iy é unmixed. Como Py e Qg sao primos associados de Ag /I =
ht(Qq) = ht(FPy). Pelo fato de Py C Qg segue que Py = Qq, logo, Q = P. Assim, [

nao tem primos imersos, como queriamos demonstrar. ]

Proposicao 1.15. Seja I um ideal de altura £ em um anel Cohen-Macaulay A, entao

existe uma sequéncia regular em I de tamanho k.

Demonstracao. Por inducao suponhamos que 1, ..., x; ¢ uma sequéncia regular em [
com j < k. Logo (21, ...,x;) é unmixed pela Proposicadl.14 Se I C Z(A/(x1,...,z;)),
entao ht(/) = j, o que é uma contradigdo. Portanto, existe z;11 em I que é A/(z1,...,x;)-
regular médulo (z1,...,z;). Como querfamos demonstrar. n

Finalizamos esta secao introduzindo o conceito de anel catenario, que como j& foi
mencionado anteriormente é uma caracterista que permite um melhor controle da altura
de seus ideais. Em particular em um dominio catenério local A, podemos garantir a
igualdade

dim(A) = dim(A/P) + ht(P),V P € Spec(A).

Definicao 1.8. Seja A um anel Noetheriano. Dizemos que A é um anel catendrio,
se para cada par de ideais primos P C @ em A, ht(Q/P) é igual ao comprimento de
qualquer cadeia maximal de ideais primos entre P e Q).

Se A é dominio, entdao A é catendrio se, e somente se, ht(Q)/P) = ht(Q) — ht(P).

Um fato notavel é que os conceitos de anéis Cohen-Macaulay e catenarios estao

conectados. Como afima o teorema abaixo, anéis Cohen-Macaulau sao catenarios.
Teorema 1.16. Se A é um anel Cohen-Macaulay, entdo A € catendrio.

A demonstragao do teorema anterior pode ser encontrada em ( , Teorema 2.1.12,
pag. 62).

1.2 Poténcias Simbodlicas de um ideal

Um conceito importante para o desenvolvimento desse trabalho, é o conceito de
poténcia simbdlica de um ideal. No decorrer desta secao, apresentaremos resultados
que serao de importante uso quando estivermos tratando de poténcia infinitesimal a

ser definida posteriormente.

Definicao 1.9. Seja I um ideal de A. Para cada inteiro nao negativo n, a n-ésima
poténcia simbélica de I, denotada por I, é definida como a intersecio de todas as

componentes P-primarias de I™ tais que P € Min(A/I).

13
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Ou seja,
I =QiNQxN-NQ,

onde @); é componente primaria de I™ correspondente a P;.
A seguinte proposicao nos mostra uma forma equivalente de apresentarmos a n-

ésima poténcia simbdlica de I.

Proposigao 1.17. Sejam [ um ideal préprio de um anel A e S = R\J,_, P, onde

P, P, ..., P, sao os primos minimais de /. Entao
I = S~ N A, paran > 1.

Demonstracao. Seja I" = Q1NQ2N---NQ-NQrr1N---NQs_1NEs uma decomposicao
primaria de I™ onde @);, para 0 < j < r, sao as componentes primdrias primdrias de
I™ correspondente a P; e ();, para r+1 <17 < s, sao as componentes primdrias imersas
de I™. Assim,

ST =8571Q1NSQN---NSTIQNSTQ N NSTIQ-1 N ST

Notemos que P, NS # (), parar + 1 <i < s, e como @Q; é primério entao devemos ter
S~1Q; = S~'A. Portanto,

ST =S50, NS7'QyN---NSTLQ,.
Notemos que
STIQiNA=Q;,
quando (); é um ideal primério. Dessa forma, obtemos
STII"NA=Q:NQN---NQ, =1,

Como queriamos demonstrar.

]

Supondo que I é um ideal radical, podemos calcular a I apenas em termos de

Pj(”), onde P; sao primos minimais de /, como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 1.18. Sejam [ um ideal radical de A e Py, P, ..., P, primos minimais de
I. Entao

7 — Pl(”) mPQ(") N---N P, paran > 1.

Demonstracao. Seja

I"=Q1NQaN--NQu NQuy1 N---NQs

14
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uma decomposicao priméria de I™, onde @); é P-primario para i < m e (); é uma

componente imersa de I™ para ¢ > m. Localizando I"™ em P;, obtemos:

InPi = lei N QQPi M---N Qmpi N Qm—i—lpi M---N Qspi = Qipi (1-1)

Como I = PLNP,N---N P, obtemos também que:
I"p, = (Ip)" = (Pip)" = P"p, (1.2)

Usando 1’ e 1} tem-se que " p, = Q;p.. Desta forma, P = Q..

Portanto,
™ =pP"APMN...nPY

Como queriamos demonstrar.

]

E imediato da definicdo de poténcia simbélica que I" C I™ para n > 0 e que
IM = ] se, e somente se, ] ndo tem primos imersos. O exemplo a seguir exibe a

inclusao prépria I™ C 1™,

Exemplo 1.4. Seja A = k[z,y,z] e [ = (xy,zz,yz). Apresentando I em sua decom-

posicao primaria obtemos

I'=(z,y)N (2, 2)N(y,2)

Logo, Ass(A/I) = {(z,v), (z,2),(y,2)}. Por outro lado, a decomposi¢ao primaria de
I? é dada por

I? = (22,97, 2%) N (22, 9%, ay) 0 (2%, 2%, 22) 0 (12, 2%, y2).

Logo, Ass(A/I?) = {(z,y), (z, 2), (y,2), (z,y,2)}. Portanto, I? estd contido propria-

mente em [,

Uma questao importante na teoria das poténcias simbélicas é sobre investigar classes

de ideias em que a igualdade I"™ = I ocorre.

Definigao 1.10. Um ideal I C A é dito normalmente livre de tor¢io se Ass(A/I") esta
contido em Ass(A/I), para todo i > 1.

Quando I nao tem primos imersos, a proposicao a seguir nos mostra uma caracte-
rizacao em termos da n-ésima poténcia simbélica de I para quando o ideal I é normal-

mente livre se torcao.
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Proposigcao 1.19. Seja I um ideal de A. Se I nao tem primos imersos, entao I é

normalmente livre de torcao se, e somente se, I"™ = I™ para todo n > 1.

Demonstra¢ao. =) Suponhamos que I é normalmente livre de tor¢ao. Afirmamos
que todo primo minimal de I é um primo minimal de I"™. De fato, suponhamos
por contradicao que existe () primo minimal de I de modo que () nao é primo
minimal de I™, isto é, existe P ideal primo tal que I" C P e P C (). Por outro
lado, I € v/I" C P, logo Q é tal que I C P e P C Q, isto é, Q nao é primo

minimal de I, o que é um absurdo. Logo,
Min(A/I) C Min(A/I").

Como [ nao tem primos imersos, isto é, Min(A/I) = Ass(A/I), segue-se que todo
primo associado de I é primo minimal de I™. Pelo fato que I é normalmente livre
de torgao obtemos que Ass(A/I) = Ass(A/I™) e portanto I"™ nado tem primos
imersos. Logo concluimos que /™ tem uma tnica decomposicao primaria minimal

e portanto I™ = [,

<) Sejam Py, ..., P os primos associados de I. Por hipétese, P; é primo minimal de

I para todo 7, logo temos
Ass(A/I") = Ass(A/I™) = {P,,..., P},

Logo I é normalmente livre de torcao, como queriamos demonstrar.

[]

Proposigao 1.20. Seja I um ideal de um anel Cohen-Macaulay A. Se I é gerado por

uma sequéncia regular, entdo I™ = I" paran > 1.

Demonstracao. Seja xq, ..., x, uma sequéncia regular que gera I. Assim pelo Teorema
do Ideal Principal , temos que ht(/) = r e portanto I é unmixed pelo Teorema
(1.14). Do Teorema (A.1)), existe um isomorfismo de anéis graduados

¢:B=(A/Dltr,....t] > P I/TT t; »a;+ I
i=0
onde B ¢ um anel de polindmios com coeficientes em A/I. Notemos que I*/I*"! é um

A/I-modulo livre, pois é isomorfo a B;, onde B; é i-ésima compontente graduada de
B. Assim

AssA(IT/T71) = Assa(A/T).

Usando agora a sequéncia exata
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0— I'/I — AT — AJTP — 0

segue por inducao que Assy(A/I") C Assa(A/I) para n > 1. Portanto, I é normal-
mente livre de torcdo e pela Proposicao (1.19) temos que I"™ = I™ paratodon > 1. [

Na secao anterior, quando I é uma interse¢ao completa em um anel Cohen-Macaulauy
A, propriedades como unmized e A/I Cohen-Macaulay sao adquiridas a estes ambien-
tes. Investigaremos algumas propriedades quando o conceito de intersecao completa é
local, isto é, quando Ip é uma intersecao completa para todo ideal primo P em A que

contém I.

Definicao 1.11. Um ideal préprio I de A é dito ser localmente uma intersecao completa

se Ip é uma intersecao completa para todo P € V(I).

Em um ambiente Cohen-Macaulay, supondo que I é primo, a proposicao a seguir
nos fornece mais uma condicao suficiente para as poténcias ordinaria e simbdlica de I

coincidirem.

Proposicao 1.21. Sejam A um anel Cohen-Macaulay e I um ideal primo. Se [ é

localmente uma intersecdo completa, entdo 1™ = I para todo n > 1.

Demonstragdo. Pela Proposicao (1.19), basta mostrarmos que Ass(A/I™) C Ass(A/I).
Seja entao P um primo associado de A/I™, entao temos que Pp é um primo associado de
Ap/I"p. Como I é localmente uma intersegao completa entao pela Proposicao (|1.20))
temos que Ip é normalmente livre de torgao, isto é, Ass(Ap/I"p) C Ass(Ap/Ip) para
todo n > 1. Como [ é primo, temos que Ip é primo e portanto Ass(Ap/Ip) = {Ip}.
Dessa forma, Pp = Ip e usando novamente o fato de I ser primo, temos que P = I.
Logo, Ass(A/I™) C Ass(A/I), como querfamos demonstrar.

[
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Capitulo 2

Critério Jacobiano e Condicoes de

Serre

2.1 Sobre fecho inteiro de anéis

Baseada em Swanson e Huneke e Atiyah , esta se¢ao tem como objetivo
apresentar alguns fatos basicos sobre fecho inteiro de um anel.

O conceito de fecho inteiro ¢ a ideia béasica para que possamos estudar a normalidade
de um anel. Dito isto, provaremos alguns resultados fundamentais que serao de grande
utilidade quando estirvemos tratando de anéis normais e as condigoes de Serre na

proxima secao.

Definicao 2.1. Sejam A um anel e S uma A-algebra contendo A. Um elemento x € S

é dito ser inteiro sobre A se existe um inteiro n e elementos rq,...,r, € A tais que
2"+t 4, =0.

Essa equagao é chamada equagdo de dependéncia inteira (integral) de x sobre A.

Observacao: Note que a equacao de dependéncia inteira nao necessariamente é
tinica. Por exemplo, sejam S o anel Z[t]/(t*> — t3), onde t é uma varidvel sobre Z e A
o subanel de S gerado por por t? sobre Z. Entdao t € S é inteiro sobre A e satisfaz as
duas equacoes quadraticas 22 — t2 = 0 = 22 — xt>.

A proxima proposicao nos garante que integrabilidade é uma propriedade do tipo
local-global. O resultado segue imediatamente da definicao acima, portanto omitiremos

a demonstracao.

Proposicao 2.1. Seja A C S uma extensao de anéis e x € S. Entao as seguintes

condicoes sao equivalentes:
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1. x é inteiro sobre A.

2. Para todo sistema multiplicativo W de A, z é inteiro sobre W1 A.
3. Para todo P ideal primo de A, x é inteiro sobre Ap.

4. Para todo ideal maximal m de A, x é inteiro sobre A,.

Por definicao todo elemento de A € inteiro sobre A. Assim, uma questao interessante

é investigar quando os elementos que sao inteiros sobre A pertencem a A.

Definigao 2.2. Seja A C S uma inclusao de anéis. O conjunto de todos elementos de
S que sao inteiros sobre A é chamado fecho inteiro de A em S. Se todo elemento de S
é inteiro sobre A, diremos entao que S é integralmente fechado sobre A.

Quando S é o anel total de fracoes de um anel reduzido A, o fecho inteiro de A em
S é também chamado de fecho inteiro de A. O anel reduzido A é dito ser integralmente
fechado se o fecho inteiro de A é o proprio A.

Denotaremos o fecho inteiro de A por A.

A proposicao a seguir garante em particular que Z e anéis de polindomios sobre um

corpo sao integralmente fechados.
Proposigao 2.2. Um dominio de fatoragao tnica A ¢é integralmente fechado.

Demonstragao. Sejam a,b € A, com a/b no fecho inteiro de A. Sem perda de genera-
lidade, podemos assumir que a e b nao tem fatores em comum diferentes da unidade.
Seja " + riz" ! + - +r, = 0 uma equagao de dependéncia inteira de a/b sobre A.
Entao,

a"+rba" M 440" =0 = @ = —(rba" 4 - +1,0") € (b). Assim, a™ € (D).
Mas como A é dominio de fatoragao unica, b necessariamente é uma unidade, o que

implica que a/b € A. O

Em uma extensao inteira A C S todo ideal maximal em A pode ser visto como um

ideal da forma AN Q, sendo @ é um ideal maximal em S, como mostra o lema abaixo.

Lema 2.3. Se A C S é uma extensao inteira, entao () € Spec(S) é maximal em S se,
e somente se, N A é maximal em A. Se A C S é uma extensao inteira de dominios

inteiros, entao A é corpo, se e somente se S é corpo.

Demonstracao. Para demonstrar esse lema, vamos mostrar primeiro a segunda parte e

a primeira segue do fato que A/(Q N A) C S/Q é uma extensao inteira de dominios.
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=) Suponhamos que A é corpo e seja x um elemento nao nulo de S. Entao, existem
r; em A, tais que 2" +r 2" 1+ -+ r,_12+7r, = 0. Como A é dominio, podemos

supor entao que 7, € nao nulo. Portanto, dividindo a equacao por r,x obtemos:
ry Tt e, a2 T 2T =0,

Implicando que
—(rp "t o, 2 ) =L

Logo, x7! € S e portanto S é corpo.

<) Suponhamos agora que S é corpo. Seja x é um elemento nao nulo em A, entao

x~! € S e é inteiro sobre A. Portanto, existem r; € A, temos
e AT e, = 0,

Multiplicando ambos os lados dessa equacao por "~ !, temos que 2! € A, e

assim A é corpo, como queriamos demonstrar.

]

Lema 2.4 (Truque do determinante). Sejam A um anel, M um A-mdédulo finitamente
gerado, ¢ : M — M um homomorfismo de A-mddulos e I um ideal de A tal que
¢(M) C IM. Entao, existem r; em I, tais que

"+ "+ =0,

Demonstracao. Seja {my, ..., m,} um conjunto de geradores de M. Entao para cada
¢(m;) € IM, devemos ter ¢(m;) = Z;L:Z a;jm; para a;; € I, isto é,

n

> (816 — ag)m; = 0.

j=1
Onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker. Interpretando a igualdade acima como um produto de
matrizes e multiplicando ambos o lados da igualdade pela matriz adjunta de (6;;¢— a;;)
segue que o determinante det(d;j¢ — a;;) anula cada m,;, portanto é o endomorfismo
nulo. Como det(d;;¢ — a;;) é uma fungao da forma ¢" + r1¢" ' 4+ --- +r, = 0, com
r; € I', o lema segue de imediato.

m
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O préximo lema é uma generalizacao para a teria de anéis do fato de teoria de
corpos que afirma que uma extensao algébrica finitamente gerada sobre um corpo k é

um espago vetorial de dimensao finita sobre este corpo.

Lema 2.5. Seja A C S uma inclusao de anéis e sejam x1,...,x, € S. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. Para todo 1 < i < r, x; é inteiro sobre A;
2. Alxy,..., 2, é um A-submdédulo finitamente gerado de S;

3. Existe um A-médulo M C S nao nulo finitamente gerado tal que x;M C M para

cada 1 <i<netal que M é um Alxy,...,z,]-mdbdulo fielmente plano.

A demonstracao do lema anterior pode ser encontra em (, Lema 2.1.9, pag. 26).
Em geral investigar os elementos de A nao é uma tarefa simples. Neste sentido, o
corolario a seguir nos fornece um resultado estrutural para o fecho inteiro de um anel

reduzido no anel total de fragoes.

Corolario 2.6. Sejam A um anel Noetheriano reduzido e Py, ..., P, os primos minimais
de A. O fecho inteiro de A no seu anel total de fragdes é o produto direto A/P; X - - - X
A/P,, onde A/P; é o fecho inteiro de A/P; no seu corpo de fracoes k(F;).

Demonstracao. O anel total de fragoes K de A é o anel obtido através de A por inverter
os elementos de A que nao estao nos primos minimais de A. Assim, K é o produto

direto de k(FP;). Observemos que
ACA/Px A/Pyx---x A/P,

é¢ um modulo finitamente gerado fielmente plano contido em K, que é inteiro sobre A
pelo Lema .

Como A/P; x A/Pyx---x A/P, é inteiro sobre (A/P)x (A/Py) x- - -x (A/P,) temos
que A/Py x A/Py x --- x AJP, é inteiro sobre A. Portanto, A/P, x A/Pyx ---x A/P,
estd contido no fecho inteiro de A. Mas, notemos que A/Py x A/Py x --- x A/P, é
integralmente fechado, pois se (ki,...,k,) € K = k(P;) x ... x k(P,), entao a equagao
de dependéncia inteira de (ky, ..., k,) sobre (A/P) x (A/Py) x ... x (A/P,) é o produto
de equagoes de dependéncia inteira de cada k; sobre A/P;. Assim, paratodoi=1,...,r
k; € A/P;. Logo, A/P; x A/P, x ---x A/P, é integralmente fechado e disso concluimos
que A/P; x A/Py x ---x A/P, é o fecho inteiro de A. O

A seguir definiremos a nocao de normalidade de um anel reduzido. Um impor-

tante objetivo é apresentar caracterizacoes desta definicao via as condicoes de Serre.

21



2. Critério Jacobiano e Condicoes de Serre

Geometricamente, o conceito de normalidade se traduz em termos de regularidade, pre-
cisamente: variedades normais sao regulares em codimensao 1. Em particular, curvas

normais sao nao singulares.

Definigao 2.3. Um anel A Noetheriano é dito ser normal se ele é reduzido e é inte-

gralmente fechado no seu anel total de fragoes.

2.2 Critério Jacobiano

Nesta se¢ao, baseado em Vilarreal (17]), Swanson e Huneke (14) e Bruns (Z2)), intro-
duziremos o critério Jacobiano e exploraremos algumas das suas consequéncias. Como
o critério Jacobiano se resume a determinar a regularidade de um anel, iremos primeiro

trabalhar esse conceito de anel regular.

Definigao 2.4. Seja (A,91) um anel local Noetheriano. Diremos que A é um anel
reqular se 9N é gerado por um sistema de parametros; e assim tal sistema de parametros
serd denominado por sistema de parametros reqular.

Equivalentemente, a regularidade caracteriza-se por dizer que o anel local A é re-
gular se, e somente se, u(9) = dim(A). Quando A nao é local, diremos que A é anel

regular se Ap for anel regular, para todo ideal primo P em A.

Exemplo 2.1. Segue diretamente da definicao de anel regular, que um anel A de

dimensao zero é regular, se e somente se, A é um corpo.
Um fato importante que podemos observar é que anéis regulares sao dominios:
Proposicao 2.7. Se (A,9) é um anel local regular, entdao A é um dominio.

Demonstragao. Fagamos a demonstracao por inducao sobre n = dim(A) = p(M).
Se dim(A) = 0, entdo A é um corpo e portanto dominio. Suponhamos entao que
dim(A) > 0 e seja x € M\ M2 Como dim(A/(z)) < dim(A), pela hipétese de
indugao temos que A/(x) é dominio e, portanto, (x) é um ideal primo. Notemos que
(x) € Min(A) a menos que A seja dominio. Com efeito, seja entdao P C (z) um ideal
primo de A. Dado p € P, segue que p = xp;, para algum p; € A. Como x ¢ P e P
é primo, temos que p; € P. Assim p; = xp,, para algum p, € A e consequentemente
pa € P donde p = 2%p,. Proseguindo com esse raciocinio, obtemos que
PC N(x)"=0.
n>0

Logo, P = 0 e assim mostramos que todo z € 9\ M? gera um primo minimal de A.

Isto é,
MCMUPLLUP,U---UP,,
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onde P; sao os primos minimais de A parai € {1,...,r}. Pelo lema da esquiva, segue-
se que M C P, para algum ¢, logo dim(A) = 0; o que é uma contradigao. Assim,

(x) ¢ Min(A) e, portanto, A é um dominio. Como queriamos demonstrar. O

A condigao de regularidade é uma hipétese forte, adiante destacaremos mais algu-

mas propriedades sobre anéis regulares, dentre as quais a Cohen-Macaulicidade.
Corolario 2.8. Se (A,9) é um anel local regular, entdao A é Cohen-Macaulay.

Demonstracao. Seja x1,xs,...,x, um sistema minimal de geradores de 991. Mostrare-
mos que xi,...,x, ¢ uma A-sequéncia. Ora, como zi,...,T, ¢ um sistema minimal

de geradores de M, pela regularidade de A, tem-se que tal sistema é um sistema de

parametros regular e assim A/(zq,...,x;) é também regular para cada i. Portanto,
A/(xy,...,x;) ¢ um dominio pela Proposicao (2.7)), assim, segue que ;41 é regular em
A/(xy,...,x;). Portanto, A é um anel Cohen-Macaulay. O

Proposicao 2.9. Sejam (A, ) um anel local regular e I # A um ideal de A. Se A/I

¢ um anel local regular, entao I é uma intersecao completa.

Demonstragio. Seja {Z7, ..., Tz} um conjunto de geradores de M = M/I, sendo
T; =x;+ 1 e k = dim(A/I). Notemos que a imagem de z1,...,x; em ﬁ/ﬁz ¢ uma

base para ﬁ/ﬁ2 como um espaco vetorial sobre A/9. Portanto,

o4+ M2, o+ 2

sao linearmente independente em 91/9M?. Denotemos por n = dim(A) e M =
(z1,...,25). Como A é um anel regular entdo n = dimgy o (M/M?), portanto pela
igualdade 9t = 9 + I tem-se que M = M + J, com J = (v441,...,T,) ideal con-
tido em I. Pelo Corolario A é anel Cohen-Macaulay e portanto, x1,...,x, é¢ uma
sequéncia regular. Para finalizarmos a prova, mostraremos que I = J. De fato, no-
temos que A/J é um anel local de dimensao k e consequentemente, regular. Assim,
pela Proposicao [2.7 temos que R/J ¢ um dominio. Como dim(A/I) = k, temos que o
homomorfismo canonico

¢:R/J— R/I

¢ um isomorfismo, logo, I = J. Como queriamos demonstrar.

[]

A nocao de regularidade de um anel local pode ser interpretada geometricamente
como pontos nao singulares, em um ambiente particular, tem-se precisamente: dado
f € klzy,...,x,] um polindémio irredutivel sobre um corpo algebricamente fechado

k. Um ponto P da hipersuperficie X = V(f) é dito ndo singular se existe i tal

23



2. Critério Jacobiano e Condicoes de Serre

que g—gi(P) # 0. Assim, sendo A = k[xy,...,2,]/(f) e m o ideal maximal de A
correspondente ao ponto P, entdao, P é nao singular se, e somente, se A, é um anel
local regular.

Nesse contexto, essencialmente, o critério jacobiano nos fornerd condigoes para
garantirmos regularidade via informacoes da matriz jacobiana do ideal que define o

anel quociente em questao.

Defini¢ao 2.5. Sejam A = k[xy,...,z,] um anel de polindmios sobre um corpo k e

I =(f1,...,fr) um ideal. A matriz Jacobiana de I é a matriz
J = (0fi/0x;).

Se ht(I) = g, o ideal Jacobiano J = J s, de I é o ideal gerado pelos menores g X g
da matriz Jacobiana J = (0f;/0z;)

Exemplo 2.2. Sejam k um corpo, A = k[z,y] e I = (xy,y — 2?). A matriz Jacobiana
de I é dada por

7|
—2z 1

Como ht(]) = 2, entao o ideal Jacobiano de I é o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da

matriz 7, isto é, J = (y + 2z?).

Teorema 2.10. (Critério Jacobiano) Sejam k um corpo e A uma k-algebra fini-
tamente gerada equidimensional, isto €, o anel quociente de A por qualquer primo
minimal de A tem mesma dimensao. Sejam J o ideal Jacobiano Jas, e P um ideal
primo de A. Se J nao estd contido em P, entdo Ap € um anel reqular.
Reciprocamente, se Ap é um anel reqular e k(P) € separdvel sobre k, entao J nao

estd contido em P.

Demonstragao. Sejam S = k[xq,...,x,] e (fi,..., fm) um ideal de S tal que A =
S/(fi,---, fm)- Como A é equidimensional e S = k[x1,...,z,], todos os primos mini-
mais sobre (f1,..., f,) tem a mesma altura. Denotaremos por h a altura desses primos
minimais. Seja agora () a pré-imagem de P em S.

Suponhamos que J nao estda contido. Entao, a menos de reindexacao podemos
supor que os menores da submatriz da matriz Jacobiana consistindo das primeiras h
colunas por h linhas nao estao contidos em Q).

Afirmamos que fi,..., fn sao elementos de () cujas imagens sao linearmente in-

dependente no espago vetorial QS/Q*Sg. De fato, sejam 71,...,7, € S tais que
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ZLI rifi = 0. Dai, Z?Zl rifi € Q*Sg. Logo, existe s € S\Q satisfazendo

h
SZrifl- € QQ.

i=1

Derivando essa tltima expressao em relagao a x;, obtemos

HM?

37“Z —|— Z STZ Q, (2.1)

para todo j = 1,...,n. Portanto, em Ap, temos que Zl 1738]2 ePVi=1...,n.

De maneira mais exphmta7 obtemos
8f1 + -+ Thg_iﬁ epP
r 2 of,
8fl +- +Th3fh cP

Desta forma, passando ao ambiente Ap/Pp, obtemos uma relagao de dependéncia linear

sobre as colunas h x h da submatriz. Pela hipotese sobre P, temos que essa relacao s

pode ser a trivial e portanto r; € P para todo j =1,...,h e isso prova a afirmacao.
Como Sg ¢ um anel local regular, pela afirmagao acima, temos que fi,..., fi ¢
parte de um sistema de parametros regular em Sg. Segue que (fi,..., fn)S¢ ¢ um

ideal primo tal que ht((fi, ..., fx)Sg) = h. Como A é equidimensional, segue que

ht((fl?afm)SQ) = ht((fla?fh)SQ> = (fl?afm)SQ = (fla"'afh)SQ

Logo, Ap = (S/(f1,---, fn))g ¢ um anel regular.

Reciprocamente, suponhamos que k(P) é separavel sobre k e Ap é regular. Pelo
Critério de MacLane (A.2)), podemos escolher z; € x(P) tais que k C k(z1,...,2;)
¢ uma extensao transcedente e k(z1,...,2;) C k(P) é extensao algébrica separavel.
Pelo teorema do Elemento Primitivo (A.3), existe p(Y) € k[z1,...,z][Y], elemento

separavel em Y satisfazendo

R(P) = k(z1, ..., 2)[Y]/ (p(Y)),

Desta forma, Ji,(p)/; ¢ 0 ideal gerado por &C 22 % Como 22

) Bt DY 5y ¢ nao nulo, podemos

garantir que Jy(py/ ¢ nao nulo.
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Por hipétese, Ap é regular, assim podemos escolher fi,..., f, € S tal que o ideal
I =(f1,..., fn) tem altura h, fi,..., f é uma parte de sistema de parametros regular
em Sg e Ap = (k[z1,...,2,]/1)g. Como k(P) = k(Q) é um quociente regular de Ap,

entao existem ¢i,...,gs € S tais que

ht(fb .- '7fh7.gl7 s 7gs> = h+ § = dlm(SQ) = ht(Q)a

e tal que depois de localizarmos em @, S/(f1,..., fn, g1,---,9s) € igual & k(Q). Calcu-

lando o ideal Jacobiano de x(P) sobre k, obtemos que

dfi
833]-

k(P) C I, ( ) K(P) = Jak(P).

Como J,(p)/x € nao nulo segue-se que J4/, nao esta contido em P. Como queriamos
demonstrar.

]

Lema 2.11. Sejam A um anel I um ideal. Se I é unmized e P é um ideal primo tal
que I C P, entdo Ip ¢ unmixed e ht(I) = ht(Ip).

Demonstracao. Seja I = Q1N---NQ, uma decomposicao primaria do ideal I. Suponha
que v/Q; C Pparai=1,... s. Assim,

IP - m QiP-
i=1
Desta forma, os primos associados de Ip sao /@Q);p, com ¢ < s. Além disso, note que
ht(v/Qip) = ht(+/Q;) = ht(I) para i < s. 0

Desta forma, como o ideal Jacobiano .J de I é o ideal gerado pelos menores g x g
da matriz Jacobiana J = (0f;/0x;), sendo ht(I) = g, podemos reescrever o Critério

Jacobiano do seguinte modo:

Teorema 2.12. Seja B = A/I um anel quociente, onde A = k[xq,...,x,] € um anel
de polinomios sobre um corpo k, e seja I = (f1,...,f,) C A um ideal unmized. Se

P C A ¢ um ideal primo contendo I ¢ P = P/I, temos:
1. Se posto(0f;/0x;)(P) = ht(Ip), entdo Bp é anel reqular.
2. Se k € um corpo perfeito e Bp € reqular, entao
posto(0fi/0x;)(P) = ht(Ip).
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onde (0f;/0x;)(P) denota a matriz Jacobiana de I mddulo P.

Proposicao 2.13. Sejam A um anel de polindmios sobre um corpo k e I um ideal
unmixed de altura g. Se J é o ideal Jacobiano de [ e ht(/,J) > g+ 2, entdo (A/I)p ¢é
regular para todo primo P de A/I tal que ht(P) < 1.

Demonstragio. Seja P = P/I, onde P é um ideal primo de A que contém I. Se (A/I)p
nao é regular, pelo critério Jacobiano {D devemos ter (J + I)/I C P implicando
que (J,I) C P. Sendo A um anel Cohen-Macaulay e I é unmixed por hipétese. Assim

devemos ter

ht(P) = 0,

g+1, se ht(P)=1.
Desta forma, (J + I)/I C P entdo ht(I,J) < ht(P) < g+ 1, o que é uma contradicao.
Logo, (A/I)p é regular para todo primo P tal que ht(P) < 1, como querfamos demons-

trar. O

Uma primeira consequéncia pratica do Critério do Jacobiano ¢é o seguinte teste para

detectar ideais radicais ([16]):

Sejam k um corpo e I = (f1,..., f,) € A= k[xy,...,x,] um ideal de altura g. Seja

J o ideal Jacobiano de I gerado pelos menores g X g da matriz Jacobiana J = (%)
J
Teorema 2.14. (Vasconcelos) Se k € um corpo perfeito e I € um ideal unmized, entdo

I € um ideal radical se, e somente se, existe um elemento f € J\I tal que (I : f)=1.

Demonstra¢ao. =-) Suponhamos, por contradigdo, que I C (I : f), V f € J\I.
Entao, para cada f € J\ I, existe z € (I : f) com x ¢ I, mas isso significa que
vf € I = fr =0. Como x ¢ I tem-se que f € Z(A/I), isto é, J C Z(A/I).
Sejam Py, ..., P, os primos associados de A/I. Entao, J C P; para algum j =
L,...,n, jd que Z(A/I) = U}_ P;. Assim,

(J+D)/ICF/I=PF

e portando pelo Critério do Jacobiano (A/I) p, nao ¢é regular. Mas, por hipdtese
¢ radical, assim Ip, = Pjp . Dal, (A/I)p, = Apj/Pij é corpo e portanto regular,

o que é uma contradi¢do. Portanto, existe f € J\I tal que (I : f) = 1I.

<) Suponhamos agora que existe f € J\I tal que (I : f) =1 e seja

I=Q:iNQ2N---NQ,
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a decomposicao primaria irredundante de I, onde P; = 1/(); s@o 0s primos asso-

ciados de I para todo 7 =1,...,r. Localizando I em P; tem-se que

Ip, = (Qu)r, N (Q2)p, N ... N(Qr)p, = Qip,-

Afirmamos que (A/I)p sendo P, = P;/I é regular. De fato, suponhamos o
contrério, entdo pelo Critério Jacobiano terfamos que (J + I)/I C P, = P,/I,
consequentemente, f € P;. Mas, por hipotese f é regular médulo [ e P; um primo
associado de A/I implicando que P; = (0 : @), com a ¢ I. Assim f € (0 : a)
implicando que fa € I, usando que (I : f) = I tem-se que a € I, o que é um
absurdo. Portanto, (4/1)p € um anel local regular e consequentemente, tambem
¢ um dominio pela Proposicao , implicando assim que Ip, = Q;p ¢ ideal
primo. Para concluir basta notarmos que (); também é primo e portanto ); = P;.
Ora, se ab € @Q); entdo ab/1 € Q;p, = a/1 € Q;p, ou b/1 € Q;p. Suponhamos
entao que a/1 € Q;p, logo, a/1 =r/t onde r € Q; e t ¢ F;. Entao por definicao
existe s ¢ ; tal que s(at —r) = 0 dai, sat = sr € Q;, logo, sat € Q;. Como
st ¢ P, =+/Q; e Q; é ideal primdrio temos que a € Q;. Logo, @; é ideal primo e
portanto [ é ideal radical. Como queriamos demonstrar.

[]

Visando apresentar um método para computagao das poténcias simbélicas de ideais
primos, a seguir exploraremos um lema que nos garante o calculo da n-ésima poténcia

simbdlica de um ideal primo P através de saturacao de um elemento fora de P.

Lema 2.15. Sejam A um anel e P um ideal primo. Se f € A\P e P]S”) = P} para
algum n > 1, entao
P = (P f>)

Demonstragao. <) Se x € (P™: f*), entdo para algum r > 1 temos que zf" € P™.
Logo, x € P™.

=) Se z € P™ entdo pela Proposicio sz € P™ para algum s ¢ P. Como
s/1 ¢ Pre(s/1)(z/1) € P}, temos que z/1 pertence a n-ésima poténcia simbdlica
de P;. Por hipdtese,
/1€ PV =P},

implicando que existem y € P" e r > 0 tais que

l=y/f = "z —y) =0,
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para algum m > 0. Segue dai que zf"™t™ = yf™ € P" e consequentemente
z € (P": f*). Logo, P™ = (P™: ), como querfamos demonstrar.

[]

Como aplicacao do Critério Jacobiano, a seguinte proposicao, devido a Wolmer
Vasconcelos, permite-nos calcular poténcias simbdlicas de ideais primos via o processo

de saturacao de um elemento.

Proposigao 2.16. Sejam A um anel de polindmios sobre um corpo k e Q um ideal
primo de A. Se f é um elemento do ideal Jacobiano J de () que nao pertence a @,

entao

Q™ = (Q": f*) paran > 1,
e tal elemento f existe se k é um corpo perfeito.

Demonstracao. Inicialmente, se k é perfeito, entao, pelo Teorema , garantimos a
existéncia do elemento f € J\ @, visto que @ é ideal primo, em particular, ) é radical.

Posteriormente, supondo a existéncia do elemento f, para mostrarmos a proposicao,
basta demonstrarmos pelo Lema que a n-ésima poténcia simbdlica de () coincide
com n-ésima poténcia ordindria de (). Ora, como a localizacao Ay é Cohen-Macaulay,
pela Proposicao , ¢ suficiente entao provamos que Qs é localmente uma intersecao
completa. Para isso seja P um ideal primo talque Q C P e f ¢ P. Tomando P= P/Q

temos que,

(Ap/Qp)p, = (Af)p, /(Qp)p, = Ap/Qp = (A/Q)p = (A/Q) 5.

Como J/Q < P, pelo Critério Jacobiano concluimos que Ap /Qp é regular e consequen-
temente (Qy)p, ¢ uma intersecdo completa, pela Proposicao (2.9). Como queriamos

demonstrar.

]

Exemplo 2.3. Sejam A = Q[z,y, 2] e

2

I = (2% —yz,y* — 2z, 2% — 2%y).

O ideal I ¢ ideal primo pois ele é o niicleo do homomorfismo dado por:
¢ : Qz,y, 2] — Q[t], onde ¢(h(z,y, z)) = h(t3,t1,17).
Usando programa de computagao algébrica Macaulay ([6]) e a Proposigao obtemos
10— (125 ) = (12, A),
onde f =2y> + 22 e A = —2° + 32%yz — xy® — 23
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2.3 Condicoes de Serre

Nesta segao introduziremos as condigoes de Serre (Ry) e (Sk) baseadas em Swanson e
Huneke (14]). Exploraremos como tais condigoes caracterizam certos anéis com respeito

a normalidade.

Definicao 2.6. Sejam A um anel Noetheriano e k um inteiro nao negativo.

Dizemos que o anel A satisfaz a condi¢ao de Serre (Ry) se para todo ideal primo P
de A de altura no maximo k, temos Ap é um anel local regular.

Dizemos que o anel A satisfaz a condi¢do de Serre (Sy) se para todo ideal primo P

em A, a profundidade de Ap é maior ou igual que min{k, ht(P)}.

Em outras palavras, um anel A satisfaz a condi¢ao de Serre (Ry) se, e somente se,
para todo P € Spec(A) com ht(P) < k temos u(Pp) = ht(P), e A satisfaz a condigao
de Serre (Sk) se para todo P € Spec(A) temos que Pp contém um sequéncia regular

de comprimento maior ou igual a min{k, ht(P)}.

Exemplo 2.4. Notemos que todo anel Noetheriano A de dimensao 0 satisfaz a condigao
de Serre Sy, V k € Z,. De fato, seja P € Spec(A), como dim(A) = 0 segue que
ht(P) = 0 e portanto min{k, ht(P)} = 0. Como prof(Ap) > 0 tem-se que A satisfaz a
condigao de Serre (Sy), V k € Z,.

Exemplo 2.5. Todo anel A Cohen-Macaulay satisfaz (Sy),V k € Z,. De fato, A
é Cohen-Macaulay se, e somente se, para todo P € Spec(A) temos Pp contém uma

Ap-sequéncia regular de comprimento ht(P).

Observagao: Em particular notemos que, se A satisfaz a condi¢ao de Serre (5)
entao, A nao possui primos imersos, isto é, todo primo associdado de A é minimal.
Com efeito, seja P € Ass(A), assim Pp € Ass(Ap) = prof(Ap) = 0. Como A satisfaz
(S1) temos que 0 = prof(Ap) > min{1, ht(P)}. Logo, ht(P) = 0 e portanto P é primo
minimal de A.

Os préximos dois teoremas sao de fato os resultados mais importantes desta secao,
visto que iremos relacionar as condigdes de Serre (Rp), (S1), respectivamente (R;), (S2),

com o fato de um anel A ser reduzido, respectivamente normal.

Teorema 2.17. Um anel Noetheriano A € reduzido se, e somente se, A satisfaz as

condicoes de Serre (Roy) e (S7).

Demonstra¢ao. =) Suponhamos que A é reduzido. Inicialmente notemos que A sa-
tisfaz a condi¢do (Ry). Com efeito, seja P € Spec(A) tal que ht(P) = 0, im-

plicando que dim(Ap) = 0. E suficiente mostrarmos que u(Pp) = 0. Como
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0=N(A)p = N(Ap) temos que N (Ap) = 0, mas por outro lado,

0=N(Ap) = [ Qp = Pp.

QcP

Logo, u(Pp) = 0, e portanto Ap é regular.

Mostraremos agora que A satisfaz (S), isto é, prof(Ap) > min{l, ht(P)}. Se
ht(P) = 0, o resultado segue. Suponhamos entdao que ht(P) = 1. Notemos que

se A é reduzido, entao Ass(A) consiste apenas de primos minimais de A.

Dessa forma
Zap)= |J @r= | @rcPr
QpeAss(Ap) QpeMin(Ap)
A ltima inclusdo é prépria pelo Lema da Esquiva e o fato que ht(P) = 1. Logo
existe x € Pp\Z(Ap). Além disso, xAp # Ap pois Pp C Ap. Logo, x é regular

e isso implica que prof(Ap) > 1. Portanto, o anel A satisfaz (5).

Suponhamos agora que A satisfaz as condigoes de Serre (Rp) e (S1). Pela Ob-

servacao ([2.3) A nao tem primos imersos.

Queremos mostrar que A é reduzido, entao consideremos a decomposicao primaria

do ideal nulo

0=@Q:1NE2N---NQr

Com /Q; = Py e P, € Min(A), paratodoi=1,...,r.

Pela condicao (Ry) temos que Ap, é regular, e portanto dominio pela Proposicao
. Mas como F; é minimal, segue que Ap, tem um tunico primo, a saber Pp, = 0.
Para concluir mostraremos que ); = P; para todo i = 1,...,r. De fato, dado
r € P; temos que T € P;p, = 0 implicando em { = % Dafi existe s € A\ P; talque
st =0 € @Q;. Como Q; é primdrio e s ¢ P, = /Q; temos que z € Q;. Logo,
(Q; = P; e isso implica que A é reduzido, como queriamos demonstrar.

m

Antes de comegarmos explorando as condigoes de Serre (R;) e (S3), vejamos o

seguinte lema que nos garante que em um anel integralmente fechado, qualquer ideal

gerado por um elemento regular nao possui primos imersos.

Lema 2.18. Seja A um anel Noetheriano integralmente fechado no seu anel total de

fragoes. Entao, o conjunto dos primos associados de um ideal gerado por um nao divisor

de zero x consiste exatamente dos ideais primos minimais sobre (z). Além disso, todos

os primos associados sao localmente principais.
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Demonstragao. De fato, todos os ideais primos minimais sobre (x) sdo associados a
(x). Seja entao P um ideal primo associado a (x). Pelo lema da esquiva existe um nao
divisor de y em A tal que P = ((z) :4 y). Podemos localizar em P e assumir sem perda
de generalidade que A ¢ um anel local com ideal maximal P. Por definigao, 2P C A.
Se £P C P, entao pelo Lema 1} ?e A=A, isto é,

ye(x)eP=((v):ay)=A4,

que é uma contradicao pois P é proprio. Entao, necessariamente devemos ter que

4P = A. Portanto, existe z € P tal que £z = 1. Logo,

P=((z):ay)=(y2):ay) = (2),

assim P é um ideal primo principal de altura 1. Desta maneira, P é minimal sobre ().
Como queriamos demonstrar.

]

Assim como o fato de um anel ser reduzido estd fortemente conectado ao fato deste
anel satisfazer as condigoes de Serre (Ry) e (S1), é de se esperar que também possamos
traduzir a normalidade em condigoes de Serre particulares. O teorema abaixo nos

fornece um critério para normalidade.

Teorema 2.19. Um anel A Noetheriano é normal se, e somente se, A satisfaz as

condicoes de Serre (Ry) e (S2).

Demonstra¢ao. =) Suponhamos que A é normal. Como todo anel normal é local-
mente um dominio, temos entao que A é reduzido. Logo, pelo Teorema , A
satisfaz as condigoes de Serre (Ry) e (S1). Seja P € Spec(A) tal que ht(P) = 1,
mostraremos que Ap ¢ um anel regular. Como dim(Ap) = 1 e Ap é dominio
integralmente fechado temos que 0 C Pp e existe x € Pp tal que x # 0, portanto

x é regular. Notemos que \/x = Pp. Dessa forma, Pp é um primo associado a

() e pelo Lema (2.18) Pp é principal. Logo,

isto é, Ap é regular. Portanto, A satisfaz a condigao de Serre (R;).

Mostraremos agora que A satisfaz (S3). Como o anel A satisfaz (5;), basta consi-
derarmos P € Spec(A) tal que ht(P) > 2. Como Ap é um dominio integralmente
fechado de dimensao maior do que ou igual a dois, existe a seguinte cadeia de
ideais primos 0 C Qp € Pp. Tomando = € @)p nao nulo, pelo Lema segue
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Pp nao é primo associado a (z), caso contrario Pp seria primo minimal o que
contraria o fato de dim(Ap) > 2. Assim existe y € Pp nao divisor de zero em
Ap/xAp. Portanto, z,y é uma sequéncia regular em Ap. Logo, A satisfaz a

condigao de Serre (53).

Suponhamos que A satisfaca as condigoes de Serre (R1) e (S2). Vamos mostrar
que A é normal. Notemos que como A satisfaz as condiges de Serre (R;) e (Ss),
entdo A satisfaz as condigoes de Serre (Ry) e (S1). Logo, pelo Teorema (2.17),
A é reduzido e portanto Ap é reduzido, para todo P € Spec(A). Inicialmente
mostraremos que Ap é integralmente fechado no seu anel total de fragoes. Sejam
x,y € Ap elementos nao nulos tais que y nao esta em nenhum ideal primo minimal
de Ap e % é inteiro sobre Ap. Se @) € Min(Ap/yAp), pelo Teorema do Ideal
Principal segue que ht(Q) < 1, mas como y é regular, temos que ht(Q) = 1.

Seja o ideal I := (yAp :4, =) em Ap. Suponha, por absurdo, que I é um ideal
préprio. Neste caso, seja J € Ass(Ap/I), entdo J = (I : z) para algum z € Ap\I.

Como I = (yAp :gr, ), temos que
J=((yAp :a, x) : 2) = (YAp 14, ©2),

mas J é ideal préprio, assim temos que zz # 0. Logo, J € Ass(Ap/yAp) e isto
implica que Ass(Ap/I) C Ass(Ap/yAp).

Além disso, temos Min(Ap/yAp) = Ass(Ap/yAp), pois se @ é tal que

Q S ASS(AP/yAP>\M1H(AP/yAP)

entdo pela condicdo de Serre (S;), ht(Q) > 2. Mas Q é da forma Q = Qp, onde
Q € Spec(A), com Q C P. Além disso, prof(As/yAg) =0, j& que

Ass(Ap/yAp)q = {P'Aq; P' € Ass(Ap/yAp), P' C Q}.

Em particular QQ € Ass(Ag/yRp) e isso implica que prof(As5/yAgs) = 0. Como

y € regular em Ap temos que

prof(Ap/yAp) = prof(Ap) — 1.
Além do mais, se y é regular em Ap, entao y ¢é regular em Aps. Assim

prof(A5/yAg) = prof(45) — 1
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Usando a condigao de Serre (S5),

0 = prof(Ag/yAg) > min{1, ht(Q) — 1 > 1}

O que é um absurdo. Logo, Min(Ap/yAp) = Ass(Ap/yAp). Em particular, segue
que todo primo associado de I tem altura 1. Dessa forma, se @ € Ass(Ap/I),
entdao ht(Q) = 1. Como A satisfaz a condicao de Serre (R;), Ag ¢ regular e
portanto normal. Por outro lado, sendo % inteiro sobre Ap, entao % é inteiro
sobre Ag e dal ¥ € Agq, pois Ag € integralmente fechado. Isso nos diz que

% =r € Ag, isto é, x é multiplo de y. Logo,
x
o= (yAp 1aq ¥)o = (yAp: 7) = Ag

Disto segue que Ig contém a unidade em Ag, Io € Qg = I € Q. O que é um

absurdo. Logo, I = Ap e x = ry para algum r € Ap. Assim,

EzﬁzreAP
Yy Y

e Ap é integralmente fechado. Para terminar, notemos que Ap é dominio.

Para isso, pelo Corolario 2.6

Ap=Ap=Ap/PAp x --- x Ap/P,Ap

onde Min(Ap) = {PAp, ..., P;Ap}. Como cada Ap/P;Ap é dominio, segue que
Ap/P;Ap é dominio. Mas Ap é anel local, assim Ap = A_p/PjAp, para algum
j€{l,...,s}. Logo Ap é dominio e portanto, A é normal. Como queriamos

demonstrar.

O
[lustraremos no exemplo a seguir como podemos aplicar as condigoes de Serre.

Exemplo 2.6. Sejam A = k[xy,...,x7] e [ = (x107 — Xoxg, T3x5 — T47), onde k é um
corpo. Mostraremos que A/ é um anel normal e para isso utilizaremos as condigoes
de Serre (R;) e (S2).

Calculando a matriz Jacobiana de I, temos:

7 —Tg 0 0 0 —XT9 1

0 0 Ty —X7 XT3 0 —XT4
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2. Critério Jacobiano e Condicoes de Serre

Note que I é um ideal de altura 2 e consequentemente I é uma interse¢ao completa.
Com o auxilio do programa de computagao algébrica Macaulay ([6]) obtivemos que a
altura de ht(I, J) =4 = ht(/) + 2. Logo, pela Proposicao (2.13)), tem-se (A/I)p é anel
regular para todo primo P de A/I com ht(P) < 1, isto é, A/I satisfaz (R;).

Como [ é uma intersegdo completa, temos que A/l é um anel Cohen-Macaulay e

portanto, A/I satisfaz a condi¢ao de Serre (Sz).
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Capitulo 3
Aplicacoes

Baseado em Swanson e Huneke e Aron , esse capitulo tem como objetivo
explorar algumas aplicagoes envolvendo as Condigoes de Serre e o Critério Jacobiano
introduzidos no capitulo anterior.

Uma primeira questao a ser investigada é a seguinte: sob quais condigoes um ho-
momorfismo de anéis Noetherianos locais preserva as Condigoes de Serre? Adiante,
observaremos que é suficiente impor que o homomorfismo seja plano para garantirmos

que as Condicoes de Serre sejam preservadas.

3.1 Mobdulos planos

Definigao 3.1. Sejam A um anel e M um A-médulo. Diremos que M é plano sobre

A se para todo sequéncia exata de A-mddulos,

v —> N — N— N"— ...
a sequéncia

o —3> N M —NIYM—N"Quu M — ---
¢ exata.
Para simplificar, toda sequéncia de A-moddulos

coio—3 N — N — N"— ...

serd denotada por S.

Definicao 3.2. Sejam A um anel e M um A-modulo. Diremos que M é fielmente
plano se para todo sequéncia de A-mddulos S, S é exata se, e somente se, S ®4 M é

exata.
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Segue da definicao que se M é fielmente plano, entao M é plano.

Pelo fato que toda sequéncia exata S pode ser reduzida a uma sequéncia exata
curta da forma 0 — N’ — N — N” — 0, a definicao de planitude se resume
a considerar apenas as sequéncias exatas curtas. Além disso, no ponto de vista do
produto tensorial, podemos ser mais precisos ainda em restringir nossa atencao as
sequéncias exatas da forma 0 — N’ — N, isto é, apenas verificar a exatidao da

sequéncia 0 — N' @4 M — N @4 M.

Definigao 3.3. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis e B é um A-mdédulo

plano, diremos que ¢ é um homomorfismo plano, ou que B é uma A-dlgebra plana.

Quando ¢ : A — B é um homomorfismo plano, todo ideal primo de A é contraido
de um ideal primo de B, isto é, ¢ satisfaz a condicao Lying-Over. Como mostra a

proposigao a seguir.

Proposicao 3.1. Se ¢ : A — B é um homomorfismo fielmente plano, entao todo

ideal P € Spec(A) é contragao de um ideal primo @) de B que é minimal sobre PB.

Demonstragao. Seja P € Spec(A). Como ¢ é fielmente plano temos que PB # B,
logo, existem ideais primos em B que contém PB. Seja r ¢ P. Como A/P é dominio,
a multplicagao por r em A/P é uma funcao injetiva. Por hipdtese, B é uma A-dlgebra
plana, portanto a multiplicacdo por 7 em B/PB é também injetiva. Assim, r é um
nao divisor de zero em B/PB, e portanto r ndo pode pertencer a nenhum ideal primo
minimal sobre PB. Isso mostra que P é uma contracao de qualquer primo de B que

seja minimal sobre PB. Como queriamos demonstrar. [
Além disso, quando ¢ : A — B é plano, entao ¢ satisfaz a condi¢cao Going-Down.

Proposigao 3.2. Sejam ¢ : A — B um homomorfismo plano e P, C P, ideais primos
em A tais que P, é contragdo de Q5 ideal primo em B, entao existe )1 C @9 ideal

primo em B tal que Q1 N A = P;.

Demonstracao. Via o processo de localizacao, podemos supor que A é um anel local
com maximal P, e que B é um anel local com maximal ()5. Desta forma, ¢ também é
um homomorfismo fielmente plano e consequentemente o resultado segue da proposigao

anterior.
OJ

Teorema 3.3. Se (A,9M) — (B,M) é um homomorfismo de anéis Noetherianos

locais. Entdao temos a desigualdade

dim(B) < dim(A) + dim(B/MB). (3.1)
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E a igualdade em[3.1] ocorre se ¢ € plano.

Demonstra¢ao. Denotemos por k = dim(A) e j = dim(B/9MB). Entao existem
T1,...,x, € Meyr,...,y; € B tais que (z1,...,25) é minimal sobre M e a ima-

gem de y1,...,y; forma uma sistema de parametros em B/9tB. Além do mais,
M* C (21,...,21) e W CMB+ (yu,---,Y;)

para algum s, t inteiros positivos. Segue-se que

N C (MB + (1, - -+, y5))°
- (.Th...,l’k,ylw'wyj)B

Pelo Teorema do Ideal Principal (A.4), segue que dim(B) < k + j.

Suponhamos agora que ¢ é plano. Mostraremos que a desigualdade contraria ocorre.
Seja Q um primo de B, minimal sobre 9B tal que dim(B/Q) = dim(B/MB). Por-
tanto,

dim(B) > dim(B/Q) + t(Q) = dim(B/MB) + ht(Q).

Notemos que ) contrai 9t em A. Portanto, pela propriedade de Going-Down, temos
que ht(Q) > dim(A). E a igualdade em [3.1| é satisfeita. O

O lema adiante nos garante, em particular, que homomorfismos locais planos pre-
servam regularidade o que nos indica que esta é a condicao suficiente para preservar as

Condigoes de Serre.

Lema 3.4. Seja ¢ : (A, M) — (B,91) um homomorfismo local plano de anéis No-

etherianos locais, entao:

1. Se B ¢ regular (respectivamente Cohen-Macaulay), entdo A é regular (respecti-

vamente Cohen-Macaulay);

2. Se A e B/MB sao anéis regulares (respectivamente Cohen-Macaulay), entao B

também é regular (respectivamente Cohen-Macaulay).
A demonstragao desse lema pode ser encontrada em ({2, Proposigao 2.2.12, pdg. 68).

Teorema 3.5. Seja ¢ : (A,9M) — (B,MN) um homomorfismo local plano de anéis

Noetherianos locais, e seja k um inteiro nao negativo.

1. Se B satisfaz a condi¢ao de Serre (Ry), respectivamente (Sy), entao A também

satisfaz as mesmas condicoes;
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2. Se A e k(P) ®4 B satisfazem as condi¢oes de Serre (Ry), respectivamente (Sy),

para todo P ideal primo de A, entao B também satisfaz as mesmas condicoes.

Demonstracao. 1. Mostraremos que A satisfaz as condigoes (Ry), respectivamente
(Sk). Sejam P um primo de A tal que ht(P) < k e Q um primo de B minimal
sobre PB. Como o homomorfismo é plano, pela Proposicao [3.2] tem-se que ¢

satisfaz a condicao Going-down e consequentemente,

1t(Q) = ht(P) < k.

Por hipétese, B satisfaz as condigoes de Serre (Ry), respectivamente (Si). No-
temos que nesse caso, Bg ¢ um anel Cohen-Macaulay, e desde que Ap — Bg ¢
fielmente plano, temos pelo Lema que Ap é anel Cohen-Macaulay. Portanto,
A satisfaz (Ry) e (Sk), para todo inteiro positivo k.

2. Agora mostraremos que B satisfaz as condigoes (Ry), respectivamente (Si). Se-
jam @ um ideal primo de B tal que ht(Q) < ke P = @ N A ideal primo de A.
Como PS C @, pela planitude de ¢ segue da Proposigao (3.2) que

ht(P) < ht(Q) < k.

Por hipétese, sabemos que A e k(P) ®4 B satisfazem as condigoes (Ay), res-
pectivamente (Sk). Usando o mesmo argumento no item 1, isto é, realizando o
processo de localizacao, e utilizando o Lema , podemos concluir que B satis-
faz as condicoes de Serre Ry, respectivamente (S}), para todo k inteiro positivo.
Como queriamos demonstar.

]

Em particular, pelo Teorema (2.19)), quando estamos tratando de um homomorfismo
plano ¢ : A — B entre anéis locais. Sabendo que B é normal, podemos garantir que

A possui essa mesma propriedade. Como mostra o seguinte corolario:

Corolario 3.6. Seja ¢ : (A, M) — (B,M7M) um homomorfismo plano local de anéis
Noetherianos locais. Entao, B é normal se, e somente se, A e k(P) ®4 B sdo normais
para todo P € Spec(A).

Demonstra¢ao. =) De fato, se B é normal, entao pelo Teorema (2.19)), ele satisfaz as
condigoes de Serre (R;) e (S2). Aplicando o Teorema[3.5]temos que A e k(P)®4 B

satisfazem as condigbes de (R;) e (S3). Portanto, A e k(P) ®4 B sdo normais.

<) Se A e k(P)®4 B sao normais, aplicando novamente o Teorema (3.5)), segue que

B é normal, mais uma vez pelo Teorema ([2.19). Como queriamos demonstrar.
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]

Definigao 3.4. Seja A um anel. O local singular de A é o conjunto de todos os ideais

primos de A tais que Ap nao é regular. Denotaremos por Sing(A) o local singular de

A.

O teorema a seguir mostra como podemos relacionar as condigoes de Serre (Ry) e

(Sk) apenas tendo informacao sobre a profundidade do ideal J em questao.

Teorema 3.7 (Matsumoto, [7]). Sejam A um anel Noetheriano e J um ideal de A tal

que V(J) = Sing(A). Entdo para todo k nao negativo, prof(J, A) > k se, e somente se,
A satisfaz (Rk—1) e (Sk)-

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que prof(J; A) > k. Mostraremos que A satisfaz as

condigoes (Ri_1) e (Sk). Seja P € Spec(A) tal que ht(P) < k — 1. Afirmamos

que J nao esta contido em P. De fato, se P contém J, entao
ht(J) <ht(P)<k-—1

e isso implicaria que prof(J, A) < k — 1, o que é uma contradigdo. Assim J nao
estd contido em P, isto é, P ¢ V(J) = Sing(A). Logo, Ap é regular, e portanto

A satisfaz a condigao (Rjg_1).

Agora mostraremos que prof(Ap) > k ou prof(Ap) > ht(P) e para isso observa-
remos os casos J C P e J ¢ P, para todo P € Spec(A). Se J esta contido em P
entao prof(Ap) > k. Se J nao esta contido em P entdo P ¢ Sing(A) e portanto
Ap regular, logo,

prof(Ap) = ht(P).

Portanto, A satisfaz a condicao (S).

Suponhamos que A satisfaz a condigdes de (Rg—1) e (Sk). Afirmamos que ht(J) >
k. De fato, se tivéssemos ht(.JJ) < k, entdo por defini¢ao de altura, existiria um
primo P que contém J tal que ht(P) < k—1. Como A satisfaz a condigao (Rx_1),
entdo Ap é regular, mas isso é um absurdo ja que P € V(J). Logo,

ht(J) > k,
e como A satisfaz a condigao (Sy), segue-se que prof(J, A) > k. Como queriamos

demonstrar.

]

Como consequéncia desse teorema, temos o seguinte corolario:
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Corolario 3.8. Sejam A um anel Noetheriano, K seu anel total de fragoes, e J ideal
de A tal que V(J) = Sing(A). Entao, A é reduzido se, e somente se, prof(J, A) > 1;

Demonstracao. Sabemos que A é reduzido se, e somente se, A satisfaz as condigoes
(Ro) e (S1). Aplicando o Teorema ({3.7)), o resultado segue imediatamente.
m

Em um contexto particular, se k& é um corpo perfeito e A é a localizacao de uma
k-algebra finitamente gerada equidimensional, neste caso, o ideal jacobiano desta ex-
tensdo é o ideal J tal que V(J) = Sing(A). Dessa forma, revisitando o Teorema ({3.7)),
podemos relacionar a nogao de ideal Jacobiano com as Condigoes de Serre da seguinte

forma:

A satisfaz as condigbes de Serre (Ry—_1) e (Sk) < prof(J, A) > k.

3.2 Poténcias Infinitesimais

Sejam A = k[zq,...,x,] anel de polindmios sobre um corpo k e I um ideal radical
de A. Pela Proposigao (1.17)), vimos que podemos definir a r-ésima poténcia simbélica

de I como
I :={ae€ A|3se€ A\P, com sa € I"}

para todo P € Ass(A/I). A seguir apresentaremos uma outra nocao de poténcia de
um ideal I, a qual batizaremos por Poténcia Infinitesimal. Veremos como a poténcia

simbolica pode ser relacionada com a poténcia infinitesimal de um ideal 1.

Definigao 3.5. Sejam A um anel e I um ideal de A. A r-ésima poténcia infinitesimal
de I é o ideal

aa
I<T>:—{f€A|afEI,Voz,]oz|§r—l}, (3.2)

za
sendo a = (o, ...,05) €N |la| =>"" a5 e g;lc—f representando a |«a|-ésima derivada

alolf

parcial P e
Note que de maneira recursiva, podemos apresentar a r-ésima poténcia infinitesimal
de I por

]<T>={f€A|%GIQ_D,VlSiSn}

As nogoes de poténcias infinitesimal e simbdlicas se relacionam via o célebre Teo-
rema de Zariski-Nagata, que nos permite concluir que sob a hipdtese de o ideal I ser
radical, a r-ésima poténcia infinitesimal coincide com a r-ésima poténcia simbdlica. A
demonstracao desse resultado sera omitida e pode ser encontrada em (, Teorema 3.14,
pag.106).
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Teorema 3.9 (Zariski, Nagata). Suponha que k é um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero e A um anel de polinomios sobre k. Se I ¢ um ideal radical em A,

entao
10 = 1<7>, (3.3)

para todo inteiro nao negativo r.

Por esta razao, consideraremos sempre I um ideal radical e £ um corpo de carac-
teristica zero.

De uma maneira geral, o Teorema de Zariski-Nagata ([3.9)) mecionado acima pode
ser estendido para corpos perfeitos, isto ¢, sejam k um corpo perfeito e A = k[zy,. .., x,]

um anel de polinomios sobre k. Se P é um ideal primo de A, entao
P(r) — P<r>.

Para mais detalhes sobre esse fato, o leitor poderd ver ({3)).

3.2.1 O método recursivo

Nesta se¢ao apresentaremos um método que nos permita calcular a poténcia simbélica
de um ideal I através de matrizes Jacobianas. Assim, antes de comegarmos exibindo o
método estabeleceremos algumas notagoes que serao usadas até o final deste capitulo.

Dados polinomios f := {f1,..., fm} C A, denotaremos por O(f) a transposta da
matriz Jacobiana de f. Para um inteiro 7 ndo negativo, denotaremos por ¥ (f) a
matriz de relagoes (sigizias) de O(f) sobre o anel A/I) levantada & A e ((f).¥(f))A
denotara o ideal gerado pelas entradas do produto matricial (f).¥)(f). Se r é fixado,
simplificaremos a notagao pondo W(f) := U (f).

A fim de ilustrar as estruturas introduzidas no pardgrafo anterior, computemos o

ideal ((f).U(f))A para um [ um ideal concreto no anel de polindmios em trés variaveis.

Exemplo 3.1. Sejam A = k[x,y,z] e [ = (zy,zz,yz) C A um ideal. Tomando

fi =y, fo = xz, f3 = yz, a transposta da matriz jacobiana de f serd

y 2z 0
of)=| 2 0 =z
0 =z y

Agora calcularemos a matriz de relagoes de O(f) sobre k[z,y, z]/(xy, xz,yz). Com um

calculo simples, podemos observar que os elementos
=z 0 0", v=075 00, w=(0 0 77
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sao relagoes de O(f) sobre k[x,y, z]/(zy, xz,y2), isto é, w,7,w € Ker(6O(f)). Afirmamos

que

Z 00
D=0 7 0
007

De fato, mostraremos que qualquer relacao de O(f) em k[z,y, z|/(zy,xz,yz) é com-

binacdo linear de #, 7, w. Sejav’ = (@ b ©)” uma relacio de O(f) em k[x,y, 2|/ (zy, v2,y2).

Entao,
72 0 a 0
of(v)=|z 0 z b|l=1|0
07 7 C 0

Segue-se que ay + bz, ax + cz, br + cy € (xy,xz,yz). Fazendo a divisao euclidiana de
a por z temos:

a=pz+r(x,y), (3.4)

onde 7(z,y) é um polinémio que depende somente de z e y.
Portanto, ay + bz € (z, z). Multiplicando ambos os lados da equagao em por y

e somando bz, obtemos que

r(@,y)y + (py +b)z € (z,2) = r(z,y)y € (z, 2).

Como (z, z) é ideal primo e y ¢ (x, z), entdo r(z,y) € (z,z). Portanto x divide r(x,y).
Usando o mesmo raciocinio com ax + ¢z € (y, z) obtemos que y divide r(x,y). Logo,

o produto zy divide r(x,y) o que implica @ = pz. Analogamente, iremos obter que

b=7qyec=>5z. Logo v/ =p.u+q.v+ 5.w. Como querfamos demonstrar.

A proposicao a seguir estabelece um método recursivo para o calculo da k-ésima

poténcia simbdlica de I via matrizes Jacobianas.

Proposicao 3.10. Seja k um inteiro nao negativo. Se f:= {f1,..., fi,n} é um conjunto

de geradores de I entéao
I = (F).W(f))A + 110, (3.5)

Demonstracao. Como mencionamos anteriormente, I é radical. Portanto, pelo Teo-

rema (3.9) temos que

I(r+1) — <> @ I(r) — <>
Para simplificarmos, denotaremos por © = O(f) e ¥ = ¥(f) = (v;;). Mostraremos que
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(F).U(f)A c 10+D,
Seja g € ((f).U(f))A, dai, ¢ = Zj Y fj. Derivando ¢ em relagao a x;, para 1 < i < n,

obtemos

00 N~y 90 MW
8:@- - ;¢jl 8:61 + 7 81:2 fJ

Como f; € I<"” e ¢;; € [="” pela defini¢ao de ¥(f), para todo j, [, segue que
j j

dq
1 [<r>.
8:61- <
Logo,
0% [ 0q
— <y .
R (3@) e,V <r—1,Vi

(0%
. . q . . ~
Como todo operador diferencial =, com la] < r pode ser visto como combinagao

ox

linear dos operadores acima, temos_que g € I<"*1>_ Portanto,
((D.W(B)A C I+,
e pelo fato que 11 = IT<"> C [<"*t1> segue-se que
(). T(F)A+ 1T c 10D,

Para a inclusdo contrdria, seja g € I<""'>. Como <> C I<"™> = (f1,..., fm)
temos que g = Zj h;f;, para alguns h; € A.

Aplicando © ao vetor u = > hje; € A™, obtemos um vetor de _; Adx; cuja i-
af;
8$i
pertence a [<"~. De fato, devirando g em relacao a z;, obtemos

df;\ _ 9g oh;\ .
S (5) = o -2 (52) 7 0

J

ésima coordenada é dada por ) | iy ( > . Afirmamos que cada um desses polinomios

0
Como g € I<"1> tem-se 99 e 1<, Portanto,
€

(9 <r>
;h] (axz) c <>,

Feito isso, mostramos que o vetor u é tal que u € Ker® em A/I<">. Logo, pela
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definicao de W,
u = Zwﬂej = hj = Zal@bjl + Cj,
l

l

para alguns @; € A e ¢; € I<*>. Substituindo h; em g, a inclusdo segue. Como

queriamos demonstrar. O

Exemplo 3.2. Sejam A = k[z,y,z] e [ = (xy,zz,yz) C A um ideal como no exemplo
.11 Usando a equagdo em iremos calcular 7<*>. Mostramos anteriormente que

o O

TW(f) =

o o
o <
8

Logo, ((f). UMW (f))A = (2yz). Portanto,

1727 = I* + (zy2).

45



Apeéendice A
Resultados auxiliares

Teorema A.1. Seja I um ideal de um anel A. Se I € gerado por uma sequéncia reqular

X1,..., %, entdo o epimorfismo de dlgebras graduadas:
o:(A/D[tr, ..., t.] — gr/(A) = (A/D)[Zy, ..., T,
t; — T =x; + I*
¢ um isomorfismo, onde ty, ..., t, sio indeterminada sobre A/I.

Demonstrag¢ao. Fagamos a demonstragao por inducdo em . Se r = 1, entao [ = (y),

onde y é um elemento regular e o homomorfismo nesse caso fica definido por
¢ (A/ W) — gry,(4) = (4/(y)) ]
t —  =y+ ()

Mostraremos que Ker(¢) = 0.

Com efeito, seja q(t) = (a0 + (v)) + (a1 + (Y))t + ... + (an + (y))t" € Ker(¢). Pela
multiplicagao definida em gr(,yA, obtemos:

0=¢(q(t)) = (a0 + () + (a1 + () (¥ + ) + ... + (@ + W)y + )"

= (a0 + ) + (@y + (1)*) + ... + (any" + ()" ).

Logo a;y; € (y)™™! parai=0,...,n. Como y é regular entao a; € (y). Logo q(t) = 0,
e nesse caso ¢ é um isomorfismo.

Consideremos agora o ideal J = (xy,...,x,_1), por hipétese indutiva, o homomor-

fismo
¢ (A) D[ty teoa]) — gry(A) = (A/ D) [T, ... T

t; P—>EZ‘:J/’Z'+J2
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¢ um isomorfismo. Como z, é um elemento regular de A/J temos que (J : z,) = J.
Além disso, (J™ : x,.) = J™, para todo m > 1. Com efeito, faremos induc¢do em m.
Quando m = 1, nao temos nada a fazer. Suponhamos por indu¢ao que (J™ 1 : x,) =
Jm 1 Sejaa € (J":x,) = ar, € J" C J" ! = a € (J"!:z,). Observemos que
a=0em (A/J)[ty,...,t,—1], pelo isomorfismo ¢, temos que a classe de a é nula em
gr;(A), ouseja, a+ J"=J"=a€ Jm.

Seja F' € Alty,...,t,] um polindmio homogéneo de grau d tal que sua imagem em
(A/D[t1,...,t,] estd contida em Ker(¢), ou seja, F(z1,...,7,) € I, Como ¢ é
graduado, é suficiente mostrarmos que F' € [ A[t], e novamente faremos por indugao
em d. Se d = 0 entdo F' é uma constante, e assim F € I. Existe W € Alty,...,t,]
de grau d + 1 tal que F(zy,...,2,) = W(zy,...,2,) e W é da forma W =Y. | t,W,,
onde W; = 0 ou W; é um polinémio homogéneo em Alty,...,t,| de grau d. Existem

polinémios G € Alty,...,t,_1] e H em A[t] de grau d e d — 1 respectivamente tais que
FreF -0 oWi=G+t,W.

Logo, F'(fi,..., f.) = 0, assim H(zy,...,z,) € (J¢: z,) = J¥ C I e por hipStese
indutiva temos que os coeficientes de H estao em I. Assim, resta mostrarmos que
os coeficientes de G estdao em I. Consideremos H' € Alty,...,t,—1] de grau d tal
que H(xy,...,z,) = H'(xy,...,2,). Seja Q@ = G+ x.H € Alty,...,t,_1], e notemos
que Q(z1,...,x.) = F'(x1,...,2,) = 0, e por ¢ ser um isomorfismo, temos que @
¢ o polinoémio nulo em (A/J)[z1,...,z,—1]. Logo, os coeficientes de @) estao em J e
consequentemente estarao em I, como queriamos demonstrar.

]

Teorema A.2 (Critério de MacLane). Seja k C F uma extensio de corpos. Se F' é

uma dlgebra finitamente gerada sobre k, as sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. Se F = k(z1,...,x,), existe uma base transcedente x;,, ..., x;, de F sobre k tal

que F' € separdvel sobre k(x;,,...,x; ).
2. F € separdvel sobre k.

Teorema A.3 (Elemento Primitivo). Seja K C L uma extensdo de corpos separdvel
finita. Entdo, eziste v € L tal que L = K(z).

Teorema A.4 (Teorema do Ideal Principal de Krull). Sejam A uwm anel Noetheriano
e I um ideal de A gerado por x1,...,x, € A. Se P é um ideal primo minimal de I,
entio ht(P) < n.

Além disso, se xq,...,x, € uma sequéncia reqular em I, entao ht(P) = n para todo

P ideal primo minimal de I.

47



Referéncias Bibliograficas

1]

Atiyah, M. F., MacDonald, 1. G. Introduction to Commutative Algebra. Addison-
Wesley, Reading, Massachusetts, (1969).

Bruns, W., Herzog, J, Cohen-Macaulay rings. Cambridge University Press (1993).

Dao, H., Grifo, E., Heneke, C., Nunez-Betancourt, L., Stefanni, A. Symbolic Power
of Ideals. arXiv:1708.03010, 2017.

Eisenbud, D. Commutative Algebra With a View Toward Algebraic Geometry. Gra-
duate Texts in Mathematics, vol. 150, Springer-Verlag, New York (1995).

Kunz, E. Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry. Boston,
Berlin, Birkhéduser, (1985).

Bayer, D., Stillman, M., Macaulay: A system for computation in algebraic
geometry and commutative algebra. 1992. Available via anonymous ftp from

math.harvard.edu.

R. Matsumoto, On computing the integral closure. Comm. Algebra 28 (2000), 401-
405.

Matsumura, H., Commutative algebra, W. A. Benjamin Co., New York (1970).

Matsumura, H. Commutative Ring Theory. Cambridge Studies in Advanced
Mathematics, Cambridge University Press, (1986).

Santos, D.C., Poténcias simbdlicas e suas interacioes. Dissertacao de mestrado,
DM-UFS, 2016.

Santos, M.C., Poténcias simbdlicas de ideais. Dissertacao de mestrado, DM-UFS,
2014.

Simis, A. Effective computation of Symbolic powers by jacobian matrices. Comm.
in Algebra 24 (1996), 3561-3565.

48



Referéncias Bibliograficas

[13] Simis, A., Andrade, J.F, Tdpicos de Algebra Comutativa. IMPA, Minas Gerais,
(1981).

[14] Swanson, I., Huneke, C., Integral Closure of Ideal, Rings, and Modules. Cambridge
University Press, (2006).

[15] Villareal, R., Monomial Algebras. New York, Marcel Dekker (2001).

[16] Vasconcelos, W. V., On the equations of Rees algebras, J. reine angew. Math. 418
(1991), 189-218.

49



	Introdução
	Preliminares
	Sequências Regulares e Módulos Cohen-Macaulay
	Profundidade de um Módulo
	Módulos Cohen-Macaulay

	Potências Simbólicas de um ideal

	Critério Jacobiano e Condições de Serre
	Sobre fecho inteiro de anéis
	Critério Jacobiano
	Condições de Serre

	Aplicações
	Módulos planos
	Potências Infinitesimais
	O método recursivo


	Resultados auxiliares
	Referências Bibliográficas

