Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Curvas de Peano, Lineabilidade,
Espacabilidade e Algebrabilidade

Sérgio Romero Vital dos Santos Filho

JOAO PEssoA — PB
FEVEREIRO DE 2018


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K8494725Y6

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Curvas de Peano, Lineabilidade,
Espacabilidade e Algebrabilidade

por
Sérgio Roméro Vital dos Santos Filho
sob a orientacao do

Prof. Dr. Nacib André Gurgel e Albuquerque

Joao Pessoa — PB
Fevereiro de 2018


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4453503D3
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4779029P4

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacao e C assificacao

F481c Fil ho, Sérgio Roméro Vital Dos Santos.
Curvas de Peano, Lineabilidade, Al gebrabilidade e
Espacabi |l i dade / Sérgio Ronméro Vital Dos Santos Fil ho.
- Jo&o Pessoa, 2018.
83 f.

Oientacdo: Nacib André Curgel e Al buquerque.
Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/ G éncias exatas.

1. Lineabilidade. 2. Espacabilidade. 3.
Al gebrabi |l i dade. 4. Curvas de Peano. |. Al buquerque,
Naci b André Gurgel e. Il. Titulo.

UFPB/ CCEN




Curvas de Péémo, Lineabilidade,
xEspa(;abilidade e Algebrabilidade

por

Sérgio Roméro Vital dos Santos Filho

Dissertagdo apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés—Graduagdo em
Matemaética da Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentragao: Analise.
Aprovado em 23 de fevereiro de 2018.

Banca Examinadora:

NS by

Prof. Dr. Nacib André Gurgel e Albuquerque - UFPB
(Orientador)

-

Prof. Dr. Viadinjir Pestov - University of Ottawa
(Examinador Externo)

, éf/ﬂ/ﬁ/w@ 9[0\ g/w« A4C4§(,;

|74 \
7 Prof. Dr. Gustavo da Silva Aratjo — Ub'{?B
(Examinador Externo)

10 autor foi bolsista do CAPES /CNPQ durante a elaboragio desta dissertacao.



Dedicatoria

Dedico esta dissertacao,

Aos meus pais, irma, avos e
tios por tudo que represen-
tam na minha vida. A minha
esposa Andressa e meus fi-
lhos Beatriz e Benjamim por
serem 0 que me motiva a
sempre continuar. A Toda
minha familia, desculpa pe-
las auséncias nos momentos
festivos. A todas as pessoas
que de alguma forma contri-
buiram para que eu conclui-
se esta etapa tao bonita da
minha vida.



Agradecimentos

Em meio a tantas pessoas a quem quero agradecer por esta conquista, prefiro iniciar
agradecendo a Deus, que deve ser o grande responsavel nao apenas por eu ter conse-
guido realizar este sonho, mas, principalmente, por eu ter tido coragem de ir busca-lo,
trilhando um caminho novo, desconhecido e desafiador, e que s6 tem me dado alegrias
e realizacoes.

A toda minha familia pelo amor, carinho e incentivo nas horas mais dificeis. Ao
meu pai Sérgio, por sua inteligéncia, por sempre me inspirar e sempre estar ao meu
lado nos momentos mais importantes da minha vida. A minha mae Josefa, por ser esse
exemplo de forca e perseveranca em que me espelho, que nunca me deixou desistir e
sempre me d& apoio em todos os sentidos. A minha irma Susana, por ser tao especial
na minha vida, suas palavras sinceras e verdadeiras sempre sao muito importantes para
mim.

Ao meu irmao Jodo Paulo, que sempre me incentiva a continuar nessa trajetoria,
suas palavras de incentivo e de orgulho por mim sempre me motivam e inspiram. A
minha esposa Andressa e meus filhos Beatriz e Benjamim por trazerem luz e alegria
a minha vida. Por contribuir para que eu alcancasse esse objetivo, por suportarem
as auséncias e as chatices e por estarem ao meu lado nessa conquista. O meu amor e
minha gratidao. Vocés sao eternos em meu coragao.

Aos professores Dr°. Flank David Morais Bezerra, Dr*. Miriam da Silva Pereira,
Dr°. Adriano Alves de Medeiros, Dr?. Evelina Shamarova, Dr°. Ricardo Burity Croccia
Macedo, por seus ensinamentos e palavras de incentivo. Em especial ao professor Dr®.
Nacib André Gurgel e Albuquerque por me orientar nesse trabalho, por sua paciéncia e
palavras de incentivo nos momentos em que estive em dificuldade, por sua boa vontade
e gentileza, por sua dedicagao e coragem em aceitar o desafio de me orientar, o senhor
foi extremamente importante para a realizagao desse trabalho. Obrigado.

Aos meus colegas de turma Adelson, Bosoerg, César, Douglas, Fagner, Rubens e
Rafael, nossos momentos de estudos em grupo, nossos cafezinhos entre as aulas e nossas
refei¢bes em grupo serao sempre lembrados por mim com muito carinho. Obrigado pela
ajuda nas resolucoes das listas de exercicios e para o estudo para as avaliacoes. Gostaria
de agradecer também ao amigo Renato por sempre me ajudar nos momentos dificeis,
por nossos cafezinhos e por suas dicas, ensinamentos e seus conselhos valiosissimos.

Gostaria de agradecer a todos que de alguma forma contribuiram e estiveram pre-
sentes nesta jornada tao dificil, porém ao mesmo tempo prazerosa. Por fim, gostaria
de agradecer a CAPES/CNPQ pelo apoio financeiro.



Resumo

Nesta dissertacao, voltamos nossas atencoes para o espaco das sobrejecoes contiuas
entre espacos euclidianos. Construimos uma curva de Peano, também conhecida como
curva de preenchimento do espaco, e provamos um resultado de lineabilidade 6timo
do ponto de vista de dimensao. Em seguida, provamos algumas propriedades sobre a
ordem de crescimento de funcgoes inteiras e lidamos com o problema de algebrabilidade,
provando que o espago das sobrejecoes continuas com valores complexos é fortemente
maximal algebravel. Posteriormente, provamos a espacabilidade do espaco das cur-
vas de Peano entre espacos euclidianos e finalizamos nosso trabalho trazendo algumas
generalizacoes dos resultados apresentados para espacos vetoriais topologicos que sao

imagem continua da reta real.

Palavras-chave: lineabilidade, espagabilidade, algebrabilidade, curvas de Peano.



Abstract

In this dissertation, we turn our attention to the space of the continuous surjections
between euclidean spaces. We constructed a Peano curve, also known as a space fill
curve, and proved a result of optimal lineability from the point of view of dimension.
Then we prove some properties on the order of growth of whole functions and we deal
with the problem of algebrability, proving that the space of continuous surjections with
complex values is strongly maximal algebrable. Subsequently, we prove the spaceability
of the Peano curves between euclidean spaces andwe finalize our work by bringing some
generalizations of the presented results to topological vector spaces that are continuous

image of the real line.

Keywords: lineability, spaceability, algebrability, Peano curves.
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Introducao

Ao longo da histéria da matemética surgiram objetos que quebraram algumas no-
¢Oes intuitivas, chegando a ser denominados (infelizmente) de “patologicos” ou “exo-
ticos”, como por exemplo o nimero v/2 e sua irracionalidade ou o fato de existirem
“mais” nimeros transcendentes do que nimeros algébricos. Com o calculo diferencial
e integral nao foi diferente, uma vez que o surgimento do célculo infinitesimal trouxe
véarias novas questoes e indagacoes que foram investigacoes por parte da comunidade
matematica. Muitas eram questoes conceituais, como pode ser visto em [25], e outras
eram questoes relacionadas com a existéncia de fungoes com certas propriedades.

Uma das indagacoes naturais era a seguinte: eziste alguma funcao que nao € dife-
rencidvel em nenhum ponto? Sabemos que a resposta é positiva: a funcdo de Dirichlet,
definida por f(z) = 1,se x € Q, ou f(x) =0, se z € R—Q, é um exemplo de fungao que
nao é diferenciavel em nenhum ponto, como também descontinua em todo ponto. A
existéncia de uma funcao com essa propriedade motiva a proxima pergunta: eziste al-
guma funcao continua que nao seja diferencidvel em infinitos pontos? Naturalmente, a
resposta também é positiva: basta estender por periodicidade a fungao f(z) = |z|, com
xr € [—1,1], para toda a reta. Seguindo adiante nessa linha de raciocinio, é esperado

questionar se o pior cenario de “nao diferenciabilidade” pode ocorrer:

Ezxiste uma funcao continua que nao seja diferencidvel em todos os pontos

da reta?

Esse tipo de problema motivou o nascimento de uma moderna, recente e frutifera
area de pesquisa em andlise funcional: lineabilidade. Este trabalho enquadra-se nesse
tema de pesquisa.

E facil percebermos que continuidade nio implica diferenciabilidade, que existem
funcoes que nao sao diferenciaveis em nenhum ponto, e que existem funcoes continuas
que nao sao diferenciaveis em infinitos pontos, mas nossa intuicao pode falhar quando
nos perguntamos se existe alguma funcao continua que nao é diferenciavel em nenhum
ponto de seu dominio. De fato, até o inicio do século XIX, baseados em suas noc¢oes
intuitivas, muitos matematicos acreditavam que as fun¢oes continuas tinham derivadas

num nimero “significativo” de pontos e alguns tentaram dar justificativas tedricas deste



fato, como por exemplo A. M Ampere (1775-1836) em um trabalho publicado em 1806
(ver [9]).

Porém, até o inicio do século XIX, os principais conceitos do céalculo ainda nao
tinham uma fundamentacao légica adequada, a propria definicdo de ntimero real ainda
ndo estava estabelecida. Assim, o trabalho de Ampere (1775-1836) falhava em alguns
pontos, dadas as limitacoes das definicoes de seu tempo. Dai, em 1872, K. Weierstrass
(1815-1897) publicou um trabalho que “chocou” a comunidade matemaética, pois conti-
nha um objeto “ex6tico” que provava que a conjectura, que fungoes continuas possuem
derivadas num namero significativo de pontos, era falsa.

Mais precisamente, ele construiu um exemplo de uma funcao continua que nao
era diferencidavel em nenhum ponto. A funcao em questao, que mais tarde viria a ser

conhecida como monstro de Weierstrass, foi definida por

—+00

w(z) = Z a*cos(brx)

k=0

onde 0 < a <1 ebéum namero impar tal que ab > 1+ 37” O gréfico da funcao de
Weierstrass pode ser visto na figura e cujo grafico pode ser visto na figura 1 abaixo,

disponivel em [15].

-2

Figura 1: Fun¢do de Weierstrass no intervalo [—2,2].

E importante destacar que este nio foi o primeiro exemplo de uma funcao com
tal propriedade. Com o tempo foram encontrados documentos datados de antes da
publicagao de K. Weierstrass (1815-1897) contendo exemplos de outras fungées com

tal “patologia”’. Um exemplo criado pelo matematico Tcheco B. Bolzano (1781-1848),
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em torno de 1830 e um exemplo do criado pelo matemético Suico Ch. Cellérier, em
torno de 1860.

O estudo de fungoes continuas que nao sao diferenciaveis em nenhum ponto é impor-
tante nao s6 por ser um problema classico do célculo, mas também por estar conectado
com varios outros ramos da matemaéatica. Além disso, varios outros resultados inte-
ressantes foram obtidos para a classe de tais funcoes utilizando teoremas classicos da
topologia. Um exemplo surpreendente, que é obtido usando o Teorema de Baire, ¢ o

seguinte teorema:

Teorema 0.1. O conjunto das funcoes continuas e nao diferencidveis em ponto algum

em [0,1] € denso no conjunto das funcgées continuas em [0, 1].

Isto significa que toda fungdo continua definida em [0, 1] pode ser escrita como o
limite de uma sequéncia de fun¢oes em [0, 1], continuas e nao diferenciaveis em nenhum
ponto. Utilizando este resultado, S. Banach (1892-1945) provou que existem “muito
mais” fung¢des continuas que nao sdo diferenciaveis em nenhum ponto (no sentido de
categoria de Baire) do que funcoes continuas que sao diferencidveis. Além disso, V. L.
Gurariy (1935 -2005) provou o seguinte e surpreendente resultado que motiva o nosso

trabalho e toda uma area de pesquisa.

Teorema 0.2 (Gurariy, 1966). O conjunto das fungoes continuas e nao diferencidveis

em ponto algum em [0, 1] contém um espaco linear de dimensao infinita.

Isto é, em um conjunto nao muito “atraente” de se estudar, podemos encontrar um
subespaco vetorial linear com dimensao infinita, que é uma estrutura muito rica do
ponto de vista algébrico. Este fato nos leva a concluir que fenémenos isolados podem,
aparentemente, possuir estruturas algébricas interessantes como espagos vetoriais line-
ares, algebras de Banach e etc. Desta forma, trazemos a seguinte classificacao, quanto

ao tipo de estrutura encontrada:

Definicao 0.1 (Lineabilidade e Espagabilidade). Seja X um espaco vetorial topologico

e M um subconjunto de X. Seja g um nimero cardinal.

1. M é dito p-lineavel (p-espagavel) se M U {0} contém um espago vetorial (resp.
um espago vetorial fechado) de dimensao p. As vezes, devemos nos referir ao
conjunto M como simplesmente lineavel ou espacéivel se o subespaco existente

for infinito dimensional.

2. Quando o espaco linear acima pode ser escolhido para ser denso em X dizemos

que M ¢é p-denso-lineavel.

Além disso, L. Bernal introduziu a nog¢ao de Maximal Linedvel (e o de Maximal-

denso-lineavel) em X. Isto significa que, mantendo a notacao acima, a dimensao do
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espaco vetorial linear existente é igual a dimensao de X. Além de espagos lineares,

poderiamos também estudar outras estruturas.

Definigao 0.2. Dada uma éalgebra de Banach A, um subconjunto B C A e um nimero

cardinal p. Dizemos que B é:

1. Algebrdvel se existe uma subalgebra C de A com C C BU {0} e a cardinalidade

de qualquer conjunto de geradores de C é infinito.
2. p-algebrdvel se existe uma subéalgebra u-gerada C de A com C C BU {0}.
3. fortemente pi-algebrdvel se existe uma algebra livre p-gerada C contida em BU{0}.

Ser fortemente algebravel implica ser algebravel. Quando em (3), da defini¢do
acima, pode-se considerar p como o supremo das cardinalidades de todos os sistemas
algebricamente livres em A, entdo B serd chamado Maximal fortemente algebrdvel em
A. Desta forma, podemos destacar que temos uma diversidade de direcoes a investigar

sobre a existéncia de tais estruturas algébricas. Dentre elas, podemos citar:

e Subconjuntos de RE;

e Funcdes continuas diferenciaveis em nenhum ponto em [0, 1];
e Funcionais que atingem a norma;

e Hiperciclicidade de operadores;

e Séries e somabilidade;

e Espacos L, e lp;

e Zeros de polindbmios em espacos de Banach;

e Operadores nao absolutamente somantes;

e Analise complexa e holomorfia;

e Funcoes mensuraveis e nao-mensuraveis.

Nos tltimos anos muitos autores tem se interessado pelo estudo do conjunto das
sobrejecoes em K¥. A partir desses estudos, diferentes classes de funcoes tém sido

recuperadas/introduzidas. Por exemplo: dizemos que f € R¥ &

1. Sobrejetiva em toda Parte (ES(R)) se f(I) = R, para todo intervalo ndo-degenerado
IC f(I)=R.



2. Fortemente sobrejetiva em toda parte (SES(R)) se f leva os valores ¢ (¢ é a cardi-
nalidade de R) vezes em todo intervalo, isto é, para todo I C R nao-degenerado,
para todo a € R, tem-se card (f~'(a)NI) =c.

3. Perfeitamente sobrejetiva em toda parte (PES(R)) se f(P) = R, para todo con-
junto perfeito P.

4. Fungao de Jones (f € J(R)), se seu grafico intersecta todo subconjunto fechado

de R? com inimeras projecoes no eixo .

As classes de fungoes acima definidas satisfazem as seguintes inclusoes estritas:
J(R) c PES(R) Cc SES(R) c ES(R). Alguns dos resultados de lineabilidade obtidos
para tais as classes de func¢oes sao enunciados abaixo e suas respectivas provas podem

ser vistos em [33].
Teorema 0.3 (Aron, Gurariy, Seoane, 2004). ES(R) € mazimal linedvel.

Teorema 0.4 (Gamez, Munoz, Sanchez, Seoane, 2010). PES(R) e SES(R) sao mawi-

mal linedveis.
Teorema 0.5 (Gamez, 2011). J(R) é mazimal linedvel.

Ou seja, todos os espagos acima citados contém um subespago vetorial linear com
a mesma dimensao do espago todo, o que sao resultados 6timos do ponto de vista

dimensional.

Definicao 0.3. Sejam X C Re f: X — R. Diremos que f é continua no ponto a € X
quando, para todo £ > 0 dado arbitrariamente, pudemos achar § > 0 tal que x € X e

|z — a| < 0 impliquem |f(z) — f(a)|] < e. Simbolicamente:
Ve>0,30 >0,z € X, |z —a| <d=|f(z) — fla)] <e. (1)

Sejam f € ES(R) e a € R. Dado € > 0 arbitrario, para todo § > 0 tem-se f(I) = R,
onde [ = (a—9d,a+0). Logo, |x—a| < § ndo implica | f(z) — f(a)| < €. Portanto, como
tomamos a arbitrariamente, podemos concluir que f é descontinua em todo ponto. Isto
mostra que todas as classes acima descritas sao compostas por funcoes que, embora
sobrejetivas, sao descontinuas em todo ponto do seu dominio, como esperado. Logo,
uma questao natural de lineabilidade surge ao adicionarmos a condigao de continuidade

ao conjunto das sobrejecoes. Isto é, o conjunto
CS(R,R) :={f : R — R; fé continua e sobrejetiva}

é lineavel? Ou melhor, o conjunto acima descrito é maximal line4vel?



Em nosso trabalho investigamos essa situacao em um ambiente mais geral que
RE. A saber, investigamos a lineabilidade do conjunto das sobrejecoes continuas entre

espacos euclidianos quaisquer, dado por
CS(R™ R"™) :={f:R™ — R"; f é continua e sobrejetiva}.

onde m e n sdo inteiros positivos quaisquer.

Estrutura do texto

O capitulo 1 tem por objetivo provar que o espaco das sobrejecoes continuas entre
quaisquer espacos euclidianos contém, a menos do vetor nulo, um espaco vetorial de
dimensao maxima. Para isso construimos, a partir de um caso ja conhecido, curvas
de preenchimento do espaco, chamadas curvas de Peano. A partir desta conclusao,
apresentamos e provamos um importante lema, conhecido como “Técnica do vetor
mae”, que é fortemente utilizado na demonstracao do teorema principal do capitulo.
O mesmo encerra-se apresentando resultados ja obtidos para mapas injetivos entre
espacos euclidianos.

O segundo capitulo tem o intuito de demonstrar a Algebrabilidade das curvas de
Peano. Iniciamos provando que tal resultado s é possivel no ambiente complexo. Com
isso apresentamos uma versao, em ambiente complexo, da técnica do vetor mae, que
também serd utilizada na prova do principal resultado do capitulo. Consideramos o
espaco H(C) de fungoes inteiras de C para C e investigamos propriedades a respeito da
ordem de crescimento de elementos de tal espaco. Tais propriedades foram usadas para
a construcao do conjunto X utilizado no lema da técnica do vetor mae e posteriormente
no resultado principal do capitulo.

O capitulo 3 tem o objetivo de provar a Espacabilidade das curvas de Peano. Inicia-
se o capitulo com a apresentacio de alguns critérios de Espacabilidade. E introduzida
uma importante classe de espacos, a saber os espacos de Fréchet. Em seguida, utiliza-
mos a caracterizacao de Nikolskii para sequéncias béasicas para demonstrar um impor-
tante critério de espacabilidade, utilizado na prova do teorema principal do capitulo.

O quarto e ultimo capitulo tem o objetivo de generalizar os resultados obtidos no
capitulo 1. Neste, sao apresentados os espacos o-Peanos. Sao provadas proposicoes
e apresentados exemplos que demonstram que os resultados de Lineabilidade obtidos
neste capitulo generalizam os resultados obtidos no capitulo 1. O capitulo encerra-se

com a prova do teorema principal.



Notacoes

Listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e K denotara o corpo C ou R. Um espaco normado X é chamado um espaco de

Banach quando for um espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.

e Seja X é um espaco de Banach sobre K. Por X' e L(X) denotemos, respecti-
vamente, o espaco topologico dual de X e o especo vetorial de todos os operadores

lineares continuos em X.

e Seja X um espaco de Banach. Por L;_;(X) denotemos o espago dos mapas

injetivos lineares e continuos de X em X.
e Por R* denotemos o conjunto dos nimeros reais positivos.

e Para dois conjuntos nio vazios A, B, B4 := §(A, B) denotard o conjunto das
fungoes f : A — B. Em particular, KN é o conjunto das sequéncias (,)nen com

entradas escalares.
e N:={1,234,...} eNg:=NU{0};

e Por card (A) denotemos a cardinalidade do conjunto A. Em particular denotemos
por Ny := card (N) e ¢ := card (R);

e Dados m e n inteiros positivos, C (R™,R") e CS (R™,R") denotardo o conjunto
das funcgoes continuas de R™ em R" e o conjunto das funcoes continuas e sobrejetivas

de R™ em R", respectivamente.

e Para quaisquer espacos topologicos X e Y, C(X,Y) denotard o conjunto das
funcoes continuas de X em Y, CS(X,Y) denotara o conjunto das fun¢des continuas e

sobrejetivas de X em Y e, para um inteiro positivo m dado, temos

CS(R™ X) = {f € CSR™, X); f ' ({a}) ¢ ilimitado para cada a € X}.



e Seja I/ um espago vetorial e F' C E. Span(F') denotara o subespaco vetorial de

E formado por todas as combinacoes lineares finitas entre os elementos de F.



Capitulo 1

Lineabilidade das curvas de Peano

Neste capitulo, temos como principal objetivo provar que o espaco das sobrejecoes
continuas entre quaisquer espacos euclidianos contém, a menos do vetor nulo, um espaco
vetorial de dimensao maxima. Nosso ponto de partida é construir uma curva que
preencha o plano, chamada curva de Peano (ver [30], [31]). Provaremos que o conjunto
CSo(R™ R™) & maximal lineavel. Por fim, trazemos resultados ja obtidos sobre a

lineabilidade de espacos de funcoes injetivas.

1.1 Construindo uma curva de Peano em espacos Eu-

clideanos

Para investigarmos a existéncia de estruturas algébricas em CS(R™, R™) uma ques-
tao que naturalmente surge é se existe uma sobrejecao continua de R™ para R", ou
seja, CS(R™,R™) é nao vazio? De fato, s6 faz sentido investigar a existéncia de tais
estruturas se, independente dos inteiros positivos m e n dados, o espago CS(R™, R™)
for ndo-vazio. Giuseppe Peano (1858 - 1932) construiu a mais famosa curva de preen-
chimento de um espago, também conhecida como Curva de Peano (ver figura 1.1). Ou
seja, Peano provou que existe f : [0,1] — [0, 1]? continua sobrejetiva e, assim, provou
que [0, 1] pode ser coberto por uma curva.

Mais tarde, o Teorema de Hahn-Mazurkiewicz ajudou em caracterizar os espagos
de Hausdoff que sdao a imagem continua de um intervalo I = [0, 1], os quais sao cha-
mados Espacos de Peano. A partir da curva de Peano, podemos facilmente construir
funcoes continuas de R em R?. Inicialmente, vejamos algumas defini¢ces e resultados

importantes para a construcao da curva desejada.

Lema 1.1 (Lema da Colagem). Sejam X = AU B, com A e B conjuntos fechados
em X, f:A—Y eg:B — Y aplicagoes continuas tais que f(x) = g(z) para cada
r € AN B. Entao a aplicacdo h : X — Y, definida por h(z) = f(x), para z € A, e

h(xz) = g(x), para x € B, é continua.

10



1. Lineabilidade das curvas de Peano

Figura 1.1: Esboco de uma curva de preenchimento de espaco tridimensional.

Diremos que a aplicagdo h do Lema 1.1 é a “colagem” das aplicagoes f e g. Quando

uma aplicacao for obtida por este procedimento, representé-la-emos por h := f V g.

Defini¢ao 1.1. Uma familia {A,}aer de subconjuntos de um espago topologico X é
localmente finita se para cada x € X existe uma vizinhanca U, de x que intercepta

apenas uma quantidade finita de elementos da familia {A, }ae;-

Lema 1.2 (Lema da Colagem Generalizado). Sejam X = (J,.; Ao € {Aa}aer uma
familia localmente finita de subconjuntos fechados do espaco topologico X e f, : A, —
Y mapas continuos, com « € I, tais que f,(z) = fs(x), para todo x € A, N Ag, com

a,f € I. Definamos f : X — Y pondo f(z) = f.(x) paraz € A,. Entdo, f é continua.

As provas dos Lemas 1.1 e 1.2 podem ser vistas nos Lemas A.2 e A.4, do Anexo A,
respectivamente. Sejam a e b ntimeros reais tais que a < b, provemos que dada uma
curva de Peano ¢ : I — I% com I = [a,b] C R e dois pontos arbitrarios P, P, € I,

podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ inicia em P; e termina em Ps.

Proposigao 1.3. Sejam a,b € R com a < b, I = [a,b], P,,P, € [*’e ¢ : [ — I* uma
curva de Peano. Entdo, existe uma curva de Peano ® : I — I? que comeca em P, e

termina em Ps.

Demonstragdo. Sejam P, := ¢(a) e P, := ¢(b) em I? os pontos em que a curva ¢ inicia
e termina, respectivamente. Escolhamos o, € (a,b), com o < f, e tomemos um
homeomorfismo h : [«, B] — [a,b] com h(a) = a e h(S) = b (tal homeomorfismo existe,

pois duas bolas fechadas em um espaco euclidiano sdo sempre homeomorfas). Dai, veja
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1. Lineabilidade das curvas de Peano

que ¢, = ¢oh : [, 8] — I* ¢ uma curva de Peano. Agora, denotemos por f : [a,a] — I*
o segmento de reta em I? que liga f(a) := Py & f(a) := ¢1(a) = ¢(h(a)) = ¢(a).
Analogamente, denotemos por ¢ : [3,b] — I? o segmento de reta em I? que liga
9(B) = 01(B) = o(h(B)) = ¢(b) ao ponto g(b) = P,. Desta forma, definindo o mapa
® : [a,b] — I? por & := gV ¢ V f, pelo Lema da colagem podemos concluir que @ é

uma curva de Peano, comeca em P; e termina em P, como queriamos. ]

Utilizando os resultados acima, podemos provar que o conjunto das sobrejecoes con-
tinuas entre espacos euclidianos quaisquer é sempre nao-vazio. Para isso, iniciaremos

com o caso mais delicado, da reta no plano, dado pelo lema a seguir.
Lema 1.4. A familia CS(R,R?) é ndo-vazia.

Demonstragio. Fixemos uma curva de Peano ¢ : I — I? onde I = [0,1]. Pela
Proposicao 1.3, podemos assumir que a curva ¢ comeca e termina na origem de RZ2.
Agora, para cada inteiro positivo n, os intervalos I e I,, = [n,n + 1| sdo homeomorfos,
assim como I e [—n,n]?, pois sdo bolas fechadas em R e R?, respectivamente. Além
disso, para cada inteiro positivo n, consideremos o mapa h,, : I,, — [—n,n]? definido
por h,(t) :=n-¢(t —n), e para n = 0 fagamos hy = ¢. Desta forma, cada mapa h,, é
continuo, sobrejetivo e comeca e termina na origem de R2.

Assim, colando como no Lema 1.2 os mapas os mapas h,, com n > 0, obtemos um

mapa continuo e sobrejetivo H : [0, +00) — R? da seguinte forma

H(t):=\/ ha(t)

n>0

Dai, podemos tomar uma extensio H : R — R? de H, mapeando todo (—oo, (]
na origem do R2, ou seja, 15[|(_Oo’0] = 0. Desta forma, construimos o mapa continuo e

sobrejetivo H : R — R? dado por
. 0, se t € (—o0,0];
H(t):
H(t), se te]0,+00).
Portanto, concluimos que CS(R,R?) # §. O

O préximo resultado garante que existe uma sobrejecao continua entre espacos

euclidianos quaisquer.

Proposicao 1.5. Para cada par (m,n) de inteiros positivos, existe uma sobreje¢ao

continua de R™ em R™.

Demonstracao. Usando indugao sobre n, podemos assegurar que CS(R,R") # (), para

todo n € N. Com efeito, pelo exposto acima, tal resultado vale para n = 2. Agora,
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1. Lineabilidade das curvas de Peano

assuma que CS(R,R") # ) e tome f € CS(R,R"). Entao definindo (idg x f) : R* —
R™ por (idg X f)(t,s) := (t, f(s)) temos uma aplicacao continua e sobrejetiva, pois
cada funcao coordenada é continua e sobrejetiva. Como a composicao de sobrejecoes
continuas ¢ uma sobrejegao continua, tem-se que (idg x f)og: R — R"™ ¢ um mapa
de Peano, onde g € CS(R,R?). Logo, CS(R, R"*1) # (). Portanto, CS(R,R") # ), para
todo n € N.

Por fim, provemos que CS(R™,R™) # (), para qualquer par de inteiros (m,n). Com
efeito, definamos 7 : R™ — R como a projecao da primeira coordenada, e tomemos
g € CS(R,R™). Dai, a fungao F : R™ — R™ dada por F(z) := g o m(x) é continua e
sobrejetiva, pois é a composta de aplicacoes continuas e sobrejetivas. Portanto, para
todo par (m,n) de inteiros positivos dados, tem-se CS(R™ R"™) # (). ]

1.2 Lineabilidade do conjunto CS(R" R")

Na tentativa de provar a lineabilidade maximal de CS(R™, R™), ou seja, a c-lineabilidade,
faremos uso do Lema seguinte, que indica um método para obter nosso resultado prin-

cipal. Essa técnica é informalmente conhecida como Técnica do vetor mae.

Lema 1.6. Sejam m,n € Ne f € CS(R™,R"). Suponha que temos X C C(R",R") um
subconjunto com cardinalidade ¢, de fun¢oes linearmente independentes tais que cada
elemento nao-nulo de Span(&X’) ¢ uma sobrejecdo continua. Entdo, Y := {F o f}pex C

C(R™,R™) tem cardinalidade ¢, é linearmente independente, é formado por sobrejecoes
continuas e Span (Y) C CS(R™,R"™) U {0}, obtendo a c-lineabilidade de CS(R™,R™).

Demonstra¢ao. Definaomapa ® : X — Y pondo ®(F) := Fof, paratodo FF € X. ®é,
obviamente, sobrejetiva e assim card(Y) < card(&X’) = ¢. Por outro lado, dados F} # F>
em X, tem-se Fyof # Fyof em Y. Desta forma, ® é injetiva e ¢ = card(X) < card(Y).
Portanto, card(Y) = ¢. Agora, seja {F} o f,..., [}, o f} um subconjunto finito de Y tal

que, para alguma escolha de escalares A\, ..., \; tem-se

O=A - (Fiof)+-+ X (Frof)
=\ -F)of+--+N-F)of
=M -Fi+- 4+ N F)of

Desta forma, A; - Fy + -+ + A\ - Fr = 0. Assim, como {Fy,...,Fy} C X e X é
linearmente independente, tem-se A\ = ... = A\, = 0. Portanto, Y := {F o f}pcy &
linearmente independente. Agora, como Span(X) é formado por sobreje¢des continuas,
tem-se que Y := {F o f}pcyx contém apenas sobrejecoes continuas. Por fim, dado
¢ € Span(Y), tem-se ¢ = 25:1 Nj(Fjof):R™ — R" com k € N,\; € R, para
cada J € {1,...,k} e {F1,...,F} C X. Com isso, temos que ¢ & continua, pois é a
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1. Lineabilidade das curvas de Peano

combinagao linear de mapas continuos. Por fim, veja que

k
6= N(Fjof)=> (NF)of.
p =1
Assim, como A\ Fj + -+ + A F), € Span(X) C CS(R™, R™), temos que ¢ é também

sobrejetiva, pois é a composta de aplicagoes sobrejetivas. Portanto,
Span(Y) C CS(R™,R"™) U {0}.

]

Para usar o Lema 1.6, precisamos de dois objetos. O primeiro é a fungao f €
CS(R™ R"™), que provamos sempre existir, ¢ o segundo é o conjunto X C C(R",R"), o
qual iremos construir a seguir. Consideremos, para r > 0, o homeomorfismo ¢, : R — R
dado por ¢,(t) := e — e7". Inicialmente, veja que, como ¢, é diferenciavel em todo

t € R, temos ¢, continua em toda a reta. Como

lim ¢,(t) = lim " — lim e’ = +o0
t—4o00 t——+oo t—+o0
e
lim ¢.(t) = lim ¢ — lim e = —o0,
t——o0 t——o0 t——o0

temos que ¢, é sobrejetiva. Além disso, como a derivada de ¢, é estritamente positiva,
podemos afirmar que ¢, € injetiva e, assim, uma bijecao. Portanto, pelo Lema A.5,

temos que ¢, € homeomorfismo, para todo r» > 0. Agora, vejamos o seguinte resultado.

Lema 1.7. O subconjunto i := {¢, },cr+ € linearmente independente, tem cardinali-

dade ¢, e cada elemento ndo-nulo do Span(l) é continuo e sobrejetivo.

Demonstracao. Inicialmente, provemos que cada elemento nao-nulo ¢ = Zle ;O €
Span(il) é sobrejetivo. Podemos supor que r; > r9 > ... > rp e a1 # 0 (basta ordenar

os r; acima convenientemente). Dai, escreva
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k
= § @i+ ¢, (1)
=1
k k
— § Oéi . (eTit _ e*"’it) — E Oéi . eTit _ O[Z' . e*’f‘it
i=1 =1
k k k k
— E a; - e?“it _ E a; - 6—7‘it =q - 67“175 + E a; - e’l’it _ E a; - e—T‘it
=1 =1 =2 =1

k k
=ay - erlt + erlt . E :052' . 6(7'2-—1"1)1& . E :ai . e—rit
=2 =1

k k
_ erlt X ay + E a; - e(ri—rl)t _ E a; - e—’rit
=2 =1

Desta forma podemos concluir que lim;_, o ¢(t) = sign(ay) - 0o e limy_,_ o, ¢(t) =
—sign(aq) - 0o (onde sign(ay) representa o sinal de ay). Logo, a continuidade de ¢
assegura sua sobrejetividade (lembrando que ¢ é continua, por ser a combinagao linear
de aplicagoes continuas). Agora, provemos que i é linearmente independente. Com
efeito, seja ¢ = D> | ;- ¢s, = 0. Suponha que existam alguns A; # 0. Podemos supor
que s; > ... > s, e \; # 0. Repetindo o argumento acima, obtemos

lim (t) = sign(A\;) - oo

t——4o00

lim () = —sign(A;) - 0o

t——o00
que contradiz ¢ = 0. Portanto, i ¢ linearmente independente. Por fim, como U :=
{®r},cp+ tem cardinalidade ¢, Span(4l) tem cardinalidade ¢ e todo elemento de Span ()

é continuo e sobrejetivo. L]

Agora, vamos estender os resultados acima para o R". Para cadar = (rq,...,1,) €
(RT)™, seja ¢, : R® — R™ o homeomorfismo definido por ¢, := (¢,,,...,,,) dados
por

Qpr(xb s 7'7371) = (¢r1 (xl)v ooy Pry (mn))

para todo (z1,...,z,) € R". Trabalhando com cada coordenada, e usando o Lema

anterior, obtemos o resultado a seguir:

Lema 1.8. O subconjunto X = {¢;},c g+, de C(R",R") & linearmente independente,

re(
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1. Lineabilidade das curvas de Peano

tem cardinalidade ¢, e cada elemento nao-nulo de Span(&X’) é continuo e sobrejetivo.

Demonstragao. Iniciaremos provando que X = {p,} R+)n € linearmente indepen-

re(
dente. Com efeito, tome um conjunto arbitrario {¢s,,...,¢s } em X e considere os

escalares Ai, ..., \; tais que A\; - @5, + ...+ Mg - 5, = 0. Logo,

AL (Bsyyse e s Psyp) T oo F A (Dspys o 05, ) =0,

donde
(A1¢811 + -+ Akgbsklv SR )\1¢51n +oee Akgbskn) = 0.

Como cada coordenada é uma combinagao linear nula de elementos de 4 := {¢, }, g+,
que é L.I., temos \; = --- = )\, = 0 em todas as coordenadas. Desta forma, podemos
concluir que X = {gpr}re(Rﬂn é linearmente independente. Por fim, veja que cada
elemento de Span(X') é continuo e sobrejetivo. Com efeito, cada elemento do Span(X)
é da forma ¢ = (¢1,...,¢,) onde ¢; € Span(il), para todo i = 1,...,n. Como cada
funcao coordenada de v é continua e sobrejetiva, temos que 1 é continua e sobrejetiva.

Portanto, o resultado segue. [

O lema seguinte garante que o resultado da lineabilidade que provaremos a seguir é
6timo, isto é, o resultado é o melhor possivel em termos de dimensao e sua prova pode

ser vista no Lema B.11 do Anexo B.
Lema 1.9. dimC(R™,R") =¢

Enfim, provaremos o principal resultado de Lineabilidade do capitulo. Tal resultado

foi provado em [31].

Teorema 1.10 (Albuquerque, 2014). Para cada par m,n € N, o conjunto CS (R™, R™)

é maximal linedvel.

Demonstragao. Seja f € CS(R™,R"). Usando a notagdo do Lema 1.8 e o resultado

do Lema 1.6, com o conjunto Y := {F o f} .., obtemos a lineabilidade maximal de
CS (R™ R™) . O

O teorema 1.10 acima pode ser “otimizado” considerando o conjunto CS (R™, R") :=
{f € CS(R™ R"); f~*({a}) & ilimitado, para cadaa € R"}, para quaisquer inteiros po-
sitivos m e n dados. De fato, inicialmente vejamos que CS..(R™,R™) é sempre nao-
vazio. Com efeito, dados m,n € N, definamos m; : R”™ — R como projecao da primeira
coordenada dos vetores = (z1,...,%,,) € R™ e assim, temos m; € CS(R™, R).

Agora, tomemos g € CS(R,R™) (na Proposi¢ao 1.5, provamos que g sempre existe).
Desta forma, f := gom : R™ — R™ € CS(R™,R™). De fato, inicialmente vejamos
que f é continua e sobrejetiva, pois é a composi¢ao de mapas continuos e sobrejetivos.
Dai, dado a € R", tem-se g~*({a}) # 0. Logo, f~'({a}) = ;' (g {a}) ¢ ilimitado.

Agora, consideremos a seguinte versao do lema 1.6.
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Lema 1.11. Sejam m,n € Ne f € CSo(R™,R"). Suponha que temos X C C(R",R")
um subconjunto com cardinalidade ¢, linearmente independente e cada elemento nao-
nulo de Span(X’) é sobrejecao continua. Entao, Y := {Fo f}pcy C C(R™,R") tem car-
dinalidade ¢, é linearmente independente e é formado por sobrejecoes continuas. Além
disso, Span(Y’) C CS(R™, R™) U {0}, obtendo a c—lineabilidade de CS..(R™,R").

Demonstracao. Utilizando os argumentos do Lema 1.6, observamos que nos resta ape-
nas provar que Span(Y) C CS(R™,R")U{0}. Com efeito, dada ¢ € Span(Y’) tem-se
¢ = Zle/\j(Fj of):R™ - R" com k € NJA\; € R, para cada j € {1,...,k}
e Fy,...,F, € X. Desta forma, dado a € R™ arbitrario, tem-se que ¢ '({a}) =

-1
£ ((2521 Ajpj) ({a})) ¢ ilimitado. Portanto, ¢ € CS.(R™, R") U {0}. O
Teorema 1.12. Para cada par m,n € N, o conjunto CS., (R™,R™) é mazimal linedvel.

Demonstrac¢ao. Considere qualquer f € CS(R™,R™) e conjunto & dado no Lema
1.8. Usando o Lema 1.11, com o conjunto Y := {F o f}rcx, obtemos a lineabilidade
maximal de CS., (R™,R"). O

1.3 Lineabilidade de mapas injetivos

O caso de funcoes injetivas merece alguns comentérios. Em R¥ o conjunto de todas
as sobrejecoes é 2°-linedvel, enquanto que o conjunto das funcoes injetivas é apenas

1-lineavel. Consequentemente, o mesmo para as funcoes bijetivas em RE.
Teorema 1.13. O conjunto das funcoes injetivas de R para R nao € 2-linedvel.

Demonstracao. De fato, dada duas fungoes injetivas, f,g : R — R, tome = # y em R
e q= M € R. Entao, a fungdo h = f + « - g € Span(f, g) satisfaz
9(y) — g(x)

_ f@)g(y) — f(W)y(z)
9(y) — g(x)
_ f@)gly) = FWe(x) + f(w)9y) — f(y)g(y)
9(y) — g(x)

_ W) - (9(y) = 9(@) + (f(=) = f(y) - 9(y)

. g((y)) —g(z)

fx) = fly

= fly) + (0 — o(0) 9(y)
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ou seja, h nao é injetiva. O

Este argumento é facilmente adaptavel para uma funcao de R™ para R, basta tomar
a combinacao linear com o a dado acima. Isto significa que, dada duas aplicacoes
injetivas, no espago gerado por elas sempre podemos encontrar um elemento que nao é
injetivo. Quanto as dimensoes mais elevadas, reunimos no proximo Teorema uma série
de afirmacoes, que foram comprovadas recentemente por Jimenez, Maghsoudi, Munoz

e Seoane em [33] no cenério de espagos vetoriais euclidianos.

Teorema 1.14. Sejam n,m € N. Entao as sequintes afirmagoes sequem:
1. O conjunto {f : R™ — R™: f é injetiva} é m-linedvel, mas nao (m + 1)-linedvel.
2. O conjunto {f : R¥'™ — R2"™; f ¢ linear e bijetiva} é 2"-linedvel.

3. Sem > 3 € impar entao o conjunto {f : R™ — R™:; f € linear e bijetivo} nao é

m-linedvel.

Somente recentemente, um nimero de afirmagoes foi estabelecido no caso real. Se
X é um espaco de Banach sobre K = R ou C, entdo X e L(X) vao representar, res-
pectivamente, o espacgo topologico dual de X e o especo vetorial de todos os operadores

lineares continuos em X. Ou seja,

X' ={f: X —K; fé linear e continuo}

L(X)={T: X — X;Télinear e continuo}.

Lembre-se que L(X) se torna uma &lgebra linear (na verdade uma algebra de Ba-
nach) se dotarmos esse espago vetorial com a lei interna de composigao de operadores.
Se T € L(X) entao o espectro e o espectro pontual de 7" sdo denotados por o(7') e
o,(T), respectivamente. Relembre que o(7) = {\ € K;T — Al nao é invertivel} (/
¢ a identidade) e 0,(T) é o conjunto dos autovalores de T, isto é, 0,(T) = {\ €
K; T — A ndo ¢ injetivo} (C 0,(T)). O adjunto de T é o operador T € L(X') = {T :
X' — X'} dado por (T'p)(z) = p(T(x)) (p € X', z € X).

Lembre que se X é um espaco de Banach de dimensao finita entao qualquer mapa
linear T': X — X ¢é continuo e qualquer mapa linear injetivo 7' : X — X & bijetivo.

Consequentemente, para um espaco de Banach geral, consideremos a familia

L1-1(X) = {Mapas injetivos lineares continuos X — X}
={T € L(X) : ker(T) = {0} }.

E sabido que o grupo de operadores bijetivos em um espaco de Banach (ou, equi-

valentemente, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, o grupo de operadores inversiveis)
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¢ um conjunto nao-aberto e ndo-vazio. Logo, L;_1(X) contém um conjunto aberto
nao-vazio, entdo nao é um conjunto muito pequeno, no sentido topoldgico. Assim, é
natural levantar a questao de se L;_1(X) também é grande no sentido algébrico.

O Teorema 1.14 acima, nos forneceu uma resposta parcial no dominio de espacos

reais de dimensao finita.

Defini¢ao 1.2. Uma sequéncia (z,,)%; no espaco de Banach F é chamada de base de

Schauder de E se cada x € E tem uma representacao tnica sob a forma

[eS)
xr = E AnTy
n=1

onde a, € K para todon € N
Para finalizar este capitulo, destacamos que em [33], temos os seguintes teoremas:

Teorema 1.15. Seja X um espaco de Banach real com uma base de Schauder. Entao,
Ly 1(X) € linedvel.

Considerando os operadores injetivos em espacos de Banach de dimensao finita,

temos o seguinte resultado:
Teorema 1.16. Seja m € N e S um conjunto com card(S) < c¢. Temos:

1. Para K =R ou C, o conjunto {f : S — K™; f € injetivo} é m-linedvel, mas

nao (m + 1)-linedvel.

2. 0O conjunto {f : C™ — C™; f € linear e bijetivo} é m-linedvel se, e somente se

m = 1.

Por fim, considerando os operadores injetivos em espacos de Banach com dimensao

infinita, L. Bernal obteve em [22] que a familia L, _;(X) ¢é fortemente c-algebrizavel.
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Capitulo 2
Algebrabilidade das curvas de Peano

Neste capitulo, investigamos diversas propriedades, que dizem respeito a ordem
de crescimento das funcoes inteiras. Provamos um importante resultado que fornece a
ordem de crescimento do produto e da soma de funcoes inteiras. Por fim, utilizamos tais

resultados para a prova do principal resultado do capitulo, a saber, a algebrabilidade
de CSo(R™,C").

2.1 Resultados relacionados a ordem de crescimento

de funcoes inteiras

Uma vez resolvida o problema da lineabilidade, no Teorema 1.10, uma questao na-
tural ¢ indagar sobre a algebrabilidade do conjunto CS(R™,R"™). Claramente a algebra-
bilidade nao pode ser obtida no contexto real ja que, para qualquer f € R, 2 é sempre
nao-negativa, logo nao é sobrejetiva. Isto significa que dada qualquer f € CS(R,R), a
algebra gerada por f contém uma fungao que nao é sobrejetiva. Contudo, no ambiente
complexo é possivel obter algebrabilidade, como veremos no principal resultado desse
capitulo.

Para provar a algebrabilidade de CS(R™, C") utilizaremos a Tecnica do vetor mae,
dada pela seguinte versao do Lema 1.11. A prova é obtida seguindo argumentos ana-

logos aos utilizados nos Lemas 1.6 e 1.11.

Lema 2.1. Seja f € CSo(R™,C"). Suponha que X C C(C",C") é um subconjunto
com cardinalidade ¢, linearmente independente e cada elemento nao-nulo do Span(X’)
¢ uma sobrejecdo continua. Entdo, Y := {F o f}pcxy C C(R™,C") tem cardinalidade
¢, é linearmente independente e é formado por sobrejecoes continuas. Além disso,
Span(Y) C CSo(R™,C™) U {0}, obtendo a c—lineabilidade de CS..(R™,C").

Primeiramente, destacamos que ao trabalhar com o subconjunto CS..(R™,C") de

CS(R™,C™) obteremos um resultado refinado, pois provaremos a algebrabilidade de um
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

subconjunto “menor” de CS(R™,C"). Para utilizar o Lema 2.1, precisamos da fun¢io
f e do conjunto X satisfazendo as condigcoes acima. Podemos assumir que a funcao
f € CS(R™,C") sempre existe. Assim, nos resta apenas construir o conjunto X.
Para isso, denotemos por H(C) o espago de todas as fungoes inteiras de C em C,
ou seja, H(C) := {f :C — C; fé inteira}. Parar > 0 e f € H(C), denotemos por
M(f,r) o maximo absoluto da funcio f no disco fechado de raio r. E simples verificar
que a fungdo M (f,-) é monotona ndo-decrescente. Alem disso, o Principio do modulo
méaximo (Teorema C.10) garante que o maximo de |f| restrita a um disco fechado é
atingido em algum ponto da fronteira. Desta forma, podemos concluir que M(f,-) é

estritamente crescente e

M(fv T) = max\z|§r |f(Z>| = maX|z\:r |f(2)| :

Definicao 2.1. Seja f : C — C uma funcao inteira. Definamos a ordem de crescimento

de f por

log log M
o) = lim sup 28198 (fir)
r—-+00 log r

Por conveniéncia, quando nao houver risco de ambiguidade, representaremos a or-
dem de crescimento p(f), de uma funcdo inteira f, apenas por p. A ordem de cres-
cimento p(f), de uma fungao inteira f : C — C, pode ser dada como o infimo dos
nimeros reais p tais que

M(f’ T’) S 671P+6

para todo e > 0, quando r for suficientemente grande. De fato, veja que M (f,r) < ™"

implica .
loglog M (f,r) < log log e”

< =p+t+e.
logr logr

Portanto, aplicando limsup,_, ., obtemos p(f) < p +¢. Fazendo ¢ — 0 conclui-
mos que p(f) < p. A seguir, veremos vejamos algumas propriedades da ordem de

crescimento de uma funcao inteira.
Proposicao 2.2. Se f : C — C & um polinémio. Entao p(f) = 0.

Demonstracao. Como f é um polindémio, existem n € Ny e ag,aq,a,2,...,a, € C tais
que f(z) = Z?:o a;z’. Lembremos que dado um nimero complexo z, para qualquer

m € N tem-se || = |z|™. Agora, vejamos que

n n

M(f,r) = max).—|f(2)| = max;|—, Zajzj < maxj|—r Z ;27|
=0 =0
n n n
= MAaX|,|—r Z laj| - |27| = max Z la;| - |2]) = Z laj| - 17.
=0 =0 =0
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

Dati,
. loglog M(f,r) _ .. log log Z?:o |aj| - 17
p = lim sup < lim sup :
r—4-00 10g r r—400 1Og r

Usando a regra de L’Hospital, tem-se

loglog d 7, |a,|r! >y dlaglri—t 1

li : -
=400 logr = o > i—o lajlrilog Y5 lajlrd rt
~ im 21 Jlaglr?
r—+oo Z?:o |aj|r7 log Z?:o |aj|r
— hm 2?21 ']|a.] ’Tj . 1
r=+o0 Z?:o |lajlr log Z;'L:O |aj|r?
=0.
Assim,
loglog ™" |a;|r? loglog ™" |a;|r?
p < limsup & gzj_0| i = lim 5 gZ]_o’ i = 0.
00 log r r—+00 log r

Como p € [0, 00), podemos concluir que p = 0.

]

Em particular, destacamos que a ordem de crescimento de uma func¢ao inteira cons-

tante é zero.

Lema 2.3. Se 0 < § < o0, entao existe uma fungdo inteira f tal que p(f) = 4.

Demonstracao. O caso em que 6 = 0 foi provado na Proposicao 2.2. Seja 0 < § < oo

e tome f: C — C dada por f(z) = e’ . Desta forma, f é uma funcao inteira, pois é

uma funcao exponencial, e vale M(f;r) = max .-, | f(2)| = el = ¢’ Dai, veja que

loglog M(f;r) loglog elrl’ B log r? _5

log r ~ logr  logr

Portanto,
log log M ( f;
p(f) = limsup oglog M(f;r) = limsupd = ¢.

r—-+00 10g r r—-+00

Por fim, consideremos o caso em que § = co. Seja f: C — C dada por f(z) =e¢

logo, M(f;r) = max,—, |e*’| = ¢ . Desta forma,

loglog M(f;r) loge” r-loge

log r ~ logr logr

Como lim,_, @ = +00, podemos concluir que

) loglog M(f;r) .. r-loge
p(f) = limsup = lim sup =00
r—-+00 1Og r T—+00 1Og r
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

Em seguida provaremos algumas propriedades a respeito da ordem de crescimento
de uma funcao inteira, que serao tteis na prova de um Lema essencial para a demons-

tracao do principal resultado do capitulo.

Proposicao 2.4. Sejam f1, fo € H(C) de ordens p; e ps, respectivamente, com p; # po,
N € N e a € C. Entao valem as propriedades:

L p(fi + fo) = max{p1, po}.
2. p(f1- f2) = max{py, pa}.
3. p(afiy) = p(fr).

Demonstra¢ao. (1) Suponhamos inicialmente que p; < pg e ps < +00. Desta forma,

tem-se

M(fi+ fo,r) = max = |(f1 + f2)(2)]
= méx\lerl(ﬂ(Z) + f2(Z))|

< maxp = | f1(2)] + méx. = [ f2(2)].
Com isso, para todo £ > 0 dado, tem-se

p1te pote pate pate pote
M(fi+ fo,r) <e€" +e" <e" +e" =2e"7

Por outro lado, vejamos que 2e™2 " = 272 L o2 L oot g or2 e (1rt) | orratee

como r”2* . (1 — r¥) — —o0, quando r — +00, temos r*2*¢ - (1 — r¢) < log(1), para r
suficientemente grande. Portanto,

2 . erp2+s _ 2 . e[T”QﬂLE-(lfrE)] . erp2+2s < 2 ) elog(%) . €Tp2+s < erp2+2s
e, desta forma, M(f, 4+ fo,7) < €™ para r > ro(e). Dai, representando por p a
ordem de crescimento de F' := f;+ f5, temos p < ps+2¢ e, assim, fazendo € — 0, temos

p < pa. Por outro lado, existe uma sequéncia de nameros (r,), tal que r, — 400 e
M(fo,r,) > e’ Logo,

M(fi+ fayr) = maxp;—[(f1 + f2)(2)]
> méXlZ\:T’fQ(Z” - méx\ler‘fl(Zﬂ

> ern _ ern

p2—¢ P1—E _ P2—E
= -(1—6’”” —m )

PPLE_ pa—c FPLITE_p2—e 1 .
Como e'™ "~ — 0 quando r, — 400, temos 1 —e"™ " > 3, para n suficien-
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

pP2—¢€ .
temente grande. Desta forma, M (f; + fo,7) > L. e™ . Agora, vejamos que
) ) 9 5
1 rP2=e 1 rP27¢ 7”512725 _TZQ*QE
5 e — 5 -e e - e
— 1 . QTZQ_E_T£2_26 . 67{?_28
2
e
5 .
. _ _ . pP2—¢
Para n suficientemente grande temos 7227¢ . (1 —r;¢) > log2. Com isso, % e >
1. _log2 rp27 32 rh2732e : b2 ;
z-e®fe™  =e™  ouseja, M(fi+ fo,7) > €™ e, assim, p > py — 2. Fazendo

e — 0, tem-se p > py e, portanto, p = po. O caso ps < p; € andlogo ao caso exposto

acima.

(2) Dado € > 0 e r suficientemente grande, temos

M(fr- forr) = maxgoi=|(f1 - f2)(2)]
= méx;:=|(f1(2) - fa(2)]

MAX|;|= | f1(2)] - max|; = | f2(2)]

rP1te rp2te
- €

IN

IN

rp2+e rp2te
e

IN

_ 6274)2 +e .

Logo, p < ps + € e, fazendo € — 0, temos p < po. Além disso, dado € > 0 arbitrario,

. N . . . pP2—€ .
existe uma sequéncia de nameros (1), com r,, — 400, tais que M (fy,7) > €™ . Dai,

p2—e po—e pa—€ o2 €
n

M(f1- fayrn) > e e >e™ e >e
Assim, temos p > ps — € e, desta forma p > py. Portanto, p = ps.

(3) Considere F' := g - h, onde g : C — C é dada por g(z) = «, para todo z € C e
h:C — C é dada por h(z) = f{¥(z). Desta forma, temos

p (e f) = max{p(g), p(h)}
= p(h)
=méx {p(f1), p(f1),- -, p(f1)}
= p(f1)-

As provas acima também se aplicam sem mudancas significativas quando py = +o00. [

Deve-se notar que, quando p; = po, podemos ter p(fi + f2) < méx{pi, p2}. Com
efeito, considere f1(z) = e* e fo(z) = —e®. Dai, temos p; = py = L e p(fi+f2) = 0, pois
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

fi+ fo = 0. Portanto, de foma geral, temos p(f1 + f2) < max{p1, p2}. Além disso, por

um raciocinio analogo ao exposto acima, podemos concluir que p(f1- f2) < max{pi, p2}-

+o0

nep On - 2", a, — 0 a série de MaLaurin da funcao inteira f (se ay,

Agora, seja f(z) =
nao tende a zero, f ndo é inteira). A propriedade a seguir, cuja prova pode ser vista

em [38] (theorem 2.2.2) também ¢é relevante.

Proposicao 2.5. Uma funcao inteira f(z) = :L“i% a, - 2" possui ordem p finita se, e
somente se,
n-logn

= lim sup < +o0. (2.1)

Neste caso, p = .

2.2 Algebrabilidade de CS..(R™, C")

O proximo resultado é conhecido como Corolario do Teorema de Hadamard, cuja

prova pode ser vista em [8].

Proposicao 2.6. Toda funcao inteira nao-constante f que possui ordem de crescimento

finita, nao inteira e positiva é sobrejetiva.

Como consequéncia das propriedades anteriores, obtemos o seguinte resultado quanto
a ordem de um polinémio de vérias variaveis avaliadas em funcoes inteiras, com ordens
diferentes. Primeiro, precisamos estabelecer a seguinte notacao: para um polindmio
nao-constante em M variaveis complexas, P € Clzy,...,2zy], seja Zp C {1,.... M} o
conjunto dos indices k tal que a variavel z; aparece explicitamente em algum monomio

(com coeficiente nao-nulo) de P, isto é,

Ip:{né{l,...,M} : STP?éO}

Lema 2.7. Sejam f1,..., fa € H(C) tais que p(f;) # p(f;) sempre que i # j. Entdo,

p(P(f1,..., fu)) = keg}f_}p(fk)

para todo polinémio nao-constante P € C|z,...,2)]. Além disso, os elementos de

(fr)M | sdo algebricamente independentes e geram uma algebra livre.

Demonstracao. A segunda afirmacao segue de forma direta da primeira. Para provar a
primeira parte podemos assumir, sem perda de generalidade, que M > 1 e as funcgoes
inteiras f1,..., far satisfazem p(f1) < p(f2) < ... < p(fa). Com efeito, se M = 1
entdo o resultado decorre da Proposicao 2.4 e se p(f;) > p(f;) para algum i # j,

podemos reorganizar as funcoes inteiras de forma a satisfazer as condi¢oes impostas
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

para a ordem de crescimento. Dado um polinomio P € Clzy, ..., z)], a Proposi¢ao 2.4
também assegura que p(P(f1,..., fu)) < méxper, p(fr)-
Portanto, resta provar que p(P(fi,..., fu)) > méxger,p(fr). Seja N = maxZp

(temos que, pela ordem de crescente, maxxer, p(fi) = p(fn) := pn). Podemos escrever

m

P(fi,.. fa) = D Pilfi, - ) - fa (2.2)

1=0

para algum m > 0 e P, € Clz,...,2zy_1] \ {0}. Como p(fn-1) < p(fn) := pn, existe
e > 0tal que p(fn_1) < p(fn)—2¢ < p(fn) := pn. Agora, pelas propriedades provadas
na Proposi¢ao 2.4, podemos estimar a ordem de cada um dos termos da soma (2.2):
p(Bi(fr, - fva1)) < p(fv-1) < pn, Vi=0,...om =1 e p(Pn(f1,. .., fno1) - fn) =

p(fn) = pn-
Pela definicao de ordem, temos a existéncia de uma sequéncia de ntmeros reais

positivos (r,)n, tendendo para +oco e nimeros complexos z,, de modulos r, tais que,

para n suficientemente grande, vale:

NE

P(fi,..., fu)(z) = (

:<i

Pafrs oo ) (za) - I )l = 1Pa(frs s ) )l - L ()] > e

Pi(flw"’fN*l) ’ f;V) (Zn)

WE

Bi(fi,- - fn-1)(zn) - ﬁv(%)) :

Il
=)

Desta forma,

e
TPN_QE
|Pi(f1> s 7fN—1)(Zn)‘ <er
para todo i = 0,...,m. Portando, |Pu(f1,.. .. fxv-1)(za)| - |fx(za)| > €™ implica,

para n grande, que

PN —€
ern PN—€ _PN—2€
fn(zn)]| > > T . 2.3
v ()] |Po(f1, - fv—1(2n))] (23)
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2. Algebrabilidade das curvas de Peano

Logo, pela desigualdade triangular temos

[P(f1s-- - fan)(z)| =

S Plfir o)) - Filen)

-1

= Pm(fh .. -afN—l)(Zn) : f]?fl(zn) + PZ(fla e 7fN—1)(Zn) ’ f]z\f(zn)

m—

2 Pl fis-- s fn-1)(2)] - | (2) Z (fryeos I ()l - L (za)

1=0

Pulfiss f )zl - vzl - ()l —
.= Z |-Pz(f1, ce >fN—1)(Zn)| . |fN(Zn)|Z

3

m—1
roNTE m— rEN T2 i
> ()" e ()l
=0
) m—1
rfNTE m— pENTE_pPNTE i—(m—
= fn(z)|" T 1= " 'Z’fN(Zn”( Dl (2.4)
=0

Note que a expressao dentro dos colchetes na ultima féormula tende para 1 quando
pPNT2E_ PN~

n — 400 pois lim,_ ;o0 e™ ™" — 0. Desta forma, pela relacio (2.3),
1 . PN — 25 pN €
lim |fn(z,)|" < lim €™ ™ =0,
n—-+oo n—-+0oo
pois rPNT2 — pPN=E < () e para n — oo, tem-se 7, — +00. Logo, a expressio dentro

dos colchetes em (2.4) é maior que alguma constante C' € (0, 1) para n suficientemente

grande. Além disso, da relagao (2.3), tem-se

PN~ _ PN —E pN—c _pn—2e\ M1
U > A (Y
= e’"ZN °. <e(m DrpN = —(m—1)rpN 28)

mriN "¢ (m—l)rfLN_25

=€

pN c m—1 _.—¢
— emrn ~[1 —Tn ]
€
N T
)

> e(?’ﬂ/)

para n suficientemente grande. Consequentemente, temos para n grande que (2.4)

implica

N

M(P(fr, -, far)yrn) = MaXaimp | P(f1, - fas(2)] = C e300 (2.5)
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donde

} loglog M(P(fy,..., T
p(P(fi,-.., fu)) = limsup g log M( 1(f1 Jar),7)
r—+00 ogr
> lim sup loglog M(P(f1,---, fum)s7a)
n—+o0 logrn

log log(C' - %" "
> lim sup oglog(C'- )
n—-+o0o 1Og Tn

= PN —E.

Fazendo € — 0, a inequagdo acima prova que p(P(fi,..., far)) > py = méxper, p(fr),

como queriamos. [

A partir deste Lema podemos provar que CS, (R™,C") é fortemente c¢-Algebréavel

e, portanto, fortemente maximal algebravel.

Teorema 2.8. Para cada m,n € N, o conjunto CS, (R™,C") ¢é fortemente mazimal
algebrizdvel em C (R™,C").

Demonstracdo. E suficiente considerarmos o caso n = m = 1. De fato, o caso m > 1
segue direto do caso m = 1 considerando o mapa projecao de R™ para R. O cason > 1
é obtido de n = 1 trabalhando em cada coordenada. Para cada s > 0, selecione uma
funcao inteira, s : C — C de ordem s. Seja A := (0,00) \N. O Lema 2.7 assegura que
o conjunto X = {ps}sca € um sistema de cardinalidade ¢, gerando uma algebra livre
A.

Agora, note que um elemento ¢ € A\ {0}, pode ser inscrito como um poli-
nomial P sem termo constante avaliados em alguns ¢, , @s,,. .., Psy, iSto & ¢ =
P@s1s Psas -1 Psn) = Djajam Carpart 952 -+ piN. Pelo Lema 2.7, existe j € {1,..., N}
tal que p(p) = p(ps;) = s; € No. Logo, o Corolario do Teorema de Hadamard (Pro-
posicao 2.6) garante que ¢ é sobrejetivo. Finalmente, para qualquer f € CSo (R, C),
considere Y := {¢ o f},ca. Entdo, pelo Lema 2.1, Y é a algebra procurada. Isso

conclui a demonstracao do teorema. O

28



Capitulo 3
Espacabilidade das curvas de Peano

Neste capitulo definimos uma importante classe de espacos, a saber, os espacos de
Fréchet. Em seguida, utilizamos a caracterizacao de Nikolskii para sequéncias basi-
cas para provar um importante critério de espacabilidade. Por fim, devido a Bernal e

Ordonez usamos esse critério para provar o principal resultado do capitulo, a espaga-
bilidade de CSo(R™, R™).

3.1 Critérios de Espacabilidade

Nas ultimas duas décadas ocorreu um crescente interesse na busca de boas estru-
turas algébricas-topoldgicas em conjuntos (principalmente conjuntos de fungoes e de
sequéncias) que possuem propriedades exoticas. Provaremos um resultado que garante
a existéncia de uma “grande” estrutura topologica. Mais precisamente, ap6s provarmos
que CS(R™,R"™) ¢é lineavel (Teorema 1.10) e CSo(R™, C™) é algebravel no Teorema 2.8
resolveremos a seguinte indagacao natural: CS(R™,R") é espagavel? Ou seja, contém,
a menos do vetor nulo, um espaco vetorial fechado com dimensao infinita?

Atualmente, ndo existe algum critério geral de existéncia de um grande subespaco
fechado dentro de um conjunto de um espaco vetorial topologico. De fato, a maioria
das provas da espagabilidade nas especificas configuracoes tem sido feitas diretamente e
construtivamente. E preciso voltar para A. Wilansky ([6], 1975), para encontrar o que
poderia ter sido o primeiro critério geral de espacabilidade. Definindo a codimensao de
um subespaco Y de um espago de Banach X como dim(X \ V), A. Wilansky provou o

seguinte critério de espacabilidade.

Proposicao 3.1. Se Y é um subespaco vetorial fechado de um espaco de Banach X,

entdao X \ Y é espagavel se, e somente se, Y tem codimensao infinita.

Seja V' um espaco vetorial complexo com uma métrica d : V x V — R, suponha

29



3. Espacabilidade das curvas de Peano

que d é invariante por translacao no sentido de que
dx + z,y + 2) = d(z,y)

para todo x,y,z € V (note que esta propriedade é valida para as métricas induzidas
pelas normas). Damos a V a topologia induzida pela métrica. Uma base local em
v € V consiste em bolas abertas centradas em v : {w € V;d(v,w) < r}. A translagao

invariante implica que as bolas centradas em v sao nada menos que as translagoes
v+ B, ={v+bbe B,}

onde B, é a bola aberta de raio r centrada na origem, ou seja, devido a translagao
invariante, a topologia na origem determina a topologia em todo o espaco vetorial.
Uma topologia em V' & localmente convera se existe uma base local em zero (portanto

em cada ponto) consistindo de conjuntos convexos.

Definicao 3.1. Um espago vetorial topologico E é dito metrizavel se existe uma mé-
trica em F que define sua topologia. Todo espaco localmente convexo, metrizavel e

completo serd chamado de Espaco de Fréchet.

Uma versao melhorada da Proposicao 3.1, onde X é permitido ser um espaco de

Fréchet, acima definido, é atribuido a Kitson e Timoney (|11], Theorem 3.3).

Teorema 3.2. Sejam Z,(n € N) espacos de Banach e X um espaco de Fréchet. Sejam
T, : Z, — X mapas lineares continuos e Y o Span linear de |J, T,,(Z,). Se Y ndo é

fechado em X entao o complemento X \'Y € espagdvel.

Entre outras aplicagoes, o tltimo resultado é usado em [11] para mostrar a espa-
cabilidade do conjunto A(D) das séries de poténcias nao-absolutamente convergentes
no disco da familia de operadores nao-absolutamente p-somantes entre certos pares de
espacos de Banach. Recentemente, os autores de [23] [Theorem 2.2, [23]] tem estabe-
lecido uma condicao suficiente para espagabilidade em funcao de espagos de Banach.
Com isso, este resultado é aplicado para provar a espacabilidade de

Lffestrito’ (sep > 1)

p

1—estrito’ (sep > 1)

Lgstrito’ (sep > 1)'

Definicao 3.2. Uma F-norma || - || em um espago vetorial X é um funcional || - || :

X — [0, +00) satisfazendo, para todo z,y € X e A € K, as seguintes condigoes:
Lol +yll < [zl + [yl
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

2. Az < ], se Al <1
3. || Az|]| = 0,se A =0
4. ||z]| = 0, somente se z = 0.
Um F-espaco é um espaco vetorial topoldgico completo metrizavel com uma F-norma.

Veja que se d(z,y) = ||z — y||, onde |.|| ¢ uma F-norma, entao d(z,y) ¢ invariante
por translacao pois, dados z,y,z € X tem-se d(z + z,y +2) = |[(x + 2) — (y + 2)|| =
|z — y|| = d(z,y). O ingrediente principal na prova destes resultados é o Teorema
de Nikolskii da caracterizagao de sequéncias basicas, definidas a seguir, que também

revela-se verdadeiro no cenario de F-espacos.

Defini¢ao 3.3. Uma sequéncia (e;);>] em um espago de Banach X é chamado uma

Sequéncia Bdsica se € uma base de Schauder para [ey], o fecho do subespaco gerado

por (ex){2].

Como sabemos, as sequéncias bésicas sao de fundamental importancia na teoria
dos espacos de Banach e serao explorados ao longo deste texto. Para reconhecer uma
sequéncia de elementos em um espaco de Banach, usamos o seguinte teste, conhecido
como Critério de Banach-Grunblum / Caracterizacao de Nikolskii. Para provar tal
resultado, vamos utilizar o Lema a seguir, cuja prova pode ser vista no Lema A.6 do
Apéndice A.

Lema 3.3. Suponha S, : X — X, n € N, uma sequéncia de projecoes lineares

limitadas em um espaco de Banach X tais que
1. dim S, (X) =n, Vn € N.
2. 5,5, =SS, = Smin{m,n}; Vm, n € N.

3. Sp(x) = z,Vo € X.

Entao cada sequéncia de vetores nao-nulos (ex,); > em X escolhida indutivamente para

que e; € S1(X) e ex € Sp(X)NS;1,(0), se k > 2, & um base para X com projegoes das

“+o00

somas parciais (5,),°.

Proposicdo 3.4 (Caracterizagio de Nikolskii). Uma sequéncia (ex);2] de elementos
nao-nulos de um espaco Banach X ¢ basica se, e somente se, existe uma constante k

tal que

m n

g A€y

k=1

<k (3.1)

akCr
k=1

para cada sequéncia finita de escalares (ax) e todos os inteiros m, n tais que m < n.
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

Demonstragio. Assuma que (ex); 2 ¢ uma sequéncia basica e sejam Sy, : [ex] — [ex],

m =1,2,... as projegoes das somas parciais, isto &, dado x € [ex] = Span{e, k € N},

existe uma sequéncia (ay,); > de escalares tais que

+o0

Tr = E ag * €.

k=1
Desta forma, dado um inteiro 1 < m < n, vale

m

Sp(x) = Zak - €.

k=1

Dai, se m < n, temos

m m n
Zak-ek =S, (Zak-ek) < sup ||Sp|| - Zak-ek
k=1 k=1 m k=1

pois cada S,, : [ex] — [ex] € um operador linear continuo. Assim, temos (3.1) com
k = sup,, ||Sm||. Por outro lado, seja E = [ex] = Span{ex; k € N}. A condigao (3.1)
implica que os vetores (ex); > sao linearmente independentes. Isto nos permite definir

inequivocamente para cada m, o operador de classificacao finita

Sm: E — [ex]ie,

por
n min{m,n}
sm(Zak-ek>: Z ag - e, m,n € N.
k=1 k=1
Por densidade, cada s,, estende-se a S, : [ex] — [ex]fr; com [|Sn| = [|sml| < k.

Notemos que para cada x € F tem-se

SnSm(x) = SpSn(®) = Smin{m,n} () (3.2)

para todo m,n € N. Entdo, por densidade, (3.2) é valido para todo x € [e]. Para cada

+oo

x € [e] a sequéncia (S,,(z)), > converge para x, como o conjunto {x € [ex]; Sp(z) —

x} é fechado e contém F, que é denso em [e;], o Lema 3.3 assegura que (e;);>] é uma

base para [e;] com projegoes de somas parciais (S,,)F>. O

O Teorema da caracterizacao de Nikolskii para sequéncias basicas em espacos de
Banach também é valido no contexto dos F-espacos (como pode ser visto em |34,
Theorem 5.1.8]).

Definicao 3.4. O suporte de um funcional f : © — K, onde 2 é um conjunto nao-
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

vazio, & o conjunto
o(f) ={z €Q; f(z) # 0}.

O proximo critério de espagabilidade, obtido por Bernal e Ordoniez em [24] sera

utilizado para provar o principal resultado do capitulo.

Teorema 3.5. Seja ) um conjunto nao-vazio e Z um espacgo vetorial topoldgico sobre
K. Assuma que X é um F-espaco sobre K consistindo de funcionais de ) assumindo
valores em Z e que || - || é uma F-norma definindo a topologia de X. Suponha, além
disso, que S € um subconjunto nao-vazio de X e que S : P(2) — P(Q) é uma fun¢aio
conjunto com A C S(A) para todo A C P(Q)) satisfazendo as sequintes propriedades:
1. Se (g,) C X satisfaz g, — g em X entdo existe uma subsequéncia (ng) C N tal
que, para cada x € €2, g, (x) = g(x).

2. Eziste uma constante C' € (0,400) tal que ||f + gl > C||f||, para todo f,g € X
com o(f)Nao(g) = 0.

3. af €8, para todo o € K e para todo f € S.
4. Se f,g € X sao tais que f +g€ S eS(o(f))No(g) =0 entao f € S.

5. Eziste uma sequéncia de funcionais (fn)n C X\ S tal que S(o(fm)) No(fn) =0,

para todo m,n, com m # n.
entao, X \ S € espagdvel em X.

Demonstragao. Mostremos que (f,,), ¢ uma sequéncia bésica. De fato, Por (3), temos
que 0 € S, entao de (5) temos f, # 0, para todo n. Além disso, para cada par
r,s € N com s > r e quaisquer escalares aq,...,as segue de (2) e (5) (e do fato de
S(o(fn)) D o(fn) para todo n) que

S

> anfn

n=1

T

Y anfut Y anfn

n=1 n=r+1

r

Z anfn

n=1

>C-

Agora vejamos que os suportes de > anfn e > ) . anfn sdo disjuntos. Com efeito,
veja que para todo F C N finito, tem-se o (ZneF anfn) C Upero(fn). De fato, dado

Z€0 (ZneF anfn) temos

Zanfn(z) #0= 3k € F tal que fip(z) #0

= (z€0(fr)) C (U U(fn)>

=0 <Zanfn> C (U O’(fn)> )
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

Por outro lado,

Z € U o(fn) = Jk € F tal que fr(z) #0

neF

= Zanfn(z), onde ay =1, e a; =0, Vj # k.

ner

=z€0 <Zanfn>.

neF

Dai, por

r

o (Zanfn> clJolfn) =4,

n=1

a(Z anfn> C U o(fn) =B

n=r+1 n=r+1
e S(o(fm)) No(fn) = 0, pela hipotese (5), podemos concluir que o(f,) No(f,) = 0,
para todo m # n. Portanto, AN B = () e desta forma, os suportes de Y. _ a,f, e
ZZ:TH an fr, 120 se intersectam. De acordo com a caracteriza¢io de Nikolskii, (fy,)n
¢ uma sequéncia basica (com constante basica k = 1\ C). Desta forma, temos que as
fungoes f,,(n > 1) sao linearmente independentes e desta forma, podemos considerar o

espagco

M = Span{f,;n € N}.

E claro que M é um subespaco vetorial fechado infinito dimensional de X. E
suficiente provar que M \ {0} C X \ S. Para este fim, fixe uma funcao F' € M \ {0}.

Entéo, temos uma sequéncia unicamente determinada (c,) C K tal que

+oo +00
F=D edn=l-1= lm > e
n=1 k=1
onde || - || = limy, 00 /=5 ¢ f significa o limite de > ¢i f. na topologia || - || (que
¢ uma F-norma). Seja N = min{n € N,¢, # 0}. Entdo, ' = Cyfnx + h, com
h=| | =My sioc bn € hy := > _niq Crfi (n >k +1). Note que o(fn) = o(Cy fn)

entdo, pela hipotese (5), x ¢ o(fx) para todo k > N.

Como h,(z) = 0, para todon > N, do item (1) temos existéncia de uma subsequén-
cia (ngy) C N com h,, — h particularmente. Logo, h(z) = 0, ou seja, x ¢ o(h). Por-
tanto, S(o(Cy fn))Na(h) = 0. A titulo de contradi¢io, assuma que fy = Cy' (Onfn) €
S. Como F = Cyfy + h, obtemos de (4) que cy fy € S. Aplicando o item (3), temos
fnv = Cy (Cnfn) € S, que contradiz a hipotese (5). Consequentemente, F' € X \ S,

como querfamos. Portanto, X \ S é espagavel. O
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

3.2 Espacgabilidade de CS,(R™,R")

Nosso objetivo é usar o critério provado acima para provar que o conjunto CS(R™ R"™)
¢ maximal espacavel, isto é, contém um subespaco vetorial fechado com dimensao c.
Para isso, precisamos responder a duas questoes: a primeira referente & topologia usada
no espago CS(R™ R") e a segunda referente ao subespaco conveniente para ser fechado
com a topologia escolhida.

Em relacao a primeira pergunta, no Apéndice A mostramos que o espago CS(R™, R")
munido com a topologia compacto-aberta é um Espago de Fréchet, logo é um F'—espagco
e verifica as condicoes do critério de espacabilidade provado acima. Em relacao a se-

gunda pergunta, utilizaremos o subespaco
CS(R™ R™) = {f € C(R™,R™); f'({y}) ¢ ilimitado para cada y € R"}.

para investigar a espacabilidade de CS(R™,R"). Para isso trazemos no Apéndice A
algumas ferramentas importantes, como pro exemplo o Lema de Urysohn e o Teorema
da Extensao de Tietze, cujas respectivas provas podem ser vistas em [3].

Agora, podemos voltar nossas atencoes ao resultado principal desta secao. Inicial-
mente, consideremos o conjunto CS(R™,R") das sobrejecdes continuas de R™ para R™

e tomemos uma familia ainda menor:
CSoo(R™ R") = {f € C(R™ R™); f'({y}) ¢ ilimitado para cada y € R"}.

Claramente CSo(R™,R™) C CS(R™,R™). Agora provemos o principal resultado do

capitulo.

Teorema 3.6. Para cada par (m,n) de nimeros naturais, o conjunto CS(R™, R")

(como o conjunto CS(R™,R"™)) é mazimal denso-linedvel e espagdvel em C(R™ R").

Demonstracao. Faremos uso do fato bem conhecido de que o conjunto P dos polino-
miais p = (p1,...,pn) : R™ — R"™ cujos componentes p1, ..., p, sao polinomiais de m
variaveis é denso em C(R™ R™). Tal fato decorre do Teorema da aproximacgao de Wei-
erstrass. Agora, fixe k € Ne p = (p1,...,p,) como acima. Por uma construcao direta
obtemos e fixemos fun¢oes continuas py[k], ..., p,[k] : R™ — R tais que p;[k] = p; em
B = {(x1,...,&m); 21+ 12 <k} = By, om) (k) CR™epjlk] =0 em R™\ B}_,.

Considere p[k] = (pi[k],...,pulk]). Como cada conjunto compacto K C R™ esta
contido em algum By e a topologia é a topologia da convergéncia uniforme compacta,
temos que o conjunto py := {plk|;p € P e k € N} & denso em C(R™,R™). Provemos
agora a espacabilidade de CS(R™,R™). Para isso, n6s vamos usar o critério apresen-
tado no Teorema 3.5 com Q = R™, S : P(Q) — P(f) uma funcio dada por S(A4) = A

(isto &, A é o fecho de A C R™, de modo que S(a(h)) = a(h), o suporte topoldgico
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

de uma fungao h : R™ — R"), X = C(R™,R"), K =R, Z = R" (um espago topolo-
gico sobre K), S = C(R™,R") \ CS«(R™,R"). A F—norma definindo a topologia de
X =C(R™ R") sera dada por

“+o00

B 1 SUPyep, £ () l2
Il = Z 2k 14 sup,ep, [If(7)]]2

k=1

onde || - |2 denota a norma Euclidiana em R™. No anexo A, provamos que a topologia
gerada pela F-norma e a topologia compacto-aberta coincidem. Vamos verificar as

condigoes (1) — (5) do Teorema 3.5. Com efeito,

1. Dada uma sequéncia (g,) C X = C(R™,R"™) satisfazendo g, — g € X entdo,
como a convergéncia uniforme em compactos implica na convergéncia pontual,

tem-se que para cada © € Q = R™, g,(x) — g(x), verificando o primeiro item.

2. Tome C' = 1. Considere o mapa t : [0,+00) — [0,+0o0) dado por t(r) = .

O mapa t é continuo e crescente. Agora, dadas f,g € X = C(R™,R"™) tais que
o(f)Na(g) =0={z € R™; f(x) # 0 e g(z) # 0}, temos:

e Sexeco(f)exdoa(g),entdo f(x)#0e g(x) =0. Logo, ||f(x)+ g(x)| =
I1f ().

e Sex ¢ o(f) ex€o(g)entdo f(r) =0e g(z) # 0. Logo, [[f(x) + g(x)| =
lg(@)l| > 11 f ()] = 0.

e Sex ¢ o(f)ex ¢ olg) entio f(x) = g(x) = 0. Logo, [|f(x) + g(x)l| =
1f ()] = 0.

Portanto, em ambas as hipoteses temos
1f(2) +g(@)] = C - || f ()]l

3. Dadoae R=Ke feS=CR™"R")\ CS,(R™ R"). Entdo, se a = 0, temos
af = 0 e, assim , temos af € S. Agora, suponhamos a # 0. Inicialmente,

vejamos que of '({y}) = f'({a"y}). Com efeito, vejamos que

veaf ({yY) & (af)@) =y e af(r) =y f@)=ayeze f({a 'y}

Portanto,

af ({yh) = [ {a ). (3-3)

Agora, como f € S = C(R™,R")\CS~(R™, R") temos a existéncia de um y € R”
tal que f'({y}) = {z € RM; f(x) = y} ¢é limitado, isto &, existe A € R tal que
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3. Espacabilidade das curvas de Peano

lzlle = |(z1, - s zm)|l2 = 23+ - +22, <\, Vo = (21,...,2m) € f ({y}) CR™
Dai, considerando o mesmo y € R™ acima, pela relacao (3.3), podemos concluir

que o conjunto

af 'y} = o)) = {2 € R™; f(2) = a7y}
¢ limitado. Portanto, af € S = C(R™,R") \ CS«(R™,R").

4. Agora, assuma que f,g € X = C(R™,R") e S(o(f)) = o(f) No(g) = 0. Como
o(f) C o(f) = S(o(f)) temos, em particular, que o(f) No(g) = 0. Desta forma,

temos que (f + )~ ({y}) = /7 ({y}) Ug~' ({y}), para todo y € R™\ {0}. Com
efeito, dado = € (f+9) ' ({y}), temos (f+g)(x) = f(x)+g(x) = y. Desta forma,

temos trés casos a considerar:

e xco(f)exdoa(yg);
o x¢o(f)ex€a(g);
e x¢o(f)exdalg)

Agora, perceba que o ultimo caso nao pode acontecer pois isso forcaria y = 0. O

que ndo pode acontecer, pois tomamos y € R™ \ {0}. Desta forma,

zeo(flex golg)= f(x)+g(x)=f(z) =y
=z f'({y})
=ze [T ({yhug " {y})

Por outro lado,

rgo(flexco(g) = fz)+g(x)=gx) =y
"y}
=zef({yhug!

=reg

Portanto, em ambos os casos, temos que

F+9) ") ="{whHug (v}

Por fim, vejamos que = € f~'({y}) Ug~'({y}) implica z € f~'({y}) ou z €

g '({y}). Dai, observe que o "ou" acima ¢é exclusivo. Com efeito, se z €

“{y}) N g ({y}) entdao f(z) = y e g(x) = y. Como, por hipotese, temos
o(f)no(g) =0, temos f(x) = 0 ou g(z) = 0. O que implica y = 0. Absurdo,
pois tomamos y € R™ \ {0}. Desta forma, temos que z € f~'({y}) ou (exclu-

sivo) g '({y}). Logo, (f(z) = y # 0 e g(z) = 0) ou(exclusivo) (f(z) = 0 e
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g(x) =y #0). Assim, f(z)+ g(z) = y em ambas as hipdoteses. Com isso,

e(f+9)'{w) = FHwHug ' {wh) c(f+9) ' {y})
= (f+9 ' {w)=r"{wHug ' {y})

para todo y € R™\ 0. Agora, suponha que f+g¢g € S. Entao, temos duas hipoteses

a considerar:

(a) Existe y € R™\ {0} tal que (f + g)~'({y}) é limitado.
(b) (f +9) *({y}) ¢ ilimitada para todo y # 0, mas (f + ¢g)~'({0}) ¢ limitada.

No primeiro caso, a igualdade (f +¢)~'({y}) = f~'({y}) Ug~'({y}) forca que
S ({y}) é limitado. Portanto,

fes=CR™RY)\CSu(R™,R").

Com isso, assuma que (f + g)~'({y}) ¢ ilimitada para todo y # 0, mas (f +
g)"*({0}) ¢é limitada. Assim, vamos supor que f~'({y}) ¢ ilimitada para todo
y # 0 (caso contrario, existiria y € R™ \ {0} tal que f~'({y}) é limitado e, desta
forma, terfamos f € S e nada teriamos a provar). Portanto, o(f) é também
ilimitado. Provemos que f~!({0}) é limitado (neste caso f € S). Por contradigao,
assuma que f~!({0}) é ilimitado. Entdo, df ! é também ilimitado (de fato, se

~1({0}) é limitado entdo existe um « > 0 tal que f(z) # 0 para todo z com
|z||2 devido a nao limitagao de o(f) e f~1({0}) ser fechado; como f~*({0}) seria

ilimitada, terfamos um absurdo).

Agora, temos: df ~'({0}) = d(R™\ f~'({0})) = d(o(f)) C o(f) CR™\ o(g) =
g1 ({0}). Derivamos isso se x € df~'({0}) entao (desde f~'({0}) ¢ fechado)
f(x) =0 = g(x), assim (f + g)(x) = 0. Assim, df ' ({0}) C (f + ¢g)~'({0}).
Logo, (f + ¢)~'({0}) também é ilimitado, o que contradiz nossa suposigao. O

que prova o item (4).

5. Inicialmente, vamos considerar a seguinte funcao: Consideramos o espago de Fré-
chet separavel C(R™, R") de todas as fun¢oes continuas R™ — R sob a topologia
compacto-aberta. Pelo Teorema de Hahn-Mazurkiewicz, para cada espacgo topo-
logico X metrizavel, compacto, conexo e localmente conexo existe uma sobrejecao
continua f : [0,1] — X. Em particular, se I,, denota o n-cubo I,, = [0, 1]", existe
um mapa continuo

v:[0,1] = I,
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com ¢([0,1]) = I,. Portanto, o mapa
D (z1,...,2m,) € So— @(z1) € 1, (3.4)

é continuo e satisfaz ®(Sy) = I,,, onde Sy denota a “faixa” Sy = {(z1,...,2n,) €
R™:0 < x <1} = [0,1] x R™1 significando Sy = [0,1], se m = 1. Pri-
meiramente, é claro que existe uma sequéncia de pontos (a;) C R" satisfazendo

R"™ = Uj>1(a; + I,,). Para cada k € Ny e cada a € R" consideremos o mapa

1 2
(I)k,a : ({k,k—l-l}u |:k+§,]€+§:|) X Rmil — R"

dada por @, = 0 em {k,k + 1} x R™t = d(k + Sp) e Ppo(x1,...,20m) =
a+ @B —k)—1)se (v1,...,2m) € [k+ 3, k+ 3] x R™,

O Teorema da extensao de Tietze vem em nossa ajuda para fornecer uma extensao
continua ®y, : k+Sy — R" (observe que o Teorema de Tietze pode ser aplicado a
cada componente de ¢y ,). Note que Dy ,(k+.Sy) D a+ 1, para todo k > 0. Como
card(N®) = card(N), podemos selecionar N? sequéncias, disjuntas duas a duas,
{p(N,M,1) < p(N,M,2) < ... < p(N,M,j) < ...} (N,M € N) de nimeros
naturais. Para cada N € N, defina fy : R™ — R" por

fN(x) = CDP(N,M,J'),G«J'('I)? sex € p(N7 M?]) + SOv (Maj c N)

ou fy(z) =0, caso contrario.

Desde que f, = 0 em cada limitado d(p(N,M,j) + Sp), temos que cada fy
¢ bem definido e continuo. Além disso, para cada N € N e cada y € R" =

U;s1(a;+1,), o conjunto f~t({y}) possui pelo menos um ponto em cada conjunto
Ujs1(p(N, M, 5) + So) (M, 1,2,...). Assim, fy'({y}) ¢ ilimitado e fx € Spn.co-

Finalmente, o suporte das fungées fn(N = 1,2,...) satisfaz o(fi) No(fx) # 0
para todo k # N, pois

o(fn) C Ung=1(p(N, M, j) + So)
e os numeros p(N, M, 7) sdo dois a dois diferentes. Isto conclui a demonstracao.

]
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Capitulo 4

Curvas de Peano em Espacos Vetoriais

Topolobgicos

Apresentamos algumas generalizagoes dos resultados obtidos no capitulo 1 e apre-
sentados em [32], que é um trabalho conjunto entre os autores L. Bernal, D. Pellegrino,
N. G. Albuquerque e J. Seoane sobre curvas de Peano em espacos vetoriais topologicos.
O Teorema de Hahn-Mazurkiewicz nos permite investigar espagos vetoriais topologicos
que sao imagens continua da reta real, a partir da qual fornecemos um resultado 6timo

de lineabilidade.

4.1 Motivacao

Este capitulo generaliza os resultados anteriores para espacos vetoriais topologicos
que sao, em um sentido natural que explicaremos posteriormente, cobertos por espacos
de Peano. Introduzimos a nogao de espagos o-Peano e a usamos para mostrar (entre
outros resultados) que dado qualquer espago vetorial topologico (X, 7) que também é

um espaco o-Peano, entao o conjunto
CS(R™ X) :={f € C(R™ X); f*({a}) & ilimitado para cada a € X'}

¢ c-lineavel e, portanto, maximal lineavel em C(R™, X’). Além disso, mostraremos como

obter espacos o-Peano a partir de espagos normados separaveis.

Teorema 4.1 (Hahn-Mazurkiewicz). Um espaco topoldgico de Hausdorff nao-vazio é
uma 1magem continua de intervalos unitdrios se, e somente se, € um compacto, conexo,

localmente conexo e metrizdvel.

Espacgos de Hausdorff que sao a imagem continua do intervalo unitario serao cha-
mados de espacos de Peano, portanto um espaco de Peano é um espaco topologico de

Hausdorff, compacto, conexo, localmente conexo e metrizavel.

40



4. Curvas de Peano em Espacos Vetoriais Topologicos

4.2 Curvas o-Peano

Conforme mencionado na introducao, o Teorema de Hanh-Mazurkiewicz prova uma
caracterizagao topologica dos espacos vetoriais topologicos que sao a imagem continua
do intervalo unitario I := [0, 1], s@o precisamente os espagos de Peano. Nesta se¢ao
investigamos espacgos topologicos que sao imagem continua da reta real. Para esta

tarefa, consideremos os seguintes espacos:

Definicao 4.1. Um espaco topologico X é um espaco o-Peano se existe uma sequéncia

crescente de subconjuntos
KiCKyCKsC---CK,C---CX

tal que cada um deles é um espago de Peano (dotado da topologia herdada de X), e

sua uniao resulta em todo espaco, isto é,

U K,=X
neN

Proposicao 4.2. Seja X um espago topologico de Hausdorff. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:
1. X é um espaco o-Peano.
2. CSo(R, X)) #£0.
3. CS(R, X) # 0.

Demonstragao. (1) = (2) Seja X um espaco o-Peano. Entao, existe uma uma sequén-
cia crescente de espacos de Peano em X, K; C Ky C K, C --- tais que esta uniao é
todo o espaco X, isto ¢, |,y Kn = X. Fixe um ponto zo € X. Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que zg € K, para todo n > 1 (com efeito, fixado zq € X,
existe ng € N, tal que 2y € X,,,. Dai, como a sequéncia (K, ),en é crescente, podemos
fazer K,,, = Y1, Kyy4+1 = Ya, ..., Ky, = Y,, ..., isto &, temos uma sequéncia de
compactos (Y, )nen tal que zo € Y,,,Vn > 1).

Como espagos de Peano sao conexos por arcos (Ver [39], Theorem 31.2), para cada
n > 1, existe um mapa de Peano f, : [n,n + 1] — K,, que comega e termina em
xg, isto é, f,(n) = xo = fu.(n 4+ 1). Colando-se todos estes mapas de Peano com
o caminho constante t € (—oo,1] — zy € K7, obtemos, pelo Lema 1.2, um mapa

continuo sobrejetivo F': R — X.
(2) = (3) E 6bvio pois CS+ (R, X) C CS(R, X).

(3) = (1) Seja f um mapa em CS(R, X). Portanto,
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X=fR)=f <U[—n;n}> = J f([=n.n]). (4.1)

neN neN

Como f é continua e

f=11) c f([=2.2) €+ C f([-n,n]) C -+

é uma sequéncia crescente de espacos de Peano, temos que X é o-Peano. O

Para exemplos de espacos que sao o-Peano e de espacos que nao sao o-Peano,

consideremos, para cada namero real p > 1, o espaco de Banach

0y = {<aj)}°o=1;aj €K paratodoj € Ne } ;| < OO}.

J=1

1

dotado com a norma ||(a;)32, (|, = <Z;i1 |aj]p> " e para p = 0o, consideremos o espaco
de Banach

loo = {(aj);il;aj € K para todoj € N e sup ‘aj| = OO}
JEN

dotado com a norma |[[(a;)52, || = sup {|a;| : j € N}.

Exemplo 4.1. (Espacos o-Peano)
(a) Trivialmente, espagos euclidianos R™ e espacos de Peano sao o-Peano. Para cada
1 < p < o0, 0 Cubo de Hilbert

considerado com um subespaco topologico de £,, ¢ um espago métrico, entao é um
espaco de Peano, logo também ¢é o-Peano.

(b) Seja X um espago vetorial topologico separavel e X’ seu dual topoldgico dotado da
topologia fraca-x. Se X’ é coberto por uma sequéncia crescente de subconjuntos com-
pactos (fracos-x), entdo é um espago o-Peano. Na verdade, quando o dual topoldgico é
todato da topologia fraca, seus subconjuntos compactos fracos-* sao metrizaveis. Por-
tanto, sao espagos o-Peano. Claramente, isso se mantém no dual topologico (dotado

da topologia fraca-x).

Exemplo 4.2. (Espacos que nao sao o-Peano)
(a) Todo espago o-Peano é separavel. De fato, a continuidade preserva a separabilidade.
Em particular, £, nao é o-Peano.

(b) Nenhum F-espago infinito dimensional é o-compacto (i.e, uma unido enumeravel de
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espagos compactos), e, portanto, ndo é o-Peano. Esta é uma consequéncia do Teorema
da categoria de Baire combinado com o fato de que, es espacos vetoriais topologicos de
dimensoes infinitas, conjuntos compactos tém interior vazio. Em particular, nenhum

espaco de Banach infinito dimensional é o-Peano.

A Proposigao 4.2, junto com os exemplos expostos acima, garante que os resultados
de lineabilidade obtidos neste capitulo generalizam os resultados obtidos no primeiro
capitulo. Além disso, a Proposicao 4.2 nos d4 uma ferramenta para provar o seguinte

Lema:

Lema 4.3. Se X é um espago o-Peano, entao card(C(R™, X)) < ¢, para todo inteiro

positivo m.

Demonstragao. Iniciaremos provando que card(C(R, X)) < ¢. Com efeito, pela Propo-
sigao 4.2, X ser o-Peano, implica CS(R, X') # (). Tsto é, existe uma sobreje¢ao continua
f: R — X. Logo, existe um mapa injetivo g : X — R e, desta forma, X ~ g(X) — R.
Portanto,

card (X) = card (g(X)) < card (R) = c.

Agora, como R é separavel, existe D = {r, },en denso em R, que podemos assumir
ser Q. Desta forma, como cada mapa de C(R,X’) é unicamente determinado pela
sequéncia das imagens racionais, temos bem definido um mapa ® : C(R, X) — &Y, dado
por ®(f) = (f(rn)),eny € XY, para cada f € C(R,X). Dai, vejamos primeiramente
que ® é injetiva. Com efeito, dados f,g € C(R, X), tem-se

O(f) = @(9) « (f(rn))n = (9(rn))n
< f=g em D=Q (densoem R)

Logo, para todo x € R™, existe uma subsequéncia r,, — x, com f(r, ) — f(z)) e

g(rn,) — g(z). Desta forma,

[f(x) = g(@)| < [f(x) = fOra )|+ [f(rn) = 9(rn )| + 9(rn,) — g(x)] = 0.

Portanto, ® ¢ injetiva. Com isso, temos C(R, X) ~ ®(C(R, X)) c XN. Portanto,

tem-se
card (C(R, X)) = card (®(C(R, X))) < card (A") = card (X™) <™ =«

Agora, por argumentos andlogos, podemos concluir que o caso geral, em que m > 1,
também vale. De fato, veja que C(R, X') # () implica C(R™, X') # (. Dai, sendo R™
separavel, existe um conjunto D = {r,},en denso e enumeravel em R™. Desta forma,

como cada mapa de C(R™, X’) é unicamente determinado pelas suas imagens racionais,
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temos bem definido um mapa @ : C(R™, X) — X", definido por ®(F) := (F(ry)),en-
Assim, é facil ver que ® ¢ injetiva e, desta forma, temos C(R™, X') ~ & (C(R™, X)) C
XN, Portanto,

card (C(R™, X)) < card (AY) <™ =c.

]

Agora, enunciamos e provamos o principal resultado desta secao, que fornece a ma-
ximal lineabilidade de curvas de Peano em espagos vetoriais topolégicos arbitrarios que
sao, além disso, espacos de Peano. Como em [24], nés trabalhamos com alguns mapas
de Peano particulares, nomeadamente, com quelas sobrejecoes continuas assumindo
cada valor em conjunto ilimitado. E conveniente recordar um fato bem conhecido da
teoria dos conjuntos: Uma familia {A,},ca de subconjuntos infinitos de N é chamada
quase disjunta se Ay N Ay é finito sempre que A # \.

O procedimento usual para gerar tal familia é o seguinte (ver, por exemplo,|1]):
denote por {¢,}neny uma enumeragido dos nimeros racionais. Para cada irracional o,
escolhemos uma subsequéncia {¢,, }ren de {gn}nen tal que limg o0 ¢n, = a e defina
Aq = {ni}ren. Por construcdo, obtemos que {A,}qcr\@ ¢ uma familia incondicional

de subconjuntos quase disjuntos de N.

-

Teorema 4.4. Seja X um espaco vetorial topoldgico o-Peano. FEntido CSo(R™,X) é

mazimal linedvel em C(R™, X).

Demonstracio. F suficiente provar que o resultado vale para m = 1, pois o caso geral
segue deste trabalhando em cada coordenada. Tomemos g : Ny — N x N uma bijecao
(um exemplo de uma bije¢ao deste tipo pode ser visto no anexo A, Lema B.1). Agora,
consideremos o conjunto

Iy = [g_l(k:,n),g_l(k, n) + 1}

)

para todo k,n € N. Logo {Ii, }knen ¢ uma familia de intervalos compactos de [0, +00)
tais que Uk,neN Iin = [0,+00) e Ugen Lkn € ilimitada para cada n € N fixado. Com
efeito, fixando n € N e denotando por Z, = (J,cy lkn temos, por g : Ng = N x N
ser bije¢ao, que {g7'(k,n)}ren € infinito. Logo, dado L > 0 existe um k € N tal
que g~*(k,n) > L. Consequentemente, Z, ¢é ilimitado. Além disso, os intervalos Iy,
possuem, dois a dois, interiores disjuntos.

Com efeito, vejamos que diam Iy, = 1, para todo (k,n) € N2, Dai, dados (k;,n,),
(kg,ma) € N? e denotemos por Z := int Iy, ,, Nint Iy, ,,. Dai, se Z # () entdo, como
as extremidades dos intervalos I, sao nimeros inteiros nao-negativos consecutivos e
g ¢ uma bijecdo, temos Iy, n, = Ix,n, €, equivalentemente, (k1,n1) = (k2,n2). Além

disso, também podemos concluir que dados dois intervalos Iy, n, € Ii, n,, com (ky1,ny) #
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(ka,m2), sua interse¢ao possui no maximo uma das extremidades em comum. Com isso,
dados (k1,mn1), (k2,mna), (k3,n3) € N? diferentes, tem-se

Ly ny N Iy N Ty g = 0.

Com efeito, pelo que vimos acima, os intervalos I ,, possuem, dois a dois, interiores
disjuntos e possuem no méximo uma extremidade em comum. Assim, como tomamos
os inteiros distintos, podemos concluir que sua intersecao é vazia. Agora, procedendo
como na construcao apresentada na Proposicao 4.2, para cada n, podemos construir

um mapa continuo sobrejetivo f,, : R — X, com as seguintes propriedades:
L. Fixadon €N, f, (Upen lom) = X

2. Para cada k € N, no intervalo I ,, f, comeca e termina na origem Oy € X e

cobre o k-ésimo subconjunto de Peano de X’;
3. fn=0em J,cy Im, Para todo m # n.

Note que cada f, € CS(R,X). De fato, dado qualquer a € X, como X =
I (UkeN Ikm) = Upen K, existe kg € N tal que, a € f,(Irxgn) C fallkgr1m) C -+ -
Logo, para cada inteiro ndo-negativo p existe oy 1p € Ipotpn tal que fo(Tr1p) = a.
Portanto, f~'(a) D {Zky, Thot1y-- - Thotps - - -} = A. Por fim, veja que A ¢é ilimitado
pois, caso contrario, existiria .4, pertencente a infinitos I ,, o que, pelo que expomos
acima, nao ocorre.

Agora, seja {Jy}rea uma familia quase disjunta com cardinalidade ¢ consistindo de

subconjuntos infinitos de N. Defina, para cada A € A,

FA::an:]R%X.

neJy

Como os intervalos I ,, dois a dois, interiores disjuntos (juntamente com as proprie-
dades de f,, acima) podemos concluir que F) esta bem definido, bem como é continuo.
Afirmamos que o conjunto { Fy},ea fornece a maximal lineabilidade desejada. O ponto
crucial é o seguinte argumento: Sejam F),,..., F),, distintos e ay,...,ay € R, com
ay # 0. Como Jy, \ <Uf§11 J,\i> ¢ infinito, podemos fixar ng € Jy, \ (Ui ;" Jy,). Note
que

Fn,=-=F, ,=0 e F\,=/f, em U T -
keN

Consequentemente,

N
E Oék'F)\k :OéN'fn0 eIl U]kJLO'
k=1

keN
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Entéo, F := Eff:l ay - Fy, ¢ um elemento de CS(R, X') porque a imagem de R por
F contém ay - fry (Upen Tiing) = anX = X e cada vetor a € X ¢ tal que f,.!(a) ¢ um
conjunto ilimitado. Desta forma, o conjunto {F)} ea tem ¢ elementos linearmente in-
dependentes, e cada elemento nao-nulo do Span linear também pertence a CSo (R, X).
A maximal lineabilidade segue do Lema 4.3, pois se um espago A é tal que card(A) < ¢,

e um subespaco B de A tem ¢ elementos linearmente independentes, entao podemos
concluir que dim A = dim B. Portanto, dim CS.(R™, X') = dim C(R™, X). O

Vejamos que este resultado recupera o Teorema 1.10 e a segunda parte de

Teorema 4.5 (Bernal and Ordonez, 2014). Para cada par m,n € N, o conjunto
CS(R™ R™) € mazimal denso-linedvel e espagdvel em C(R™ R"™). Em particular,

¢ mazimal linedvel em C(R™,R™).

Além disso, junto com os exemplos dos espacos que nao sao o-Peano apresentados

em [31], paginas 45 e 46, temos

Corolario 4.6. Seja N o espaco normado separavel e N’ o dual topologico dotado com

a topologia fraca-*. Entdo CSo(R™, N') é maximal lineavel.

Note que este resultado é valido num contexto mais geral: se X é um espaco vetorial
topologico separavel e X’ o dual topologico (dotado da topologia fraca-*) esta coberto
por uma sequéncia crescente de subconjuntos (fracos-*) compactos, entdo CS (R™, X’)

é maximal linedvel.
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Apéndice A
Topologia Geral

Apresentaremos nocoes e resultados topologicos que foram usados no decorrer do

texto.

Definicao A.1. Uma topologia em um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos

de X, chamados conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Qualquer uniao de elementos de 7 é um elemento de 7;
2. Qualquer intersecao finita de elementos de 7 pertence a 7;
3. X e () pertencem & 7.

Neste caso, dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico, que naturalmente abreviaremos
para X quando nao houver perigo de ambiguidade ou de imprecisao. Um subconjunto
F de X é chamado de conjunto fechado se seu complemento for aberto, isto é, se
Fr“=X-Fer.

Lema A.1. Seja X um espaco topoldgico. Suponha que B C A C X, B é fechado em
A e A éfechado em X. Entao, B é fechado relativo a X.

Demonstracao. B é fechado em A, logo existe um fechado F; C A tal que B — F; N A.
Como A é fechado em X, existe um fechado 5, C X tal que A = F>5N X. Desta forma,
B=FN({FNX)=(FNF)NX. Portanto B é fechado em X. O

Lema A.2 (Lema da Colagem). Sejam X e Y espacos topologicos, X = AU B, com
A e B conjuntos fechados em X, f: A — Y e g: B — Y aplicagoes continuas tais
que f(x) = g(x) para cada x € AN B. Entao a aplicacao h : X — Y, definida por
h(z) = f(z), para v € A, e h(x) = g(z), para x € B, é continua.

Demonstragio. Se F um conjunto fechado em Y, entao, h™'(F) = f~Y(F)uU g (F).
Como f é continua, f~1(F) é fechado em A e pelo Lema A.1 f~!(F) ¢ fechado em X.
Analogamente, g~'(F) é fechado em X. Como a uniao finita de conjuntos fechados &

um conjunto fechado, h=!(F) é fechado em X e, portanto, h é continua. ]
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Lema A.3. Sejam {A,}aer uma familia localmente finita de subconjuntos de um

espaco topologico X. Entdo UyerAg = UacrAq.

Demonstragdo. Inicialmente vejamos que a inclusio Upe; Ag € Uger A, é sempre vélida.
Com efeito, x € Uaer A, implica z € A, para algum o € I. Assim, para toda vizinhanca
aberta V de z, temos V N A, # (). Desta forma, para toda vizinhanca aberta V de z,
tem-se V N (UperAy) # 0. Com isso, © € UyesAq. Portanto, UserAq € UgerAq. Por
outro lado, fixemos * € UyesA, e como a familia {A,}aer @ localmente finita, existe
uma vizinhanca V de x que intersecta apenas uma quantidade finita de elementos da
familia, digamos A,,, Aa,, -.-; Aa,.- Suponhamos que = ¢ (A_alu e UA_%) Entao,
VN (A, U---UA, )¢ é uma vizinhanca de x que nio intersecta Ag,, Aay, -, Aa, -
Contradicdo pois por hipotese, V intercepta tais conjuntos. Desta forma, Uye;Aq C

Uae 1A, Portanto, vale a igualdade enunciada. O

Lema A.4 (Lema da Colagem Generalizado). Sejam X = J,.; Aa € Y espacos topo-
l6gicos, { Ay }aer uma familia localmente finita de subconjuntos fechadose f, : A, =Y
mapas continuos, com « € I, tais que f,(x) = fs(z), para todo z € A, N Ag, com
a,f € I. Definamos f: X — Y por f(x) = f,(x) para x € A,. Entao, f é continuo.

Demonstragdo. Sejam F um conjunto fechado em Y. Inicialmente, temos f~1(F) =
Uaerfa H(F). Com efeito, x € f~!(F) implica f(x) = fo(z) € F para algum a € I.
Logo, como z € U, fa'(F) tem-se f~(F) C U,e; fo'(F). Por outro lado, z €
Uuer fo ' (F) implica @ € f;'(F) para algum o € Y. Dai, f(z) = fo(z) € F implica
x € f~Y(F). Desta forma, U,.; fo ' (F) C f~1(F). Portanto, f~Y(F) = U,c; fo ' (F)
Agora, provemos que f~!(F) é fechado. Fixado o € I, como f, é continua em A,
para todo o € I, f;}(F) é fechado em A,. Pela Proposi¢ao A.1, f~'(F) é fechado
em X . Como f,;'(F) C A, e {An}acs € localmente finita, podemos afirmar que

{f7Y(F)}aer € localmente finita. Assim, pelo Lema A.3 tem-se

AR =R =Y RNE) = fFE) = FHUE).

acl ael ael

Portanto, f~!(F) é fechado e f ¢ continuo. O]

Lema A.5. Seja I C R um intervalo nao degenerado e f : I — R continua e injetiva.
Entao f~1':J = f(I) — I & continua.

Demonstracao. Com efeito, pela injetividade de f podemos afirmar que f é monotona.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que f é mondtona crescente. Sejay € J =
f(I) e (yn)nen C J tal que y, — y. Devemos mostrar que f~*(y,) — f~!(y). Dado

e > 0 arbitrario, se p, z € I sao tais que

-5 <p<fw<z<f '+

DO | ™
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entdo, f(p) < y < f(2). Como y, — y, existe ng € N tal que n > ny implica
f(p) < yn < f(2). Neste caso,

DO | ™

FN) =5 <p< ) <2< )+

Desta forma, n > ng implica |f~'(y,) — f~'(y)| < e. Portanto, f~': J = f(I) = I
é continua. Os demais casos sao provados utilizando argumentos analogos aos usados

acima. O

Definicao A.2. Seja X um espaco topolégico. Uma cisdo de X é um par de subcon-
juntos nao-vazios U,V de X, abertos e disjuntos, tais que U UV = X. Um espaco
topologico é dito desconexo se admite uma cisao. Caso contrario o espago topoldgico
X é dito conexo. Um conjunto S C X é dito desconezo se S, com a topologia induzida
por X, é um espaco desconexo. Caso contrario S é dito conero. Um espaco topoldgico
X é dito localmente conero se cada x € X admite uma base de vizinhancas abertas e

conexas.

Definicao A.3. Dados dois pontos x e y do espaco topologico X, um caminho em X
de x para y é um mapa continuo f : [a,b] — X de algum intervalo fechado da reta
em X tal que f(a) =x e f(b) =y. Um espago X é dito conezo por caminhos se cada
par de pontos de X podem ser ligados por um caminho em X. Além disso, um espaco
topologico X é dito conexo por arcos quando dado dois pontos quaisquer z,y € X, o

caminho f : [a,b] — X, ligando x a y é um homeomorfismo.

Lema A.6. Suponha S5, : X — X, n € N, uma sequéncia de projecdes lineares

limitadas em um espaco de Banach X tais que
1. dim S,,(X) =n, Vn € N.
2. 5.5m = SmSn = Smin{m,n}, VM, n € N.

3. Sp(z) = x,Vor € X,

Entdo cada sequéncia de vetores ndo-nulos (ex); > em X escolhida indutivamente para

que e; € S1(X) e ex € Sp(X)NS;1,(0), se k > 2, & um base para X com projegdes das

“+00

somas parciais (5,),°].

Demonstragao. Seja 0 # e; € S1(X) e defina e} : X — X por ef(x)e; = Si(z). Agora,
escolha 0 # ey € S5(X) N S;1(0) e defina o funcional e} : X — X por ei(x)ey =
Sa(x) — Si(x). Isso nos da por inducdo um procedimento para extrair a base e suas
funcionais biortogonais: Para cada nimero inteiro n, escolha 0 # e, € S,(X)NS;*,(0)

e defina o funcional € : X — X por € (z)e, = S,(z) — S,_1(x). Logo,
ler, (@)1l = 1S () = Sn-1(@)] - llenl ™ < 2 sup [Sull - leall ™ - ]
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com e} € X*. Por outro lado, se deixarmos Sy(z) = 0, para todo x, podemos escrever

n

Sule) = 37 (Skle) = Sia(@)) = 3 ch(@)e

k=1

que, pelo item (3) de nossas hipoteses, converge para x, para cada x € X. Portanto, a

+o0 +0o0

sequencia (ey),. 2 é uma base e (S,), 2] sdo projecdes naturais. O

A seguir, mostramos que o espaco das funcoes continuas definidas num aberto
G C C, C(G,C), munido da topologia compacto-aberta é um espaco de Fréchet. Tal
desenvolvimento pode ser feito para o espago C(R™, R"™) para todo par (m,n) € N. Para
provar a afirmagao acima, que C(G,C) é um espago de Fréchet, recordemos que, sendo
E um espacgo topologico, um subconjunto A C E serd dito convero se ndo existirem
abertos V e W disjuntos de E tais que ANV =0, ANW =0e AC VUW. Um

subconjunto convexo maximal de A serd chamado componente convera de A.

Proposicao A.7. Seja G um aberto em C. Entdo, existe uma sequéncia (K, )nen de
subconjuntos compactos de G tal que G = :ﬁ K,. Mais ainda, os conjuntos K,
podem ser escolhidos de tal forma que satisfacam as seguintes condicoes:

(a) K,, C IntK, 1.

(b) Se K for um conjunto compacto de G, entdo K C K, para algum n € N.

A Prova do resultado acima pode ser vista [10]. Agora, seja G um aberto em C
tal que G = UK, onde cada K, é compacto e K, C Int(K,,,). Para cada n,

n=1

definamos

pu(f9) = sup || f(2) = g(2)],

ZeKﬂ

com f,g € C(G,C). Definamos também

— 1 plfr9) (A1)

pif9) = =2 1+ pu(f.9)

para f,g € C(G,C) quaisquer. Note que a série (A.1) é dominada pela série Y 5=, que

converge.

Lema A.8. A fun¢ao p : C(G,C) x C(G,C) — [0,+00) definida em (A.1) é uma
métrica em C(G, C).

A prova do Lema cima pode ser vista em |10].

Definicao A.4. Seja E um espaco vetorial. Uma fungao p : £ — R é chamado de

seminorma se verifica os seguintes axiomas:
1. p(z) > 0,Vx € E;
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p(Ax) = |\ - p(x), Ve € Ee X €K,

3. p(x +y) < p(x) + p(y), Yo,y € E.

Uma seminorma p serd uma norma se p(x) = 0 implicar em z = 0. Dados E um

espaco vetorial qualquer e p : ' — R uma seminorma, consideremos o conjunto
Upe = {x € Bipla) < <},

onde € > 0. Consideremos agora P uma familia de seminormas em E e o conjunto

By = { ﬂ Uy, P, C P finito, e > O}

pERy

pode-se mostrar que existe uma tnica topologia localmente convexa 7o em E que admite
B como base de vizinhanca de zero. Essa topologia é a mais fraca em E tal que cada
p € P é continua. Chamamos 7p de topologia localmente convexa definida por P. Desta
forma, sendo E um espago topologico e consideremos C(F) o espago vetorial sobre o
corpo C de todas as funcoes continuas definidas em E com valores em C. Consideremos

a familia das seminormas py : C(E) — R definidas por
pr = sup [ f(z)]
zeK

onde K é um subconjunto compacto de E. Os conjuntos

Uke ={f € C(E); px(f) < ¢}

com ¢ > 0 formam uma base de vizinhancas abertas convexas de zero e, portanto,
induzem uma topologia 7p localmente convexa. Chamamos essa topologia de topologia
compacto-aberta em C(E) e a denotamos por 7.

Consideremos agora o espaco H(C) constituido de todas as fungoes f : C — C
holomorfas. Claramente, H(C) C C(C). Mais ainda, se considerarmos a mesma familia

de seminormas pg onde K C C compacto, os conjuntos

Uke ={f € H(C); px < &}

onde € > 0, tornam-se uma base de vizinhancas de zero na topologia 79. Logo, H(C) é
subespago topolégico de C(C), munido da topologia compacto-aberta. A seguir vamos
mostrar que a topologia compacto-aberta, gerada pela familia de seminormas {px; K C
G compacto} definidas no espaco C(G) é equivalente a topologia gerada pela métrica

p, definida acima.

Lema A.9. Consideremos o espago C(C) munido da métrica p definida em (A.1). Dado
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e > 0, exitem um A > 0 e um compacto K C G tais que, para quaisquer f, g € C(G,C),
sup{|[f(2) —g(2)ll} < A= plfr9) <e.
ze

Reciprocamente, dados A > 0 e K C G um compacto, existe um £ > 0 tal que, para

quaisquer f,g € C(G,C),
p(f.9) <e= Slellg{Hf(Z) -9} <A

Demonstra¢ao. Como vimos acima, existe uma familia de compactos {K,} tal que
G = U, K, e K, satisfaz a Proposicao A.7. Entao, dado ¢ > 0, seja p € N tal

que ZZOZPHQ% < 5 e consideremos K = K. Por outro lado, considere a fungao
F :]0,400) — [0,+00) definida por F(t) = 7. Por F ser continua, existe § > 0
tal que, 0 <t < ¢ implica
1 1
— < €.
1+t 2

Tomemos entao f,g € C(G) tais que sup,cx{||f(2) — g(2)]|} <. Como K,, C K para
todo n com 1 <n < p, segue que 0 < p,(f,g) <, para todon =1,...,p e, portanto,

pa(frg) 1
T+ palfog) 27

Assim,
- P o[y ) =1 pn(f,9)
p(f.9) = Z:Q—n (m) t 2w (m)

n=p+1
p +o0
1)1 1
<Z(2—n)§” o

n=p+1

Reciprocamente, sejam ¢ > 0 e K C G um compacto quaisquer. Como

o] +o0
G=|J K. =] intK,,
n=1 n=1

pela Proposicao A.7, existe um p > 1 tal que K C K,,. Logo,
sup{|| f(z) — g(2)[I} < sup{[f(2) — 9(2)|I} = pu(f, 9)-
zeK 2€K)

Consideremos entao € > 0 tal que, se 0 < s < 2P¢, %~ < 0 (podemos supor a existéncia
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de tal ¢ pela continuidade da fun¢ao > para s € [0,1)). Assim,

on(f,9) pp(f:9)

1+ pn(f.9)) s 1+ pp(f, 9) <2

+00
p(f.9) <e=)_ 3
n=1

Portanto, tomando s = 1?;80(’?7)9), temos sup,{f(2) —g(2)} < pp(f,9) <9.

]

Lema A.10. (a) Um conjunto O em (C(G), p) é aberto se, e somente se, para cada

f € O, existirem um compacto K C G e um 9 > 0 tal que

{g € C(Q); sup.ex]|| f(2) — g(2)|| < 6} C O.

(b) Uma sequéncia (f,)neny em (C(G), p) converge se, e somente se, (f,)nen converge

uniformemente sobre todos os compactos de G.
Proposicao A.11. O espago métrico (C(G), p) é completo.

Demonstrac¢ao. Seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em C(G). Entao, para cada
compacto K C G a sequéncia das funcoes restritas a K, (f,|x)nen ¢ de Cauchy, ou

seja, dado € > 0, existe N, € N tal que
€
Sulg{an(z) — (@)} < 2 VYm,n > N.. (A.2)
zE

Em particular, para cada z € G, a sequéncia (f,(z))nen € de Cauchy em C. Como C
é completo, existe £, € C tal que lim,_,, fn(2) = &. Consideremos entao a fungao
f: G — C definida por f(z) = £,. Vamos mostrar que f é continua, e que f,|x— f|x
uniformemente.

Fixemos ¢ > 0 e seja, N. € N tal que vale a relacao (A.2). Dado z € K qualquer,
pela definicdo de f, existe m, > N, para o qual || f.(2) — f(2)|| < 5. Assim, para todo

n > N,, temos

1fn(2) = FI < 1fa(2) = frn (D)1 4 -+ 1. (2) = f(2)] <€

segue que sup, i {||fn.(2) — f(2)||} <e, para todo n > N.. Como n independe de z, a
fungio f|x € limite uniforme da sequéncia (f,|x)n € N, implicando f ser continua em
K ([17], pag. 29, Theorem 6.1). Visto que K C G foi tomado arbitrariamente, pela
Proposi¢do A.7 segue que f é continua em G e, assim, a sequéncia (f,),en converge
uniformemente sobre compactos para a funcao continua f. Portanto, pelo Lema A.10
(C(G), p) é completo. O
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Os resultados anteriores garantem que as topologias compacto-aberta 7 e a topo-
logia induzida pela métrica p, definida acima, coincidem. Assim, temos que C(G) é
um espaco localmente convexo metrizavel completo. Em outras palavras, C(G) é um
espaco de Fréchet. Agora, trazemos um trecho do livro do Munkres [18] que generaliza
0s conceitos apresentados acima, para espacos topologicos arbitrarios. Como sabemos,
exitem outras topologias titeis no espago Y~ e C(X,Y) em adigao a topologia uniforme.

Elas sao chamadas a topologia da convergéncia pontual, a topologia da convergéncia
compacta e a topologia compacto-aberta. A relacao entre elas estd indicada no préximo

Teorema, cuja prova é direta e pode ser vista em [19] (pag. 285, theorem 46.7).

Teorema A.12. Seja X um espago, seja (Y,d) um espago métrico. Para o espago de

funcoes YX, temos a sequinte inclusio de topologias:
(uniforme) D (Convergencia compacta) O (convergéncia pontual)

Se X € compacto, as duas primeiras coincidem, e se X € discreto, as ultimas duas

coincidem.

Agora, as definicoes das topologias uniforme e da convergéncia compacta fazem
uso especifico da métrica do espaco Y. Porém, a topologia da convergéncia pontual
nao faz e assim é natural perguntar se qualquer uma dessa outras topologias pode
ser estendida para o caso em que Y ¢ um espaco topoloégico arbitrario. Nao ha uma
resposta satisfatoria a esta pergunta para o espaco YX de todos os funcionais de X
para Y.

Porém, para o subespago C(X,Y’) de fungoes continuas, pode-se provar que sim.
Verifica-se que existe, em geral, uma topologia em C(X,Y), chamada de topologia
compacto-aberta, que coincide com a topologia da convergéncia compacta quando Y é

um espaco métrico. Esta topologia é importante, por direito préprio, como veremos.

Definicao A.5. Sejam X e Y espacgos topologicos. Se C' é um subespaco compacto de

X e U é um subconjunto aberto de U, defina
S(C.U) = {f: f €C(X.Y) e f(C) C U},

Os subconjuntos S(C,U) formam um sub-base para um topologia em C(X,Y) que é

chamada de topologia compacto-aberta.

E claro pela definicio que a topologia compacto-aberta é mais fina que a conver-
géncia pontual. A topologia compacto-aberta pode, de fato, ser definida no espaco
das fun¢oes YX. Ela é, portanto, de interesse apenas para o subespaco C(X,Y), entao

devemos considera-la apenas para esse subespaco.
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Teorema A.13. Sejam X um espago e (Y, d) um espaco métrico. No conjunto C(X,Y),

a topologia compacto-aberta e a topologia da convergéncia compacta coincidem.

Demonstra¢ao. Se A é um subconjunto de Y e € > 0, faca U(A, ¢) ser a e—vizinhanga
de A. Se A é compacto e V é um aberto contendo A, entdo existe um ¢ > 0 tal que
U(S,e) C V. De fato, o valor maximo do funcional d(a, X —Y') é €. Primeiramente,
provemos que a topologia da convergéncia compacta é mais fina que a topologia da con-
vergéncia compacto-aberta. Seja S(X,U) uma sub-base de elementos para a topologia
compacto aberta e seja f um elemento de S(C,U).

Como f é continuo, f(C') é um subconjunto compacto do conjunto aberto U. Por-
tanto, podemos escolher ¢ tal que a e-vizinhanca de f(C') reside em U. Entao, como

desejado,
BC(f7 6) - S(Cv U)

Agora, provemos que a topologia compacto aberta é mais fina que a topologia da
convergéncia compacta. Seja f € C(X,Y). Dado um conjunto aberto sobre f na
topologia da convergéncia compacta, contém um elemento de base da forma Bg(f, €).
Devemos encontrar um elemento base da topologia compacto-aberta que contém f e
reside em Bo(f,¢€).

Cada ponto z € X tém uma vizinhanca V, tal que f(V,) reside em um conjunto
aberto U, de Y com didmetro inferior a £ [por exemplo, escolha V, de modo que
f(Vz) reside na Z—Vizinhanga de f(x). Entao f(V,) reside na $-vizinhanca de f(x),
que tém o didmetro maximo %] Cubra C por um numero finito de conjuntos V,, pra

T =11,...,2,. Seja C, =V, NC. Entdo C, é compacto, e o elemento base
S<Ca:17 le) m e m S<an7 an)'

contém f e é mais fino em Bo(f,¢€), como queriamos. O

Corolario A.14. Seja Y um espago métrico. A topologia da convergéncia compacta
em C(X,Y) ndo depende da métrica de Y. Portanto, se X é compacto, a topologia

compacta em C(X,Y’) nao depende da métrica de Y.

A partir deste ponto, trazemos alguns resultados topologicos que generalizam os
resultados apresentados acima. Iniciamos comentando um pouco sobre as convergén-
cias Pontual e Compacta. Existem outras topologias tteis no espago YX e C(X,Y)
em adicao a topologia uniforme. Consideremos trés delas: topologia da convergéncia

pontual, a topologia da convergéncia compacta e a topologia compacto-aberta.

Definicao A.6. Dado um ponto x do conjunto X e um aberto U C Y, definamos
S(a,U) == {f; f e Y¥e f(x) € U}
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os conjuntos S(x,U) sdo uma sub-base para a topologia em Y, que é chamada a
topologia da convergéncia pontual. O elemento base geral para esta topologia é uma
finita intersecdo de elementos da sub-base S(z,U). Logo, um elemento base tipico
sobre um funcional f consiste de todos os funcionais g que sao “fechados” para f em

alguns pontos finitos.

A razao para chamarmos de topologia da convergéncia pontual é por causa do
seguinte Teorema, cuja demonstracao pode ser vista em [18] (pagina 282, Teorema
46.1).

o0

Teorema A.15. Uma sequéncia (f,)5,

de funcionais converge para a funcao f na
topologia da convergéncia pontual se, e somente se, para cada x € X, a sequéncia

(fu(x))22, de pontos de Y converge para o ponto f(x).

Sabemos que a sequéncia (f,,)>2, de funcdes continuas que converge na topologia
uniforme tem um limite continuo, e o exemplo da pagina 283 de [19] de mostra que
uma sequéncia que converge somente na topologia pontual nao necessariamente possui
limite continuo. Dai, pode-se perguntar se ha uma topologia intermediaria entre estas
duas topologias que bastara para garantir que o limite de uma sequéncia convergente de
funcoes continuas seja em si continua. A resposta a esse questionamento é afirmativa,
assumindo a (leve) restrigdo que o espaco X seja compactamente gerado, bastara se

(fn)o2, converge para f na topologia da convergéncia compacta, que agora definimos.

Definigao A.7. Sejam (Y, d) um espago métrico e X um espago topologico. Dado um
elemento f de Y* = {f : X — Y; fé um funcional}, um subespaco compacto C' de
X, e um ntimero € > 0, seja Bo(f,€) o conjunto de todos os elementos g de Y para
o qual

sup{d(f(z),g(v))} <e.
zeC

Os conjuntos Beo(f,e) formam uma base para uma topologia em Y. Esta topologia
¢ chamada a topologia da convergéncia compacta. E facil ver que os elementos B¢ (f, €)

satisfazem as condicoes para uma base.

Teorema A.16. Sejam X eY espacos métricos. Se a aplicacao f : X — 'Y € continua

e o espaco X € compacto, entao f é uniformemente continua.

A topologia da convergéncia compacta difere da topologia da convergéncia pontual
na medida em que o elemento de base geral contendo f consiste de funcionais que
sao “fechados” para f, nao apenas em um conjunto finito de pontos, mas em todos os
pontos de algum conjunto compacto. A justificativa para a escolha desta terminologia

segue do seguinte resultado.
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Teorema A.17. Uma sequéncia f, : X — Y de funcionais converge para o funcional
f na topologia compacto convergente se, e somente se, para cada subespaco compacto

C de X, a sequéncia f,|c converge uniformemente para f|c.

Definicao A.8. Um espaco X é dito ser compactamente gerado se satisfaz a seguinte
condicao: um conjunto A é aberto em X se ANC' é aberto em C para cada subespaco

compacto C' de X.

Esta condicao é equivalente a requerermos que um conjunto B é fechado em X se
BN éfechado em C para cada compacto C. Ela é uma restricao bastante leve sobre
o espaco; muitas familias de espacos sao compactamente gerados. Por exemplo, veja o

resultado abaixo, cuja prova pode ser vista em [18].

Lema A.18. Se X é localmente compacto, ou se X satisfaz os primeiros axiomas da

contabilidade, entao X é compactamente gerado

Lema A.19. Se X é compactamente gerado, entao uma familia de funcionais f : X —
Y é continua se para cada subespago compacto C' de X, o funcional restricdo f|c é

continuo.

Demonstragdo. Seja V um subconjunto aberto de Y. Vamos mostrar que f~1(V) C X
¢ aberto em X. Dado qualquer subespaco C' de X, temos f~(V)NC = (flc)(V).
Se C' é compacto, este conjunto é aberto em C porque f|c é continuo. Como X é

compactamente gerado, segue que f~1(V) é aberto em X. O

Teorema A.20. Seja X um espago compactamente gerado. Sejam (Y,d) um espago

métrico. Entao C(X,Y) € fechado em Y na topologia da convergéncia compacta.

Demonstragdo. Seja f € YX um ponto limite de C(X,Y). Desejamos mostrar que f é
continuo. E suficiente mostrar que f|c é continuo para cada subespaco compacto C' de

1
X. Para cada n, considere a vizinhanca B¢ (f, —) de f. Ela intersecta C(X,Y) para
n

que possamos escolher um funcional f, € C(X,Y) nesta vizinhanga. A sequéncia de
fungoes f,|c : C — Y converge uniformemente para a funcao f|c, que pelo Teorema

do limite uniforme é continua. O

Teorema A.21. Seja X um espago compactamente gerado, seja (Y,d) um espago
métrico. se uma sequéncia de funcionais continuos f, : X — Y converge para f na

topologia da convergéncia compacta, entao f é continua.

Definicao A.9. Um espago topologico X é um espago 1) se para cada par de pontos

disjuntos z,y € X, entdo existe um aberto U contendo y tal que = ¢ U.

Para mostrar que essas definicoes sao realmente significativas, mostramos um fato

sobre os espacos T;:
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Lema A.22. Um espaco topologico X é um espago 7 se, e somente se, seus pontos

sao fechados.

Demonstracao. Suponha que X é um espago 717 e fixe um ponto x. Cada ponto no
complemento de {z} tem uma vizinhanca aberta disjunta de {z}. Tomando a unido
destes conjuntos, temos que X \ {x} é aberto como a uniao de conjuntos abertos. Logo,
{z} é fechado. Reciprocamente, suponha que cada ponto de X é fechado. Entao,
claramente, para cada ponto y # x, temos X \ {x} é uma vizinhanca aberta de y e X

é um espaco 7. O

Definicao A.10. Um espaco topologico X é normal se para cada par E e I’ de sub-
conjuntos fechados disjuntos de X, existem conjuntos abertos e disjuntos U e V tais
que ECUeFCV.

Teorema A.23 (Lema de Urysohn). Um espago topoldgico (X, T) é normal se, e so-
mente se, para cada par de conjuntos fechados e disjuntos A e B em X, existe uma
fungao f: X — [0,1] tal que f(A) =0 e f(B) =1.

Corolario A.24. Um espaco topologico (X, 7) é normal se, e somente se, para cada par
de conjuntos fechados disjuntos A e B em X, existe uma fun¢ao continua f : X — [a, 0]
(a,b € R, a <) tal que f(A) =ae f(B)=0b.

Teorema A.25. Seja S um espaco topoldgico e X um espaco métrico completo. Se
(fn)o2, € uma sequéncia de Cauchy de fungoes de S para X na topologia uniforme,

entao existe uma funcao f: S — X tal que (f,) converge uniformemente para f.

Teorema A.26. O limite de uma sequéncia uniformemente convergente de funcoes

continuas de um espacgo topologico X para um espaco métrico’ Y € continuo.

Definigao A.11. (Hausdorff) Um espago topolégico X é um espago T5 se para cada
par de pontos distintos x,y € X, existem conjuntos abertos disjuntos U e V tais que
relUeyeV.

Definicao A.12. O espaco X é regular se para cada subconjunto fechado F de X e
cada ponto = € X \ E, existem abertos disjuntos U e V tais que £ C U ez € V.
Um espaco T3 é um espaco T} regular. Novamente, é facil ver que um espaco 7T, é um

espaco 1.

Definicao A.13. O espaco X ¢é normal se para cada par E e F' de subconjuntos
fechados disjuntos de X, existem conjuntos abertos disjuntos U e V' tais que £ C U e
F C V. Um espaco T, é um espaco 1) normal. Finalmente, vejamos que todo espaco

T, € um espaco T3, e notemos que

Ty =1T5=1T, = 1]
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Agora, trazemos a seguinte versao do Teorema da extensao de Tietze, que nao vale
apenas em espacos normados, mas também permite ter o alcance da aplicacao em
qualquer intervalo de R, nao s6 a [0, 1] e cuja prova pode ser vista no Teorema A.27,

no Apéndice A.

Teorema A.27 (Extensdo de Tietze). Seja X um espaco topoldgico normal, Y um
subconjunto fechado e X e f 1Y — R uma funcdo continua. Entao, existe uma fun¢ao
h:X — R tal que h |y= f.

Demonstracao. Comecaremos considerando o caso em que f é limitado. Seja Cy =

sup{||f()|;y € Y}, e defina dois subconjuntos de X por

Eoz{er;f(ws_{} e Fy={yeYifly) = 5},

E claro que E, e F, sdo subconjuntos disjuntos fechados de X (eles sio a imagem
inversa de um conjunto fechado em R). Tomando uma combinag¢ao linear de uma
funcao constante e uma funcao oriunda do Lema de Urysohn encontramos uma fungao
continua go : X — R tal que 5° < go < £, go(y) = 3 para todo y € Ep, e go(y) = §
para todo y € Fy. Em particular, [[go < £ e [[f —gol < % em Y. Agora, consideremos

a funcao f — go, € sejam

El:{?JEY;(f_gO)(y)S—TQC} e Flz{yGY;(f—go)(y)Z%}-

Dai, consideremos outro mapa ¢; (da mesma forma que construimos gg), tal que
—2c <, < 2c
9 =9=7

e g1l = _TQC e gilm = %. Desta forma, temos ||g1] < % e|lf—g0—aq] < 43‘3 em Y.

Continuando desta forma, por indugdo, obtemos uma sequéncia de fungoes (g,,)5°, tal

que
2"c
lgnll < 5o53 (A.3)
e
2n+lc
1F W) = 90(¥) =91 (y) =+ = gur (W)l < g em Y. (A.4)
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Agora, defina h, =go+ -+ g, n > 1. Se n > m, entao

1A — bl = llgo+ -+ gn— 90— - — gmll
= ||gm+1 + -+ + Gnll

(6" ()3
To

Consequentemente a sequéncia (h,), ¢ Cauchy onde, pelo Teorema A.25, converge
uniformemente para a funcdo h : X — R. Assim, pelo Teorema A.26, h é continua.
Portanto, h é a extensao desejada. Por fim, suponha que f nao é limitada em Y.
Entao, escolhendo o homeomorfismo h : (—oo, +00) — (—1,1), vemos que a fungio
ho f é limitada em Y, e assim, pode ser estendida a funcao g : X — R. Logo, a funcao

h~lg é continua em X e é tal que h™'gly = f é a extensdo procurada. O]
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Apéndice B
Numeros Cardinais

Iniciaremos este apéndice fazendo a construcao de uma bijecao entre Ny e N x N

que pode ser usada na prova do Teorema 4.4.
Lema B.1. Exite uma bijecao g : No — N x N.

Demonstragao. Inicialmente, considere a aplicacao h : Nx N — N, dada por h(m,n) =
2m=1. (2n — 1). Veja que h é uma bijegao. Com efeito, dado um ntimero natural j

qualquer, podemos escrever esse nimero como produto de seus fatores primos

j:HpngQQ“Hpg‘“, coma,>0eo, €Z, Vhk=1,...,s.
k=1 k=2

Como primos maiores que 2 sao impares, e o produto de niimeros impares ¢ um nimero
impar, temos [[;_, pp* = 2n — 1, para algum n € N.

Além disso, se ay =m—1=0,entaom=1¢ j =2n—1=2""1.(2n—1). Por outro
lado, se &y = m — 1 > 0 entdo m > 1 e, desta forma, j = 2°(2n — 1) = 2™ 1(2n —
1). Com isso tem-se que em qualquer hipotese vale j = 2™ 1(2n — 1) = h(m,n) e,
portanto, vale a sobrejetividade de h. Agora, sejam (my,ny), (mg,n2) € N X N tais
que h(mq,ny) = h(mg,nz). Entdo, vejamos que m; # my nao pode acontecer pois 0s
nameros h(mq,ny) e h(ms, ny) seriam, pela unicidade da fatoracdo em nimeros primos
diferentes.

Logo, podemos concluir que m; = msy. Desta forma, temos ny = ny. Com isso,
temos a injetividade de h e, portanto, h é uma bijecao. Dai, consideremos a bijecao
t : Nx N — Ny dada por t(m,n) =2™"1(2n —1) — 1 e fagamos g =t ' : Ny - N x N.
Mais explicitamente, dado z € Ny, existem tnicos inteiros positivos m e n tais que
z=2""12n—1) — 1. Desta forma, basta definir g(z) = g (2" '(2n — 1) — 1) = (m, n)

que teremos a bijecao desejada. O]

Agora, dizemos que dois conjuntos A e B possuem a mesma cardinalidade quando

existir um mapa bijetivo de A para B. Isto define uma relacao de equivaléncia na classe

61



B. Numeros Cardinais

do todos os conjuntos. Um nimero cardinal é pensado como uma classe de equivaléncia
de conjuntos. Em outras palavras, dado um cardinal a, entende-se que a consiste em
todos os conjuntos A € a. Neste caso, escrevemos card (A) = a. Para outro conjunto
B escrevemos card (B) = a, quando B possui a mesma cardinalidade que A e neste
caso escrevemos card (B) = card (A). A cardinalidade do conjunto vazio é zero, por
definicao a cardinalidade de um conjunto finito ¢ igual ao seu nimero de elementos.
Sejam a e b ntumeros cardinais. Escrevemos a < b se existem conjuntos A C B,
com card (A) = a e card (B) = b. Isto é equivalente ao fato de que, para quaisquer
conjuntos A e B, com card (A) = a e card (B) = b, uma das seguintes condicoes ¢é
valida:
e existe f : A — B injetiva
e existe g : B — A sobrejetiva
Para dois ntmeros cardinais a e b, usaremos a notacao a < b para indicar que a < b

ea##b.

Teorema B.2 (Cantor-Bernstein-Shroeder). Suponha que dois nimeros cardinais a e

b satisfacam a < b e b < a. Entio a=b.

Teorema B.3 (Ordem total no conjunto dos niimeros cardinais). Sejam a e b nimeros

cardinais. Entao, a <boua<b

Proposicao B.4. Seja a > 1 um namero cardinal. Se A é um conjunto com card(A) =
a e definindo P(A) = {B; B C A}, entdao 2° = card(P(A)). Alem disso, a < 2°.

Demonstracao. Faca
P ={0,1}" = {f; f ¢ um mapa de A para{0,1}}.

De modo a 2* = card(P). Precisamos definir uma bije¢ao ¢ : P — P(A). Com efeito,

definamos
o(f) ={a € A; fla) =1}

para todo f € P. E claro que, uma vez que uma funco f : A — {0, 1} é completamente
determinada pelo conjunto {a € A; f(a) = 1}, o mapa ¢ é, de fato, bijetivo. Portanto,
2® = card (P). Provemos agora a segunda afirmagao. Para isso, considere o mapa
¢ : A — P(A) dado por ¢(a) = {a},Va € A. Como ¢ é claramente injetivo, temos
a < 2% Provemos que a # 2°.

Suponha, por contradigao, que existe uma bijecao £ : A — P(A). Defina o conjunto
B={a€ A;a¢&(a)} e escolhabe Atal que B=¢(b). Se b€ Bentao b ¢ £(b) = B,
contradigdo. Agora, se b ¢ £(b), temos b € £(b), o que for¢ca b € B, e mais uma vez
temos uma contradigdo. Portanto, ndo existe uma bije¢ao entre A e P(A). Conclusao,
a < 2% O
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Lema B.5. (Propriedades de Ny)

(i) Para todo nimero cardinal infinito a, temos Ry < a.
(i) No + Ny = Ny.

(iii) o - Ro = Rp.

Demonstragao. (i) Seja a um namero cardinal infinito, e seja A um conjunto infinito
com card (A) = a. Escolha de forma arbitraria x; € A e x5 € A—{z,}. Dai, para cada
n € N escolha, também de forma arbitraria, z, € A — {x1,..., 2,1} e, desta forma,
temos uma sequéncia (x,),eny C A tal que x,, # z,, sempre que m # n. Entao, temos

uma aplicacao injetiva f : N — A. Logo,
Ny < card (4) = a.

(ii) Considere os conjuntos Ag = {n € N;n é par} e Ay = {n € N; n é impar}. Entdo

claramente card (Ap) = card (A1) = Vo, e a relacdo Ay U A; = N gera
Ng + Ng = card (Ag) + card (A;) = card (Ap U A;) = card (N) = Rq.

(iii) Considere o conjunto P = N x N, de modo que N -N = card (P). E 6bvio que

card (P) > Wy. Para provar que card (P) < ¥, definamos uma sobrejecio ¢ : N — P
n-(n—1)

como segue; Para cada n > 1, tome S,, = 5

. Considere o conjunto

B,={meN;S, <m< S,1}

e defina ¢, : B,, — P por
Gn(m)=(n+ S, —m,m—25, +1)
para todo m € B,,. Veja que

¢n(Bn) ={(p,q) eNxN;p+qg=n+1}.

Note também que |J,», B, =N, e B;N B}, = 0,Vj # k > 1, entao existe uma (dnica)
funcao ¢ : N — P tal que ¢ restrito a B,, é igual a ¢,,, para todo n > 1. Pela tiltima

relacao acima, é claro que ¢ é sobrejetivo. Concluindo a prova. O
Teorema B.6. Sejam a e b numeros cardinais, com 1 < b < a, e a infinito. Entao,
(i)a+b=a;
(i) a-b=a.
Corolario B.7. Se a é um nimero cardinal infinito e b é um ntmero cardinal com
2 < b <2°% entao

ba — 211
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Demonstrac¢ao. Temos
2a S ba S (2a)a — 2u~a — 2a

e a igualdade desejada decorre do Teorema B.2. ]

Corolario B.8. Para todo n € N, valem
(1) n + NO = No.

Proposi¢iao B.9. 2% = .

Demonstracao. Consideremos o conjunto
T = {0,1}" = {a = (@p)nen; @ € {0,1}, para todo n € N}.

Assim, 2% = card (T). Para cada ntimero real r > 2, defina o mapa ¢, : T — [0, 1] por

o0
an

¢la) =(r—1)- ey

para todo a = (ay)neny € T. Os mapas ¢,,r > 2 sdo “quase” injetivas. Para esclarecer

isso, definamos o conjunto
To = {(an)nen € T; o conjunto{n € N;a,, = 0} ¢ infinito} .
Veja que
T — Ty = {(an)nen € T;existe N € N tal que «, =1,Vn > N}.

Claramente, ¢ é sobrejetiva. Desta forma, ¢ é quase “bijetiva’”.

Afirmacgao 1: Fixer > 2. Para elementos a = (& )nen, b = (Bn)nen € T, as afirmagoes
seguintes sao equivalentes:

(i) ¢r(a) > ¢n(b).

(ii) Existe k € N, tal que a > By, e a; = 5;,Vj € N, com j < k.

Primeiramente, provemos que (ii)= (i). Se a,b € Tj verificam (ii), entao

R e D e et LD D M2
n=k+1 n=k+1

Veja agora que existe uma infinidade de indices n > k + 1 tais que 3, = 0. Isto segue

do fato de que

N Ba o oxm 1 1
Zr—n<zr—n:m'

n=k+1 n=k+1
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Por isso, pela relacao (B.1), temos

R =L ) S e
n=k+1
Desta forma, ¢,.(a) > ¢,(b). Provemos agora que (i) =(ii). Com efeito, se ¢,.(a) >
¢r(b), escolha k = min{n € N;a,, # (,} usando (ii)=-(i), vemos que ndo podemos
ter Ox > ay, pois isso forcaria ¢(b) > ¢(a) e o resultado segue. Usando a primeira
afirmacao, vejamos agora que ¢, restrito a Ty e tomando valores em [0, 1] é injetivo.
Afirmacao 2: card (T — Tp) = N,.

Isto decorre do fato de podermos escrever
(o]
T—-Ty=J R
k=1

onde,
R, ={a= (an)neny € T;, = 1,¥n > 1}.

Como cada R, é finito, o resultado desejado segue. Desta forma, usando a afirmacao
2, temos
2% = card (T') = card (T — Tp) + card (Tp) = Ry + card (1Tp),

como Ny < 2% a equacado acima forga que 2% = card (Ty). Desta forma, para cada
r > 2, temos que card (¢, (T —Tp)) < Vg, o que significa que card (¢, (T) — ¢, (Tp)) < Ng.
Assim, usando a injetividade de ¢, restrito a Ty, temos card (¢,(1p)) = card (Tp) = 2%,

entao, temos

Desta forma, card (¢,(T)) = 2. Dai, o resultado segue, pois para r = 2, temos
claramente ¢o(7T") = [0, 1], e como sabemos, a cardinalidade de qualquer intervalo nao

degenerado da reta é exatamente a cardinalidade de R, ou seja, c. [

Corolario B.10. ¢® =¢.
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Demonstracao.
o — (QNO)NO — 9%oRo _ 9Ro _

Lema B.11. dimC(R™,R") = c.

Demonstracao. Desde que cada ponto de R™ pode ser visto como uma func¢ao constante
em C(R™,R"), temos uma injetividade R"” < C(R™,R"™). E, assim,

card (R") = ¢ < card (C(R™,R")).

Por outro lado, R™ é separavel (pois Q™ é denso em R™) e nés podemos enumerar Q™ =
{rn},en definindo um mapa que atribui a cada fungao continua f € C(R™,R"), sequén-
cia de suas imagens de pontos racionais (f(7y,))nen, obtemos um mapa C(R”™, R") —

(Rn)N que é injetivo como consequéncia da separabilidade de R™. Desde que
card ((R”)N> = card (R”'N) — card (RN) — Mo cor._B.10 c

temos card (C (R™,R™)) < ¢ e, portanto, concluimos que card (C (R™,R™)) = ¢. O
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Apéndice C
Analise Complexa

Apresentaremos alguns conceitos da algebra abstrata que serao necessarios.

Definicao C.1. Seja A um espaco vetorial sobre C e suponha que exista uma operacao
-+ Ax A — A que associa cada elemento (z,y) € A% a um elemento z -y de A

satisfazendo

or-(y-2)=(x-y),Va,y,z € A;
o(r+y)-z=x-z2+y-2,Vr,y, z € A
o2 - (x4+y =z-xz+z-yVr,yz € A
oAz -y)= () - y=1z-(\y),Vx,y,€ A eV eC.

Entao o espaco vetorial /A munido com tal operacdo é dito uma Algebra sobre C
ou uma Algebra Compleza. Comumente utilizamos a notacao (A,-) para nos referir a
algebra sobre C em questao. Diremos que a algebra complexa A possui unidade e € A

quando

para qualquer x € A. Em uma &lgebra com unidade, diremos que = € A é invertivel
se existir 27! € A tal que
rT-xr S =x X =e¢,

1

e neste caso ' é dito ser o elemento inverso de x. Observe que o espaco vetorial A

com a nova operacao - torna o conjunto A um anel com as operacoes + e -. A operacao

"." serd comumente chamada de multiplicacao da algebra.

Definicao C.2. Seja (A, ) uma algebra sobre C. Se ||.|| : A — R é uma norma no

espaco vetorial A satisfazendo
Lol -yl < lll - flyll,

2. Se a algebra possui unidade e entdo ||e]| = 1,
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entao diremos que ||.|| € uma norma na algebra A e, neste caso, o par (A, ||.||) sera men-
cionado como dlgebra normada. Diremos ainda que (A, ||.||) é uma dlgebra de Banach
quando for um espaco de Banach como espago vetorial normado. Um subconjunto

A; C A é uma subdlgebra se A; é uma algebra com as operagoes induzidas por A.

Se A tem unidade, é essencial pedirmos que as subalgebras tenham unidade, e a

mesma unidade de A. Um homomorfismo de algebras f : A — B é um mapa tal que
of(a1 + CLQ) = f((Il) + f(CLQ),VCLl, as € A;

e f(a10ay) = f(ar) o faz),Vai,as € A
of(A-ar1) =A- f(ay),Vay € Ae XA e C.

Quando A e B sao algebras com unidade, um homomorfismo f : A — B tal que
f(14) = 15 é chamado homomorfismo unitdrio. Quando um homomorfismo (unitério)

é bijetivo, ele é chamado isomorfismo (unitdrio), ou simplesmente isomorfismo.

Definicao C.3. Seja V uma classe de dlgebras. Dizemos que uma &lgebra F € V
é uma dlgebra livre de V se existe um conjunto ) gerador de F tal que para toda
algebra A € V e toda aplicagao h : Y — A existe um tnico homomorfismo de algebras
¢ : F — A estendendo h. F é entao dita ser livremente gerada por ) e a card())) do

conjunto ) é chamada de posto de F.

A algebra dos polinoémios K[z] = {P; P é um polinémio em X com escalares em K }
é uma algebra livre gerada por um elemento. De fato, seja Z = {X} eseja f: Z — Ay
um mapa de Z para uma algebra unitaria Ay sobre K. Entao, o inico homomorfismo

unitario g de K[z] para Ay que estende f é dado por
glaop + a1 X 4+ +a, X") =ay - 1oy +ar f(X) +- -+ a, f(X)"

Dado um anel A, denotemos por AN o conjunto de todas as sequencias (a,) de
elementos de A. O subconjunto de AN formado pelas sequencias (a,,) tais que a, = 0,

exceto para um numero finito de indices, é denotado por AN As aplicacoes

41 AN x ANo 5 Ao
Cr Ao ANo 5 4o

dadas, respectivamente, por ((a,), (b,)) — (¢,) onde ¢, = a, +by,, e ((a,), (by)) — (dy)
onde d,, = Z?:o a; - by_;, fornecem a AN uma estrutura de anel e AN) ¢ um subanel
de AN, A sequéncia (0,0,0,...,0,...) é a sequéncia nula e o elemento identidade é
1=(1,0,0,...,0,...).
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Definicao C.4. Sejam U C C um aberto, z € U e f: U — C um funcao de U em C.

Diremos que f é diferencidvel em z se o limite

fz+h) = f(2)
h

i
existe. Uma funcao f : U — C é dita diferenciavel se é diferenciavel em todo ponto do
aberto U. Também diremos que f é holomorfa em U. O termo holomorfa é geralmente
usado para nao ter que especificar a diferenciacao complexa como distinta da diferen-
ciagao real. A frase “holomorfa em um ponto a” significa nao s6 diferenciabilidade em
a, mas diferenciabilidade em algum disco aberto centrado em a, no plano complexo.
Apesar da similaridade com diferenciacao real, a definicao de holomorfa é muito
mais forte. Um exemplo disso é o fato de que se uma funcao f é holomorfa sua deri-
vada complexa f’ também é holomorfa, donde toda funcao holomorfa é infinitamente
diferenciavel, em contraste ao fato de que no sentido de derivada real, uma funcao pode
st k vezes diferenciavel sem ser k41 vezes diferenciavel. Uma funcao que seja holomorfa
sobre todo o plano complexo se diz uma fun¢ao Inteira. Por H(C) denotemos o espago
de todas as fungoes inteiras de C para C, ou seja, H(C) := {f : C — C; f ¢ inteira}.

Definicao C.5. Uma série de poténcia em z € C é uma série infinita da forma

Z;::o?) ap2", onde a; € C, para todo k.

Lema C.1. Dada uma série de poténcia ZZ:{) a, 2" existe um disco fechado de centro
em 0 tal que a série converge absolutamente em todos os pontos z no interior desse

disco e diverge em todos os pontos z exteriores a esse disco.

Definicao C.6. O raio R do disco dado pelo Lema acima é chamado de raio de

convergéncia da série > °° a,2".

Proposicao C.2. Considere uma série de poténcias Z::E) a,z" tal que a, # 0 para

todo natural n. Entao seu raio de convergéncia R é dado pelas expressoes

. a 1
R= lim |——| e R= - -,
n—=+00 | Gy 41 limy, s 4o |an|
desde que esses limites existam.
Proposicao C.3. Seja f(z) = :{i% a,z" uma série de poténcias com raio de conver-

géncia R > 0. Entao
“+o0o
f'(a) = Znanz"’l
n=1

para todo z tal que |z| < R, isto é, podemos derivar termo a termo uma série de

poténcias no interior de seu disco de convergéncia.
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Essa Proposicao nos diz que uma série de poténcias define uma funcao holomorfa

no interior de seu disco de convergéncia.

Definicao C.7. Sejam f : U — C uma funcao definida em alguma vizinhanca
U de zp € C. Diremos que f é analitica em zy se existe uma série de poténcias
T 4, (2 — 29)" e algum R > 0 tal que a série converge absolutamente para |z — zg| <

R, de tal forma que, para z, temos

f(z) = Zan (z—20)".

Diremos que f : U — C é analitica em U quando f ¢ analitica em cada ponto de U.
Desta forma, ao invés de dizer que f é analitica em zy € U, podemos dizer que f tém
uma série de poténcia em zy (o que significa que os valores f(z), para z perto de z,

sao dados por uma série de poténcia absolutamente convergente, como acima).

Definicao C.8. Um caminho suave em C é uma aplicacao v : J — C com derivada
continua em todos os pontos de J, onde J C R é um intervalo da forma J = [a, b], a < b.
Os pontos y(a) e v(b) sdo chamados ponto inicial e ponto terminal, respectivamente.
Se v(a) = 7(b) dizemos que y é um caminho fechado. Um caminho suave por partes em
C é uma colegao finita de caminhos suaves vy : [a1,b1] — C, v : [ag,bo] = C, ... 7, :
[a,,b,] — C satisfazendo 7;(b;) = ~viy1(ais1), para cada 1 < i < n — 1. Como para
caminhos suaves, dizemos que um caminho suave por partes é fechado se v;(a;) =
Yn(by), isto é, o ponto inicial do primeiro caminho da cole¢ao coincide com o ponto

terminal do ultimo.

Definicao C.9. Um subconjunto nao-vazio U C C é chamado um dominio se U é
aberto e se, dados dois pontos quaisquer p, ¢ € U, existe um caminho suave por partes,

inteiramente contido em U, cujos pontos inicial e terminal sao, respectivamente p e q.

Teorema C.4 (Formula da integral de Cauchy). Seja f : U — C uma fung¢ao ho-
lomorfa definida no dominio U C C. Sejam D(zy, 1) um disco fechado inteiramente
contido em U e I" sua fronteira, orientada compativelmente. Se z é um ponto qualquer

no interior de D(zy, 7o) entdo
1 f(w)
=— [ —=dw.
/() 2im /r w—z v
Corolario C.5 (Estimativas de Cauchy). Seja f uma fun¢ao holomorfa definida no

disco D(zg,79) e suponha que |f| < k em D(z9, R). Entao,

nlk

70| < 22
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Teorema C.6. Sejam f : U — C uma funcdao holomorfa, onde U é um dominio em

C e zp € U um ponto qualquer. Entao

(n
Zf (2 —2z)"

ou seja, f € dada por sua série de Taylor de centro em zy e, portanto, € uma funcao

analitica. Além disso, essa série converge em qualquer disco (aberto) D(zo,7) C U,
isto €, o raio de convergéncia R da série acima é a menor entre as distancias de zg

aos pontos da fronteira de U.

Corolario C.7. Se f € H(C) entao em todo ponto z € C f admite série de poténcia
Lema C.8. Sejam D(a,r), r > 0, um disco e f : D(a,r) — C uma func¢ao holomorfa.
Se a imagem f(D(a,r)) esta contida num circulo |w| = «, entdo f é uma funcio
constante.

Lema C.9. Sejam U C C um dominio, f : U — C uma fungao continua e (),

a <t < b, um caminho suave por partes em U, de comprimento [(7y). Seja K > 0 um
namero real tal que |f(v(t))| < K para todo a <t < b. Entao

z)dz| < Kl(7).

Teorema C.10 (Principio do Médulo Maximo). Sejam U um dominio em C e f : U —
C uma fungao holomorfa. Suponha que exista um ponto a € U tal que |f(a)| > |f(2)]

para todo z € U. Entao f € uma fun¢ao constante.

Demonstragio. Seja D(a,r) um disco fechado centrado em a cujo fecho D(a,r) C U.

A fronteira de D(a,r) é expressa por y(t) = a + re, 0 < t < 27. Pela formula da

227r/ f—a

2 fla+ret)riet

integral de Cauchy,

— dt
- 2im ), rett
1 27
= — dt.
o fla+re™)dt

Portanto, pelo Lema C.9 e pela hipotese

@< o [ 1ttt < o [Tis@lar=s)

mas isso nos diz que 5- fo a)l — |f(a+re")|] dt = 0. Como o integrando ¢ uma

fungao continua néo—negatlva obtemos If(a)] = |f(a+ re?)|, para todo t € [0,27].
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Agora, como r é arbitrario e fazendo-o variar, concluimos que a imagem de um disco
D(a, R) por f esta contida no circulo |w| = |f(a)|. Pelo Lema C.8, f é constante.
O
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