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Resumo

Sequéncia espectral é uma ferramenta utilizada para calcular, via aproximagoes
sucessivas, as homologias de um complexo de cadeia; é empregada sempre que temos
uma filtracao do complexo e nao conseguimos calcular suas homologias diretamente.
Cada filtracao de um complexo dé origem a uma sequéncia espectral e, dependendo
das propriedades da filtracao, obtemos propriedades da homologia do complexo.

Neste trabalho sao apresentados, sob o viés da Teoria das Categorias, conceitos e
resultados basicos de Algebra Homologica, tais como o teorema da sequéncia exata
longa, resolugoes e d-funtores (funtores derivados). Em seguida tratamos da teoria
algébrica de sequéncias espectrais, a aplicamos em bicomplexos e falamos em hiper-
homologia, encerrando com a sequéncia espectral de Grothendieck e aplicagoes na teoria

de médulos.

Palavras-chave: Sequéncia espectral, Algebra homolégica, complexo de cadeia, ho-

mologia.



Abstract

Spectral sequence is a tool used to calculate, via sucessing aproximations, the ho-
mologies of a chain complex; is employed whenever have a filtration of the cocmplex
and we can not calculate its homologies directly. Each filtration of a chain complex
gives rise to a spectral sequence and, depending on the properties of the filtration, we
obtain properties of the homology of the complex.

In this work are presented, under the bias of Category Theory, concepts and basic
results of Homological Algebra, such as the long exact sequence theorem, resolutions
and J-functors (derived functors). Next we deal with the algebraic theory of spec-
tral sequences, apply it in bicomplexes and speak in hyperhomology, ending with the

Grothendieck’ spectral sequence and applications in the theory of modules.

Keywords: Spectral sequence, Homological algebra, chain complex, homology.



Sumario

ntroducao

[1 Algebra Homolégical
(1.1 Complexos de Cadeial . . . . . . . ..
(1.2 Bicomplexos e totalizacao| . . . . . .
(1.3 Homotopiaf. . . . . . ... ... ...
[1.4 Resolucoeg . . . . .. ... ... ...

[1.b.1 o-Funtored . . . .. ... ...
[1.5.2  Funtores Derivados a Esquerdal

2 Sequencias Espectrais|

2.1 Introducao informal . . . . . . .. ..

[2.2  Aspectos Gerais| . . . . . . ... ...

[2.3  Sequencia Espectral advinda de um Complexo Filtrado| . . . . . . . ..

[2.4  Aplicacoes para bicomplexos| . . . . .

[3 Hiper-homologial

[3.1 Hipertuntor Derivado| . . . . . . . ..

[3.2  Sequencia Espectral de Grothendieck

(A Diagrama da Serpente

(B lLema dos 5

vi

21
28
29
46
46
20
54

60
60
62
74
83

93
93
101

105

110



Introducao

Algebra Homolégica nasceu no século 19 através do trabalho de Riemann (1857)
e Betti (1871) sobre numeros de homologia, e do desenvolvimento formal da nogao
de numeros de homologia por Poincaré em 1895. Em 1925 Emmy Noether chamou
a atencao para os grupos de homologia de um espaco e ferramentas algébricas foram
desenvolvidas ao longo dos anos 30 para fins computacionais.

Em semindrios sobre fundamentos de homologia e teoria de cohomologia, dados
por Cartan entre 1950 e 1951, iniciou-se a colaboracao entre Cartan e Eilenberg que
culminara no livro [4] cujo titulo nomeia este novo campo. [4] foi a principal referéncia
para o estudo de Algebra Homolégica até 1970, quando outros materias como Homo-
logy, de MacLane, Grothendieck [5, [6] e notas de Rotman (depois reunidas em [15])
tornaram-se populares, deixando a area estabelecida.

J. Leray (1906-1998) foi prisioneiro na segunda guerra mundial entre os anos 1940
e 1945. Até entao ele trabalhava com matematica aplicada, mas, por nao querer que
os nazistas fizessem uso de sua pesquisa, decidiu estudar objetos mais abstratos em
Topologia Algébrica. Neste periodo aprisionado organizou uma universidade em sua
prisao e chegou a ministrar cursos de Topologia Algébrica; além disso, inventou fei-
xes, cohomologia de feixes e, afim de computar estas cohomologias, criou sequéncias
espectrais. De forma independente, R. C. Lyndon, em sua tese de doutorado, com o
intuito de calcular a cohomologia de grupos, desenvolveu as sequéncias espectrais e
notou importantes caracteristicas suas.

Sequéncias exatas curtas de complexos de cadeia dao origem a sequéncias exatas
longas nas homologias destes; isto é titil para obtermos informagoes desejadas sobre as
homologias de um complexo C,. Mas, desta forma, nem sempre conseguimos retirar
propriedades das homologias de C,. Por exemplo, em [I5] capitulo 10, a seguinte
pergunta é feita: Seja R um anel comutativo com unidade; dado homomorfismo de
R-mddulos f: M — N, onde M € um submddulo de M', quando podemos estender f a
um homomorfismo M' — N ¢ Utilizando o teorema da sequéncia exata longa podemos
ver que uma condicao suficiente para se estender qualquer homomorfismo f : M — N
a um homomorfismo M’ — N é ExthL(M'/M,N) = 0. Mas daf surge outra questao:
como calcular Exth(M’'/M, N)? Aqui entra o uso de uma ferramenta para calcular a

homologia de objetos: a sequéncia espectral.

vi



Estrutura do Texto

Esta dissertacao possui 3 capitulos e 3 apéndices. Todos os conceitos vistos aqui
foram tratados com o maior grau de generalidade possivel. Devido a isto é indispensavel
alguma familiaridade do leitor com a Teoria das Categorias (tudo o que for necesséario
para ler esta dissertacao pode ser visto em [10]). Além disso, o teorema do mergulho
(ver [10]) foi evitado nesta dissertacao, ou seja, resultados como teorema da sequéncia
exata longa, naturalidade da conexao, conexao do cone (ver capitulo 1), diagrama da
serpente e lema dos 5 (ver apéndices) foram provados apenas com o uso de ferramentas
basicas da Teoria das Categorias.

Conhecimentos basicos de Algebra Comutativa também sao indispensaveis; tudo o
que for inerente a esta drea pode ser encontrado em [II, 2] [3, 11l T4]. Todos os aneis
aqui serao comutativos com unidade.

No primeiro capitulo serao introduzidos conceitos elementares de algebra homoldégica:
complexos de cadeia, totalizacao, cone, homotopia, resolugoes e d-funtores, uma gene-
ralizagao natural de funtores derivados (ver [5]). No capitulo 2 sequéncias espectrais
sao apresentadas, inicialmente com um tratamento informal e depois vistas com rigor.
Sequeéncias espectrais advindas de complexos filtrados sao tratadas aqui e aplicagoes a
bicomplexos sao feitas. No capitulo 3 introduzimos hiperfuntores, notamos interessan-
tes propriedades suas e apresentamos a espectral de Grothendieck.

Os apéndices A e B tratam do diagrama da serpente e lema dos 5, respectivamente,

para categorias abelianas.

Terminologia e Notacoes

i) Caso nao seja mencionado, todos os diagramas apresentados aqui sdo diagramas

comutativos com unidade.

ii) Conexoes advindas do teorema da sequéncia exata longa ou as flechas dadas na

definigao de d-funtores (também ditas conexdes) serao denotadas por ~.

iii) Caso nao seja mencionado e esteja implicito que um objeto a é subojeto (objeto

quociente) de b, o monomorfismo a < b (epimorfismo b — a) serd o candnico.

iv) Denotaremos a categoria dual a categoria A por A*.

vii



Capitulo 1
Algebra Homolégica

Neste capitulo introduzimos ideias centrais de Algebra Homoldgica e necessérias
para o desenvolvimento dos capitulos posterioes. Toda a teoria aqui é construida sob
o viés da Teoria das Categorias e sem o uso do teorema do mergulho de Mitchell [10].

A primeira secao apresenta as nocgoes centrais de complexo de cadeia e homologia,
além de resultados fundamentais, tais como o teorema da sequéncia exata longa e a
naturalidade da conexao. Na segunda secao tratamos de bicomplexos e de totalizacao,
importantes para o estudo de funtores com duas varidveis (produto tensorial, Hom e
seus derivados, por exemplo). Nas duas segoes seguintes os conceitos de homotopia e
resolucoes sao explorados, conceitos estes fundamentais para a construcao e exploracao
de funtores derivados. Além disso é vista uma caracterizacao dos objetos projetivos
das categorias dos complexos de cadeia (positivos) de uma categoria abeliana fixada.
Por fim, a tultima secao lida com funtores derivados a partir da nocao mais geral de
O-funtores e com a condicao de Mittag-LefHler, que sera importante para o estudo de

sequencias espectrais.

1.1 Complexos de Cadeia

Defini¢ao 1.1.1 (Complexo). Sejam A uma categoria exata e Co = {cp, n, Cn—1tnez
uma familia de flechas de A indexada por Z. Dizemos que Co € um complexo de cadeia
de A (ou simplesmente complexo de A) se d, o dn+1 = 0. Chamamos as flechas d,, de
diferenciais e também denotaremos Co por

dn+1 dn
Cn+1 Cn Cn—1 >

Exemplo 1.1.1. Se a Lb S e é uma sequéncia exata, entao fazendo co = a,cq =
byco=c,do = f,di=¢g,c;=0sei¢ {0,1,2} ed; =0 sei ¢ {1,2}, Cq € um complexo
de cadeia de A.



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

Exemplo 1.1.2. Em Z-Mod, se R é um anel, M um R-mddulo e a € R, a sequéncia

de homomorfismos

ha

0 0 M M M 0 0

¢ um complexo de cadeia de Z— Mod, onde h,(x) = ax para todo x € M. Denotaremos

h, simplesmente por a.

Dado complexo Cy = {¢, n, Cn-1}nez, a flecha ker(d,) < ¢, é chamada de n-
ésimo ciclo do complexo C, e a flecha im(d, ;1) < ¢, é chamada de n-ésimo bordo do
complexo C,. Denotaremos ker(d,,) e im(d,11) por Z,(C.) € B,(C,), respectivamente.
Quando nao houver risco de confusao, escreveremos apenas Z, e B,. Observe que
d, od,i1 = 0 é equivalente a B, C Z, e ker(c, - B,_1) = Z,. Desta forma, temos

duas sequéncias exatas

ZTL
0 B, Ln o 0

0 Zn Cp Bn—l —0.

Estas sequéncias sao ditas sequéncias fundamentais de C, e diremos que C, cinde se
estas sequéncias cindem para todo inteiro n. Chamamos a flecha Z,, — % de n-ésima
n
homologia do complexo C, € denotaremos g—: por H,(C,) ou H,.
. L d!
Seja p um inteiro. O complexo C's = {c}, = ¢},_1}nez tal que ¢, = ¢,4p € d), =

(—1)Pd, 4, ¢ dito complexo translagao de C, por p e sera denotado por Ce[p].

. , dn+1 dn ’
DlZemOS que um CompleXO C. € exato se Cnt1 —>Cp —>Cp—1 € exata para tOdO

inteiro n; isso ocorre se, e somente se, H,(C,) = 0 para cada n € Z.

Definigao 1.1.2. Seja A uma categoria exata e sejam Co = {c, oy Cn1}nez € CL =
d/ L] 7/ N
{d, = ¢ _ 1} nez dois complezos. Uma flecha C, ELN C. é uma famdlia de flechas

{cn EiN c Ynez tal que o diagrama

dn41 dn,
Cn+1 Cp Cpn—1 >
fn+1 l fn l fnfl
/ / /
Cn+1 ’ Cn 7 Cn—1 )
dn+1 dn

comuta.

- . ) ) d
Por convengao, caso nao seja mencionado previamente, Co = {¢;, —> ¢5_1}nez,Cl =
!
n

d’ d’ - .
{d, = c,_1}nez e C = {c! = !_|}nez serdo sempre complexos de cadeia de A e

simbolos da forma f, denotam flechas {f, },cz entre complexos de A.



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

Lema 1.1.1. Sejam A uma categoria exata, C, ELN C. L5 C! duas flechas entre com-
plezos de A. Se go0 fo = {cp InOfn, ez, entao ge o fo € uma flecha entre complexos

de A.

Demonstracao. Por hipétese o diagrama

dn+1 dn
Cn+1 Cn Cn—1 >
fn+ll lfn lfnl
c c d_ —-
n+1 d n d n—1
n+1 n
gn-&-lj lgn lgn—l
/! " "
C’n+1 a4 Cn d" cnfl '
n+1 n
comuta e portanto o diagrama
dn+1 dn
Cn+1 Cn, Cn—1 >
gn-&-lofn-&-lj lgnofn lgn—lofn—l
/! /! /!
Cn+1 d4"’ Cn d" cn—l :
n+1 n
também comuta. Q.E.D.

Proposicao 1.1.2. Seja A uma categoria exata. As flechas entre os complexos de
A formam uma categoria; esta categoria serd denotada por Ch(A). Subobjetos serdo

chamados de subcomplexos e objetos quocientes de complexos quocientes.
Demonstracao. Segue imediatamente do lema anterior. Q.E.D.

Note que uma flecha f, em (Ch(A))* é um diagrama da forma

dn+1 dn
Cn+1 Cn Cn—1 o
fn+ll fn lfnl
/ / /
Cn+1 d Cn d Cn—1 ’
n+1 n

formado por complexos de cadeia de A tal que o diagrama, em A,

/ dts / d, /
cn+1 Cn Cpn—1 ’
fn-o—lj fn jfn—l
(& Cn—1 —> =

comuta. A comutatividade do ultimo diagrama é equivalente a comutatividade em A*



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

do seguinte diagrama:

dn dn+1
Cn—1 Cn Cn+1 >
fnll fn lfn+l
c d o —-
n—1 d nog n+1
n n+1

Reindexando os indices verificamos que o diagrama acima ¢ uma flecha entre complexos
de A*. Assim, podemos identificar a categoria Ch(A*) com a categoria (C'h(A))*;
chamaremos a categoria C'h(A)* de categoria das cocadeias de complexos de 4 ou
categoria dos cocomplexos de A. Devido a esta identificagdo vamos trabalhar apenas

na categoria dos complexos de A.

Teorema 1.1.3. Se A ¢é categoria abeliana, entao Ch(A) também o €.
Este teorema segue diretamente dos trés lemas seguintes:

Lema 1.1.4. A categoria Ch(A) ¢é exata.

Demonstracao. Provaremos este lema em quatro passos.

Afirmacgao. Se 0 € o objeto nulo de A, entao

€ o objeto nulo de Ch(A); também o denotaremos por 0.

Prova da afirmacgao. E claro que 0 é um complexo de A. Agora, dado objeto C, de

Ch(A), para todo inteiro n, existem tnicas flechas ¢, — 0 — ¢, e assim

C C C —_—
g T d,
€
dp+1 dn dn—1
Cn+1 Cp Cp—1 >
0 0 0

sao diagramas comutativos e as flechas C, — 0 — C, sao tnicas.

1. Ch(A) possui nicleos e contucleos.



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

Dada flecha C, 2% C., para cada inteiro n seja ker(f,) — ¢, o nicleo de f,.

Considere o diagrama

ker(fn11) ker(f,,) ker(f,—1)
Un+1 j lu'n jun—l
dn dn
Cn+1 = Cp Cn—1
fn+1l lfn lfn—1
C;I-‘rl d;1+1 C’/rl d',n, C'/rl—l

Note que, para todo inteiro n, f, o dpy1 0 Upy1 = djy © frg1 © Up = 0, isto
é, dn41 0 upqy se fatora pelo nicleo de f,; seja {d,}nez uma familia tal que o
diagrama

e ker(fann) T er(f) — T ker(f_q) —— - -

un«‘flj Lun junl

Cn+1 Cn d Cp—1
mn

dn+1

comuta. Como u,,_; o c?n o c?nﬂ =d,odyy10Uu,y1 = 0, sendo u,_; monomorfismo
~ o~ dn, ,
tem-se d,, o d,4; = 0. Portanto ker(f,) := {ker(fui1) — ker(f,)}nez ¢ um

complexo e u, = {ker(f,) == ¢, }nez é uma flecha de Ch(A).

Afirmacgao. u, € o nicleo de f,.

Prova da afirmacao. E claro que fooue = {fn 0o Uptnez = {0}nez = 0. Seja

C! % C, uma flecha de Ch(A) tal que f, o v, = 0, ou seja, o diagrama

/" dg+1 i dy, Vi
Cn+1 Cn Cnfl
’Un+1j l/’vn jvn—l
C C Cp—
n+4'dn+1 n dn n—1

comuta e f, owv, = 0 para todo inteiro n. Logo, para cada n € Z, existe unica

flecha ¢ & ker(f,) tal que v, = u, o &,. Observe que

n



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

Up o (§nodny) = (uno&n)odyy,
=vpody,
= dp 41 0 Upy1
= dpy10 (Uny10&nyr)
= (dn41 0 Uny1) 0 &npa
= (un 0 Jn+1) 0 &nt
= U, o (glvn+1 0&ni1)
Sendo u,, monomorfismo, temos que &, od; | = Jn+1 o &,41 € portanto &, é uma

flecha de Ch(A).

Concluimos que v, = u, 0 &, se fatora por u,. A unicidade desta fatoracao segue

de u,, ser monomorfismo.

Observacgao. O argumento acima mnos mostra que o niucleo da flecha fo € a

familia formada pelos nicleos das flechas f,.

Usando o fato de que Ch(A*) = (Ch(A))*, por dualidade temos que f, possui

contcleo e este é formado pela familia dos contcleos das f,,.

2. Ch(A) é normal e conormal.

Suponha que C, ELN C. é um monomorfismo. E facil ver que f, também é um
monomorfismo para todo inteiro n. Sendo A uma categoria exata e f,, monomor-
fismo, temos que f,, é o nucleo de alguma flecha; seja h,, tal flecha e considere
he. Da observacao concluimos que f, é o niicleo de h, e por dualidade temos que
Ch(A) é conormal.

3. Ch(A) possui imagens epimérficas.

Dada flecha C, ELN C., considere C, LN coker(f,) o contcleo de f, e ker(m,) Loy
C. o ntcleo de m,. Pela observagao temos que u, é o nticleo de 7, e m, é o
conucleo de f, para todo inteiro n; logo, por A ser exata, u, ¢ a imagem de
fn ese f, = u, ov, é a decomposicao de f, por sua imagem, entao v, é um
epimorfismo para todo inteiro n. E imediato verificar que v, é um epimorfismo e

dessa forma concluimos que C'h(A) tem imagens epimorficas.

Q.E.D.

Observacao. Note que a imagem de fo € a familia formada pelas imagens das flechas

Ja-
Corolario 1.1.5. Uma sequéncia C, ELN C. 2 C! ¢ exata em Ch(A) se, e somente se,
LN 2% ¢ ¢ exata em A para todo inteiro n.

6



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

Demonstracao. Das observagoes anteirores temos que se u, ¢ 0 ntcleo de g,, entao
f Je. , . ,
Ce = C. =5 & exata se, e somente se u, ¢ a imagem de f, se, e somente se, u, ¢ a

; 9n

. . . f p
imagem de f, para todo inteiro n se, e somente se, ¢, — ¢, = ¢ é exata para todo

inteiro n. Q.E.D.
Lema 1.1.6. Se A ¢ categoria aditiva, entdo Ch(A) também o €.

Demonstragao. Dadas duas flechas f, e g, entre C, e C., defina fo + go := {1 + 9n fnez;
é facil ver que f, + go é flecha em Ch(A).

Afirmacao. (Ch(A),+) € uma categoria.

Prova da afirmagao. Sejam f,, go € he flechas de Ch(A).

E claro que fo+0=fo,04 fo = fo e, por definicao de +, fo + go € go + he estao
definidas se, e somente se, (fo + go) + he também estd. Da mesma forma, f, + g €
Je 1 he estao definidas se, e somente se, fo+ (ge + he) estd definida. Neste caso também

temos que
(fo+9e) +he = {fa+ gntnez) + {Pnknez

= {(fa £ 9n) + hin}nez

= {fn + (gn + hn)}nEZ

= {fn}nez + <{9n + hn}neZ)
= fo + (9o + o).

Agora vamos provar que (Ch(A),o,+) é aditiva:

1. + é comutativa: se f, e g, sa0 tais que f, + go esta definida, temos f, + go =
{fn + gn}nEZ = {gn + fn}nEZ = Jo + f"

2. o é distributiva em relacao a +: sejam f,, go, he € 1o taisS que go O fo, Ne O fo,%e ©
Je,le © he € go + he estejam definidas. Temos que (ge + he) © fo estd definida

e (gnohy) o fn = Ggno fn+ hyo f, implica (ge + he) © fo = o © fo + he O fo.
Analogamente verificamos que i, © (go + Ne) = e O go + g O he.

3. Dada flecha f, em Ch(A) e objeto Co de Ch(A), é imediato verificar que o

conjunto Hom(le,, f,) e Hom(f,, 1¢,) levam identidades em identidades.

4. Para todos objetos C,,C, de Ch(A), + esta definida em toda parte do conjunto
Homena)(Ca,C,) (por definigao).

5. Toda flecha f, € Homecpa)(C,C") é um isomorfismo: sendo f, isomorfismo, é
facil ver que f,, também o é, para todo n € Z. A flecha hy = {—f, }nez é tal que
fo+ho:ho+f.:0.

Q.E.D.



1. Algebra Homolégica 1.1. Complexos de Cadeia

Lema 1.1.7. Se A admite produtos arbitrdrios, entao Ch(A) também admite.

Demonstragao. Sejam I um conjunto e {C,;};c; uma familia de objetos de Ch(.A).

dm K3

Para cada i € I escreva Co; = {Cni — Cm—1.i}mez. Fixe inteiro m e considere a

. . Pm,t .
familia {c,;}ier; seja {Hjel Cmj 2 Cmi}. 0 produto de {¢;,;}ier € considere as
1€

composicoes

Pmi dm,i
H Cm,j — Cm;i — Cm—1,i-
jeI

Assim existe uma unica flecha d,, tal que o diagrama

dm,iopm,i
| | Cm,j — > Cm—1,i

j€el
dmt D1 (1.1)

jel
. . - dm
comuta. para todo ¢ € I. Considere a familia C, = {ng Cm,j — Hje[ Cm—1,j }mez-
Afirmagao. C, é um complezo e a familia {C, EAliN Ceiticr € 0 produto da familia

{Co,i}iel-

Prova da afirmacdo. Provaremos a afirmacao em duas etapas.

1. Co é um complexo.

De fato, fixado ¢ € I, note que

Pm-10 (dm 0 dims1) = (Pm-1,i 0 dm) © dypta
= (dm,i © Pmyi) © dmia
dpm,i © (pm,i 0 dppt1)
= i © (dms1,i © Pot1i)
(

Amyi © A1) © Py
Da propriedade universal do produto concluimos que
dm o dm+1 = 0.

2. {C. Pesy Cei}icr € o produto da familia {C,;}ier-

Primeiro note que p,; ¢ uma flecha em Ch(A) para todo i € I, pois de (1.1.1)
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segue que o diagrama

. dm+1 . dm .
- Hjel Cm+1,j = 1ljer Cm,j > Hjel Cm—1,j >

pm+1,il lpm,i jpml,i

e Cm-‘,-l,’L' dmt1.i Cm,i N Cm—l,i — . ..
m+1,i m,i

comuta.

Agora, seja {C, ELLN Ce i }ier uma familia de flechas em Ch(A). Fixado inteiro m

temos uma familia {¢], == ¢,.i }ies € assim existe uma unica flecha f,, tal que

[Lens

jel
comuta.
Afirmacao. f, € uma flecha em Ch(A) e é a unica tal que

C: fo,i C.ﬂ-

| A

Co

comuta para todo v € I.
Prova da afirmacado. Fixado inteiro m temos

Pm—1,© (dm O fm) = (pm—l,i © dm) o fm
= (dm,i © Pmi) © fm
= dm,i o fm,i
= fm—l,z’ o d;m
= (Pm-1,i© fm-1) o dy,
= Pm-1,i © (fm-10dp,)

para todo i € I; segue que d,, o f, = fm—10d,, e portanto C, g Ce ¢ uma flecha
de Ch(A).

Agora, seja g, uma flecha tal que
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foi

C: —— Co,i

o

Co

comuta. Temos py,; © g = fm. para todos m € Z e i € I. Da unicidade das

flechas f,, temos que f,, = g, para todo inteiro m e portanto f, = ge.

Q.E.D.

Teorema 1.1.8 (Sequéncia Exata Longa). Se A € uma categoria abeliana e 0 —
C. ELN Co L5 C!' = 0 € uma sequéncia exata em Ch(A), entao existe uma sequéncia

exata longa
o ——H,(C;) — H,\(Co) — H,(C) ~~> Hy 1 (C) — Hyp 1 (Co) — -+

Demonstracao. Fixe n € Z. Se Z!,,Z,,Z! sdo os n-ésimos ciclos e B!, B, B! os n-
ésimos bordos das flechas d,, d,, e d!, respectivamente, temos um diagrama comutativo

com linhas exatas:

/ 1"
Z Z, Z"
i, in i
/ fn In 17
0 c, Cn & 0
d! dn d
/ "
0——=c,_, = Cn—1 57 Cn—1 0
Tho1 Tn—1 Th_1
Cho1 Cn—1 Cho1
B%A Bn-1 By 1

Repare que

-/ Y
dnofnoln:fnflodnoznzo7

ou seja, f, o, se fatora pelo nicleo i, de d,. Seja fn a unica flecha tal que

comuta. Sendo i/, e f, monomorfismos, f, também o é; dizemos que f,, é uma flecha

induzida por f,.

10
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De forma similar garantimos também a existéncia de tnicas flechas g,, f,,_; € G,,_1

tais que

0 AL .
i, in i
0 c o Cp —2s ! 0
& dn !
0——=c, 4 T Ol oy 0
1 Tn—1 Tho1

Cn—1 Cho1 0

1
BT/’L—l ?n71 Bn-1 §n71 By

n—1

/
Cp_

¢ um diagrama comutativo com linhas exatas.

Afirmagao. Erxiste um diagrama comutativo com linhas exatas

fn c gn CN

_n_
1
Bn

l(’{n la\’/g

/ "
O——Zy =215 =2y

n—1

(e}
R

\l

Sy
3

d'n

l
3

onde d'y,,d, e d", sdo flechas induzidas por d,,d, e d, respectivamente.

Prova da afirmacao. 1. Existéncia de d;

Como d,,_1 od, = 0, temos que d, se fatora pelo ntcleo de d,,_, isto é, existe

unica flecha c/l\n tal que d,, = 1,,_1 0 C/i;m De
lp—10 C/i\n © dn+1 =d,o dn+1 =0

e, sendo i,_; monomorfismo, segue que d, o d,+1 = 0; logo d,, se fatora pelo
contcleo de d, 1 e, portanto, pelo contcleo de B,, < ¢,, ou seja, existe unico d,
tal que d,, = d,, o m,.

2. givn ofn = fn,l o c?’n

Note que

11
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7;n—l © (fn—l o Jn) © 7"—:1 (in—l o fn—l) © Cfi,n o 77;)

—~

:Z-nflodnofnoﬂ—;

e, sendo 4, monomorfismo e 7/, epimorfismo, concluimos que d,,o f,, = f,_10d',,.

Segue da afirmacao e do diagrama da serpente que existe uma sequéncia exata

ker(d',,) —= ker(d,,) — ker(d",,) ~~—= coker(d',,) — coker(d,) —= coker(d",,).

Afirmacgao. ker(d,) ~ H,(C.) e coker(d,) ~ H,_1(C,).

Prova da afirmagdo. 1. ker(d,) ~ H, (C,).

Lembre que B,,_1 ~ ¢, /Z,; logo o teorema do isomorfismo nos garante que existe

diagrama
0 Zn, - Cn - B,.1—0
ﬂ'nl Lﬂ'n len—l
0—H, (C.)TB—Z—WTL)anl —0

cujas flechas sao todas as canonicas. Temos

(kn107,) 0 mn = kno10 (7, ©m)
=kp_190Yn-

jn—l kn—l - ~ . - .
Se B,y — ¢,_1 ¢ B,y —— Z,_1 sao as flechas canodnicas, entao 7, 1 =

In—1 O kn,—1 € assim

lp—1© dn = dn

12
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Dai c?n = (kn_107,) om,. Da unicidade de Jn segue que gn =k,_1 07, e, sendo

k,_1 monomorfismo, concluimos que

ker(d,) = ker (k,—1 07,) >~ ker (7,,) = H,, (C,) .

2. coker(d,) ~ H, 1 (C,).

Seja Jn = v, o i, a fatoracao de cjn por sua imagem. Temos

dn =1lp_10 gl\n
=1p-10 (dn o 7Tn)
=1lp_10 (Un o //Jn) O Ty,

= (in-10vp) 0 (ftn 0 ).

Como 4,1 o v, ¢ um monomorfismo e pu, o m, ¢ um epimorfismo, segue que

in_100, é aimagem de d,, isto é, B,_1 ~ im(d,). Como pu, é epimorfismo, entao
coker(v,) =~ coker(vy, o 11,,) € assim
Zn—l Zn—l

H, 1 (Ce) = B ~ zm(cjn) ~ coker(d,).

Provamos que para cada inteiro n existe uma sequéncia exata

’
en—l

/7 an—l
H, (C,) —"> H, (Ca) —"= H, (C!) ~—s Hy—1 (CL) = Hy, 1 (Co) ——= H,,—1 (CY) .

Para concluir o teorema resta provar que 7, = 6,, e nj,, = 0/, para todo inteiro n. E
suficiente provar a primeira igualdade, pois 0 mesmo argumento implicara a segunda.

Lembre que 7, e 6, sao as unicas flechas tais que os diagramas

H, (C)) "~ H, (C.) e [ —
LR o (€0) 5= €2

13
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comutam. Repare que

(i, 00,) 0, :En0(9n07r’n) ino (7 Ofn)
= (E Oﬁn)o ( oZn) fn
= Tn (Znofn):ﬂ'n (fnoz)
= (my0 fu) oin, = (from,) o,
= fao(mod,) = F,o0(@nomy)
- (771 © 7”) © ﬂ-,n
e, como 7/, é um epimorfismo, segue que
i, 00, :Tn07n.
Logo 60,, = n,. Q.E.D.

Sejam A e B duas categorias aditivas. Se T : A — B é um funtor covariante aditivo,
entao podemos definir um funtor Ch(T) : Ch(A) — Ch(B) da seguinte maneira: para
cada objeto Cy de Ch(A) definimos Ch(T)(Ce) = {T'(cy) Tidn), T(¢n-1) tnez € para cada
flecha f, em Ch(A), Ch(T)(fs) = {T(f1)}ncz. E imediato verificar que Ch(T)(C,) é
um complexo de B e Ch(T')(f,) uma flecha em Ch(B). A definigao é andloga se T for

contravariante.
Afirmacao. Ch(T) é um funtor covariante aditivo.

Prova da afirmagao. Dadas flechas f, e go em Ch(A), se go © fo estd definida, temos

T(gn o fu)tnez
T(gn) o T(fn)}nez
= {T(gn)}nez © {T(fn)}neZ
= Ch(T)(gs) o Ch(T)(fs)

Ch(T)(geo fo) =

e, se go + fo esta definida, temos

Ch(T)(ge + fo) {T(gn + fn)}nez
{T(gn) + T(fn)}nez
{T(QN)}nEZ + {T(fn)}neZ

Ch(T)(gs) + C(T)(fs)-

E claro que Ch(T)(1c,) = Lonryc.)-

Caso T seja funtor contravariante verificamos de forma similar que Ch(7T') também
o é. Além disso, de T é exato a direita (a esquerda), entdo C'h(T') é exato a direita (a

esquerda).

14
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Sejam A uma categoria aditiva e n inteiro. Provaremos que flechas em Ch(A)
induzem flechas nos ciclos, bordos e homologias entre os complexos de A; isto define
funtores covariantes aditivos entre Ch(A) e A, ditos funtor ciclo, funtor bordo e funtor

homologia e serao denotados por Z,, B, e H,, respectivamente.
Seja Co L ', flecha em Ch(A).

1. Funtor ciclo.

7
ln

i . , . .
Se Z, = cn e Z!, = ¢, sao os n-ésimos ciclos de C, e C',, respectivamente, note

que
dy o (foin) = (dy 0 fn) 0in = (fa-r0dn) 0in = fa10(dpoin) =0
e assim existe tnica flecha Z,(f,) tal que

Zn(fo)

'
Ly —= 4,
in

A
Cpn ——>C,
In

comuta.

Afirmacgao.

¢ funtor covariante aditivo.

A afirmagao segue diretamente da unicidade da flecha Z,,(fo) no diagrama acima.

2. Funtor bordo.

. J I . .
Sejam B,, = ¢, e B!, = ¢/, 0os n-ésimos bordos de C, e C',, respectivamente. Se
dnt1 = Jn 0 dngr € d,y = j,, 0 dyqq sdo as fatoracoes de d,11 e d), | por suas

. Tr/ / /7 . ~ A . . .
imagens e ¢, — ;—z ¢ a projecao canonica, do diagrama comutativo

dn+1

Cnt+1 == Bn —> Cp,
n+1 Jn

fn+1 fn

temos que 7/, o (f, © jn)© Jnﬂ =0 e assim 7/, o (f, 0 j,) = 0. Logo existe tinica

15
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flecha B, (f.) tal que
Bu(fe)

_

!
n n

B B
J

Cp ——C

fuo

Segue imediatamente da unicidade da flecha B, (f,) que

B,: Ch(A) — A
fo — Ba(fo)

é um funtor covariante aditivo.

3. Funtor Homologia.

k k7, - ~ . ~
Se B, = Z, e B, = Z! sao as flechas canonicas, entao temos

i © (K, 0 Bu(fe)) = (i, 0 ky,) © Bn(/fo)
= Jn o Bu(fe)
:fnojn:fno<inokn)
= (fnoin) 0 kn = (i, 0 Zn(fs)) 0 kn
= i, © (Zn(fs) 0 ky)

e portanto o seguinte diagrama comuta:

B, e 7.
Bn(fl)l lzn(f')
k/

. - j28 - .
Sejam Z, 2% H, e Z! - H) as n-ésimas homologias dos complexos C, € C's,

respectivamente. Segue do diagrama acima que existe tnica flecha H,,(f,) tal que

0 B, treg g 0
Bn(f.)l lZn(f-) lHn(f-)
0 B —~7 —~H 0
ks, Pn

é um diagrama comutativo com linhas exatas.

A unicidade da flecha H,(f,) implica que
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¢ um funtor covariante aditivo.

Observacgao.

i) Repare que na demonstrag¢do do teorema da sequéncia exata longa ﬁ =Zu(fs) €

0, = H,(f.) para todo inteiro n.

it) Se T : A — B funtor covariante exato, dada flecha fo em Ch(A) € imediato

verificar que T(Zn(f,)) = Zn(CA(T)(fs)), T(Bn(fs)) = Bua(Ch(T)(fs)) € que
T(H,(fs)) = H,(Ch(T)(fs)) para todo inteiro n, e isto significa que o funtor

homologia comuta com funtores exatos.

Corolario 1.1.9 (Naturalidade da conex&o). Seja A uma categoria abeliana. Se

0 C,—=~C, == 0

.| Lg. |

08— E—E—=0

¢ um diagrama comutativo com linhas exatas, entao para todo inteiro n o diagrama

H,(Cl) ~>> H,_1(C))
Hn(h.)l lHn—l(f-)
Hy ()~ Ho 1 (E))

comuta.

Demonstracao. Fixe inteiro n. Os seguintes diagramas surgem na demonstracao do

teorema da sequéncia exata longa:

H,(C/)
In
BileD) o Oy . e 4 0
l |

0—> Zp 1 (CL)— Zn1(Ce) —= Zn 1(CY)

Z’n—l(u.)
Pn—1 j

H,-1(C,)

17
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e
H,(€L)
kn
E E, v E! 0
Bn (&) Bn(&) Bn(&Y)
| Jo
0——> Zn 1(EL) — Zn1(E) —> Zn 1(EL)
anl(u.)
p%—ll
H, 1(&)
Se
v (Ho(C) 2 H,(Cl) ¢ 0 (H(E0) s H (€7)
Oé\ jln o/\ lkn
Cn C% FEn E;{
Bn (C') Un Bn (C‘/) By (S.) v By (5‘/)

n

sao os pullbacks de I,,,7, e k,,v,, respectivamente, na demonstracio do diagrama da

serpente [ver Apéndice A] constréi-se flechas &, ¢, 4§, tais que

dpoo="Zy 1(u)of dyod =Zy (U)ot

5Oﬂ:pn—1of

5/05/:]);1_105/

Além disso, g, € h, induzem flechas g, e h,, tais que

En o gn - n—l(go) O;ln

hyov, =v,00,

De

~&y0(G,00) = d,

P © Zn(fe) = Hn(fs) 0 Pn

n)oﬁ:(ﬁnoln)oﬁ
o (l,0B) = hyo (U, 0a)

Zn-1(ge) © (Jn o)

o(a’o7)

= (dyod) oy = (Zu(u,)0E)on

n-1(ug) 0 (£ 07)

18
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e assim Z,_1(fs) 0§ =& o~. Logo

(Hn-1(fo) 00) 08 = Hy1(fe) 0 (00 8) = Hyo1(fe) © (Pr—10§)
= (Hn-1(fe) ©Pp-1) 0§ = (p_1 © Zn-1(fs)) 0 &
=Pp_1 0 (Zn-1(fe) 0&) =pp_10(§ 07)
= (Phg10&)ory=(00p) oy
=0 (B oy) =0d"o(Hy(he)oB)
= (0o Hy,(he)) o

e portanto H,_1(fs) 06 = " o H,(hs). Q.E.D.

Defini¢ao 1.1.3 (Cone). Seja C, ELN C. uma flecha entre complexos. Definimos o cone
de fo como sendo o complexo cone(f,) tal que cone(fe)n, = ¢, ® cp_1 € sua n-ésima
dy,  far
0 —d,_1

diferencial é dada por Df» = [ . Escreveremos cone(C,)e para cone(le, )e-

E facil ver que cone(f,)s ¢ de fato um complexo. Repare que, para cada inteiro n,

temos uma sequéncia exata canonica

/ in Tn
0——c, —=cone(fo)n Crn_1 0
onde 1,, = e m, = [ 01 ] As flechas i, € m, comutam com as diferenciais dos

complexos correspondentes e portanto temos uma sequéncia exata entre complexos
0——=C, ——cone(fs)e —=C|—1] —=0

dita sequéncia exata do cone de f,. Note que cone(0), = C, & C[—1].

Corolario 1.1.10 (Conexdo da sequéncia exata do cone). Seja C, ELN C. flecha

entre complexos. A n-ésima conexdo da sequéncia exata do cone de fo € Hy(f).

Demonstracao. Fixado inteiro n, a partir da sequéncia exata do cone de f,
0 —C, —=cone(fy)e —C[—1], —0.

construimos um diagrama da forma (ver demonstragao do teorema da sequéncia exata

longa)
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H,(C,)
In
g1 cone(fo)nt1  Vn+l n 0
Bn1(Cq) Bny1(cone(fe)s) Bn(Ce)
S
0 Zu(Cl) 5 Zlcone(fu)a) —= Zua(C.)
pnj
H,(C,)
A flecha Df ni1 € definida da seguinte maneira:
f W;L cone(fe)n
cone( fu)uir —2 cone(f. ), e cone(fu)ss — = ol
Df”“\ / 5 l”f"“
Zn(cone(fo)e) Zy(cone(fe)s)
Se
_ B
Vo1 (Ha(Ca)) = Ha(Ca)
Oél Lln
cone(fe)n+1 Cn
Bn+1(00”3(f-)0)5n+1 Bn(Ce)

é o pullback das flechas [,, e T,,1, existem flechas £ e § (ver Apéndice) tais que

—

Dfn+1 ctx = Zn(uo) O§

Considere os diagramas

Zn(co) L’ Cn

[m

ln

B (Co)

€ do 6 =Pn© 5
Un+1
e cone(fo)ns1 — ¢y
7I'fn+1l \ﬂ'n
o cone(feo)nt1 Cn
Bpt1(cone(fo)e ki1 B (Ce)

O teorema do isomorfismo nos garante a comutatividade do primeiro e o segundo

comuta por v, ser a flecha induzida por v, ;. Considere também as flechas canonicas
!

n % cone(fo)nsr € Zn(CL)

J
= . Temos

20
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ln Oqn =Tnpo Zn

_ / ~
=T, 0 (Upy1 0ul) 0y
= (Tn © Uny1) O Uy, O iy,

_ , ;.
= (Un+1 © Trn—l—l) OUy Clp
— / / -
= Up41 0 (7,41 O UL, Oly)

e assim existe unica flecha v tal que os triangulos

Z,(Ca) n H,(C,)

. Y
7,41 0Un Ot L \ B

cone(fe)n1 -1
Bn+1(cone(ft).)) o Un—l—l(Hn(C‘))

Seja Z,(cone(fo)s) LN cone(fs)n a flecha canoénica. Temos u,, © j, = k, 0 Z,(u,) €

assim

0 0€07) = (1 0Ja) €07 = (ky 0 Zyfua)) o€ 07
= kp o (Zn(us) 0&) 0y =kpo (D/pp10a)oy
=ky onn+1o(a07):knob\}nﬂo(m’zﬂou;oin)
=k, o(Dfn+lo7rn+1)ou;102'n:knol/)\fnﬂou;oin
:(knonnH)ounozn:(Diﬂou;)oz’n

:(Unofn)oin:uno<fnoi”>

e assim j, o (£ o7) = f, 04,. A unicidade de Z,(f,) nos garante que Z,(f,) =& o~.

Agora, dos quadrilateros do seguinte diagrama comutarem

Zn(Ca) H,(C,)
\ /

Zn(fe) n+1 H,(C.)) 4
/

Zn( ,(C,)

concluimos que p, o Z,(f,) = 0 o g,; da unicidade da homologia temos § = H,(f,).
Q.E.D.

1.2 Bicomplexos e totalizacao

Seja A é uma categoria exata. Visto que Ch(A) é exata, podemos considerar a

categoria dos complexos de cadeia de C'h(A), denotada por Chy(.A). Um objeto C, .
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de Chy(A) é um complexo

.
Cm—l,o —

m+1,e
T Cm—i—l,o Cm,o

h

dmn

— Cmfl,n

v

d
o m,n h —
Sendo Cpe = {Cmn — Cmn—1}nez um complexo e dy, , = {Cmn tnez
uma flecha entre complexos, C, s pode ser representado pelo seguinte diagrama comu-

tativo:

h
dm+1,n+1 m,n+1
o > Cm+1,n+1 > Cm,n+1 > Cm—1,n+1 >

dfn+1,n+1 d:n,n+1 dvm—l,n+l
h h
dm+1,n dm,n (12)
: > Cm+1,n Cm,n Cm—l,n >
dfr’n«kl,n d;)n,n d}r)nfl,n

: > Cm+1,nf(}h > Cm,n—
m+1l,n—1

onde as linhas e colunas formam complexos de A. Os objetos de Chy(A) serao cha-
mados de bicomplexos, as flechas d’}’, de diferenciais horizontais e as flechas d, de
diferenciais verticais. Nos referimos as homologias de He(Cine) (He(Ce)) por homolo-
gias verticais (horizontais) do bicomplexo C, o € as denotamos por HY(Cee) (H.(Ces)).

Note que as diferenciais d?, e d?, induzem diferenciais nas homologias H! e H".

Uma flecha C,, ELEN C.. entre bicomplexos ¢ uma familia foo = {fine}mez de

flechas entre complexos, isto é, o diagrama

m,e
Cmfl’. — e e .

lfm—l,o

/
Cmfl,o_>"'

comuta e d;};m © frun = fmn—10 d};w para todos inteiros m e n.

Exemplo 1.2.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e

(2

M//

N//

22
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duas sequéncias exatas de R-modulos. Considere o diagrama comutativo

u®1 s

0—>ker(u® 1y) —— M & N X M @ N’

lM/®T‘j L1M®T

0 ——ker(u ®1N)—>M’®N o MeN
onde i e 1 sao as inclusoes canonicas. Como

(u®1y)o[(lar @7) 0]

(u®1yn)o (1 @7)]0d
[(1M® )O (U® 1N’)] ot
@7r)o[(u® 1y o]

(1
0,

existe unica flecha tal que

u®1 pp/

0—=ker(u® ly) =M @ N M @ N’

l 1M1®7’j llM(@T’

0—ker(u@ ly) =M @N-—>Ma N

¢ um diagrama comutativo.

Seque que o diagrama cujas flechas sao todas as canonicas

0 0 0 0
0 0 ker(1yy @ r) —=ker(1y ® r) —=ker(ly» @ r) —0
0 ——ker(u® 1y) M ® N’ M® N’ M"® N’ 0
0—ker(u® y) M ® N M®N M"®N 0
0 ——=ker(u ® 1yn) M @ N" M ® N" M"® N"——0
0 0 0 0

€ comutativo. Além disso, € facil verificar que as linhas horizontais e as linhas verticais

sao complezos de R-Mod e assim temos um bicomplexo em C'h(R-Mod).

Suponha que a categoria A seja abeliana e que admite coprodutos enumeraveis.

Seja Coe um bicomplexo dado pelo diagrama (1.2). A tal bicomplexo associamos
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um complexo T0t¥(C, ), definido da seguinte maneira: para cada inteiro k defina

Tot@(C.,) E= @ Cm.n; a diferencial deste complexo ¢ definida da seguinte maneira:
m+n=k

para cada par (m,n) € Z* tal que m + n = k, denote por ¢, M Tot®(Ces)r ©

monomorfismo canonico. Para inteiros m, n tais que m+n = k+ 1, considere a familia

de flechas
ifnfl nod’tbn n+(_1)m7’i€n nflodv

Cmn S ’ =5 Tot(Coe )k

Faca jitl = if | odl  + (=1)"ik . ody . Temos assim que existe uma tnica

flecha Dy tal que o diagrama

k41

Conn Jmn Tot®(Cee )k

ot
e D41

Tot?(Coe)+1

comuta.
Afirmagao. Dy o Dy = 0.

Prova da afirmacao. Para inteiros m e n tais que m +n = k + 1 temos

(Dy 0 Diyr) 0 il = Dy o (Dyyy 0l ) = Dy o ght!
_Dko(m lnod?n,n ( 1)m1131n 1Odv )
_Dko(m 1,n d?n,n) ( 1) [Dko(mn 1Od )]

= (Dg 0 iy, _1,) © dpypy + (=1)™[(Dy 0 iy, 1)Odfn,n]
:]m 1nodh + (=)™ Jm,nqodv
= (i), QnOd?n 1ot (= 1>m_1i]:r;11n 10dp, 1n)odﬁn,n
+(=™ (251—11,71 lodmn  + (= 1)mk . 20y l)od'lr)n;n
= (_1)m71(ifn711n podpy, ln)odfn,n
+(_1>m<i7’§;11n 1Odmn 1) Odvm,n

—1)m lzfn 11n o (dy, Od’?n, dfnn 1

°dy, )

m—1,n

e portanto Dy o D1 = 0.

Definigao 1.2.1. O complexo Tot®(Ces)e € dito totalizagao do bicomplexo Co .

Se Cee f—> C'ee € uma flecha entre bicomplexos, defina

TOt { @ fmn} )
m+n=~k keZ

Vejamos que o diagrama
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1. Algebra Homolégica 1.2. Bicomplexos e totalizacao

N

k—1l=m+n k=m+n

Totalizacao

D
> Tot@ (Coyo)k+1 & Tot@ (C.,O)k _— .
TOt@(f-,-)k-«-ll jToteB(f.,.)k

v éTot@<CI. .)k+1 éTotea(C/. .)k} _ s ...
’ D1 ’

comuta. De fato, dados inteiros m e n tais que m +n = k + 1, temos

(Tot®(feu)s © Dps1) o inty = Tot®(fao)i o (Disr ointn) = Tot®(fae)r 0 jila

=Tol (f-,o)ko(m 1n°d2@,n+(_1)mk _10d, )

= Tot®(fou)r 0 (iny_17 0 dpn)

+(—1)mT0t®(f-,.)k © (i1 dp,n)

= (Tot®(fo)k iy 1) 0y,

H(=1)™(Tot(fa)k 0 iy ) 0 dpy

= (Z;ﬁ 1,n © fm—1n) 0 d]nlv,,n (=™ (llk 19 fmm-1)© d;)n,n
@;fz 1n © (fm—l,n © d?n,n) + ( 1)m247]2n 1° (fm,n—l © dfn,n)

= l;fL 1,n (d/h © fm,n) (-1 )ml;v]in 10 (d%,n © fm,n)

[m 1n© d/h (_1) (mn 1od’” )] fm,n

= Jmn © fmn
= (Djs1 @ im) © frnm

= Dy 0 (i © finn)

=Dy, 0 (TOt (feo)k+10 Zfrﬁ)

= (D;€+1 © TOt@(f-,o)ch) ]:ner%

e portanto Tot®(fee)r © Dyy1 = D)y q 0 Tot(fee)s1-
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1. Algebra Homolégica 1.2. Bicomplexos e totalizacao

Lema 1.2.1. A totalizacao Tot® : Chy(A) — Ch(A) é um funtor covariante aditivo.

Demonstracao. Que a totalizacao é funtor covariante segue diretamente da propriedade

universal do coproduto e da comutatividade do diagrama

fm,n / gm,n 1"

—_—
Cmvn Cm,n Cm,n

| | J

Tot?(Ca)g == Tot*(C'u sy, ——= Tot®(C"s )

ot f-- ’ ot® (ge,0)k

onde C, ELN Clye 22 C", , sio flechas dadas e m+n = k. De forma similar prova-se
que a totalizacao é funtor aditivo. Q.E.D.

O complexo Hom(C,,C,) é definido como a totaliza¢ao do bicomplexo

Hom(dm“’l’lc{,,’)

-« — Hom(cp, c)) Hom(cms1,¢,) — -

Hom(1e¢,,,d),) Hom(le,,  ,d7,)

/ /
--—— Homl(c,,, c —>[§0mc c —_—
( my n_l)l‘-lom(d7n+1,1c/ ) ( m+17 n—l)

'

Sejam M, = {M, 2% M, _1}nez ¢ No = {N, =% N,_1}nez dois complexos de
R — Mod. O produto tensorial M, ® N, entre estes dois complexos é definido como a

totalizagao do bicomplexo:

um+1®1N 7‘1/[
o> M1 @ Npy1 —> ® Npp1 —— -+

le+1 ®Un+1 1Mm®'un+1

o M @ Ny o My, @ Ny —— -

Exemplo 1.2.2. Sejam fi, fo € R. Os complexos
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originam o bicomplexo

0—>RORMERGR— 0

1r®f2 1r®f2

0—>R®RER®R—>O

Sendo o diagrama

R— R

.

comutativo, onde as flechas verticais sao 0s iSomorfismos canonicos T @ y — Ty e Sua

imversa, os complexos 0 — R R S0e0-R @R hel ® R sio 1somorfos.

Da mesma forma os comple:z:osO—>Rf—2>R—>O eO%R@R%R@R%OSdO

1somorfos e assim concluimos que o bicomplero acima € isomorfo ao bicomplexo

0 0
0 R-ISR 0
f2 fa2
0 R——R 0
0 0

A totalizacao deste bicomplexo é o complexo

0 R—-R2 Y. R 0

onde p(x) = (fiz, —fax) e Y(x,y) = fry + fox. As homologias deste complexo nos ob-

jetos R sao ker(¢) = (0; f1, f2) e R/im(v) = R/(f1, f2). Tal complexo é dito complezo
de Koszul.
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1. Algebra Homolégica 1.3. Homotopia

1.3 Homotopia

Definigao 1.3.1 (Homotopia). Sejam A uma categoria e C, ELN C. uma flecha entre
complezos de A. Dizemos que f, é homotdpica a zero se existe uma familia s, = {c, -

Chi1tnez de flechas em A tal que
fn = d;H—l 08y + Sp—10 dn-

para todo inteiro n. Denotaremos isto por fo ~ 0 e a homotopia s, pode ser represen-

tada por um diagrama da forma

dn,
Cn+1 (&% Cp—1 —>"""
l % lf’/sn_1l
/ / /
Cn+1 d Cn Cn—1 e

n+1

Proposicao 1.3.1. Sejam A uma categoria abeliana e C, ELN C. uma flecha entre

complexos de A. Se fo ~ 0, entao H, (f,) =0 para todo inteiro n.

Demonstracao. Ao aplicarmos os n-ésimos funtores ciclo, bordo e homologia a f,, ob-

temos o seguinte diagrama

Bn(fu)t jzn(fo) l/Hn(fo)
0—=B — =7 — > H — >0

In T

onde B, B!, sao os n-ésimos bordos, Z,,Z! sdo os n-ésimos ciclos e H,, H], sdo as
n-ésimas homologias dos complexos C, e C., respectivamente, e todas as flechas no
. !

. ~ A s . ? ? A s
diagrama sdo as candnicas. Sejam Z,, — ¢,, Z/, — ¢, as flechas candnicas.

Seja s, uma homotopia entre f, e zero. Temos
iy, © Zn(fo) = fn0in = (dy 1 08, + Sp_10dyp) 0ty =d, 1 © Sy 0.
Sed, ., =k,o d'1 é a fatoracio de d/, ., por sua imagem, entdo k,, =i, o j, e
Z;z 0 Zn(fs) = (Z;L Oj;) ° C/i\/n+1 O Sy, Oy = Z;z © (‘77/1 ° C/i\/n+1 0 Sy, 0 ).
Logo Z,(fs) = j. o c?’nﬂ 0 s, 01, €, consequentemente,
Ho(fa) 0 T = 1y 0 Zn(fa) = 1, 0 (ji, © d'ny1 © 50 0 i) = (1, 0 j}) 0 A1 0 5 0y = 0

Dai concluimos que H,(f,) = 0. Q.E.D.
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1. Algebra Homolégica 1.4. Resolugoes

Corolario 1.3.2. Se 1¢, ~ 0, entao C, € exato.

Definigao 1.3.2. Duas flechas fo € go entre os complexos Co € C. de A sao ditas
homotopicas se a flecha fo — ge € homotopica a zero; denotamos isto por fo ~ ge €
ESCTEVEMOS So : fo ~ G para dizer que s, € uma homotopia entre fo € go. Dizemos que
fo € um homotopismo se eziste flecha he tal que fo 0 he ~ 1c; € he 0 fo ~ 1¢,.

Dois objetos C,,C., sao ditos homotdpicos se existe homotopismo C, ELN C..
Proposicao 1.3.3. Se f, ~ g, entio H,(fs) = Hy,(ge) para todo inteiro n.

Lema 1.3.4. Se T : A — B ¢é um funtor (covariante ou contravariante) aditivo entre

categorias abelianas, entdo o funtor aditivo Ch(T') preserva homotopias, isto €, se
fo ~ go, entao Ch(T)(fs) ~ Ch(T)(gs)-

Demonstracao. Suponha T covariante e seja So : fo ~ ¢o. Assim
T(fa)=T(gn) =T(fn—gn) = T(d’nHosn—l—sn_lodn) = T<dln+1>oT(3n)+T(3n—1)oT<dn)

para todo inteiro n e portanto Ch(T')(se) : Ch(T)(fs) ~ Ch(T)(gs).

A prova é similar quando T é contravariante. Q.E.D.

1.4 Resolucoes

Definicao 1.4.1. Dizemos que um complexo Cy € uma resolu¢ao de um objeto a da

categoria exata A se:

1. C4 € positivo, isto ¢, ¢, =0 sen < 0.
2. Ho(C,) ~ a.
3. Hy(Cs) =0 sen > 0.

Denotaremos isto por Ce — a € chamamos a flecha co — a de argumenta¢do. Se ¢,
€ projetivo para cada inteiro n, dizemos que Co € uma resolucao projetiva de a. Dizemos
que um complexo € uma resolucao injetiva de a se for uma resolucdao projetiva na sua

categoria dual.

Note que o complexo C, ser uma resolugao do objeto a equivale a existéncia de uma

sequencia exata

ds dy T
Co c1 Co a 0.

iy
Neste caso escreveremos Co — a.
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Exemplo 1.4.1 (Todo médulo admite resolugio livre). Dado R-mddulo M, sa-

bemos que existe sequéncia exata

0 K Ly M 0

onde Ly € livre (ver [2]). Da mesma forma existe sequéncia exata

0 Ky Ly K, 0

onde Lo € livre. Assim a sequéncia

¢ exata em M, Ly e Ly. Dessa maneira construimos uma sequéncia exata longa

L, L, e Ly L, M 0

e portanto temos uma resolucao Lo — M.
Devido a todos os modulos L, serem livres dizemos que a resolucao Ly — M €
uma resolucao livre de M. Quando os modulos L, forem planos diremos que Ly € uma

resolucao plana.

n

- \ , da

Por convengao P, = {p, oy Prn-1tnez, Py = {0, = pl,_1}tnez € P = {p! =
Pl tnez denotardo complexos positivos com p,,, pl, € p!l projetivos para todo inteiro n
em Ch(A). Assim P, — a significa que P, é uma resolucdo projetiva de a e Py = a

significa que py = a é o epimorfismo da resolucdo, chamado de argumentacao.

Lema 1.4.1. A categoria exata A tem projetivos suficientes se, e somente se, todo

objeto admite resolucao projetiva.

Demonstracao. Suponha que A tem projetivos suficientes e seja b objeto de A; assim
existem objeto projetivo pg em A e vy € Hom(py, b) epimorfismo. Seja ug o nicleo de vy
e tome objeto projetivo p; e epimorfismo d; € Hom(py, ker(vg)). A flecha dy = ug o d;
é tal que im(d;) = ker(vp).

Agora suponha que construimos uma sequéncia exata

dn )
Dn DPn—1 po ——=b 0

com p; projetivo para todo i € {0,...n}. Seja u, o nicleo de d,, e tome objeto projetivo
Pni1 € epimorfismo C/l\n+1 € Hom(pni1,ker(d,)); definindo d,,+1 = u, o cTnH temos que
im(d,y1) = ker(d,) e

d i
Pri1 =y Pt Po—>=b 0
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é uma sequeéncia exata. Indutivamente obtemos a existéncia de uma resolucao projetiva
de b.
A reciproca é clara. Q.E.D.

Teorema 1.4.2 (Teorema da Comparagdo). Seja A categoria exata. Dados complexo
positivo E, = {ey, LN en1}tnez em de A e f € Hom(a,b), se E € resolugcao de b, 7’

sua flecha argumentacao e Po satisfaz Hy (Ps) =~ a, entdo existe flecha fo entre P, e

Ee tal que
dn do dy T
= Pp > Pn-1 E D2 D1 Do a 0
fnl lfn—1 ]fz lﬁ lfo Jf
e > Pn 5; €n—1 s €9 % el 5 €0 ” b

¢ um diagrama comutativo, onde ™ € o conicleo de dy. Além do mais, se go € uma
flecha que também satisfaz o diagrama acima, entao fo ~ go. Diremos que a flecha f,
estende f.

Demonstracao. Para cada inteiro n, seja 0, = u,_1 o S\n a fatoracao de d,, por sua
imagem e escreva Z, = Z,(&) e B, = B,(&). Como & ¢é uma resolugdo, temos
Z, = B,, paran > 0 e ker(n") = By.

Sendo 7’ epimorfismo e py projetivo, existe flecha f; tal que o seguite diagrama

comuta
Do
7/
fs 4 lfoﬂ'
€ ——— b——0
T
comuta.

Suponha construidas flechas fy, ..., f,_1 tais que o diagrama

dn dn—l e
Pn Pn—1 Pn—2 e Do a 0
Lfnl lfn2 jfo Lf
On,
€n €n—1 €n—2 tee €0 7 b 0
5n—1 s

comuta. Note que

5n71 o (fnfl o dn) = (61171 o fnfl) o dn = (fan o dnfl) o dn = fan o (dnfl o dn) =0.

-~

Logo existe unica flecha ~, tal que f,_1 od, = u,_1 ©7,. Sendo p, projetivo e §,

epimorfismo, existe flecha f,, tal que o diagrama
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¢ comutativo. Dal

6n o fn = (un—l o Sn) o fn = Up—1© (S\n o fn) = Up—19Yn = fn—l o dn

A existéncia de uma flecha f, entre P, e &, é garantida por inducao.
Agora suponha que g, é uma flecha entre P, e £, que também satisfaz o diagrama

no enunciado. Para cada inteiro n escreva 6, = f,, — g,. Observe que
Toby=n"o(fo—gy)=for—for=0

e assim existe unica flecha pg tal que 6y = ugo pg. Sendo py projetivo e 3\1 epimorfismo,

existe flecha sg tal que

Po
Ve

S0 -
s l#o
Ve
# /
e —==kernm’ ——=0
61

Dai d; 0 59 = (ug 03\1) 089 = Uy © (;5\1 0.50) = ug o g = 0o = fo — go. Definindo s_; = 0,
temos

f0—90:51080+8_10d0.

Supondo que existem flechas sy, ...,s,-1 tais que 0; = d;41 0 s; + s;_1 od; para j €

{0,...,n — 1}, segue que

Opo (0, —sp_10d,) =0,060,—0,0(s,_10d,)
=0n0(fn—0n) — (0p08,_1)0d,
=0,0 frn—0,0gn — (0, 08,-1) 0d,
= fo10d, —gn10dy, — (0,0 8,_1)0dyp
= (0,1 —0,058,.1)0d,
=(0n0Sp-1+Sp20d,_1 —0,08,-1)0d,
= (sp_20d,_1)0d,
= 8,20 (d,_10d,)
-0,

e assim h4 tunica flecha u,, tal que 6,, — s,,_1 od,, = u, o u,. Por p, ser projetivo e Sn

epimorfismo existe flecha s, que torna o diagrama
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DPn

s
Sn s
s Hn

/s

En+l1 = Zp—0
n+1

é comutativo. Temos assim

~

5n+1 S, = (un o n+1) O Sp
= Unp © (671-1—1 o Sn)
= Up O Un
= en - 5n—1 © dna
ou seja, fn — gn =6, = 0p11 08, + 9p_1 08, O resultado segue por indugao. @Q.FE.D.

Corolario 1.4.3. Duas resolugoes projetivas de um objeto sao homotopicas.

Demonstrac¢ao. Sejam P, e P, duas resolucoes projetivas do objeto a. Pelo Teorema
da Comparacao, existem flechas P, ELN P! 2 P, que estendem 1,. Sendo assim, g o fo
estende 1,.

Por outro lado, a flecha 1p, também estende 1, e assim e o Teorema da Comparagao
nos garante que g © fo ~ lp,. De forma andloga provamos que f, 0 go ~ 1p; e dai o
resultado segue. Q.E.D.
Teorema 1.4.4 (Lema da Ferradura). Sejam A uma categoria abeliana e 0 — a’ ER
aL " — 0 wma sequéncia exata em A. Se P Y dl e P! Y a sdo duas resolugoes
projetivas, entao existem resolucao projetiva P, Soae sequéncia exata 0 — Pl L

Py 25 P — 0 tais que

0 0 0
d /
Py ——=py ——d 0
L1 L1 f
d v
P1——= Do a 0
st o g
p{l/ d/1/ pg ,U// a// 0
0 0 0

¢ um diagrama comutativo com linhas e colunas exatas.

~ . ~ . Lo
Demonstragao. Usaremos indugdo em n. Defina py = pj, & pj e sejam py; — po e
0 7 oas fl a ;. fi I _ .
po — py as flechas canonicas. Como g é epimorfismo e pj projetivo, existe 7, tal que

v" = g o~yp; defina assim v = [ fov v ] O seguinte diagrama tem linhas exatas:
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0 b ——=po ——pj) 0
,U/l/ lv lv//
/ 2
0 OI g 01 0
0 0
Afirmagao. O diagrama acima comuta.
Prova da afirmacao. E imediato que voty = forv. Como my = [ 0 1 ] temos

gov=|gofouw ,9070}2[0 v”]:v”om}.

Como A é abeliana e o diagrama acima é comutativo com linhas exatas, o lema da

serpente nos garante que v é epimorfismo e que
0 — ker(v') —= ker(v) —2= ker(v"") — 0

é uma sequéncia exata, onde 7y e T sao as flechas induzidas por ¢( e 7y, respectivamente.

Como P, e Pl sao resolugoes, entao ker(v') = im(dy) e ker(v”) = im(d}). Sejam
dy =jio &'y e dl =40 d", as fatoracoes de d| e d por suas imagens, respectivamente.
Sendo 7y epimorfismo e pf projetivo, existe flecha v, tal que " 1 = Too. Dai, defina
p=p,@pl, d = [ Toodi m } e sejam P, < py LI p as flechas canonicas. O
mesmo argumento da afirmacao acima nos garante que o diagrama

L1 m

0 2 D1 P! 0

(

0 —— ker(v') — ker(v) — ker(v") ——0
0 0

¢ comutativo com linhas exatas. Novamente o lema da serpente garante que d; ¢

epimorfismo. Definindo d; =i o d; onde i é o nicleo de v; temos im(d;) = ker(v).
Agora, suponha que construimos o seguinte diagrama comutativo com linhas e

colunas exatas:
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0 0 0
d’ ’
Pl —> Py pp——d' —=0
tn—1 Lo f
Pn—1 e Po——=a 0
Thn—1 ™ g
p;; d" p;;—l e pg ! a’// 0
0 0 0

Por hipétese de inducao e pelo lema da serpente temos uma sequéncia exata
0——=ker(d, ;) Ry ker(d,_1) Iy ker(d!_,)—=0.

Sendo P, e P/ resolugoes temos ker(d), ;) = im(d,) e ker(d! ;) = im(d!). Sejam

d =j _,o0 &, e dl =j' o d", as fatoracdes de d! e d! por suas imagens. Sendo p!
projetivo e T, _1 epimorfismo, existe v, tal que c?’n = Tp—10°Yy. Defina p, = pl, & pl,

~

~ . L Tn A s
dp | Tn10dy Yn } e sejam p!, < p, — pl as flechas canonicas. Por um argumento
analogo ao da afirmacao anterior o seguinte diagrama é comutativo com linhas exatas:

/ Ln Tn

0 ——ker(d,_;) — ker(d,—1) = ker(d;_;) —=0

n—1 n—1

l l

0 0

O lema da serpente nos garante que c/i\n ¢ um epimorfismo e portanto d,, = i,,_; o c/l\n,
onde i,_1 é o nicleo de d,,_1, é tal que im(d,) = ker(d,_1). O resultado segue por
inducao. Q.E.D.

Corolario 1.4.5. Sob as hipoteses do Lema da Ferradura, se T : A — B € um funtor
(covariante ou contravariante) aditivo, onde B € uma categoria aditiva, entao existem
resolu¢ao projetiva Ps — a € uma sequéncia exata 0 — T(P.) — T(Ps) — T(P.)) — 0

entre complexos de cadeia de B.

Demonstracao. Vimos na demonstracao do Lema da Ferradura que a resolugao proje-
. , L Tn ~ N
tiva P, é tal que p, = pl, ® p’ e pl, < p, — p! sdo as flechas canonicas para todo

n > 0. Sendo T aditivo, T' preserva somas diretas, ou seja, T'(p,) = T(pl,) @ T(p}) e
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T(tn), T(m,) s@o o monomorfismo e o epimorfismo candnicos, respectivamente. Dai

T(en) T'(7n)

0 T(p,) T (pn) T(p))) 0

¢ uma sequéncia exata para todo n > 0 e, pelo coroldrio 1.1.5, temos o resutado.

Q.E.D.

Observacao. No lema da ferradura, como p, é uma soma direta, as sequintes flechas
1 n A

tém a sequinte forma: t, = , Tn = [ 0 1 } ed, = """ para certos
0 Brn O

sy By Ay Y- Jd que dy oty =ty 0d, em,_10d, =d!om,, ou seja,

B B ER CR I BT

d A
O d//

T

temos a,, = d,,, B, =0 e 0, = d logo d,, = [ ] com pl! LN P,

Lema 1.4.6. Seja

0 a —=a——=a" 0
7T
0V — bV 0

. . . . € e’ € n
um diagrama comutativo com linhas exatas. Sejam C, — a/,C! — a”",Cq — a,E'¢ —

n" n ~ . , .. . A
O, N —= V' e & — b resolucoes tais que ' € projetivo e existem sequéncias ezxatas
b [ ] n
ie

O—>C£—>C.p—'>Ci’—>060—>5£j—'>5.q—'>5£’—>0taisque

0 C, in Cr Pn C;; 0 (13)

0—=F LB, - E'— 0 (1.4)

cindem para todo inteiron. Se C) ELN EleCl ELN E! estendem f" e f", respectivamente,

entao existe flecha C, ELN Ee estendendo f tal que o diagrama

0 c ., 0

f:l Lf. lf:’ (1.5)

0 E,——=E&, &) 0

Je e

. . . . . ge g4 . .
¢ comutativo com linhas exatas. Além disso, se C, 2 £, C! 25 £/ e C, L5 &, satis-
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fazem as mesmas propriedades de f., fo e fI, e se s, e s/ sao homotopias entre f., g,

e fl' gl respectivamente, entao existe homotopia S. entre fo € ge tal que o diagrama

com linhas exatas

/ in an "
0 Cp, Cn Cp 0
s%l l/sn LSZ
/ "
0—=Enp 57 Enn g Bppy —0

comuta.

Demonstra¢ao. Como as sequéncias (1.3) e (1.4) cindem, podemos supor que ¢, =
dad E,=FE &FE e asflechas iy, jn, pn € ¢, sao as flechas canonicas. Observe que
. . - dy, An O An
as diferenciais de d, e d, de C, € &, sao dadas por d,, = e, =
0 d 0 o
onde d.,d’, 6. e 0. sao as diferenciais de C,,C., E. e E!, respectivamente, e \,, X, sdo

as flechas vistas na observacao do lema da ferradura. Desta mesma observacao temos

€= [uoe’ Q] en= [u’on’ f},ondeCegséotaisquevog“:e"ev’of:n”.

i) Construgao de f,: para o diagrama (1.5) comutar, f, deve ser da forma f, =
fo

0 fr
maneira que f, seja uma flecha entre complexos e estenda f. Para isso precisamos

], onde 7, é uma flecha entre ¢, e E!. Determinaremos v, de tal

que 04 © fo — fo0de =0, isto é, para todo n € Z,
57/1 )‘;z fqlz Tn fqlz—l Tn—1 d;L >\n
0 & 0 f// o 0 " . 0 d - 0’

6;O7n:Vn—lodlrlb_)‘;zofrlz,—f—frlb—lo/\n (16)

ou seja,

Também precisamos que foe—mno fy =0, isto ¢,

f[uoe’ C]—[u’on’ f}[]g) ;2/]
= [ fouod—worofy foC—wonon—cofy|=0

Note que fouo€e =u' o ffoe =u on o f e assim é suficiente construir v, de

modo que u' on oyy = fo( —¢&o fif. Como
vo(fol—=Eofy) = v'o(feq)—v'o(Sofy) = (v'of)el—(v'eg)ofy = f"oe"— fion" =0

temos que f o — o ff se fatora por u' e, sendo 1’ epimorfismo e pj projetivo,

defina vy como sendo a flecha que faz o diagrama
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06, fo¢—=&ofy b
Yo
aped
Ej——V

comutar.

Agora, suponha que construimos «;, com 0 < i < n satisfazendo (1.6) e defina
hp ="n-10dl — X o fll' + fI _, o\,. Temos

Op_10hn =0d,_10(m-10dy =X, 0+ fr_10\)
= (5:@—1 © %—1) ody, — 0, ;0 (/\In o fn)+ (4,40 f?ll—l) oA,
= (Ynoody =N, o f) 1+ fr 90 1)od,
=010 (X, 0 f) + (fra0d,_1) 0\,
=-XA,;0 (f7l1/—1 © d;;) + (fr20An-1)ody
=610 (N, o fi) 4+ fr oo (d,_10N)
==X, 10000 f)+ fr20(A10d))
—(05_10A) o fr 4+ frgo(d,_10A,)
= frpo(Mrod, +d, 1 0oA\,)
—(Ay100n + 0,1 0X,) 0 fr.

Como d, e d, sao diferenciais, segue que ¢/, _; o h, = 0, ou seja, h, se fatora

4 ! . /! X N !/ _ / /A4
pelo niicleo de 0], _;; sendo &, resolugao, temos im(0),) = ker(d,,_,) e, como ¢, é

projetivo, definimos +, como sendo a flecha que faz o diagrama

U
n

5 , o : : .
comutar, onde E! = im(d) < ¢,,_, é a decomposigao de ¢/, via sua imagem. E

imediato verificar que ~,, satisfaz (1.6).

ii) Construgao de s,: por um argumento anilogo ao dado no item anterior devemos

/

Sy, In

— /! /! :
ter s, = 0 o ] , com t, flecha entre c¢;; e E; ;. Para s, ser homotopia entre

n
fe € go devemos ter

fn_gn: n+108n+3n—1odn

para todo inteiro n, ou, equivalentemente,

641—&-1 Olp ="Yn — 7;7, - /\fn-&-l o 5:; — S;H-l oN— tn—l)\x' (17)
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Construiremos ¢, de forma indutiva. Para n = 0 a equagao (1.7) tem a forma
O oty = yo—y,— A osy. Das formas matriciais das equagdes nod] = 0,mo fo = foe

enogyg= foe, edes! ser homotopia, temos
u'o (i oo —n' o) —uon 0N osy =0

e, sendo «’ monomorfismo, temos 1’0 (yg—~5—N0si) = 0. Como ker(r) = im(d})

e ¢y € projetivo, ty é dada pelo diagrama

/! /
Co Ey

Suponha que existe flecha t,,_; tal que

/ / / " / 1
671 Olp—1= Vn-1— Yn—1— )\n OSy1 7~ Sp—29° An—1 —tn—2 0 dnfl'

De dn—lodn:5n05n+1 :Oafn—lodn:5nofnagn—1odn:5nognepor S’. es’.’

serem homotopias, temos

/

(XLO('YTL_’Y;z_)‘n-s—los;;_sgz—lO)‘n_tn—lodg) =0
e dai t,, é dada pelo diagrama

/! /
c £

n

v

E1/1+1 - im((51/1+1>

Q.E.D.

Podemos caracterizar os objetos projetivos de Ch(.A) onde A é uma categoria abe-

liana.

Proposicao 1.4.7. Dadas flechas fo,ge entre os complexos Co e C., existe flecha

cone(fa)e 2 cone(ga)e que faz o diagrama
0——C, ——cone(fs)e —=C|—1]e —=0

| |+~ |

0 ——C, ——cone(ge)e —=C|—1]e —=0

comutar se, e somente se, fo ~ ¢,.
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T'n Sn-1

Demonstra¢ao. Suponha que @, existe e escreva ¢, = [ . Como ¢, faz o

tn Up—1
diagrama no enunciado comutar, devemos ter r, = 1oty = 1c,_, e t, = 0. Além

disso, por ¢, ser flecha entre complexos, temos D%, © ¢11 = @y © D7{'+1 para todo

inteiro n e tal expressao € equivalente a fq ~ go.

1. Sp—

Por outro lado, se fo ~ g, defina ¢, = 8" 1” ! ] onde s, ¢ uma homotopia
Cn—1

entre f, € g,. E imediato verificar que (, satisfaz o enunciado. Q.E.D.

Observacgao. Seque diretamente do lema da serpente que p, € tsomorfismo.
Corolario 1.4.8. f, ~ 0 se, e somente se, a sequéncia exata do cone de f, cinde.

Corolario 1.4.9. Se P, € objeto projetivo de Ch(A), entdo toda flecha P. ELN

homotdpica a zero. Em particular temos 1p, ~ 0.

Proposicao 1.4.10. Seja Po = {pn RN Pn—1}tnez um complezo tal que p, € objeto

projetivo para todo inteiro n. Temos que cone(Ps)e € objeto projetivo de Ch(A).

Demonstracao. Considere o diagrama com linha exata

cone(Pa)e
Je

C.——C, 0

gn deve ser da forma g,, = [ g g } ede g,oDl%, = d., 100, 1 temos g, = d,, 09"

Sendo p,,_; objeto projetivo, existe flecha h! _, tal que o diagrama

n—1

comuta. Dai defina b/, = d,.10h! e h, = [ h. b ]

Afirmacao. h, € flecha em Ch(A) € fo 0 he = e.
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Prova da afirmacao. i) fo o he = go: para todo inteiro n temos

foohe = faoby fuohl, |

— | fanodniiohy  foohy }
= | dyy1 © for1 0y gny }
= | dpi1°9n Gnoa ]

=g i |

= gn.

ii) he € flecha: para todo inteiro n temos

Apy10hnpyr = | dpp10ohyyy dupiohy ]
— o n |
01
= | u, :;_1}[ ]
0 0
= h, oD,

Q.E.D.

Proposicao 1.4.11. Se C, homotdpico a zero, entao Co =~ cone(Bs)s, onde By € 0

subcomplezxo bordo de C,.

Demonstra¢ao. Tome s, : 1¢, ~ 0. Se j, denota a flecha candnica B, In Cn, de

dy 0 jn =0 temos d,41 08,0 Jp = Jn € c/l\nﬂ 08,07, = 1p, . Considere as flechas

Cn, _ﬁan @ anlwn_> Cn
C/Z\n n
onde Pn = [ +§l\os ] ed)n: []n Sn—10 Jn—1 :|

Afirmacgao. As familias . € 1, sdo flechas entre complezos e oo = 17" .
Prova da afirmagdo. Basta verificar que ¢, é flecha entre complexos e @, = ;L.
1) e € flecha entre complexos: para todo inteiro n temos

0 1g C/l\n+2 O Spy1 C/l\nJrl
DB 0y, = " ~ =
w1 © Pnl [ 0 0 ] [ dyir 0

C/Z\nJrl O Sp C/i\nJrl O 8p 0 dn+1 C/i\n+1
Pn © dn+1 = -~ dn+1 = 0 = .
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ii) e =1, ! para todo inteiro n temos

. . 6/Z\n-i—l O Sp

¢n CYn = |: In Sn—19 Jn—1 } -~
d,

= |: jn o C/Z\n—l—l OSp Sp—1 Ojn—l o C/i\n :|

= dn—i—l 0 Sy + Sp—10 dn

= ]‘Cn
e ro-~
dn+1 O Sp . .
Pn © wn = - [ IJn Sn—19Jn—1 ]
dy,
o C/Z\nJrl O Sy O ]n C/i\n+1 08, 08,10 jnfl
C/i\n o ]n (/j\n ©S8,-10 jn—l
s 0
0 1p,,
pois
jn o (C/Z\n—l—l 0S8y, 08,-10 jn—l) - (1cn — Sp—-19° dn) 08,10 jn—l
= Sp-10 jnfl — Sp—109 (1cn_1 — Sp—20 dnfl) o jnfl
= 0.
Q.E.D.

Lema 1.4.12. Se P, ¢ objeto projetivo em Ch(A), entdo p, € objeto projetivo em A

para todo inteiro n.

Demonstracao. Podemos estender um diagrama com linha exata da forma

Pn

In

@ —g>b—0

a um diagrama

P

P

a.?b.—>0

onde g, = g, frn = fnse m =ne g, = frn = 0 se m # n. Dali, existe flecha P, h—'>a.

tal que go 0 he = fo €, em particular, go h,, = f,. Q.E.D.

Lema 1.4.13. Um complexo cinde e é exato se, e somente se, ¢ homotopico a zero.
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Demonstracao. Seja Cq um complexo que cinde e é exato. Assim, para cada inteiro n,

temos 7, ~ B, e ¢, ~ Z, & B,,_1; logo ¢, ~ B, ® B,_1. Considere o diagrama

0
B,
7Tn< ]n
dn,
> Cn+1 Cn Cn—1
s'ln,fl < (/i\n ,] 1
o
Bn—l
0

onde d,, = d,, o j,—1 ¢ a fatoracdao de d,, por sua imagem e 7, e s,,_; sao tais que
l, =jnom,+dyos, 1,1, , =d,o0s, 4 elp, = m,oj, Definindo s, = s/, om,,

temos

~

dn+1 08y + Sp—10 dn = (]n o C/l\n—l-l) o (3;1 © 7Tn) + (ngl o 7Tn—1) o (,]n o dn)
= © (dny1 © ) © T -,y © (T © ) ©
:jnoﬂ-n‘l'si—b_logl\n

- 1cn7

ou seja, g, ~ 0.
Por outro lado, se Cy é homotodpico a zero, o corolario 1.3.2 nos diz que C, é exato

e, se he ¢ uma homotopia entre 1¢, e 0, entao
dn - dn o 1cn - dn o (dn—i—l o hn + hn—l Odn = dn o hn—l Odn;
assim

jnfl o C/Z\n = (jnfl o C/i\n) o hnfl o (jnfl o C/i\n)

e portanto 1, |, = c/l\n o(hp_10Jn_1), isto é, (fn admite retracao. Concluimos assim que
C,. cinde. Q.E.D.

Teorema 1.4.14. i) Um objeto projetivo de Ch(A) € isomorfo ao cone de um com-
plexo cujos objetos sao projetivos e diferenciais nulas. Mais precisamente, um

objeto projetivo em Ch(A) é isomorfo ao cone do seu subcomplexo bordo.

i) Um objeto em Ch(A) € projetivo se, e somente se, € homotopico a zero e seus

objetos sao todos projetivos.
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Demonstracao. Os dois itens seguem diretamente das proposicoes 1.4.7,1.4.10 e 1.4.11,

junto a seus corolarios, e dos lemas 1.4.12 e 1.4.13. Q.E.D.

Exemplo 1.4.2. Em Ch(Z, — Mod), o complezo

Ty —2574 257,

¢ projetivo (Zy € Zy-mddulo livre), mas nao € objeto projetivo, pois caso fosse também

homotaopico a zero e, em particular, cindido; dessa forma teriamos Zy ~ Zo ® Zo.

Proposicao 1.4.15. Seja A uma categoria abeliana. Se A tem projetivos suficientes,
entao Ch(A) também o tem.

Demonstracao. Dado complexo C,, para cada inteiro n existe objeto projetivo p, de
A e epimorfismo p, ~% ¢,. Vimos na proposicao (1.4.10) que o cone cone(P,), do

complexo

P, : 0 Pn+1 2 Pn 2 pn—lL)"'
¢ um objeto projetivo em Ch(A). E facil ver que cone(P,)[1]e é objeto projetivo.
Agora, para cada inteiro n considere a flecha ¢, = [ dpi10€yy1 —€, |- Veremos

que cone(P,)[1]s 2 C, é um epimorfismo. Primeiro vejamos que @, é flecha entre

complexos. Dado inteiro n temos

dnt10Pny1 = dnpr [ A2 © €nga  —€ngl }

= [ 0 _dn+1 O €n+1 i|
0 —1

= [ dn—l—l O€nt1 —€n :| [ 0 gn-H ]
=¥nO DZLDJ.rl[l]

Vejamos que p, é epimorfismo. Se f e g sao flechas em A tais que f o, = go v,

entao foe€, =goe, e portanto f = g. Q.E.D.

De forma semelhante ao teorema 1.1.3 podemos verificar que as flechas entre comple-
x0s positivos de uma categoria abeliana A formam uma categoria abeliana. Denotamos
esta categoria por Ch>o(A).

O truncamento de um complexo C, ¢ definido como sendo o complexo

dn+1 dn dn—l d1
ClH: . Cna1 Cn Cn_1 e 1 o

Proposigao 1.4.16. Se A ¢ categoria abeliana com projetivos suficientes, entao Chso(.A)

também tem projetivos suficientes.

Demonstrag¢ao. A proposicao (1.4.15) nos garante que C'h(A) tem projetivos suficien-

tes. Se P, é um objeto projetivo em C'h(A), provaremos que P, é objeto projetivo em
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Ch>o(A). Considere o diagrama com linha exata de flechas de C'h>o(.A)

P

|

Co—grr Ea—0

Este diagrama pode ser visto como um diagrama em Ch(A) (completamos as flechas

com zeros) e assim, por P, ser projetivo, existe flecha he tal que go o he = fo. Q.E.D.

Proposicao 1.4.17. Seja A uma categoria abeliana com projetivos suficientes. Todo

objeto projetivo de Chso(A) € truncamento de um objeto projetivo de Ch(A).

Demonstracao. Seja P, um objeto projetivo em Chso(A). Podemos considerar P,
como objeto de C'h(A) e assim seja Q, — P, um epimorfismo com Q, objeto projetivo.
Dai temos sequéncia exata 0 — K, — QF — P, — 0. Como P, é objeto projetivo,
a sequéncia anterior cinde e, consequentemente, QF ~ P, & K,. Em particular temos
H,(QF) ~ H,(P.) ® H,(K,) para todo inteiro n. Dai

Hy(Ps) = Ho(Q)) = Hu(Qa) =0
paran >0 e

Ho(P.) ® Ho(K,) ~ Ho(QF) = coker(qr — qo) = do ) ~im(qo — q_1)-

ker(go — -1

O item 4i) do teorema 1.4.14 nos garante que im(qo — ¢1) ¢ objeto projetivo; logo

Hy(P,) também o é. Concluimos assim que o complexo (cujo truncamento é P,)

Pr+1 P Pn—1 T p1 Po Hy(Po) —0

é exato e seus objetos sao todos projetivos. Além disso, segue por inducao que este
complexo cinde. Novamente o item i) do teorema 1.4.14 nos diz que este complexo é
objeto projetivo. Q.E.D.

Observacao. A demonstracao da proposicao anterior nos mostra que objetos projetivos
de Ch>o(A) sdo formados por objetos projetivos, aciclicos, cindem e suas 0-ésimas

homologias sao objetos projetivos.
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1.5 Funtores Derivados

1.5.1 o-Funtores

Definigao 1.5.1 (6-funtor). Sejam A categoria abeliana e B categoria aditiva. Um
d-funtor covariante de A em B é uma familia T = {T,, }nez de funtores aditivos cova-
riantes de A em B admitindo uma familia {0, : T,(c) ~ T,_1(a)}nez de flechas em B
definida para toda e qualquer sequéncia exata 0 — a — b —c— 0 em A. Além disso,

mais duas condi¢oes sao impostas:

i) Para toda sequéncia exata 0 — a — b — ¢ — 0 em A, a sequéncia

o To(a) —> Ty (b) —= Ty (¢) ~~= T, 1 (@) —= Ty (b) —= -+ (1.8)

¢ um complexo de B.

it) Dado diagrama comutativo com linhas exatas

-~
S ]
-

o diagrama

comuta para todo inteiro n.

As flechas 9,, sao chamadas de conexodes e também nos referimos a d-funtores por
sequéncias conectadas. Definimos como d*-funtor covariante de A em B um d-funtor
covariante de A* em B*; assim os conceitos de d-funtores covariantes e 6*-funtores
covariantes sao duais. De forma analoga definimos J-funtores contravariantes e *-
funtores contravariantes.

Dados dois d-funtores covariantes 7' = {7}, }nez € S = {Sn}nez de A em B, uma
flecha T % S entre estes d-funtores ¢ uma familia de transformacoes naturais {7}, =

S tnez tal que, dada sequéncia exata 0 — a — b — ¢ — 0, o diagrama

T,.(c) ~~>T,1(a)

wn(C)j Lson(a)

Sn(c) ~=Sn_1(a)
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comuta para todo inteiro n. Definimos a composicao de flechas entre §-funtores via suas
coordenadas; é um exercicio rotineiro verificar que as flechas entre J-funtores formam
uma categoria.

Suponha que B é categoria abeliana. Um J-funtor (covariante ou contravariante)
é dito funtor homoldgico se para toda sequéncia exata 0 = a — b — ¢ — 0 em A, o

complexo associado (1.8) ¢ exato.

Exemplo 1.5.1. i) Do teorema da sequéncia exata longa e da naturalidade da co-

nezxdo temos que a homologia {H,},>o € funtor homoldgico.

ii) Considere A = B =7 — Mod e seja n um inteiro. Sendo (0 :, G) = {g € G :
ng = 0}, dado homomorfismo de grupos G ENY S defina To(f) : G/nG — H/nH

por To(£)(@) = f(z), To(f) : (0 G) = (01, H) por Ty(f)(g) = f(g) e T, =0

param # 0,1; é facil ver que Ty e Ty estao bem definidos e T, € funtor para todo

inteiro m. Pelo lema da serpente e do diagrama

obtemos sequéncia exata
0—(0: K)—(0: H)—(0:, G) %> K/nK — H/nH — G /nG — 0.

Do diagrama

e da naturalidade da conexao concluimos que {T,}n>0 € 0 formam um funtor

homoldgico.

Definicao 1.5.2 (6-funtor universal). Um d-funtor (covariante ou contravariante)
T = {T,}nez € dito 0-funtor universal se para todo §-funtor S = {S,}nez € toda
transformagdo natural Sy 2% Ty existe unica flecha entre §-funtores S ELNGS que estende

©o, isto €, @y = fo. Em particular, 6-funtores universais T e S tais que Sy ~> Ty ¢

isomorfismo sao isomorfos.

Um funtor aditivo T': A — B ¢ dito anuldvel se para todo objeto a em A existe

monomorfismo a — b tal que T (u) = 0. Note que se A possui injetivos suficientes,
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entao podemos supor que o objeto b é injetivo (basta compor a flecha v com um

monomorfismo b — I, onde I é objeto injetivo).

Observacao. Se T ¢ anuldvel, entao T se anula em objetos injetivos. De fato, seja I

um objeto injetivo de A e tome monomorfismo I = b tal que T(u) = 0. Do diagrama

/
1l L7
y2
I

seque que T'(17) = 0. Vale a reciprocra quando A tem injetivos suficientes.

Proposigao 1.5.1. Sejam A e B duas categorias abelianas e T = {T,},>0 um funtor
homolégico de A em B. Se T, € coanuldvel para todo n > 0, entao T € -funtor

universal.

Demonstrac¢ao. Por indugao é suficiente provar que 7' = {7}, 71} é universal. Seja
S = {8y, S1} d-funtor e seja Sy 2% T, transformacéo natural. Dado objeto a de A, tome
epimorfismo b — a tal que T} (u) = 0 e considere a sequéncia exata 0 — k — b — a — 0,

onde k — b é o nucleo de u. Temos dai um diagrama

So(k> - So(b)

l%(m ls@o(b) (1.9)
T1(b) —= T (a) ~= To(k) — To(b)

N
&

Como T é funtor homoldgico, entao d; é monomorfismo e é o ntcleo da flecha
To(k) — To(b). Como g é transformagao natural, entao a flecha Sy (a) ~» So(k) 2,
To(k) se fatora por d;; dai a existéncia de ¢Y(a). Note que esta flecha depende da
escolha de u; vamos provar que ¢} (a) independe de u, que é transformagao natural e
{¢1,p0} é a tnica flecha entre S e T que estende pq.

A unicidade segue diretamente do diagrama (1.9). Suponha que existe diagrama

comutativo com linhas exatas

0 a a' —2>aq 0
S
0 v b b 0

com u e v tais que T (u) = T1(v) = 0. Temos
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S1(f)

oY (a) ls@o(a’) ls@o(b’) @3 (b) (1.10)

T1(f) Tl (b)

Os quadrilateros superior e inferior comutam por estarmos tratando de d-funtores, os
quadrildteros laterais comutam por construgao de ¢¥(a) e ¢4 (b), e o quadrilatero central

comuta por g ser transformacgao natural. Segue que

61 0 Th(f) o pi(a) = 61 0 @i (b) 0 Si(f).

Visto que d; é monomorfismo temos

Ti(f) o vi(a) = ¢i(b) o Si(f) (1.11)

Usaremos (1.11) para verificar que ¢%(a) ndo depende de u e que ¢, é transformagao
natural.
Sejam b = a e ¢ — a epimorfismos tais que T}(u) = Ti(v) = 0 e considere o

pullback de u e v:

Temos T (uov') = 0 e diagrama

00—k ——=c ><ab“°”—l>a—>0
[f
a 0

4

0 l

v

e assim podemos construimos um diagrama semelhante ao diagrama (1.10). Neste
caso, (1.11) tem a forma ¢¥(a) = %" (a). Analogamente vemos que ¢%(a) = %" (a)
e portanto ¢ independe da flecha w.

Agora seja a Iy b uma flecha em A, tome epimorfismo d = b tal que Ti(w) = 0 e

considere o pullback de w e f
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w/
dXpa—a

A

d—ap—b

Também existe epimorfismo d’ 2 d x; a tal que Ty(g) = 0. Temos assim um diagrama

, w'og

0 k d 0
l f’ogl jf
0 { d b 0

w

e Ti(w' o g) = 0. Logo construimos novamente um diagrama semelhante a (1.10) e, de

(1.11), temos Ti(f) o p1(a) = w1 (b) o Si(f).
Resta provar que ¢; comuta com as conexdes. De fato, dada sequéncia exata

0—a—b— c— 0, tome epimorfismo d = ¢ tal que 7} (u) = 0. Temos um diagrama

0——k—>bx.,d—>c——0

R

0 a b c 0

tal que T3 se anula nas flechas b x.d — c e b — ¢. O resultado segue do diagrama

S1(e) T So(k) —= Sy(a)

wl(C)l Ls@o(k) lwa(a)
Ti(¢) oo~ To(k) —=To(a)
Q.E.D.

Corolario 1.5.2. A homologia € funtor homoldgico universal.

Demonstracao. Na caracterizacao dos objetos projetivos na categoria dos complexos
vimos que os objetos projetivos de C'h((.A) sao aciclicos e portanto o funtor homoldgico

homologia é coanulavel. Q.E.D.

1.5.2 Funtores Derivados a Esquerda

Sejam A categoria abeliana, B categoria aditiva e T : A — B um funtor aditivo.
Suponha que A tem projetivos suficientes, que 7" é um funtor covariante e seja a um
objeto de A. O lema 1.4.1 garante que a admite resolugao projetiva P,. Denotaremos

por L,T(a) a n-ésima homologia do complexo Ch(T") (P.).

Afirmagao. L, T(a) independe da resolugao projetiva Py — a.
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1. Algebra Homolégica 1.5. Funtores Derivados

Prova da afirmacao. Se P. é outra resolugao projetiva de a, o corolario 1.4.3 garante
que existe um homotopismo f,); seja ge flecha tal que fo 0 ge ~ 1p; € go 0 fo ~ 1p,.

Pelo lema 1.3.4 temos

Ch(T) (fs) o Ch(T) (gs) = Ch(T) (fo 0 gs) ~ Ch(T) (1p;) = lenr)(ry)

CI(T) (g0) 0 CH(T) (f2) = CH(T) (g0 © f) ~ CH(T) (1) = Lonrym)
Da proposigao 1.3.3 segue que H,, (Ch(T) (P.)) ~ H, (Ch(T) (P))).

Agora, sejam f € Hom(a,b) uma flecha em A e P, — a, P, — b duas resolucoes
projetivas. O Teorema da Comparacao nos garante que existe flecha f, que estende f;
assim para cada inteiro defina L, T(f) = H,, (Ch(T) (f)).

Afirmagao. A flecha L,T(f) estd bem definida.

Prova da afirmagao. Sejam P — ae P — b duas outras resolugoes projetivas de a
e b, respectivamente. O Teorema da Comparacao nos garante que existe flecha f:

estendendo f e homotopismos (, e & que tornam os seguintes diagramas comutativos:

Dn Pn—1 e D1 Po a 0
o e b e s
Pn Pn—1 T P Po a 0
(§]
V=P Py —=1y—=b—>0
énl jfn_l l&l JEO ‘11)
P, P - P P b 0
e dai temos
Pn Prn—1 T b1 Po a 0
gnofnocnl lgnlofnlocnl lsloﬁocn léoOfOOColf
Py, Pr-1 s P P b 0

Novamente pelo Teorema da Comparacao temos f, ~ &, © f, o (s € concluimos que

Ch(T) (fo) ~ Ch(T) (&) 0 Ch(T)(fs) © CM(T) (Go) -

Como &, e (, sao homotopismos, entao H, (&) e H, ({) sao isomorfismos e portanto

H, (CW(T) (fa)) = Ho(CR(T)(f))-

o1



1. Algebra Homolégica 1.5. Funtores Derivados

Proposicao 1.5.3. L, T : A — B € um funtor covariante aditivo.

Demonstracao. 1. L,T é funtor covariante.

Sejam f € Hom(a,b),g € Hom(b,c) duas flechas em A e P, — a, P, — b, P —
¢ resolucoes projetivas. Sejam P, Lo op, 2y Pl flechas em Ch(A) tais que
L, T(f) = Hi(Ch(T)(f.)) e LT (g) = Ho(Ch(T)(gs)). Temos

Além do mais,

LnT(la) :Hn(Ch(Tle‘))
= H,(enmyry))
= L, (cnmry))

=170

2. L, T é aditivo.

Dadas flechas f,g € Hom(a,b) em A e resolucgoes projetivas Py, — a € P, —
b, existem flechas f, e go entre P, e P, tais que L,T(f) = H,(Ch(T)(f.)) e
L,T(g) = H,(Ch(T')(ge)). Assim f, + go ¢ flecha entre P, e P, e o diagrama

Dn DPn—1 e D1 Do a 0
fn"!‘gnl lfnl'i‘gnl lf1+g1 lfo-&-go lf—&-g
o, Pr1 e 2 76 b 0

comuta. Assim

Q.E.D.

Defini¢ao 1.5.3 (Funtor derivado & esquerda). O funtor covariante aditivo L,T

¢ dito n-ésimo funtor derivado a esquerda de T
Observacoes:

1. Se T é exato a direita, entao LoT'(a) = T(a).
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2. Se o objeto a é projetivo, entdo L,T(a) = 0 para todo n > 0.

De fato, sendo a projetivo, o complexo

é uma resolugao projetiva do objeto a e assim L,T(a) = 0 para n > 0.

Teorema 1.5.4. Sejam A e B sdao categorias abelianas com A tendo projetivos sufici-
entes. SeT : A — B é um funtor covariante aditivo e 0 — a’ Jead " =0 ¢ uma

sequéncia exata em A, entao existe uma sequéncia exata longa

s = LyT(a") ~ L T(a) — Ly T(a) — L T(a") — LoT(a’) — LoT'(a) — LoT(a") — 0.

Demonstragao. Se P, — o’ e P! — a” sao resolugoes projetivas, do coroldrio (1.4.5)
existe resolugao projetiva P, — a e sequéncia exata 0 — T(P.) — T(P,) — T(P)) —

0. Do teorema da sequéncia exata longa temos sequéncia exata

= Hi(Ch(T)(P)) ~= Ho(CH(T)(P,)) = Ho(Ch(T)(P.)) = Ho(CH(T)(PJ)) = 0.

Note que cada objeto desta sequéncia é o n-ésimo funtor derivado a esquerda cor-
respondente. Q.E.D.

Proposigao 1.5.5. A familia {L,T},>0 € um funtor homoldgico.

Demonstracao. Dada sequéncia exata 0 — a’ — a — a” — 0 em A, o teorema anterior
nos garante a existéncia de uma sequéncia exata longa como requer a definicao de

o-funtor. Agora considere um diagrama

0 a —=a——=a" 0
f,t Lf lf"
0V — b 0

em A. O lema (1.4.6) nos garante a existéncia de um diagrama

0 Pl p, TP 0

e [

Y
0 o, — Q. Q. 0

Je Qe

onde P, — da',P., P! — a",Q, =V, Q. e QU — V" sdo resolugoes projetivas. As linhas

deste diagrama sao construidas via coproduto e por T ser aditivo a exatidao das linhas
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1. Algebra Homolégica 1.5. Funtores Derivados

é preservada ao aplicarmos T' no diagrama. Dai o resultado segue da naturalidade da
conexao. Q.E.D.

Proposicao 1.5.6. L, T é coanuldvel para todo n > 0.

Demonstracdo. Dado objeto a € A, sabemos que existe epimorfismo p — a com p

objeto projetivo. Da observagao 2. temos L,T(p) = 0 para todo n > 0 e portanto
L,T(v)=0. Q.E.D.

Corolario 1.5.7. {L,T},>0 € funtor homoldgico universal.

Definigao 1.5.4 (Definig&o do Tor). Sejam M um R-mddulo e n um natural. O
n-ésimo funtor derivado do funtor - ® M ¢é dito n-ésimo funtor de tor¢ao do maodulo
M e serd denotado por TorE(_, M) (quando ndao houver risco de confusao omitimos o
indice R); similarmente definimos torf®(M,_ ) = L,(M ® ). Veremos no capitulo 2 que
Tor®(M, N) ~ torf(M, N).

1.5.3 Funtores Derivados a Direita

Sejam A categoria abeliana, B categoria aditiva e T : A — B um funtor aditivo.
Suponha que A tem injetivos suficientes, que T' é um funtor covariante e seja a um
objeto de A. Seja Z°® uma resolugao injetiva de a e defina, para cada inteiro n, o
n-ésimo funtor derivado a direita de 7" por R"T'(a) = H"(Ch(T)(Z*)). T define um
funtor entre as categorias duais 7™ : A* — B*; sendo Z, resolugao projetiva de a em A*,
temos (L, T*)*(a) = H"(Ch(T)(Z*)) = R"T'(a). Portanto todos os resultados sobre
funtores derivados a esquerda se aplicam, por dualidade, a funtores derivados a direita.
Em particular, R"T" é um funtor covariante aditivo bem definido, { R"T'},>¢ é funtor

cohomoldgico universal e R*T'(I) = 0 para n > 0 quando I é objeto injetivo.

Definigao 1.5.5 (Definig&o do Ext). Seja M um R-mddulo. Definimos como n-
ésimo funtor de extensao do modulo M o n-ésimo funtor derivado a direita do funtor
Hom(M, 0) e o denotamos por Exth(M, ).

Podemos definir a no¢ao de funtor derivado também para funtores contravariantes.
Se T : A — B é contravariante e A tem projetivos suficientes, temos um funtor
T : A* — B covariante com A* tendo injetivos suficientes. Definimos assim o n-
ésimo funtor derivado a direita de T por R"T'(a) = H™(Ch(T*)(P.)), onde P, é uma

resolugao projetiva do objeto a em A*.

Definicao 1.5.6. Seja M um R-mdédulo. Para cada natural n definimos exty (-, M) =
R"T' (M), onde T'= Hom(_, M).

Também veremos no capitulo 2 que Ext}i (M, N) ~ exth,(M, N).
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1. Algebra Homolégica 1.5. Funtores Derivados

Limite 1 e Mittag-Leffler

Sejam Z uma categoria e A uma categoria abeliana completa com suficientes inje-
tivos suficientes; podemos provar que a categoria abeliana A7 também tem injetivos
suficientes (ver [10]) e desta forma podemos estudar o funtor derivado a direita do li-
mite. Nesta secao vamos supor que a categoria A é abeliana com projetivos suficientes
e satisfaz o seguinte axioma, introduzido por Grothendieck, que garante a exatidao do

funtor produto:
(AB4*) A admite produtos e o produto de quaisquer epimorfismos € epimorfismo.

Considere Z como sendo os numeros naturais com a ordem reversa. Chamaremos

os objetos de AZ de torres e os denotaremos da seguinte forma

. St fn
(an,fn). >y ] > Oy —> Ay ay ao

Quando nao houver risco de confusao escreveremos apenas (a,). Para n < m
. . . p

escreva fnm = fat10---0 f,. Considere o produto dos objetos a, e sejam [[a, — a,
. g A . .« o~ .

e lima, — a, as flechas canonicas. Da definicao de produto sabemos que existem

unicas flechas ¢ e u tais que

Han—¢>Han e T&nanLHan

pn—fn+10pn+1l % ﬂnj %

Qn an

comutam para todo inteiro n. Da propriedade universal do limite é imediato ver que

u ¢ monomorfismo.
Afirmacgao. u € o nicleo de ¢.

Prova da afirmagdo. Seja k 2 []a, o niicleo de ¢. Temos

pno(gbou) = (pno¢)ou = (pn_fn—f—lopn—i-l)ou = pnou_fn-i-lo(pnou) = Tp— fny107n =0

e da propriedade universal do produto segue que ¢ ou = 0. Logo existe tnica flecha ¢
tal que u =y o .

Por outro lado, note que f, ,, © p,, © v = py, 0 7y; de fato,
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fn,mo(pmoq/) = (fn,mopn) o7y
= for10-0 f10 (frmopm) 0
= fa410+0 fru1 0 (Pm—1 — Pm-109) 0y
= fas1020 frno10 (Pm-107)
= (fnt19Pn1) 07
= (pn —Pno @) o7
=DPno7.

Logo existe unica flecha n tal que 7, on = p, oy. Vamos provar que v = u o n; de

prno(uon) = (ppou)on=m,0n=p, 07

para todo natural n, a igualdade segue e, por u ser monomorfismo, 7 é tinica e portanto

7 € @ sao isomorfismos.

Defina coker¢ = l'&rﬂ a,. Podemos ver a flecha ¢ como um complexo em Ch(.A)

cuja primeira homologia ¢ ker ¢ = lgn a, e a 0-ésima homologia é @1 .
Lema 1.5.8. Se todas as flechas f,, sao epimorfismos, entao @1 a, = 0.

Demonstracao. Provaremos que ¢ é epimorfismo. Seja p um objeto projetivo de A e
defina (_)* = Hom(1,, -). Sabemos que (p,)* ¢ o produto dos objetos (a,)* e, sendo (-)*
funtor aditivo exato, a flecha ¢* é a tnica tal que (p,)* 0 ¢* = (pn)* — (frs1)* © (Pns1)*
e (fn)* é epimorfismo. Provaremos que ¢* é epimorfismo e, pela arbitrariedade de p,
poderemos concluir que ¢ também o é.

Seja (yn) € [[(an)* e tome xy € (ag)*; sendo (f1)* epimorfismo, deve existir x; €
(a1)* tal que (f1)*(x1) = xo — yo. Indutivamente provamos que para cada n natural
existe Tp1 € (Ang1)* tal que (fri1) (Tns1) = Tn — Yns logo (pn)* © ¢*((2,)) = @ —
(fat1)"(Znt1) = Yn, ou seja,

¢"((n)) = (Yn)-
Q.E.D.

O argumento visto na demonstracao do lema anterior nos permite tratar da cate-

goria A como fazemos em Ab.

Lema 1.5.9. Dada sequéncia exata entre sequéncias
0= (an, fn) = (bn, gn) — (Cn, hy) — 0

existe sequéncia exata da forma

0 lima, T&lbnﬁ@lcnml'&f@nﬁl'&nlbnﬁl'&fonﬂO
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Demonstragao. Do axioma (AB4*) temos diagrama com linhas exatas

Oﬁnanﬁnbn ch 0

‘| |o |+
0—[]an—=1]]0n [Ten 0

A defini¢ao do produto e sua propriedade universal implicam na comutatividade deste

diagrama e o resultado segue do lema da serpente. Q.E.D.
Defina l'gloan = @an e @”ai =0 paran # 0, 1.

Proposicao 1.5.10. Se A tem injetivos suficientes, entdao para todo n > 0 temos
lim” = R"(lim).

Demonstracao. Sendo 1&1 exato a direita, temos RO(@) = @ Assim, pelo corolario
1.5.7 e por dualidade, basta provar que {l'gln}nzl ¢ o-funtor cohomoldégico e 1£1” é

anulavel para n > 0.

i) {I'&nn}nzl é d-funtor cohomoldgico.

O lema anterior garante a condi¢ao i) da definicdo de d-funtor cohomoldgico.

Agora, dado diagrama comutativo com linhas exatas de torres

0 —(ay,)

ao passarmos o produto, obtemos diagrama

0 I]an [16n [[en —0

L

0 [la, [10, [T¢,—0

Note que as homologias possivelmente nao nulas do complexo 0 — []a, LA

[Ta, — 0séo lima, e ljm1 a,. Pelo argumento dado na prova do lema anterior,
podemos ver o diagrama acima como um diagrama de complexos em A; dai, pela

naturalidade da homologia, concluimos que {1'&1"}”20 é o-funtor cohomoldgico.

ii) Paran >0 Hm" ¢ anulavel.

Basta provar paran = 1. Ao verificarmos que A% tem injetivos suficientes, vemos
que existe monomorfismo de um dado objeto no produto de injetivos (e portanto

injetivo) da forma 7 (FE)), onde k é objeto de Z, Ej, é objeto injetivo de A e ry,
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é o funtor adjunto a direita do funtor coordenada k-th (ver [16]). No nosso caso

particular, os injetivos sao produtos de torres da forma

ri(E) ;- EL~F>E-1>0 0,
onde E é objeto injetivo, pois, dado natural n,

0, se n<k
E, se n>k

re(E)(n) = {
Do lema 1.5.8 concluimos que @1 se anula nestes objetos.

Q.E.D.

Exemplo 1.5.2. Da sequéncia exata de torres 0 — (p"Z) — Z — (Zyn) — 0 temos
0—>r&npnz—>1‘£2—>2pw1‘£ﬂpn—>Zlgﬂz—>1‘&nlzpn —0

onde Zp = HmZyn; do lema 1.5.8 temos l'gllZ = 0¢, como limp"Z = Np"Z = 0 ¢

I'&nZ = 7, temos sequéncia exata
0—>Z—>2pwx>l'&nlp”Z—>O.

Logo T&nlp”Z ~ ZP/Z.

Em certo sentido, como no lema 1.5.9, T&nl mede quanto o funtor 1&1 é exato.
Definiremos agora a condicao de Mittag-Leffler e veremos que torres que satisfazem

esta condicao sao anuladas por @1.

Definicao 1.5.7 (Mittag-Leffler). Uma torre de objetos (a,) satisfaz a condigdo de
Mittag-Leffler se dado k > 0 existe j > k tal que im(a; — a;) = im(a; — ai) para
todo i > j. Dizemos que a torre (a;) satisfaz a condi¢do trivial de Mittag-Leffler se

dado k > 0 existe j > k tal que im(a; — a;) = 0.

Exemplo 1.5.3. Torres (a,) cujas flechas sao todas epimorfismos satisfazem a condi¢do

de Mittag-Leffler, pois temos im(a; — ai) = ai, para todo j > k.

Teorema 1.5.11. Se a torre (ay, f) satisfaz a condicio de Mittag-Leffler, entdo
1&111 a, = 0.

Demonstracao. Provaremos que ¢ é epimorfismo. Fixe £ > 0 e sejam 7 e j como na
definicao acima. Primeiro suponha que a torre satisfaz a condicao trivial de Mittag-

Leffler. Seja (y,) € [[ an. Note que fi:(y;) = 0 para i > j; assim defina
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Tp = Yo + for1 Wrs1) + oo+ frjo1 (Y1)

Seja | > k + 1 tal que imfrr1; = 0. Podemos supor | = j, pois imfy; =

frs1 (imfk+1,l) =0e dai

= fer1(@ee1) = Wk + fer1 (W) + o+ frg-1(yj-1))
—(frr1(Yrr1 + frra(Urr2) + oo+ frrrj-1(y-1))
= Yk-

Portanto ¢((z,)) = (yn)-

No caso geral, ponha b, = imfy,;. Assim b, C a, ¢ fui1(bpy1) = b, para todo
natural n; logo (b,, f,) é uma torre de epimorfismos e portanto, pelo lema 1.5.8,
Y&nl b, = 0. Agora, b, e a, induzem uma torre (a,/b,) que satisfaz a condigao
trivial de Mittag-Leffler, pois fii(a;) = 0 em ax/by. Do argumento acima temos

@1 a, /b, = 0 e o resultado segue do lema 1.5.9 aplicado na sequéncia exata de torres
0— (by) — (an) = (an/bp) — 0. Q.E.D.
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Capitulo 2
Sequéncias Espectrais

Pode-se pensar em uma sequéncia espectral como um livro cujas paginas sao planos
bidimensionais de objetos de uma categoria abeliana. Em cada pagina ha flechas entre
estes objetos postas de tal forma que as flechas que jazem sob uma reta formam um
complexo e todas estas retas sao paralelas. As homologias dos complexos numa pagina
sao exatamente os objetos da pagina sequinte.

Nas primeira se¢ao vemos informalmente como constréi-se uma sequéncia espectral
a partir de um complexo filtrado e sua convergéncia. Na segunda se¢ao iniciamos a
teoria formal e lidamos com aspectos gerais de sequéncias espectrais e convergéncia.
Na proxima secao vemos como uma filtracao de um complexo origina uma sequéncia
espectral e estabelecemos condigoes suficientes de convergéncia desta (teoremas da
construgao e convergéncia); além disso observamos a funtorialidade das espectrais. Na
ultima secao apresentamos as filtracoes canonicas da totalizacao de um bicomplexo e

aplicamos a teoria feita até entao desenvolvida.

2.1 Introducao informal

Muitas vezes o teorema da sequéncia exata longa e outras ferramentas nao sao
suficientes para obtermos informagoes desejadas sobre as homologias de um complexo

de cadeia C,. Uma tentativa de contornar esta dificuldade é filtrar H, (C,) por objetos

tais que ¢; ou ¢;/¢;—1 sejam conhecidos. Pois assim, a partir das sequéncias 0 —
Gi1 — ¢y — ¢i/di—1 — 0 podemos obter propriedades de H,(C.,).

Uma maneira natural de filtrarmos H,,(C,) é tomar uma filtracao de C,:

. CFPlCEPC...
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2. Sequéncias Espectrais 2.1. Introducao informal

pois esta induz uma filtragao em H,(C,), dada pelas imagens das flechas
o+ ——H,(FP™"Y — H,(FP) — - - —— H,(C,).

Isto pode nao ser suficiente ja que podemos recair no mesmo problema ao tentarmos
calcular H,(FP?) e, além disso, pode nao ser simples a relagao entre H,(F?~!) e sua
imagem em H,,(C,).

Para contornar isto, consideramos os complexos F?/FP~! que, num certo sentido,
sao mais faceis de se trabalhar. Podemos supor assim que os objetos H,, (F?/FP~1) sao
calculdveis. Escrevemos 'E,, = H,(F?/FP!), onde ¢ = n — p, e dizemos que este
objeto é uma aproximagao de primeira ordem de H,(C.). As sequéncias exatas curtas

0— FP~t — FP — FP/FP~! — () dao origem a sequéncias exatas longas

T Hn+1(Fp_1) e n+1<Fp) -1 p,q+1 “’Hn(Fp_l) _>Hn(Fp> - 1Ep7q ~

Podemos reorganizar estas sequéncias da seguinte maneira:

A flecha 'd,, : 'E,, — H,(F?') = 'E, 1 , define uma diferencial e a aproximagao
de segunda ordem de H,(C,) é definida como sendo ?E, , = ker(*d,,)/im(*dpy14).

Podemos definir uma diferencial da seguinte maneira:

1 2
Zp—2,q+1 > Ep—2,q+1

Hn—l(Fp_Q) —! p—2,q+1

|

1Zp,q;> 1Ep7q - anl(Fp_l)

|

’E

p.q
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onde 'Z,, = ker(!d, ).
Em geral, a aproximagao de ordem r + 1 de H,(C,) é definida por ""E,, =
ker("dy)/itm("dyirq—rs1) € as diferenciais "d,, , sdo definidas de acordo com o seguinte

diagrama:

-1
" Zprgir—1 = "Ep_r gy

TﬁlZp,q s rflE

p.q
I

T
Epaq

onde °Z,, = ker(‘d, ).
Se a filtracao inicial for limitada (ou seja, =" = 0 e F" = C, para r suficientemente

grande) é possivel encontrar uma sequéncia exata da forma

0 —— im(H, (FP™1) — Hy(C)) — im(H,(F?) — H,(Ca)) —="E,, —=0,

ou seja, im(H,(F?) — H,(C,))/im(H,(FF~') = H,(C,)) ~ "E,, que, por sua vez, é

calculével.

2.2 Aspectos Gerais

Antes de falar em sequéncias espectrais falaremos um pouco sobre filtragoes.

Definigao 2.2.1. Sejam A uma categoria e b um objeto de A. Dizemos que uma

Jiltragdo a = {an}nEZ é:
i) Hausdorff se lim a, = 0.

ii) Completa se a flecha candnica b — I'&Hb/an ¢ epimorfismo.
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iti) Eraustiva se a flecha candnica hgan — b € isomorfismo.

Exemplo 2.2.1. Em Z-Mod, a familia {2"Z},cz uma filtragao de Z.

Lema. Se (b,a) € um objeto filtrado em uma categoria abeliana A com projetivos

. . , o1
suficientes, entdao a € completa se, e somente se, lim" a,, = 0.

. ~ , A int1
Demonstragao. A filtragdo a é uma sequéncia de monomorfismos {a, 1 —— @y, fnez

e isto induz uma sequéncia de epimorfismos {b/a, 1 AEN b/an}nez; considerando a
sequéncia {b by b} obtemos sequéncia exata 0 — (an,i,) — (b, 1) — (b/an,in) — 0.

Dos lemas 1.5.8 e 1.5.9 temos sequéncia exata
O—>l'£1an—>b—>l'£1b/anml'&nl a, —=0

e consequentemente o resultado. Q.E.D.

Observacao. Na demonstracao do lema anterior note que a flecha canonica ILn an, — b

¢ o nicleo da flecha canonica b — T&lb/an.

Definigao 2.2.2 (Sequéncia Espectral). Uma sequéncia espectral homoldgica em

uma categoria abeliana A consiste de um par de familias de objetos e flechas

(("Eee)r>1, ("dee)r>1)

s - "dp,
onde, para cadar > 1, {"Fee,"des} € uma familia de complexos de A com "E, , —

"Epyrgir—1 ((d tem grau (—r,r — 1)) tal que

,
ker"d, ,

m” dp«H",qfrJrl

r+1
p,q

O grau total do termo "E,, é n =p+q.

Dualmente definimos sequéncias espectrais cohomoldgicas. Ao invés de sequéncia
espectral homoldgica escreveremos apenas sequéncia espectral ou espectral. Devido a

notagao carregada, frequentemente denotaremos a sequéncia espectral

(("Eeo)rz1, ("deo)r>1)

apenas por F.

Para cada r > 1 podemos identificar o objeto "E,, com o ponto do plano Z? de
coordenadas inteiras (p,q). Por essa razao, vamos nos referir a familia de complexos
{"Epq,"dpq}pacz. como r-ésima pdgina da espectral. Repare que o objeto "™ E, , é a

(p, q)-ésima homologia do complexo "E,, cuja reta na qual ele jaz passa pelo ponto
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(p,q). Dessa forma passamos da r-ésima pagina para a (r + 1)-ésima pagina via a
homologia dos complexos "E, .

Além disso, note que na r-ésima pégina cada complexo "E, , jaz sob uma reta de
equacao (r—1)X+rY =ne, comoo graude"d é (—r,r—1), pontos dareta X +Y =n

sao levados em pontos da reta X +Y =n — 1.

Exemplo 2.2.2. Uma sequéncia espectral E no primeiro quadrante € da forma'E, , =
0 parap < 0 ouq < 0 (isto €, os objetos da espectral sao possivelmente nao nulos apenas
nos pontos do primeiro quadrante). Fizados p,q, parar suficientemente grande teremos
"Epq = "E,,. De fato, se r > max{p,q+ 1}, entao p—r,q—r+1 <0 e portanto
"By rgir—1 = "Epirgry1 = 0; assim, "dy, g = "dpirq—r+1 = 0 e, consequentemente,
TEp,q ~ T+1Ep,q~

Quando "E,, = " E, , escrevemos *E,, para "E,,, nos referimos a este objeto

como termo no infinito e dizemos que a espectral colapsou no ponto (p,q).

Definicao 2.2.3. Uma flecha E I B entre sequéncias espectrais é uma familia
{"fes}r>1, onde, para cada r > 1, "Ee, e SELEN "E,, ¢ uma familia de flechas em
Ch(A) tal que ™ f, , ="H, (" fos) para todos inteiros p,q ("H,, denota a (p,q)-ésima

homologia). Como uma flecha é formada por familias de flechas em Ch(A), definimos
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X+Y=n—-1 X+Y=n X+Y=n+1

a composi¢cdo entre duas flechas a partir da composi¢ao de flechas em Ch(A). Lem-
brando que a homologia € um funtor, € simples verificar que estas flechas formam uma

categoria; denotaremos esta categoria por SpecSeq(A).

Lema 2.2.1. Seja E Iy B uma flecha entre sequéncias espectrais tal que, para al-
gum r > 1, "f,, € isomorfismo para todos inteiros p e q. Temos assim que °f,, €

1somorfismos para todo s > r.

Demonstracao. Sendo "de . € "d, , as diferenciais de "E, o € "E, ,, respectivamente, da

hipétese temos ker"d, , ~ ker"d, , e im"d, , >~ im"d, , para todos p, q € Z; o resultado

segue por inducao, do lema dos 5 (ver apéndice B) e do diagrama

ST r r+1
0——=1m dp7q ——ker dp,q —— Ep7q —0

1

s T r r+1
0——=1im d;vq—>ker d;,q—> + E]’mq—>0
Q.E.D.

Definicao 2.2.4. Uma sequéncia espectral E ¢ dita limitada se para todo inteiro n
existe apenas um numero finito de termos nao nulos de grau total n na primeira pdgina.
y o ; T —
Novamente, dados inteiros p e q, para r suficientemente grande, teremos "E, , =

" E, . (as diferenciais serdao todas nulas).

Uma sequéncia espectral limitada E converge para um objeto graduado H, se dado
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inteiro n existe uma filtracao finita
0=F"'H,C F°H,C..-C F""'H,C F'H, = H,

de subobjetos de H, tal que *E,,~ FPH,,,/FP " H,\,.

Exemplo 2.2.3. Seja E uma sequéncia espectral no primeiro quadrante que converge

para o objeto H,; assim E € limitada e dado inteiro n, existe filtracao finita
0=F"'H,C F°H,C---CF'H,CF'H,=H,.

Parap < 0 ou q <0, como 'E,, =0 e *E,, € objeto quociente de 'E,,, entio
*E,q, = 0. Assim, para todow >1 ev >n+1, temos *E_y 1y, =0 € °E,,_, =0,
ou seja, F~*H, = F~“"'H, e F°H, = F'"'H,,. Portanto F'H, = F"H, e F°'H, =
F~YH,. Provamos assim que a filtracio finita de H,, posswimn + 1 termos.

Note que *FEy, = FYH, e CEno = F"H,/F" 'H,, ou seja, existem sequéncias

exatas curtas
0 ——>Ey,, — H, e H, ——>F,o—0

Proposigao 2.2.2. Seja E uma sequéncia espectral limitada convergindo para H,. O
congunto dos pontos (p,q) que jazem sob a reta X +Y = n tais que *E, , # 0 estd em

bijecio com a filtragao (finita) com termos distintos de H,:
0=F'H,Cc F°H,C---C F*"'H, c F'H, = H,,.

Demonstragao. Como E ¢ limitada, existem sy = min{p : ©E,,_, # 0} e t; =
maz{p : ®E,,—, # 0}. Provaremos a proposigdo mostrando que s = so,t = o e
que, cada inteiro m entre sy e ty se corresponde a um subobjeto F™H,, da filtragao
de H,. Por definicao de sy temos F*°H, # F*~'H, e, em particular, F'*°H, # 0 e
FsoolH = H,: logo s < sy < t. Da mesma forma s < t;, < t.

Por outro lado, como os termos da filtracao sao todos distintos, temos *E;,,_; # 0

e “E,,_s # 0, logot <tyes>sy. Portanto t =5 e s = s0. Q.E.D.

Observacao. 1. Repare que na demonstracao da proposicao anterior os pontos

(p,q) tais que p+q=mn e *°E,, # 0 sao todos consecutivos.

2. Na segcao 2.4 veremos que de bicomplexos induzimos espectrais cujas sequndas
pdginas sao conhecidas; assim, relagoes entre os objetos da sequnda pdgina de

uma espectral podem ser tteis.

Exemplo 2.2.4 (Sequéncia dos 5 termos). Sejam E e H, sequéncia espectral e
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objeto filtrado como no exemplo anterior. Considere a sequéncia exata

2da,0
0 —— ker ng’o 2E270 2E0’1 I cokeerg,o —0

Seque da espectral estar no primeiro quadrante que ker 2dy g ~ *Fy ~ ®FEy, coker§70 ~

3Fo1 >~ Fy1 € 2E1 9~ *Ey 4. Da proposicao anterior temos as filtragoes
0CF'Hi CHy e 0CF°Hy,CF'H,C Hs.
Dai *®Fy, = F'H, e?Ey o= H,/F°H, = H,/*Fy; logo existe sequéncia exata
0—=*Ey; —=H —=2E;g—0

e portanto o diagrama

Hy 0
l \‘\ 2d2
0 *FEsp 2Ez,o —5 2E0,1 *“Eoa 0
| y
0 Hy
’Ep
0

nos dda uma sequéncia exata entre os objetos Hy, Hy e objetos da sequnda pdgina da

espectral.

Exemplo 2.2.5 (2 colunas). Seja E € uma sequéncia espectral convergindo para H,.

Se existe t > 0 tal que *E,, = 0 para p # 0,t, entao
i) °E=..="F.
ii) "M E =*F.

i11) Para todo inteiro n existe sequéncia exata curta

00— "By, — Hy, —= "By —0.

iv) Eziste sequéncia exata longa

2F 2Ry, = H,—2E,,_~%L2E
> dpy —> tn—1+t 0,n — I1p — tm—t On—1"—">"""
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Demonstragdo. As tnicas diferenciais possivelmente nao nulas sdo 'd;, e daf temos 7)

e ).
Fixe inteiro n e suponha ¢ < n. Para 0 < p < ¢ temos 0 = "™E,, , =
FPH,/FP~'H, e portanto F*"'H, = .. = F°H, e F'H,, = ... = F"'H, = H,;

t+1 _ 0 41 ~ 41
logo “"'Ey,, = F°H, e "W E;,,_y ~ H, /" Ey .
Caso t > n ja temos H, = F'H,, e assim temos 7ii).
Para iv), fixado inteiro n, como 'd,, = 0 para p # 0,¢, ker‘dy 114 ~ "' Ey i1 4 €

cokertd; py1—4 = " Ep,,. Assim temos sequéncia exata

t
0 > t+1Et,n+1ft > 2Et,n+17t > 2E1O,n > t+1E0,n = 0.

Disto e do item anterior obtemos a sequéncia exata longa desejada do diagrama

0

|

2 t+1
i EO,n+1 — EO,nJrl

\\\_\ ¢
Hn+1\ 0
¢ T~a . ‘l

t+1 2 d_2 t+1
0 > Et,n+17t_> Ewt,nJrlft_> EO,n > EO,n >0

| RN
0

0

00— t+1Et,nft e 2Et,nft e

Q.E.D.

Exemplo 2.2.6 (2 linhas). Se E ¢é uma sequéncia espectral convergindo para H, tal
que *E,, =0 a menos que ¢ = 0 e ¢ = 1, entdo existe sequéncia exata longa na sequnda

pdgina da forma

2d 2d
2 ntlg 2 "9
e n+l > En+1,0 > Enfl,l > Hn > En,(] > En72,1 > anl =

Demonstracdo. Para cada inteiro n temos sequéncia exata

2dn,O 2

0 —— ker Qdmo 2En 0

)

Eno1—— cok:eermo —0.

Temos 3E, o = ker?d, o e 3E, o1 = coker®d, . Também temos, para todos inteiros

pegq, 3d,, =0; logo “FEp,q = *FEp,q. Concluimos assim que para todo inteiro n h4
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sequéncia exata da forma

2d
2 n0 2
0 o n,0 En,O Enf2,1 c>0En72,1 0.

Sendo (n,0) e (n — 1,1) os dnicos pontos (p,q) sob a reta X +Y = n tais que,
possivelmente, 2E, , # 0, a filtragao de H,, ¢ da forma 0 C F""'H, C H,. Portanto

00 n—1 o) 00
En—l,l =F Hn € n,0 — Hn/ En—l,b
isto é, temos uma sequéncia exata
0—>%E, 1 —> H,—>%E,g—>0

O resultado segue do diagrama

0
|
?’ n—l,lﬁ'o
S l/
H, 0

Q.E.D.

Exemplo 2.2.7 (3 linhas). Seja E uma sequéncia espectral convergindo para H,
onde H,, = 0 para todo inteiro m e *E,, =0 se ¢ # 0,1,n onde 0 < 1 < n. Quando

n = 2l existe sequéncia exata longa entre os termos da sequnda pdgina da espectral.

Demonstracdo. Como as possiveis flechas nao nulas sio T'd,"*1d e "*'d, temos
n-+2 __ 00
Ep:q - E

— ; ; . ; n+l — n+2 —
»q = 0 para todos inteiros p,q; assim ker""d,, = E,, =0ce

coker"™d, , =" E, , 1, =0, ou seja, "Td é isomorfismo. Além disso ?E ~ "1 E.
n—l+1g _ I+1 e I+1 ~ 142 1
Temos d = ""'d e, para todo inteiro p, ker""'d,o ~ "°E,,coker'™d,; ~

+2 ~ 1 ~ 1 ~ 2 42 ~ 2 —
+ Epflfl,n ~ Nt Ep,lfl’n ~ Nt Eerl,O ~ F Ep+l,0 e + EpJ ~ Nt EpJ = 0. Portanto
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7Lfl+ld ”+1d 7Lfl+ld

1 +XN(I

existe sequéncia exata

+1 +1
142 2 d2 d 1+2
0—=""Ep0 Epo Epi1y—=""Ep_10—>0.
O resultado segue do diagrama

Ep—n—l,n 0

b }
~
Al

0

Q.E.D.

Seja E uma sequéncia espectral. Para todos inteiros p e ¢ e cada r > 1, denote
por "1 Z, e "B, , os (p, q)-ésimos ciclo e bordo das diferenciais "d,, € "dpirg_ri1,
respectivamente. Sendo "™ E, , subquociente de "E,, ,, podemos ver o ciclo (p, ¢)-ésimo
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: r+1 r+1 r Acl r+1 r :
ciclo de "' E, , como "2, /"B, , € o (p,q)-ésimo bordo como "' B, /"B, ,. Assim
construimos uma cadeia de subobjetos em 'E, , da forma:

pr,q C---C"BpqC T+pr,q c---C U "Bp,q C m "Zp,q C - C T+1Zp,q C"ZpqC--C 1Zp,q c 1Ep,q-
r>1 r>1
Defina By, ; = U,>1"Bpas ©Zpq = (Niz1 Zpq € CEpg = *Z,4/*Bpq- Numa espec-
tral limitada ambas uniao e intersecao sao finitas e dai, para r suficientemente grande,
FBpg="Bpg e *Zpg="2pg;10g0o FEp g ="Epg.

Veremos que a partir de um complexo filtrado é possivel construir uma sequéncia
espectral que, sob certas condigoes, converge para a homologia do complexo. Para dar
sentido a esta convergéncia precisaremos de algumas defini¢coes. Algumas outras nogoes
que serao apresentadas coincidem com algumas ja definidas.

Note que a partir de uma flecha entre espectrais F ENY podemos induzir natu-
ralmente uma flecha entre *F,, e *E = para todos inteiros p e ¢. Denotaremos tal

flecha por *f, , e, sob a hipétese do lema 2.2.1, *°f, , serd um isomorfismo.
Definigao 2.2.5. Seja E uma sequéncia espectral. Dizemos que E:

i) colapsa na r-ésima pdgina (r > 2) se eziste exatamente uma reta com coeficiente
angular diferente de 1 —r/r contendo pontos (p, q) tais que *E,, # 0. Note que
todas as diferenciais nesta pdgina sao nulas; portanto "E, , ~ " E, . para todos

mteiros p e q.

i) € limitada inferiormente se para cada inteiro n existe inteiro s tal que 'E,, =0

para todos p,q € Z tais quep+q=n ep < s.

iii) € regular se para todos inteiros p e q as diferenciais "d,, sio todas nulas para
r suficientemente grande. Se existe v sendo o menor natural tal que "des = 0

dizemos que E estabilizou na pdgina r.

Observacao. i) Seque direto das definicoes que sequéncias espectrais limitadas sao

limitadas inferiormente.

ii) Sequéncias espectrais limitadas inferiormente sao requlares. De fato, Seja E
espectral limitada inferiormente e fixe inteiros p e q. Assim existe inteiro s tal
que *E, , = 0 para p < s. Como todo objeto "E,, é subquociente de 'E,,, entdo

"E,q =0 e portanto "d,, = 0 para r > 1.
iii) Se E colapsa, entdo E € regular.

Defini¢ao 2.2.6 (Convergéncia). Sejam E uma sequéncia espectral e Hy um objeto

graduado. Dizemos que E:
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i) converge fraco (ou converge fracamente) para H, se para todo inteiro n eziste

filtragdo (ndo necessariamente finita)
- CFPUH, C FPH, C - C H,

tal que *E,,~ FPH, /FP~'H,, onde p+ q = n.

i1) aproxima He se converge fraco para H, e a filtragao na qual tem-se a convergéncia

fraca é Hausdorff e exaustiva.

i11) converge forte para H, se E aproxima H,, € regular e a filtragio na qual E
aprozima H, é completa (por também ser Hausdorff, temos que a flecha canonica

H, — @Hn/FpHn ¢ isomorfismo para todo inteiro n).
Em todos os casos dizemos que Hy € o limite da espectral.

A nocao de convergéncia fraca nao é tao boa no sentido de que nao temos unici-
dade do limite (veja o exemplo 2.3.1). Quando dissermos que uma espectral converge
(aproxima, converge fraco) para H,, F' = {FPH,},cz denotara a filtracao tal que
~FE,,~ FPH,/FP~'H,.

Proposicao 2.2.3. Se E aproxima H, e € limitada inferiormente, entao E converge

forte para H,.

Demonstragdo. Seja F' = {FPH,},ez filtracao tal que *E,, ~ FPH, ,/FF"'H, .
Segue da observacao anterior que F é regular. Fixe n € Z e seja s € 7Z tal que
*FEpnp = 0 para p < s; temos FPH, = FP~'H, e portanto FPH, = F* 'H, para
p < s. Provamos assim que a filtragao F’ satisfaz a condicao de Mittag-Leffler e portanto

l'&n1 FPH, = 0. O resultado segue do primeiro lema do capitulo. Q.E.D.

Observagao. As nogoes de convergéncia forte para sequéncias espectrais e convergéncia
para sequéncias espectrais limitadas coincidem quando a espectral E € limitada. De
fato, se E converge forte para H,, entao por E convergir fraco para H, e ser limi-
tada teremos convergéncia. Por outro lado, se E converge para H,, a filtracio F serd
exaustiva e Hausdorff; assim E aproxima H, e da proposicao anterior converge forte.
Por isso, a partir daqui, se a espectral converge forte diremos apenas que a espectral

converge e denotaremos isto por
2
E, = Hy.

O simbolo =, remete ao grau p da filtragdo; a razio do indice 2 em *E,, se dd pelo

fato de consequirmos calcular as sequndas paginas de espectrais advindas de bicomplexos
(secao 2.4)
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A nocao de convergéncia é bastante 1itil. Com ela garantimos que se duas sequéncias
espectrais tém pédginas isomorfas (a partir de algum r), entdo seus limites devem ser
isomorfos. Mais tarde usaremos isto para provar, por exemplo, que TorZ(M, N) ~
tor®(M,N).

Sejam E e E’ duas espectrais que convergem fraco para H, e H], respectivamente.
Dizemos que uma flecha H, LN H. é compativel com uma flecha F Iy B’ entre as
espectrais se h(FPH,) C FPH! para todo inteiro p e, para todos p,q € Z tais que
p + q = n, o diagrama

FPH,/FP'H,~——*E,,

e

FPH, [FPH), — %,
comuta, onde a flecha na vertical é induzida por h.

Teorema 2.2.4 (Teorema da Comparagdo). Sejam E e E' sequéncias espectrais con-
vergindo para H, e H., respectivamente, e sejam H, LN H,  eFE ENY 5 flechas tais que
he € compativel com f. Se existe r > 1 tal que " fo o € isomorfismo (e, pelo lema 2.2.1,

*® foe € isomorfismo), entao h também é um isomorfismo.

Demonstracao. Fixe inteiro n. Para s < p — 1, o teorema do isomorfismo nos garante
a existéncia de sequéncia exata

0—— FP'H, /F*H, —> FPH, /F*H, —> *F

pn—p 0.

De h ser compativel com f, temos diagrama comutativo

0——FP'H,/F°H, — FPH, /F*H, —=*E

pn—p

T

0——=FP1H JF*H! — = FPH! [FSH| — > %F _ — +(

pn—p

——= 0

onde as duas primeiras flechas na vertical sao as induzidas por h.

Agora, fixado s € 7Z, segue diretamente por inducao e do lema da serpente que
FPH,/F*H, ~ FPH!/F*H!. Dai, como ambas filtracoes sdo exaustivas, também
temos H,,/F*H, ~ H/ /F*H] paratodo inteiro s. O teorema segue do fato das filtragoes

serem completas, pois
H, = im H,/F*H, = lim H,,/F*H}, ~ H,,

Q.E.D.
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2.3 Sequéncia Espectral advinda de um Complexo
Filtrado

Seja A uma categoria abeliana satisfazendo o seguinte axioma:
(ABb5) A admite limites diretos e o funtor limite direto € exato.

Um complexo C, de A pode ser identificado com um objeto graduado munido de
uma diferencial de grau —1: @ ¢, N & ¢,,. Desta forma podemos estudar a teoria de
sequéncias espectrais em Ch(A).

Seja F' = {FP}yez uma ﬁltragéo de C,. Escreva F* = C, e F,>° = 0. Defina
Eo(F°) = @,z Ep, onde Ef = T Ey(F) ¢é dito complexo associado a F¢° pela

filtracdo {FP}yez. Para cada p,q € Z escreva FP? = F?_ . chamaremos p de grau da

p+q
filtracao e ¢ de grau complementar. Repare que FP~L4tl C FP4; assim, definindo
EpI(F) = e note que By ~ @, E¢?. A filtracdo {F?},ez induz uma

filtracao F'H,, = {F?H, = im(H,(F?) — H,(F*))}pez de H,(F>). Para simplificar
a notacao escreveremos FP ao invés de FP. Quando F' for exaustiva F'H,, devido ao

axioma (AB5) também o sera:

O seguinte lema sera bastante tutil para a construcao de uma espectral a partir de

um complexo munido de uma filtracao:

Lema 2.3.1. Seja

um diagrama comutativo. Se sua linha é exata, entao o~ gm).

Demonstracao. Da comutatividade do diagrama temos ima C im~y e do teorema do

isomorfismo e de ker § = ima segue que

imy amy

imn = im(f 0 y) = Blimy) = — 5= ima

Q.E.D.
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Teorema 2.3.2 (Construgdo). A filtragio F' do complexo Co determina uma sequéncia
espectral E tal que *E, , = H,(FP/FP~1). Além disso, a construgdo é natural no sentido
de que se C, f—') C's € flecha entre complezos filtrados, entao He(fs) € compativel com

a flecha correspondente nas espectrais advindas das filtracoes.

Demonstracao. Fixe inteiros p e ¢ e defina n = p + ¢q. Seja r > 1. Do diagrama

0—= Fpr/Fpr=l__ pp/ppr=l___ [p/ppor L)

| | |

0—— Fpt/prr=t___ pp/ppr=l____pp/pr-l____

temos

H, (F?[F?P~"71) —— Hy(FP [ FP77) o Hyy (BP0 FP7)

—~ 7 =~ ~
11 - l ~._ l (2.1)
H(F?[FP~r=1) —— H, (F? | FP=Y) ~om H,,_y (FP~1/FPr-1)

Defina "2, , = im (H,(F?/FP~") — H,(F?/FP~')). Agora, de

00— Fp/Fp—l s Fp+7"_1/Fp_1 - - Fp+r—1/Fp — 0

| | |

00— Fp/prl - s Fp”/Fp*l FerT/Fp — =0
temos
Hy oy (FP5771 [ FP) s H (FP [P —— H,, (FPF1 PP
| ) |
Hyyr (FP¥7 | FP) o Hy (FP [ FPY) = H,,(FP7 [ FP)
e assim

H, o\ (FPtr /FP)

e (22

Hn+1<Fp+r—1/Fp) e Hn(FP/Fp—l) - Hn(Fp-i-r—l/Fp—l)

Defina "B, , = im (Hy 41 (FPT" 1 /FP) ~~ H,(F?/FP~1)). Note que dos diagramas (2.1)
e (2.2) temos
TBp,q C T+1Bp,q e T+1Zp,q C TZp,q-

Agora, do diagrama
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0 Fr1 FP FP/Fr=t —

| | |

0—— Fp=l/pr—r s fp/pp—r o pp/Frl o

obtemos

H,(F?/FP~")

i

Hn(Fp> ﬁ'-’—-I7Z<F]D/Fp_l) = n—l(Fp_l/Fp_r)

e dal im(H,(F?) — H,(F?/FP~1)) C"Z,,. J4 do diagrama

00— FP/FP=t — pper=l/pp=l___ prér=l/pp_ .

| | |

0——=FP/Fp-l 5 Fo /Fr-1 F>/FP — 0

obtemos

Hyp iy (F/FP)

i

Hyp oy (FP57 71 FP) e Hyy (B FP7Y) —— H, (FPH7FP)

e dai "By, C im(H, 1 (F>*/F?) ~ H,(F?/FP~1)). Além disso, do diagrama

0 FP F F®/FP — 0

| | ]

00— FP/FP=l s o /fr=1l /P o)

obtemos

H,(FP)

~
~
~
~
~
~
A

Hyp1(F®/F?) s H, (FPFP~Y) — H,(F>/FP~1)
Portanto im(H, 1 (F>®/F?) ~ H,(F?/FP~Y)) C im(H,(F?) — H,(F?/FP~1)) e

im(Ho(F?) > Hy(P/P7))
im(H, 1 (F®/FP) ~» H,(F?/Fpr-1))

~ im(H,(F?) — H,(F*/FP~Y)).  (2.3)
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Por r ser arbitrario concluimos que

U "Brig C im(Hp41(F>/FP) ~ Ho(FP/FP71)) Cim(Hn(F?) = Ho(FP/FP™1) C () "Zp,q
r>1 r>1

e que existe uma cadeia:

...C"B,, C"'B,,C---C UTBM - ﬂTZp,q C-..C™Z,,C"Z,, C -
r>1 r>1
Defina "E,, ="Z,,/ By,
Novamente de (2.1) e (2.2) repare que
"Z , —r - —r—
#:zm(Hn(Fp/Fp ) — Hy (PP~ FP77)

T
P.q Bp—nq+r—1

r+1
Bp—r,q+r— 1

e assim podemos definir, para todos p,q € Z e r > 1, uma flecha "d,, " E,, —"

E, 441 da seguinte maneira:

r T r+1 r
rd TR — Zp,q Zp,q = Bpfr,qurfl Zp*f‘-qﬂ“*l _r e
D,q * P9 — r—+1 r r - p—r,qt+r—1-
Bp,q Zp,q Bpfnqﬂ“fl Bpfr,qurfl

niE : r _r+1 r fo T _ r+1 T

E imediato ver que ker"d, , ="""2Z,,/ "By, e que im'd, , = """ By oir—1/" Bp—rgir—1-
= T T _

Afirmacgao. "d,_, 41r—10"dp, = 0.

Prova da afirmagdo. De fato, como ""'B,, C "7, para todos p,q € Z e r > 1,

segue direto da comutatividade do diagrama:

"dp,q
TE P,q p—r,qtr—1 ’I‘E
Pq " Zp.g "Bp—r,q+r—1 p=rqtr—1
"dp—r,g+r—10"dp,q lﬁ 1
T'E 7'+1Bp72r,ll+2'r72 T'prr,qurfl 'I‘E
p+2r,q+2r—2 "Bp—2r,q+2r—2 T rgtr—1 p—r,q+r—1

po*hqﬂf 1

. Td /7
Provamos assim que "E = {"E, , — "Ep_, 44r—1}pqez ¢ um complexo de A para
todo r > 1. Repare ainda que a (p, ¢)-ésima homologia "H,,, de "E ¢é dada por
r+IZ

b,q _ 7"+1E
- p,q-

r - r .o
Hp g =ker"dpq/im"dyiygri1 1R
P.q
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Diretamente das definigoes vemos que 'Z,, = H,(F?/FP~') e 'B,, = 0; logo
1Ep7q = H,(FP/FP7).

Seja C, ELN C. uma flecha entre complexos filtrados compativel com suas filtragoes.
Sabemos que estes complexos induzem sequéncias espectrais F e E'. De forma indutiva

podemos construir uma flecha entre estas espectrais: para r = 1 temos

VEpg = H,(FP(C)/FP(C.))

Yy g+ Ho(FP(Co)/FP71(Ca)) = Hyoa(FPH(Ca)/ FP2(C))

Da construgao de 'd e por f, induzir flechas F?(C,)/FP~'(C,) — FP(C.)/FP~*(C.) o

diagrama

LB, = H(F?(C.)/F"'(C.) H,(FP(CL)/F=(CL) = By,

1dp,qj lld;,q

Ep1g = Huoa(FP71(Co) [ FP72(Co)) —— Hoa (FP7H(CL) /FP2(CL)) = 1B

p—1lygq

comuta. _
Suponha que tenhamos familia de flechas {*f.+}7_; tal que ‘F L B ¢ flecha e

Hn<i71fp,q) = Z‘fp,q- Defina " f, , = Hn(rilfp,q); note que Hn(rilfp,q) = Hrsil(lfp,q) ¢,
por estas flechas advirem de f, segue que os quadrilateros do diagrama

"dp,q

//—\

"By g = im(Hy (F?(Ca)/FP7(Ca))) = Hoa (FP7HC) /PP 7HC)) " Epergir—i

TvaQ\l/ \1/ \1/ l/rfpfr,q+'r71

"By, g == im(H, (FP(C)/FP"(C.))) = Huoa (FPHC) /PP 7HCL)) = T

p—r,q+r—1
"dp.q
comutam. Q.E.D.
Observacgao. i) Quando as espectrais advindas dos complezos Co € C. convergem

e I,
fraco, fo também induz uma flecha *E, ;, —% E; .

ii) As flechas entre complexos filtrados de A formam uma categoria aditiva; € um
exercicio rotineiro verificar que a associacdao feita acima define um funtor entre
a categoria dos complexos filtrados de A e a categoria das sequéncias espectrais

de A. Chamamos este funtor de funtor espectral.
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Descrigdo da flecha "d,, na categoria R-Mod.

Vamos entender como funciona o isomorfismo

r r+1 r—+1 r
pal " Zpq =" Bp rgir1/ Bprgir1.

1) O isomorfismo " Z,.,/™Z, g o im (H,(F?/FP") — H,_y(Fr=/Fr=r=1)).

p,q —

Este isomorfismo é dado pelo diagrama comutativo

H,(F?/FPT)

~
-7 ~
— ~
—~ ~
— ~
— ~
BN

H, (F?JF?P=" 1) —— H(F? [FP™1) e Hyy o (FP7H/FP7TT)

Seja T € "Zpy/ t 2y A flecha H,(FP/FP~') > H, (FP~1/FP~"=1) ¢ tal

que

T € Hy(F? /PP~y —(0,...,0,d"(x)) € Hy(Fr=t/Fr—r-1),

Logo

TE€ " Zyy) T 2y (0,...,0,d"(x)) € im (H,(FP/FP~") — H,_(FP~1/Fr—=1)),
ii) O isomorfismo
r+1 r ~ i D p—r p—1 p—r—1
BP—T,q—i-r—l/ By gir—1 2 im (Hn<F /F ) — Hn—1<F /F )) .

Como em i), o isomorfismo é dado pelo diagrama comutativo

H,(FP/FPT)

i

Hy (P~ [FP77) e Hy g (P77 (PP ) Hy oy (PP /PP )

Dado 7 € "By gir—1/"Bp—rqir—1, a flecha

Hn_l(prr/prrfl) . n_l(prl/prrfl)

étal que y € H, 1(FP"/FP~" 1) ——(y,0,...,0) € H,_1(FP~'/FP~"1). Logo

§|—> (y,0,...,0).
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2. Sequéncias Espectrais 2.3. Sequéncia Espectral advinda de um Complexo Filtrado

De i) e ii), dado T € "Z,,/ "' Z,, existe inico ¥ € "B, 41r_1/ " Bp_rqir_1 tal

que

0,...0,d"x)) = (4,0,...,0)

em H, (FP~'/FP~"1) ou seja, existe (t1,...,t,) € (FP~1/FP~"1), tal que

(_ya 07 ) 07 dh<x>> = (dh<tr71)+(_1)pirdv(tr)a ) dh(t1)+(_1)p72dv(t2)a (_1)p71dv<t1))'

Assim
d'(x) = (=1)P7'd"(t)
d'(t1) = (=1)P7°d(ts)
dh(tr—2) = (_1)p_r_2dv(tr—1)
d"(t,—1) = —y+ (=17 (t,).
Segue que

tio= (=1)"7(d") " (d"(x))
ty = (=L HED(@)7Hd"(d°) 7 (d"(2))))

tor = (=1)"(d) 7N (d" ()7 (d"(.(d") T (d"(2))))))
y = (=D)Td((d) N d" (- (d) T (d (@) + (=1 (),

ondel=(p—1)+(p—-3)+(p—4)+..4+ (p—r). Logo

g = (=1 ((a) " (dh(...(d") " (d"(x)))))

em H, (FP~'/FP~"=1) e portanto o isomorfismo

r r—+1 r—+1 r
pal " Zpq =" Bprgir—1/ Bprgir1
é tal que

—_—

T (=) 1dh((d”) 7 (d"(...(d") "} (d"(x))))) -

Portanto "d, , satisfaz

—

T € Epg— (=) ((d") 7 (dM(...(d*) 71 (d"(2))))) € "Ep—rgir-1.
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Definicao 2.3.1. Seja F' uma filtragao do complexo C,. F' € dita:

i) limitada se dado inteiro n existem inteiros s et tais que F*c, =0 e F'c, = ¢,.

Neste caso existe um numero finito de termos de grau n em E e portanto a

espectral € limitada.

i) limitada inferiormente (superiormente) se dado inteiro n existe inteiro s (t € Z)
tal que Fc, =0 (F'c, = c,).
E claro que filtragoes limitadas sao limitadas inferior e superiormente; filtracoes
limitadas superiormente sao eraustivas (e portanto as induzidas nas homologias
também o sao) e filtragoes limitadas inferiormente sao Hausdorff (portanto as
induzidas nas homologias também o sao) e ddao origem a espectrais limitadas

inferiormente.

Uma filtracao é dita canonicamente limitada se F~'¢, = 0 e F"¢, = ¢, para todo

inteiro n. Filtracoes deste tipo dao origem a espectrais no primeiro quadrante.

Teorema 2.3.3 (Convergéncia). Suponha que A satisfaz o axioma (AB4*) e tem
projetivos suficientes. Sejam F uma filtracao do complexo Cy € E a sequéncia espectral

mduzida por F'.
i) Se F' ¢ limitada, entdo E ¢é limitada e converge para He(C).

it) Se F' é limitada inferiormente e exaustiva, entdo E € limitada inferiormente e

converge para He(C,).
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Demonstra¢ao. Em ambos itens i) e i7) temos que F' é exaustiva. Além disso, como F
¢ limitada (inferiormente), entdao E é limitada (inferiormente) e F' é Hausdorff; assim,
em ambos os casos, devido a proposicao 2.2.3, é suficiente provar que E converge fraco
para Ho(C,).

Fixe n = p + q. Temos

OOprq = Ur21 TBp,q
=l im(Hyr (FPF771/FP) ~ Ho(FP/FP7Y)
~ im(H,yy (F® ) FP) ~ H,(F?/FP~Y).

De
0 Frr FP FP/FP" ——(
]
0 Fr—t FP? FP/FP~1 ——= 0
temos

H, (FP/FP™") ~—~=H,, 1 (F?™")

.

H,(FP)—— H,(F?/FP™1) ~~>H, |(FP71)
Para r suficientemente grande temos F?~" = 0; logo

"Z

p.q J— 0.
Y

im(H,(FP) — H,(Fr/Fr~1)) =

e, consequentemente, 7, 4 = (V.51 Zpq = im(H,(F?) — H,(F?/FP~")). Assim, de

(2.3) temos
~Z
B,y = —2% ~im(H,(FP) — H,(F>/FF1)).

)

Por outro lado, do diagrama

0 Fr1 FP FPJFP=t —

.

0—> Fr-! F ) p—

obtemos
H,(FP)
- 7 RN
- - - l h =~ EN
Hn(Fp’l) — H,(F>) —>Hn(F°O/Fp’1)
e assim

FPH,

P = U (FT) = Ho(F /7).
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Q.E.D.

Corolario 2.3.4. Filtracoes canonicamente limitadas originam sequéncias espectrais

limitadas e convergentes.
Exemplo 2.3.1. Sejam N um R-mddulo e

dn+1 dn

M, = --- M, 1 M,

M, | —>---

um complexro em R — Mod. Seja F' filtracao de M, tal que a espectral induzida E
converge fraco para M,.

Considere o complexo

My®N = ——> n+1@]Vd7ﬂ£M NN e N—s. ..

As inclusoes M,, — M, ® N definem flecha entre complexos My — M,® N. Da mesma

forma, para cada inteiro p, defina

— nH@N"“ FP@NL@BFP BN —=--

F’
onde d? ¢ a diferencial de FP. E fdcil ver que F = {Fp}pez € filtracao de My & N e
que a flecha My — M, ® N é compativel com as filtracoes F e F. Mais ainda, esta
flecha induz isomorfismo FP/FP~! ~ Fp/Fp_l. Portanto, se E ¢ a espectral induzida
por F', temos flecha entre espectrais E — E que induz isomorfismo entre as primeiras
pdginas e, consequentemente, entre as espectrais (as filtragoes F' e F induzem a mesma
espectral).

Agora repare que

H,(M,® N) ~ H,(M,)® e H,(F") ~ H,(F?) ® N.

Logo F'H,(M, ® N)/F*"'H,(M, & N) ~ FPH,(M,)/FP~ H,(M,) ~ ®E,,, ou seja,
E converge franco tanto para M, quanto para My S N.

2.4 Aplicacoes para bicomplexos

Seja Co o um bicomplexo de A. Fixe inteiro p e, para cada inteiro n, defina

FpTOt @Cln l-

I<p
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Semelhante a construcao da diferencial da totalizacao construimos uma diferencial para
1FPT0t?(Ceo)s: para todo [ < p temos

p;n—1 h p;n—1
CHEWSLL /i (= nhr Yn—1-1°

Cln—I ]FpTOtEB(C ) —1

onde ;" ln ;e Zln ,_1 Sao os monomorfismos canonicos. Assim, existe tnica flecha

1DP tal que

p;n—1 h _ 1\l p;n—1
U1 Oy H(=1) P jod)

Clin—1 7 ’ : [FpTOtEB(C ),1

pin
Un—1 p
IDn

1FPTot®(Ce o)

D
comuta. A prova de que [FPTot%(Coo)e = {1 FPT0t(Coe)n 1Dn, [FPTot®(Co 0)n—1}nez
¢ um complexo de A é andloga a prova de que a totalizacao ¢ um complexo.

Segue diretamente da propriedade universal do coproduto que, dados inteiros p e

n, os diagramas abaixo comutam

SFPTot®(Co ) 2 FPTot® (Cod)ns € 1FP\Tot®(Cod)' e  FP1T0t%(Co ) s

I . )

T0t®(Cas)n ——>T0t?(Caa)n-1 [FPT 0t (Caa)y —22 | FPT 0% (Cara) -1

e assim [FPT0t®(Cee)s é subcomplexo de Tot?(Cos)e € que [FP ' T0t®(Ces)e é sub-
complexo de [FPTot?(C,4)s para todo inteiro p.

Definicao 2.4.1. A familia {;FPTot®(Cee)e}pez € dita primeira filtragao da tota-
lizagao do bicomplexo Cq .
Denotaremos (F>®Tot%(Co, )¢ = T0t%(Cae)e-

Novamente, fixado inteiro p, defina

1 FPTot®(Co)n = EP ena.

I>p
De forma anéloga construimos uma flecha ;;DP tal que

IID

][FPTOtEB (C.7.). = {][FUDT‘Ot69 (6.7.) FpTOt (Co,o)n—l}neZ
é um subcomplexo de Tot®(Ce s)e € 11FP ' T0t%(Coa)e C 11FPT0t%(Cas)e-
Defini¢ao 2.4.2. A familia {;;FPT0t%(Cese)e}pez € dita sequnda filtracio da tota-

lizagao do bicomplexo Cq .
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N

P

n=p-+q

n=p+q

Primeira filtracao

Segunda filtragdo

Repare que ambas filtracoes sao exaustivas. Além disso, o teorema da construcao
nos garante que existem duas sequéncias espectrais, denotadas por ;E e ;7 F, advindas
da totalizacao do bicomplexo C, , munido da primeira e segunda filtracao, respectiva-
mente. Diremos que ;E é a primeira espectral de C,s € ;7 E € a segunda espectral de
Cee-

As duas primeiras paginas destas espectrais sao conhecidas; as descreveremos em
termos das homologias dos complexos (Cp,e, dY,) € (Co g, d} ). Para simplificar a notacao
escreva apenas FP e FE para a primeira ﬁltra(;ao da totalizacao de C,o € primeira
espectral de C, .

Fixe n = p+¢. Como ¢, ,® FP~! = FP, existe tnica flecha ¢, , tal que o diagrama

p,p—1
p—1 p p | p—1
0 FP FP Fn/Fn —0
11 ll L‘Pp,q
p—1 D
0 Ey Y — g 0
comuta e tem linhas exatas. Note que
-1 _ _pp—1 -n
Ppg = Tn ©lpyg
e portanto
P -1 _ np p,p—l m
Dn o g Dy o Tn ©lpg

_ pp—1 D
=m, =, oDPo qu
_ . pp—1 n—1 h p v
= Th—1 O(p lqod _'_qu 10((_1> dp,q))
_ . pp—1 n—1 v
=Tp—1 © ( pq 1° d [ ] )
J— v
- sppq 1© d [ ]n
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onde D%, ¢ a diferencial do complexo FP/FP~1. Provamos assim que F?/Fp-1 2%

Cpe[—p] é um isomorfismo entre complexos. Em particular temos 'E,, ~ H!(C,.),
onde H . (Cpe) denota a g-ésima homologia de C,, ,.

Similarmente verificamos a existéncia de um isomorfismo ¢, ,_1,, tal que
—92 ¥p,p—1,e h
FPJFP= === cone(d,, J[—p + 1])s
¢ isomorfismo e o diagrama
0—— Fr-t/pr2 Fr/Fr2
<Pp1,-[p+1]l lﬂﬁw—lw ls@p,-[—P]

FP/FP=1 — 0

0——=Cpra[=p + 1 — cone(dy ,[=p + 1)) —Cpo[—p] —0

é comutativo. Na demonstragao do teorema da construgao vemos que a flecha 'd,, é a
n-ésima conexao da primeira linha do diagrama acima, a n-ésima conexao do conexao
, h . ~ 7 1 ~ h
do cone é H,(d,,) e da naturalidade da conexao concluimos que 'd, , ~ H,(d;,). Segue

daf que, se HJZ‘H;’(C.,.) denota a p-ésima homologia do complexo H/(C, ), entdo
*Epg~ HYH!(Ca).

. . 2 ~ JIJVITh
De maneira semelhante verifica-se que 7,5, ; ~ H;H}(Co.).

Um corolario imediato do teorema da convergéncia é:

Teorema 2.4.1. Se C, o ¢ bicomplexo no primeiro quadrante, entao

B,y = HQH;(C.,.) =, H,(Tot?(C,.,))

By, = H;Hg(c.,.) =, H,(Tot"(Ca.)).

Exemplo 2.4.1. Considere o diagrama de R-modulos

jﬂ.

onde P e N sdo submddulos de Q) e i e j sao inclusoes canonicas. Podemos ver este

M2

~

N—,>
J

diagrama como um bicomplexo no primeiro quadrante: coo = Q,c10 = N,co1 = P e

c11 = M e portanto suas espectrais 1 E e ;1 E convergem. A totalizagao deste bicomplexo

s

(&

(9,— 1) G+i

0—=M-2Ppa N o ——0
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ﬂ%’Hl = ;:;E(;J_r?) e Hy = ker(g,—f) = ker g Nker f.

E complicado trabalhar com o médulo ker(j+i)/im(g, —f); usaremos a convergéncia

e suas homologias sao Hy =

da primeira espectral para identificd-lo com um mddulo mais simples (a sequnda espec-

tral também pode ser utilizada.) Sua primeira pagina € dada pelo diagrama

ker f 7 .0
coker f —— cokeri
J

onde G e j sdo as flehas induzidas. Jd a sequnda pdgina é dada por

kerg 0

ker j cokerj

Portanto a espectral estabilizou e assim *E,, = *E, ,; logo H, = kerj.
O homomorfismo
mme Nimy — kerj
z=i2)=jly) — vy

¢ claramente sobrejetivo e seu nicleo € im(jf). Seque dai que Hy ~ imiNimj/im(jf).

Proposicao 2.4.2. Seja E uma sequéncia espectral no primeiro quadrante convergindo

para o objeto H,.

i) Se E colapsa, entio *E,, =*E,, para todos p,q € Z.
i) Se E colapsa no eizo p, entio *E, o~ H,.
i11) Se E colapsa no eizo q, entao 2E0,n ~ H,.

Demonstracao. i) Podemos supor, sem perda de generalidade (a menos de rotagdes
no plano), que E colapsa no eixo p. Fixe r > 2. Para todo inteiro p tem-se

"E,, =0 quando ¢ # 0 e assim *FE, , = 0; além disso "d, o =0 e "dysy_r+1 =0,

pois "Ep_yyr—1 = "Enyr—rp1 = 0 € portanto "E, o = "t E, o, ou seja, ©E, o =

"E, . Como isto vale para todo r > 2, temos o resultado.

ii) Note que, parap <n—1, FPH,/FP~'H, =2E,,_, = 0, isto é,
0=F'H,=F'H,=---=F"'H,

e portanto 2E,, o >~ H,.
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2. Sequéncias Espectrais 2.4. Aplicacoes para bicomplexos

iii) Note que, para ¢ <n—1, F"9H,/F" " 'H, =2F,_,,=0, ou seja,

H,=F"'H,=..-=FH,

e assim 2Fy,, ~ H,,.
Q.E.D.

Corolario 2.4.3. Se M e N sao R-mddulos, entao Tor2(M,N) ~ tor(M, N).

Demonstracao. Sejam P, — M e Q, — N resolugoes projetivas. O bicomplexo

dn®1lI'n
D QG > Pn-1 O G Do @ Gn

1Pn ®d;1,

> Dn 0%y gn—1 —> DPn-1 2y Gn—1—— " —>Do ®qn—1

Prn-1 @ Qo Po & qo

P ®qo

jaz no primeiro quadrante. Veremos que as espectrais ;E e ;;E colapsam nos eixos

coordenados e portanto
1 Epq = Hy(P. ® Qo) =71 By

para todos inteiros p e ¢ tais que p + g = n.
Sendo estas resolucoes projetivas, os funtores p,, ® _ e _® ¢, sao exatos e assim

0, se n>0

M ® ¢, se n=0

0, se n>0
Pm @ N, se n=0.

Primeiro vamos calcular ;F. Sua primeira pagina é dada pelo bicomplexo
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2. Sequéncias Espectrais 2.4. Aplicacoes para bicomplexos

0 0 0
0 0 0
0 0 0

D QN —p, 1 QN — - ——=py QN

O isomorfismo H,, (py ® Qs) =~ pm @ H,(Q,) garante que a flecha p, @ N — p,_1 @ N
coincide com d,, ® 1y, com d, sendo a diferencial de P,, e portanto a segunda pagina

de ;E é

0 0 0

0 0 0

0 0 0
TorE(M,N) Tor® (M, N) Torf (M, N)

Logo Tor®(M,N) ~ H,(Ps Q Q.).
De forma similar calculamos a segunda pagina de ;;FE e vemos que ela é dada pelo

bicomplexo
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2. Sequéncias Espectrais 2.4. Aplicacoes para bicomplexos

0 0 0 tor®(M, N)
0 0 0 tor®* (M, N)
0 0 0 torft(M, N)
e assim torl* (M, N) ~ H,(P, @ Q.). Q.E.D.

Corolario 2.4.4. Sejam M e N R-mddulos e seja P, resolucao plana de M. Temos
Tor®(M,N) ~ H,(P, ®r N)

para todo natural n (pode-se calcular o Tor via resolugoes planas).

Demonstracao. Seja Q, resolucao projetiva de N. Ao calcularmos a primeira pagina

do bicomplexo no primeiro quadrante

I m®anl_>mel®Qn71_>"'_>PO®Qn71 (24)
_>Pm®QO Pm71®QO P0®Q0

obtemos
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2. Sequéncias Espectrais 2.4. Aplicacoes para bicomplexos

B .

=P Qr N ——=Fp 1 Qg N —- —= 1 Qr N

e portanto ?E colapsa no eixo p com n-ésimo termo neste sendo H, (P, @z N).

Por outro lado, a segunda espectral de (2.4) tem como primeira pagina

g
0 0 M®RQn
0 0 M ®r Qn-
0 0 M®RQ0

e portanto ;7 F colapsa no eixo ¢, cujo n-ésimo termo é Tor®(M, N) e dai o resultado.
Q.E.D.

Todos os resultados obtidos para sequéncias espectrais no primeiro quadrante valem,
pelo principio da dualidade, para sequéncias espectrais no terceiro quadrante, isto é,

sequéncias espectrais F tais que 'E,, = 0 se p > 0 ou ¢ > 0.
Corolario 2.4.5. Se M e N sao R-mddulos, entdo Ext}(M,N) ~ ext,(M, N).

Demonstracao. Sejam P, — M resolucao de projetiva e N — Z, resolucao injetiva. O

bicomplexo
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2. Sequéncias Espectrais 2.4. Aplicacoes para bicomplexos

Hom/(po, Io) Hom(pp_1, Io) —— Hom(py, Iy) — - -

HOm(po, ITL*l) T Hom(pnfb Infl) - HOm(pm Infl) —

Hom(po, I,,) e Hom(py_1,1,) — Hom(py, I,,) —— - -

jaz no terceiro quadrante. Veremos que ;F e ;7 F colapsam nos eixos coordenados e

portanto
%Ep,q ~ H,(Hom(P.,1,)) ~ ?lEp,q

para todos inteiros p e ¢ tais que p + ¢ = n.
Sendo P, resolucao projetiva e Z, resolucao injetiva, para todo inteiro m os funtores

Hom(pm, -) e Hom(_, I,,,) sao exatos e assim

Ho(Hom(pm, 7.)) 0, se n>0
n OM\Pm,Le)) =

P Hom(pm,N), se n=0

0, se n>0

H,(H Pn]m =
(Hom( ) {Hom(M,[m), se n=0.

A primeira pagina de ;E é composta por zeros, exceto possivelmente no semieixo

negativo p que é formado pelo complexo
HOm(pQ,N) _— —>H0m(pn_1, N) —>H0m(pn7 N) —_— ..

cuja n-ésima é Hom(d,, 1y). Sendo assim, a primeira espectral colapsa no eixo p cujos
objetos no semieixo negativo sao ext’h(M, N). Dai ext},(M,N) ~ H,(Hom(P.,ZL,)).
Da mesma forma calculamos a segunda pagina da segunda espectral e vemos que
esta colapsa no eixo ¢ cujos objetos no semieixo negativo sao Ext(M,N). Logo
Exti(M,N) ~ H,(Hom(P.,ZL.)). Q.E.D.
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Capitulo 3
Hiper-homologia

No capitulo 1 vimos como resolver objetos e calcular seus funtores derivados. Quando
tais objetos sao complexos de cadeia, seus funtores derivados sao definidos de forma
diferente (resolvemos complexos via resolugdes de Cartan-Eilenberg, mas veremos que
as nogoes coincidem quando tratamos de objetos na categoria inicial); tais funtores sao
denominados hiperfuntores derivados.

Na primeira se¢ao construimos o hiperfuntor e vemos algumas propriedades suas.
Na segunda conhecemos a sequéncia espectral de Grothendieck e encerramos com

aplicagoes.

3.1 Hiperfuntor Derivado

Definigao 3.1.1. Seja A uma categoria exata. Uma resolucdo de Cartan-FEilenberg de

um complexo Cq € uma resolugao

T 'Cm,o - ‘Cm—l,o Tt »Cl,o »CO,Q 0
de Cq tal que, para todo inteiro n, os complexos

e Zn(‘cm,o) - Zn(£m—l,o) i Zn(ﬁl,o) - Zn(/CO,o) — Oa

e Bn('cm,o) — Bn(‘cm—l,o) — T Bn(ﬁl,o) — Bn(‘CO o) —0

)

n(ﬁm,o> I Hn(£m—1,o) — T Hn(£1,o) I Hn(£0,o) —0

sao resolugoes de Z,(Cs), B,(Co) e Hy(C,), respectivamente, e, além disso, para todo

natural m, os complexos L, cindem.
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

Para simplificar a notagao, denotaremos os ciclos, bordos e homologias referentes
as diferenciais verticais de um bicomplexo por Z7, B! e H!; da mesma forma, os ci-
clos, bordos e homologias referentes as diferenciais horizontais de um bicomplexo serao
denotados por Z! Bl e HE.

Podemos ver uma resolucao de Cartan-Eilenberg como um bicomplexo

i Lm,n—l - Lm—l,n—l T Ll,n—l - LO,n—l Cn—1 0
Lm,l mel,l L1,1 LO,l 6] 0
Lo Li-1p Ly Lo, Co 0

cujas linhas sao todas exatas e tais que, ao aplicarmos os funtores ciclo, bordo e ho-
mologia nas colunas, obtemos outras linhas exatas e as colunas diferentes do complexo

Co sao complexos que cindem.

Observagao. Como os complexos na vertical de uma resolug¢ao de Cartan-FEilenberg
sao tais que suas sequéncias exatas fundamentais cindem, entdo funtores aditivos pre-
servam estas sequéncias e, consequentemente, comutam com a homologia vertical da
resolucao de Cartan-FEilenberg. Além disso, estas resolugdes sdao, por definicdo, bi-
complexos sob os primeiro e quarto quadrantes; portanto a primeira filtracdo da sua
totalizacao € limitada inferiormente. Se Co € positivo, entao Lo estd no primeiro

quadrante.

Quando L, , ¢ um objeto projetivo para todos inteiros m,n, por L., cindir nas
colunas temos que Z¥(Lye), B 1(Lime) € HY (L) também sdo projetivos. Neste

caso dizemos que L, é¢ uma resolucao projetiva de Cartan-Eilenberg.

Teorema 3.1.1. Se A € categoria abeliana com projetivos suficientes, entao todo com-

plexo Cy de A admite uma resolugao projetiva de Carta-Filenbery.
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

Demonstracao. Fixe inteiro n e considere as sequéncias exatas fundamentais de C,:
00— B, > %2, >H, >0e0— 2, > ¢ — B,1 - 0. Sejam B,, — B, ¢
H], — H, resolucoes projetivas; do lema da ferradura sabemos que existem resolugao
projetiva Z, , — Z, e sequéncia exata 0 — B, LN Zon AL H,, — 0. Novamente
pelo lema da ferradura, existem resolugoes projetivas P,, — ¢, € sequéncia exata
0— 70, 2% p,, 20 By 0.

Agora, para todo inteiro m, defina

dm,n im,n—1 ]m n—1
(¥ . ’ v ’ v ’
dm,n * Pmn Bm,n—l Zm,n—l Pmmn—1-

Note que d}, , ¢ uma diferencial:

d%@,n—l © d%@,n = (jm,nf2 o Z'm,an o Qm,nfl) o (jm,nfl o Z-m,nfl o Qm,n)

= <jm,n—2 o im,n—Q) o <Qm,n—1 o jm,n—l) o (imm—l o Qm,n) = 0.

Seja d . a diferencial de P, ,; vamos provar que (P, ., d",, d3,) é uma resolugio proje-
tiva de Cartan-Eilenberg. De fato, que P, o ¢ um bicomplexo segue da comutatividade

do diagrama

d'U

m,n

v v
pm7n Bm,n—l m,n—1 > pm,n—l

d;z,n] | | jd;z,n_l

v v
Pm—1n Bm—l,n—l Zm—l,n—l > Pm—1,n—1

R

d’U

m—1,n

onde as flechas verticais sao as diferenciais dos complexos em questao. Também temos
Zy(Pm,e) = ker(dy, ) 2= ker(qmn) = im(jmn) = Zy,nr Br(Pme) = im(dy, 1) = By,

m,n’

e H(Pme) =~ Hy, .. Q.E.D.

Definicao 3.1.2. Sejam foo € goo duas flechas entre os bicomplezos Coo € C, ,. Dize-

Mos que foo € homotopica a gee, € denotamos isto Por fee ~ oo, € existem familias
v

h shm,n , v Sm.n , )
So,o = {Cm,n ? Cm+1jn}m,n€Z € 8.,. = {Cm,n ” Cm7n+1}m,n€Z tais que

o v v v v th h h h
fm,n — Om,n = ( m,n+1 o Sm,n + Sm,n—l © dm,n) + (dm+1,n © Sm,n + Sm—l,n © dm,n)v

v h __h v th
m+1,n © Sm,n - Sm,nfl © dm,n € dm,nJr

v

v _ h
1© Sm,n - Smfl,n © dm,n‘

Cee €C, . sd0 ditos homotdpicos se existe flecha he o tal que fo oe0he s ~ ley, €heeOfo e~
le,.-
Suponha que A admite coprodutos enumeraveis. A defini¢ao acima implica que se

Joo ™~ Goo ent@0 T0tP(foe)e ~ To0tP(ges)s. De fato, se s, é a tnica flecha que faz o
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

diagrama
jk
m,n /
Crmun Tot®(Cl )kt1

o0
-k
lm’nl /

Tot®(Cee)k

comutar, onde jfnyn = z;,’fbfln o sﬁm + (—1)”‘@';'2;11 0 8, n» €ntao da propriedade universal

do coproduto verifica-se que s, é uma homotopia entre 70t (Ceq)e € Tot@(C;.)..

Proposigao 3.1.2. SeC, ELN C. é uma flecha entre compleros e Po o — Co € Pes =l
sao resolugoes projetivas de Cartan-Eilenberg, entao eziste flecha P f—”—) P que
estende fo, isto €, f, o€, = €, 0 fon para todo inteiro n. Além disso, se fo € go sG0

homotopicas, entao suas extensoes também o sao.

Demonstracao. Fixe um inteiro n. Do lema 1.4.6, se fo,, € Yo, estendem B,(f.) e
H.,(f.), sabemos que existe flecha a,,, que estende Z,(f,) e é tal que o diagrama com

linhas exatas

0——= B, (Peo) — Z3(Pes) —= H}(Pes) —=0

ﬁo,nl lac,n L'Y-,n

0——=B,(Peo) —= Z3(P..) —= H(P.,) —=0

comuta. O mesmo lema garante a existéncia de flecha f, ,, que estende f,, e o diagrama

com linhas exatas

0—s Zﬁ (’P.’.) Pe.n B:),n—l (IPO,°> —0

a’ﬂ"j Lf.,n lﬁc,nl

00— Zﬁ (P:,G) p,o,n Bf,n—l (Pi,o) —0

comuta.

Construimos f, que estende f, e comuta com as diferenciais horizontais; para
concluir a primeira parte da proposicao resta provar que f, o também comuta com as
diferenciais verticais. Isto segue diretamente da comutatividade dos diagramas acima

e do diagrama

v
dm,n

/\

Pmp — B;—)rz,n 1(73'7') - Zrzr)z,n—l(,PO,O) — Pm,n-1

fm,nl] lﬁm,n—l lamanl jfm,n—l

p;n,n - B;)n,nfl(Pi,o) —Z, (Pi,o) - =

/
\—ﬂl/,pmmfl

v
dm,n
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

Agora, se f, € go s20 homotopicas e s, ¢ uma homotopia entre estas flechas, para
cada inteiro n o teorema da Comparacao nos garante a existéncia de flechas s;,, entre
I : 'h v U h
Pen € P, y1 que estendem s,. Em particular temos d;, .1 0 sy, , = S, 1, 0 dy, -

Defina, para cada par de inteiros m,n,

)

_ uy v v v
km n = 9mmn + dm,n-t,-l © Sm,n + Sm,n—l © dm,n’

Vejamos que ko o estende f,:

i) kee ¢ flecha entre complexos: dados inteiros m, n temos

1h __ Jh th ) v th v v
dm,n © km,n =d" o Immn + dm,n © dm,n+1 © Sm,n + dm,nfl © Sm,nfl © dm,n
_ h I 1h v v h v
- gmfl,n © dm,n + dmfl,n+1 © dm,n+1 © Sm,n + Smfl,nfl o dm,nfl © dm,n
— h v v h v v h
= 9m—-1,n © dm,n + dm—l,n—H © sm—l,n © dm,n + Sm—l,n—l © dm—l,n © dm,n

_ h
- km—l,n o dm’n‘
e, de forma similar, verificamos que dlfé,n ©kmn = kmn_10 dfmn.
ii) ke estende f,: dado inteiro n temos

/ ! / /v v / v v
€n © kO,n =€, °90n + €p © dO,n+1 © SO,n + € © SO,n—l © dO,n

=goe, + dn+1 C€pt10 ng + Sp—10€p—10 d&n
:goen+dn+1OSnO‘En"i_Snflodnoen

— foen

Sendo assim, as flechas Z'(kes), B (keo) € H' (ko) estendem as flechas Z,(f,),
B, (f.) e Hy,(fs), respectivamente, e portanto podemos tomar homotopias entre

estas flechas e as flechas correspondentes as induzidas por f, .. Dai, tome homo-

topias s, e sl entre as flechas que estendem B, (f.) e Hy(f,), respectivamente,
e novamente o lema 1.4.6 garante a existéncia de homotopia S.Zm entre as flechas

que estendem Z,(f,) tal que o diagrama

0—— B} ,.(P..) Zn(Pes) ——=Hp, (Peo) ——0

B Z H
Sm,nl lsm,n Lsm,n

0— B:]n—i-l,n(,]):,o) —Z, +1,n(Pi,o) — H +1,n(P:,o) —0

m m

h

¢ comutativo. O mesmo lema nos garante a existéncia de homotopia s, entre
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

as flechas f,, e k., tal que o diagrama

0——=2 1 (Pee) Prn B n1(Pee) —0

Z h B
Sm,nl lsm,n lsm,n

v / / v /
0 Zerl,n(Pt,o) pm+1,n Berl,nfl(Po,o) 0
comuta. Provamos assim que

__ 1h h h h
fm,n - kmm - dm+1,n o Sm,n + Sm—l,n © dm,n?

ou seja,

- 7 v v v th h h h
fm,n — 9mn = ( m+1,n © Sm,n + Sm,n—l © dm,n) + (dm+1,n © Sm,n + Sm—l,n ° dm,n)

e, além disso, da comutatividade do diagrama

A
Pmn Bfn,n—l(P‘,O) Z:v}@,n—l(,])%') Pmn-1

h B zZ h
sm,nl lsm,nl Lsm,nl Lsm,nl

— B, 1,n71(7)i,.) — 7, +1,n71(7)£ ) e

i

/v
dm+1,n

/ /
perl,n pm+1,n71

temos o resultado.

Q.E.D.

Corolario 3.1.3. Duas resolugoes projetivas de Cartan-FEilenberg Peo ¢ Qoo de um
complexo sao homotdpicas. Além disso, se T : A — B € um funtor covariante aditivo
entre categorias abelianas com B admitindo coprodutos, entao Tot®(Ch(T)(Pes))e €
Tot®(Ch(T)(Qas))e sao homotopicas.

Demonstracao. Sejam P, f°—°> Qoo LA P.. flechas que estendem a identidade do

complexo no qual P, . € Q44 sao resolucoes projetivas de Cartan-Eilenberg; logo fee 0

Goo ~ 10, € goe0 foe ~ 1p,,. O resultado segue por T'e Tot? serem funtores. Q.E.D.

Defini¢ao 3.1.3 (Hiperfuntor). Sejam n um inteiro e T : A — B um funtor covari-
ante aditivo exato a direita entre categorias abelianas; suponha que A possui projetivos
suficientes e que B admite coprodutos enumerdveis. Se Cq € um complexo de A e P,

¢ uma resolugao de Cartan-Filenberg de C,o, defina
L, T(Cs) = H,(Tot®(Ch(T)(Pes))e)-
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

Se C, ELN C. € uma flecha entre complexos e P, o i°——> Q..o € uma flecha entre resolugoes

projetivas de Cartan-Filenberg que estende f,o, defina

LaT(fs) = Ho(Tot®(Ch(T)(fea))s)-
L, T serd chamado de n-ésimo hiperfuntor derivado a esquerda de T

Por definicao de L, T vé-se que este é um funtor covariante aditivo e o corolario
anterior garante sua boa definicao. Por dualidade construimos o n-ésimo hiperfuntor

derivado a direita de T'; o denotamos por R"T.

Observagao. Podemos considerar um objeto a da categoria A como um complexo

Qe @ " - 0 0 0 a 0 0

onde o objeto a estd na n-ésima posicao; assim L, T(a,) = L,T(a), pois podemos
estender uma resolucao projetiva de a a uma resolucao projetiva de Cartan-FEilenberg

de a, completando-a com zeros.

Teorema 3.1.4. Seja T : A — B um funtor covariante aditivo entre categorias abelia-
nas com A admitindo projetivos suficientes e B coprodutos enumerdveis, e seja Cq um
complexo de A. Se Poo € uma resolucao projetiva de Cartan-FEilenberg de C,, entao as

duas espectrais canonicas da totalizagao de Ch(T)(Pse) sio tais que
i) 1Epq = LyT(Hy(Co)) =p LypigT(Ca).

i) 3, E,, ~ Hy(L,T(Cs)) para todos inteiros p,q e, quando Co € positivo, esta espec-

tral converge para L, ,T(C,).

Demonstracao. Segue diretamente da primeira observagao, das filtragoes canonicas da

totalizacao serem exaustivas e do teorema da convergéncia. Q.E.D.

Corolario 3.1.5. Suponha T exato a direita.

i) SeC, o, C. € tal que H,(f,) € isomorfismo para todo inteiro n, entio L,T(Cs) =~

L,T(C.). Em particular, se Cq € exato, entdo L, T(Cs) = 0 para todo inteiro n.

ii) Se LyT(Cs) =0 para q # 0 e Cq € positivo, entao IL,T(Cs) ~ H,(T(cy)) para todo

mteiro n.

Demonstragao. i) Segue do fato de que a n-ésima homologia de uma extensao da

flecha f, estende H,(f,) e portanto é isomorfismo entre complexos.

ii) A hipétese nos diz que a segunda espectral colapsa no eixo ¢; logo L,T'(C.) ~
H,(LyT(C,)) ~ H,(T(cy)) para todo inteiro n.
Q.E.D.
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3. Hiper-homologia 3.1. Hiperfuntor Derivado

O teorema da sequéncia exata longa nos garante que, em Ch>o(.A), o funtor Hy é

exato a direita. Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 3.1.6. Seja T : A — B funtor covariante aditivo exato a direita entre cate-

gorias abelianas. Para todo complexo positivo Co temos L, T(Co) =~ L,(Hyo Ch(T))(C).

Demonstragao. Seja

Pm,o mel,o — 7)0,0

uma resolugao projetiva de C em Chso(A). Sabemos da observagao da proposigao

1.4.17 que Py, . cinde, é aciclico e é formado por objetos projetivos; assim

0, seqg>0

Hy o Ch(T)(Pso) = Ch(T) 0 H)(Pso) = { Hy o Ch(T)(Pa.), seq=0

Portanto a primeira espectral do bicomplexo C'h(T")(P,..) colapsa no eixo p e assim

L,(Hyo Ch(T))(Cs) = H;}(Hg o Ch(T)(Pss))
~ H,(Tot®(Ch(T)(P..))) (3.1)
~ H, 0 Ch(T)(Tot®(Ps.)).

Por outro lado, podemos ver C, como um bicomplexo C,. tal que Cpo = Co €

¢pq = 0 para p # 0. Assim temos flecha P, , f—"—> Cee, onde f,o = 0 para p # 0 ¢

Hh o, 0 ;.
fo. ¢ a argumentacdo, tal que H!(P..,) M H!C,4) ¢ isomorfismo (repare que

H{(Cun) ~ Cas) € portanto HUH](Pao) ~ HYH!(CoW)(~ Hy(C,)). O lema 2.2.1 nos
garante que H,(T0t®(Pss)e) =~ H,(Cs) e do teorema 3.1.4 temos

Lyt T(Co) =~ Lp-i—qT(TOt@ (Pere)e)- (3.2)

Para todo inteiro n, sendo Tot® (P, ), ¢ objeto projetivo, a segunda espectral de
um bicomplexo Ch(T)(Q...) colapsa no eixo ¢, onde Q, o é¢ uma resolugao projetiva de

Cartan-Eilenberg de Tot® (P, 4)e; assim temos
L,T(Tot®(Pss)e) = Hy(LoCh(T)(Tot®(Pase)y)) = Hyo Ch(T)(Tot®(Pes)s). (3.3)

O resultado segue de (3.1),(3.2) e (3.3). Q.E.D.

Corolario 3.1.7. Em Chso(A), o hiperfuntor derivado é funtor homoldgico universal.
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3. Hiper-homologia 3.2. Sequeéncia Espectral de Grothendieck

3.2 Sequéncia Espectral de Grothendieck

Definigao 3.2.1. Sejam A uma categoria abeliana com projetivos suficientes, B uma
categoria abeliana e T : A — B um funtor (covariante ou contravariante) aditivo. Um

objeto a de A € dito T-aciclico a esquerda se L,T(a) =0 para n > 0.

Exemplo 3.2.1. Seja M um R-mddulo. Médulos planos sao (M & _)-aciclicos d es-

querda e mddulos injetivos sao Hom(M, _)-aciclicos a direita.

A seguinte proposicao é uma aplicacao imediata da hiper-homologia; ela nos diz
que o funtor derivado a esquerda de um funtor exato a direita 1" pode ser calculado via
resolucoes formadas por objetos T-aciclicos a esquerda; em particular pode-se calcular

o Tor via resolugbes planas (verificamos isto no corolario 2.4.4).

Proposicao 3.2.1. Sejam T : A — B um funtor covariante aditivo exato a direita
entre categorias abelianas e a um objeto da categoria A. Se Co € uma resolucao de a
tal que ¢, € T-aciclico a esquerda, entao L,T(a) ~ H,(Ch(T)(C,)).

Demonstragdo. Do teorema 3.1.4 que ?E,, = L,T(H,(C,)) e 3,E,, = H,(L,T(C.)).

Além disso, como C, é uma resolugao formada por objetos T-aciclicos a esquerda temos

e =
0, seq#0 Hpa 0, se p # 0.

Portanto ambas espectrais colapsam e, novamente do teorema 3.1.4, concluimos que

2 _{ L,T(a), seq=0 ) {Hq(T(C.)L sep=0
1-pq —

L,T(a) =3E, 0~ 5;Eo, = H,(T(C,)).
Q.E.D.

Teorema 3.2.2 (Sequéncia Espectral de Grothendieck). Sejam A 5BLe
funtores covariantes aditivos exatos a direita entre categorias abelianas com projetivos
suficientes. Suponha que T € exato a direita e que S(p) € T-aciclico a esquerda para
todo objeto projetivo p em A. Temos assim que para todo objeto a em A existe uma

sequéncia espectral E no primeiro quadrante com
2Ezv,q = (LpyT)(LgS)(a) =p Lp+g(T 0 S)(a).

Esta espectral € dita sequéncia espectral de Grothendieck.

Demonstrac¢ao. Dado objeto a em A, tome resolucao projetiva Q, de a e dai considere

resolugao projetiva de Cartan-Eilenberg P, o de S(Q,). Logo

0, se m >0

LaT(S(g)) = { ToS(g,), sem=0
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3. Hiper-homologia 3.2. Sequeéncia Espectral de Grothendieck

para todo natural n. Logo a segunda pagina da segunda espectral da totalizacao de
Ch(T)(P..) ¢ dada por

L,(T o S)(a) 0 0 0
Loi(ToS)a) 0 0 - 0
Lo(T o S)(a) 0 0 0

e dai temos L, T(Ch(S)(Q,)) =~ L, (T o S)(a).

Por outro lado, sendo P, . resolucao projetiva de Cartan-Eilenberg, o complexo
HY(P.,) ¢ uma resolucao projetiva de H,(Ch(S5)(Q.)) = L,S(a). Da observacao do
inicio do capitulo 7" comuta com H" e portanto o objeto (p,q) da segunda pagina da
primeira espectral da totalizagao de Ch(T")(Pso) é (L,T)(LyS)(a). Pelo o que foi visto

anteriormente esta espectral também converge para L, ,(7" o S)(a). Q.E.D.

Observacao. Ao modificarmos as hipdteses do teorema anterior (substituindo projeti-
vos suficientes por injetivos suficientes e funtores covariantes por funtores contravari-
antes, por exemplo) obtemos resultados similares os quais envolvem funtores derivados

a direita.

Aplicaremos o teorema anterior para obtermos alguns resultados a respeito de mu-

danca de aneis, Tor e Fxt. Sejam R e S aneis.

Teorema 3.2.3. Sejam A um R-mddulo e B um (R, S)-bimddulo. Se A e B sao tais
que Tor! (A, B&gs P) = 0 para todo n > 1 quando P é S-mddulo projetivo, entdo existe

sequéncia espectral E no primeiro quadrante tal que

2Ep,q = Torf(A, Torf(B, C)) = Tor?

p+q<A ®r B, C)
para todo S-maodulo C.

Demonstracao. Considere os funtores

B®gs A®R-

S —Mod—2> R — Mod—= R — Mod.

A®pg _ é exato a direita e, por hipdtese, B®g P é (A®p _)-aciclico para todo S-médulo
projetivo P. O resultado segue do teorema da sequéncia espectral de Grothendieck e
de (A ®R B) ®502A®R (B ®5’ O) (VGI‘ [1, 3]) QED
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3. Hiper-homologia 3.2. Sequeéncia Espectral de Grothendieck

Corolario 3.2.4. Se B é S-modulo plano, entao
Tor3(A®g B,C) ~ Torf(A, By C)

para todo natural n e todo S-mddulo C.

Demonstragao. Seja Qo uma resolucao projetiva de C' e seja P, o uma resolucao pro-
jetiva de Cartan-Filenberg de B ®g Q.. Se () é um S-modulo projetivo, por B ser
S-médulo plano temos B ®g Q,, plano (ver [, 3]) e portanto Torf{(A, B ®s Q) = 0
para todo 7 > 1; assim A e B satisfazem as hipdteses do teorema anterior. Além disso,
por B ®g _ ser funtor exato, B ®g Q, € uma resolucao plana de B ®g C.

Calculemos a segunda espectral de A @ P, o:

g : : :
J ! J
TOT:E(A, B ®S Qn) s TOT’{%(A, B ®S Qn) A ®R (B ®S Qn)
} V }
TorB(A,B®sQn-1) -+ Torf(A,B®sQn-1) ARgr(B®sQn 1)
¥ ¥ ¥
J J J
Torl (A, B ®s Qo) e Tor{{(A, B ®s Qo) A®pr (B ®s Qo)

Visto que B ®g Q., temos Torf (A, B®s Q,) = 0 para todo i > 1 e n > 0. Daf temos

’E -
0 e 0 TorE(A, B ®s C)
0 e 0 Tor® (A, B®sC)
0 e 0 Torf(A, B®g C)
0 e 0 A®g (B®s ()
e, por 2E colapsar sob o eixo ¢, o resultado segue Q.E.D.
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3. Hiper-homologia 3.2. Sequeéncia Espectral de Grothendieck

Por dualidade ao teorema anterior e seu corolario, e considerando a férmula de

adjuncao entre tensor e hom (ver [2]), podemos enunciar os seguintes resultados:

Teorema 3.2.5. Sejam A S-médulo e B (R, S)-bimddulo. Se A e B satisfazem
Exti(A, Homg(B,E)) = 0 para todo n > 1 quando E é R-mddulo injetivo, entao

existe sequéncia espectral no terceiro quadrante tal que
Exty(A, Exty(B, C)) =, Baty (A ®s B,C)

para todo R-modulo C'.

Corolario 3.2.6. Se B ¢ projetivo como R-mddulo e como S-maodulo, entao
Exti(A, Homgr(B,(C)) ~ Ezth(A ®s B, C)

para todo natural n e todo R-mddulo C.

Teorema 3.2.7. Dado homomorfismo de aneis R — S existe sequéncia espectral tal
que
s
Tory (Torl(A,S), B) =, Tor}

p+q

(A, B).

Demonstracao. Dado R-moédulo projetivo P, temos que P ®g S é S-mddulo projetivo

(ver [15]) e assim TorZ(P ®g S, B) = 0 para n > 1. Considerando a composigao
R— Mod 22§ — Mod 55 5 — Mod

o resultado segue do teorema da sequéncia espectral de Grothendieck. Q.E.D.
Corolario 3.2.8. Se S é R-mddulo plano, entdo Tor3 (A, B) ~ TorE(A, B).

Demonstracao. A prova é semelhante a prova do corolario 3.2.4. Q.E.D.
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Apeéendice A
Diagrama da Serpente

Teorema A.0.1. Sejam A uma categoria abeliana. Se

¢ um diagrama comutativo com linhas exatas, entao existe sequéncia exata

/

ker(f) —2> ker(g) —= ker(h) ~2= coker(f) — coker(g) 4 coker(h)

onde uy, vy, u] e v) sao flechas induzidas por u,v,u’,v', respectivamente.

Demonstracao. Construiremos um diagrama, cujas flechas sao todas as canonicas, com

a seguinte forma:

ker(f) ker(g)——=ker(h)

1 ] k >
p

C = ) - 0

f 9 h
J O / - b/ - /

P q r
\—>coker(f)Tcoker(g)TCOker(h)

Como gouoi=1u"o foi=0,uoi se fatora unicamente por j; seja u; a flecha tal
ue w07 = jowu;. De forma andloga construimos v; e, por dualidade, construimos u/
) ) 1

/
e v;.

i) Construgdo de §. A partir do diagrama anterior construiremos um diagrama
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A. Diagrama da Serpente

ii)

da forma

vy s d la - 7 lk
€, -
Vi s
0 zm(u)/ l 5b// - c 0
0| R | (A1)
4 7
0 a — b - d
}L v
P s
y
coker(f)

cujas linhas sao exatas, os quadrados comutam, v’ o { = goa,{ou=60o~y e
po& = dof. Asflechas a < v~ !(ker(h)) 5 ker(h) é o pullback de b = ¢ & ker(h)
e, por A ser abeliana,  é epimorfismo; garantimos assim a exatidao da primeira
linha de (A.1) e a existéncia de 7. De v'ogol = howvol =0, temos a existéncia
de . Dev'ogoa=hokof3=0, go«a se fatora por u; dai a existéncia de £ e

wWol=goa Devofopu=goaou=uobfo~temos {opu=~0o-.

Se u = lou é a fatoracao de u por sua imagem, entao u'ofou = golou = uog =
u o f e portanto f = 6 o u. Sendo u epimorfismo temos im (£ o pu) = im(6 o) C
im(0) = im(f); logo (po&)ou=po(§ou)=0,jique o nicleo de p é a imagem
de f. Assim p o ¢ se fatora unicamente pelo contcleo 5 de u; dai a existéncia de

J.

Exatid&o em ker(h). Como ko wv; = v o j, existe unica flecha n tal que os
triangulos
ker(g) ——— ker(h)

I~

b<——v"!(ker(h))
comutam. Note que v o on=goaon=goj=0eassimon=0. Logo
dovy=0dofon=pofon=0,ouseja, im(vy) C ker(d).
Escreva d = v~ (ker(h)) Xker(n) ker(d) e seja A o niicleo de 6. Do pullback de A e
B

d—2" - ker(d)

| )

vt (ker(h)) e ker(h)

temos que pOfOX = (50ﬁo/): =dodof=0e B é epimorfismo. Dal existe tinica
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A. Diagrama da Serpente

iii)

flecha v tal que

comuta, onde i é a imagem de f. Seja f = 1o f a fatoracao de f por sua imagem.

Considere o pullback de J?e v

d Xim(f) aﬁ—>a

7 lf

d———1im(f)

Por A ser abeliana temos que f é epimorfismo; além disso,

~ ~ o~

goao/):of:u’ogo)\of:ulo/i\ol/of:u’o/i\ofo/z/\:u’ofol/)

I
<
O
S
O
Y,

logo existe tnica flecha ( tal que

aoXo f—uoD
aQ ——

comuta. Assim

~ ~ ~ ~ ~

kovloC:UojoC:Uo(ao)\of—uol/j\):voao/):of:kjoﬁo)\of

e portanto vio0( = ﬂoXof: /\oﬁof, Sendo A monomorfismo e B\ofepimorﬁsmo,

temos ker(d) = im(vy o ¢) C im(vq).

Exatid&o em coker(f). DeujodoffS=ujopol =qgouyo=gogoa=0e

por [ ser epimorfismo temos u} o § = 0, ou seja im(J) C ker(u}).

Escreva d’ = ker(u}) Xcoker(f) @' € considere o pullback de p e o nticleo uy de u}

d—a

ker(u ) —-> coker(f)

Dai uf, ¢ monomorfismo, p’ é epimorfismo e gou' ouly = ujopouy = ujousop’ =0,

107



A. Diagrama da Serpente

ou seja, existe unica flecha ¢ tal que

comuta. Seja g = 30 g a fatoracao de g pela sua imagem e considere o pullback

entre g e ¢

d' Ximg) b——b

yl l@

~

Assimﬁéepimorﬁsmoeu’ouéofq’:jogpo@':}o’g\o{é:go@; logo
hovog=1vogog=1vou ouyog=0,
isto é, existe unica flecha v tal que

d Xim(g) b$—>

il

ker(h) ———

comuta e, consequentemente, existe tinica flecha v tal que os triangulos

d' X im(g) b ————>b

%\JATQ

ker(h) <—5v*1(ker(h))

comutam. Dai
W ouyoG=goF=goaod=uofod
e, sendo v’ monomorfismo, temos u}, o g = £ o 1h. Segue que

Jop=60Bop=pofoyy=pouyog=uyop oj.

Como uy é monomorfismo e p’ o g é epimorfismo, temos ker(u)) = im(d o)) C
im(0).

iv) Exatid&o em ker(g). sendo k monomorfismo e de kowv;ou; = vouoi =0 temos

v1 ouy = 0, ou seja, im(uy) C ker(vy).
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A. Diagrama da Serpente

Seja ker(v;) 2 ker(g) o niicleo de v;; temos que v o jo vy = ko vy o vy = 0, isto

é, existe unica flecha u tal que

ker(vl)j& b

|

comuta. Escreva d = a X im(u) ker(vy) e tome o pullback entre u e u

Como ¢’ é monomorfismo, de
wWofow=gouow=golollow=golouot=gojovyot=0
temos f ow = 0. Logo existe tnica flecha w tal que

d—"—a

comuta. Dai
jovgot=louot=louow=uo0iow=jou 0w

e, por j ser monomorfismo, v,0t = ujow. De vy ser monomorfismo e ¢ epimorfismo

temos ker(vy) = im(uy o @) C im(uy).
v) Exatid&o em coker(g). Segue por dualidade e do item anterior.

Q.E.D.
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Apendice B
Lema dos 5

Teorema B.0.1 (Lema dos 5). Numa categoria abeliana A considere o diagrama co-

mutativo com linhas exatas

Se f € epimorfismo, | é monomorfismo e g e k sao isomorfismos, entao h é isomorfismo.

Demonstracao. O resultado segue diretamente da préxima afirmacgao e sua dual:

Afirmacgao. Considere sequinte diagrama comutativo com linhas exatas

a——=b——>c—=d
R T
a’ 74 c d

Se f é epimorfismo, g monomorfismo e k monomorfismo, entao h é monomorfismo.

Prova da afirmacao. Seja i o nucleo de h. De
0=w'o(hoi)=(woh)oi=(kow)oi=ko(woi)
temos w o ¢ = 0, ou seja, existe tnica flecha tal que o diagrama

ker(h) ¢

| A&

im(v)
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B. Lema dos 5

comuta. Considere o pullback das flechas [ e v:

Por v ser epimorfismo, o também o é. Além disso,

0 =(hoi)oa=ho(ioa)=ho(jol)oa
= (hoj)o(loa)=(hoj)o(vof)=ho(jov)of
= (hov)of=(Wog)of=0v0o(gof),

isto é, existe unica flecha ~ tal que

gopB

comuta. Seja

£

71\’of

o pullback entre ~ e u o f. Temos que & é epimorfismo e

(gop)o¢ =(770'1)052770(706)ZUO(@OfOC)
=(nou)ofol=(uof)o¢=(gou)o(
=go(uo(),

logo fo& =wuo(. Dai
io(aof) =(jol)o(@of)=jo(loa)of=jo(Uop)og
=(Jov)o(fof)=vo(fof)=vo(uc()
— (wou)o( =0
e, por a o £ ser epimorfismo, concluimos que 7 = 0.

Q.E.D.
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