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Resumo

Nosso objetivo principal nesta dissertacao é melhorar a desigualdade de Trudinger-Moser,

mostrando que se 0 < o < A\;(2), entdo

Co(Q2) = sup /64”“2(1+°‘||“”%)d$ < 00,
ueHL(Q) JQ
[Vaull2=1

onde  C R? ¢ um dominio limitado e suave e A\;() é o primeiro autovalor do laplaciano com

condi¢ao de Dirichlet na fronteira. Para isto, usaremos um argumento conhecido como Analise de

blow-up.

Palavras-chave: Desigualdade do tipo Trundinger-Moser, Anélise de blow-up, Problema Eliptico,
Teorema de Lioville, Espacos de Sobolev, Espacos de Orlicz, Funcao de Green, Crescimento Critico

Uniforme.



Abstract

Our goal in this dissertation is improve the Trudinger-Moser inequality, showing that if 0 <
a < A\i(92), then
Co(Q) = sup /64““2(”0‘”“”%)d$ < 00,
Q

uweHL(Q)
[Vaull2=1

where 1 C R? is a smooth bounded domain and A;(f2) is the first eigenvalue of the Laplacian
operator with Dirichlet boundary condition. To do this, we will use an argument knowledge as

blow-up analysis.

Keywords: Trundinger-Moser inequality, blow-up analysis, PDE, Lioville Theorem, Sobolev spa-

ces, Orlicz spaces, Green function, uniform critical growth.
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Introducao

Seja 2 C R? um dominio limitado e suave. A desigualdade de Trundiger-Moser (ver [13] e

[14]) nos garante que se u € H}(£2), entao
/ e’ dr < +00 para todo a > 0. (1)
Q

Além disso, para todo € > 0 tem-se

l(e) = sup /6(4”_8)“2dx < +o0. (2)
weHL(Q) JQ
[Vull2=1

Por outro lado, para qualquer p > 4, existe uma sequéncia (u,) de fungoes em H}(Q) com

|Vuy,|l2 =1 tal que

/ ePndr — +00 quando n — +oo.
Q

Em [12, Teorema 1.6], P.-L. Lions obteve o seguinte melhoramento da desigualdade de Trudinger-

Moser:

Lema 0.1. Seja (u,) uma sequéncia de fun¢oes em Hy(2) com |[|[Vu,l|lo = 1, tal que u, — ug £ 0

fracamente em H(Q), entdo para qualquer p < 1_”V+0”2
2
lim sup/ P dr < 0. (3)
n—oo (9]

Uma pergunta natural é se existe o > 0 tal que

CL(Q) = sup / et (Lralluld) gy (4)
weHL(Q) JQ
[Vull2=1
seja finito? Nesse trabalho, iremos estudar C,,(2) para a € [0, 4+00). Se o = 0 temos (2)), ou seja,
Baseado no artigo de Adimurthi-Druet [I], o nosso principal objetivo deste trabalho é provar

o seguinte resultado:



Teorema 1. Seja Q C R? um dominio limitado e suave e \{(Q) = Ay > 0 o primeiro autovalor

do laplaciano com condicao de Dirichlet em ). Entao,
(1) Co(2) = 400 para o > Ay.
(2) Co(2) < 400 para 0 < a < Ag.

A prova do item (1) do teorema acima serd baseada no célculo de fungoes testes, construidas
a partir das funcoes de Moser e faremos isso na primeira secao do Capitulo 2. Na segunda secao
do Capitulo 2, iremos provar o segundo item do Teorema 1. Isto serd feito via Analise de blow-up
e para isso usaremos um resultado auxiliar que sera provado no Capitulo 3 deste trabalho.

Para enunciar este resultado auxiliar iremos precisar da seguinte defini¢ao:

Definicao 0.1. Sejae > 0 e h. : R — R fungées de classe C' e defina f-(t) = he(t)e? para algum
b > 0. Dizemos que (f.) é uma sequéncia de fungoes com crescimento critico uniforme, se

as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(1) fo(0) =0, f.(t) >0 e f(t) = —f-(—t) para todo € > 0 e para todo t > 0.

(2) (f.) € uniformemente limitada em C}. _(R).

)

(3) fi(t) > ng(t) para todo € > 0 e para todo t > 0.

(4) Ezxistem M >0 e o € [0,1) tal que para todo € > 0
Fe < M(1+ fe()t7), Vt>0,

onde .
F.(t) = / fe(s)ds,
0
¢ uma primitiva de f..

/!
TLAU)
t—-+oo the(t)

(5)

= 0 uniformemente em ¢.

Exemplo 0.1. Se h.(t) = .t com . — 4w, entao claramente a sequéncia de fungoes (f.) definida
por:
fo(t) = ho(t)e?, b>0

¢ uma sequéncia de fungoes com crescimento critico uniforme.
Agora vamos enunciar o nosso resultado auxiliar que sera fundamental na Anélise de blow-up.
Teorema 2. Seja 2 C R? um dominio limitado e suave. Seja (f.) uma sequéncia de fungées com

crescimento critico uniforme. Suponha que 0 < o < A\1(Q2) e seja (o) uma sequéncia tal que

X1



a. — «a. Seja também (\.) uma sequéncia positiva de nimeros

satisfazendo:
—Av. — v = Ao fe(ve) em

v, >0 em

v, =0 sobre
e

lim sup J.(v.) < 2,

e—0 b

onde

reais tal que A. — 0. Seja (v.)

QO
Q,
99,

1 e
J.(v) = 5/9\Vv|2d:c—%/Qv2d:c—>\€/QF€(v)dx.

Se x. ¢ um ponto onde v. atinge o mdximo, entdo a menos de subsequéncia, vale as sequintes

propriedades:
4

. _ : 2 _ 2
(1) lim o]l = 0 e lim | Ve.]}3 = =~

(2) limv.(z.) = +o0.

e—0

(3) temos que

. 1 b
ll_I}é Ve(xe) (Ve (e + 0:) — vo(e)) = ~% In (1 +7

onde
02 = v.(2.)Av. ().

(4) existe C > 0 tal que para € > 0 suficientemente pequeno

C

|ze — |

v(z.)v.(e) < Cln <

xii

loc

]x\z) em C}

>, Ve e Q\ {z.}.

(R?),

(5)



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados que iremos precisar no decorrer deste traba-
lho. Aqui iremos assumir conhecimentos das principais defini¢oes e resultados da Anélise Funcional

Linear, dos espagos LP(€2). No que segue, 2 sempre denotard um dominio limitado e suave em R?.

1.1 Autovalores do laplaciano

Teorema 1.1. Eziste uma base Hilbertiana (¢,) de L*()) e uma sequéncia (X\,) de nimeros reais

com A\, >0 e N\, — +00 tal que

on € HY(@) N C%(9), ()
—Ap, = A\, em Q. (1.2)

Para cada n, A\, € chamado de autovalor do laplaciano —A com condi¢ao de Dirichlet na fronteira

e pn € chamada de autofuncao associada ao autovalor \,.

Demonstragdo. Dada uma f € L*(Q) sabemos do Teorema da Representagio de Riesz que existe

uma tnica u = Tf € H}(Q) tal que
/QVquodiz/Qfgadx, Y € Hi(Q). (1.3)
Tomando ¢ = u em temos que ||Vull3 < [|f[l2llull2 < C|lf2[[Vull2, logo
1T = [[Vullz < Cllfll2,

o que mostra que o operador T' ¢é limitado. Além disso, como a imersdo de H}(2) em L%*(Q) é
compacta, podemos ver nosso operador 7' como um operador de L?(2) em L?*(Q) formado pela

composicao de um operador limitado com um operador compacto, logo T' é compacto. Além disso,
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T é autoadjunto, pois de (1.3]) temos que

/Q(Tf)gd:v:/ggudx:/QVTgVudac:/QVuVngx:/Qf(Tg)dx.

Portanto pelo Teorema Spectral [3, Teorema 6.11], L*(2) admite uma base hilbertiana (p,) de

autovetores de 7' com seus respectivos autoavalores (u,,). Note que

Auvv=nvwzzo (1.4)

Se T'f =0, entdo u = 0 e por (1.3)), f =0, logo N(T') = {0}. Tomando f = ¢, temos que p, > 0.
Além disso, u, — 0 [3, Teorema 6.8]. Escrevendo Ty, = jt,n, Obtemos que

onde A\, = ,U«Ln Se Q for regular entdo por regularidade [3, Remark 25] temos que ¢, € C®(Q). O
Uma caracterizagao do primeiro autovalor A;(€2) que vamos usar bastante é a seguinte:

Proposicao 1.1.

IVUlE i vul2 | w e BAQ), full = 1}. L5
uegé&ém |ull3

)\1(9) =

Demonstragao. Pelo Teorema [I.1] temos que

IVerll3 = Aellerlls = Ax, (1.6)

(Pr, 05) 1) = Me(ons 95) L2 = 0, (1.7)

para k,l=1,2,... k #1. Como (¢;) ¢ uma base ortonormal de L*(2), se u € H}(Q) e |lul]z = 1,

podemos escrever

k=1

onde di = (u, r)r2() €

S & = lul} = 1. (1.9)
k=1
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Além disso, de |) e |) temos que { ok } também serd uma base de H}(€2). Consequentemente

Ak

= Z Fok A2’
k=1 k

onde pp = <u,/\f—’“2> , de 1) temos que up = dk)\,lf, e portanto a série 1} também
ko HG(9Q)
converge em H{ (), concluindo de (1.6) e de ([1.8)) que

IVull3 =) " dide > A por (T9).

k=1

Como a igualdade vale para u = ¢, entao obtemos a equagao ([1.5]). ]

1.2 Forma Alternativa do Lema de Lions

Note que para usar o Lema de Lions enunciado na introducao deste trabalho, precisamos

ter p < 7, € para isso, ||V ug||2 precisa ser diferente de 1. Mas o que acontece se || Vug||a = 17
2

S S
1—||Vuo|
Para responder a essa pergunta, vamos primeiramente enunciar e demonstrar a seguinte reciproca

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue em H; ().

Proposigao 1.2. Seja (u,) uma sequéncia em H} () fortemente convergente. Entdo existe uma
subsequéncia (uy,,) de (u,) e h € HJ(Q) tal que |u,, (x)| < h(z) quase sempre em Q, para todo
k>1.

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia em H}(Q) tal que u,, — v em H{(f2), em particular (u,) é

uma sequéncia de Cauchy em H{(€2). Vamos entéo escolher ny tal que |V, —Vu, || < 5, Vm,n >

ni, depois escolheremos ny > nq, tal que [|[Vu, — Vu,|2 < 2%, Vm,n > ny. Consequentemente

obtemos uma subsequéncia (u,, ) que denotaremos por (uy) tal que
1

Seja

gn(z) = Z |ug+1 — ugl,
k=1
entao segue que g, € H} () e que

Logo pelo Teorema da Convergéncia monétona, g, — ¢ quase sempre em () para alguma g €
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L*(Q), além disso pelo Teorema da Convergéncia dominada, temos que ||g, — g|la — 0. Por
essa convergéncia e por |Vg,| ser limitado em L?*(2), concluimos que g € H*(Q) [[3], pg: 264,
Observagao 4] como g, € H} () para todo n, temos que g € Hj (). Agora paral > k > 2, temos

que
w (@) = up(2)] < Jw(z) —wa (@) + ..+ |uea (@) — wez| < g1 (2) — ge(2) < g (@),
fazendo | — oo, obtemos para qualquer k£ > 2 que
u(x) — ur(z)| < g(x),
quase sempre em §2. Portanto
ur(@)| < g(x) + |u(@)| € Hy(Q),

tomando h(z) = g(z) + |u(z)| concluimos o desejado. O
Como consequéncia, temos a seguinte forma para o Lema de Lions:

Corolario 1.1. Seja Q C R? um dominio limitado e (u,) uma sequéncia de fungoes em HE(Q)

com ||Vuy,|s = 1, tal que u, — ug fracamente em H}(Q) e |[Vugllz = 1. Entao para qualquer

p < o9,
. 2
hrnsup/ e™Un dy < o0. (1.11)
n—o0 9]
Demonstra¢ao. Como ||Vu,|l2 = 1 = [|[Vug||2, temos que u,, converge para ug em norma e u,, — ug

fraco em H{(Q), entdo u, — ug forte em H}(Q2). Pela Proposigao [1.2] existe h € HJ(S2) tal que,
a menos de subsequéncia, u,(x) < h(x) quase sempre em (2. Portanto, pela desigualdade de

Trudinger-Moser (1)) temos

. 2 2
hmsup/e“p“”dx §/64”ph < 00,
Q Q

n—o0

como queriamos demonstrar. O

1.3 Um Resultado de Convergéncia em L!(()

Um outro resultado de convergéncia que sera ttil no decorre deste trabalho é o seguinte lema
devido a Djairo-Ruf-Miyagaki [6].

Lema 1.1. Seja (u,) C L*(Q) uma sequéncia de fungoes tal que u, — u em L' (). Se f(z,u,(x))
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e f(z,u(x)) sio funcoes em L'(Q) tais que

[ @) < . (112
Entao, a menos de subsequéncia
flz,u,) = f(z,u) em LYQ).

Demonstragio. E suficiente mostrar que Jo lf (@, up(@))|de — [, ] f (2, u(x))|dz. Como f(z,u(x)) €
LY(©), dado & > 0 existe 6 > 0 tal que

/A\f(x,u(x)ﬂdx <e sel|A| <9, (1.13)

para todo subconjunto mensuravel A de 0, onde |A| denota a medida de Lebesgue de A. Além

disso, como u € L'(Q), podemos escolher M; > 0 tal que
Hx € Q: |u(z)] > My} <. (1.14)

Tomando M = max{M;,C/e}, podemos escrever

K}mu%@»mpiéu@w@»w:hm+hm+hm (1.15)

onde

L, — / 1 (y un())|de,
{zeQ:|un(z)|>M}

L, — /{zemww}f‘(””“”(”“””‘d”_ / \f (@, u()|dz,

{zeQ:|u(z)|<M}
by = F e u(a))da.
{zeQ:|u(z)|>M}

Agora vamos estimar I ,, Io, e I3,. Por (1.12), temos

L — / (@, (@)
{ze€Q:|un(z)|>M}

_ / [ 1 (2, @)l €
{zeQ:|un(z)|>M} M

||

Por outro lado, por ((1.13)) e (1.14]), temos

hm:/‘ z, u(x))|dz < e.
{zeQ:|u(z)|>M}
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Agora vamos mostrar que a menos de subsequéncia, o, — 0 quando n — oo. De fato, desde
que u, — u em L'(Q), temos que a menos de subsequéncia u,(x) — u(x) quase sempre em €,

portanto

gn(x) = [f(xa un(w))X{ermn(x)KM}] - [f(x’ u($))X{x€Q\u(x)|<M}] — 07

quase sempre em Q. Além disso |g,(z)| < | f(x,u(z))| se |u,(z)| > M e |g.(x)| < Cr+|f(z,u(x))],
se |u,(z)| < M, onde Cy = sup{|f(z,t)| : x € Q, |t| < M}. Portanto pelo Teorema de convergéncia

dominada de Lebesgue, obtemos que I, — 0, concluindo que a menos de subsequéncia
[1(7%) + [2(71) + Ig(’fl) — 0,

o que completa a prova do lema. O

1.4 Imersoes de Sobolev, regularidade eliptica e funcao de

Green

Nessa segao, vamos enunciar algumas imersoes de Sobolev, Teoremas de regularidade e falar
um pouco da funcao de Green que iremos precisar no Capitulo 3 deste trabalho. Nao iremos

demonstra-las aqui pois suas demonstracoes sao técnicas e estao feitas nas referéncias citadas.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Morrey). Se N < p < 400, entdo existe uma constante C' =
C(N,p), tal que

[ullcon@myy < Cllullwir@ny,
para toda u € CHRY), onden =1 — %.
Demonstragao. Veja Teorema 4, paginas 266-268 em [8]. O]

Outro resultado que iremos usar com muita frequéncia é a seguinte generalizacao da desigual-
dade de Morrey.

Teorema 1.3. Seja Q C RN um dominio aberto e limitado com fronteira C*. Se u € WkP(Q)

com k > %, entdo u € C’k_[%]_l’"(ﬁ), onde
N N N L, S,
—+1—-— se — nao € um interro
n = p p p
qualquer inteiro positivo, se — € um nteiro.
p

Além disso, temos a sequinte estimativa

\IUIICk_[g]_I,n@ < Cllullwrs @,

6
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onde C' = C(k,p, N,n,Q) e [%] € o mator inteiro menor do que ou igual a %.
Demonstrag¢ao. Veja Teorema 6, paginas 270-271 em [§]. ]
Também iremos precisar da desigualdade Hanarck,

Teorema 1.4 (Desigualdade de Harnack). Se u € C*(Q) € harmonica, entdo para todo V CC ,
existe uma constante C' tal que
sgpu <C i%f u,
a constante C depende de ¢ e de V.
Demonstragao. Veja Teorema 5, pagina 334 em [§]. ]

Os dois principais Teoremas de regularidade que iremos usar sao os seguintes:

Teorema 1.5 (Teorema de Schauder). Seja Q@ C RY wum dominio limitado de classe C*21,
n € (0,1) e f € C*"(Q). Entdo existe uma tinica u € C*21(Q), tal que

—Au=f em §
u=20 sobre Of).

Além disso, temos a estimativa

lulloess < € (Iflor) -
Demonstragao. Veja Teorema 11.2, pagina 46 em [11]. ]

Teorema 1.6. Seja Q C RY um dominio limitado de classe C', f € LP(Q) com 1 < p < +o0.
Se u € W2P(Q) "W, P(Q) € tal que

—Au+cu=f em
u=20 sobre 02,

entao existe uma constante C' independente de f e de u tal que
[ullw2r) < Cllf |l Lre)-

Demonstra¢ao. Veja Teorema 11.3, pagina 46 em [11]. O

Para a anélise de blow-up que faremos no Capitulo 3, iremos precisar da funcao de Green para

o operador —A — a, onde a, > 0 é uma constante.
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Teorema 1.7 (Fungao de Green). Ezxiste uma tunica fungao real positiva G, definida em Q x '\

{(z,z), z € Q} que satisfaz para x € Q no sentido fraco:

—AGo (2,y) — Gy (T, y) = 04 em
Go.(z,y) =0 para y € OS2

onde 0, representa a massa de Dirac em x. Além disso, G, pode ser escrita na forma

Go.(z,y) = %ln < ) + Be(x,y),

|z -y

para alguma B. € CH(Q x Q).

Demonstragao. Veja Segao 2.2.2 em [§]. ]
A funcao . é chamda de parte regular da funcao de Green de —A — a.

Teorema 1.8 (Representacao). Se u satisfaz

—Au—oa.u=f em £
u=0 sobre  0X)

entao u tem a sequinte representagao:
uly) = | Gula)f(ule))da. (1.16)
Q

onde Ge(x) = Go.(y, ).

Demonstrac¢ao. Veja Segao 2.2.4 em [§]. ]

1.5 Classificacao de solucoes para o problema —Au = ¢

Na nossa analise de blow-up no Capitulo 3, iremos precisar de um teorema de classificacao

para o problema
—Au=¢" em R?

(1.17)
/ e'dxr < 4o00.
RQ
Se A > 0 e 2y € R? entao
322 )
Uxzo(z) =1In 02— o) reR (1.18)
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é uma familia de solugdes para o problema (|1.17]). Usando o método dos Moving Planes, em 1991,

Chen, W e Li, C. (J4], Teorema 1) provaram o seguinte teorema:

Teorema 1.9. Toda solugao de (1.17)) € radialmente simétrica e da forma de uy ., para algum
290 ER? e A > 0.

Como consequéncia temos o seguinte resultado que sera usado na anélise de blow-up.

Corolério 1.2. Seja ¢ > 0 e wy € C*(R?) uma solugdo ndo positiva do problema

—Awy = ce™  em R2
/ e dr < 400 (1.19)
RQ

Entdao wy € da forma
wo(z) = —2In (1 + %]:1:\2) z € R%

Demonstrag¢ao. Como ¢ > 0, existe a € R tal que ¢ = e®. Assim, o problema ([1.19)) é equivalente

a:
—A(wg +a) = e em R?

/ e dr < +oo
RQ

Fazendo h = wy + a, solucionar (1.19)) é equivalente a solucionar

—Ah=¢" em R?
/ eMdr < 400 (1.20)
]RQ

h(0) = a.

Pelo Teorema [1.9] existem zy € R? e A > 0 tais que

322
h =1 R2.
(@) “(<4+A2|x—xo|2>2)’ re

322
In
(4 4+ N2|z — x0]?)?

é uma funcao radial e estritamente decrescente e atinge o seu unico maximo em xzy. Por outro

Note que

lado, desde que wy(z) < 0 e h(x) = wo(x) + a, temos que h também atinge seu maximo em 0.

Logo, x¢y = 0. Portanto,
322
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1. Preliminares

Além disso,

o que implica que
N=_—=_, (1.22)

Portanto, de ([1.22)) juntamente com ([1.21]) obtemos que

w(z) = In <$) =In (@%) 2
=lIn(c) +1In (ﬁ)

:a_an(“%W)

=a—2In <1—|— E\x|2) .
8
Como h = wy + a, concluimos que
Ci2
wo(z) = —21n <1 + §]x| > ;

como queriamos demonstrar. O]
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Capitulo 2

Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Neste capitulo, vamos provar o Teorema [1| enunciado na introdugao. Mais precisamente, seja

a > 0 e definamos
Co(2) = sup / et (ralluld) gg. (2.1)
Q

ueHL(Q)
[Vul2=1
O nosso principal objetivo deste capitulo é provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja Q C R? um dominio limitado e suave e A\{(2) = A\ > 0 o primeiro autovalor

do laplaciano com condi¢cao de Dirichlet em ). Entdo:
(1) Ca(2) = +o0 para a = Ay;
(2) Cu(2) < 400 para 0 < a < Ay.

Vamos provar o item (1) e o item (2) nas Segoes [2.1] e respectivamente.

2.1 Prova do Teorema 2.1| (item (1)):

Nesta segao iremos apresentar a prova do item (1) do Teorema . Note que pelo teorema da

mudanca de varidveis, temos

4mu? (1+al|ul? 2 211,112
sup / e ( Il HL2(>\Q)>d’ZE = sup )\2/ 647ru (1+aX ||u||2)d$’
AQ Q

weHL(AQ) ueHL ()
Vull2=1 [Vull2=1

logo
Co (M) = XN2Chx2(92).

Analogamente, podemos mostrar que
)\2)\1()\9) = A1()

11



2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

para todo A > 0, assim podemos assumir sem perda de generalidade que 0 € Q e que B;(0) C Q.

Consideremos as fung¢oes de Moser u. (ver [13]) definidas por:

In(1), se 0 < |z| <e;

L_In(%), see<|z|<1;

0, se |z| > 1.

Lema 2.1. Para todo € > 0, temos que ||Vu.||3 = 1.

Demonstracao. Com efeito, pela definicao da u., temos

0, se 0 < |z| <e;
Ou(x) -1 .
o ar o, see<|z|<1;
n e
0, se |z| > 1.

Assim, para € < |z| < 1, obtemos

(S vy e )+ ()
N <27r><11n @) <|x| i \|>

- <2w><11n (2)) <|:c1|2) |

Logo,

1 1
_ :/ Vu2de — —/ —_da. 2.2
[Vuell = | Ve 2m)(In (1)) Jepai<r |22 +

Usando coordenadas polares, obtemos

1 1y |
—dx:27r/ —df = 27 [In(1) — In(e :27r1n(—),
/| 2P 7 In(1) — In(e) !

Entao, substituindo em (2.2)), temos que ||Vu.||3 = 1, como queriamos demonstrar. O

Seja ¢1 uma autofuncdo positiva associada a A; (€2) dada no Teoremal[l.1] Sabemos que ||¢1]]2 =
ey € C®(Q). Agora defina
Ve = Ue + tepr,

12



2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

onde t. > 0, satisfaz

1
Be = t. 1n(—)—>oo quando ¢ — 0
£

£

t24/1n (1) — 0 quando ¢ — 0.
€

Por exemplo, podemos tomar t. = ¢/In (é)

Lema 2.2. Temos as sequintes estimativas

V02 = 14 Mt + 208251 / orGdr + o(2871), (2.3)
Q
ool =2+ 26260 [ onGido + o(i25,), 2:4)
Q
onde
1 1
o (). s
0, se |z > 1.

Demonstragdo. Notando que |Vu|ls =1 e ||[Vr|[3 = M llp1]]2 = A1 temos

IV0cl2 = [ Vel + 2] Vg2 + 2t / Vi Voide
Q
=1 + /\115? + )\12t6 / Ua(pldl'.

Q

Para provar ({2.3)), é suficiente provar que

2t. / ucprdr = 2t2371 / 01Gdx + o(t2371). (2.5)
0 Q

13



2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Para isto note que

2t5/ usprdr = 2t
Q

—_
—_

g@ldIE‘i’

g~
N————

= 2t. |
1 / V2T n<
|<e

0 ||
1 1
In{ - |prde — — /
/0<x V <5> V2m 0<\x|<a n

m\»—t
C_\
Bl
N———

S
[y
s
]
v

+
)
ot
RS
5
3

Portanto,

2ta/u5g01dx:2t§/3€1/G(p1da:
Q Q

o (‘/12? /0<'l’<5 \/@%d:g Ve /o<|x<s n(d) (I ) ¢1dx) | .

/ /

De fato, note que

A — 2571 ln(gl;)
e =120 - gpldx - ) (2.7)
0<|z|<e 5 0<|z|<e 1 B:

ml»—t

Lembrando que . =t.4/In (%) e temos que

/ 1
E . 1 1
/ —pidr = / t— In (—) In (—) prdx
0<|z|<e 56 0< |z|<e te IS £

14



2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Mas ¢ € C®(Q) e portanto |¢1]|e < 00. Logo

/ ,/ln(-) 02 < [l / 1 (1)
T oo nl-
0<|z[<e teps IS o 0<|z|<e €

quando £ — 0, ja que pela regra de L’hospital:
In (1 —1 1
1) iy O oy T2y e,

e—0t == e—0t — 5 e—07T
€ €

me? = 0, (2.8)

dz = [|p1]loo

()

1
lim In (—) 2 = lim
e—0t £ e—0t

Observe agora que

/ e = [ (2 () e
= n|{— n|y— | eax
0<|z|<e l 0<|z|<e (m%) € ||
1
= / In (—) prdx.
0<|z|<e ||

golln(| |>XB€ <g011n(| |) c LYQ).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

1
lim In ( ) prdr = hm < ) 01X (0ydr = / lim In ( > ©1XB, (0)dxr = 0.
£20 Jo<|z|<e 7] |z 0 ||

Segue da igualdade acima, de (2.8]) e de (2.7 que

Q=

= o(t26:7), (2.9)

como haviamos afirmado.

Agora vamos provar (2.4]). Para isto, usando (2.5 temos

locl2 = el + Ello]2 + 2t / weprda
Q

T - / o1Gid + o(27) + a3
Q

Afirmamos que ||u.||3 = o(t25-1). Com efeito,

1
Jucll _ 1 / In(%) / 1 ')
_— = — S dx + dx 2.10
261 2 \ Jogja<e 126 e<laj<1 In(2) 12871 (2.10

15



2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Vamos analisar a primeira parte da soma em 2.10 Para isto, note que

In(L l In? In?(L
/ ;l(e)ldx 8 ln / - dr = = (8)7'(82. (2.11)
0<|z|<e teﬁs_ 0<\x|<5 0<|z|<e t. l) ﬂa

Usando a regra de L’hospital temos

1 In (% —1 _1
lim In (—) e = lim n(g) = lim 111(5) = lim T = lim e =
€

e—0t

Desde que . — oo, obtemos

2 (1
o <f)7r52 — 0. (2.12)

1 (2 1 1 tey/In(2)
/ 2( |1)da: = / T In? (—) —2dx
c<poj<1 In(1) 262 e<jzj<1 In(2) || t2

In 1 1
= / Adaz:—/ In? (—) dr — 0,
e<lal<t ¢,y /In(2) Pe Je<lal<t ]

pois B, — o0 e e<lel<1 In? (%) < C. A estimativa acima, e (2.12) implicam que
lucll3 = o(t25-71), (2.13)

o que completa a prova do lema. O]

Agora consideremos o funcional

A Y2 (1+a llve 13 )
2 2
J(ve) ::/e IVvelz Ivvellz /) dz.
Q

Lema 2.3. J(v.) — oo quando € — 0.

Demonstrac¢ao. Usando as estimativa obtidas no Lema [2.2] temos

1+«

vell3 C14a 12+ 26142 [ p1Gdx + o(t25.7) _ 1+a< X. +o(t287) >
| Ve I3 L+ M(82 + 2812 [, 01Gdz) + o(t28: 1) 14+ M+ o(t285h)
(2.14)

onde,
2+ 255175?/ p1Gdr = X,
Q
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Afirmamos que

X +o(t26-1) 2 1,2 2 -1 4
1 £ € =1 2 . 2.1
+a (1 AL+ o(2571) + atl + 2a8 1 /Q 01Gdx + o(t26.7) + O(t2) (2.15)

De fato,
251 251 _ 251
14+« ( XE + O(taﬁa )_1 > —14+a (Xe(l + )‘1X€ + O(taﬁa )) + XE XE(_11+ )\IXE + O(taﬂa )) + O(tgﬁa_l)>
14+ MX+o(t26:7) 1T+ MX +o(t26: )
2 251 25-1
s (IR o))
14+ MA + O(tg,@a )
Segue da definicao de X, que
! <1 d —0
uando & )
1+ M (2 + 26712 [, 1 Gda) + o(26-1) —
Além disso,
2
A2 =t 4 42812 / o1Gdx + 482t ( / golGd.I) :
Q Q
Portanto,
Als = O(th (2.16)
L+ M +o(t2871) 7 ‘
Xoo(t26) 25-1
£ t26- 2.17
1+ MA. + o(123-1) olt-5:7); (2.17)
o(t26.1) 2,5-1
= t 2.18
14+ MA. + o(t2571) oftz8:") ( )
X,
2 = O(th). 2.19
14+ MA + o(t2571) (te) (2.19)
De ([2.16) e (2.17) concluimos que
X, +o(t267") 2 0—1 4
1 Clat — 1+aX. +olt Ot
+a(1+A1Xa+o(th;1) ke Folthe) + Oft)
= 1+ at?+2ap; 2 / ©1Gdr + o(t2371) + O(t2),
Q
o que prova (2.15)). Isto juntamente com (2.14]) implica que
2
l+a HHV”ellﬁ2 =1+ at? + 2a8't? / 01Gdr + o(t281) + O(t2). (2.20)
Vell2 Q
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

De (2.3), (2.18) e (2.19) temos,

(1+a e 13 ) _ L+ad +o(t2f7) +O(f)
Ve |2 1+ MA. +o(2871)
1+ aX, + MAX — M A& +o(t2871) + O(th)
1+ MA&: + o(t2571)

(o = A A 24-1 4
1+ )\1X5 +O(tg/6€_1) + 0<t56€ >+ O<t€>

HVUEH%

= 1+

Assim, temos

loll3  _ (o — M)A (1 + M AL+ o(t2571))
<1 +0‘||we||g) = L+ MA +o(82671)
X[ = Ni) = (@ = M) (1 + M+ o(t2671))] 4
* L+ MA& +o(t26:7) o)
a — )\1)(—)\1/1)5 - O(tgﬁs_l))
L+ MA +o(t2871)

IVoe|[3

= 1+ (a— )X + X (< )+o(t§ﬁ51)+0(t§).

Usando (2.16)) e (2.17)), concluimos que

| e ) e
— (1+a — 14 (@ — M)A+ o(£2671) + O(th).
||we|ra( V.2 (o= A e+ oltz7) + O(F)

Portanto, para @ > Ay, temos que

1 . 1\2) o
— _(1+a > 14 o(t26.1) + O(th).
HWEH%( Vo2 (tepe”) + Otte)

Multiplicando esta expressao por 47v? em B(0, ) temos

2

o (e o (o (1) avamse: ) (-votezat) + o)

"IVl Vo2
=2In ( > + 4F/85901 +21In <€> o(t?ﬂgl) +21In (i) O(t?)
+ 4V2rBepro(t2B2 1) + 4V2mBap1 O(t2)
—2ln< ) + B-(4V2mp1 + 0(1)).

(2.21)
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

B2

Para justificar a tltima igualdade acima, observe que In (%) =75

Assim,

2In (L) o(£28:1)  o(t?) B2

B. - ﬁ?gzo(l)_)o
% - éf_gg()(t?) = 0(8)B. = O(1)23. = O(1)(t-p-)t. = 0
4\/%65?0(@;1) _ O(D;_? 50
4\/%%010@?) _ t‘;O(1; 0.

Desde que ¢; > 0 no interior de €2 e 5. — 400 por (2.21)) concluimos que

et (el o
IVel3 Ve |13

o que completa a prova do Lema. O
Prova do Teorema (item (1)):

Demonstracao. Definindo

Ve
We = ——
T Vel
temos ||Vw.|ls = 1. Assim (1) em Teorema [2.1] segue diretamente do Lema [2.3] O

2.2 Prova do Teorema 2.1] (item (2)):

Agora vamos provar o item (2) do Teoremal[2.1jcom o auxilio do Teoremal[2] A prova do Teorema

estd no préximo capitulo. Seja 2 C R? um dominio suave e seja 0 < o < \;. Provaremos que
Ca(R2) < 00, onde C,(Q) foi definido em ([2.1). Seja € > 0 e defina

C.= sup /64”(15)“2(”“"“'%)6133. (2.22)
weHi(2) JO
[Vull2=1

Para provar este item, vamos provar primeiramente alguns lemas técnicos.
Lema 2.4. lim C. = C,(9).
e—0

Demonstragdo. De fato, para € > 0 e u € H}(Q), tal que ||[Vul|z = 1, temos pela desigualdade de

dx) - (/9(1)2611;)5

Holder que

/ - (ralul?) g < (
Q

C 1 €|Q|€

Ar(1—e)u? (1+alul3) >
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

e portanto
limsup C. < C, ().

e—0

Por outro lado, para qualquer u € Cg°(€2), tal que ||[Vul|s = 1, temos

/647ru2(1+oc||u||§)d$:/e47ru2(1+0¢||u||§)(1+6—a)dl,
Q Q

2 2 N2 2
< sup etren(ralul) / pAr(1-)(14alull3) g,
Q Q

Desde que
sup 647r€u2(1—&—o<||u||%) 1
Q
temos
Co () < liminf C.,
e—0
0 que prova o Lema. ]

Proposigao 2.1. Para cada € > 0, C. € atingido, ou seja, existe u. € H}(Q) N CY(Q) tal que
IVala=1 e / pir-enE(tralucl) gy — (2.23)
Q
Demonstragdo. Com efeito, seja e > 0 e (u,) em H}(Q) tal que

. _ 2 2
HvunHQ =1 e lim €4Tr(1 E)u”(l—i_aHu"”z)d.ﬁ = CE.
n—-+o00 Q

Como (u,) ¢ limitada em H}(Q), temos a menos de subsequéncia que

Uy, — U fracamente em H ()
Uy —> Ue forte em L*(Q)
un(z) = us(zr)  quase sempre em ().

Logo

_ 2 2 _ 2 2
£, = et tallunl3) _y pan(-ed(italueld) = ¢ quase sempre em Q.

Afirmamos que f, — f. forte em L'(Q). De fato, se ||Vuc|2 < 1, iremos mostrar que (1 —¢)(1 +

allug|3) < m, para n suficientemente grande. Com efeito, desde que av < A(€2), temos pela
ella
Proposicao [I.1] que
1
(1 =) +allulz) < (1 —e) I+ Aflucl3) < (1 —e)(1 + | Vuellz) < = Ve (2.24)
ell2

jd que (1 —¢e)(14+a)(1—a)=(1—¢)(1 —a?) <1. Agora como (1 —¢&)(1+ a|u,|3) — (1 —&)(1+
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

al|luc||?), temos que para n suficientemente grande

1
1—a) 1+ al|u,|?) < ————.
(1= )1+ o) < T

Tomando ¢ suficientemente pequeno de modo que ¢(1 — €)(1 + alju,||3) < m temos pelo
cll2
Lema de Lions (0.1]) que

lim sup/ elmp—e)(tallunl)ui g « 400, V1< p<yg. (2.25)
n—00 QO
Se ||[Vu.|| = 1 conseguimos a limita¢ao acima pelo Corolério e portanto pelo Lema de Fatou

n—-+4o0o

/ fedr < lim inf/ fndx < +00,
Q Q

logo f. € L*(2). Além disso, se u € H}(Q) entdao u € LP(Q) para todo 1 < p < oo, portanto, por
(2.25) e pela Desigualdade de Holder, temos que

1 1
/ | founldz < || follgllunlly < € onde 5—1— — =1
Q

q

Concluindo pelo Lemma que f, — f. em L'(Q), e portanto

/ irli-ep(ralucl) gy — 0. = sup / A=y (L+allul) g, (2.26)
0 Q

ueHL(Q)
[Vull2=1

Notemos que podemos tomar u. > 0, pois a equagao ([2.26) vale também para |u.|. Além disso,

|Vuc||2 = 1. De fato, pela convergéncia fraca temos
|Vuc|l2 < liminf [|[Vuy,||s = 1.
n—oo

Se ||[Vu||3 < 1, teriamos

2 2
[Juell
2 2 4rr(1—g) —= (1+a 2 )
/ Ar(-eyu(Laluel) g / . e Tz g
Q Q

o que contradiz ([2.26]) e isto completa a prova. ]

Observagao 2.1. Note que a sequéncia u,, — u. na proposi¢cao anterior, de fato, converge forte
em H}(Q).

Pela Proposicao [2.1] os funcionais
Jo(u) = / etr(=e)(talullp)e g, (2.27)
Q
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

restritos ao vinculo

G = {u € Hy(Q); F(u) = |Vull; =1 =0},

atingem méaximo em u. # 0. Logo F'(u.) # 0 e, portanto, pelo Teorema dos Multiplicadores de

Lagrange, existem escalares k. tais que
J(us) -v=FkF'(u.)-v, Yve& Hy ).

Note que

J(u)-v= [ 4r(1 — g)etm-a0+eluld)v® (91 & oflul|2)uv + u22a wodx | | dz.
: Q 2 g
:Sﬂl—@O+an9/uwM@ﬂﬁww@ﬁm%
Q

+ 87(1—5)a/u264’r(15)(1+a“%)“2dx/uvd:c,
Q 0

portanto

2k;8/ Vu.Vodr = 87(1 —e)(1 + af|u|?) / ugvetm(=o)rallucDu g,
N . (2.28)

+ 8m(1 —5)04/uzeh(l_a)(lﬂx”“fHg)ugdx/uavdx.
Q Q

Fazendo v = u. e usando que ||Vul|3 = 1, obtemos

k
ke = 55/ |Vu|?de = 47(1 —e)(1+ af|u|3) / uletm-e)(rallucliB)uz g, 4
0 0

+an(1 — g)a/ WA= ralluc B2 g o, |2
Q

= 4n(l —¢) [(1 + af|u.l|3) / uze4ﬂ(17€)(l+a”u€H%)ugdx_i_
Q
+ allucf; / uZetm(i-e)(ralus Bu2 dz]
Q

= 47r(1—e)(1 + 2al|u.]|3) / uetm=e)(tallucli3)y 2 g
Q

Isolando k. em ([2.28)), obtemos no sentido fraco que

2
~Au, = dm(1 —e)(1 + aflucll3) etr(1=e) (hoalucl3uz,,

dm(1 —e)(1 + 2a|uc||3) [, uetm(1—e)(taluclB)ud gy
a

T A
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Portanto para e > 0, existe u. € H}(2) N C*(Q2) que satisfaz

—Au, = Bax\suaeﬂfug + o.u.,  em )
u. >0 em £,

u. = 0 sobre 0f2

|Vu|l2 =1, /eﬁsugdx = C.
Q

B = 4m(1—&)(1 + affuc]3) (2:29)
uaz/ugeﬁﬁugd:c
Q
\ = 1
T An(l = o) (1 + 20 ue]|3) pe
(6]
= —— < a < A (Q).
\ 1+ 20|uc2 18y

Nosso objetivo é mostrar que C, () < 400 para 0 < o < A;. Suponha por contradigdo que
Co(R2) = +00, entao pelo Lema
lim C, = +00. (2.30)
e—0

Com isso, temos os seguintes resultados.

Lema 2.5. lin(l) |ucll3 = 0. Em particular
e—

ll_l’)l[l) Be = 4, (2.31)
e

lima, = a. (2.32)

e—0

Demonstracao. De fato, desde que ||[Vu.||2 = 1, a menos de subsequéncia, temos que

Ue — U em Hy(Q)
Ue — Ug em L*(Q)
us(r) = up(xr)  quase sempre em €2,

para algum ug € H}(Q). Assim, para provarmos o Lema é suficiente provar que ug = 0. Por
contradigao, suponha que ug Z 0 e que || Vug||3 < 1. Como o < A; teremos pelo mesmo argumento
feito em ([2.24]) que

(1+ alluoll3) (1 = [ Vuoll3) < 1.
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Usando que lin(l) B. = 47 (1 + a||lugl|3), para e suficientemente pequeno temos
e—

1
p=(1-e)1+a|ul]}) < ——,
portanto pelo Lema de Lions (0. 1])
C. < sup/ Az +00, (2.33)
e—=0JQ

o que contradiz (2.30)). Analogamente, se ||Vugl|/2 = 1, pelo Coroldrio [1.1] também obtemos ([2.33))
e isto completa a prova do Lema. O

Lema 2.6. lim A\, = 0.
e—0

Demonstragao. Por (2.29)), é suficiente provar que p. — +o0, quando € — +oo. Para isto, note

Czs:/eﬁsqédx
Q
:/ eﬁsug +/ 655“2
ue <1 ue >1
S/ eﬁfug—l—/ugeﬁE“?dx
us<1 Q

< Q) + pe.

que

Desde que C. — +o00 e . — 4w, temos que p. — 400 quando € — 0, como queriamos demonstrar.
O

V. = \/%ug. (2.34)

Nosso objetivo agora é mostrar que v, satisfaz todas as hipéteses do Teorema [2l Para isto, note

Agora definamos

que pelo Lema a sequéncia de nimeros reais (a.) satisfaz
a: > a <A quando & — 0.
Por outro lado, a sequéncia de niimeros reais (\.) satisfaz
Ae >0 quando & — 0.

Resta mostrar que existe uma sequéncia de fungoes (f.) com crescimento critico uniforme tal

que (v.) satisfaz e @, que ¢é o que faremos a seguir:
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Lema 2.7. A sequéncia v. definida em (2.34) satisfaz:

—Av. — v = A fe(ve) em Q
ve >0 em Q,
ve =10 sobre 09,

com f-(t) = ho(t)e*™ e h.(t) = f.t.
Demonstragao. Por (2.29), u. satisfaz
—Au, = )\Eﬁgugeﬁsug +a.u.,  em

u. >0 em ()

u. = 0 sobre 0f)

Usando a defini¢ao v. obtemos o resultado desejado. O]

No proximo resultado, mostraremos que a sequencia de fungoes f. definida no Lema tem

crescimento critico uniforme.
Lema 2.8. A sequéncia de fungoes f. € C e satisfaz as condigoes (1) — (5) na Definicao |0. 1]
Demonstragao. Claramente f. é uma sequéncia de classe C*'. Considere b = 4.

(1) f6(0> = 0. = 0, fs(t) = ﬁete4ﬂt2 >0e _f(_t) = _66<_t)64ﬂ(_t)2 = 667564“2 - f(t) para
todo t > 0.

(2) fU(t) = B + 8w B.t%e*™ < C para todo t € [c, d).

(3) fi(t) = B.et 4 878124 > Bttt = fft(t) para todoe >0et > 0.

(4) Note que
t t
F(t)= [ fA(s)ds=p. 5% s,
(t /Of(S)s 6/ 5

Fazendo uma substituicdo r = 47s?, entao dr = 8msds, logo

4rt?
F.(t) De / e"dr
8T Jo

g—;(e“tQ —1).

Se 0 < t < 1 obtemos

85—5@4“2 — 1) < M(1+ Be"™) < M(1+ B.t0e'™),
Y
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Por outro lado, se t > 1 obtemos também que

B

2 2 to 2 2
< ('™ —1) < M(1+ B.e*™) < M(1+ 55t—e4“t ) < M(1+ B:.t7e"™),
m g

em todo caso,
t
F.(t) = / fe(s)ds < M(1+ ﬁgt"e‘mz),
0
para algum M >0e o € [0,1).

(5) tim LW gy B

t=too tho(t) 1o 28,

0,
Portanto (f.) é uma sequéncia de fungoes com crescimento critico uniforme e isto prova o lema. [

Outra propriedade importante que iremos precisar para usar o Teorema [2| é a seguinte:

T 1
<—:— d
b onae

Lema 2.9. limsup J.(v.) 5

e—0

1 e
J.(v) = 5/9\Vv|2dx—%/Qv2dx—>\€/QF€(v)dx.

Demonstracao. Como v, > 0 = A > 1, temos pelo Lema que

F.(v.) = /o E fe(s)ds = 5—;(647”’? —1)>0.

Além disso A e a. sao nao-negativos, logo

1 5 B
< — 2 e ¢ 2 e €
J(v.) < 2/£;|V’Ug‘ do = 5 7T/vau5| dv = 5,

mas (. — 4m, portanto limsup J.(v.) < =. O

e—0

Prova do Teorema (item (2)):

Demonstra¢ao. Suponha que (2.30) ocorre. Segue por (2.32)) e pelos Lemas 2.7, e que

(ve) satisfaz todas as hipéteses do Teorema . Se . € ) é o ponto onde v, atinge seu maximo,

In ¢
(’ms_m‘)

ja que In(|z|) € L*(B,(0)). Usando a defini¢ao de v. obtemos que

DN | —

pelo item (4) do Teorema [2| temos que

Ua(xa)HUa”Q S C < oo,

2

0 < u(x)||uella < C, Ve < e, (2.35)
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2. Desigualdade do tipo Trudinger-Moser

onde x. € §2 é o ponto onde u. atinge seu maximo. Assim

C = / QBeu? _ / A=) (1 alucl3uZ g .
Q Q

_ / 6471'(175)a||u5||gug€47r(1fs)ugd$
Q

IN

647r(1—5)au§(mg)||u5||§/e4w(1—s)u§dx
Q

§0/64W(1_8)u§d$.
Q

Pela desigualdade de Trudinger-Moser obtemos que C. é limitada, o que contradiz (2.30)).
Portanto a prova do item (2) no Teorema se reduz a prova do Teorema ]
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Capitulo 3
Analise de blow-up

Nosso objetivo nesse capitulo é apresentar a prova do Teorema Vamos dividir a demons-
tragao em alguns passo para facilitar a leitura. Vamos lembrar da definigao que precisaremos no

Teorema.

Definicao 3.1. Sejaec > 0 e h. : R — R fungées de classe C' e defina f-(t) = he(t)e?” para algum
b > 0. Dizemos que (f.) € uma sequéncia de fungoes com crescimento critico uniforme, se
as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(1) fo(0) =0, f-(t) >0 e f(t) = —f-(—t) para todo € > 0 e para todo t > 0.

(2) (f.) € uniformemente limitada em C}. (R).

(3) fi(t) > LD para todo e > 0 e para todo t > 0.

e t

(4) Ezxistem M >0 e o € [0,1) tal que para todo € > 0
Fe < M(1+ fe()t7), Vt>0,

onde .
F.(t) = / fe(s)ds,
0
¢ uma primitiva de f..

/!
i ()
t—-+oo the(t)

()

= 0 uniformemente em ¢.

Teorema 3.1. Seja Q C R? um dominio limitado e suave. Seja (f.) uma sequéncia de funcoes
com crescimento critico uniforme. Suponha que 0 < o < A\1(2) e seja (o) uma sequéncia

tal que ae — . Seja também (\.) uma sequéncia positiva de nimeros reais tal que \. — 0. Seja
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3. Analise de blow-up

(ve) satisfazendo:

—Av. — av. = A fe(ve) em Q
v > 0 em Q,
ve =0 sobre 0,
e
lim sup J.(v.) < 2,
c—0 b
onde

1 e
J(v) = —/ \Vv|2dx—a—/vzdx—)\S/Fg(v)dx.
2 Ja 2 Ja 0

(3.1)

(3.2)

Se x. € um ponto onde v, atinge o mdximo, entdo a menos de subsequéncia, valem as sequintes

propriedades:

47
. _ : 2 _ 2T
(1) lim loells = 0 e lim [[Voe|l; = =
(2) limwv,(z.) = +o0.

e—0

(3) Se

N

0. = (ve(z:)Ave () 2.
Entao

b

hr% Us(xs>(vs(x€ + 051') - Ue(xe)) = _1 In (1 + Z’:C‘z) em Clzoc(RQ)a
e—

(4) existe C' > 0 tal que para € > 0 suficientemente pequeno, vale

C

|$€—x|

ve(22)v-(z) < Cln ( > , Vre )\ {x.).

Primeiramente iremos apresentar a prova dos itens (1)-(3).

3.1 Prova dos itens (1)-(3)

A seguinte observacao sera utilizada com frequéncia na demonstracao.

Observacao 3.1. Se (f.) é uma sequéncia com crescimento critico uniforme entao (f.) é

uma sequéncia uniformemente limitada em Cj,.(R). De fato, pela Definigao [0.1] temos que (f.) é

uniformemente limitada em C},

temos

()] = [fe(t) = £00)] = | fe(w)]t < C.
Portanto, (f.) também é uniformemente limitada em Cj,.(R).

Vamos entao comecgar a demonstragao do Teorema |3.1
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3. Analise de blow-up

3.1.1 Prova do item (1)

Para provar o ponto (1) do Teorema 3.1}, precisamos mostrar que ||v:|ls = 0 e que || Vv, |3 — &

quando £ — 0. Vamos comecar provando a seguinte afirmacao:
Afirmagao 3.1. limsup,_, ||Vv.]]3 < +o.

Demonstragao. Por (3.2) temos que

4
Vel = acllocl < 5+ 22 [ Petoade +o(1)

Por outro lado, tomando v, na defini¢ao de solugao fraca de (3.1]) temos que

M / f-(veyvedz = V02 — acoe2

Assim

4
AE/ fe(ve)voda < il —1—2)\5/ F.(v.)dx,
Q b Q
Desde que (f.) tem crescimento critico uniforme, existem M > 0 e o € [0,1) tais que
E.(t) < M1+ f.(t)t°).

Logo
2/ F.(ve)dx < 2M|Q| + 2M/ fe(v)v?de.
Q Q

Usando que o € [0, 1), pela Observagao (3.1 temos

/fg(ve)vg < / fa(va)vgder/ fe(vo)vlde
Q ve<Co ve>Co
< C1+/ f-(vo)vldx
ve>Co

1
= Cl+/ fe(va)ﬂvadx
ve>Co v

€

< C1+Cg_1/f5(va)v€dx
Q

para todo C > 0. Escolhendo () suficientemente grande de modo que C35 1< ﬁ obtemos

/Qfs(vs)vg S Cl +ﬁ\/{;f€(vs)vsdx.
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3. Analise de blow-up

Isto jutamente com (3.5)) implica que
2M
2/ F.(vo)dx < 2M|Q| 4+ 2MCy + —/ fe(ve)vedx
0 4M Jq
1
=2M|Q| +2MC, + 5 / fe(vo)vede.
Q
Logo por (3.4) obtemos

/\3/ fe(ve)vedr < O(1) + A\2M Q| + N\.2MCh + % / fe(ve)vede,
Q Q

e portanto,

Ae
5 / fe(vo)vedr < O(1) + A\2M Q| + A.2MC;.
Q

Desde que A. — 0, obtemos

)\g/ngg(vg)vgdw = O(1).

Substituindo em ({3.3]), obtemos que
)\1 (65
Ve[l = O1) + acllv- |3 = O(1) + OéeA—lHUeH% <O(1) + )\—IHV%H%-

Portanto,

Qe
(1 - r) IVeli2 = 0(1),
1

como a. — ae o < \i(Q), temos que [|Vo.||3 = O(1), concluindo a Afirmagcio [3.1]

Como (v.) ¢ limitada em H}(f), passando para uma subsequéncia, temos que

v. = vy fraco em Hy(Q)

v. — vy forte em L*(Q).
Lema 3.1. Temos que vg = 0 e portanto lim._,q ||vc||2 = 0.

Demonstra¢ao. Primeiramente temos a seguinte afirmacgao

lim)\s/ fe(ve)dx = 0.
Q

e—0
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3. Analise de blow-up

De fato, por (3.6 temos que para C' > 0

Ae /Q fe(ve)dx = A. /v€<C fe(ve)dx + A, fe(ve)dx

ve>C

|
>

E/ fe(ve)do + A fE<UE)%dCL‘
v <C

ve>C Ve

1
E/UE<C’ fs(ve)dx+ EAs/ngs(Us:)Usdx

_ é (1>c /UESC £ (0.)dz + 0(1)) .

Usando a Observagao [3.1] concluimos que

IA
>

lim sup )\5/ fe(ve)de = O <l> vC > 0,
Q C

e—0

o que prova (3.7). Passando o limite na formulagao fraca da equagao (3.1)), temos que

—Avg = ay em Q
v9 > 0 em Q,
v9=0 sobre of.

Desde que o < A temos vy = 0, 0 que prova o lema.

Lema 3.2. Temos que
47

?.
Demonstrag¢ao. Note que de (3.2)) e de (3.1)) temos que

lim ||V, |3 =
e—0

Vel5 = 2ac||vell5 + 2)\5/ F.(v.)dx + 2J.(v.).
Q
Procedendo como na prova de (3.5)) temos que

[ Rt <o (10 [ )

para algum M > 0e o € [0,1). Usando que A, — 0, obtemos

limsup)\e/ F.(ve)dz < limsup )\E/ fe(ve)vZde.
Q Q

e—0 e—0
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3. Analise de blow-up

Por um raciocinio analogo ao feito na prova de (3.7) temos que para qualquer C' > 0,

" / Fowwds = [ f(o)utde+ / f-(02)uS d
Q ve<C v

e >C

=C\ /fs ve)dx 4+ Ac /f6 Ve) ——V:dx
:C"’/\E/fs(vs)dx—l—/\sC’”l/fe(ve)vsdx.
Q Q

Portanto, por (3.7)) e (3.6) obtemos para todo C' > 0 que

e—0 e—0

lim sup )\E/ fo(vo)v?dr < C7limsup )\5/ fe(vo)vedr = O(C°™Y) = o(1),
Q Q
substituindo em (3.9)), concluimos que

lim sup )\5/ F.(ve)dx = 0.
Q

e—0

Tomando o limite superior em (3.8]), usando a equacdo acima, o Lema e a equagao (3.2)

obtemos

4
limsup || Vo. |3 < . (3.10)

e—0 b

4
Afirmamos que lim 1g1f > 5 De fato, suponha por contradicao que, para alguma subsequéncia
e—

ainda denotada (v.) tenhamos

47
. 2
lim [[Vee |z = Co < -, (3.11)

pela desigualdade de Trudiger-Moser temos que

/ ¢TIVl gy < C(Q)
Q

para todo ¢ > 0, e pela hip6tese (5) da Defini¢ao , dado p > 0, existe um tq > 0, tal que se

t >t
he(t)
In'(h.(t =L <t
n’(he (1)) ho) -
Portanto,
t2
ln(ha(t)) S /ubg + Ol,
implicando que
he(t) < Coe” (3.12)
De (3.11)) e de (3.12)), podemos escolher, p > 1 e p > 0 de modo que w < Am 6292i < ||Vvs||2’
com % + % = 1. Usando a desigualdade de Holder e a limitacao unlforme de (f.) em CL_(Q)
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3. Analise de blow-up

concluimos que

[lr@r<casr [ Inwpis
Q ve >to
=Cs5+ / |he(v2)et: [Pda
ve >to

=C5 + / |he ()PP | d
ve >to

QHVUEHQ

Pl
R rr—— b .2
2 ENVeells L pPar VAT o

§03+/O2€
Q

1
2 1

po ulVvelld o2 v b :
2 o
S CS _I_C /6 2 1Voell3 do (/ eP 47‘47”)5(11')
Q Q

PR v 4r #2
< O34 C < |wsn2dx> ( I9veli3 dx) < ().
Q

B =

Q

Logo (f:(v.)) é limitado em LP({2) para algum p > 1. Por regularidade (Teorema e pela
imersao de Sobolev (Teorema, temos que v. € H%(Q) N C(Q) e que

[vello@) < Kllvellm2i) < Kide|[ f=(v2)llp = 0.

Portanto v. — 0 em C(f2). Se w. = entdo a menos de subsequéncia w. — w em L*(Q).

De (i3.3) temos que

Ve
[Vvell2?

V|3 o113 Je(ve)
— =\ | —=v.d
V|3 IVel3 o [IVe[3

fa Ua ve dl’
/ Vell2[[ Vve|2 ve

fa Ue
:)\5/ 2 wid,
o Ue

1 — acllwell3 = A fa(va)wfdx. (3.13)
o Ue

logo

Desde que v. — 0 em C(f2), existe € > 0, tal que |lvc||c@ < 1 e pelas hipdteses (2) e (3) da
Defini¢ao [0.1] temos
E) g <c

Ve €

logo

e—0

o <tima [ =) < st/wg < ACy = 0.
Q0 U Q
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3. Analise de blow-up

Portanto, passando o limite em (3.13)) obtemos
1 —alw|? = lim/ &Uz)dx = 0.
e—0 Q 'ana
Desde que [|[Vw.|l2 <1 e a < A () temos
1= alwll; < Mflwll < [[Vw|3 < liminf [V |3 = 1,

o que ¢ um absurdo. Portanto, liminf._, ||Vv.|3 > 2% e segue de (B.10) que

47

iy [V = 5 (3.14)
O
A prova do ponto (1) no Teorema segue diretamente dos Lemas e .
3.1.2 Prova dos itens (2) e (3)
Prova do Teorema (item (2)):
Demonstracao. Seja x. € {2 um ponto onde v, atinge seu maximo e defina
Ve :=v:(xe) = max v (3.15)
Afirmamos que lim._,57. = +00. De fato, suponha que 7. seja limitada. Por temos que
0<timh. [ flovads <. [ flodds <O [ Ll 0.
Desde que a. — «, pelo Lema e pela equacao teriamos que
Vel = A [ folwedoe + ool =0,
contradizendo (3.14)). Portanto,
Ve — 400 quando € —0
e o item (2) do Teorema |3.1] estd provado. O

Prova do Teorema (item (3)):
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3. Analise de blow-up

Para provar o ponto (3) do Teorema [3.1] vamos usar primeiramente o fato de que, a menos de
subsequéncia,
limz. =xy com 1z ¢ O0N. (3.16)

e—0
Esse resultado foi provado por De Figueiredo-Lions-Nussbaun para o caso convexo e adaptado por
Han para o caso nao-convexo (ver [5] e [10]).

Agora defina
02 = —ve(w:) Ava () = Ye(Aefe(7e) + aee) (3.17)

e considere a sequéncia de funcoes w, dada por
we(z) = 207, (ve (2. + 0.2) — ), para x€ Q. :={ycR®: 2. +0.y € Q}. (3.18)
Note que
ll_{% 95_2 = ll_{% Ye(Aefe(Ve) + ere) > ll_{% Qe — +00.
Assim, por (3.16)) para todo y € R?, existe € > 0 tal que z. + 0.y € Q.

Lema 3.3. ;
liII(l) w. = —21In (1 + z_1|$|2> uniformemente em  Cjoo(R?). (3.19)
e—

Assim,

1
lim ¥z (ve (2 + 0=2) =) = —5 <1 + —\x!z) € 7 (R?),
e—
e isto mostra o ponto (3) do Teorema

Demonstra¢ao. Como f.(t) > 0, para todo t > 0, temos pela hipdtese (3) da Definigao que f.

é crescente em (0,4+00). Usando que a. > 0 obtemos que
Aefe(ve()) + acve(z) < Aofe(e) + aeye, Vo € Q. (3.20)

Por (3.17)), temos que em (2.

—Aw,(z) = 2by. — Av.(z. + 0.2)6?

= 2b%<)‘8fs(ve<$s + (9556)) + OzEUE(:UE + 9533))(92
Aafe(”e(ﬂe + OE:E)) + O‘EUE("EE + Qem)

- Ve(Aefe(re) + aee) ’
logo
N — A0+ 0.0) + 0o+ O) a0
A fe(e) + acve
e por (3.20)),
0< —Auw,. < 2b. (3.22)
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3. Analise de blow-up

Afirmamos que
(w.) ¢é limitada em C7(R?).

loc

Com efeito, seja € > 0, e considere . a solugao do problema

—Ap. =0 em B(0,2R)
p. =w. <0  sobre 0B(0,2R).

Entao pelo Principio do Méximo ¢. < 0, em B(0,2R), logo

—A(—=p:) =0 em B(0,2R)

—p. =—w. >0  sobre 0B(0,2R).

Defina 1. = w. — ., temos

AP, = —Aw. < 2b=g e L®B(0,2R) ,
1. =0 sobre 0B(0,2R).

Portanto, pelas imersoes de sobolev e por regularidade,

1VellconBo2r)) < l9lLrB02R) < C.

Logo, pela desigualdade de Harnack

sup |p(2)] < C inf [oc(z)| = —Cipe(0) = ¢e(0) < C,

B(0,R) B(0O,R)

por fim, considerando
—Ap. =0 em B(0,R)

v =9 <0  sobre 0B(0,R).

Temos por regularidade que

|’%05||01(B(0,R)) < H%HC(B(O,R)) <C

e isto prova a Afirmacao (3.23)). De fato, seja € > 0, e considere p. a solu¢ao do problema

—Ap. =0 em By(2R)
O = W, sobre 0By(2R).
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3. Analise de blow-up

Definindo 9. = w. — ., temos

—Ay. = —Aw, <2b=g € L*(By(2R)) ,
. =0 sobre 0By(2R).

Portanto, mais uma vez pelas imersoes de sobolev e por regularidade,

|1VellcomBozr)y < |9llze(Bo2r)) < C.

Desde que w. < 0 entdo ¢. é uma funcdo harmoénica em By(2R) com valores ndo positivos na
fronteira. Usando que w.(0) = 0 temos que ¢.(0) = —1.(0) é limitada. Consequentemente, (p.)
é limitado em C%7(By(2R)), logo w. = @, + 1. também ¢é limitada em C%7(By(2R)) e isto prova

a Afirmacao (3.23).

Como consequéncia imediata do Teorema de Ascoli-Arzela, passando uma subsequéncia, temos

que
limw, =wy em Cpe(R?). (3.24)
e—0
Vamos caracterizar wy. Para isso, seja y € R?, vamos calcular lin% —Aw,(y), sabemos de (3.18
e—
que
20y, v: (e + 0.) — 2b72 = w.(x),
logo de ([3.24])
we + 2077 we(x) wo(x) 1
e\Le 95 = £ = e = Ve —_— — ] . 3.25
Vel + 623 2bye 2y, T Ty TS (3:25)
Afirmamos que
)\E g g
lim Aefe(re) = +00. (3.26)
e—0 Ve

Caso contrario, teriamos de (3.20) que

0 S —A (E) — A&f&(”&’(aj)) —"_ aEUE<x) S )\Efa(’}/s) + 04575 — )\Ef&‘(fyf) + O{&- — O(]_),
Ye Ye Ve Ve
portanto
—A (&) =g1 € L=(Q),
Ve
Ve
— =0 sobre 0.
Ye

Desde que ||Vv.]|3 — 47 e 7. — 400, temos que (%) — 0 em H}(Q), além disso, por regularidade
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3. Analise de blow-up

eliptica (Teorema, temos que H%H@(Q) < (. Portanto

Ve
mais uma vez por regularidade eliptica (Teoremas e , temos que

Ve

e

Ve

— < Ollgillzre) < Co,
Ve llwzr ()

S ‘

Q)

para todo p > 2, entao pelo Teorema de Morrey (Teorema ,

P P
Ye gc'k :c(/ e dm—l—/V<E> daz)
Tello@) Te llwir() Qe 0 Ve
v [P 0. P v\ P2 v\ |2
<(C /—E = dx—i—/V(—g) V(—5> dx
Q| Ve Ve Q Ve Ve
~ (v |]? v 2
<C||= +Hv<—a) >%0,
e llo Ve 2

(z<)

o que é um absurdo, pois ”— = 1, o que prova a afirmacao (3.26]). Entao por (3.18

v

temos que

lim —Aw,(x) = 2b

e—0

mas de (3.15) e de (3.26)), temos

e—0 Aafa(')’a) + Qe =0 )\afa(’}/a) + Qe

0 < lim Vg ('Ts + esx) < li Qe
=0 Az—:fs(ﬁ)/e) + Qe =0 )\EfE (7&)

— 0,

(hm Acfelve(T +0c2)) | ) OcVe(Te + Be) > ,

lim )‘sfe(vz-:(xe + 651’)) — lim )\sfe(vzi(xE + 651’)) — lim
e—0 )\sfs(fys) + Qe e=0 Aafa(')/a) [1 4 Gede ] e=0 Aefs(’)/s)

Ae fe ('YE)

Portanto

| B ) fa(va (I‘g + 06y>)
lim —Aw (y) = 2blim f-(7:) ’

usando ([3.25)), obtemos que

lim fe(ve(2e + 0:y)) — L he(ve (e + 0:y)) ) eb((UE(Is+95y))2—’vs(xa)2)’
e—0 f€<f)/€> e—0 hE(ny)
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3. Analise de blow-up

desde que
eb(ve (IeﬂLeay)*vs(xE)(Us (Is+95y)+vs(xa)) — eb<’yg+u;25/z) +O<%)_’YE> (76"'1;%? +O(W%)+/Y€)
_ (B2 ro(5)) (et +o(31)
_ e(wo(y)+o(%>+o(l))
temos que
lim 100 F0) ) gy, e0e(e + 0cy)) (3.28)
e—0 fe(’ya) e—=0 he(’y‘s)
Novamente de (3.25)) e pela hipétese (5) da Definicao [0.1] concluimos
i he(ve + 52 4 o(2)) . he(qe) + BL(Y) (552 + o(L)) +1(O(1))
) he(e) e—0 he(7e)
ﬁm]+%mWﬂ”M@m+mmm
e—0 *}/gha(’yg) hs(%)
14y (000N, HOY
e=0 Yehe(7e) he(ve) )’
logo
limy Pe(el@e 4 0ey) _ (3.29)
e—0 hs(Va) ’ '

pois o resto é limitado e h.(7.) — +oo. Voltando em (3.27)), com (3.28)) e ([3.29)), obtemos que wy
satisfaz

— Awg = 2be"™®  em R? (3.30)

como wy(0) = 0 e wy < 0, temos pelo Corolério que wy é necessariamente da forma

wo(z) = —21n (1 + Zm) .

Com argumento de regularidade pode-se mostrar que wy € C?.

Teorema B.11 m

(R?), o que prova o ponto (3) do

3.2 Prova do item (4)

Para a demonstracao desse ponto, iremos precisar de alguns lemas.

Lema 3.4. lim lim —v.(x)Av.(z) = 0.
R—+o00e—0 O\ B(z<,R6:)

Demonstragao. Pela definicao de w,, sabemos que

—ve (e + 02) Aw.(x) = =2bvev(x + 02) A(ve(ze + 9&))9{
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3. Analise de blow-up

fazendo uma mudanga de varidvel (trocando x por x. + 6.z) obtemos que para todo R > 0,

lim —v () Av.(z)dr = lim —v. (7 + 0.2)A(ve (3, + 0.2))02dx
20 JB(z.,R0.) €20 JB(0,R)
€ € 05
— llim —MAade
b ==0 JBo,r) Ve
1
= —/ —Awg(x)dz,
b JB(o.R)

ja que 0. — 0, v.(x) = 7. e Aw.(x) — Awg(x). Agora note que

/ —Awy(z)dr = / 2be0 (@) dyz:
B(0,R) B(0,R)

— / 2b6721n(1+%|x‘2)dx
B(0,R)

_ 2b/ e ((+5122)°) g
B(0,R)

1
= Qb/ ——dx
BO.R) (1 + ]z)?)

Fazendo a mudanga de coordenada x = Ry e depois usando coordenadas polares, obtemos

1

2b / —————dx = 2bR? /
BO.R) (1 + ]z]?) B0 (1+ 2R2|yl?)

50T

1
— 2bR%2r / S E—
o (1+R22)

bR / W 2
= s
1

bR? u?
1
=8| ———5 +1
bR2 )
( I+~ )
logo
lim —Awgy(z)dr = 87
R—+00 B(O R)
Portanto
1 8 4
lim lim —v.(z)Ave(z)dr = lim —/ —Awg(z)dr = lim °r_ T
R—+o0e—0 B(xe,R6.) R—+o00 b B(O,R) R—+o00 2b b
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3. Analise de blow-up

Integrando por partes temos

/Q\B(mE,RGE) —ve (@) Ave(w)dr = /Q —v: () Av(z)dx —/ —v.(z)Ave (z)dx

B(xEyRGE) (3 33)
. / v (2) Av.(2)da.
B(x<,R0:)
Usando que lim._ || Vo.||3 = 2Z, por (3.32)-(3.33) obtemos
lim i — A =0
Rostoo es0 O\B(z.,R0:) vel)Ave(2) 7
0 que prova o lemma. O
Lema 3.5. Eziste C' > 0, tal que para todo € > 0 e qualquer x € €,
—|z. — 2P0 (2)Av.(z) < C.
Demonstragdo. Seja p. = —|v. — z|*v.(x)Av.(x) e seja também y. um ponto em 2 onde p. atinge
seu maximo e suponha por contradicao que
pe(ye) = max p. — +00, quando ¢ — 0. (3.34)
Definamos (v.)
-2 ._ _ Pe\Ye
re” = v (Ye) Ave(y:) = m
Por (3.34)), temos que
T ot T (3.35)
e—0 Te
Como (2 é limitado, temos que
Ve(ye) = 400, quando e — 0,
caso contrario, pela Observacao (3.1}
’ms - ys’2 - U&-:(ys)Avs(ys) = |$5 - y5|2vs<y5)<)\sf(vs<ys)) + asva(ys>)
< C(ACL + acc) < K,
contradizendo ((3.34). Mais uma vez temos que
Ye — Yo ¢ 0N, (3.36)
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3. Analise de blow-up

e indepedentemente, também temos que

lim ’xs - ys’

e—0 95 ’

caso contrario p.(y.) seria limitado. Gragas a (3.4]), obtemos com ({3.35)) e (3.37) que

lim ve(z)Ave(x)dx = 0.

e—0 B(yg,'rg)

Definamos

'&75 == 2b’l)5(y€)(v€(y8 + rsy) - Us(ys))a

para y € (). = {yeR? | y. +r.y € Q}, logo w.(0) =0 e

A
— AT = 20y Ava (g, + g = 2 BB T,

Av(y. + 12y)

vAv:(ye) Av.(ye)

Assuma que exista uma sequéncia (z.) de pontos em B(0,2) tal que

— Aw.(z:) > +o0 quando ¢ — 0,

de (3.35]), temos que

- — 1

lim |7 — el — lim e — vl = lim ——— = 1.

B R O ) i L=
Como )

Pe\Ye
= —Auv(y
|x€ - y5|205(y5) E( 6)

e

pz—:(ys + Tsze)
‘xe —Ye — 7’525|U6(y5 -+ Tszs)

= _Avs(ys + Tszs)a

temos de (3.39) que

_ A/(U) — 2b ‘xs - ye‘Q . Us(ys) ‘ pE(ys + 7"52’5)
€ ‘xa —Ye — T&ZE‘2 Ug(ya + TEZE) pa(ya)

Y

desde que p.(y. + rez.) < p-(y-) por (3.34), temos de (3.40), (3.41) e (3.42) que

Ve(Ye + 7222) = 260(1)ve(y:)O(1) = 0(ve(ye))-

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Portanto para ¢ > 0 suficientemente pequeno, ve(y. + 7:2:) < v-(ye), mas a. > 0 e f. é crescente,
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3. Analise de blow-up

logo
Av(ye + 1e2¢)

AUE(%)

. Aafa(va(ya + TEZE)) + aa(va(ya + T’SZE))

=2 < )\afa(va(ya)) + aava(ya) )
fe(e(ye +7e22))  v(ye +re2e)

= ( [ACR0S) )

<20(1+1)<C.

—Aw.(z) =2b

Contradizendo ({3.40]), provamos entao a existéncia de algum C' > 0 tal que

0<—-Aw.<C em B(0,2) paratodo &> 0. (3.44)

Entao de (3.44)), temos que

0<-A (”E(ya “5')) < ¢
UE

N Ve (Ye) (y)’
em B(0,2). como v.(y.) — +00, temos que % ¢ uma sequéncia de funcgoes positivas em

B(0,2) com valores entre 0 e 1 e com o laplaciano limitado em B(0, 2), logo pela Desigualdade de

Harnack
1= sup velye + re2) rsx)c < inf Vele + rez) Tex),
B2  Ve(¥e) B0,3)  V=(y:)
Portanto
Ve(Ye +12y) = Croe(ye), (3.45)

para algum C > 0 e y € B(0,2). Além disso, como —Av. = A f(v.) + a.v. > a.v., temos de

2
(13.38]) que

e—0 r

1
lim o 02 (y)r2 = lim o — / v (z)ridx
e—0 £ B(yeﬂ"s)

= lim a.v?(z)dx
&0 B(ye,re)

< lim —v.(x)Av.(z)dz = 0.
€0 B(yeﬂ"s)

Além disso, afirmamos que

_oevelye)
)‘Efa(vg(yg)) 0(1) (346)
De fato,
OégUs(y€> . %Ug(ys)@

Aefe(ve(ye)) B A fo(ve(ye))r2v-(ye)
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3. Analise de blow-up

mas a.u?(y.)r? = o(1), e pela definigao de r.

(Asf@s(ys))vs(yef))rg = (_Avs(ya)vs(yef) - O‘E“?(%))@
= _A'Us(ys)vs@s)rz - @evg(ys)rg
=1- O‘evg(y\i)rg Z 07
portanto

azu? (yo)r?
Ae fe (Ve (ye) )2 (ye)

o que prova a (3.46)) Segue imediato da de (3.46) que

= o(1),

CAu(ye) = Mofulve(u2) (1 n Aji(—(?y)))) = oo (y2)) (14 (1)),

seja (z.) uma sequéncia de pontos em B(0, 2), entdo por (3.34) e (3.41) temos que

pe(ys + Tszs)
|Te — Yo — o2 |?
pe(ye)
T v — Yo — reze|?
_ ‘xs B ys‘Q 3
B |xa —Ye — Taza‘z

< )\ava(ya)fe(va(ye))(l + 0(1))7

_Us(ys + TEZE)A/UE(yE + 7'525) =

—v () Ave ()

como a. > 0, obtemos de ([3.45) que

Aefe(Ye +1e2e) < Acfe(ye +1e2e) + v (ye +1220)
= —Av(ye + 1re2e)

Ve (Ye)
= M)‘efs(vs(ys»(l + 0(1>>

< CAfe(ve)(1 4+ 0(1)).
Portanto
fe(e(ye +1eze)) = O(fe(ve(y2)))-

Pela propriedade (5) da Defini¢ao [0.1] existe o > 0, independentemente de ¢, tal que

he()

—b <
b< )

<0,

logo
FLt) RL(E)e™ + 2bth(t)e™  hL(t)
tf(t) theebt? © tho(t)

+2b> —b+2b=0b,
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3. Analise de blow-up

portanto

fit) = bt fo(t),

Vamos supor que w. > 0, como v.(y.) — 400, podemos escrever usando a formula de Taylor

f(t) )
Ty e+ )

para todo t > t.

fa(vs (ya + 7“525))
fe(ve(y2))

=1+

Ve (Ye)), (3.47)

para algum ¢. > v.(y.), mas ja sabemos que f. é crescente em (0, +00), logo

fL(te) > bt fo(te) > bue(ye) fo(ve(ye))-
Portanto substituindo em ({3.47))

fa(Ua(ya‘Frazg)) , _ 1{5 .
o)) 2 LT buelu) el +reze) — ee(pe)) = 1+ (=),

2
mas f.(ve(ye +rez)) = O(fo(v=(ye))), logo (w.) ¢ uniformemente limitado em B(0,2), e de (3.44),
ja sabemos que —Aw, é limitado, entao repetindo a demonstracao da Afirmacao temos

que (w.) é limitado em C%7(B(0,1)) e como consequéncia do Teorema de Ascoli-arzela, temos

passando por uma subsequéncia que

limw. =wy em C(B(0,1)).
e—0

Calculando lim —Aw,(y) para y € B(0,1) como feito em (3.30]), obtemos que

e—0

2bew°, se lim —AEfE(UE(yE)) = +00

=0 v (ye)

_ . Ast<UE<yE)) _
—Adi(y) = 2. se M=y 0
wo (y)

C()e + « e lim )\sfa?(Ue(yE)) _ CO~

\ Co+ o =0 v.(ye)

Em todos os casos, obtemos que [ B(0.1) —Awydx > 0 contradizendo 1} finalizando a prova do

Lema [3.5]

[]

Em particular, por regularidade eliptica, temos que
limv. =0 em Cie(Q\ {x0})

e—0

Lema 3.6. Seja 0 < 8 < 1, entdo
2 4m
hmmf |V — B) [Pz > ?(1 - 0),
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3. Analise de blow-up

onde ut € a parte positiva da funcao u.

Demonstragdo. Como (v, — B7.)" = 0 para z € 9Q e —Aw.(z) = —2by.Av.(x. + 0.2)0?, temos

que
lim 1nf/ IV (v, — B7.)"|*dx = lim ig1f/ —Av. (v, — Bry.)Tdx
E— Q
> liminfe — O/ —Av(v. — Bry.) T dx
B(ze,RH¢)
= lim inf/ —Av(ze + 0.2) (ve (w2 + O.2) — By.) TO2da.
Portanto
1 e\te 95 - :
lim 1nf/ IV (v. — B7.) " |Pde = = lim mf/ —Aa, (ve(z: + be2) = B )dx
20 =0 Jp(o.R) Ve
1 15 15 +
_ 1 _Awo(v Bre)” o
20 B(0,R) Ve
1 —
= —5/ —Awgdz,
20 Jpo.r
para todo R > 0, fazendo R — +o00, concluimos a prova do lema, gragas a (3.31)). O]
Corolario 3.1. Seja
Ve, = min(ve, 57:), (3.48)

entao

4
limsup/ Vv g|*dz < %5.
Q

e—0
Lembrando que queremos provar o pronto (4) do Teorema isto é, vamos provar que existe

C' > 0, tal que paratodoe >0ex € Q\ {z.}

yeve(z) < Cln (ﬁ) . (3.49)

Para provar isto, vamos tomar (y.) uma sequéncia de pontos em €2 e vamos provar que

Yev:(ye) = O (ln (1’5 — ys) +0(1) + +0(H'yava||2> . (3.50)
Vamos considerar dois casos:
Caso 1. Assuma que
|7 — e = O(0:), (3.51)
mas de sabemos que
Yeve(ye) = 2. (3.52)
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3. Analise de blow-up

Independentemente temos de (3.17) que

07 = ve (Ao fe(ve) + acye),

que se torna da afirmagao [3.26
83 = )‘676]66(78)(1 + 0(1))’

aplicando o logaritimo, obtemos

210 () = WO fi20) + o)

n(|xs_y€’ . 1 )
9& |5135—y5|

—In (M) +1In (#) 7
95 |xs - ys|

In (%) = %ln(AaW/&fa(/ya)) + 0(1)

Além disso

=
7~ N\
=] =
~—
I

logo de (13.51))

Note que

ln()\57sfe(/75)) = 752 <ln(/\£’y;w - b) 7

logo pelo ponto (1) do Teorema e pela Equagao (3.1)), temos que

/\g/veha(vg)eb”gdac: /\€/vsf€(v€)dx
Q Q

:aa/vgdxjt/ Vv, |[*dx
0 0

4
= % + o(1).

Seja n > 0, escreva

47

- +o(l) =2 / Vehe (v2)e™E e da < A\ yehe(y:)e? / "
Q Q

pela Desigualdade de Trudinger-Moser temos que

vZ
Q Q

pois de (3.14)

4
[Vecll30 =) = - (b — ) < 4.
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3. Analise de blow-up

aplicando o logaritimo em (3.55)) e usando (3.56)), obtemos que

in () + ol1) < k(30 + 02 + O,

Como isto ¢ valido para todo n > 0, temos que

e—0 VE

> 0. (3.57)

Usando ([3.53)) juntamente com (3.54)) e (3.57)) obtemos que
1 ( ! )>b 2+ 0(72)+0(1)
n|———) > =72+ o(n; :
|xa - yal

Desde que [|v.|l2 = 0 e 7. — 400, temos que

o(||7=ve|2) _ o([[vell2) _ o(1) = o(1).

V2 Ve Ve

Portanto de ([3.52)), concluimos que
2 _ 2 1 2
Ve(¥e)7e <7 < ln — +0(v2) + O(1)

=0 (ln (—)) + O(1) + o(||7:ve|2),
|l’5 ye‘ ( ) (H HQ)
o que prova ({3.50)).
|J»‘e—ys|

Caso 2. Vamos assumir que —,~= — 400, quando € — 0, vamos usar a representacao de Green,
€

%mw:&%/QWM%@W% (3.58)

Q

onde G.(z) = G, (Ye, ©), com G,, a fungao de Green de —A — a. em 2 com condigao de Dirichlet
na fronteira, como a. — «, com 0 < a < A\{(£2), pode-se mostrar que existe C' > 0 tal que para

qualquer € > 0 e x € €.

1 C
G. < —1 — . 3.59
<30 (5ar) (358
Definamos
Ql,a =0 \ QE,B
QQ,E - QE,,B NnB (y87 w>

QS,E =0 \ (Ql,e U QQ,E))
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3. Analise de blow-up

onde Q. 3 = {x € Q;v. > p7.}. Vamos fixar § € (0,1) e calculemos

Le= A fe(ve(x))Ge(x)dx.

92,5
Pelo Lema [3.5] existe C' > 0 tal que para qualquer x € Qy,

AV () fe(ve(2)) = ve (@) (—Ave(x) — acve)

—v. () Av.(2) — a.v?

Qo ¢
[ )G
B Qo ¢
c 1
< E =] Jo. Ge(z)dz,

mas x € B (yg, m—gyfl), logo

|xe_x|:|xs_x+ys_ys|
> Ixs—y5|—!y€—x\

|:L‘€ - ye’

Z|xs_ys|_ 92

Portanto

1
L < Q—Z / Ge(z)dx.
B lre = yel? Jp(y. =5l

Aplicando o logaritmo, obtemos de ([3.59) que

L.=0 (ln <m)> +O(1).

I3 . = Aae fe(ve(x))Ge(x)de,

Q3,E

Vamos calcular agora

50
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3. Analise de blow-up

e novamente de (3.59)), temos que

e <A [ pluis (o (m (ﬁ)) n 0<1>) ,

Qe =0\ (Q3UQ,)
=0\ (2\ Qe p) UQs)

:QWNWQ\QM)U<Q\B(%J%;WA>)

Te — Ye
= Qa,ﬂ \ (QE,,B NnB <y87 %)) ;

logo v. > 7. em Q3. e pelo ponto (1) do Teorema temos que

mas

Mo [ fo)de < AE / f-(v2)dz

QB,E
1
- (/ |V, dm+a€/ de)
B )
O

Portanto,

L.=0 (m (ﬁ)) +0(1) (3.61)

I, = )\5%/ fe(ve(x))Gedz,
951

»E

e por ultimo, vamos estimar

como v. < [, temos pelas hipdteses (1) e (2) e (5) da Defini¢ao que existe C' > 0 tal que

para qualquer z € ;.
Felve@) _ oo

ve ()

Portanto, pela desigualdade de Holder, por (3.59) e pelo fato de que A. — 0, temos que

Il,s = >\€7€ fE(UE(:C)) ( )

Qla

fa(vs(x»

Q. U6<x)

1
1
< O v lallGells / iy
Ql,e
_ 8bv§
—o<||wj5||2></ ‘ )
Ql,e

= A\e U (2) G (z)dx

N
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3. Analise de blow-up

mas

2 2
/ 681)’0E dx < / €8bve’ﬁdl’,
Ql,s Q

onde v, g foi definido em 1} entao escolhendo 8 < %, temos pela Desigualdade de Trudinger-

Moser e pelo Corolario [3.1] que

'U2 'U2 'U2
2 8b £, ) 2 8b4j €,8 A £,8
/ e dy < / e*ves = / e gy < [ T Ry = [ e = 0(1).
O Q Q Q Q

Portanto,
11 = o([[7evell2)- (3.62)

|e

Combinando (3.60]), (3.61)), (3.62) com (3.58]), obtemos (3.50) quando % — +00. De (3.50)),

1 2
helg=o | ln( )dw +0() + ol reeell)
Q ‘xe—x|

= O(l) + 0(”’767}6”3)'

podemos ver que

Portanto,
[l = O(1), (3.63)

provando que (3.50) implica em (3.49)), concluindo a demonstracéo do ponto (4) do Teorema [3.1]

o que conclui a demonstragao do Teorema |3.1
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