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Resumo

Inicialmente apresentamos os fundamentos matemaéticos utilizados para descrever fases
geométricas, associadas a sistemas quanticos sujeitos a acao de um campo gravitacional.
Particularmente, consideramos o espaco-tempo da corda césmica quiral. Em seguida,
generalizamos para o caso de miiltiplas cordas cdsmicas quirais. Por fim, apresentamos
um método para o célculo da holonomia, que corresponde a fase de Berry, o método do
formalismo de duas componentes, e o utilizamos para obter a fase Berry no espaco-tempo
de uma corda césmica com rotacao! Os problemas em questao sao resolvidos através de
métodos Matemadticos, pois a fase geométrica, na verdade, origina-se da holonomia no espago
de pardmetro em funcao da curva e da conexao em fibrado.

Palavras-Chave:

Holonomia, Fase geométrica, Corda césmica quiral, Formalismo de duas componentes.
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Abstract

Firsten, we present the mathematical foundations used to describe geometrical phases
associated to, quantum systems subject to the action of a gravitational field. Particularly, we
consides the space-time of a cosmic string chiral. We then generalize to the case of multiple
chiral cosmic strings. Finally, we present a method to calculate the holonomy, which is the
phase of Berry, the formalism of two components, and used it to obtain the Berry phase in
the space-time of a cosmic string with rotation. These problems under question are solved
by mathematical methods which is demanded by the fact that the geometric phase originates
from the holonomy in the space of parameter and depends on the curve and on the connection

bundles.

Key-Words:

Holonomy, Geometric phase, Chiral cosmic string, Formalism of two components.
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He

Notacoes e Simbologias

e df,u ¢é a diferencial de f na direcao w.

® g, sao os elementos da matriz da métrica..

e k € {R, C} corpo sobre os reais ou complexos.

e TP espago das 1-formas, também chamado espaco dual.

e B(H, K) é o conjunto formado por todas as transformagoes lineares e limatadas, onde
K sao Espacgos de Hilbert.

e |-} ket: s@o os vetores do espago ket.

e (-| bra: s@o os vetores do espago bra.



Introducao

Pesquisas em Gravitagao e Cosmologia centram-se na natureza do espago-tempo.
Com esta finalidade, a gravitacao tem feito previsoes sobre a geometria do espago-tempo.
Uma ferramenta importante para investigar a solucao da equagao de Schrondinger com o
Hamiltoniano explicitamente dependendo do tempo é a aproximacao quéntica adiabdtica
[2]. H& numerosas publicagoes sobre este assunto e suas aplicagoes. Um dos mais notdveis
foi o artigo de Berry, sendo o pioneiro sobre a fase geométrica [13].

A fase de Berry é um conceito geométrico ligado ao transporte paralelo em uma
superficie curva. O transporte paralelo no espago dos estados da Mecénica Quéantica é dado
pela equagao adiabdtica. Quando uma fase for transportada paralelamente ao longo de uma
curva fechada no espago dos estados da Mecanica Quéntica, ela pode no final ser distinta
do valor inicial. A diferenga entre os valores final e inicial denomina-se fase de Berry. O
profundo significado geométrico por tras da fase de Berry foi reconhecido por Simon [4], que
observou que a origem desta fase é atribuida & holonomia no espago de parametros.

Com o intuito de tornarmos este trabalho o mais didético possivel e desfrutarmos da
beleza e da riqueza matemdtica empregada neste trabalho, o dividimos da seguinte forma: no
capitulo I, apresentamos diversos conceitos matematicos fundamenteais para o nosso estudo,
onde damos énfase as notacoes e resultados que funcionam como ferramentas para descrever
tais modelos inerentes aos defeitos topoldgicos em geral e, em particular, os modelos para
sistemas quéanticos sujeitos a geometria de campos gravitacionais; no capitulo I1, abordamos
alguns conceitos que nos conduzirao a uma melhor compreensao da fase geométrica, daf
seguimos os passos de Corrichi e Pierri para obtermos a fase geométrica no espaco tempo
de uma corda césmica quiral; no capitulo III, generalizamos a aplicacao do capitulo anterior
para multiplas cordas césmicas quirais, com a condicao de que a fase geométrica adquirida
por um vetor quando transportado na presenca de duas cordas, é igual & adquirida por

este vetor quando transportado na presenca de uma corda cujo espaco-tempo possui uma



deficiéncia angular que corresponde & soma das deficiéncias angulares dos espagos-tempos
de cada uma das cordas; no capitulo IV, desenvolvemos o método do formalismo de duas
componentes para a equacao de Klein-Gordon, método este que aplicamos ao espago-tempo

de uma corda césmica quiral e concluimos analisando as vantagens destes métodos.



Capitulo 1

Pré-requisitos Matematicos

“ O milagre da adequagao da linguagem matemédtica para
formulacao das leis fisicas ¢ uma dddiva maravilhosa, que

ou nao entendemos, ou ndo merecemos. Sejamos gratos
por ela e torcamos para que permaneca véilida na pesquisa
futura e para que, bem ou mal, se estenda a outros ramos
do saber, para nossa satisfacao, embora talvez também
para nossa frustacao”

Fugene Wigner

Neste capitulo apresentaremos as notagoes e resultados mateméticos fundamentais para
o desenvolvimento do trabalho, introduzindo os conceitos de Espacos de Hilbert, Célculos
em Variedades, Grupos e Algebras de Lie, Fibrados e Holonomia. Estes conceitos funcionam
como ferramentas para descrever os modelos mateméticos inerentes aos defeitos topolégicos
em geral. A utilizagdo desses variados conceitos ¢ devido de se combinar a Geometria

Riemanniana com a Algebra e Grupos de Lie.



1.1 Espaco de Hilbert

J. Von Neumann, em 1930, introduziu a definicao abstrata de espago de Hilbert, a qual

foi fundamental na formulacao da mecanica quantica.

1.1.1 Produto Interno

Defini¢ao 1.1 Um produto interno no espago vetorial V- é um funcional (,) : V. xV — C,

de maneira que para quaisquer u,v € V e a € C, temos

i) (au~+v,w) =a(u,w) + (v,w)

i) (u,v) = (v,u)

i11) (u,u) >0 e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0.

onde @ denota o complexo conjugado do escalar a.
O produto interno é a generalizagao do produto escalar do R". Tal produto torna-se
importante, pois, a partir dele obtemos uma norma, métrica e também o utilizamos no estudo

do complemento ortogonal de um espago vetorial.

Definicao 1.2 Um espaco wvetorial X sobre o corpo C dotado de um produto interno é

chamado espaco com produto interno.
Exemplos 1 Vejamos alguns espagos com produto interno:
(1) No caso do R", temos (,) : R" x R" — R, (u,v) = Zul - ;.
i=1

(it) No espagco L*(V) = {f : [V — C é mensuravel e ([, ]f|2du)1/2 < oo},

definimos o produto interno (f, g) = / fagdp.
v

Definicao 1.3 O espacgo de Hilbert é um espago com produto interno que é completo com a

respectiva métrica associada com a norma induzida pelo produto interno.



Definigao 1.4 Se H e K sdo espagos de Hilbert complexos e T € B (H, K), entao o operador
T* € B(K,H) tal que

(Tu,v) = (u, T*v) Vue H eVve K
¢ chamado o adjunto de T.

Defini¢ao 1.5 Se H é um espago de Hilbert complezo e T € B (H), entdo, T é auto-adjunto

ou Hermiteano se T’ = T™.

1.2 Calculos em Variedades

1.2.1 Variedade Diferenciavel

Definicao 1.6 Uma variedade diferencidvel M de classe C™°, de dimensao n, é um conjunto
de pontos juntamente com uma familia de pares {Uy, ¢o}, onde a« € A um conjunto de indices

que devem sastifazer as sequintes propriedades:

(i) U, sao conjuntos abertos que cobrem M, isto é, UU, = M, e ¢, € um homeomorfismo
(0%

de U, em um aberto U, de R".

(ii) Dados U, e Uj tais que U, N Uz # &, a aplicagdo o = @4 © @51: ws (UaNUg) —
0o (Uy NUp) € de classe C™.

Uma variedade é um espago topoldgico que localmente pode ser visto como R™. No
entanto, nao podemos afirmar que isto acontega globalmente. Ao introduzir uma carta,
damos uma estrutura euclidiana para uma variedade, que nos possibilita usar o célculo

convencional de virias varidveis.
Exemplos 2 Vejamos alguns exemplos de variedades:

(1) O espago euclidiano R™ = {(z1, z9, x3,...,2,) ;2; € R;1 < i < n};



(i1) A esfera unitdria S” = {z € R™™; Sl = 1};

(23i) O fibrado tangente TM = {(p,v);p € M,v € T,M}, onde M é uma variedade e T,/
é o plano tangente a M no ponto p. Ao longo deste capitulo vamos aprofundar nossos

conhecimentos sobre fibrados.

Observagao 1.1 A partir deste momento denotaremos uma variedade diferencidvel apenas

por "variedade”.

1.2.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.7 Uma métrica Riemaniana em uma variedade M é uma lei que associa a
cada ponto p € M um produto interno (-) » em T, M que varia diferenciavelmente no seguinte
sentido: Se x: U C R" — M ¢é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

x(x129..,xn) =q € x(U) e %(q) =dz(0,...,1,...,0), entdo,

0 0
<8_:Lvi7 a—x]>q = 97,] (1'171‘27..., J}n) (1.1)

<ai‘ , %> = gij (x1,02,..., T,) € uma fungao diferencidvel em U’
1 i q

Exemplos 3 Vejamos algumas métricas:

(1) No R™ identificamos a%i com e; = (0,...,1,...,0). Deste modo, a métrica (e;, e;) = d;;.

Chamada de métrica euclidiana.

(ii) Dada uma imersao f : M™ — N"'* entre duas variedades sendo que N é munida
de uma meétrica Riemanniana (,) podemos definir uma métrica (,) em M do seguinte

modo

(u,v),, == (dfpu, dfpv)f(p) u,v € T,M. (1.2)



1.2.3 Conexao Riemanniana

Consideramos as variedades como sendo de Hausdorff e com base enumerével. Isto nos
garante a existéncia de métricas Riemannianas nas variedades. Nosso objetivo é definir uma
derivacao sobre campos de vetores de uma variedade M. Isto é feito através da nocao de
conexao afim. Denotaremos o conjunto de todos os campos de vetores definidos em M por

X(M), e o conjunto de fungoes diferenciaveis por F (M).

Definicao 1.8 Uma aplicagio V : X(M) x X(M) — X(M) definida por V(X,Y) = VxY

que possui as sequintes propriedades:
(1) Vx(aY +bZ) =aVxY +bVxZNab € R;
(i1) VixigyZ = [VxZ 4+ gVyZNf,g € F(M);
(ii1) Vx(fY)=X(f)Y + fVxY Vf € F (M)
¢ chamada de conexao afim da variedade M.

Teorema 1.1 Se M™ é uma variedade C*, entdo, existe uma conexao afim V na variedade

M.
Prova: Ver [18].

Exemplo 1.1 Consideremos os campos de vetores Ve W, tais que V = (y — x) e; + xyes e

W = x2e, +yzez onde o conjunto {e1, ez, e3} forma uma base ortonormal em R®. Calculemos

VyW no ponto p = (2,1,0). Para tanto, identificamos e;[f] = % e aplicamos as

propriedades da conexao. Vejamos,

VW = V(y,w)elﬂyeszﬁel +yze3, como Ve.e; =0, em R3 para todo i e j.
=(y—1x)e; [mz} e1 + xyes [yz] es

VyW = (y — 1) 2we; + xy’es (1.3)

VyW (p) = —4ey (p) + 2e3 (p) . (1.4)



A partir de uma conexao afim sobre uma variedade, podemos definir a derivada

covariante de campos de vetores ao longo de curvas de M.

Teorema 1.2 Dada uma variedade M"™ munida de uma conexao afim V. Para cada curva

v :(—€,€) — M, a conexao V determina um unico operador (a derivada covariante)

7 %) — 20 (15)

que possui as sequintes propriedades :
(1) 2(aX +bY) =a2 X +b2Y, Va,b e R;
(it) 2(fX)=4X + f2X,VfeF(M);
(7i1) Se X € X(M), entdo a restricdo X; de X ao longo de ~y satisfaz %Xt = VypX.

Prova: Ver [18].

Definicao 1.9 Seja M uma variedade com uma conexao afim V. Um campo vetorial V' ao

longo de uma curva v : I — M € dito paralelo se %V(t) =0 para todo t € I.

Exemplo 1.2 Consideremos M uma variedade com produto interno e sejam X eY campos

de vetores paralelos ao longo de o : I — M, entao
(1) (X (t), Y (t)) é constante;

(17) | X (t)| e |Y (t)] sdo constantes;

(7i7) O angulo entre X (t) e Y (t) é constante.

Teorema 1.3 Seja M"™ uma variedade com uma conexao afim V. Seja v : I — M uma
curva em M e vy € T, M. Entao, existe um tnico campo de vetores paralelo V; ao longo

de v(t) tal que Vi, = vy. Chama-se V; o transporte paralelo de vy ao longo de (t).

Prova: Ver [18].



1.3 Grupos de Lie e Algebras de Lie

Definicao 1.10 Um grupo de Lie é uma variedade G, com uma estrutura de grupo de tal

modo que as aplicagoes

GxGd — @G Inv: G — @G
(g.h) +— g-h g — g *

sao diferencidveis.

Este importante conceito matematico, realiza a proeza de juntar numa mesma estrutura
propriedades das grandes dreas Matematica: Algebra, Andlise e Geométria. Podemos
entender que um grupo de Lie G é uma variedade com uma estrutura de grupos. Por
outro lado, Algebra de Lie é associada ao espaco tangente T,G num ponto p € G.

Notemos as aplicacoes

Ly: G — G Ry,: G — G
e (1.7)

sao difeomorfismos, para cada ¢ € G. Estas aplicagoes sao chamadas respectivamente
translacoes a esquerda por g e translacao a direita por g. Indicaremos o elemento identidade

de G por e. A aplicacao dL, ¢ induzida por L, e serd denotada como L, tal que

Lg* Th(G) — gh(G)-
Exemplo 1.3 Vejamos alguns exemplos de Grupos de Lie:

(i) O conjunto R dos ndmeros reais com a estrutura de grupo da soma e a estrutura
diferencial usual é um grupo de Lie. De fato, considere em R a seguinte estrutura

diferencial F' = {(a,b), Id} e as aplicagbes diferencidveis

S: RxR — R Inv: R — R

(x,y) — T4y r — —I

deste modo, R é um grupo de Lie.



(ii) Seja S' = {z € C;|z| = 1}, onde C é o conjunto dos nimeros complexos. Consideremos
em S! a estrutura de grupo multiplicativo: se o, 3 € S*, entdo - f € St é o produto

dos niimeros complexos a e 5. Como as aplicacoes

CxC — C inv: C—{0} — C-{0}
e (1.9)
(z,y) +— x-y x — z!
sao diferencidveis e suas restricoes a S! tém imagem em S!, entdao S* é um grupo de

Lie.

(737) O produto G x H de dois grupos de Lie G e H é um grupo de Lie com a estrutura de

variedade produto e com a estrutura de produto direto de grupos:

(91, 1) © (g2, h2) = (g1 - ga, I - ha) (1.10)
quaisquer que sejam ¢;, go € G e hy, hs € H. Consequentemente R" =R x ... x R e
T = S! x ... x St sdao grupos de Lie.
Definicao 1.11 Uma ag¢ao de um grupo G num conjunto nao-vazio M é uma fungao
p : GxM — M
(g, 2) = plg,z) = go
tal que:
(i) g- (h-z)=(gh) -x,Vh, g€ Gexe M;
(i) ecx =z, e € Gex e M.

Definigao 1.12 A classe de equivaléncia de curvas fechadas, denotada por [a], é chamada
de classe homotopica de . O produto entre curvas fechadas define o produto no conjunto

das classes homotdpicas das curvas fechadas.

Definicao 1.13 Consideremos M um espaco topoldgico. O congunto das classes
homotdpicas das curvas fechadas sobre xo € M é denotado por m (M, xo) e chamado o
grupo fundamental ( ou primeiro grupo homotdpico) de M sobre xo. O produto homotdpico
¢ definido por

o] * [B] = [a* 5] .

10



1.3.1 Grupos Lineares

Considere o seguinte conjunto GL(n, k) = {A € k™ xk™; det(A) # 0}, onde k = {R, C}.

Entao, os subconjuntos
GL(n,R) C R™, GL(n,C) c R®* GL(n, Quat) c R*"’ (1.11)

sao abertos e sao grupos de Lie com a operacao de multiplicacao de matrizes. De uso mais

frequentes, temos:
(7) O grupo ortogonal O (n),
O(n) ={A e GL(n,R); A- A" = I},
onde A! é a matriz transposta de A;
(17) Ogrupo unitario U(n),
Un)={A € GL(n,C);A- A" =1}, (1.12)
com A* indicando a adjunta de A;
(i13) O grupo simplético S,(n),
Sy(n) = {A € GL(n,Quat); A- A" = I}
se A = (an), ay € Quat, entdo A = (ay).

E possivel mostrar que os trés dltimos subgrupos séo subvariedades de GL(n,k). Por
exemplo, seja M (n) o conjunto das matrizes reais n X n e §,, o subconjunto das matrizes reais
simétricas (A = A'). Definamos a fungéo f : M(n) — 4, por f(A) = A- A'. A fungéo f
estd bem definida, pois [f(A)]" = A- A* = f(A) implica que f(A) € 6,, a diferenciabilidade
de f & verificada dotando M (n) com a estrutura do R". Além disso, f~*(I) = O(n); para

11



mostrar que O(n) é subvariedade de GL(n,R), basta mostrar que I é valor regular de f .

Com efeito, se X, H € M(n) ~ R™, teremos

(X +rH)(X +rH) — XX
m
r—0 r
. XX +rXH +rHX' +7?HH! — X X!
= nm
r—0 T

(X)=XH"'+ HX" (1.13)

of
OH

dados X € f~!(I) e S € §,, escolhamos Y = £X € M (n). Pelo visto acima,

of o (SX\', [(SX\ ., XX'S* SXX' S'+8
a_Y(X>_X(T>+< )X_ y T T T

Decorre dai que g—IJfI(X) ¢ sobrejetiva para X € f1(I). Isto é, I & valor regular de f, o que

2

S. (1.14)

prova a afirmacao feita.

Definigao 1.14 Dizemos que um campo X (ndo necessariamente diferencidvel) de vetores
tangentes a um grupo de Lie G € invariante a esquerda quando Xy, = Lg. - Xp,, quaisquer
que sejam g,h € G, onde X, indica o valor do campo X no ponto g de G. O conjunto dos

campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie G serd denotado por LG.

Um campo invariante a esquerda fica completamente determinado quando se conhece

X, pois X, = Ly, - Xe. E claro que LG é um espaco vetorial e temos

(1) A aplicagao
a: LG — T.(G)

(1.15)
X — X,

onde T,(G) indica o espaco tangente a G’ no ponto g, € um isomorfismo entre espagos

vetorias;

(77) Se X € LG, entao X é diferencigvel.

12



Definicao 1.15 Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial ¥, com uma opera¢ao bilinear

[,]: ¥ x ¥ — ¥ chamado o cochete de Lie, satisfazendo
(1) [X,Y] = —1Y, X] (Anticomutatividade)

(i7) [[X,Y],Z] + [[Z,X],Y] + [[Y,Z],X] = 0 (Identidade de Jacobi), para todo X, Y,
ZE¥.

Exemplo 1.4 O conjunto gl(n,R) de todas as matrizes n x n reais é uma dlgebra de Lie
com a sequinte opera¢ao

[A,B] = AB — BA (1.16)

onde AB indica o produto usual de matrizes.

Sejam G um grupo de Lie e LG o espaco dos campos invariantes a esquerda. Se
mostrarmos que LG ¢ fechado relativamente a operagao [X,Y](f) = XY (f) — YX(f),
teremos induzido uma estrutura de élgebra de Lie em LG. Devemos provar que [ X, Y] zy =
dL, [X,Y] ,» bara todos X, Y € LG e x, y € G. Vamos mostrar isto num contexto um pouco

mais geral e para tanto precisamos de um novo conceito e de uma Proposicao.

Definicao 1.16 Sejam M, N variedades e seja p : M — N de classe C*. Diremos que
0s campos X € X(M) eY € X(N) sao p-relacionados se dpo X =Y o .

Proposicao 1.1 Seja ¢ : M — N de classe C*. Se X, X; € X(M) sao p-relacionados
respectivamente com Y, Yy € X(N) entao [ X, X41] é p-relacionados com [Y,Y].

Demonstracdao. Devemos mostrar que dp o [X, X1] = [Y,Y1] o 9. Sejam m € M e
f € C®(N), onde C*(N) indica as fungoes de classe C* de N em R. Mostramos que

do ([X, Xil,,,) (f) = [Y; Vil ) () (1.17)

13



temos que

dp ([X, X1l,,) (f) = [X, Xu],,, (f o )
= Xn(X1(f o) = X1 |m (X(foy))
= Xpn((dp 0 X1)(f)) = X1 |m ((dp 0 X)(f))
= Xn(Y1(f) o 9) = Xu | (Y(f) 0 )
= dp(Xn) (Yi(f)) — de(Xy [a) (Y ()
= Yo (Yi(f)) = Y1 [pim) (Y(S))
d (1X, X1],,) (f) = [V, Vil sy (F) (1.18)

Coroldrio 1.1 Se X, Y € LG, entao [X,Y]| € LG, assim, LG é uma dlgebra de Lie. Isto

é, a dlgebra de Lie é fechada sobre o colchete de Lie.

Observacao 1.2

(4) Sendo {7} um conjunto de geradores de ¥, [I5,, Ts] = f,5 onde f_; sdo chamadas de

constantes de estruturas.
(ii) A acdo adjunta ad, : G — G é definida por ad,(h) = ghg™'.

(73i) A aplicacao tangente de ad, é chamada aplicacao adjunta sendo denotada por Ad, :
Th(G) — Typg-1(G). Se restrita a T,(G) ~ ¥ a aplicagao Ad, é definida de ¥ sobre
ela mesma, Ad, : ¥ — ¥ tal que Ad,(X) =gXg', X € ¥.

1.4 Fibrados

Defini¢ao 1.17 A estrutura de fibrado diferencidvel em E é a séxtupla (E,m, M, F,G, V),

onde

1. F - variedade de classe C*;
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2. M - o espago quociente, ou seja, M = E/R tal que R é uma relacao de equivaléncia em
E, tal que, R = {(z1,25) € E X F;3g € G;x1 - g = x3}. Tornando M uma variedade

de dimensao n;

3. m - é a projegao definida de E em M, ou seja, 7 : E — M, n(z) =T é C™ e tém

posto n;
4. F - subvariedade de classe C'*™ tal que F' C Ej
5. G - é um grupo de Lie.
6. ¥ - é uma familia de difeomorfismos satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) Se {Us}acr € uma cobertura aberta de M, entdao Vax € M, 3U,(x) e IV, € V¥ tal que
U, :Uyx F— 7 YU,) (1.19)

U, (x,y) =, V(r,y) € Uy x F (1.20)

(Ua, ¥y )aer € a representagao de coordenadas para E. A funcao V¥, é chamada de

trivializagao local.

(”) V(Uav \I/oc)ozeb
Vo, : F— F,={ye E;n(y) =x} (1.21)

com VU, .(y) = Yu(z,y) € bijetora paray € F' e x € U,.

Nesta secao introduziremos as defini¢oes bésicas de fibrado, pullback em fibrado, fibrado
principal e conexao em fibrado. Um fibrado é um espago topoldgico que localmente pode
ser visto como um produto direto de dois outros espacos topolégicos. O que nos motiva a
estudé-los aqui é que muitas teorias em Fisica, como a relatividade geral e teorias de gauge,

sao descritas naturalmente em termos de fibrados.

Observacao 1.3 Frequentemente usamos a notacio E —— M ou simplesmente E para

denotar um fibrado (E, 7, M, F,G,¥).
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A definigao de fibrado mostra é independente de uma cobertura especial {U,} de M. Na
literatura matematica a definicao acima é empregada para definir um fibrado de coordenadas
(E,m, M,F,G,{V,},{U,}). Dois fibrados de coordenadas (E,7,M,F G, {¥,},{U,}) e
(E,m, M, F,G,{®,},{V.}) sao ditos equivalentes se (FE,m, M, F,G,{V,} U {®,},{U.} U
{V.}) é novamente um fibrado de coodernada.

Seja £/ um fibrado. Uma se¢ao s : M — FE é qualquer aplicagcao C'*° que satisfaz
mos = Idy. Notemos que para € M, e entdo s(x) € F,. O conjunto das segdes de M ¢é
denotado por I'(M, E). Se s estd definida em U C M, onde U é um aberto; dizemos que s é
uma secao local.

Se z € U,NUsg, o difeomorfismo t;;(x) = \I/;xl oV,,: FF— F, € G, onde t;; ¢ chamado
de fungao de transigao e F, é chamada de fibra de z, F, = 7~ !(z), Vo € M, que é uma

subvariedade fechada de F.

1.4.1 Pullback em Fibrados

Consideremos £ —— M um fibrado com uma fibra F. Se a aplicacdo f : N — M
é dada, o par (E, f) define um novo fibrado sobre N com a mesma fibra F. Considere
f*E sendo um subespago de N x E, que consiste do ponto (p,u) tal que f(p) = m(u), este
subespacgo ¢ definido como o pullback de E por f. A fibra F, de f*E ¢é justamente uma
cépia da fibra Fy, de E. Se definir-mos f*E — N por m(p,u) =p e my : f*E — E por
m2(p,u) = u, o pullback f*F pode ser dotado com uma estrutura de fibrado e nés obtemos

a seguinte aplicagao de fibrado.

2
f'E — FE
T | 7 (1.22)
N — M
f

A comutatividade do diagrama segue pois 7(ma(p,u)) = w(u) = f(p) = f(mi(p,u)) para
(p,u) € f*E. Em particular, se N = M e f = idy;, entdo os dois fibrados f*F e E sao
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equivalentes.

1.4.2 Fibrado Principal

Um tipo de fibrado fundamental para Teorias de gravitacao é o Fibrado Principal, que
num certo sentido é a generalizagao de grupos de Lie. Um fibrado principal tém uma fibra
F que é idéntica com a estrutura do grupo G. Ele é denotado por P(M, G), sendo também
chamado um fibrado G sobre M.

As funcgoes de transicoes atuam sob a fibra a esquerda. Adicionalmente, definimos a
acao de G sobre F a direita. Considere ¢; : U; x G — 7 1(U}) sendo a trivializagao local
dada por ¢~ !(u) = (p, g), onde u € 7~ 1(U;) e p = m(u). A agdo a direita de G sobre 71 (U;)
é definida por ¢; '(ua) = (p, gia), que é, ua = ¢;(p, g;a). Para qualquer a € G e u € 7~ 1(p).
Desde que a acao a direita comute com a acao a esquerda, esta definicao é independente da

trivializagao local. De fato, se p € U; N Uj,

ua = ¢j(p7 gja) = (bj(pa t]l(p)gza) = @(Pa gza) (123)

A multiplicacao a direita é definida sem referéncia a trivializacao local. Esta é denotada
por P x G — P ou (u,a) — wa. Note que m(ua) = w(u). A acdo a direita de
G sobre m71(p) é transitiva desde que G atue sobre G transitivamente sobre & direita e
F, = 7 !(p) seja difeomorfica & G. Entdao para quaisquer uj,us € 7 *(p), nés podemos
construir a todas as fibras como 7 (p) = {ua;a € G}. A agao a direita também ¢é livre,
se ua = u para algum u € P, logo a = e, e € G. Em efeito, se u = ¢;(p, g;), n6s temos
oi(p, gia) = ¢i(p, gi)a = ua = u = ¢;(p,g;). Desde que ¢; € bijetiva, temos g;a = g;, isto é,
a=e.

Dada a segio s;(p) sobre U;, definimos a trivializagao local ¢; : U; x G — 7~ 1(U;) como
a seguir. Para v € 7~ 1(U;), p € U, hd um tinico elemento g, € G tal que u = s;(p)g,. Entao,
definimos ¢; por ¢~ (u) = (p, g,). Nesta trivializagao local, a segao s;(p) é expressada como
si(p) = ¢i(p,e). Esta trivializacao local é chamada de trivializagdo canonica. Por defini¢ao

oi(p,9) = ¢i(p.e)g = si(p)g. Se p € U; NUj, duas segoes s;(p) e s;(p) sao relacionadas por
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uma fungao de transicao t;;(p) como segue

si(p) = di(p, ) = &;(p, tji(p)e) = &;(p, t;i(p))

= ¢;(p, e)t;i(p) = s;(p)t;i(p). (1.24)

Exemplo 1.5 Considere P sendo um fibrado principal com fibra U(1) = S* e o espago base
S2. Este fibrado principal representa a topologia ambiente do monopolo magnético. Considere
{Un,Us} sendo uma cobertura de S* pelo usual angulo polar, nds temos Uy = {(0,a);0 <
0<% +e0<B<2r}elUs={(0,0);5 —c<0<m0< B3 <2r}. Aintercessio Uy N Us
¢ uma faiza que é essencialmente o equador. Considere ¢y e ¢g sendo a trivializa¢ao local
tal que ¢'(u) = (p,exp(iay)) e ¢g'(u) = (p,exp(ias)), onde p = w(u). Tomando uma
funcdo de transicio tys da forma e™?, onde n deve ser inteiro. Podemos definir unicamente
tns(p) sobre o equador, desde que tys aplica o equador S* para U(1), este inteiro caracteriza
o grupo de homotopia m (U (1)) = Z. As fibras coordenadas an e g sao relacionadas sobre
o equador como €N = e¢"Pei*s  Sen =0, a funcdo de transicdo é o elemento unitdrio de
U(1) e nds temos um fibrado trivial P = S? x S*. Sen # 0, o U(1)-fibrado P, é curvado. E
impressionante que a estrutura topoldgica de um fibrado seja caracterizado por um nimero

nterro.

Desde que U(1) seja abeliano, a agao a direita e a agdo a esquerda sdo equivalentes.

De acordo com a acao a direita g = e

(])7 ei(a5+)‘))'

, n6s temos ¢! (ug) = (p,¢'®¥V) e o5t (ug) =

1.4.3 Conexao em Fibrados

Primeiramente definimos conexao sobre um fibrado principal. Sua definicao abstrata é
realizada concretamente introduzindo a conexao de 1-forma cuja forma local é bem conhecida
para os fisicos como um poténcial de gauge. H4 vérias defini¢coes equivalentes de uma conexao
sobre um fibrado principal. A maneira que iremos trabalhar é baseada na sepacao do espaco

tangente 7,,M em subespacos verticais e horizontais. Embora esta aproximacao parega ser
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abstrata, ela é vantajosa comparada com outras aproximagoes, pois ela esclarece o quadro
geométrico envolvido e é definida independentemente das trivializacoes locais espaciais. A
conexao é também definida como 1-forma G-valuada que satisfaz certos axiomas. Estas
definicoes sao mostradas ser equivalentes.
Consideremos u sendo um elemento de um fibrado principal P(M, G) e G, sendo a fibra
em p = 7(u). O subespago vertical V,,P é um subespaco de T,,P que ¢ tangente a G, em u.
Vejamos a construcao de um plano vertical V,, P. Tomando um elemento X € ¥. Pela acao
a direita
Rexp(exyu = uexp(tX) (1.25)
a curva através de u é definida em P. Desde que m(u) = m(uexp(tX)) = p, esta curva existe
dentro dos limites de G,,. Defina um vetor X# € T, P por
X*f(u) = L f(uexp(t)) (1.26)
dt =0
onde f : P — R é uma funcao diferencidvel arbitrdria. O vetor X# ¢é tangente para G, em
u, dai X7 € V,,P. Deste modo definimos um vetor X# em cada ponto de P e construimos
um campo de vetor X7, chamado o campo fundamental de vetor gerado por X. H& um
isomorfismo de espaco vetorial # : ¥ — V,, P dado por X — X7#. O subespaco horizontal
H,P é o complemento de V,P em T, P, e este, é definido unicamente no caso de existir uma

conexao em P.

Definicao 1.18 Uma conexao sobre P é uma wnica separacao do espago tangente T, P nos

subespacgos vertical e horizontal, tais que
() T,p=H,P®V,P

(it) Um campo de vetor C* X sobre P é separado em campos de vetores C*° X € H,P

e XV eV,Pcomo X = X7+ XV.

(13i) H,yP = Ry H, P para arbitrdrios u € P e g € G.
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A condigao (4i7) diz que os subespagos H, P e H,,P sobre a mesma fibra sao relacionados
por uma aplicacao linear R, induzida pela acao a direita. A partir do subespago H,, P sobre
u a aplicagao Ry, gera todos os subespagos sobre a mesma fibra.

Nos célculos pratico, devemos separar T,,P em V,P e H,P de modo sistemético. Este
pode ser alcangado introduzindo uma algebra de Lie valuada 1-forma w € ¥ @ T* P chamada

a conexao de 1-forma.

Definicao 1.19 A conexao de 1-formaw € ¥QT*P ¢é a projecao de T, P sobre a componente

vértical V, P ~¥. As propriedades da projecao sao resumidas pelas sequintes erigéncias.
(1) w(X#*) =X
(i) Ryw = Adg-1w.
Isto é, para X € T, P,
Riwyg (X) = wyg (RgeX) = g~ 'y (X) g (1.27)
Definicao 1.20 O subespaco horizontal H,P é o nicleo de w,
H,P={X € T,P;w(X) = 0}. (1.28)

Para mostrar que esta definigdo é consistente com a defini¢ao (1.18), provaremos a

seguinte proposicao.
Proposicao 1.2 O subespago horizontal (1.28) satisfaz
Ry H,P = H,,P. (1.29)

Demonstracao. Para um ponto u € P e definimos H,P = {X € T,P;w(X) = 0}.
Com X € H, P e construindo R, X € T,,P. Encontramos

w(RgX) = Ryw (X) = g~ w (X) g

g
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desde que w(X) = 0. De acordo com R, X € H,,P. Notamos que R, é uma aplicacdo
linear invertivel. Dai qualquer vetor Y € H,,P é expressado como Y = R,.X para algum
XeH,P nm

A conexao de 1-forma w definida acima é conhecida na literatura como a conezrdo de
Ehresmanm.

Considere {U;} sendo uma cobertura aberta de M e o; uma segao local definida sobre
cada U;. Ela é conviniente para introduzir uma Algebra de Lie avaluada em 1-forma A,
sobre U; por

A, =o0lwe¥eQU) (1.30)

consequentemente, dado a Algebra de Lie avaluada em 1-forma A; sobre U;, nés podemos

recontruir a conexao 1-forma w cujo pullback de o} é A,.

Teorema 1.4 Dado uma 1-forma ¥ - avaluada A; sobre U; e a secao local o; : U, —

7 1(U;), existe uma conexdo 1-forma w tal que A; = ofw sobre U;.

Prova: Ver [17].

Para w ser definida unicamente sobre P, que é separado de maneira tnica como
T,P=H,P®V,P, devemos ter w; = w; sobre U; N U;. A tnica 1-forma w é entao definida
em P por w|UZ_ = w;. Para cumprir esta condicao, a forma local A; precisa sastifazer
uma propriedade de transformacao peculiar similar aos simbolos de Christofel, para tanto

precisamos de um lema técnico.

Lema 1.1 Seja P(M,G) um fibrado principal e o;(0;) uma segdo local sobre U; (U;) tal que
UnNU; #@. Para X € T,M(peUnNU,), 0.X ecjX satisfazem

0« X = Ry, (00 X) + (t;; dt;;(X))* (1.31)
onde t;j : UyNU; — G € uma fungao de transicao.

Prova: Ver [17].
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A compatibilidade desta equacao é obtida pela aplicacao da conexao 1-forma w sobre a

equagao (1.31). Nés encontramos que

oiw(X) = Ry w(ouX) + ti_jldt,-j(X)

ij

onde o axioma da defini¢ao (1.19) foi usado. Desde que esta seja verdadeira para quaisquer

X € T,M, a equagao acima se reduz em

esta é a condicao de compatibilidade que estavamos procurando.

Convencionalmente, dada uma cobertura aberta {U;}, a segdo local {0;} e as formas
locais {A;} que satisfaz a equagao (1.33), nés podemos construir a 1-forma ¥ - avaluada w
sobre P. Desde que um fibrado principal nao trivial nao admita uma secao global, o pullback

A; = ojw existe localmente mas nao necessariamente global.

1.5 Levantamento Horizontal e Transporte Paralelo

Nesta secao, definiremos o transporte paralelo de um elemento do fibrado principal ao

longo de uma curva em M que é fornecido pelo levantamento horizontal de uma curva.

Definicao 1.21 Seja P(M,G) um G fibrado e v : [0,1] — M uma curva em M. Uma
curva ¥ : [0,1] — P é dita um levantamento horizontal de v se mo% = 7y e o vetor tangente

a ¥(t) sempre pertence a Hx)P.

Consideremos X sendo o vetor tangente a 7, logo X pertence ao subespago horizontal.
Dai pela definicao temos que w ()N( ) = 0. Esta condigdo origina-se numa Equagao
Diferencidvel Ordinaria (EDO) e o teorema fundamental das EDO garante a existéncia e

unicidade de solucao de w ()? ) = 0 do levantamento horizontal.

Teorema 1.5 Considere v : [0,1] — M uma curva em M e seja ug € 7 (v(0)). Entdo

exsite um dnico levantamento horizontal Y(t) em P tal que 7(0) = up.
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Demonstragao. Consideremos a construcao de tal curva 7. Seja U; uma carta que
contém ~ e tome uma segao o; sobre U;. Se existe um levantamento horizontal 7, ele pode
ser expressado como Y(t) = o; (v (1)) - g;(t), onde g;(t) levanta para g;(y(t)) € G. Sem
perda de generalidade, nés tomamos uma secao tal que o; (v (0)) = 7(0), isto é g;(0) = e.
Considere X sendo um vetor tangente a 7 (t) sobre «y (0). Entao X = 7,X é tangente, a 5
sobre uy = ¥(0). Desde que o vetor tangente X é horizontal, ele satisfaz w ()N( ) = 0. Uma

pequena modificagdo do lema (1.1) produz

X = gi(t) 0 Xgi(t) + (g:(t) " dgi(X))* (1.34)

aplicando w sobre a equagao acima, encotramos

~ dg;(t
0=uw (X) = gi() " w (01X gi(t) + gi(t) ! gdi ). (1.35)
Multiplicando por g; () & esquerda, obtemos
dg;(t
9 _ (6. X) gilt). (1.36)

dt
O teorema fundamental de EDO garante a existéncia e unicidade da solucao da equacao
(1.36).
Desde que w (04 X) = ofw (X) = A; (X), a equacao (1.36) é expressada numa forma

local,

W0 _ A (x) 0t (1.37)

cuja solugao formal com g;(0) = e é

dzt
gi(v(t)) = Bexp —/Am%dt

= Bexp _/Aiu (v (t)) dz* (1.38)

onde B é o operador que ordena o caminho ao longo de 7 (t). O levantamento horizontal é
expresso como 7 (t) = o; (v (t)) - g; (7(t)). =
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Coroldrio 1.2 Consideremos 7' sendo outro levantamento de vy, tal que 7' (0) = ~(0) g.

Entao 7' (t) = 7 (t) g para todo t € [0,1].
Prova: Usar a unicidade do teorema anterior.

Exemplo 1.6 Consideremos P(M,G) = M x R onde M = R?>—{0}. Seja ¢ : ((x,y), f) —
u € P sendo uma trivializagdo local, onde (x,y) sdo as coordenadas de M enquanto f é um
elemento do grupo aditivo R. Considere

w = % +df (1.39)
sendo uma conexdao 1-forma. Nao é dificil verificar que w satisfaz o axioma da conexao
I-forma. Com efeito, para A" = A(%, A € R sendo um elemento da Algebra de Lie do
grupo aditivo, temos w (A#) = A. Além do mais, Rpw = w = g 'wg, desde que R é
abeliano. Considere v : [0,1] — M definida por «y (t) = (cos 2wt,sin 2wt). Vamos construir

um levantamento horizontal que passa por ((1,0),0). Seja

d _dx 0 dy O  df 0
_E_E.ﬁ_x—i__ — 4+ == (1.40)

X dt oy ' dt Of

o vetor tangente a 7y (t) Como X é horizontal deve satisfazer
d d d, d
o—wx)=. v b @ A, Y (1.41)

A solugcao é dada por f = 27t + k, k é uma constante. Desta maneira encontramos o

levantamento horizontal ¥ passando por ((1,0),0),
v (t) = ((cos 27t sin 27t) , 2mt) (1.42)
que é uma hélice sobre o circulo unitdario.

De acordo com a agao de grupo(a direita ou a esquerda ), f transforma-se em f + g,

g € R. Quanto as mudancas no levantamento horizontal é

5 (t) = ((cos 27t sin 27t) , 27t + g) . (1.43)
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Consideremos 7 : [0,1] — M uma curva. Seja ug um ponto, tal que, ug € 7+ (v (0)).
Existe um tinico levantamento horizontal 7 (¢) de 7 () passando por ug, e dai um tinico ponto
uy =7 (1) € 71 (v (1)). O ponto u; é chamado o transporte paralelo de ug ao longo da curva
7. Assim, podemos definir a aplicagao ' (¥) : 71 (7(0)) — 71 (v (1)) tal que ug — u;.

Se a forma local (1.38) ¢ empregada, temos

1
uy = o0; (1) Bexp —/AWW% . (1.44)
0

De acordo com o corolario 1.2 podemos mostrar que I' (7) comuta com a agao a direita
R,. Primeiro note que R,I'(¥) (uo) = wig e I'(7) Ry (ug) = T'(¥) (upg). Observemos
que 7 (t)g é um levantamento horizontal passando por ugg e wu;g. Da unicidade do
levantamento horizontal através de wugg, temos uig = I' (¥) (uog), que é, R,I'(¥) (up) =
I' (3) (uog) =T (3) Ry (uo). Desde esta seja verdadeira para qualquer ug € 7 (v (0)), temos
R,'(7) =T (7) Ry.

1.6 Holonomia

Seja P(M,G) um fibrado principal e v uma curva, cujo levantamento horizontal em
ug € 71 (7(0)) ¢ 5. Natltima segao definimos a aplicagao ' (7) : 7! (v (0)) — 7 (v (1))
que aplica um ponto ug = 7 (0) em u; = 7 (1). Consideremos duas curvas «, 3 : [0,1] — M
com « (0) = 5(0) =pg e (1) = (1) = p;. Passando para os levantamentos horizontais &
e B de « e (8 respectivamente, tal que & (0) = B (0) = up. Entao a (1) ndo é necessariamente
igual a ((1). Isto mostra que se considerarmos uma curva fechada v : [0,1] — M
sobre p = v(0) = v(1), temos 7 (0) # 7 (1) em geral. Uma curva fechada - define uma
transformacao 7, : 71 (p) — 7' (p) sobre a fibra. Esta defini¢do é compativel com a agao
a direita do grupo,

7, (ug) = 7, (u) g. (1.45)

Note que 7, depende nao somente da curva fechada v, mais também da conexao.
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Considere um ponto u € P com 7 (u) = p e Cp, (M) o conjunto das curvas fechadas
sobre p;
Co(M)={y:10,1] — M |y(0) =~ (1) =p}.
O conjunto de elementos ¢, = {g € G;7, (v) = ug,v € C, (M)} é um subgrupo do grupo
de estrutura GG e é chamado o grupo de holonomia sobre u. As propriedade de grupo de ¢,
podem ser verificadas da seguinte maneira. Se «, 5 e v = a * [3 sao curvas fechadas sobre p,

nés temos 7, = 73 o 7, daf

Ty (u) = 75 0 Ty (1) = 75 (uga) = T8 (1) go = UGBYa (1.46)

onde 7, (u) = ug,. Isto mostra que g, = gggo. A curva fechada constante ¢ : [0,1] — p
define a transformacao identidade 7, : u — u. A curva fechada inversa v~! induz a

= _ 1 gaf _ 1
transformagao 7,-1 = 7.7, dal g,-1 = g, ~.
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Capitulo 2

Fase geométrica no espaco tempo de

uma corda césmica quiral

“A natureza s6 tece sua tapecaria com os fios
mais longos, de modo que cada pedacinho de
sua tela revela a organizagao da tapecaria in-

teira.”

Richard Fegaman

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos que nos conduzirao a uma melhor
compreensao da fase geométrica e por fim a aplicaremos no caso do espago-tempo de uma

corda césmica quiral.

2.1 Espaco-tempo

E a variedade base para o estudo da relatividade especial ou restrita criadas por Einstein

no inicio do século XX. Pontos no espago-tempo sao chamados de eventos e sao definidos
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por quatro coordenadas (z,y, z, ct), onde ¢ é a velocidade da luz. Notemos assim, que um
espaco-tempo é formado pelo produto cartesiano do tempo e o espaco tridimensional. E
cada evento tém quatro coordenadas, que dizem o local e a hora em que ele ocorreu, ocorre
ou ocorrera.

Um "intervalo de espago-tempo"entre dois acontecimentos é a quantidade (invariante
consoante o referencial) andloga & distdncia no espago euclidiano com assinatura

(1,—1,—1,—1). O intervalo de espago-tempo ¢ definido por
ds? = (cdt)? — da® — dy* — d=*. (2.1)

Os intervalos de espago-tempo, concebidos numa variedade, definem uma métrica pseudo-
euclidiana chamada de métrica de Lorentz. Esta métrica é similar a das distancias no espago
euclidiano. Deve se notar que no espago-tempo as distancias podem ser positiva, nula ou
negativa. O espago-tempo definido acima é conhecido como espaco de Minkowski, sendo o

espago-tempo da relatividade restrita.

2.2 Rotacoes Infinitesimais na Mecanica Quantica

Nesta secao, veremos como caracterizar rotagoes na Mecénica Quéantica. Como as
rotacoes afetam sistemas fisicos, o estado ket correspondendo a um sistema rotacionado
diferente do estado ket correspondendo ao sistema original, antes da rotacao. Dado um
operador rotagdo R € U (3), caracterizado por uma matriz R ortogonal 3 x 3, associamos

um operador D (R) no coviniente ket espago tal que
l@)p = D (R) |}, (2.2)

onde |a), e |a) representam kets do sistema rotacionado e original, respectivamente.
Notemos que a matriz R ortogonal 3 X 3 atua sobre uma matriz coluna correspondente as
trés componentes de um vetor classico, embora o operador D (R) atue sobre o estado vetor

no ket espago. Para construir um operador rotacdo D (R), é importante examinar primeiro
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suas propriedades sobre uma rotagao infinitesimal. Consideremos o operador infinitesimal
escrito como

U.=1—-iG. (2.3)

com um operador Hermiteano G. Especificamente,

G — ’%, e — dx (2.4)

para uma translacao infinitesimal por um deslocamento dx’na x-direcao, e

H
G — T e —dt (2.5)

para uma evolu¢ao no tempo infinitesimal com deslocamento no tempo dt. Conhecemos
da mecénica cldssica que o momento angular é um gerador de rotacao. O momento
e Hamiltoniano, por sua vez, sao os geradores de translagoes e evolucao no tempo,
respectivamente. Portanto, definimos o operador momento angular J, de tal maneira que o
operador de uma rotacao infinitesimal em volta do k-ésimo eixo dado pelo angulo d¢ pode
ser obtido
G — %, e — do (2.6)
m (2.3). Com J; sendo Hermiteano, o operador infinitesimal ¢ garantido sendo unitério e

reduz ao operador identidade no limite d¢p — 0. Mais geralmente, temos

A
Jen
D (h,dp) =1—1i (T) do (2.7)
para uma rotagao sobre na direcao caracterizada por um vetor unitdrio n e por um angulo
infinitesimal d¢.
Uma rotacao finita pode ser obtida pela composicao de sucessivas rotagoes infinitesimais
sobre o mesmo eixo. Por exemplo, se estamos interessados em uma rotacao finita sobre o

eixo z de um angulo ¢, consideremos

D.(¢) = lim_ [1 i (‘%) (%)] R (—thzqﬁ)

i, T2
-1 p _2h2+... (2.8)
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Agora, obtemos a relagao fundamental de comutacao para operadores de rotacao. Vamos

calcular [J,, J,],
[Jas Jy) = Judy — Jy s
(ke e\ (| _ide et
h 2h2 h 2h2

B 1_U_y5_Jy2£2 l_z‘st_JngQ
h 2h?2 h 2h?
iJ,e?
h
T, ) = ihJ.. (2.9)

=1 —1

Analogamente, obtemos rotagoes sobre outros eixos
[Jx, Jy] = ih&iijk (2.10)

Importante observarmos que esta relacao fundamental dos operadores de rotacao define

uma Algebra de Lie.

2.3 Corda Césmica

Uma corda césmica é um objeto muito fino, extremamente bem esticado e muitissimo
rico em massa, infinitamente longa ou formando lagos fechados.

A existéncia de tal corda foi conjecturada pelo fisico indiano Thomas Walter Bannerman
Kibble, em 1976 e reiterada pelo astrofisico russo Alexandre Vilenkin, em 1985. Foi
considerada a hipétese de que tais cordas serviriam de sementes para a formacgao de

estruturas, tais como as Galdxias.

2.4 Fase de Berry

A fase de Berry é um conceito geométrico ligado ao transporte paralelo em uma superficie

curva. O transporte paralelo no espaco dos estados da Mecanica Quantica é dado pela
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equacao adidbatica

((s01.00) =0 0<e<1).

Quando uma fase for transportada paralelamente ao longo de uma curva fechada no espaco
de estados da Mecéanica Quéantica, ela pode no final ser distinta do valor inicial. A diferenga
entre os valores final e inicial denomina-se fase de Berry.
Consideremos H (R) sendo um hamiltoniano de um sistema quantico que depende de
k parametros R = (R, ..., R;). Consideremos |n; R) o n-ésimo auto-estado normalizado de
H(R),
H (R)|n,R) = E, (R) |n; R) (2.11)

(n;R|n;R) = 1 e E, é assumido sendo isolado e ndo-degenerado. Suponhamos R
descrevendo uma curva fechada no espago de pardmetro: R = R (t) onde R(0) = R(1).
Assumimos R carregado adidbaticamente e o estado sempre permanecendo no n-ésimo auto-
estado. Apds o transporte ao longo de uma curva fechada v no espaco de parametro M, o
estado ganha um fator de fase extra.

nn:if<n;R‘%

~

n; R> dR" (2.12)

conhecida como fase de Berry. Foi Simon(1983) que primeiro reconheceu o profundo
significado geométrico por trds da fase de Berry. Ele observou que a origem da fase de
Berry é atribuida & holonomia no espago de pardmetro.

Consideremos M sendo uma variedade descrevendo o espago de parametro e seja
R = (R, ..., R¥) as coordenadas locais. Sobre cada ponto R de M, consideramos o n-ésimo
auto-estado normalizado do Hamiltoniano H (R). Desde que um estado quantico |n; R) néo

pode ser distinguido de € |n; R), um estado fisico ¢ expresso por uma classe de equivaléncia

7)) =A{g[R);9 €U (1)} (2.13)

onde omitimos o indice n, pois estamos interessados somente no n-ésimo auto-valor. A
trivializagao local candnica ¢ dada por ¢! (|R)) = (R,e). A agao a direita produz

¢ (|R)9) = (R,e) g = (R, 9).
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A conexao de Berry por

C=A,dR" = (R[(d|R)) = — (d(R]) |R) (2.14)
onde d = (%) dR" é a derivada exterior no R -espaco. Note que A é anti-Hermiteano pois,
0=d((R|R)) = (d(R|)|R) + (R|d|R) = (R|d| R)" + (R|d| R). (2.15)

Para ver que a expressao (2.14) é de fato uma forma local de uma conexao, temos que verificar
a equacao de compatibilidade. Consideremos U; e U; cartas de M tal que U; NU; # 0 e seja
0i (R) = |R); e 0; (R) = |R); sendo as respectivas secoes locais. Elas sio relacionadas por

uma fungao de transi¢ao como |R); = |R), ¢;; (R). Entdo, encontramos que
Aj = (RId|R); = t;; (R); " (R|[d|R); t;; (R) + |R) dtij (R)]

=A;(R) +t;(R)'dt;; (R). (2.16)

o conjunto de l-forma {A;} satisfazendo(2.15) define uma conexdo de Ehresman sobre

P(M,U1)).

O campo F, associado a A é chamado curvatura de Berry e é dado por

F =dA =(d(R]) A (d|R) = (%gﬁ‘) (%‘g) dR" A dR”. (2.17)

Para determinar a fase geométrica de uma corda césmica com momento angular, vamos
seguir o mesmo tratamento de Corrichi e Pierri [5] O elemento de linha que descreve este

espago-tempo ¢é dado por [6]
ds® = (dt +4J'd¢)* — dp* — o*p*d¢® — (dz + 4J%dg)?, (2.18)
ou

ds? = Gudxdx”
= dt* + 4J'dtde + 4T dpdt + (4T4)?d¢?* — dp® — o*p?d¢?® — dz*— (2.19)
— 4J*dzdp — 4T depdz — (4T7)*de?,
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0 que nos permite visualizar cada elemento da matriz (g,,), dados por:

goo =1, go1 =0, go2 = 4Jt7 goz =0
910 =0,911=-1,912=0, g3 =0
920 = 4Jt7 921 = 0, goo = (4Jt)2 - (4JZ)2 - (QP)Q» gog = —4J°

930 =0, g31 =0, gso = —4J%, g3z = —1

Assim, a matriz (g,,) corresponde a métrica (2.18)

1 0 4J¢ 0
0o -1 0 0
G = (2.20)
4700 (4T — (4T7)% — (ap)? —4J7
0 O —4J* -1
e sua inversa serd denotada por (g"")
(=412 o 4! —16.JJ*
(ap)? (ap)? (ap)?
» 0 -1 0 0 591
gy = 4Jt 0 =L 4J* ' (2.21)
(ap)? (ap)? (cvp)?
—16JtJ* 0 AL —(ap)?—(4J')?
(ap)? (ap)? (ap)?
Definimos ¢ := det(g,,). Assim, obtemos:
1 4.t 0
g= (_1)2.(_1). 4.t (4Jt>2_(4jz)2_(ap)2 _4J*
0 —4J* -1
= —1-[-(4J")* + (4J%)* + (ap)® + (4J)* — (47)?]
— —(ap)’ (2.22

Ainda sobre a métrica (2.18), analizamos os seguintes casos: se J* = 0e J* = 0 a

métrica representa uma corda césmica;
ds* = dt* — dp* — o*p*d¢* — d2*. (2.23)
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Para J* = 0, esta métrica representa a rotacao de uma corda césmica com momento angular
Jt.
ds® = (dt + 4J'd¢)? — dp* — o*p*d¢? — d2°. (2.24)

Para J! = 0, a métrica descreve uma deslocacao césmica
ds® = dt* — dp* — o*p*d¢® — (dz + 4J7de)>. (2.25)

Esta métrica é localmente plana, o que pode ser visto através de uma redefinicao das
coordenadas t e z. Mas este espago-tempo nao é globalmente plano.

Nestes casos as holonomias sao néo triviais [7] e dependem do momento angular J*, do
déficit de angulo dado por 27(1 — ), e do vetor burgers que ¢ proporcional a J*.

O comportamento de uma particula quantica escalar é determinada pela equacao

covariante de Klein-Gordon

(O+M*)¥ =0 (2.26)

onde:
[J - é o operador d’Alembertiano;
M - é a massa da particula. Com a escolha de h=c=1
A expressao do d’Alembertiano é dada por:

1
-9

O 0u(/=39" ) (2:27)

&‘
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utilizando,(2.18), (2.21) e (2.22) obtemos o d’Alembertiano na forma

2 t\2 t - t 72
0= ! [l = BT g 8 o0, + =221 50, — ao,
—[=(ap)?] (ap) ap ap
2 z . 2 2\2
—[—(ap)?] ap - ap (ap)
4.J%)? 8.J! 32.JJ 0 93
_pp oW 8T 45 e M S .
e (@2 (a2 T g T (ap)?
8.J* (4.7%)
+ ——040, — 0> — o
(ap)?™” (ap)?
d,(pd 1
=0 - ”<Z b) _ P [(4J'0; — 04)? + (4J70, — 04)?] (2.28)
1
" P [32JJ%0,0, + (ap)?d?],

substituindo na equagao de Klein-Gordon, obtemos:

2 9,(p0)) . 1
{at p (ep)

(2.29)
A expressao descrita pela equagdo (2.18) é independente do tempo e simétrico sobre
translagoes ao longo do eixo z. Deste modo, a solu¢ao da equagao (2.29) pode ser obtida

através do método de separagao de varidveis e, pode ser escrita da seguinte forma

U,.(t, p, ¢, 2) = exp(—iEpnt) exp(i K, 2)Un(p, ). (2.30)

onde F, sao os autovalores de energia e K, sao os vetores de onda na direcao z.
Usando o método do fator de fase de Dirac, podemos escrever a solugao ¥, (p, ¢) da

equacao de Klein-Gordon como fungao da solugao inicial ¢y(p, ¢), ou seja,

¢
¢n(p7 ¢> = exXp _41/(En<]t - Knjz)d¢ ¢O(p7 ¢) (231)

®o

Com o objetivo de obter uma equagao mais simples que a (2.29), vamos realizar os calculos

da meétrica e substituir na equagao de Klein-Gordon para uma solugao inicial 1y(p, ¢) com
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Jt=J*=0.

ds* = dt* — dp* — o*p*d¢?* — dz? (2.32)
1 0 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 , 0 -1 0 0
Guv = s g“ = ) (233)
0 0 —(ap)? 0 0 O — e 0
0 0 0 -1 0 O —1
82
0=0? - 9(0%) _ % S — 02 (2.34)
p (ap)

com ¥y (p, ¢) sendo a solucao inicial da equacao

(O+ M?) du(p, 0) =0, (2.35)

ou
ap(pap) i 8d2>
P (ap)?

que corresponde a equagdo de Klein-Gordon na métrica (2.32) para J' = J* = 0. Desta

— (M?* = B = K3)| to(p, 6) =0 (2.36)

maneira encontramos a solugdo da equacdo (2.29) a partir de uma mais simples, dada por
(2.36).

Agora vamos investigar a fase de Berry no espago-tempo de uma corda césmica quiral.
Para este caso o dngulo da fase geométrica depende do indice espectral que estd ligado a
rotacdo da corda césmica [8]. Além do mais, para cada auto-vetor indexado de n hd uma
diferente fase geométrica, e como conseqiiéncia, o tratamento apropriado deste problema é
obtido usando a generalizacao nao-abeliana [8] da fase de Berry.

Por definicao, um estado de um sistema quantico cuja dindmica é governada pela

equagao de Schrodinger,
o (t)
ot

¢ dito ciclico com perfodo T' se ele ¢ um autor-vetor do operador evolugao temporal

=H )y (1), (2.37)

U(T) = Pexp (—z’ /0 "W dt> (2.39)
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onde P é o operador de ordenamento temporal. O auto-vetor correspondente ao estado
inicial 1 (0) satisfaz a equagao
[ (T)) = U (T) |¢(0)) = ™™ ]y (0)) (2.39)

com « (T) € {R, C}.
Se a Hamiltoniana H for um operador auto-adjunto, entao, & € R e consequentemente
| (T')) e |1 (0)) diferem por um fator de fase. Em geral o (T") pode ser expresso como a

soma de uma parte dindmica e outra geométrica. Consideremos o subespago

Hy ={p(T)) € H; (¢ |[¢) = 1}, (2.40)

do espaco de Hilbert H.

Seja m: Hy — P a aplicacao projecao definida por

w ([ (T) = {e1) s [or) = D 9 (T)) ,a (T) € R} (2.41)
que é uma classe de equivaléncia em Hj, ou seja uma fibra em P :%, espago projetivo

que representa o espaco de todos os estados fisicos distintos. Lembremos que Hy tem uma
estrutura de fibrado principal sobre P.

Para calcular esta fase limitamos o sistema quéntico para a perfeita reflexao na caixa
tal que o pacote de onda é diferente de zero somente no interior da caixa e, é dado por
uma superposicao de auto-fungoes diferentes. O vetor que localiza a caixa em relagao ao
defeito é denotado por R. Este vetor ¢ orientado da origem do sistema de coordenada
(localizado no defeito) para o centro da caixa. Chamando R; as componentes de ﬁ, dado por
R; = (Ro, ¢0, 20) e tal que Ry > %. Esta condicao imposta em Ry nos permite compreender
dois problemas: os muiltiplos valores da funcao de onda e a existéncia de curvas fechadas no
espago-tempo.

Das equagoes (2.30) e (2.31) concluimos que quando J* = J* = 0, a fun¢do de onda
tem a forma (7" — ]_%>) onde 7’ ¢é a localizagdo da particula relativa ao centro da caixa. Se
noés considerar-mos J' # 0 e J* # 0, entao a funcao de onda é sensivel a estes parametros e

podem ser obtidos pelo fator de fase de Dirac dado pela equagao (2.31), no interior da caixa.
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Considere a caixa sendo transportada ao longo de uma curva fechada C' em volta do defeito.
Desde que o espago-tempo ¢é anti-simétrico nés podemos transportar a caixa ao longo do
rotacional do campo de vetores de Killing R* = (%)a.

Devido a degeneracao dos autovalores de energia, na ordem para calcular a fase
geométrica de Berry, é necessdrio usar a versao nao-abeliana correspondendo a jungao [§]

dada por

7 — ' : (2.42)

. -
— A s
Como 9! (2" — R) formam uma base ortonormal para o subespago de degenerescéncia em

Hy e, i, sao possiveis indices da degeneragao, podemos reduzir a equacao (2.42) para
Al = <¢;(7 ~R) Vi (T — §)> . (2.43)

O produto interno na equagao (2.43) é o produto interno usual do espago de Hilbert H,

e pode ser calculado usando o fator de fase de Dirac como segue:

<w:;<? —R) 1 Vi (T — §)> = i]{dsw;f(xi — R)[A(K,J* — E,J)(T — R)
2

+ Vel (z; — R;)]

(KT — By 7{ dsvt (z; — R)WH(T — B)

3
substituindo a equagao (2.44) na (2.43) e, obtemos
AY = A(E,J" — K,J?)5i;. (2.45)

A fase de Berry pode ser obtida da expressao (2.45) e, é dada por
2m 2m
7VI(O) = / A dgp = / AE,J" — K, J?*)d;;d¢
0 0
2
ATt — Ko T?)5 / dé
0

(C) =87 (E,J" — K, J?) (2.46)
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onde os indices i, j e d;; foram omitidos. Este resultado reproduz o de Corrichi e Pierri [5]
e Mostafazadeh [8] no caso da corda césmica com rotagdo. Como indicado por [5], o efeito
pode ser observado de uma interferéncia da funcao de onda associada a uma particula na
caixa transportada e além do mais correspodendo a particula na caixa que segue a 6rbita ao

longo do campo de vetores de Killing no espago-tempo.
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Capitulo 3

Fase de Berry no espaco-tempo de

miiltiplas cordas quirais

"Quem se prende a uma estrela ndo

muda de idéia".

Leonardo da Vince

Usando a holonomia descrevemos os aspectos globais do espago-tempo de N cordas
césmicas quirais paralelas com uma delas movendo-se em relacao as outras. A natureza
topoldgica do espago-tempo de duas cordas movendo-se perante as outras foram estudadas
usando a condicao que o fator geométrico adquirido por um vetor, quando transportado
na presenca de duas cordas, é igual ao adquirido por este vetor quando transportado
paralelamente ao redor de uma corda que se comporta, do ponto de vista global, como
duas cordas. Para fazer isto, usamos as varidveis de contorno na teoria da gravitagao. Nesta
abordagem as matrizes que correpondem as holonomias representam o transporte paralelo

ao longo de curvas em um espaco-tempo com uma determinada conexao afim.
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No artigo publicado por Gal’tsov e Letelier [6] obtiveram a solugdo para multiplas

cordas quirais, cujo o elemento de linha em coordenadas cartesianas é dado por

ds* = [dt — 3 A (widy — w?d@}z — e ¥ (da® + dy?)—
= [dz = Siy Bi(wldy — wids)] (3.1)

onde A; = 4J! e B; = 4J7, com J! e J? correspondendo ao momento angular e tor¢ao do

i-ésimo cone quiral, respectivamente, e w; e w? sao dadas por

wil _3:_22, wf:_y);ﬁz. (3.2)
P — Dil P — Dil

Nesta secao vamos calcular a fase quantica de Berry associada com uma particula escalar

no espacgo-tempo de N-cordas comicas quirais paralelas. Neste caso, a fase de Dirac da
equagao de Klein-Gordon nao ¢é trivial. Para evitar esta dificuldade devemos adotar uma
inducao, baseado no fato que o fator de fase adquirido pelo vetor quando transportado
paralelamente no espago-tempo correspondendo a miltiplas cordas quirais é afetado somente
pela corda quiral envolvida pela curva ao longo da qual o vetor é transportado paralelamente
[7]. Entao, permite nos calcular o fator de fase de Dirac para dois cones quirais, para trés,
e sucessivamente para [N cones quirais. N6s consideramos primeiro dois cones quirais, um
localizado por p; e o outro por ps. Realizamos o transporte da caixa que contém a particula

ao longo de um caminho fechado C; em volta do cone quiral. Neste caso, o fator de fase de

Dirac é idéntico ao primeiro dado pela equagao (2.31) e pode ser escrito como

¢
BLp6) = exp | —di( BTt — K, J7) / 46| Go(p, ). (3.3)

%o

Agora, nés transportamos o estado 1! (p,¢) em volta do cone, localizado por py, ao

longo do caminho Cj, que resulta em

)
20, 8) = exp | —di(E,Jb — K,J5) / a6 | (0. 6) (3.4)
ol

41



substituindo a equacao (3.3) na (3.4), obtemos o seguinte resultado

o)
ﬁm@=Wp—M&@+£%«uﬁ+@vws%m@. (3.5)
o)

A generalizacao deste resultado para N cones quirais localizados em pq, pa, ..., p, € dado

por
¢

by N (p,¢) = exp | —4i [ (EnJ] — K, J7)] / do | Yo(p, ). (3.6)
o
Além do mais, podemos calcular a conexao de Berry usando a funcao de onda dada na

equagao (3.6) que resulta em
AY =4y (B, J! — K, J?)dR*5;; (3.7)

onde dR? é o angulo polar associado a o centro da caixa. Desta maneira, a fase de Berry

pode ser obtida da equacgao (3.7) como
2m - 2m
W@ = [ Ao = [ LB~ KT )dR (35)
0 0
(€)= 8T (B! — K T7) (39)

onde omitimos os indices 7,j e J;; correspondendo a diferentes autovetores, por conviniéncia.
Esta ¢é a fase de uma particula na caixa que realiza um giro C' em volta dos muiltiplos cones

quirais.
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Capitulo 4

O Formalismo de duas componentes

para a equacao de Klein-Gordon

“Trilhar caminhos diferentes na busca
de solugOes nos proporciona conhecer
mais e melhor os problemas e suas

circunstancias.”

Hassis

A finalidade deste capitulo é apresentar um outro método, propicio para se obter a
fase geométrica de Berry de uma corda césmica com rotagao, em contraste com o que foi
feito no capitulo 2. Com esta finalidade desenvolveremos uma generalizacao dos métodos da
Mecéanica Quéantica nao-relativistica para uma condicao de adiabaticidade que é distinta, e

em contrapartida, também limita a taxa de mudanca dos autovalores de energia.
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Considere um campo escalar complexo ¢ definido sobre um espago-tempo hiperbdlico

(M, g) = (R x X, g) satisfazendo
(" (V, +ieA)(V, +ieA,) +V — M?|¢ =0 (4.1)

onde ¢g"” sao componentes da inversa da matriz g,,, V, ¢ a derivada covariante ao longo de
% definida pela conexao de Levi-Civita, A, sao componentes do potencial eletromagnético,
V' é um potencial escalar arbitrédrio, e é a carga elétrica, e M é a massa.

Neste trabalho o sinal da métrica é escolhido como (—, 4+, +, +) e as letras do alfabeto
grego sao associadas com as coordenadas da base local do espaco tangente da variedade
espaco-tempo. As letras do alfabeto latin indicam as correspondentes componentes espacias.
Elas tomam valores de 1 & 3.

Denotando a derivada temporal por um ponto, a expressao (4.1) toma a seguinte forma

¢ + D1+ Dyp = 0 (4.2)
onde:
. 9 ‘ 1
Dy := P g% 0; +ieg™ A, — §g‘“T?W (4.3)
~ l”&#— z'e MA —l”’Ti 81
Dy = 09" 0 + (ieg" Ay = 59" T) . (4.4)

+1gm(ieV, A, — 24, A,) + 3(V — M?)

Uma representacao em duas componentes para a equagao do campo (4.2) é

ZE = H@y@ (4.5)
onde: “
b0 (Z@) (4.6)
1 . 1 y
u? = S50 +ad) v i= =56 -49) (4.7)

. 1
@ . L a q (4.8)



e ¢ ¢ um parametro complexo arbitrario, possivelmente dependente do tempo e nao nulo. O

conjunto C — {0} de ¢ s define um grupo de transformacoes

P — 1) = g(q, )@ (4.9)

que é isomorfo a GL(1,C). Os elementos do grupo sao dados por

Ity 1=
2

9(d',q) = g9(v) = (4.10)

—

2

2
—_
w|+ )
)

! ~ . .
onde v := %. De acordo com a transformacao (4.9) o Hamiltoniano se transforma de acordo
com

H® — HY = g(7)H g™ () +ig(71)g ™ () (4.11)

e a equagao de Schrodinger (4.5) preserva esta forma. A simetria ligada a GL(1,C) que
caracteriza a arbitrariedade de ¢ nao tem qualquer significado fisico. Esta é, todavia, 1itil
para fins computacionais como mostrado em [9].

A vantagem de formar a equacao do campo com duas componentes é que ela possibilita
um procedimento andlogo a o que conhecemos para o caso da mecénica quantica nao-
relativista. De fato, a equacao (4.5) com uma escolha fixa de g ¢ uma equacao de Schrodinger
associada com o Hamiltoniano H@ explicitamente dependente do tempo. O campo de duas-
componentes pertence ao espago vetorial H; & H; onde H; é um espaco de Hilbert completo
de fungoes complexas de suporte compacto sobre a hipersuperficie espacial ¥; associada a
uma decomposicao especifica Arnowitt-Deser-Misner (ADM) do espago-tempo [10].

Usualmente na aproximacao de duas componentes para a teoria de campo de Klein-
Gordon no espaco-tempo de Minkowski, escolhe-se um produto interno sobre H; & H;, desta
maneira criamos o correspondente produto interno hermiteano (,) sobre H; & H; pode ser
definido por um produto interno Hermiteano (1) sobre H; e possivelmente uma matriz 2 x 2,

h = (h;j) hermitiana complexa dependendo do tempo.

— (]l hi1 haz |us)
s e= ol |0 ) (1) (412)
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onde u; e v; sao componentes de v;, e hi1, hoy sao reais. A escolha usual para h, no caso de

Minkowski, é [28,29],

10
h= (4.13)

esta escolha reduz (v, 9) para

(Y1, v2) = (u1 1 ug) — (v1 1 va). (4.14)

Nao ¢ dificil de verificar que no caso geral esta escolha nao garante a auto-adjuntocidade
do Hamiltoniano a menos que alguma condicao severa seja imposta sobre ¢ e os operadores
131 e 132, isto é, que ¢ seja imaginario, ﬁg seja auto-adjunto com relagao ao produto interno
(1) sobre Hy, e 131 = %. A dltima condicao é especialmente restritiva que g pode somente
depender do tempo e ser um parametro livre (ndo-dinadmico), pode ser considerado como uma
constante no caso que 131 deva desaparecer. Em geral, estas condi¢oes nao sao cumpridas.
Nao obstante, o produto interno (4.14) tém uma propriedade agraddvel que é descrita a
seguir.

Considere o problema de auto-valor para H(?. Denotando os auto-valores e auto-vetores
por B e {7 isto ¢

H@p@) = F@)y),@) (4.15)

n n n

expressando @DSI) na forma de duas componentes como em (4.6), e usando a equagao (4.15),

obtemos

(9) (9)
(@ @ — g (a)
H (U(q)> (bn - En (U(q)> ¢n (416)
substituindo a expressao do operador Hamiltoniano (4.8) na equagao (4.16),

f iy 1 p gD, —1_11D _aD

v q.Jr q D1 —qDy qa q +D1—qDr (u(q)>¢(q) — Ela) (u(q)>¢(q) (4.17)

2 —§+%+D1+QD2 —D1+qD2 U(Q) U(Q)

Qe

1
q
desenvolvendo a equacdo (4.17) podemos mostrar que sobre um muiltiplo escalar

inderterminado, ¥? tém a seguinte forma:

1 (1 —igE?
(0) — —_ (9) 4.18
Un NG (1 + z’qm@) On (4.18)
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onde ¢\¥ € H, satisfaz

[152 — B (131 - g) — (B@)2| 6@ = 0. (4.19)
q

Esta equacao pode ser observada como uma equacao de auto-valores generalizada para
)

H,;. Ela define ambos os vetores ¢£Lq) e 0s nimeros complexos Eflq . Ela reduz para o auto-
valor ordindrio a equacao de f?g, se ﬁl = g. Note que esta também é uma condicao para a
auto-adjuntocidade do Hamiltoniano, com a escolha de (4.14) para o produto interno. Além
do mais, se esta condicao é satisfeita, entao a equagao (4.19) determina Efzq) a menos de um
sinal, isto é, auto-valores aparecem com um par de sinais opostos.

Se ¢ é escolhido para ser independente do tempo, entdao (4.19) nao leva qualquer

informagao sobre ¢ e portanto ¢§Lq) e BY sdo independente da escolha de ¢. Dai, pode-

se retirar o indice ¢ do lado direito da equacgao (4.18). Neste caso, a equagao (4.19) torna-se
Dy —iE,Dy — E,2| ¢, = 0. (4.20)

Agora usando o produto interno (4.14) para calcular o produto interno de dois auto-

vetores do Hamiltoniano. Realizando os cédlculos, encontra-se

(U0, 049) = 5 (60 + i0Bnb 6+ i0Bi)
1| (Dn o) =07 E}, (Gl ém) + iaEn (90 [6m) +
2 +1al EnE}, (dn |6 )
= % (¢ Ey — qEn) (dm 1 &n) + %(q*EE —qEy) (Pm 1 Pn)
(50, 09) = (¢ E}, — 4En) ($m 1 dn) (4.21)

Portanto se ¢ ¢ um nimero imaginério positivo, isto é, ¢ = i |g|, entao

(02, 0\0) = i(q" B}, — aBn) (b 1 $n)
= i(—ilg| B}, —ila| En) (dm 1 dn)
= (gl 5, + |gl Ep) {¢m 1 &n)
(80, 00) = lal (B}, + En) {dm 1 6n) - (4.22)
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Dai os auto-vetores ¢£,‘{’ e @Dq(f") com FE, = —FE! (se existirem) sdo ortogonais

independentemente do valor de (¢, | ¢,,). De fato, Considere E,, = a + ib, logo obtemos
E' =a—1ib, como E,, = —E’ = —a+1b
e portanto

EY + E,=(—a+ib)"+a+ib

=—a—ib+a+1ib
E +FE,=0 (4.23)
Além disso, nestas condigoes, tém-se
(9, 40) = 2|g| Re(Ep) (6 1 60) (4.24)

isto é, a norma de um auto-vetor possui o mesmo sinal da parte real do correspondente
auto-valor de energia imagindrio. Note que aqui estamos assumindo que o produto interno
(¢m | &) sobre H; é nao negativo. De fato, H; estd sendo identificado com o espago de
Hilbert L%(3;) das fungoes de quadrado soméveis sobre ¥;, onde a integragao ¢ definida pela
medida [det(®g)]z dada pela métrica-trés ®g. A dltima ¢ induzida pela métrica-quatro g.

Uma outra propriedade interessante do produto interno (4.14) é o fato que para ¢
imagindrio ele produz a familia de produto interno Klein-Gordon, (i) ;. Isto é facilmente

visto por substituir (4.7) em (4.14), que conduz para

(1, 92) = (U] ug) — (v1| va)
(61 + q61) —(¢2 + q¢z)>

- 7
< ! (¢1—Q¢1) E(¢2—Q¢2)>
~5 |2 (o

e (5
o {{ofo=(3])

=:q (P11 ¢2) g - (4.25)




Ele também ¢ 1itil para recordar que o espago H; & H; é nada mais que o espaco das
possiveis condigoes iniciais |¢(t, z%), g?ﬁ(t,xl)} com tempo inicial t e ' € ¥,. Em vista da
bem posta equacao dindmica (4.1). Dai a decomposi¢cdo em duas-componentes pode ser
considerada como uma divisao do espago de solucoes das equacoes de campo. Em vista da

liberdade da escolha do parametro ¢, esta divisao é claramente nao tnica.

4.1 Corda césmica com rotacao

Em [5], os autores estudam a fase geométrica ( topoldgica) induzida por um campo
de Klein-Gordon devido a rotacao de uma corda césmica. Nesta se¢ao, esbocaremos uma
solugao para este problema que usa o formalismo de duas-componentes.

A expressao da métrica g correspondente em coordenadas locais para a rotacao de uma

corda césmica com momento angular j e densidade linear d é [5]

-1 0 —45 0
0 1 0 0
g= ) ) (4.26)
—4j 0 (ap)”—(4j)" 0
0 0 0 1
e sua inversa ¢~ ! é dada por
(49)*—(ap)? —4j
(ap)® 0 (ap)® 0
. 0 1 0 O
g = , (4.27)
—4, 0 25 0
(ap)? (ap)?
0 0 0 1

onde (zt) = (t,p, ¢, 2), « = 1—4d e (p, p, z) sdo coordenadas cilindricas na hiper-surficie do
espago y _, que corresponde a um cone com um angulo deficitério f = 8wd = 27(1 — «).
4 9

= se torna tipo-tempo. Isto conduz a existéncia de curvas

Note que para p < 2, 90

tipo-tempo fechadas. Esta regiao pode ser ignorada impondo condig¢oes de limite apropriado

nos campos, i.e. ¢ =0 para p < %.
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Executando os célculos necessédrios, encontramos as expressoes dos seguintes operadores
Dy e D, das equagoes (4.3) e (4.4):

~ 2 , . 1
Dl = ﬁ |:gO7'a7; + ZGQDMAM — §g“”F2V

como I']? = %Z {a%igjk + %gki — a%kg,-]} g*™, obtemos
I
F80 = F82 - F(1)1 = Fgo = Fgo = F(2)2 = ng. = (4.28)
esao A, =0, daf
~ 8j 0
D= ——— =
(ap)” = (4j)° 0%

de maneira analoga aos calculos realizados para D; encontramos a expressao para Do. Como

(4.29)

'3, = —a?p, os demais I']} da expressdo e o potencial V' sao nulos, obtemos
o[ e Gera - i
Y =
I +39" (ieV A, — e* A A,) + 5(V — M?)
2
_ [~ (ap)” ) o7 T o (4.30)
o 2 N2 . .
(ap)” =) ) | + b - & + & — M?

Entdo as condicdes para a auto-adjuntocidade do Hamiltonian H@ de (4.5) ndo pode
ser conhecida. Todavia, considere os autovetores U de H (@, (4.15). Para a métrica (4.26),

equagao (4.20) leva a forma

2 1.0 1.0 | i8iFBs O
o7 T 5 0 T (apy o¢? - (an)” 02 L p =0 (4.31)
= A [0

devido a uma observagao feita em [14] e usou em [5], nos permite escrever ®,, na forma

®,, = exp (i(p) ¢,. Substituindo esta equacdo em (4.31), encontramos que ¢ = —4jE,, ¢,

satisfaz

Bt G e G = .0 (4.32)
+2 - M*+ E,

Equacdo (4.32) pode ser obtida de (4.31) fixando j = 0 e substituindo ®, por ¢,.

Conseqiientemente ¢, determina os auto-vetores do Hamiltoniano para uma corda sem
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rotacao com mesma densidade de massa. Neste caso 151 desaparece e 132 se torna auto-
adjunto. Entao, ¢, sao auto-vetores ortogonais de 132, com j = 0. Se ¢ = i, entao o
Hamiltoniano se torna auto-adjunto com relagdo ao produto interno (4.14).

As solugbes da equagao (4.32) sao da forma
On = NpeP*e™? ], (kp) (4.33)

onde N,, sao constantes de normalizacao apropriadas, J, é a fungao de Bessel, e

ko= EI— (p2+ M?) vi= (4.34)
a
A propriedade de ortogonalidade de ¢,, leva para ®,, com o mesmo auto-valor de energia

E,, como a medida da integracao sobre ) |, é independente de j. Isto é por causa da identidade
det[g] = — det[®g] (4.35)

que garante para qualquer métrica com fungao de lapso N = 1, [15]. Note, porém, que hé
®,, com auto-valores de energia diferente que nao sao ortogonais.

Neste caso, o campo de Klein-Gordon adquire uma fase tipo Aharonov-Bohm que é
topolégica por natureza. Como Berry descreve em seu artigo [13], a fase de Aharonov-
Bohm pode ser vista como um caso particular de uma fase geométrica. A dependéncia no
tempo do sistema é introduzida escolhendo um sistema de coordenada centrado dentro da
caixa. Isto conduz a fase geométrica para as auto-funcoes de energia. O mesmo resultado é
aplicado, entao, ao pacote de onda de um elétron, simplesmente porque a fase geométrica é
independente do auto-valor de energia, isto é, a todo auto-valor de energia e entao qualquer
combinagao linear deles, em particular formando um pacote de onda de elétron localizado,
adquiri a mesma fase geométrica que é mostrada igual & descoberta por Aharonov e Bohm
[13].

Em [5] é usada a analogia entre corda césmica e o aparato de Aharonov-Bohm para se
obter as fases geométricas correspondentes. Porém, isto nao é justificado totalmente para
auto-fungoes de energias arbitrérias como mostrado abaixo e também em [5]. Diferentemente

do sistema de Aharonov-Bohm, a fase induzida neste caso depende do auto-valor de energia.

o1



Por conseguinte, um campo arbritdrio de Klein-Gordon localizado por superposicao de
autofuncoes de energias diferentes nao serd ciclico. O argumento de Berry se aplica, entao,
s6 a essas configuragoes de campo “localizado” por autofuncoes de energia.

Logo, nos permite usar em analogia o tratamento da fase de Berry para o de Aharonov-
Bohm [13], e derivar a fase geométrica no contexto do formalismo de duas componente. Isto
é feito por mudanca no centro da caixa que circula ao redor da corda a uma distancia maior
que %. Se R sao coordenadas do centro da caixa e 2 sao as coordenadas centradas sobre
R = (RY), entao, as autofungoes sio da forma: @, (2') = ® (z — R). Substituindo esta
expressao na versao nao-Abeliana de (2.42), encontramos

0
OR

n

A:’{:¢<q>;(x—}2)‘

I (z — R)> dR'
= / dQer! (x — R) [—4@'Enjgb;{ (x — R)dR* + %qﬁ;{ (x — R)dR'
¥
= 4jE,6;;dR? (4.36)

onde df) = apdpdpdz, I e J representam possiveis indices de degeneracao correspondendo a
autofuncoes, k2 é o angulo polar associado com o centro da caixa, os ¢,s estao normalizados.

Para uma curva C' com niimero Ne¢, a fase geométrica do "angulo"é determinado por
2
Yo = N, A, =871jE,N, (4.37)
0
onde os indices I, J e d;; foram suprimido por conveniéncia. Este é idéntico ao resultado
de [5]. Porém, note que aqui ndo houve preocupagao com a dificuldade de escolher um

produto interno para o espacgo das solucoes da equacao de Klein-Gordon, como o proposto

por Ashtekar e Magnon [16].

4.2 Conclusao

Neste trabalho estudamos contetidos matemédticos que consideremos essenciais para
atingir nossos objetivos, entre eles destacamos: Grupos e Algebras de Lie, fibrado principais,

conexoes de 1-forma, levantamento horizontal e holonomia. Em seguida encontramos a fase
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geométrica para uma classe de espaco-tempos correspondendo a defeitos topolégicos usando
o método do fator de fase de Dirac [5]. Em todos os casos a fase geométrica depende do indice
espectral da degenerescéncia da energia. Além do mais, para dar um tratamento apropriado
a este problema usamos a generalizacdo nao-abeliana da fase de Berry [8]. Encontramos
as fases geométricas de um campo escalar induzidas por uma corda césmica quiral e por
multiplas cordas césmicas quirais. Neste tltimo, usamos o fato que do ponto de vista global
as cordas fora da curva nao afetam a holonomia [7] e consequentemente nao afetam a fase
de Berry. Por tltimo, mostramos que o formalismo de duas componentes pode ser usado
para investigar a fase geométrica associada com campos carregados de Klein-Gordon. Este
formalismo prové uma definicao precisa da aproximacao de adiabdtica e permite obter a
derivacao de Berry da fase geométrica adiabatica a ser aplicada a campos relativisticos de

Klein-Gordon.
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