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Resumo

Em nosso trabalho estabelecemos uma compactificagao da familia das configura-
coes de trés pontos em P2, Iniciamos nossa compactificacao estudando a grassman-
niana de feixes de conicas que passam por um ponto fixo 0, a qual foi denotada por
X = G(2,F)). Construimos uma seqiiéncia explicita de trés explosoes ao longo
de centros lisos, para estendermos o mapa racional ¥; : X --» Hilb*P?. Este
mapa nao estd bem definido na subvariedade ¥ C X. Na primeira explosao en-
contramos um mapa racional ¥y : X’ --» Hilb’P?, onde X' é a explosao de X
ao longo da subvariedade Y. Na segunda explosao nos deparamos com um terceiro
mapa racional U5 : X" --» Hilb’P?, onde X" é a explosao de X’ ao longo da sub-
variedade Y’ = P? € X’. E na terceira e ltima explosao definimos um morfismo

0 : X" — Hilb>P?, onde X" é a explosao de X" ao longo da subvariedade Y C X".
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Abstract

In our work we established a compactification of the family of the configurations
of three points in P?. We begin our compactification studying the grassmannian of
pencil of conics containing a fixed point 0, which was denoted por X = G(2, FY).
We built an explicit sequence of three blowups along smooth centers, we extend the
rational map ¥, : X --» Hilb3P2. This map is not very well defined in the subvariety
Y C X. In the first blowup we found a rational map U, : X’ --» Hilb*P?, where
X' it is the blowup of X along the subvariety Y. In the second blowup we obtained
a third rational map W3 : X” ——» Hilb®P?, where X"it is the explosion of X’along
the subvariedade Y’ 22 P? ¢ X’. In the third and last blowup we defined a morfism
0 : X" — Hilb>P?, where X™it is the explosion of X”along the subvariety Y” C X".
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Notacao

e Clxy,...,x,] denota o anel de polinomios nas varidveis 1, ..., x,, com coefi-

cientes em C.

e Clxy,z9,...,x,]s denota o subconjunto formado pelos elementos de Clxy, o, . . .,z
de garu < s.
e < fi,..., fn > denota o ideal gerado pelos polinomios fi,..., f,.

e /(X) denota o ideal da variedade X.

e K[X] denota o anel de coordenadas da variedade X, definido como K[X]| =

Klzi,...,zn]
1(X)

e K(X) denota o corpo das fungoes racionais da variedade X.

o dimT, X denota o dimensao do espaco tangente a variedade X no ponto x € X.
e m, denota o ideal maximal do ponto x. Onde m, = {f € K[X] | f(z) = 0}.

e d°f denota o grau do polinémio f.

e F denota o espaco vetorial das formas lineares nas variaveis xg, r1 e xs.

e Y o subfeixe de formas de grau m que se anulam no ponto 0.

o FMA2> o subfeixe de formas de grau m que se anulam no ponto de intersegao

das formas lineares Ay e As.

v



Introducao

A abordagem moderna do esquema de Hilbert foi introduzida por Grotendick [9],
e desde entao tem sido objeto de estudos de muitos mateméticos. O esquema de
Hilbert de 3 pontos no plano tem sido estudado por G. Elencwajeg et P. Le Barz
[6], G. Elingsrud, S. Stromme [7] e R. Mallavilabarrena [12]. Forgaty [8] mostrou
que HilbP? é nao singular de dimensdo 2d. Dan Avritzer e Israel Vaisencher [1],
mostram que o esquema de Hilbert de d pontos em P? mergulha na grassmanniana de
subespagos de F,; de codimensao d, ou seja, G(N — d, Fy), onde N = dimF,. Entao
Hilb>P? mergulha na grassmaniana G(7, F3).

Vainsencher e Xavier [22], [17] construiram uma compactificagdo do espago das
cubicas reversas estudando o feixe de quadricas que contém uma reta em comum.

Eles observaram que a configuragao

reta(¢) U ctbica reversa(C)

¢ uma intersecao completa. Esse foi o nosso ponto de partida.
Em nosso trabalho estabeleceremos uma compactificacdo do esquema de Hilbert
. ﬁ ~ d A ]P2 I . . .
que parametriza a configuracao de trés pontos em P2, Iniciaremos nossa compacti-
ficacao estudando o feixe de coOnicas que contém um ponto em comum. Note que a

configuragao

ponto fixo U triangulo

¢ uma intersecao completa em P2, ji que o seu ideal é gerado por 2 conicas. Por-
tanto seguiremos a descricao feita por Vainsencher e Xavier, para obtermos nossa

compactificagao.



Seja X = G(2,FY), onde 0 denota um ponto fixo, a grassmaniana de feixes de
conicas que contém o ponto 0. Iremos construir uma seqiiéncia explicita de treés
explosoes

X" X" X — X.

ao longo de centros lisos.

O objetivo do nosso trabalho é construir um mapa regular
o X" — G(7, F3).

Pois sabe-se por Sernesi [13], que esse mapa estende o mapa racional
v X --» Hilb*P2.

Note que H = Hilb*P?* C G(7,F3), e assim temos que o' (H) C X".
Daremos agora um resumo da construgao desse mapa.
Existe uma aplicacao racional v : X --» G(3, F2), que a cada ponto < q1,qa >€ X

associa a rede de conicas < ¢1, ¢2, g3 >, com

@1 =Mfi+Xaofo, @2 =N f1+ Ao fa, 03 = MA, — A\,

onde A1, Ay, A, AL, f1 e fo denotam formas lineares.
A aplicagao v nao esta definida na subvariedade Y C X dada pelo feixe de conicas

que possuem uma componente fixa ¢, a qual é uma reta que passa pelo ponto fixo, 0.

(

Y={(ecP} =

e

\ V

A explosao de X ao longo de Y define um morfismo X’ — G(3, F») que estende o
mapa racional v : X --» G(3, F3).

vi



Seja A a imagem reciproca do fibrado tautolégico de posto dois sobre G(2, FY)
via o primeiro mapa de explosao. O mapa de multiplicagao p : A ® F — F3 induz
um mapa racional X’ --» G(6,F)). Este mapa racional nio estd definido numa
subvariedade Y’ C X'. Esta subvariedade é isomorfa a P2. Explodindo X’ ao longo
de Y’ obtemos X”.

Seja R’ a imagem reciproca do fibrado tautolégico via o segundo mapa de explosao
de posto 3, R, sobre G(3,F,). O mapa de multiplicagdo n : R’ ® F3 induz um
mapa racional X” --» G(7, F3). Mostraremos que este mapa estd definido em Y’ a
subvariedade de X”, que pode ser descrita como o P!-fibrado sobre IP% definido pelos

pares ({,p) € IP% x P2, tal que p € /.

p
Y// — {4.—*;}
0 l

Portanto obtemos X"’ através da explosao de X” ao longo de Y”, o que induz o
mapa regular X" — G(7, F3).

Nos capitulos I, I1 e I11 daremos algumas nogoes bésicas de geometria algébrica.
No capitulo I definiremos variedades projetivas, morfismo e polinomio de Hilbert.
J& no capitulo 11, descreveremos os coinceitos relativos a explosao, uma vez que
iremos utilizé-los na discursao do problema, e no capitulo /77, abordaremos grupos
algébricos e agao de grupo.

O problema sera discutido no capitulo IV, no qual exibiremos o mapa racional
v:X --»G(3,F)

e determinaremos a tunica érbita fechada de X. A descricao das orbitas fechadas é
decisiva, pois sabe-se que a verificagao de muitos resultados se restringira a apenas
uma vizinhanc¢a de um representante da érbita fechada. Exibiremos ainda os centros
de explosoes, os lugares da indeterminacao dos mapas racionais, para finalmente ex-

plodirmos X" ao longo de Y, para construirmos assim um morfismo X" — G(7, F3).

vil



No apéndice, temos os calculos feitos no programa Maple versao 8.00 (IBM INTEL

NT) para descrever as operagoes relatadas no capitulo V.
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Capitulo 1
Conceitos Preliminares

Neste capitulo, para uma melhor comodidade dos leitores, daremos em sua grande
maioria, algumas definicoes e resultados de um primeiro curso de Geometria Algébrica.
Convém lembrar que estaremos trabalhando sobre o corpo dos niimeros complexos,

C e que todos os anéis aqui considerados sao comutativos com unidade.

1.1 Variedades Projetivas

Definicao 1.1. O n-espaco projetivo sobre C, denotado por P{ ou P", é o con-
Junto das classes de equivaléncia de (n + 1)-uplas (ag,aq,...,a,) # (0,...,0) de ele-
mentos de C, sob a relagao de equivaléncia dada por (ag, a, ..., a,) ~ (Aag, Aay, ..., Aay,),
VA€ C,\#0; em outras palavras é o conjunto quociente do conjunto A™H1 —
{(0,...,0)} com respeito a relagio de equivaléncia que identifica pontos que estdo na

mesma reta passando pela origem.

Um elememento de P" é chamado ponto. Se p é um ponto, entdao qualquer
(n + 1)-upla (ag,ai,...,a,) na classe de equivaléncia de p é chamada coordenada
homogénea de p. Note que se x = (ag, a1, ...,a,) ~y = (bo,b1,...,b,), entdo x e y

estao em uma mesma reta.

Definicao 1.2. Um anel graduado é um anel S junto com uma decomposi¢ao



S =®5;,d >0, de S em uma soma direta de grupos abelianos Sy, de modo que para

qualquer d,e > 0,54 - Se € Sgie.
Exemplo 1.3.

O anel dos polinémios S = Clzg, z1, . . ., x,] ¢ um anel graduado. De fato, S = &S,

onde Sy =<z ... xin | ig+iy + ... +i, =d >, comig,...,i, €N.

Assim, se F' € S temos que F = Fy+ Fy + ...+ F,, onde F; € S;.

Um elemento de Sy é chamado elemento homogéneo de grau d. Portanto, qualquer
elemento de S pode ser escrito de maneira tinica como uma soma finita de elementos
homogéneos.

Agora consideremos F' um polinomio homogéneo de grau d em S, entao verifica-se
que

F(ag,ay,...,a,) = F(Aag,Aay, ..., Aay) = N F(ag,ay, ..., an).

Assim inicialmente encontramos dificuldades para definir uma funcao em P”, pois
as coordenadas homogéneas nao sao unicas. Entao para podermos falar de zeros de

um polindomio homogeéneo consideremos a seguinte funcao:

F . P — {01}

F(p)=0, se F(ap,a1,...,a,) =0
p —
F(p)=1, se F(ap,a1,...,a,)#0.

Definigao 1.4. Dado F € Clxy,...,x,], homogéneo. O conjunto de zeros de F
¢ definido por V(F)={peP" | F(p) =0 }.

Se T" é um subconjunto qualquer de elementos homogéneos de S, definimos o
conjunto de zeros de 1" como V(T) ={peP" | F(p)=0, VF €T }.
Como S ¢é Noetheriano entao existe um subconjunto finito Fi, Fy, ..., F, tal que

V(T) - V(Fl, FQ, oo >Fr)-

Definicao 1.5. Um subconjunto de P" é um conjunto algébrico se existe um

conjunto T' de elementos homogéneos de S tal que Y = V(T).



Definicao 1.6. O conjunto T={ V(T) | T C S } satisfaz os aziomas de fechados
de uma topologia. Assim definimos a topologia de zariski sobre P", conceituando

conjuntos abertos como os conjuntos complementares dos conjuntos algébricos.

Definicao 1.7. Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico em

P", com a topologia induzida.

Definicao 1.8. Uma variedade quase projetiva é um subconjunto aberto de um

conjunto fechado projetivo.

Definicao 1.9. Seja Y C P™ uma variedade quase projetiva. Uma fungao f:Y — C
é regular em p € Y se existe uma vizinhang¢a aberta U comp € U CY, e polinomios
homogéneos g, h € Clxy, ..., x,], de mesmo grau, de modo que h é nao nulo sobre U,

e f= % sobre U. Dizemos que [ € regular sobre Y se € regular em todos os pontos

de Y.

Definicao 1.10. Se X, Y sao duas variedades, um morfismo ¢ : X — Y € um
mapa continuo de modo que para todo conjunto aberto V- C 'Y, e para toda fungao

reqular f 'V — C, a fungio fop: o (V) — C € regular.

Consideremos X e Y variedades projetivas. Sejam f uma aplicacao regular e

y € Y, chamamos de fibra sobre o ponto y, o conjunto f~'(y) C X.

Teorema 1.11 (Dimensao da fibra). Seja f : X — Y um morfismo entre var-
iedades projetivas irredutiveis tal que f(X) =Y.
Seja dimX =n e dimY = m.Entao:

1. n>m;
2. dimf~Yy)>n—m, YVyeY;
3. U CY aberto denso tal que dimf~'(y)=n—m, YyeU.

Demonstracao: Vide referéncia [14], pg. 60.



Coroldrio 1.12 (Critério de Irredutibilidade). Seja f : X — Y morfismo entre
variedades projetivas, com f(X) =Y. SeY e f~'(y), Vy € Y, sao irredutiveis e

dim(f~1) é constante. Entao X ¢ irredutivel.
Demonstracao: Vide referéncia [14], pg. 61.

Definigao 1.13. Uma curva plana projetiva é o conjunto de zeros F =V (f) em
P? de um polindémio homogéneo e nao constante. O grau do polindmio f determina o

grau da curva, denotado por OF .
Exemplo 1.14.
Considere o conjunto de zeros do seguinte polinomio
F(x0, 21, %2) = ooy + Go1T0T1 + AoaToTa + Q1125 + A12T1T2 + A3,

uma conica plana projetiva C = V(F) C P2, Podemos associar a F' a seguinte

matriz:
2a00 @01 Qo2
Sp = B) apr  2a11 Q12
age (12 2a
Seja V' = {Matrizes simétricas 3 x 3}. Note que V é um espago vetorial de

dimensao 6. Logo P(V) = P5. De fato,
P(V) — P°

2a00 ao1 Qo2
[5 agn  2a1;  arz ||+ [aoo s ao ag ann  arg : ag)
gy 12 2ap
¢ um isomorfismo.

Existem trés tipos de conicas em P? de acordo com o posto da matriz acima

Teorema 1.15. (Bezout) Sejam F e G curvas planas projetivas de grau m e n,
respectivamente. Assuma F' e G sem fatores em comum. Entao F e G interceptam-se

mmn pontos contados com multiplicidade.



Posto 3 Posio 2 Posto 1

Demonstracao: Vide referéncia [16], pg.26.
Exemplo 1.16.

Sejam q; = x3 — ToTy € qu = T3 + Toxy) conicas em P com mdc{q, ¢} = 1,
temos pelo teorema acima que ¢; e ¢y interceptam-se em quatro pontos. De fato ¢;
e g2 interceptam-se nos pontos [0 : 1:0], [1: =1:¢, [1:c:1],e[d:c:0], com
d,c e C.

1.1.1 Produto de Espacos Projetivos

Definicao 1.17. Sejam P" e P™ espacos projetivos , definimos o produto de espagos

projetivos via imersao de Segre, V, considerando a sequinte aplicacdo:

TP x P — PV
([wo oot @]y [Wo iyt oo s ym]) = [ToYo t ToY1 = o T T0Ym & oo S Yo 5 - T,

onde N =(n+1)(m+1)—1

Proposicao 1.18. V aplica o produto P xP™, biunivocamente, sobre a subvariedade

de PV dada pelos zeros comuns dos sequintes polinémios:

ViiVie — VijVi, 4, k=0,1,...,n; 7,1=0,1,...,m
onde Vi; = xy5, i =0,1,..., n;j=0,1,...,m sdo as coordenadas de PV.
Demonstracao: Seja entao:

U P x P — PN



([wo =y c ]y [Yo iy oo s ym]) = [ToYo : ToY1 ot ToYm & -+ S TnYo & -+ : Tnlml,
onde N=(n+1)(m+1)—1.

Note que VU estd bem definida pois dado [kxg, kx1, ..., kx,leluyo : ... : pym] € P™,
k,pue C, k,u+# 0, temos que:

U(lkxo : kxy oo kay], [pyo s pyr c - pym]) =
[kuzoyo = kpxoyr : - .. kpxoym : - kpxoayo - 0 KT ym)
=kulroyo : Toy1 oo I XYm e e TpYo ekt TpYm)

U aplica P" x P™ biunivocamente sobre a subvariedade de PV (cujas as coordenadas

estamos denotando por [Voo : Vo1 @ ...t Vo @ Vig ... Vo)) dada por:
V=V(ViVi—VigVa, i,k=0,1,...,n; j1=0,1,....m) (1.1)
Com efeito, U(P™ x P™) C V. Reciprocamente dado v € V, com
vV ="1[V00 Vo1 - UVom V10" - V)]

e suponha vgy # 0, por exemplo. Entao fazendo k = [ = 0 encontramos que x = [vgg :

V1ot ...Uno] €Y =[Vo0 Vo1 ;... Ugml, assim:
U(z,y) = [Uoooo : VooVo1 : - - - : VooUVom : V10V00 : - - - : V00Vnm]
:[/()00:’001 .. VUom V10 - .. :’Unm]:U.

Por outro lado vemos que v € V determina x € P" e y € P™ tais que V(z,y) = v de

maneira unica ou seja ¥ € injetiva. O
Observacao 1.19.

Os pontos v € V,v = [vgg © Vo1  «-+ : Vg & -+ Upg & «-. : Upy] podem ser
interpretados como uma matriz de ordem (n+1) x (m+1) matriz, e assim as equagoes
(1.1) podem ser escritas da seguinte forma:

Vij Vil

=0.

Vij Ukl



Exemplo 1.20.
A imagem do mapa:
o:P' x P! — P3
([1’0 : $1]> [yo : y1]) = [$0y0>$0y1>$1yo7$1y1]

V = V(VoVii — Vo1Vig) C P? é uma superficie quadrica. Se fixarmos » € P!,

x = |ap : a1], o conjunto:

oz x Pl) = [aoYo : ao¥r 1Yo : a1y ]

¢ dado em P? pelas equacoes: aoVoy = a1Vig € a1 Vo1 = aoVi1, que é a equacao de uma
reta.
Analogamente, podemos considerar as retas o(P! x y),y € P!, onde obtemos uma

segunda familia de retas. Note ainda que podemos descrever a equacao
VooVir = Vo Vip =0

cOomo

Voo Vi
Vio Vi

=0.

Proposicao 1.21. Se X € uma variedade projetiva, e Y uma variedade quase pro-

jetiva, a sequnda projecao p : X XY — Y leva conjuntos fechados em conjuntos

fechados.
Demonstracao: Vide referéncia [14], pg. 58.

Lema 1.22. Sejam X C P" e Y C P™ variedades projetivas. Seja p : X — Y

reqular. Entao o grdfico de o,
Fo ={(z,y) € U XP" [y = o(x)}
¢ um subconjunto fechado em X X Y.

Demonstragao: Vide referéncia [10], pg. 29.

7



Definicao 1.23. Seja X uma variedade projetiva e Y qualquer variedade. Um mapa
ractonal

p: X --»Y

¢ definido como uma classe de equivaléncia de pares (U,~) com U C X um subconjunto
aberto ndao vazio e v : U — 'Y um morfismo, onde dois pares (U,v) e (V,n) sdao ditos

equivalentes se Y,y = Myny -

Exemplo 1.24.
Temos como exemplo de um mapa racional

Y P2 — P!

[‘r()’xl)IQ] — [x07xl]'
Note que este mapa ¢ regular em P? — {[0: 0 : 1]}.

Definicao 1.25. Seja X uma variedade projetiva e p : X --+ P™ um mapa racional,
seja U C X um subconjunto aberto onde ¢ estd definido. Definimos o grdfico do
mapa racional o fecho de Ty, F_W em X X P", onde I', € o grdfico de ¢, definido

como em (1.22).

1.1.2 Grassmanniana

Definigcao 1.26. A Grassmannia G(d,n) € o conjunto dos subespacos lineares de

C" de dimensao d.
Se d = 2 a grassmanniana G(2,n) serd o conjunto das retas de P"~!.
Exemplo 1.27.

A Grassmaniana de retas em P? é o conjunto dos subespacos lineares de C* de
dimensao dois que passam pela origem, que serd denotada por G(2,4). Chamaremos

os sub-espacos lineares de C* de dimensao dois de planos.

Observacao 1.28.



Seja A C C" um d — plano, gerado pelos d-vetores linearmente independentes

v = (11, Q1n)y -, Vg = (Ag1, . . ., agn). Podemos assim associar a seguinte matriz
d X n:
a1 a2 ... QAip
a21 Q29 ... dQdgp
M =
adqr Qd2 ... Qdn

Assim, qualquer matriz deste tipo respresenta um elemento de G(d,n). Duas
matrizes M, M’ representam o mesmo elemento se e somente se M’ = gM, g €
GL4(C), onde GL4(C) é o conjunto das matrizes d x d inversiveis.

Seja Ura..qa = {A € G(d,n) | det(Pia..q) # 0}, onde det( P2 4) é 0 determinante da
submatriz formada pelas d primeiras colunas de M. Podemos representar os elementos

de Ujs. 4 pela seguinte matriz d X n:

1 0 e 0 b11 b12 Ce bl(nfd)
0 1 c. 0 b21 b22 . b2(n—d)
0 0 ... 1 ba bar - ban_a)

Lema 1.29. FEuxiste uma correspondéncia biunivoca entre Uio. 4 € Cin—d)

Demonstracao: Vide referéncia [2], pg. 52.

Do lema temos que G(d,n) possui dimensao d(n — d).

n
Seja N = ( ) — 1. Consideremos a seguinte aplicagao:
d

®:G(d,n) — PV

q)(A) = (p12...d S D Digigeig e 1p(n—d+1)...n)

com il < ig < ... < id € Dijig..ig — det(PZmzd)
Note que @ estd bem definida. Pois se considerarmos A € G(d,n), e M uma

matriz d X n que representa A, teremos que pelo menos um dos menores d x d de M



¢ nao nulo. Além disto se M, M’ sao duas matrizes d X n que representam A temos

que, M’ = gM, g € GL4(C), e portanto, P/

Zli2---id = gP’h’iQ...id? Onde7 P7;1’L'2...id € O menor

d x d de M formado pelas colunas iy, iy, ..., iq. Assim, P}, ; = det(g)P,..i,-
Como g € GL4(C), entao det(g) # 0. Logo ®(A) é um elemento bem definido de

PV,

Definicao 1.30. As coordenadas (pi2..q - : Diyig.ig * -+ Din—d+1)..n) € PN do

d-plano A sao chamadas de coordenadas de Pliicker de A.
Teorema 1.31. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre os d — planos de PV,

n . . ~
N = < ) — 1, cujas as coordenadas satisfazem as equacoes:

d+1
A+1 _
E (_1) P7:1i2-~~’id—1jklej2-~~j>\-~~jd+1 =0,
A=1
onde i1, T2, ..., Tg1 € J1, J2, -+ Jr---Jdr1 SGO quaisquer Sequéncias de inteiros

com 0 < iy, Jg < n e o simbolo jy foi removido da seqiiéncia.

Demonstracao: Vide referéncia [4], pg. 13.

1.1.3 Variedade de Incidéncia

Seja G(d,n) a Grassmaniana , o conjunto dos subespagos lineares de C" de di-

mensao d . Podemos entao definir uma subvariedade ¥ C G(d,n) x P! por
Y ={(Az) |z €A}

Para maiores detalhes vide referéncia [10], pg. 68.

Exemplo 1.32.

Temos como exemplo a seguinte variedade I' = {(P,\) € P2 x P2 | P € A}.




1.1.4 Variedade Bandeira

Para qualquer seqiiéncia crescente de inteiros a; < as < ... < n podemos formar

uma variedade denominada bandeira
Flay,...,ap;n) = {(A1,...,Ax) | Ay C ... C A} CGlag,n) x ... x G(ag,n).
Exemplo 1.33.

I = {(p,\, h) € P> x G(2,4) x P* | p € A\ C h}, onde p representa um ponto

pertencente a reta A e que por sua vez esta contida no plano h.

" h

1.2 Fibrado Vetorial

Definicao 1.34. Uma familia de espagos vetoriais é um morfismo p : E — X,
nas quais todas as fibras p~*(z), x € X, tem a estrutura de um espago vetorial
sobre K(X), e a estrutura correspondente de uma variedade algébrica é a mesma da

estrutura de p~'(z) como imagem inversa do ponto x sobre o morfismo p.
X e FE sao chamados de espago base e espago total, respectivamente.
Exemplo 1.35.

Seja = X x V, onde V é um espago vetorial sobre C, e p é a projegao de X x V'
sobre X. Essa familia e qualquer familia isomorfa a essa sao chamadas familias
triviais. A fibra p~!(x) é denotada por E,.

Seja p : ' — X uma familia de espacos vetoriais, entao para todo conjunto aberto
U C X a fibragao p : p~'(U) — U é uma familia de espagos vetoriais. Denotamos

essa restrigao por Ej,.

11



Definicao 1.36. Uma familia de espacos vetoriais p : E — X € chamado um
fibrado vetorial se todo ponto x € X tem uma vizinhanca U tal que a restri¢ao da

familia E para U € trivial.
Exemplo 1.37.

Seja E = G(d,n) x C". Consideremos a seguinte fibracao p : £ — G(d,n),
onde p mapea os pares (V,v) em V, com v € V. Note que para todo V € G(d,n),
p ' ={(V,v) € E| v eV} tem estrutura de espago vetorial.

Observacao 1.38. Note que para toda fibra E, de um fibrado vetorial a funcdo
r — dy, d, = dimFE,, é localmente constante sobre todas as componentes conexas de
X. Se essa funcao é globalmente constante sobre X, chamamos essa dimensdao de

posto do fibrado vetorial e a denotamos por rkE.

Definicao 1.39. Considere um fibrado vetorial p : E — X e um morfismo f : X' —
X. O produto fibrado E' = E xx X' sobre X tem um morfismo p' : B/ — X'. Esse
morfismo define um fibrado vetorial. De fato, se E|, = U xV com U C X entao
escrevendo U' = f~Y(U), obtemos E{ = FE xy U = U’ x V. Esse fibrado vetorial é

o
chamado a imagem reciproca de E, e € denotado por f*(E).

Exemplo 1.40.

A restricao do fibrado vetorial p : E — X sobre o subespaco A C X pode ser
visto como um imagem reciproca com respeito a inclusao do mapa A — X, visto que

a inclusao p~!(A) < E certamente é um isomorfismo sobre cada fibra.

1.3 Espaco Tangente

Definigcao 1.41. Seja X = V(Fy,..., F,) uma subvariedade de P" e q um ponto
de X. Chamaremos de espaco tangente a variedade X no ponto q ao segquinte

conjunto

— OF;
TpX:{[xoxn]EP”‘Za)gxlzoe]:L?r}
i=0 !
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Definigao 1.42. Quando dim(T,V) = dimX, com dimX a dimensao da variedade
X (vide [14], pg. 67), dizemos que p € X € ndo-singular. Caso contrdario, p € dito
ponto singular de X .

Exemplo 1.43.

Temos que para qualquer ponto p € P*, T,P" = P". Portanto P" ¢ nao-singular

em todos os seus pontos.

1.4 Polinémio de Hilbert

Definicao 1.44. Seja I C Clxy,xa, ..., 2, um ideal. Denotaremos I o subconjunto

formado pelos elementos de I de grau < s. Note que I, € um subespaco vetorial de

Clay, T2, .. ., s
Lema 1.45. Seja I C Clxy,xo,...,2,] um ideal. As afirmagdes abaizo sdo equiva-
lentes:

1. dim@w ¢ constante para s > 0;

Clz1,22,..., , . . . .
2. M ¢ um espaco vetorial de dimensdo finita;

3. V(I) € um conjunto finito.
Demonstracao: Vide referéncia [5], pg. 66.

Definigao 1.46. Dizemos que uma fun¢ao ¢(s) a valores reais e definida para todo
inteiro s > 0 é assintoticamente polinomial ou asp se existir um polinémio p(x)
tal que p(s) = p(s),V s > 0. Dizemos que o polinomio p representa ¢. O grau da

fungao ¢ € o grau do polinomio que a representa.
Lema 1.47. Se uma funcdo ¢ for asp, entao o polinomio que a representa € unico.

Demonstracao: Suponha que p, q sao polindmios que representam a funcao ¢.

Entao ¢ = p(s) = ¢q(s), Vs> 0,ie,p—qg=0, s> 0. Seja h(z) = (p — ¢)(x), mas
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h(x) =0, Vs> 0. Entao p = ¢, ja que h(z) é um polinémio em uma variavel e tem

um numero finito de raizes se nao for nulo.

|

Lema 1.48. Seja ¢(s) uma fung¢do com wvalores inteiros definida para s > 0. Seja
U(s) = o(s) — (s — 1), se Y(s) € asp de grau d. Entao ¢(s) € assintoticamente
polinomial de grau d + 1.

Demonstracao: Vide referéncia [5], pg. 69.

Lema 1.49. Sejam A uma k-dlgebra e I C A um ideal. Dado x € A, seja
I'=sl:x={geA|xgel}.
Entao temos:

(I+<z>) . A .
1. =— == ¢ um ideal de —=;

A
2 —(IJS?) = # (isomorfismo de T—médulos).

Demonstracao: Vide referéncia [5], pg. 73.

Definigcao 1.50. A funcdo de Hilbert de um ideal I C Clxy,xo,...,2,], é dada

por

©r(s) = codim(I,) = dim (C[xl’ xQ}. — ’xn]s) = (S N n) — dimly,
s n

onde Iy € o subconjunto formado pelos elementos de I de grau < s. O polinémio

de Hilbert de I € o polinomio que representa py(s).
Exemplo 1.51.

Sejam f, g € Clxy,xa,...,x,] tais que mde(f,g) =1,d°f =ped°g=¢q. Sejal o
ideal gerado por f e g. Consideremos a seguinte aplicacao sobrejetiva:

0 : Cloy,xa, ... xp)s—p X Clay, 2o, ..., Tn)s—g — I
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(a, B) = af + Bg.

Assim Kerp = { (o,8) | af + fg = 0 }. Como af + fg = 0, entdao f| — fg,
consequentemente f|3. Portanto 8 = (i f, com By € Clzy,2a,...,Tp)s—g—p- LoOgo

af = —01fg, onde concluimos que a = —3;g. Desta maneira

Kerp = { (—319751f) | B € C[l‘hx% e uxn]s—q—p } = C[Jﬁl,xm co oy Tns—q—p-

Pelo teorema do nicleo e da imagem, temos que

diml(s) = (n+s—p)+(n+s—q) B (n+s—q—p).
n n n
Entao,

=) )
1

- a{”(” —Dpgs"*+...} = —_5”72 + (termos de menor grau).

Para n = 2, temos:

pi1(s) = %[(8+1)(8+2)—(8—p+1)(S—p+2)—(S—Q+1)(S—Q+2)+(s—q—p+1)(8—q—p+2)]

1
:5[—(p2—3p+2)—(q2—3q+2)+(q2+pq—2q+pq+p2—2p—q—p+2)]

2pq]

1
2
e1(s) = pq.

Teorema 1.52. Seja I C Clzy, ..., x,] um ideal. Entao:

1. @1(s) € asp, i.e, existem inteiros d,ag, ..., aq tais que
s+d s+d—1
901(5):%( d )+ad—1( J1 )+---+ao, Vs > 0;

2. Temos quen >d>0,a3>0eag>0sel #<1>;

3. d=0 se e somente se V(I) é finito.
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Demonstracao: Sejam A = Clzy,...,x,]/I e Ay = Clzy,...,2,]s/Is 0 anel e o
espago vetorial quocientes, respectivamente. Temos que ¢;(s) = dimAs.

Note que uma vez provado que @(s) é asp e de grau d < n, a afirmacao ag > 0
segue do fato de que p;(s) > 0,V s > 0. Por outro lado, se d = 0 entao p(s) é
constante para s > 0 e portanto, o lema (1.45) se aplica.

Procederemos por indugao sobre o nimero n de variaveis. No caso n = 0 temos
que os unicos ideais de C sao <0 >e <1 >.

Examinemos agora o caso n = 1. Temos que todo ideal I C C[z] é principal.
Se [ =< 0 >, temos Iy =< 0 > para todo s, e portanto p;(s) = (SJ{I) estd na
forma desejada, com d = 1, a; = 1, ag = 0. Note também que V(I) = C é infinito.
Suponhamos agora I =< f >, com f € C[z] um polinémio nao nulo. Seja m = d°f.

Temos entao
<0> para s<m e
I, =

< f.Clz]s—m > para s>m

Temos entao

s+1 ara s <m e
vr(s) = dimClz]s — diml; = P
s+1—(s—m+1) para s>m.

Portanto, ¢;(s) = m para s > 0. Se m = 0, temos f constante nao nulo, e
V(< f >) é vazio. Por fim, se m > 0 entao V(< f >) é o conjunto das raizes de f.
Mostremos a etapa de inducao para provar o item 1.
Seja
w: A — A
fo—= fan
Essa transformacao linear induz em cada grau s uma outra transformacao linear

que denotamos por i,

Hs - As - As+1
g+ 1 — gu,+ I
Sejam N C A e N, = N N A, os niucleos de u e u,, respectivamente. Seja

B = A/u(A) o quociente de A pela imagem de p. Pelo teorema do nicleo e da
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imagem, podemos escrever que,

vr(s) = dim(As) = dimNg + dimpus(As),

mas
dimps(As) = dimAgy — dimBg, 1,
e
er(s+ 1) = dimAgy = dimps(As) + dimBgq,
portanto

wr(s+1) — pr(s) = dimBsy; — dimNg. (1.2)

A idéia agora é provar que tanto B como N provéem de uma situacdo a n — 1

variaveis. Da hipdtese de inducao seguiria que dimB,, dimN, sao fungoes asp de

grau < n — 1 em s. Portanto pelo lema (1.48), concluiriamos que ¢;(s) é asp de
grau < n para s > 0.

Entao para mostrarmos que tanto B como N provém de uma situacao a n — 1

variaveis provemos inicialmente que

Afirmagao 1.53. B € isomorfo ao quociente de Clxy, ..., x, 1] pelo ideal T obtido

de I pela substituicao x,, = 0.

Com efeito, definamos o seguinte homomorfismo de C-dlgebras:
v Clay,...,zp1] — B
f = (f + 1)+ p(A)

Vamos mostrar que v é sobrejetiva e que seu ntcleo é igual ao ideal Z descrito em
(1.53).

Temos, que cada elemento de B é uma classe residual, a + p(A) com a € A.
Por sua vez, a é uma classe residual médulo I, de onde temos que o = f + [ para
algum f € Clzy,...,z,]. Separando os termos de f que contém z,,, podemos escrever

f=fo+xz,fi1, onde fy € Clzy,...,x,_1]. Temos entao

a+pu(A) = (fot+znfi + 1)+ pn(A)
= ((fo+ 1) + p(A) + ((xnfr + 1) + p(A))
= (fo+ 1)+ pu(A) = 9(fo),
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o que mostra a sobrejetividade. Para calcular o nicleo, suponhamos que f € Clxq, ..., 2, 1]
e 9(f) = 0. Isso implicaria que f + I € u(A), e consequentemente 3 h + I € A tal
que f + I = x,h + I, donde terfamos que f — x,h € I. Portanto 3 ¢ € I tal que
q=f—x,h, entao f = ¢+ x,h, como f nao depende de z,,, substituindo z,, = 0,
temos que f = ¢, mostrando assim que f € Z. Reciprocamente, se f € 7, entao

existem h € I, g € Clzy,...,x,), tais f = h + gz,,. Como

d(f) =9I(h)+9(gz,) = 0.

assim segue-se a afirmacao (1.53).

Resta-nos mostrar que dimN, é uma funcao asp. Para isso estudemos agora N,
que passamos a escrever Ny para lembrar que depende de I. Note que se Ny =< 0 >,
nossa demonstracao estaria terminada como conseqiiéncia da equagao (1.2).

Para cada ideal I C C[zy,...,x,], ponhamos
](1) :I:xn = {f ec[mla"wxn] | fl’n € ]}

Seja
Clay, ..., 2, ———= A

A

f f+Il——fuox,+1,

notemos que I(;y = o '(Nj). Temos que I C I, assim podemos construir por

indugao a seguinte cadeia Io) = Iy @ wp © ... Lgmy1)y = Ipm) @ ¥, € ..., e ainda
Iny =1 seesése Ny =0. Como Clay,...,x,| é noetheriano, a cadeia acima para,
i.e., 3m tal que I,41) = Iy, mas isso s6 ocorre se N[(m) = (0. Para chegarmos ao

ideal I original, consideremos
-Tn<I(1))s—l I Is —— Is/(xn<l(1))s—1)

a primeira seta denotando a inclusao e a segunda o quociente. Calculemos agora

901(3>7

pr(s) = (")) — diml,
(") = (dim(Iy)s—1 + dim(Le/ (zn(Ia))s-1))

= @1y (s = 1) = dim(I/(zn(l))s-1))
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Temos do lema (1.49), que I,/(x,(ln))s—1) = I+ < x, > / < 2, >, que por sua vez
¢ um ideal de Clzy,..., 2|/ < x, >= Clay,...,2,-1]. Entao dim(I,/(x,(11))s-1))
¢ uma funcao asp. Logo, ¢i(s) serd da forma desejada se ¢y, (s) o for. Repetindo
o argumento utilizado para I(;) no lugar de I, afinal remetendo tudo para o caso de
Iy, em que Ny = 0, teriamos novamente pela equagaos (1.2) que ¢ Iy SErd uma

funcao asp O.

Definicao 1.54. A saturacdo I, de um ideal I C Clay, ..., x,] é dada pelo sequinte

conjunto

I={FcClxy,...,2,) | 2" F €I, paraalgum k€N, i =0,...,n}
Proposigao 1.55. Seja I C Clxy, ..., ], eI a sua saturagio. Entdo or(s) = p7(s).
Demonstragao: Vide referéncia [21], pg. 350-354.
Exemplo 1.56.

Seja [ =< 3, o1, ToT2 >, temos entao que I =< zy > . De fato, seja f €< x¢ >,

entao f = Axg, e
l‘o'f:)\l‘g, x1- f = xory e o+ f = Axg - To.
Logo f € I. Agora seja F' € I, temos entdo z,* - F € I, ou seja,
1" F = ay(a2)" + ag(zox1)® + as(wors)’ = x0 - g,

donde temos que wo|F. Analogamente mostra-se para z§ - F', portanto F = Az,

F e< xy>. Agora consideremos a seguinte aplicacao sobrejetiva,

U @ Clzg, 1, 22521 — < T >4
/ = f -

Note que ¥ também é injetiva pois KerW = {f € Clzg, z1,22]s—1 | [+ z0 = 0},
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entao ker¥ = {0}. Vemos que ¥ é um isomorfismo C—linear e assim

(27) = (727)

- 35— (4
(s+2)(s+1) (s+1D)s
2

P<ao> (S)

2
24+35s+2—52—5
2

=s+ 1.

Pela proposigio acima temos que ¢ 2 42, zzs>(8) = P<zo>(8) = s + 1.
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Capitulo 2
Explosao

A compactificacao que sera determinada neste trabalho envolve a técnica da exp-
losao de variedade projetiva ao longo de uma subvariedade. Como essa teoria nao é,
em geral, vista em um curso de Mestrado em Matematica devido sua complexidade,
daremos aqui uma breve introducao sobre esse assunto. As referéncias principais sao

14] e [11]

2.1 Explosao em P"

Consideremos os dois espacos projetivos P" com coordenadas homogéneas zg, ..., T,
e P! com coordenadas homogeéneas yi, ..., y,. Para pontos x = [xg:...:x,] € P"
ey=I[y1:...:ys) € P seja
(z,y) = (o : .., Tp3y1 t ... yn) €EPP X PPL

Consideremos a subvariedade fechada B C P* x P*!, onde
B = {(x,y) € P" x P" ' | ;yy; = x;y5, para i,j=1,...,n} (2.1)

Definicao 2.1. Seja £ =[1:0:...:0] € P*. O mapa o : B — P™ definido pela
projecdao do primeiro fator P* x P"~! — P" ¢ chamado explosao de P" centrado

em &
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Se [zg 1 ...z, # & entdo as equagdes (2.1) implicam que

[y1 0ty =[x,

de modo que o mapa o~ : P"\¢ — B definido por

T (o iy L Ty)

(2.2)

é o mapa inverso de 0. Porém, se [zg : ... : x,] = £ entao as equagoes (2.1) sao
satisfeitas para quaisquer valores de y;, i =1, ..., n. Assim

o (&) ={&} x P,

e o define um isomorfismo entre P"\{¢} e B\({£} x P*1). O ponto &, o71(&) sao
chamados o centro da explosao o e o divisor excepcional de £, respectivamente.

Descrevamos a estrutura de B em uma vizinhanga dos pontos da forma (&; 41, . . ., Yn)-
Temos y; # 0 para algum 4, de modo que o ponto escolhido esteja contido no conjunto
aberto U; de B definido por xg # 0, y; # 0, assim podemos assumir que xg = 1, y; = 1.
Entao as equagoes (2.1) sdo da forma z; = y;2; para j = 1,...,n com j # i. Portanto
U; ¢é isomorfo ao espaco afim A" com coordenadas vy, ..., ¥i1, Ti, Yitl, -+ Yn,
portanto temos que nesta vizinhanca B é nao singular.

Analisemos o efeito da explosao o sobre alguma reta L que passa por £&. Suponha
que L é dada por x; = ajz; para algum i e j = 1,...,n com j # i. Sobre L o mapa

(2.2) tem a seguinte forma:
o Mo ian) = (w0 ot an)(anm i)

oM woroiw) = (w0 ran)i (a1t ay)),

1 ¢ regular sobre a reta L e

com «; = 1 na i-ésima coordenada. Vemos assim que o~
a mapeia na curva o ‘(L) C B que intersecta {£} x P! no ponto (&ay : ... : 1:

ce Q).
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1

Esse resultado mostranos que ¢~ nao é regular em &, mas considerando-o sobre

L obtemos o mapa regular c~! : L — B. Podemos usar isto para extender a definicao

em L sobre o ponto &, isto significa que definimos o~! para x € L\{{} e

de o~
definimos ¢! fazendo x tender para ¢ ao longo da direcao de L. Mas o resultado
depende da escolha de L, visto que o limite x — & depende da direcao da qual x
aproxima-se de . Escolhendo diferentes retas L obtemos todos os possiveis pontos

de {¢} x P L.

Embora o~ !

nao seja regular em &, através dessa técnica nao obtemos pontos

1

arbitrdrios de B, mas somente pontos de {{} x P"~'. Entdo o' explode £ e o

transforma em {£} x P"~1. Com isso a irredutibilidade de B estd provada. De fato,

B = ({&} x P U (B\{&} x P"7)

visto que B\{&} x P! ¢ isomorfo a P"\{¢} que é irredutivel, portanto seu fecho é

B\{¢} x Pn—1. Assim precisamos mostrar somente que
{¢} x Pt C B\{¢} x PrL.

Note que 0~ 1(L) C B\{¢} x P! etambém o1 (L)N({&}xP*1) € B\{&} x P,
Mas vimos exatamente que para cada escolha oportuna da reta L obtemos um

ponto arbitrario de {£} x P1,
Exemplo 2.2.

Sejam xg, 71, To as coordenadas homogéneas de P2, e y;,y» as coordenadas de P!
Seja ainda
B ={(z,y) € P* x P' | 2190 = 2211 }.

Entdao o : B — P? ¢ a explosao de P? em £ = [1: 0 : 0]. Temos entao o seguinte
mapa de explosao
B——P2 x P!

N i
]P)2
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2.2 Explosao Local

Para uma variedade quase-projetiva arbitraria X e um ponto nao-singular £ € X,
construimos agora uma variedade Y e o mapa ¢ : Y — X andlogo a construcao
anterior para X =P"e=[1:0:...:0].

Iniciemos com uma construgao auxiliar. Seja X uma variedade quase-projetiva e
¢ € X um ponto nao-singular, e suponha que uq, ..., u, sao funcoes regulares em X

de modo que:
1. As equagoes u; = ... = u, = 0 possuem como tnica solugao £ em X;
2. uq,...,u, formam um sistema de parametros locais sobre X em &.

Consideremos o produto X x P"~! e a subvariedade Y C X x P"! consistindo

dos pontos (z;t;:...:t,) comz € X e[ty :...:t,) € P! de modo que
uz(az)t] :Uj(l')tl VZ,j = 1,,71,

O mapa regular o : Y — X obtido como restri¢cao para Y da projecao do primeiro
fator X x P*~! — X ¢ chamada a explosao local de X com centro em €.

Note que em geral essa construgao nao se aplica ao caso em que X € projetivo, pois
seria necessaria a existéncia de fungoes regulares em X, e nao-constante uq, ..., u,,
pois caso contrario as condigoes (1) e (2) nao seriam satisfeitas. As duas definigdes
estao relacionadas da seguinte forma: Seja X C P" o subconjunto afim definido por
zo # 0, e 0 conjunto Y = o 1(X).

Entao o mapa o : Y — X induzido sobre Y pela explosao B — P" é uma explosao
local.

As propriedades provadas na secao anterior podem ser provadas de maneira analoga

para a explosao local. O mapa o :Y — X é regular e define um isomorfismo

YA} x Pr=h) — X\{¢}

Em um ponto y € o7*(§), temos que ¢; # 0, para algum i, e podemos fixar s; = i—ﬂ

para j # i. Entao as equagoes de Y sao da forma u; = u;s; para j =1, ..., n com
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j # 1. Portanto o ideal maximal de y é dado por

my = (ul_Ul(y)""aun_un<y)vsl_Sl(y)v"'vsn_sn(y))

= (31 — sl(y)7 ce, U — uz(y), cee s Sp — Sn(y))

Por isso dimT,Y < n, e visto que dim(o~*(X\{{})) = n, a variedade Y é nao-
singular em todos os pontos y € 07(X). Sabe-se que Y é irredutivel, para maiores
detalhes vide [14], pg. 117.

Lema 2.3. Seja vy, ..., v, outro sistema de funcoes sobre X satisfazendo as condi¢oes
(1) e (2) ed :Y' — X a explosio local construida acima em termos de vy, ..., Uy.

Entao existe um isomorfismo ¢ : Y — Y’ de modo que o diagrama

comute.

ao: Temos qu —, onde su rden mogen a
Demonstracao: Temos que Y’ C X x P" !, onde suas coordenadas homogéneas sao

th,...,t . Nos conjuntos abertos Y\o~1(£) e Y'\o'7'(£), obtemos

(2.3)

Segue da condigao (1) que ¢ e ¥ sdo regulares, onde ¢ : Y\o ') — Y’ e
U:Y\o' 1§ - Y.
Considerando agora o conjunto aberto Y no qual ¢; # 0, obtemos s; = i—’ Assim

vp(€) =0, e uy, ..., u, ¢ uma base para o ideal de mg, temos
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n
Vp = thjUj, hkjEO&

7j=1
(2.4)
onde O ¢ o anel local do ponto €.
Visto que no nosso conjunto aberto u; = u;s;, temos que
n n
v = uiZa*(hkj)sj = u;gx, onde g = Za*(hkj)sj,
j=1 J=1
(2.5)
onde ¢* ¢ a imagem reciproca de o.
Obtemos @(x;t; @ ... t,) = (2301 : ... : gn). Note que esse mapa coincide com
(2.3) quando ambas estiverem definidas, desde que nesse lugar g, = %
Chequemos que ¢ é regular. Para isso é necessario que ¢i,...,g, nao sao si-

multaneamente nulas em qualquer ponto n € o~'(£). Suponha que g;(n) = ... =
gn(n) = 0. Visto que nem todos os s;(n) = 0, porque s; = 1, logo de (2.5) teremos
que det|hy;(€)| = 0. Mas vy = 3 hy;(§)u; modulo mg e seguiria disto que os v, sao
linearmente dependentes em myg /mg, considerando que eles formam um sistema de
coordenadas locais em £. Assim definimos um mapa global ¢ : Y — Y’ e de modo
analogo um mapa V¥ : Y’ — Y. Basta provar agora que estes mapas sao mutuamente
inversos nos conjuntos abertos segundo (2.3). De fato, no aberto de Y, onde t; # 0,

temos u;(x) = u;(z)t;, para i # j. Entao,

U(p(z;ty ... ty)) =W(x; (vi(x) ... v,(2)))

Logo o lema esta demonstrado O.
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2.3 Explosao ao longo de uma subvariedade

Proposicao 2.4. Seja X uma variedade, Y C X uma subvariedade, e suponha que
x €Y éum ponto nao singular de ambas X eY. Entao podemos escolher um sistema
de parametros locais uy, ..., u, sobre X em x e uma vizinhanca afim U de x tal que

I(Y) = (u1,...,up), o ideal da subvariedade Y em U.

Demonstracao: Vide a referéncia [14], pg. 111.
Suponha que a variedade X descrita na proposicao acima é afim e uy, ..., u, sao
parametros locais para Y em X. Considere o produto X x P™! e a subvariedade

X' C X x P! definida pelas equacoes
tiuj(x) = tju(x), parai,j=1,...,m,

onde t1, ..., t,, sdo coordenadas homogéneas em P~ 1. A projecio X x P 1 — X
define um morfismo ¢ : X’ — X. Note que 07 *(Y) = Y x P™! e o define um
isomorfismo

XN\(Y x P 1) == X\Y .

Sabe-se que X’ é ndo singular, n-dimensional e irredutivel, para maiores detalhes

vide referéncia [14], pg. 71.

Lema 2.5. SeI': X — X € uma explosio da mesma subvariedade Y C X definida
por um sistema de parametros diferente vy, ..., v, deY entao existe um isomorfismo

0 : X' — X para o qual o diagrama

comuta. O isomorfismo ¢ € unico.

Demonstracao: Vide referéncia [14],pg. 72.
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e Construcao Global:

Seja X = |J U, uma cobertura afim tal que Y esté definido em U,, pelos parametros
locais g 1, ..., Uqm. Sobre U, aplicamos a constru¢ao da explosao local a Y [ Uy;
obtemos um sistema de variedades X! e morfismos o, : X/, — U,. Consideremos
o subconjunto o, (U, (Uz) C X! para todo o e [3; entdao pelo lema, existe um

isomorfismo unicamente determinado

Dof - agl(Uaﬂ Us) — agl(Ua ﬂUg)

Podemos checar que isso satisfaz as condi¢oes de cobertura e define uma variedade
X’ e um morfismo o : X’ — X. O morfismo o construido é chamado explosao de
Y, ou a explosdo de X centrada em Y. Do lema (2.5) segue que X’ e o independem

da cobertura X = |J U, e do sistema de parametros u,;.
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Capitulo 3
Grupos Algébricos

Neste capitulo, definiremos a agao de um grupo em uma variedade algébrica. Ver-
emos alguns resultados importantes para o nosso trabalho. Devido sua complexidade

demonstraremos alguns. As referéncias principais sao [3] e [15]

3.1 Grupos Algébricos

Definicao 3.1. Um grupo algébrico é uma variedade algébrica G junto com os

mapas requlares
m:GxG— G

1:G—G

satisfazendo as propriedades de multiplicacdo e inverso de um grupo, i. e., existe um

ponto e € G, onde m(e,p) = m(p,e) =p e m(p,i(p)) =e,V p € G.

Um morfismo de grupos algébricos é um mapa regular ¢ : G — H que

também é um homomorfismo de grupos.

Exemplo 3.2.
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Seja o espaco M, de todas as n X n-matrizes em A™. Se X € M,, entdo consider-
emos det(X) seu determinante. Denominamos de grupo linear geral, GL,,, o seguinte
conjunto aberto {X € M, | det(X) # 0}. O mapa

m : GL,xGL, — GL,
(A, B) — A-B
é regular, juntamente com
1 GL, — GL,
A - A

baseado na regra de Cramer, é dado por:
(AN, = (=1 det(M; ;) /det(A)

onde M;; é a submatriz de A obtida através da eliminacao da j-ésima linha e da
1-ésima coluna.
O grupo quociente GL,,/C* é denominado grupo PGL,, o grupo linear geral pro-

jetivo.

3.2 Acao de Grupo

Definicao 3.3. Uma acao de um grupo algébrico G sobre uma wvariedade

algébrica X, € um mapa reqular
p:GxX—-X

(9,2) = ¢(g,7) = gz

que satisfaz as sequintes propriedades:
o plex) ==
e (g, p(hx)) = (gh)x
para todo x € X e todo g,h € G. Nessas condicoes X € dito um G-espaco.
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Exemplo 3.4.

Temos que PGL, 1 age sobre P" da seguinte forma

v : PGL,y, x P"— P
(4, [v]) = [Av].
De fato ¢ é uma agao, pois I.[v]' = [v]' e B(A.[v]") = BA.[v]' = (BA).[v]".

Note que GL,; age sobre C[xg, x1, 23], da seguinte maneira

@ GLn+1XC[LU0,ZL’1,$2] — C[l’o,l’l,...,l’n]

(A.F(xg,...,1,)) +w— FlA | 2,

Essa acdo induz uma acido de PGL,_, sobre P .

Definicao 3.5. Sejam X e Y G-espagos, um mapa reqular W : X — Y é chamado
morfismo equivariante, se V(gx) = g¥(x), V g€ G ex € X.

Exemplo 3.6.

Sejam X uma variedade projetiva, Y uma variedade quase projetiva, e G um

grupo algébrico que age sobre X e Y. Considere a seguinte acao

g : GxXxY — XxY

(9, (2,9) = g.(x,y) = (9.2, 9.)
Note que p : X xY — Y, a projecao na segunda coordenadas, é um morfismo
equivariante pois p(g.(z,vy)) = 9.y = g.p(x,y).

Definicao 3.7. Qualquer acdo de G sobre X define uma relacao de equivaléncia sobre
X, dois elementos x e y sao chamados equivalentes se existe um elemento g € G,
com gr =y. A classe de equivaléncia de x sobre essa relagao de equivaléncia é dada
pelo conjunto O, = {g.x | g € G} que o qual é chamado de 6rbita de x. Para todo
x € X, definimos E, = {g € G : gx = x}. Esse conjunto é um subgrupo de G, e é

chamado de estabilizador de x ou subgrupo isotrdpico de x.
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Exemplo 3.8.

O grupo G = GL, age sobre o espaco afim A" Sobre essa agao temos duas
6rbitas. Uma é {(0,...,0)}, e a outra é A™ — {(0,...,0)}. Note que uma 6rbita é
fechada, e a outra é aberta. Seja ainda, v = (1,0,...,0), entdo o estabilizador de v é
o conjunto das matrizes da forma

1 = *
0 x* *
0 = *

um subgrupo fechado de G, ja que é o conjunto de zeros de 17 — 1 = 29y = ... =

Tnl = 0.
Proposigao 3.9. Seja P=1[0:0:1] € P2, ¢ Gy o subgrupo de PGL3 que estabiliza

P, entao Gy age sobre P? e sobre G(2,FY), onde

ain a0

GO = Ae ]PGLg ‘ A= 21 Q929 0
gy az2 0433
Demonstracao: Sejam
Uy o G()X]PQ — P?
(A, [v]) — Alff

Uy Gox G2, 7)) — G(2,F))
(A, <pi,p2>) = A <pi,ps >=<Api, Aps >
Pelo exemplo (3.2), precisamos mostrar apenas que W, satisfaz as condigoes de

uma acao de grupo
e Elemento neutro:
— 1. <p1,p2 >=<1.p1,1.ps >=<p1,p2 >
e Associativa, com A, B € PGL(n):
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— B(A. <p1, p2>)= B.<Ap, Apy >=
< BA.pl, BApg >=
(BA) < p1, p2 > O

Proposicao 3.10 (Orbita fechada). Seja G um grupo algébrico que age sobre uma
variedade nao vazia X. Entdo cada orbita é uma variedade lisa aberta em seu fecho
em X. Seu fecho € a unido de orbitas de dimensoes estritamente menores que a sua.

Em particular as orbitas de dimensoes minimas sao fechadas.
Demonstracao: Vide referéncia [3], pg. 53.

Coroléario 3.11 (Existéncia). Seja ¢ uma ac¢ao do grupo algébrico G sobre a varie-
dade X . ¢ € dita fechada se todas as suas orbitas sao fechadas, livre se somente a
identidade de G tem pontos fizos (i.e., g.x = x para algum x € X implica que g=1).
Se ¢ € livre, entao todas as orbitas possuem a mesma dimensdao que G, consequente-

mente sao fechadas pela proposi¢ao acima.

Lema 3.12. Seja 0 : Y — X um morfismo equivariante de variedades projetivas sob

a acao de um grupo linear G. Entao temos:
1. O estabilizador G, de um representante da drbita fechada G.x age em o' (z);

2. Paray € ¢ (x) temos que G, = (G,),, onde G, € o estabilizador de y em G
e (Gy)y € o estabilizador de y em (G,);

3. Existe uma bijecao entre o conjunto das orbitas fechadas de'Y que se projetam
sobre uma mesma orbita fechada de X e o conjunto das orbitas fechadas da fibra
sobre um representante da orbita fechada, fibra esta sob acao do estabilizador

do representante da orbita fechada de X.

Demonstracao: Vide referéncia [22], pg. 34 O.
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Capitulo 4
Introducao a Triangulos

Os pontos de Hilb*P? correspondem aos subvariedades de P? de grau 3 e dimensao
0. De modo que um ponto de Hilb*P? pode ser considerado como um ideal homogéneo
saturado I C C[xzg, x1, 22] de modo que para todo grau d suficientemente grande o
pedago homogeéneo I; C F; é um subespaco de codimensao 3.

Completando um triangulo genérico com um quarto vértice, isto é, simplesmente

adicionando um ponto 0:=[0: 0 : 1] € P2.

0--—x
*’s triangulo com um vértice extra
Os quatro pontos podem ser descritos como o lugar dos zeros de um feixe de

coOnicas que passam pelo ponto especial 0, isto é
2 2
Q1 ‘= a1Xy + XX + azTox2 + a4x1” + A5T1T2

o blxg + bymox1 + baoTa + bawy” + bsx1T2

Usaremos as técnicas usadas em [22], [20] e [17] para construir os triangulos.
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4.1 Nocoes Preliminares

Seja X = G(2,FY) a Grassmanniana de feixes de conicas em P?, as quais passam
por um ponto fixo 0 :=[0:0: 1]. Um ponto geral de X corresponde a um triangulo
com vértice adicional, o qual esta fixado em 0 de uma vez por todas.

Denote por A o subfribrado de posto dois de Fy sobre X. A fibra A,z € X

consiste das conicas que se anulam no ponto distinguido 0.

4.2 A Rede de Conicas

Nesta secao vamos determinar um mapa racional
v:X --»G(3,F)

que associa cada feixe de conicas < ¢1,g2 >€ X que passam pelo ponto 0, uma rede
de conicas < q1, ¢o, q3 >, onde g3, passa pelos trés vértices, mas nao necessariamente
0.

Assim, considere o seguinte mapa racional
v:X --»G(3,F)

<q1,q2 >—< (1,492,493 >

as conicas ¢p, g2 sao escritas da seguinte maneira

@1 = 01Ty + Q121
G2 = Q21Tp + Q227
onde «;; sao formas lineares em F.

Pela Regra de Cramer se xy # 0 ou x1 # 0, entao um zero de q; e ¢y requer que

Q11 012
g = =0 (4.1)

Qo1 (¥29

Definida g3, percebemos a liberagao do vértice auxiliar 0.
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Mostraremos que v estd bem definida, isto é, a rede de conicas independe dos

geradores escolhidos.
Lema 4.1. O mapa v estd bem definido.

Demonstracao: Seja < ¢1,q2 > e < q1, ¢, > de modo que

<qr, 2 >=< ), q5 >

onde
1 = 0Ty + Q12 . ¢ = apTo + AT
2 = 21T + Q2T ¢ = ao'my + abyry
Provemos que v(< q1,q2 >) = v(< ¢4, ¢5 >).
Por hipdtese < q1,q2 >=< ¢, ¢, > entao:
@ = mg;+ng = (maj; +nas)zo + (Maj, + nasy)r
@ = r¢i+sg; = (ray +say)zre + (raj, + sany)a

Entao temos que g3 = detA, onde

/ / / /
A Mo + Ny Moy + N0y,
o ! ! ! !
Ty + Sy T + SQigg

Através das seguintes operacoes elementares teremos

/ / / / / /
mag; + Ny MOy + N0igy [ smon + snaig,
/ / / / / /
Ty + Sy T + SQiggy nrag; + NS,
L1 — SL1
L2 — an

smadyy + snady,  smady + snad,y (sm — nr)al,
~Y

/ /
SMQ g + SNy,

/ /
nroqy + NSty

(sm — nr)al,

nraf; + nsahy,  nrals + nsag, nraf; + nsohy  nraly + nsob,

{ Ll = Ll + (_1>L2

(sm —nr)al;  (sm—nr)al, (nr)(sm — nr)al,
~

nrafy; +nsab;  nraj, + nsaby (sm —nr)(nrad; + nsaby)
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Ly — (sm — nr)Ls

{ Ly (nr)Ly

( (nr)(sm — nr)al, (nr)(sm — nr)al, ) N ( (nr)(sm — nr)al,

(sm — nr)(nral; + nsaby)  (sm —nr)(nrals + nsab,y) (sm — nr)(ns)ab,

{ LQ g L2 + (—1>L1

Consequentemente
oy Qg
g3 = A oo =0
21 Qg
g3 = \qy, onde A\ = (nr)(ns)(sm —nr)>
Entao,

<{q1, 92, 93 > =< 4q1, g2, )\qé >

=<q G q3> -

(nr)(sm — nr)ai,

(sm — nr)(ns)aby

a

Modificaremos X por uma seqiiéncia de explosoes de modo que os conjuntos aber-

tos correspondentes aos triangulos honestos (munidos do vértice 0), se ajustardao em

uma nova vizinhang¢a mais interessante.

4.3 O Lugar da Indeterminacao de v

Nesta secao vamos descrever a subvariedade Y de X, o lugar onde o mapa v deixa

de ser regular.

Vamos determinar as érbitas fechadas em X, pois sabemos que o lugar onde o

posto de v cai é invariante pela agao do subgrupo Gg descrita em (3.9), logo contém

uma 6rbita fechada.

Lema 4.2. Existe uma unica orbita O, fechada em X, cujo representante é dado pelo

feize:

< 1'02,I'OZE1 >e X
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sob a ag¢ao natural do estabilizador de 0, o ponto fixo.
Demonstracgao: Seja W € X = G(2,5,°), podemos supor que W =< ¢y, ¢ > onde

2 2

g1 ‘= ZTo® + a1T9T2 + a2T1” + a3T122
2

G2 = xoT1+ b1xoxs + o1 4 b3ri29

(4.2)
De fato, se W € X podemos supor sem perda de generalidade que
q1 = a\wo® + aywory + ayroTs + ajr + akriae

@ = U, wo” + bhxor) + bywomy + by, ® + biray
com ajby — bjay # 0. Para isto basta agirmos com o estabilizador do ponto 0, a

matriz:
a;n a2 0O

M= ay ap O ;
g1 a3z @33
onde aq1a9s — as1ais # 0 e azz # 0. E assim concluimos que ¢; e go podem ser escritos
como descrito em (4.2).
Note que, se agirmos com o subgrupo a 1-parametro m; : (xg, 1, xa) — (o, x1,t2s),

teremos:
< $02 + taixoxs + CZQI‘12 + tasr1xe, ToT1 + tbizoxs + b2$12 + tbsxixe >

Assim no limite, quando ¢ — 0, encontramos < x¢2 + asx12, Tox1 + boxq? > .
Se agirmos novamente com o subgrupo a l-parametro mas agora na variavel xq,

m; (o, 21, x2) — (zo, tx1, x2), 0 espago gerado pelas conicas serd
< [E% + tQGQZL‘%, tror, + thme > =

< 22+ Paga}, t(zozy + thyal) > =

< :17(2) + tQagxf, Tox1 + tng% > =
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No limite, teremos a orbita procurada:
2
< Xy, Tox1 >

Note que esta drbita é fechada, pois é isomorfa a uma variedade bandeira (reta ¢ e

ponto fixo 0 com 0 € /).

Lema 4.3. A aplicagao abaizo é um mergulho:

i : PixP? — X
Aoy <A, A2 >) = < Ao, Ao >,
onde IP% ¢ a rede de retas que passam pelo ponto destacado 0 e < A\, s >€ G(2,F)

interpretaremos como um ponto de P2.

Demonstragao: De inicio mostremos que i estd bem definido. Sejam (¢, < Ay, Ay >)
e (0, < N, X, >) € PL x P? tal que
(0, < A, hg >) = (0, < N, AG >).
Entao temos que ¢ = al’, a # 0, \y = ay N| + f1A; e Ay = apN| + B2}, Assim
Z(g, < )\1, )\2 >) =<< 6/\1,6)\2 >
=< al' (a1 ] + BiNy), al' (e \] + BaXy) >
=< f’(al)\ll + ﬁl/\/2>,fl(062)\/1 + 62/\’2) >
=<l Ny + BN, U] + 0 BNy, >
=< l(aqgN] + BiNy), U (e N] + B Ny) >

Podemos assumir a; # 0 e 35 # 0, portanto:

W0, < My Ay >) =< (N +aXy), 0(bN] + Xy) >
=< UN +al'Xy), —abl/ Xy + ' Xy) >
=< UN) + al'\y), 0)\}) >
=< UNLONY) >=i(l, < N, Ny >)
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Agora demonstremos que a aplicacao i é injetiva . De fato, sejam
=N, <AL A2 >),y = (<N, < N, N, >) € PLx P2,
com i(x) = i(y), ou seja, < AgA1, AgAa >=< A\[A], A\GA, >. Mas
AL = Ao(mA1 +nXa) e AGA] = Xo(pA1 + gA2).

Logo, Ag|A), pois caso contrério \g|A\| e Ag|A,, 0 que é uma contradigdo pois ¢}
e ¢y sdo linearmente independentes. Assim A\ = tAg,t # 0 € C, o que implica que
A] = miA1 +n1de e Ay = p1A; + 1 A2. Portanto z = y.

Agora mostremos a injetividade da diferencial de i, que denotaremos por di. Como
a injetividade de di é uma questao local, estudaremos em torno de um representante

da tnica érbita fechada de X. Consideremos os seguintes abertos
o Uy ={)\ € IP%}, com \g = xg + cxy, ¢ € C;
o Uy ={< A\, \y >€ P2}, com \| = mg + axy, Ny = 1 + by, e a, b € C;

o Up = {< q1,q2 >€ X)}, onde ¢ = M\ = 23 + cxor1 + axory + carizy €

G2 = AoXa = Tory + broTs + cx? + cbr To.

Seja entao:
VI U1 X UQ — U12
()\0, < /\17 /\2 >) — < )\0)\1, )\0)\2 >

Seja (< Ay, < A}, Ay >) € Uy x Us, note que podemos representar

(< Ao, < AL A, >) =M € U,

o 1 ¢ a 0 ca 0 1 0 a—cb —¢® ca—c*b 0
01 b ¢ eb O 01 b c cb 0

Consideremos as seguintes cartas para Py x P? e X:

onde

o : C'xC? — U xU,
(a; (b,c)) — ((xo+ cxy); (xo + axg, x1 + bx3))
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Y2 (CG — U12
(Cl1, s, as, ag, by, bz) = (Ao)\l, )\0)\2),
onde \gA\; = T3+a1 071 +a212 +a3T0T2+ 41 T2 € Agha = ToT1+b1ToTa+box? + bz xs.

Considere o seguinte diagrama comutativo:

U:U1><U24i>U12

<P1_ll \L%l

Clx C2—L >3

Portanto pelo diagrama acima temos que di é injetiva se e somente se dW for

injetiva. Mas
U C'xC? — C¢
(a,b,c) +— (a—ch,—c? ca— c®b,b,c,ch)
Para mostrar que dV¥ é injetiva, basta verificar que o posto da matriz Jacobiana é

igual a 3. Mas

1 —b —c
0 0 0
c a—2b —c?
Jac(V) = 0 0 .
0 1 0
0 b c

Portanto para qualquer ponto de C' x C?, a matriz jacobiana tem posto 3.

|

Observacao 4.4. Note que poderiamos ter mostrado a injetividade da sequinte

forma, observando que U,y € isomorfo a C°
@ U12 — Cﬁ
( 1 0 a—cb —c® ca—c?b

— (a—cb,—c* ca — c*b,b,c,ch).
0 1 b c cb
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Portanto 7 tem a seguinte matriz jacobiana

1 —b —c
0 0 0
—2ch —c?
Jac(i) c a—2c c
0 0 1
0 1 0
0 b c
E na origem temos
Jac(i) =

o O O o o =
o =, O O O O
o O = O o o©

Logo di é injetiva .

A partir de agora denotaremos por Y a imagem de IP% x P? via o mergulho i.
Proposicao 4.5. Y é G, invariante.
Demonstragao: Seja y € Y, onde y =< A\gA1, AgA; >. Temos entao que
Ay =< A(AoA1), A(AoA2) >,
com A € PGL(3). Mas

A- y =< A()\())\l), A()\U)\Q) >
(A M)A M) (A M)A Ag) >
=< AL AN, >€e Y.
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4.4 Primeira Explosao

Nesta se¢ao faremos a primeira explosao da variedade X. Para isso precisamos do

seguinte resultado.

Lema 4.6. Seja U uma variedade afim integral com anel de coordenadas A e seja:

I, * x %
M =
0 fi oo [
uma matriz (r + 1) x n com entradas em A, onde I, denota uma matriz r X r cujas
entradas na diagonal principal sao todas iguais a um e as entradas abaizo da diagonal

principal sao nulas. Seja M C A™ o submddulo gerado pelas linhas de M. Suponha

que o ideal J dos (r + 1) menores ndao seja nulo. Seja
p:U—G(r+1,0C)

a aplicagcao racional definida por M. Seja U — U a explosao de U no esquema de

zeros V=V (J) e seja V' o divisor excepcional. Entdo temos o sequinte:

1. A aplicagao p se estende a um morfismo também denotado por

p:U —Gr+1,C).

2. Suponha agora que V € uma intersecao completa de dimensao t em U e que
J =< fi,..., f >, para algum t < s. Entao U' é um subesquema fechado de
U x Pt dado pelas equagoes fix; — fjxi, 1 <i,j <t, onde x1,...,x; denotam

as coordenadas homogéneas para P'=1,

3. Seja
Uy=UNUx A"

o aberto afim dado por x; =1 e seja Vj = V' N Uj. Entio ezistem fungoes
requlares yy, ..., ys em B = O(U}) tais que f; = y;f1 para 1 < i < s e o anel
de coordenadas de Vi € o anel de polinomios (A/J)[ya, ..., Yt
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4. A saturacdo da imagem de M Q@ B em B™ € um submddulo livre e cindido com

base dada pelas r primeiras linhas da matriz M e o elemento
€ry1 T Y2lry2 + ...+ Ysep

obtido dividindo a ultima linha de M por f,

Demonstracao: Vide referéncia [19].

4.5 Resolvendo a indeterminacao de v

Estudaremos agora a explosao de X ao longo da subvariedade Y. Para isto vamos

mostrar que o lugar V', onde o mapa nao esta definido é igual a Y = i(IP’(l) x P?).
Lema 4.7. O subesquema V € igual a'Y .

Demonstracao: Seja U uma vizinhanca de < 42, 79z; > em X com funcoes coor-

denadas aq, as, as, by, by e by tais que as duas conicas
) , U3, ) 3
2 2
1 = Xo” + a1ToTa + asx1” + azr1Ty = xo(To + a122) + 1 (a1 + aszxs)

Qo = Ty + bll‘()$2 + b2$12 + b31‘1$2 = $0(5L‘0 + bll'g) + Il(bg$1 + bgl’z)

dao uma trivializacao local do subfibrado de posto dois A. Defina g3 como sendo o

determinante

o + 1T A1 + a3xo
q3 =
T+ b1y bowy + by

qs = bQI‘()JIl -+ bgl’gl’g — CLQJI% + (a1b2 — CLle — ag)]?lIQ + (a1b3 — agbl)l’g

O subespaco gerado por ¢q,gs e g3 pode ser representado como espaco linha da

matriz obtida coletando os coeficientes dos monomios quadraticos. A base ordenada
5 f d 1 omios indicad oes d j 2
é formada pelos 5 monomios indicados nas expressoes de ¢; e g2, juntamente com x3.

Com esta notagao para um ponto genérico de U, temos:
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1 0 a1 a» as 0
Ml = 0 1 bl b2 bg 0

0 b2 bg — Q2 Cllbg - Clle — as (Zlbg — Clgbl

Fazendo a operacao elementar { Ls— byLy — Lz temos que

1 0 ay a9 as 0
M1: 0 1 bl bQ bg 0

000'10'20'30'4

(4.3)
Onde,

( g1 = b3 — blbg

09 = —b22 — a9

o3 = —bgbg + (Zlbz — (Igbl—&g

L g4 = b3(l1 — (lgbl

(4.4)

Seja

I =<o0y,09,03 >

=< by — biby, —bo® — a9, —bobs + arby — asby — ag >

=< b3 — biby, bo® + ag, —bobs + a1by — asby — as — by (b3 + ay) + ba(by — biby) >
I =< bg— byby, b2 + as, arby —az > .

Como o4 = aq(bg — biba) + by(a1by — ag3), logo o4 € 1.
O ideal dos menores 3 x 3 de M; é igual a I.
Portanto, I é o ideal em U da subvariedade V' onde v nao esté definida. Resolvendo

as relacoes em I para as, as e bs temos:
2
a9 = —bg as = CleQ € bg = b2b1
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e substituindo em ¢; e ¢, obtemos a rede de conicas degeneradas dadas por:

@' = (@o+ bewy)[xo — bowy + a122]

/

@ = (zo+ 52$1)[$1 + b1$2]

Note a ocorréncia de uma componente fixa, dada pela reta (zg + byz1) € ]P’}, e um

feixe de retas A =< xg — bax1 + @122, 1 + bixy > marcando um ponto novo
P = [—(bgbl + a,1> . —bl . ]_] (45)

Pela definicao de Y, temos que V e Y N U coincidem como conjunto e como V
¢ irredutivel e lisa, (ver [22]) temos que V = Y. Assim um ponto de Y pode ser

representado geometricamente por

Pe

(=0

Teorema 4.8. Seja X' a explosio de X ao longo da subvariedade Y. Com o sequinte

diagrama de explosao:

E C > X'/
Ll
Yy &——X

Entao podemos definir um morfismo de v' : X' — G(3, F3).

Demonstracao: Sejam Uip e 0;, 1 <7 < 4 como antes. Sejam ¢y, ¢3 e ¢3 coordenadas
homogeéneas para P? I1: X' — X e U] = II7}(Uy,) a subvariedade de U;5 x P? dada
por equagoes da forma c;o; = c¢;o;. Uj é coberto por 3 abertos afins. No aberto

1 . ~ ..
U™ C Uy x IP? definido por ¢; = 1, obtemos 0j = 01¢j € 01 como a equagao do divisor
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excepcional, onde encontramos que
a9 — Cg(bg — blb2> — b%
as — C3(b3 — blbg> -+ albg.

Substituindo o; = oy¢; na matriz M;(4.3), temos uma representagao local para
My,

1 0 aq Cz(bg — bgbl) — 622 Cg(bg — blbg) + CL1b2 0
M{ = 0 1 b1 b2 bg 0
0 0 (b3 — blbg) —Cg(bg — blbg) (—b2 — 02b1 — C3)(b3 — blbg) (a1 — C3b1)(b3 — blbg)

onde M| é a imagem reciproca de M; a X’. Dividindo a tltima linha por oy, obtemos:

10 ay Cg(bg — bgbl) — 622 Cg(bg — ble) + Cllbg 0
My=101 b by b3 0

0 0 1 —Ca —bg — Cgbl — C3 ay — Cgbl
Pelo lema(4.6) temos que v' : X' — G(3,F2) é um morfismo.
O

Observacao 4.9. O calculo intrinseco do divisor excepcional € de extrema complex-
tdade por isso nao € estudado em um curso de mestrado. Porém, faz-se mecessdrio
determinar-lo, pois sabe-se que o mapa de explosao é equivariante pela agao do grupo,

logo pelo lema (8.12) temos que toda drbita fechada da explosao estd contida em seu
f<)\17>\2>
2

divisor excepcional. Verifica-se que E' =P ara maiores detalhes
Y

Ag. < )\1, Ay >
ver [28]. Assim um ponto do divisor excepcional E' pode ser representado geometri-

camente do sequinte modo

i

N
N
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F<)\1 A >
2

L 4.10. Tt E=P| ———
ema emos que (Ao- WS

> mergulha em Y x G(3,F3).
Demonstragao: Seja

o, o F — Y xG(3,F)
ali + Bra = (< @1, @2 >3 < Ao, oAz, adg + Ay >)

Primeiramente mostremos que QOTEI estd bem definida. Sejam aA; + Sy = o/ + ' As.

Temos entao que (aA; + BA2) — (/A1 4+ 5'\a) €< MgA1, AgA; >. Portanto

(@1 + BA2) — (&A1 + B'X2) = mdoA + 72 0N
(@A + BA2) = (&A1 + B'A2) + 11 A0A1 + 12 0. (4.6)

Entao

@1, (@A + BA2) = (< AoAr, Aods >3 < AgAr, Aoda, @di + BA2 >), por (4.6),
‘PTE, (a1 + BA2) = (< AoA1, Aoz >3 < AoAs, Aodg, (A1 + B'A2) + 11 doAt + 12 hod2 >
(,OTE/ (OtAl + ﬁ)\g) = (< )\0)\1, )\0)\2 > < Ao)\l, )\0)\2, O/)\l + ﬁ/)\g >) = (,OTE,(O//\l + 5’)\2)

Provemos agora a injetividade de ¢| . Seja ¢ (adi+BA2) = ¢ (/A1 + F'A2),
entao

(< )\0)\1, Ao)\g > < )\0)\1, )\0)\2, Oé)\l —+ ﬂAQ >) = (< Ao)\l, )\0A2 > < )\0)\1, )\0)\2,0/)\1 —+ 6/>\2 >)
(4.7)

Mostremos entao que al; + Ay = o/ Ay + (' Ag. Mas por 4.7, temos que

aXi + B2 = c1(AoA1) + c2(AoXa) + cs(@' Ay + ')
(@A + BA2) — cs(@' A + B'h2) = c1(Aoh1) + ca(AoA2)

Logo, aX; + BAy = /A1 + ' As.
Resta-nos mostrar que dSD\/E/ também ¢ injetiva. Como a injetividade de dgoiE/ é

uma questao local, sejam {U;;} a cobertura aberta canonica de X, {U;;x} a cobertura
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aberta canonica de G(3,F,), e {U;jr} a cobertura aberta de X’ obtida no teorema
(13),
Usjr = {U/i = H_I(Um) C Upa x P? |, =1, r=1,2,3}.

Portanto podemos definir goTE/ localmente da seguinte maneira:
/ .
Ploge, - Uizn — Uiz x Uras
onde

° U12’1 = {(< q1, 42 >; 1,02703) - U X PQ}, com g = $3+(11$0I2+(02<bg —blbg) —

b3)xt + (c3(bs — biba) + arbe) 129 € g = Ty + bixoxa + box? + by 2o;
o Up={<q,¢2 >€ X}, com ¢ e ga como em Uyzy;

o Uz = {< q1,q2, 43 >€ G(3,F2)}, com q1,q2 como em Usoy € q3 = Ty — CotF —
(bg + Cle + C3)LB1Q32 + (Cll — 031)1):6%.

Note para cada ponto de Uy 1, temos ¢((< q1,¢2 >;¢1,¢a,¢3)) = (N1, N3), onde

N 10 ay Cg(bg — bgbl) — b22 Cg(bg — blbg) + Cl1b2 0 .
1 =
01 b b bs 0
1 0 aq Cg(bg — bgbl) — b22 63(b3 - blbg) + (llbz 0
N2 = 0 1 b1 b2 b3 0 ~
0 0 1 —Co —bg - Cgbl — C3 ap — Cgbl

1 00 Cz(bg — bel> — b22 + aics C3(b3 — blbg) + 2a1b202b1a1 + c3aq CL% — 03b1a1
010 bg + Cgbl b3 + blbg + Cgb% + Cgbl a1b1 — Cgb%
0 01 —Co —bg — Czbl — C3 a; — Cgbl

Note que Uiy X Ujasz é isomorfo a C'® da seguinte forma

o U12><U123 — (Cl5
(N1,N2) = ‘I’(Nth) = (T1,---7T15),
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co1m

T1 = a1
T2 = Cg(bg — bgbl) — b%
T3 = C3(bg — b1b2) + CL1b2

T4:b1
15 = by
T6:b3

T7 = co(bz — byby) — b3 + aycy

Ty = c3(bg — biba) + 2a1by + cobiay + csaq
Ty = a2 — c3biay

Tio = by + caby

Ty = bs + biby + 27 + c3by

Ty = arby — c3b?

Ti3=—c

Ty = —by—coby — 3

T\5 =a; — 0351
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Temos que a matriz jacobiana na origem de | é dada por
|

1000 0 O
0000 O O
0000 O O
0100 0 O
0010 0 0
0001 0 O
000O0 O O
Jac(p)=1 0 0 0 0 0 O
000O0 O O
0010 0 O
0001 0 O
0000 O O
0000 -1 0
0000 0 -1
1000 0 O

Logo dgpiEi é injetiva.
O

Observagao 4.11. Sabemos que X' mergulha em X x G(3,F) da seguinte forma
o X' — X xG(3,F)

’ ?

= (<qLe > < QL >)
onde
g3 como em (4.1), se < qi,qe >€ X —Y;
g3 = al; + BAg, se < qi,q2 >€ Y, com q; = AgA € g2 = A2, Ao, A, Ao € F,

<A1, 2>
2

V(A Ae) = dede T n
com V(A1, A2) = p, Oneqe)\o.<x\1,>\2>

Para demonstrar precisamos verificar em todas as vizinhangas de X'. O cdlculo
feito na wvizinhanca da orbita fechada € feito de modo andlogo ao lema acima pois

nesse caso restringe-se ao divisor excepcional.
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Observagao 4.12. Note que a rede de conicas definido em (4.8) ainda nao de-
finem exatamente trés pontos, ou seja, o polinomio de Hilbert de < qq,q2,q3 > ndao

necessariamente € igual a 3. Vide o exemplo (1.50).

Registraremos aqui outros dois locais relevantes em X. Eles aparecerao como a

imagem (isomorfa) das variedades que servirao como centro das préximas explosoes

( )

Yy = {< bag, bz, > | L€ P} =

[ 4
0
\ V
( )
Vo={< 0> | e V' cP(<ago>/<l>}={ o5
0 P
\ J
Note ainda que Y5 C Y e que
( )
YonY =Y NY, ={< log, b, > | L€P)} = .
0=p
\ J

Lema 4.13. A variedade Y NY; = {< lxg, bz, > | £ € PV}

Demonstracao: A igualdade entre conjuntos é clara. Portanto, basta mostrarmos

que Y NY; é lisa. Seja £ a reta, e p =< xg, 7 > o ponto. O mergulho
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Y - X
{ — </lxg,lxy >
em torno do representante da orbita fechada ¢ = x¢ + ax; + bzs, tem a seguinte

representacao para a imagem

1 ab 000 1 0b —a®> —ab 0
(OlOabO)N<OlOa bo)’
As equagoes que definem o mergulho de Y em X sao
az = —by® a3 =aiby e by =bob.
As equagoes que definem o mergulho de Y; em X sao

2
b1 = 0, [ —b2, a; = b3 € az = —albg,

onde os a}s e bis sao as fungoes coordenadas da vizinhanga U de < 22 xoz; > de
X. Portanto, temos cinco equagoes linearmente independentes definindo localmente

Y NY; em X, logo o posto da matriz jacobiana é cinco que é a codim(Y NY;) em X.

O
Lema 4.14. Em X' existem exatamente duas drbitas fechadas, representadas por
o O] = (< 2t xoz1 >, < 2, 1071, 73 >);
o O) = (< 2% xozr; >, < 22, 2071, TOT2 >).

Demonstragao: Como a érbita fechada de X’ se projeta sobre a tinica 6rbita fechada
de X, onde um dos representante é < x3, zor; >, temos que todo ponto 2’ € E’ sobre

a drbita fechada ¢ dado por ponto de G(3,F3) da forma < 2, xoz; > + < g >. Aqui
f<)\17>\2>
2

um elemento g € P ( ) pode ser escrito da seguinte forma:

/\0. < )\1, Ay >
- 2 2 ]P)3
7 = C1T0Ta + Cox] + 31T + 45, (1, 2, C3,¢4) € P°.
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O estabilizador de O é dado pelas matrizes M € PGL3 que fixam o ponto 0, ou
seja, da forma
ap;; a0
M=1 ay ax 0
az1 a3z @33
Entao pelo lema (3.12) basta agirmos com M. Agindo com o subgrupo a 1-
parametro m; := (g, 1,Z2) — (Tg,71,txs), no limite temos que my(q) — cox?,
portanto temos que < x3, Toxy, 2 > estd no fecho da érbita de < 22, zoz1,q >. Esta
orbita é fechada pois é isomorfa ao quadrado do ideal do ponto < xg, 1 >.
Suponhamos que ¢; = 0, para i = 2,3,4. Teremos entdo que < T3, ToT1, ToTy >
estaré no fecho da 6rbita de < a2, zox1, ¢ >. Esta érbita é fechada pois é isomorfa a P?.
Suponhamos agora que pelo menos um ¢; # 0, com ¢ = 2,3,4. Se ¢3 ou ¢3 forem nao
nulos, basta agirmos com o subgrupo a l-parametro m; := (xg, x1, 2) — (xo, tx1, T2),
assim voltamos ao caso em que ¢; # 0 e os demais s@o nulos. Se ¢4 # 0 temos que

basta agirmos com

1 00
M=|010 |,
01 ¢

onde encontramos novamente < 3, zox1, T3 > que por sua vez estard no fecho da

érbita de < x2, Tox1,q >.
O

Observagao 4.15. Como veremos nas prozimas se¢oes O] nao se encontrard nos
demais centros de explosoes ja que o polinomio de Hilbert é correto. Portanto cen-

traremos nossos estudos em torno de Oy.

4.6 Primeiro Mapa de Multiplicacao

Seja A a imagem reciproca do fibrado tautoldgico de posto dois sobre X para X’

via 0 mapa de explosao.
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Seja
pARF — Fi

q® fr—q.f

o mapa de multiplicacao. Estamos procurando o espaco das ctibicas em P? que contém
um tridngulo mais o ponto fixo. Para uma superficie ctibica conter quatro pontos (o
fi i iangul P2 dico das cubi

ponto fixo mais o triangulo) em P* temos quatro condigdes como o espago das ciibicas
tem dimensao dez, temos que o espaco das cubicas que contém triangulos e o ponto
fixo tem dimensao seis, portanto o posto genérico de p é 6.

Provaremos que o posto genérico de p,, via o mapa de explosao cai para cinco
no lugar dado pela unido do divisor excepcional E’ e o transformado estrito Y’ de Y.

Para isso devemos encontrar uma representacao local para a matriz do mapa pu.

4.7 Carta Local para X’

Consideremos o aberto afim em que a equacao local do divisor excepcional é dada

pelo polinomio

g1 = b3 — bgbl.

Observe que na matriz que da a representacao de v (apds operagoes elementares
nas linhas), a entrada o; aparece na coluna correspondente ao monémio xoxs. Di-
vidindo a terceira linha da matriz M do teorema (4.8) por o, vemos que ira corre-
sponder a uma conica da forma xgrs+ termos que se anulam na origem da vizinhanca

coordenada abaixo. As funcoes coordenadas podem ser escolhidas como:
ar, b, b2, 05 € c3

onde 0s ¢; sao as razoes com respeito a gy para os dois geradores restantes do ideal de

Y. Mas precisamente, o mapa X' — X é dado pela inclusao dos anéis de coordenadas
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afins
ClX] = C[X']

aq = ay
(05} g C2(b3 — b1b2> — b%

as — c3(bg — b1ba) + aybe

b1 = bl
bQ — bg
b3 = bg

Seja U’ uma vizinhanga da érbita fechada, cujo o representante é o ponto
2 2
(< 2%, w01 >, < 20", X1, ToT2 >)

de X’ de modo que a restrigao do fibrado tautoldgico de posto trés R (sobre G(3, F3))

a U’ tenha base

g1 = 1’02 + aA1Tpxo -+ (Cz(bg — b1b2> — b22>$12 + (Cg(bg — bgbl) + blbg)xlxg
G = ToT1 + ixors + baxi? + byxq 2o
3 = Ty — coxs — (by + coby + c3)wiwe + (ag — c3by)as

(4.8)

onde ¢q, ¢y formam uma base para a imagem reciproca para X', do subfibrado de

posto dois A, como em (4.1).

Lema 4.16. Fxiste uma base de A ® F, de modo que a representacdo matricial de

Hiy, em torno do aberto U’ descrito acima, € uma matriz 6 X 9 da forma

[5 *
Ky = )
|x 0 p

onde Iy denota um bloco identidade de tamanho 5 e p é uma matriz linha multipla da

equacao local do divisor excepcional o1, que gera o ideal ' das 6 X 6 menores de yu.
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Demonstracao: Seja
{0 ® 20, 1 ® 21, 1 ®@ 72,42 @ T, G2 ® T1, G2 @ T2}

uma base ordenada de A ® F, onde ¢; e ¢y escritas como em (4.8). Com essa base

temos a seguinte representacao matricial para f .,

1 0 a7 ¢t to 0 O
0 1 by by b3 0 0

M, — 00 1 0 0 a 0 t; t |
00 0 1 b 0 by b3 0
00 0 0 1 b 0 by b3
01 0 0 a 0 t; ta O

onde tl = CQ(bg — blbg) — b% e tg = a1b2 + Cg(bg — blbg).

Fazendo as seguintes operacoes elementares apenas na linha 6 teremos:

o Lg— —Ls+ Lg
(000 <by ~by ~bytar 0t 5 0).
o Lg+— biLs+ Lg
(000 bobi—bstar by B+t babstbiti+ts bits ).
o Lo (b3 —b2by —ay)Lg+ Lg
(0 0 0 0 tshy+biar b3+t1 bots + bobs + bity +to t3b3+blt2>.

com t3 = b3 — b2b1 — a.

Por fim chegamos que

L6:<0 00 00 O'1b1 01Co O'1(2()2+b162+€3) Ul(bg—a1+b103)>-
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A linha Lg é multipla da equacéao local do divisor excepcional, o1 = b3—b1by. Portanto,

dividindo por o, temos

1 0 aq tl t2 0 0 0 0
01 b by b3 0 0 0 O
00 1 0 O 0 ¢t t
M, — a1 1 2 ’
00 0 1 b 0 by bg O
00 0 0 1 b 0 by b
00 0 0 0 B B B3 Bu
onde
fi = b
fo = ¢

ﬁg = 262 + b102 -+ C3
Bs = by —ai+bics
(4.9)

Portanto temos que a nova linha dada pela fatoracao da linha p gera o ideal dos

menores 6 X 6 de p

7'= < B, B2, 05,01 >
=< by, 9, 2by 4+ bico + c3,b3 — ay + bics >
=< by, c9,2by + bico + c3 — byco, b3 — ay + bicz — bicg >
=< by,C9,2by + c3,b3 —ay > .

Assim o lugar Y’ onde o posto de p cai de 6 para 5 é dado localmente pelo ideal
7.
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4.8 Descricao de Y’

Resolvendo as relacoes em 77 para by, ¢o, ba, a; temos:
1
bl :0, Cy = O,bg = —563 € ap = b3.

Substituindo-as nas conicas de (4.8) encontramos
g1 = —1/4(21’0 + 031'1)(031'1 - 25(]0 - 2b31‘2)
G2 = —1/2.1'1 (03.1'1 — 2%0 — 2b3.’132)

qs = 1/4(03%1 — 2b3$2)(031’1 — 2ZEO — 2b3$2)

A rede de conicas tem uma componente fixa dada pela reta suporte
Col1 — 21’0 — 2b3$2.

Observe que em geral esta reta nao contém o ponto distingiiido 0. Portanto um ponto

de Y’ pode ser representado geometricamente como

-

Lema 4.17. O mapa abaixo é um mergulho:

7P X' C X xG(3,F)
( (-0, ¢ F)

onde 0 =< xy, x1 > denota a rede de retas que passam pelo ponto 0.

Demonstragao: Para mostrarmos a injetividade de i’ consideremos £ e ¢/ € P2, onde

i'(¢) = 4'(¢') e mostremos que ¢ = ¢'. Como ¢'(¢) =i'({'), temos que
(g < Tg,T1 >, Ef) = (6, < Tg,T1 >, EIF)

Por igualdade de pares ordenados temos que < fxg, lxy >=< 'z, l'zy >, apli-

cando o mesmo raciocinio de (4.3) referente a injetividade temos que ¢ = a/f'.
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De modo anélogo ao primeiro mergulho (4.3), para mostrarmos que di’ é injetiva,

estudemos em torno da érbita fechada de X', O}, que tem como representante
< T3, Ty, BTy >
Sejam
o Ul ={l€P?}, onde { =z + c121 + cota, ¢1, ¢3 € C;

o U, ={(l: < zg,m1 >) € X}, onde - < xg,x1 >=< (x9 + 121 + c222)xg, (T +
1y + 02272)1'1 >.
e W ={l-F € G(3,F)}, onde { - F =< (xg + 121 + c222)x0, (To + 121 +
Co2) 21, (To + 121 + Coko) Ty >
Seja
¢ — (£-0,(-F)
Note que o mapa i’ em cada ponto do aberto U; de X’ pode ser representado por

i'(¢) = (A1, Az), onde

A 1 ¢4 co 0 0 0 1 0 ¢ =2 —ciep 0
1= ~ 9
0 1 0 C1 Co 0 01 0 C1 Co 0

1 ¢4 ¢co 0 0 O 1 00 —c —2cc0 —c3
Ay=101 0 ¢ ¢ 0 |~ 010 ¢ Co 0
0 0 1 0 ¢ e 001 O c1 Co

Portanto novamente como em (4.3) podemos analisar se di’ é injetiva através do

seguinte isomorfismo:

o U,xU — C°

(A1,A2) = (02,—0%,—0162701,—261627—03)
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Portanto 7' terd a seguinte matriz jacobiana na origem

Jac(i') =

1
0
0
1
0
0

o o o = O

O que mostra a injetividade de di’.

4.9 Segunda Explosao

Teorema 4.18. Seja X" a explosio de X' ao longo de Y'. Com o sequinte mapa de

explosao:

E/I ( > X//
|
Y/ o X/

Entdo podemos definir um morfismo u: X" — G(6,F9).

Demonstracao: Sejam U’ e §;, 1 < j <4, como em (4.8) e (4.9) respectivamente.
Sejam dy, do, ds, d4 as coordenadas homogéneas para P3, II, : X" — X' e U =
I1;'(U’) a subvariedade de U’ x P? dada pelas equacdes da forma d;3; = d;f;. Note
que U’ é coberto por 4 abertos afins. No aberto U;' C U’ x P? definido por d; = 1,

obtemos
B =d;B (4.10)
, e 1 = by como a equacao do divisor excepcional, onde encontramos que
Cy = doby
by = —1c3 + dsb
ay = by + dsby
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Quando substituimos as equagoes (4.10) em M, (4.9), encontramos uma repre-

sentagao local para MY

" __
M, =

onde

1 0 bg+dsby
0 1 b1
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

S1

52

—2cs+dsby by

0

1
0
0

0
b1
1
0

bs + dabq
0
by
b1

0
0
0

—3c3 + dsby

0
bids

0

S1 S9

b3 0
—%Cg + d3b1 b3

(2d3 —+ dgbl)bl (7d4 —+ Cg)bl

= d2b1b3 + %dgb%Cg — dgdgb? — d%b% + 03d3b1 — icg s

Sy = Sbscy + dabiby — Seadaby + dudsb? + Lbic3 — dacsb? (4.11)

e M} é a imagem reciproca de My a X”. Assim, dividindo a tltima linha por 8; = by,

a nova matriz M} pode ser escrita como

" __
M,y =

com sy,

1 0 bg+dsbs
0 1 b1
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

S1

52

—%83 +d3b1 b3

0
1
0
0

S9 como em (4.11).

0
by
1
0

0
0
bs + daby
0
b1

0

0

0
—2c3 + dsby

0

do

Temos entao que p: X" — G(6,F)) é um morfismo.

81 52
bs 0 ’
—%03 + dgbl b3

2d3 + doby —dy + c3

|

Observagao 4.19. Novamente pelo lema (3.12), temos que toda drbita fechada de

X" esta contida em E". Verifica-se que E" =P (

7

(< FY>

). Temos entao que um

ponto do divisor excepcional E" pode ser representado geometricamente do sequinte

modo
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Note que X” mergulha em X’ x G(6, FY), da seguinte maneira

o' X" = X' x G(6,FY)

"

T = (< 41,92 >, < 41,42, 93 >7OLB”)7

onde

Con=q1 - Fdq-F, sex’ ¢E’ com II;(Ilx(x")) =< q1,q2 >€ X =Y

Cprr = XA - F + XA F+ < £+ q3 >, se x" g E", e HQ(X//) = (< AoAT, AgA2 >5 < AgA1, AgA2, Qs >) cE — Y/,

com g3 = a; + Bha, £ € P2 e Ao, A, Ao, o, 3 € F, com V(A1 A\g) = p;
Con =< FY>+<qg3>,sex’ €E’ com /e P2, q5 = y1\1 4+ 72Xz, onde Ay, Ay € F, com V(A1,A2) =p

e V1,72 € Fa.

7

L 4.20. B =P —————
ema (f- < FY >

) mergulha em Y’ x G(6, FY).

Demonstracao: Seja

. F3
(p‘”E” P (f.fé) >) — Y’ x G(6,F))
N1Zo + Y2x1 — (00,0 F LFY + (v1zo + 221))

Note que ] estda bem definido, sejam

1

™
Y1To + V2T1 = Y To + V521

Portanto temos que v1z¢ + Y271 — Vi To + V41 € LFY, entao

(M0 + Y2w1) — (1170 + 1921) = Vg,

com q € ]—’g €
(Mo + 7271) = (Vim0 + Yam1) + 7Lg.
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Portanto
P (10 F7221) = (€-0,0- F LF3+ < o + 7211 >)
= (00,0 F LF)+ < ~ixo + vhay > +UFY)
= (£-0,0- F AF+ < yiwo+ a1 >) = ¢ (Yiwo + 731)

¢

Mostremos ainda que 901’E ¢ injetiva. Suponhamos <p‘”E S mxo + yox1) = cpi’E (Mo + Yhxh).

Entao temos que
(€-0,0- F LF)4 < yiwo + oy >) = (£-0,0 - FAFI+ < vixg + vhay >)
de onde concluimos que

(V1o + Y521) = 1l < -7:3 > +co(mTo + Y2x1)
(V1o + Yhr1) — ca(yimo + Yoxy) € il < FY >

Portanto, 7170 + 7221 = 71%0 + 1321

Como em (4.10), descreveremos ng’E . localmente para mostrarmos a injetividade
de ¢ . Sejam {Uj;,} a cobertura aberta de X', descrita no lema (4.10), {U,} a
cobertura canonica de G(6, F3), {Uj;,} a cobertura aberta de X" obtida no teorema

(4.18),onde

(UL} ={U"=1"U)CcU xP*|d. =1,r=1,...,4}

r

localmente,

Definamos ¢/’

B

<P\"E,, : U{21 — Uz x Uy
‘,L,I/ —s (H2 (l,/l), Cx//)

Y

onde

[ {21 = {U’l :Hgl(U/) C U’ X]P)S | d1 = 17dlﬁj = jﬂl; j: 2,...,4}, co1m ﬁj

como em (4.18).

o U121 = {(< qi,q2 >, 1,02,03> e U x ]P)2}, com q; = .fL'g-'-(lliCol'Q—F (CQ(bg — blbg) —

b%)xf + (c3(bs — b1bs) + ar1be)z129 € @2 = Tox1 + bixoxs + be% + by xo;
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° Ulmﬁ = {< C1,C2,...,Ce >E€ G(G,fg)}, com

( c1 =z + (bg + dyby)x3xs + (dobibs + %dzb%Cg — dydzb} — d3b3 + c3dsby — icg)xoxf
+(5bscs + dsbiby — 3e3daby + dadsbi + 3b1c3 — dscsb?) oz @,
Co = w%xl + 511‘(2) + (—%C:s + d3bl)$o$% + b3xox10
3 = 13xs 4 (by + daby)zox3 + (dobibs + 3dobics — dadsbi — d3b3 + csdsby — ¢3)aias
+(%b303 + d3bibg — %03d4bl + dydsb? + %blcg — dsc3b?)z 13
¢4 = Tox] 4 bizow s + (—503 + dsby)a} + byai,
C5 = ToT1T9 + biwoxs + (—503 + dsby)xiwy + b3y 13

| G = Tox3 + doxd + (2d3 + doby) 239 + (—dy + c3) 712

Pelo lema (1.29), temos que Uz X Uy, 6 é isomorfo a C!Y x C'8. Portanto a matriz
jacobiana de goT’E , € uma matriz 8 x 28, que tera posto 8 na origem. De modo analogo

a (4.10), temos que dy|’ ¢ injetiva. Portanto ¢

1
\

i ¢ um mergulho.

Lema 4.21. Em X" existem exatamente duas drbitas fechadas, representadas por
o O = (0}, < a3, xory > -F+ < 2073 >);
o 0 = (0}, < 2% mory > -F+ < 23 >).

que se projetam sobre O).

Demonstragao: Lembremos que as érbitas fechadas de X" que se projetam sobre
a drbita O} de X', onde um dos seus representante é < x3, zox1, ToT2 >. Todo ponto
2" € E" sobre a érbita Of é dado por um ponto de G(6, FY) da forma < x3, zor; >
JF+ <g>,com g€ E"”. Aqui um elemento

Jq:'O
— E/l:]P) 3
7€ <€-<]—“§ >)

pode ser escrito da seguinte forma:
- 2 3 2 2 3
4 = 1ToT5 + CoTy + 3w T + 4175, (€1, o, C3,¢4) € P°.
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O estabilizador de O é dado pelas matrizes M € PGL3 da forma

ann a2 0
M= ay ax 0

31 dzz (33

Entao pelo lema (3.12) basta agirmos com M. Agindo com o subgrupo a 1-
parametro m; = (xg,r1,T2) +— (T, T1,txs), No limite temos que my(q) — coa?,
portanto temos que < x3, zox; > -F—+ < 3 > estd no fecho da érbita de < 22, zor; >
-F+ < q >. Esta érbita é fechada pois é isomorfa ao ponto 0.

Agora se agirmos com o subgrupo a l-parametro sé que dessa vez na variavel
Ty, ou seja, my = (o, 1, T2) — (To,tx1,T2), no limite teremos my(q) — coz?, logo
< a2, wory > -F+ < xor3 > estard no fecho da orbita de < a3, wory > -F+ < 7 >.

Esta érbita serd fechada pois é isomorfa a IP%
d

Como veremos a seguir O} nao se encontrara nos demais centros de explosoes ja

que o seu polinomio de hilbert esté correto, portanto estudaremos em torno de Of.

4.10 Segundo Mapa de Multiplicacao
Seja U” a vizinhanga da 6rbita Of, onde um dos seus representantes ¢ o ponto
(< x5, 2071 >, < T, TT1, ToTy >, < T, ToTy > F+ < 2075 >)
de X" de modo que a imagem reciproca do fibrado tautolégico R (4.8) para X" a U”
tenha como base
qlll = l‘% + (bg + d4b1)ZL‘Ol’2 + (d2b1b3 + %dgb%Cg, — d2d3b§ — d%b% + nggbl — }ch)x%
+(%b3€3 + dgblbg — %03d4b1 + d4d3b% + %blcg — dgCgb%)(l‘Jle

1 (4.10)
qé’ = X1 —+ blexQ —+ (—503 —+ dgbl)l'% + ngElIQ

qg = Xgloy — dzblx% + (—b%dz — %Cg — dgbl)l’ll'Q + (—b103 —+ b3 -+ d4bl)x§
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Proposicao 4.22. Seja R' o fibrado de posto 3 sobre X", a imagem reciproca do fi-

brado R via o mapa de explosio 4.18. Consideremos o sequinte mapa de multiplicacao

n: R/ ®JT — fg
(4.12)

Existe uma base de R' @ F, de modo que a representacao matricial em torno do

aberto U" descrito acima, é uma matriz 9 X 10 da forma

]6 *
My = 0 w [,
0 0

onde Ig denota um bloco identidade de tamanho 6 e w € uma matriz linha mailtipla

da equacao local do divisor excepcional, 51 que gera o ideal " das 7 X 7 menores de
7.

Demonstracao: Seja

{QY®x07qg®x07qg®x0aq¥®$la'")qg®x2}

uma base ordenada de R ® F, com ¢, ¢; e g5 como em (4.10). Com essa base temos
a seguinte representacao matricial para n em torno da vizinhanca U’

1 0 b3+ dsb 51 S2 0 0 0 0

0 1 by —Lcs+dsby by 0 0 0 0

0 0 1 0 0 bs+diby 0 s1 sa 0

00 0 1 by 0 —3c3 + d3by bs 0 0
Mz=110 0 0 0 1 by 0 —3cs+dsby by 0 |,

0 1 by —Lcs+dsby by 0 0 0 0 0

0 0 1 —daby mi ma 0 0 0

0 0 0 0 1 0 —daby m my 0

0 0 0 0 0 1 —doby m ma

com S1, Sp como em (4.11) e

my = —b%dg — %Cg — dgbl
my = —bycs + bs + daby
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Realizemos as seguintes operacoes elementares:
Operagao(1) = { L¢ = L¢ — Lo

Lﬁ = L6 — b1L3

Operagao(2) =
L7 =1L7—Ls

L6 = LG + (%63 + dgbl)L4

Operagao(3) =
L7 - L7 + d2b1L4

L6 = LG + (—bl(%blcg — dgb%) + d4b1)L5
Operagao(4) = § L = Ly + (%C?, + d3b1) Ls
Lg = Lg— L;s

Lg = Lg + ((bs + dabiby + bi*(3bics — d3b?) — dub?) Lo
Operacao(b) = q L7 = L7 + (—bi(3cs + dsby) + bicz) Lo
Lg - Lg - b1L9

L6 = Lg(%Cg - dgbl) - LG

Operagao(6) =
L7 = Lg(bg + %63[)1 — dgb%) — L7

Assim obtemos a seguinte matriz:

1 0 bg+dsb S1 S9 0 0

0 1 by —3c3+dsby  bs 0 0

00 1 0 0 by +dsbs 0 s1 $2

0 0 0 1 by 0 —3c3 + dsby bs 0
=00 0 0 1 b 0 —3c3 +dsby  bs

0 0 0 0 0 1 —daby my ma

0 0 0 0 0 0 —dzby t1 t

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
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com 1, So como em (4.11) e

my = —b%dg — %Cg — dgbl + d4

mg = —bics + bs + daby

t1 = by (—2b1dy — 2d3)

ty = bi(dy — 3¢5 — bidy — dsby)
ts = b1(bs + dsby — c3by)

\

Portanto temos que a linha 7 de M’ é miltipla da equacao local do divisor excep-

cional, 8; = b;. Portanto, ao dividirmos a linha 7 de M’ obtemos:

1 0 b3 + d4b1 S1 S9 0 0 0 0
01 by —3¢3+dsby  bs 0 0 0
0 0 1 0 0 b3+ dsby 0 S1 ss 0
0 0 0 1 by 0 —3c3 + dsby bs 0 0
My=| 0 0 0 0 1 by 0 —Lez+dsby b3 0 |,
0 O 0 0 0 1 —d2b1 ma mo
0 0 0 0 0 0 —dy th th th
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
com s1, Sp como em (4.11) e
(
myp = —b%dz — %Cg — dgbl + d4
mg = —bicz + bg + dsby
tll - —ledz - 2d3
t/2 = d4 — %Cg — b%dg — dgbl
L té = bg + d4b1 - C3b1
Considere as entradas da ultima linha na matriz acima
Fl = —dQ
FQ = —2b1d2 - 2d3
Fg = d4 — %Cg — b%dg — d3b1
L F4 = b3 + d4bl - Cgbl
(4.13)
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Portanto teremos que a nova linha dada pela fatoracao da linha w gera o ideal dos

menores 7 X 7 de n

7" =<T4,T9,T3,Ty >
=< da, 2d3 + 2dyby, b3y + Sc3 + dyby — dy, —bics + by + duby >
=< dy,d3 + daby, (b3ds + %Cg, + d3by — dy) — bi(ds + daby), —bicg + bs + dyby >
=< dy,d3 + doby — dobr, 3¢5 — dy, —bicz + by + daby >
=<dy,d3, 3¢5 — dy, —bics + bg + dsby >
=< dy,ds, c5 — 2dy, —bics + by + dyby >
=<dy,d3, —2dy + c3, —bics + bs + daby + by (—3dy + ¢3) >
=< dy,ds, —3dy + c3,b3 + 5dsby >

4.11 Descricao de Y”

Resolvendo as equacgoes dadas nos geradores do ideal Z”, entao as relagbes que

definem localmente Y sao:

2 1
d2 = O, d3 = 0, C3 = §d4 e b3 = —§d4b1.

Substituindo essas relagoes em (4.10) encontramos as seguintes conicas:

qi’ = (31’0 — d4(lf1>(3l’0 + 2d4b1$2 + d4l’1)
qé’ = (3.CEO — d433’1)<.171 + bl.l?g)

qé,’ = 352(3% - d4$1)

Observe que a rede de conicas tem uma componente fixa dada pela reta:
(31’0 - d4l’1>.

Note que esta reta residual contém o ponto fixo 0. Temos ainda que o feixe
< 3xg + 2d4b1 2o + dyxy, x1 + bixe > determina o ponto p” = [%ld4bl, —by : 1].
Portanto um ponto de Y” pode ser representado geometricamente da seguinte

maneira
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Lema 4.23. O mapa abaizo é um mergulho:

)

7 Y)CPLx P2 - X" C X' xG(6,F)) C X x G(3,F) x G(6,F?)

onde Yy = {({,p) € ]P% x P2 | p € (}, p denota a rede de retas que passam pelo ponto

p, e { é uma reta pertencente Ply, que contém os pontos p e 0.

Demonstracao: Note que a aplicacao ¢’ é injetiva . A prova é andloga a demon-
strac@o feita no lema (4.3). Agora mostremos a injetividade de di”.

Consideremos:
L U{/:{EE]}%}, Comﬁzxo—%c&xl.
o Ué/ = {P =< )\1,/\2 >c P? | Pe g}, com A\; = To + %d4b1$2 e Xy = 21 + bixe

o Uiy = {l-P =<\, l) >€ G(2,F))}, onde L.\ = 322+2dyb1zozs — d3a?—

2 1 1
gdiblljl'g (§] E)\g = Tox1 + b11‘0$2 — §d4$% — §d4b1$11’2;

o W' ={l-F € G(3,F)}, onde L.F =< x} — gdszor1, zor1 — 3daai, woxs —

1 :
3d4T1T2 >;

o W={(-FeG6,F)}, onde L.F, =< aj — tdsada1, 23z, — tdizoa?, xdms —

1 2 13 .3 17 .2 2 13,2, .2
§d4x0x1x2, ToTy — §d4x1, ToX1To — §d4x112, ToTy — §d4x0x1x > .
Seja
i Ul x Uy — Ul xU"xW

(¢, P) — <0-PU-Fl-Fy>
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Seja (¢,p) € U{ x Uy, entao podemos representar i"(¢, p) = (A, As, As), onde

)

A1:<1 Ly a0 —ld% 0>N<1 0 2dyby, —id2 2%,
0 1 by —3dy —zdsby O 01 b —3dy —3dsby
1 —3dy 00 0 0 100 —gd3 0 0
Ap=10 1 0 —%d 0 O |~]|010 —3d 0 0],
0 0 1 0 —3dy O 001 0 —3d4 O
1 —idy 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 -3y 0 0 O 0 0
Ay = 0o 0 1 0 -y 0 0 0 0
0o 0 0 1 0 0 —idy O 0
0o 0 0 0 1 0 0 —idy O
0 0 0 0 o 1 0 0 —idy
10000 0 —xdi 0
01 000 0 —3d3 0
001000 0 —§di 0
“looo100 —%dy 0 0
000010 0 —%d 0
000001 O 0 —idy
Novamente de maneira andloga aos mergulhos anteriores (4.3) e (4.17), teremos :

.

U”lg xU"xW — (C7
(A17A27A3)

¥

Portanto a matriz jacobiana de i” na origem é

Jac(i") =

o O O = O O O
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O que mostra a injetividade de di".

4.12 Terceira Explosao

Teorema 4.24. Seja X" a explosio de X" ao longo de Y". Com o sequinte mapa

de explosao

El// ( > Xl//
L
YI/ XI/

Entao podemos definir um morfismo n: X" — G(7, F3).

Demonstracao: Sejam U” eI';, 1 < j <4, como em (4.22). Sejam e;, es, €3, €4 as
coordenadas homogéneas para P3, II3 : X" — X" e U™ = II3'(U") a subvariedade

de U” x P? dada pelas equacoes da forma
eif‘j = ejfi. (414)

Temos que U é coberto por 4 abertos afins. No aberto U{"* definido por e; = 1,
as equagoes (4.14) sao da forma I'; = eI, e dy a equagao do divisor excepcional,

onde encontramos

d3 = eady
C3 = §d4 + €3d2

b3 = €4d2 — %d4b1(412)

Substituimos as equagoes (4.12) em M3, encontramos uma representagao local
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nmn
para Ms;

"o__
My =

o O O O O O o o =

com

(

\

0 my + d4b1 Sll 8/2 0 0 0 0
1 by —3ma+msby mi 0 0 0 0
0 1 0 0 my 0 81 S5
0 0 1 by 0 —%mg + msby mi

0 0 0 1 by 0 —%mg + msby mq
0 0 0 0 1 d2 2m5 + d2b1 —d4 + mo
0 0 0 0 0 do t1 t2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
tl = 2d2b1 + 262d2

lfg = —b%dg + €2d2b1 + 3/263d2

t3 = b1€3d2 -+ €4d2

my = €4d2 — %d4bl

mo = §d4 + e3ds

ms3 = €2d2

3’1 = dybyms + %de%mzl — d2m5b§ — mgb% + mymsb; — imi

3’2 = %m3m4 + msbyms — %m4d4b1 + d4m5b% + %blmi - m5m4b%

e Mj' é a imagem reciproca de M3 a X". Portanto ao dividirmos a tltima linha por

I'y, a nova matriz M3

" o__
M3 =

O O O O O O o o =

?" pode ser escrita como

0 mq + dabs ] sh 0 0 0 0

1 by —sma+msby mi 0 0 0 0

0 1 0 0 m 0 ) sh

0 0 1 by 0 7%7)12 + msby mi

0 0 0 1 by 0 —%mg + mgbq mi

0 0 0 0 1 do 2mg +daby  —dy +mo
0 0 0 0 O 1 ) th

0 0 0 0 O 0 0 0

0 0 0 0 O 0 0 0
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com

I = 2by + 2ey

th = —b} + exby + 3/2e3
5 =Dbies + ey

my = eqdy — %d4bl

my = 2dy + esds

msz = eads

1 1
8/1 = dobymg + §dzb%m4 - d2m5b§) - m%b? + mymsby — Zmi

1 1 1
8/2 = 5m3m4 + m5b1m3 - §m4d4bl + d4m5b% + Eblmi - m5m4b%

\

Portanto temos que 1 : X" — G(7,F3) é um morfismo .

|

(t+P)

Observacao 4.25. Verifica-se que E" =P < ;}_P ), e geometricamente podemos
72

representar um de seus pontos por
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Apeéendice A

Calculos no software Maple versao

8.00(IBM INTEL NT)

> restart:

> read("c:/Luanda/jprosjr6.txt");

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected
Lista de variaveis.

> xx:=[x0,x1,x2]:

Calculo da base para o espaco vetorial das formas homogéneas de grau 2 nas
variaveis.
> evalm([[x0], [x1], [x2]1&* [xx]) ;
20? 03l 2022
w0zl x1? 2122
2022 w112 12°

> convert(%,set);

{20?, 20 21, 20 22, v1?, v1 22, 22%}

Procedimento que fixa a ordem lexicografica .

> fixorder(liste(%),xx);

76



(0%, 20 z1, 20 22, v1?, 21 22, 12°]
> 82f0:=%;
s2f0 = [x0?, 20 z1, 20 22, 12, 21 22, 12°]

> nops (%) ;

Conicas que contem o ponto fixo.
> ql:=s2f0[1]+sum(’ali]l*s2f0[i+2]’,’i’=1..3);
ql = 20% 4+ ay 20 22 + ax x1% + a5 21 2
> g2:=s2f0[2]+sum(’b[i]*s2f0[i+2]’,’i’=1..3);
q2 = 20 x1 + by 20 2 + by x1% + by 21 2

Procedimento que coleta os coeficientes dos monomios.
> seq(coefmon(ql,s2f0[i]),i=1. .nops(s2f0));
1,0, a1, ag, as, 0
> seq(coefmon(q2,s2f0[i]),i=1. .nops(s2f0));
0, 1, by, bg, b3, O

Calculo da terceira quédrica(liberagao do ponto fixo).
> ril:=rem(ql,x0,x0,’qll’);
rl == ayxl?+ azxl 2
> r2:=rem(ril,x1,x1,’ql2’);
re =0
> r3:=rem(q2,x0,x0,’q21°);
r3 :=byx1% 4 byl 22
> réd:=rem(r3,x1,x1,’q22’);
r4 =0
> Md:=matrix(2,2,[ql1,q12,921,922]);



Md - 20 + a1 22 asxl 4+ azx2
zl +by 22 byxl + bsx2

> g3:=det(%);

q3 =20 by xl + 20 b3 12 + a1 22 by 1 + a1 12% b — ay v1% — as 21 by 12 — as z1 2
— a3 222 b,
Célculo da matriz que nos da a imagem de v.
> eqx:=[ql,q92,q93]:
> varsO:=[seq(alil,i=1..3),seq(b[i],i=1..3)];nops(%);
vars0 = |ay, as, ag, by, by, bs]
6
> [seq([seq(coefmon(eqx[j],s2f0[1]),i=1..nops(s2£f0))],j=1..3)];
[[1, 0, ay, as, as, 0], [0, 1, by, ba, b3, 0], [0, be, b3, —ag, a; by — az by — as, a3 by — ag by]]
> M:=matrix(%);

1 0 aq (05} as 0
M = 0 1 b1 bg b3 0

0 bg b3 —Qa9 albg—agbl—ag albg—agbl

Procedimento que faz a eliminacao gaussiana.
> gausselim(M, ’r’, ’d’);
10 ay as as 0
0 1 by by bs 0

0 0 bg-bgbl _a2_b22 CL1b2-CL2b1-CL3—b2b3 albg—agbl
> M2:=(%);
10 ap s as 0
M2 = 0 1 b1 b2 b3 0

0 0 bg—bgbl —ag—b22 &162-@261-@3-[)2()3 Glbg—agbl

Procedimento que calcula o nimero de linhas da matriz, a localizacao dos pivos, e

também a eliminagao gaussiana.



> M3:=rows_no_pivo(M);

‘FINDING ROWS NO PIVO IN‘, M

{1,2, 3}
M3 = {3}, {[27 2]7 [1’ 1]}’
1 0 ai as as 0
01 by by bs 0

0 0 bg—bel —ag—bgz &152—a2b1—a3—b2b3 a1b3—a3b1

> rows_no_pivo_mu:=M3[1];
rows_no_pivo_mu = {3}
> pivos_mu:=M3[2];
pwos_mu = {[2, 2], [1, 1]}

> print(nops(%));

2
> M3:=M3[3];
1 0 a as as 0
Ms:= |0 1 by by bs 0

00 bg—bgbl —(Zg—ng albg—agbl—ag—bgbg a1b3—a3b1

Procedimento que determina as equacoes locais do primeiro centro de explosao.

> 1i:=eqs(M3,rows_no_pivo_mu,varso0);
3x(‘found ‘. equations®)

= [{3}7 [[37 3]7 [37 4]> [37 5“; [bs — by 51, —Q2 — b227 a1 by —as by — az — by b3L

7
[53, a2, a3]]
> Y:=i[3];

Y = [b3 — by by, —as — b227 a1 by — az by — ag — by bs]

> Y_1:=i[4];



Y_1 :=[bs, as, as]
> posY:=[seq(i[2] [j1[2],j=1..nops(i[2]1))];
posY = [3, 4, 5]
> Y:=s0l(Y,Y_1);
Y = [b3 = by by, ag = —bo?, as = ay by

Defini¢ao da nova conica.

> eqx[3] :=sum(’M3[3,j]l*s2f0[j]’,’j’=1. .nops(s2f0));
eqry := (b3 — by by) 20 12 + (—ay — by?) 212 + (a1 by — as by — as — by bs) 1 22
+ (a1 b3 — as bl) 5522
Substituicao do centro de explosao nas conicas.
> fsubs(Y,eqx[1..3]):see();
1, (x0+b[2]*x1)*(-b[2]*x1+a[1]*x2+x0)
2, (x1+b[1]*x2)*(x0+b[2] *x1)

3, 0

Componente fixa (reta).
> h2:=mdc(%);
h2 .= x0 + by x1

Determinacao do ponto marcado pelo feixe de retas.
> ponto:=sol(liste(fsubs(Y,eqx[1..2])/h2));
ponto := [z0 = —by by 2 — ay 2, x1 = —by 2]

Ideal da subvariedade Y de X.
> eqgsmu:=id(Y);

eqsmu := [by — by b1, ay + by, as — ay by]



Determinacao das equacgoes locais do primeiro centro de explosao.

> i:=relexcn(egsmu,Y_1,c,1);

= [[az = —by® 4+ ¢ bs — c1ba by, az = ay by + ca by — ca by by,

i:
[bs — by by, az + 2%, az — a1 ba, [bs, az, as]]
Relagoes da primeira explosao.

> rell:=collect(i[1], [seq(c[p]l,p=1..nops(egsmu))]);

rell == [ag = ¢; (b3 — by by) — by?, ag = c3 (bs — by by) + ay by]
> egsmu:=i[2];

eqgsmu = [bg — by by, as + by, as — a bo|

> eqsmu_1:=i[3];

eqgsmu_1 := [bs, ag, as]
> varsl:=[op(omit(vars0, [seq(lhs(rel1[i]),i=1..nops(rel1))])),seq(clil,
> i=1..nops(rell))];

varsl = |ay, by, ba, b3, c1, Co

Equacao local do centro de explosao.
> excl:=eqgsmu_1[1]=solve(egsmull],eqsmu_1[1]);
excl = by = by by

> eqxl:=ssubs(rell,eqx):see(%);

1,
x0"2+a[1] *x0*x2-b[2] "2*x1"2+x1"2%c[1]*b[3]-x1"2*c[1] *b[2]*b[1]+a[1] *x2
*b [2] *x1+x1*x2*%c [2] *b [3] —x1*x2*c [2] *b[2] *b[1]

2, x0*x1+b[1]*x0*x2+b[2]*x1~2+b[3] *x1*x2

3,

x0*b [3] *x2-x0*x2%b [2] *b [1] -x17"2*%c [1] *b [3]+x1"2*c [1] *b [2] *b [1] +x1*x2*b [
2] "2%b[1] -x1*x2xb[1]1*c [1]*b[3]+x1*x2*c [1]*b[2] *b[1] "2-x1*x2*c [2] *b[3] +
x1*x2*c [2]*b [2] *b [1] -x1*x2*b [2] *b [3] +a[1] *x2~2*b [3] -x2"2*a[1] *b [2] *b [1
1-x272*xb[1]*c [2] *b [3] +x2"2*c [2] *b [2] *b [1] "2



> eqx1[3]:=si(factor(eqx1[3])/eqsmul[1l]): print(denom(%));
1

Coeficientes da nova conica.
> si(evalm(ssubs(rell,row(M3,3))/id(excl)));
0,0, 1, —¢1, —=bycg — ey — by, —by o + a
> origin(varsl,eqgxl);

(0%, 0 z1, 20 2]

Imagem do morfismo de X’ — G(3, F3).

> eqgxlexcl:=fsubs(excl,eqxl):see(%);
1, (x0+b[2]*x1)*(-b[2]*x1+a[1]*x2+x0)
2, (x1+b[1]*x2)*(x0+b[2]*x1)

3,
-b[1]*x1*x2%c[1]-b[1]*x2"2*%c[2] -x1*x2*b[2] +x2"2*%a[1]+x0*x2-c[1]*x1"2-x
1xx2*xc[2]

Célculo do polinomio de Hilbert da imagem do morfismo anterior.
> hilbertpoly([op(egxlexcl)],tdeg(x0,x1,x2),t);
3

Célculo da base para o espago vetorial das formas homogeéneas de grau 3 nas
variaveis.
> 83f0:=mon(3,xx) ;

s3f0 = [x03, 20* 21, 12 20?, x1* 20, 22 20 x1, 2% 20, z1°, 22 v1?, 21 222, 22°]

Mapa de multiplicacao:



> kl:=expand([seq(((x0)*eqx1[jl),j=1..2)1);

k1 .= [x03+a1x02x2 — 20 b2 21 + 20 £1% ¢y by — 20 12 ¢ by by + 20 aq 2 by 21
+ 20 21 22 co by — 20 21 12 ¢ by by, 0% 21 + by 22 20% + by 212 20 + 20 bs x1 z2]
> k2:=expand([seq(((x1)*eqx1[j1),j=1..2)1);

k2 = [xOQm] + 2220 21 a; — by> 13 + 213 c1 by — 212 ¢ by by + aq by 22 x1% + 1% 22 5 by
— 21?22 ¢y by by, $1? 20 + 21 by 20 22 + by 213 + b3 21* 12]
> k3:=expand([seq(((x2)*eqx1[j1),j=1..2)1);

k3 = [x2m02+3:22m0a1 — b2 21?22 4+ 22 £1% ¢y by — ¢y by by 22 x1% + by 21 22% ay
+ 21 222 ¢y by — by 21 by 222 co, 12 20 x1 + by 20 22% + 22 by x1% + by 11 xQQ]
Coleta dos coeficientes das cibicas do mapa de multiplicacao.
> Ll:=seq(coefmon(k1[1],s3f0[jl),j=1..9);
L1:=1,0, a1, =by* + c1bs — c1ba by, ar by + c2bg — caba by, 0, 0, 0, 0
> L2:=seq(coefmon(k1[2],s3f0[j]),j=1..9);
L2 :=0,1, by, by, b3,0,0,0,0
> L3:=seq(coefmon(k2[1],s3f0[j]),j=1..9);
L3:=0,1,0,0, ar, 0, —bs> 4+ ¢1 b — ¢1 by by, ay by + cabs — ca by by, 0
> L4:=seq(coefmon(k2[2],s3f0[j]),j=1..9);
L4 :=0,0,0,1, by, 0, by, b3, 0
> Lb5:=seq(coefmon(k3[1],s3f0[j]),j=1..9);
L5:=0,0,1,0,0, a, 0, —bo> + ¢1 by — c1 ba by, a1 by + o by — cobo by
> L6:=seq(coefmon(k3[2],s3f0[j]),j=1..9);
L6 :=0,0,0,0,1, by, 0, b, b3

Célculo da matriz que nos da a imagem de p restrito a X’.

> Ma:=matrix([[L1], [L2], [L3], [L4], [L5], [L6]]);



(10 ag %2 %1 0 0 0 0 |
01 b b by 0 0 0 0
Mo |01 0 0 a0 %2 %10
00 0 1 b 0 by by 0
001 0 0 a 0 %2 %I
(00 0 0 1 b 0 by by

%1 := a1 by + cabz — ca by by

%2 = —b22 +c1 bg — C1 b2 bl
> Ma:=gausselim(Ma, ’r’, ’d’);

Ma =

1,0, a1, —bo” +cibs —cibaby, arba+ by —caboby, 0,0, 0,0
0,1,b1,b2,b3,0,0,0,0
0,0,1,0,0,a1,0, =b”+cibs —crbaby, aibs+ cabs — b by
0,0,0,1,b,0,0b9,b3,0

0,0,0,0,1,b,0, by, b

0,0,0,0,0,biby —bybi?, crby —crbyby,

Y

C2b3—62b261—26221)1+bIC1b3—Cleb12+2b2b3,
b1a162+b102b3—02b2b12—a1b3+b32—b3b2b1]

p, a matriz linha multipla da equagao local do divisor excepcional ;.

> v2:=row(Ma,6);

v2 = O, O, O, O, 0, b1 b3 —b2 blz, C1 bg—Cl bgbl,
Cobg — Cabyby — 2Dy% by + by ¢ bs — ¢1 by 1% 4 2 by b,
b1a1b2+b102[)3—Cgb2512—a1b3+b32—bgbgbl

> A2:=convert(v2,set);

AQ = {O, C1 bg — C1 b2 bl, b1 b3 —bg b12,
b1a162+b102b3—62b2b12—a1b3+b32—b3b2b17
C2b3—0262b1—2b22b1+b1C1b3—Clb2b12+2b2b3}



> fator:=mdc(A2);
fator := —bs + by by
> v21:=simplify(evalm(v2/fator));
v21 :=0,0,0,0,0, —=by, —c1, —c1 by — 2by — o, —by 2 + a3 — by
> v22:=seq((v21[j]),j=1..9);
v22:=0,0,0,0,0, =by, —c1, —c1 by —2by — o, —byco +a; — bs

> Ma:=matrix([[L1], [L2], [L6], [L4], [L5], [v22]]);

[ 1,0, a1, —by®>+c1bs—crbaby, apby+ caby —cababy, 0,0,0,0 |
0,1,01,b0,b35,0,0,0,0
0,0,0,0,1,06:,0, 09, b3
0,0,0,1,b1,0,0by,b5,0

0,0,1,0,0,a1,0, =by®+c1bs —c1baby, ayby+ cabs — caba by
| 0,0,0,0,0, by, —c1, —c1by —2by — o, —b1ca+ay — b3

> gausselim(Ma);

[ 1,0, a1, —bs>+c1bs—ci1baby, arby+coby—cabyby, 0,0,0,0 |
0,1,b1,by,b3,0,0,0,0
0,0,1,0,0,a1,0, —by®+c1bg—crbaby, arby + cabg — caboby
0,0,0,1,b,,0,by,0bs,0
0,0,0,0,1,by,0, by, b
0,0,0,0,0,—=by, —c1, —c1by —2by —co, —byco+ a; — b3

> M2:=rows_no_pivo(Ma);

‘FINDING ROWS NO PIVO IN‘, Ma
{1,2,3,4,5, 6}



M2 = {6}7 {[27 2]7 [17 1]7 [37 5]7 [57 3]7 {47 4]}7

[ 1,0, a1, —bo>+c1bs —cibobr, arby+cabs — caboby, 0,0,0,0 |
0,1,b1,by,b3,0,0,0,0
0,0,0,0,1,b,0, by, bs

0,0,0,1,0, =b%, by, by — by by, —by bs
0,0,1,0,0,a1,0, =bo>+c1bs—c1baby, aiby+ cabs — coboby
0,0,0,0,0,—=by, —c1, —c1by —2by —co, —byco+a; — bs

> rows_no_pivo_mul:=M2[1];

rows_no_pivo_mul = {6}
> pivos_mul:=M2[2];
pivos mut = {12, 2], [1, 1], [3, 5, [5, 3], [4, 4}

> print (nops(%));

> M2:=M2[3];

[ 1,0, a1, —bo>+c1bs —c1baby, arbs+ coby —caboby, 0,0,0,0 ]
0,1,by,by,b5,0,0,0,0
0,0,0,0,1,b,0, by, bs

0,0,0,1,0, =bi%, by, by — by by, —by bs
0,0,1,0,0,a;,0, =by®> 4 c1bs —crbyby, a1 by + coby — coboby
0,0,0,0,0, =b, —c1, —c1by —2by — ¢y, —byco +ay — by

M2 -

Procedimento que determina as equacoes locais do segundo centro de explosao.

> i2:=eqs(M2,rows_no_pivo_mul,varsl);

4x(‘found ‘.‘ equations‘)



i2 := [{6}, [[6, 6], [6, 7], 6, 8], 6, 9]], [~b1, —c1, —c1 by — 2by — ¢z, —by ca + ay — bs],

[bh (1, b27 al“
> Y2:=i2[3];

Y2 = [=by, —c¢1, —c1 by — 2by — 9, —by 3 + a1 — bs]
> Y2_1:=i2[4];
Y2_1 := [by, c1, by, ay]
> posY2:=[seq(i2[2] [j]1[2],j=1..nops(i2[2]))];
posY2 :=16,7,8, 9]
> Y2:=s01(Y2,Y2_1);

1
Y2 .= [bl = 0, C1 = 0, bg = —502, ap = bg]

Substituicao das equagoes locais de Y’ nas conicas.

> eqxY_2:=fsubs(Y2,eqxl) :see(%);

1, 1/4%(2xx0+x1*c[2])*(2*xx0+2*b [3] *x2-x1*c[2])
2, 1/2%x1*(2*xx0+2*b [3] *x2-x1*c[2])

3, 1/2*x2%(2*x0+2%b[3] *x2-x1*c[2])

Componente fixa(reta).
> h3:=mdc (%) ;

1
h8 ::x0+63x2—§:171 Co

Ideal da subvariedade Y’ de X.

>  eqgsmu2:=id(Y2);

1
eqgsmu? = [by, ¢1, by + 52 a1~ bs]

Determinacao das equagoes locais do segundo centro de explosao.



> 1i:=relexcn(eqsmu2,Y2_1,e,1);

. 1 1
i:=[lcy = ey by, by = 5 co +eaby, ap = b3 + ez by, [b1, 1, by + 502, ar — bsl,
[bla Cy, b27 al“

Relacoes da segunda explosao.
> rel2:=collect(i[1], [seq(el[p],p=1..nops(eqsmu2))]);
rel2 == [c; = e1 by, by = —% co+exby, ap = bz + e3by]
Imagem reciproca do ponto P determinado na primeira explosao.

> ponto2:=ssubs(rel2,ponto);

ponto2 := [z0 = %bl 12 ¢y — 01222 ey — b3 22 — 12 e3by, 21 = —by 22]
> eqsmu2:=i[2];
eqgsmu2 = [by, c1, by + % o, ay — bs]
> eqsmu2_1:=1[3];

eqgsmu2_1 := [by, ¢y, by, a1]
> vars2:=[op(omit(varsl, [seq(lhs(rel2[j]),j=1..nops(rel2))])),seq(eln],
n=1..nops(rel2))];

vars2 = [by, b3, ca, €1, €3, €3]
Equacao local do divisor excepcional.

> exc2:=eqsmu2_1[1]=solve(eqsmu2[1],eqsmu2_1[1]);

exc? :=by =0
> eqx2:=ssubs(rel2,eqxl);

> print(origin(vars2,eqx2));

1
eqr? = [£02+$0b3$2+$0x,263b1—Z$12022+$120262b1—$12€22b12+1‘]261b1b3
1 1
+§$126161262—$1261b13€2+§$1 22 cobs + 21 12bseq by — — 21 12 e3 by Co
1
+ 21 22 e3 b,> 62—|—§SL’1 22 c32 by — 1 2 ¢o by e,

1 1
z0 x1 —i—blex,?—502x12+x1262b1+b3x1 I2,$0$2—6151I]2—§CQI2$]

— a1l 22eyby — 21 22 b7 ey + by 122 + 122 €3 by — 122 by ¢y



eqr? = [:17024-500(?3:52—1-1’01’2631)1—%1622111124-1’120262191—$12€22bl2+$1261()1[)3
+%I1261b1262—$1261b13€2+%]}1 22 co by + x1 x?bgegbl—%xl z2 e3 by ca

+ 21 22 e3 b,? €2+%$1 22 o2 by — 1 2 co by e,

x0 x1 —i—blex,?—%CQx12+xZQegbl+b3x1 x,?,—b12:1:1 12 e1 — by 222 ¢y

1
— E'ﬂ 22 cy — 21 22 €5 by + by 122 + 222 e3by + 20 22 — e by x17]
(0%, 70 x1, 20 2]

Coeficientes da nova ctbica.
> mu_1:=si(evalm(ssubs(rel2,row(M2,6))/id(exc2)));
mu_-1:=0,0,0,0,0, =1, —ey, —e; by —2ey, —Co + €4
> mu:=si(liste(mu_1));print(denom(%));
p:=10,0,0,0,0, —1, —ey, —e1 by — 2 e, —Co + €3]
1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1]
> M2:=subs(rel2,eval(M2)):

Adicao da nova cubica.
> eqx2:=[op(eqx2),x272%x0

> +e[1]*x17°3+(e[1]*b[1]+2*e[2]) *x2*x1"2+(c[2]-e[3]) *x1*x2"2] ;

eqr? = [x02+3:0631’2—|—z0x263b1—icz2x12+z120262b1—x12622b12+x1261b1b3
+%$1261b1202—$1261b1362+%$1 22 co by + x1 x?bgegbl—%xl 2 e3 by ca

+ 2122 e3b,% €9 —I—%x] 12 o2 by — 21 12 ¢q by o,

z0 x1 +b1$0$2—%C2$12+$12€2b1+b3$1 x?,—bfx] 2 e — by 222 ¢y

1
—§x1 12 ¢y — 21 T2 e9 by + by 222 + 222 e5 by + 20 22 — e by 212,

22220 + e x1® + (€1 by + 2ep) 22 21% + (o — €3) 71 127
> eqgx2exc2:=fsubs(exc2,eqx2) :see(%);



1, 1/4%(2*%x0+x1*c[2])* (2*xx0+2*b [3] *x2-x1*c[2])

2, 1/2xx1*(2*x0+2xb[3] *x2-x1*c[2])

3, 1/2%x2%(2*xx0+2*b [3] *x2-x1*c[2])

4, x2°2%x0+e[1]*x1"3+2*%e [2] *x2*x1 " 2+x1*x2"2*%c [2] —x1*x2"2*e [3]

Calculo do polinomio de Hilbert das conicas e da nova cibica.
> hilbertpoly(eqx2,tdeg(op(xx)),t);
3
> hilbertpoly(eqx2exc2,tdeg(op(xx)),t);
3

Inicio da Terceira explosao(Segundo mapa de multiplicagao):
> L1:=seq(coefmon(k1[1],s3f0[j]),j=1..nops(s3£0));
L1 = 1, O, ai, —622 “+ b3 — C1 b2 bl, aq b2 + Co bg — C9 b2 bl, O, O, 0, O, 0

\%

L2:=seq(coefmon(k1[2],s3f0[j]),j=1..nops(s3£0));
L2:=0,1, by, by, bs, 0,0, 0,0, 0

\%

L3:=seq(coefmon(k2[1],s3f0[j]),j=1..nops(s3£0));
LS = 07 17 07 07 al; 07 _b22 +Cl b?) —C bel’ ai b2+02b3 _626261’ O’ 0

\%

L4:=seq(coefmon(k2[2],s3f0[j]),j=1..nops(s3£0));
Lj:=0,0,0,1, by, 0, by, b, 0, 0

\%

L5:=seq(coefmon(k3[1],s3f0[j]),j=1..nops(s3£0));
L5:=0,0,1,0,0, ai, 0, —bo> +c1 b3 — c; baby, ay by + cabs — caby by, 0

V

L6:=seq(coefmon(k3[2],s3f0[j]),j=1..nops(s3£0));
L6:=0,0,0,0,1, 0,0, by, by, 0

\%

k4 :=expand ((x0) *eqx1[3]);



ki = —20 by 21 32 ¢, — 20 by 12% ¢y — 20 11 12 by + 22° 20 aq + 22 20% — 20 ¢, 212
— 20 x1 x2 ¢y
> kb:=expand((x1)*eqx1[3]);

k5 = —byx1?22c¢; —xl by 222 ¢y — 22 by 21?2 + 21 222 ay + 22 20 1 — ¢y x1® — 1% 22 ¢y
> k6:=expand((x2)*eqx1[3]);
k6 = —byxl 22%¢cy — by 223 ¢y — 21 222 by + 223 ay + 2% 20 — 22 ¢y 1% — x1 222 ¢

Coleta dos coeficientes das cibicas do segundo mapa de multiplicagao.

> L7:=seq(coefmon(k4,s3f0[jl),j=1..nops(s3£f0));
L7:=0,0,1, —c1, —c1by — by — o, a1 — b1, 0,0,0,0

> L8:=seq(coefmon(k5,s3f0[jl),j=1. .nops(s3£0));
L8:=0,0,0,0,1,0, —c1, —c1 b1 — by — 2, a1 — by ¢2, 0

> L9:=seq(coefmon(k6,s3f0[jl),j=1..nops(s3£0));
L9:=0,0,0,0,0,1,0, —¢c1, —c1 by — by — o, a1 — by o

Célculo da matriz que nos da a imagem de 7 restrito a X”.
> Mb:=matrix([[L1], [L2], [L3], [L4], [L5], [L6], [L7], [L8], [LO]]):
> Mbb:=subs(rel2,eval (Mb));

(1 0 %4 %6 %5 0 0 0 0 0

01 n %3 bs O 0 0 0 0

01 0 0 %4 0 %6 %5 0 0

00 0 1 by 0 %3 bs 0 0
Mbb:=|o0 0 1 0 0 %4 0 %6 %5 0
00 0 0 1 b 0 %3 b3 O

0 0 1 —eibs %2 %l 0 0 0 0

00 0 0 1 0 —eiby %2 %1 0

00 0 0 0o 1 0 —e1b %2 %1

%1 := b3 +e3b; —b1ca

1
%2 := —ey b2 — S22 b1

1
%3 = _562+62 b1
%4 := b3 + ez b1
%5 := %4 %3 + c2 b — c2 %3 b1
%6 := — %32 +e1 b1 b3 —ex b12%3



> Mc:=gausselim(Mbb) ;

Mc :=

1 1
1,0,03+e3by, —1022-5-0262111—622b12+€1b1b3+§€1b1262—€1b13€2,

1 1 1
§CQb3+b362b1—§€3b102+63b1262+§b1022—b1202€2,0,0,0,0,0

[ 1
0717b17_§CQ+62b17b37070707070

0703130a03b3+€3b1707

1 1 ;
—1022-5-026251—622512+61b153+561191202—6151362,
1 1 9 1 9 9
502[)34—[)362[)1—§€3b162+€3b1 62+§b162 —b1“coey, 0
J 1
0,0,0,1,b170,—2C2+62b1,b3,0,0:|

[ 1
070103031ab1707_262+62b17b370:|

[ 1
0,0,0,0,0,1,0,—e1b1, —€1b12—262—€2b17b3+€3b1—b102]

[ 3
0,0,0,0,0,0, —e1 b1, —2e1 b1 —2exby, *§b102+€3b1*€1513*62512,

71)1 (71)3 — €3 b1 + b1 02)

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0707070707070707 07 0}

Matriz linha w multipla do divisor excepcional (.

> 16:=row(Mc,7);

3
6 := |:0, O, 0, O, 0, O, —eq bl, —261 612 — 262 b17 —5 bl Co + €3 bl — €1 b13 — €9 b12,

_bl (—bg — €3 bl -+ bl CQ):|

> 16s:=convert(l6,set);

3
l6s .= {O, —2 €1 b12 - 262 bl, —5 bl Co + €3 b1 — €1 b13 — €9 b12, —b1 (—bg — €3 b1 + bl 02),
—€ bl}



> fatl:=mdc(16s);
fatl = by
> 16b:=simplify(evalm(16/fatl));
16b:=10,0,0,0,0,0, —e;, —2e1 by — 2es, —gCQ—Feg —e1 b1 —eyby, bs+e3by — by e
> vl:=seq((16b[j1),j=1..10);

3
vl = 0, O, O, O, 0, O, —€1, —261b1—262, —§CQ+€3—€1b12—€2b1, b3—|—€3b1—b102
> M6:=stackmatrix(Mbb, [v1]):

Vv

M6b:=gausselim(M6) ;

M6b =

[ 1 1
1,0,b3+63b1,—1622-&-6262171—622b12+elb1b3+58151262—€1b13e2,
1 1 2 1 2 2
502b3+b36251—5€3b102+63b1 €2+55102 —b17c2e2,0,0,0,0,0

[ 1
0,1,b1,—5624—621)1,(73,0,0,0,0,0

0,0,1,0,0,b3+e3b1,0,

1 1
—Zc22+czezb1—622512+61b1b3+56151202—81513327
1 1 2 1 2 2
502b3+b352b1—563b102+63b1 62+§b102 —bi"coe2,0
[ 1
07070717b17077502+62b17b37070

[ 1
0,0,0,0,1,b1,0,7§(22+62b1,b3,0:|

[ 1
0,0,0,07071707—81517—61512—502—62171,b3+63b1—5102}

[ 3
0,0,07070707—61,—28151—262,—5024—63—611712—62171,

bz +e3 b1 — b1 ca

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
> M4:=rows_no_pivo(M6b);

‘FINDING ROWS NO PIVO IN‘, M6b
{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}



My = 1{7, 8,9, 10}, {[5, 5], [3, 3], [2, 2], [1, 1], [6, 6], [4, 4]},

1 1
[170753‘1'631717—1022—1-0262171—622512+€1b1b3+56151202—615)1362,
1 1 2 1 2 2
§Cgbg+b362l)1—563b102+63b1 62‘{'5[)162 —bl 0262,0,0,0,0,0

1
|:O717617_§CZ+62blab37070707070
|:0,0,1,0,0,b3+€3b1,0,

1 1
—10224—0262[)1—622b12+€1b163+§61b1262—€1b1362,
1 1 9 1 9 9
ECng—Fbgegbl—§€3b102+63b1 €2+§b102 —bl 6262,0
[ 1
07070717b1707_§C2+62b17b37070:|

I 1
07070707 17b1707 _§CQ+62blab370:|

I 1
0,0,0,0,0,1,0, —e1by, —€1b12—§C2—€2b1,b3+€3b1—blc2]

I 3
0,0,0,0,0,0,—e1, —2e1b1 —2ey, —5024‘63—61[?12—6251;

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0]
> rows_no_pivo_mu2:=M4[1];

rows_no_pivo_mu?2 := {7, 8,9, 10}
> pivos_mul:=M4[2];
piwos_mul = {[5, 5], [3, 3], [2, 2], [1, 1], [6, 6], [4, 4]}

> print(nops(%));



> M4:=M4[3];
My =

1 1
{17 0, bs+e3bp, —1022+026251—622b12+6151b3+56151262—6151362,

1 1 1

502b3+b362b1_563[)102"‘63[)1262"‘§b1022_b120262a070707070
1

|:O717b17_§CQ+€2b1ab3a070707070

|:O707170a0ab3+63b1a07

1 1

—4—16224‘02621)1—622b12+€1b1b3+§€1b1262—€1b13€2,

1 1 2 1 2 2

§Czb3+b3egbl—§€3b102+€3b1 624’5[)102 —b1 0262,0

I 1

0,0,0,1,b1,0,—§C2+€2b1,b3,0,0:|

I 1
07070707 1ab1a07 _502+€2b17b370:|

[ 1
0,0,0,0,0,1,0, —e1by, —61512—502—6251,b3+€3bl—5102]

I 3
0,0,0,0,0,0, e, —2e1b1 —2ey, —5024—63—61512—6251,

b3+€3b1—b102

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

Determinacao das equacgoes locais do terceiro centro de explosao Y”.
> p:=eqs(M4, [7],vars2):
> rows_mu_3:=p[1l];pos_mu_3:=p[2];eqsmu_3:=p[3]:eqsmu_3_1:=p[4]:

4*%(‘found ¢.° equations‘)
rows_mu_3 = {7}

pos-mu_3 = [[7, 7], [7, 8], [7, 9], [7, 10]]



> Y3_3:=sol(eqgsmu_3,eqsmu_3_1);

2 1
Y3_.8 = [61 == O, €y = 0, Cy = 563, b3 = —g 63[)1]

Determinacao da imagem reciproca do ponto P, determinado na primeira explosao.
> ponto3:=ssubs(Y3_3,ponto2);

1
pontol := [z0 = —3 2 e3by, x1 = —by 22]

Confirmacao de que o posto cai na subvariedade Y”de X”.
> sset(subs(Y3_3,row(M4,7)));

{0}

> eqxY3_3:=numer (fsubs(Y3_3,eqx2)) :see(%);
1, (3*x0-x1*e[3])*(3*x0+2*xx2*e[3]*b[1]+x1*e[3])
2, (x1+b[1]*x2)*(3*x0-x1*e[3])

3, x2*%(3*x0-x1*e[3])

4, x2°2%(3*x0-x1*e[3])

Componente fixa (reta que passa pelo ponto destacado)
> hY1_3:=mdc(%);eqxY¥Y1_30:=liste(%%/%) ;
hY1_ 83 :=3z0 — x1 e3
eqrY1 30 = [320 +212 e3by + 21 e3, x1 + by 12, 22, 127

O ponto determinado pelas retas residuais das duas primeiras conicas P”.
> 501 ([3*x0+2*x2*e [3]*b[1]+x1*e[3], x1+b[1]*x2] ,xx);
[z0 = —% 2 e3by, v1 = —by 2]
> ponto3;

1
(20 = —3 12 e3by, x1 = —by 22]



Determinacao do ideal da subvariedade Y”, das relagoes da terceira explosao e das

varidveis envolvidas.
> p:=relexcn(id(Y3_3),eqsmu_3_1,f,1):

> rel3:=p[1];eqsmu:=p[2] :eqsmu_1:=p[3];

2 1
rel8 = e = fre1, ca = 563 + foer, bs = ~3 ez b + f3eq]

eqgsmu_1 := [ey, ey, Ca, bs]
> vars3:=[op(omit(vars2, [seq(lhs(rel3[i]),
> i=1..nops(relld))])), seq(f[i],i=1..nops(rell3))];
> exc3:=eqgsmu_1[1]=solve(eqsmu[l],eqsmu_1[1]);

vars3 := [by, e1, es, f1, fa, f3]

exc :=e; =0

Equagao local do divisor excepcional da terceira explosao.
> eqgsmull];
€1

> eqgx3:=ssubs(rel3,eqx2) ;print(origin(vars3,eqx3));

1 2 1
eqrs = [x02—|—§x1 $2€3f3€1—§$1 1’263251—$]2f12612b12+$01'2f361—§$12€3f2€1

1 1 1
+€1261I12f3+§$12€12b12f2—56321’12—Z$12f22612—1'12612b13f1

1 1
+ 5 11 32 faer? fs+ a1 22 fre2by f5 + 3 21 by 22 fo? e1? — a1 22b,° fred? fo

2 2
+$12f161251f2+§$12f161b163+§x0x263b1,

1 1 1
z0 x1 +b1x0x2—gegxlz—§x12f261—|—x12f161b1—gegblxl 2 + xl 22 fyeq,

—b2 2l 22 e —b1x22f261—%x1 x?eg—%xl 22 foer — 21 22 fiei by + 322 fyeq
+ 20 22 — eq by 212,
$22$0+€1$13+$2$1261b1—|—2$2$12f161—%1’1 2% e3 + 11 $22f2€1]

(0%, 20 x1, 20 22, 22 20]

> mu_3:=subs(rel3,eval(M4)) ;rowdim(M4) ;



2
{1 0, 36351+f3€1;

1
—Z %12 + %1 fl €1 bl — f12 612 612 + e bl %3 + 5 €1 bl2 %1 — 612 b13 fl ,

1 1 1
5%1%3+%3f161b1—563b1%1+63512f1€1+§b1%12—b12%1f161,0,0,
0,0,0}

p7 17617%47%3707070707(]

2
|:0,0, 1,0,0, §€3b1+f361,0,

1
12+%1f1 €1 b1 —f12 612[712 + e bl %3+ 561 b12%1 — 612b13 f1>

|
I
X

1 1
(71%3—|-%3f1€1b1—56361%1—|—63b12f161+§bl%12—b12%1f161, 0:|

,0,1,b,0, %4, %3,0,(
,0,0,1,0,,0,%4, %3, (

T T N
o O

1 1 2
0)07070707 1707 _61b17 _€1b12_§63_§f261_%27 563bl+f361_bl%1:|

=1

3
070707070707 —€1, _2€1b1_2f1€17 _§f2€1_61b12_%27

| a—|

€3b1+f3€1—b1%1

Wl o

=)
=)

===
o o o
o © © O
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
==

%1 3:—€3+f261

%2 = f1 €1 b1
1
%3 = —5 €3b1 + f3€1

1 1
%42: —563—5]02614—%2

10



Determinacao da segunda cubica.

> mu:=si(liste(row(mu_3,7)/eqsmu[1])) :print (denom (%)) ;
1, 1,1,1,1,1,1, 1, 2, 1]

Adicao da segunda cubica.

> eqx3:=[op(eqx3),sum(’mul[jl*s3f0[j]’,’j’=1. .nops(s3f0))];

1 2 1
eqrs = [m02—|—§x1 I263f3€1—§I1 x2632b1—x]2f12612b12—|—x0x2f361 —§I]263f261

1 1 1
+€12b1$12f3+§$12€12b12f2—56321'12—211'12][22612—{5]2612[713](.1

1 1
+ 5 zl 2 fQ 612 fg + xl 22 fl 612 b1 f3 + 5 xl b1 2 f22 612 —xl 22 b12 f1 612 f2

2 2
+x12f1612b1f2+§$12f161b163+§$0$26361,

1 1 1
x0 x1 +b1x0x2—563x12—§x12f261+x12f161b1—gegblxl 22 + 1 22 fyeq,

—b 2zl 22 e —b11322f261—%l’] xQeg—%xZ 12 faer — x1 32 fre by + 122 f3eq
+ 20 22 — eq by x12,
$22$0+61{E13+$2$12€1b1+2$2$]2f161—%SE] 12% €5 + 21 122 fr e,
—z13 4+ (=2b — 2 f1) 22 x12+(—2f2 —b° — fiby) w1 222 + (fs — by fa) 727
>  exc3;
e1 =0

> eqx3exc3:=subs(exc3,eqx3);
2, 2 Loy o 2 2
eqrlercs = [z0”° + 3 x0 2 e3 by — 9 es”xl® — 9 xl z2 e3” by,

1 5 1 1 9 1 9
20 x1 +bl$0$2—§€333] —gegblexQ, —§$ZZE2€3+IOZEQ, 2 x0—§$1x2 es,

3
—al® 4 (=2b =2 fi) w22l + (=5 fo - bi? = fiby) 21 2% + (fs — by fo) 12°]
> hilbertpoly(eqx3exc3,tdeg(op(xx)),t);
3



> see(factor(eqx3exc3));

1, 1/9%(3*x0-x1*e[3])*(3*xx0+2*x2*e[3]*b[1]+x1*e[3])
2, 1/3%x(x1+b[1]*x2)*(3*x0-x1*e[3])

3, 1/3%x2*%(3*x0-x1*e[3])

4, 1/3*x272*(3*x0-x1*e[3])

—x173-2xx2*x1"2xb [1] -2*x2*x17"2*f [1]-3/2*x1*x2"2*%f [2] -x1*x2"2*b[1] "2-x1
*x272*f [1]*b [1]+x273*f [3] -x2"3*b [1] *f [2]

> origin(vars3,eqx3exc3);

[20%, 20 x1, 20 22, 22% 20, —213]

Observacao A.l. Para a realizagao desses procedimentos utilizamos o programa
Jprosjr6.tzt, desenvolvido por Israel Vaisencher, disponivel em http//:www.dmat.ufpe.br/ is-

rael/twcbis. txt.
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