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Área de Concentração: Geometria Algébrica
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Curso de Mestrado em Matemática
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O AUTOR ATESTA QUE A PERMISSÃO TEM SIDO OBTIDA PELO
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• A todos os funcionários do departamento.
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Resumo

Em nosso trabalho estabelecemos uma compactificação da famı́lia das configura-

ções de três pontos em P2. Iniciamos nossa compactificação estudando a grassman-

niana de feixes de cônicas que passam por um ponto fixo 0, a qual foi denotada por

X = G(2,F0
2 ). Construimos uma seqüência expĺıcita de três explosões ao longo

de centros lisos, para estendermos o mapa racional Ψ1 : X 99K Hilb3P2. Este

mapa não está bem definido na subvariedade Y ⊂ X. Na primeira explosão en-

contramos um mapa racional Ψ2 : X ′ 99K Hilb3P2, onde X ′ é a explosão de X

ao longo da subvariedade Y . Na segunda explosão nos deparamos com um terceiro

mapa racional Ψ3 : X ′′ 99K Hilb3P2, onde X ′′ é a explosão de X ′ ao longo da sub-

variedade Y ′ ∼= P̌2 ⊂ X ′. E na terceira e última explosão definimos um morfismo

ϕ : X ′′′ → Hilb3P2, onde X ′′′ é a explosão de X ′′ ao longo da subvariedade Y ′′ ⊂ X ′′.
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Abstract

In our work we established a compactification of the family of the configurations

of three points in P2. We begin our compactification studying the grassmannian of

pencil of conics containing a fixed point 0, which was denoted por X = G(2,F0
2 ).

We built an explicit sequence of three blowups along smooth centers, we extend the

rational map Ψ1 : X 99K Hilb3P2. This map is not very well defined in the subvariety

Y ⊂ X. In the first blowup we found a rational map Ψ2 : X ′ 99K Hilb3P2, where

X ′ it is the blowup of X along the subvariety Y . In the second blowup we obtained

a third rational map Ψ3 : X ′′ 99K Hilb3P2, where X ′′it is the explosion of X ′along

the subvariedade Y ′ ∼= P̌2 ⊂ X ′. In the third and last blowup we defined a morfism

ϕ : X ′′′ → Hilb3P2, where X ′′′it is the explosion of X ′′along the subvariety Y ′′ ⊂ X ′′.
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Notação

• C[x1, . . . , xn] denota o anel de polinômios nas variáveis x1, . . . , xn, com coefi-

cientes em C.

• C[x1, x2, . . . , xn]s denota o subconjunto formado pelos elementos de C[x1, x2, . . . , xn]

de garu ≤ s.

• < f1, . . . , fn > denota o ideal gerado pelos polinômios f1, . . . , fn.

• I(X) denota o ideal da variedade X.

• K[X] denota o anel de coordenadas da variedade X, definido como K[X] =
K[x1,...,xn]

I(X)
.

• K(X) denota o corpo das funções racionais da variedade X.

• dimTxX denota o dimensão do espaço tangente a variedade X no ponto x ∈ X.

• mx denota o ideal máximal do ponto x. Onde mx = {f ∈ K[X] | f(x) = 0}.

• d◦f denota o grau do polinômio f .

• F denota o espaço vetorial das formas lineares nas variáveis x0, x1 e x2.

• F0
m o subfeixe de formas de grau m que se anulam no ponto 0.

• F<λ1,λ2>
m o subfeixe de formas de grau m que se anulam no ponto de interseção

das formas lineares λ1 e λ2.
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Introdução

A abordagem moderna do esquema de Hilbert foi introduzida por Grotendick [9],

e desde então tem sido objeto de estudos de muitos matemáticos. O esquema de

Hilbert de 3 pontos no plano tem sido estudado por G. Elencwajeg et P. Le Barz

[6], G. Elingsrud, S. Stromme [7] e R. Mallavilabarrena [12]. Forgaty [8] mostrou

que HilbdP2 é não singular de dimensão 2d. Dan Avritzer e Israel Vaisencher [1],

mostram que o esquema de Hilbert de d pontos em P2 mergulha na grassmanniana de

subespaços de Fd de codimensão d, ou seja, G(N − d,Fd), onde N = dimFd. Então

Hilb3P2 mergulha na grassmaniana G(7,F3).

Vainsencher e Xavier [22], [17] construiram uma compactificação do espaço das

cúbicas reversas estudando o feixe de quádricas que contém uma reta em comum.

Eles observaram que a configuração

reta(`) ∪ cúbica reversa(C)

é uma interseção completa. Esse foi o nosso ponto de partida.

Em nosso trabalho estabeleceremos uma compactificação do esquema de Hilbert

que parametriza a configuração de três pontos em P2. Iniciaremos nossa compacti-

ficação estudando o feixe de cônicas que contém um ponto em comum. Note que a

configuração

ponto fixo ∪ triângulo

é uma interseção completa em P2, já que o seu ideal é gerado por 2 cônicas. Por-

tanto seguiremos a descrição feita por Vainsencher e Xavier, para obtermos nossa

compactificação.
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Seja X = G(2,F0
2 ), onde 0 denota um ponto fixo, a grassmaniana de feixes de

cônicas que contém o ponto 0. Iremos construir uma seqüência expĺıcita de três

explosões

X ′′′ → X ′′ → X ′ → X.

ao longo de centros lisos.

O objetivo do nosso trabalho é construir um mapa regular

ϕ : X ′′′ → G(7,F3).

Pois sabe-se por Sernesi [13], que esse mapa estende o mapa racional

γ : X 99K Hilb3P2.

Note que H = Hilb3P2 ⊂ G(7,F3), e assim temos que ϕ−1(H) ⊂ X ′′′.

Daremos agora um resumo da construção desse mapa.

Existe uma aplicação racional ν : X 99K G(3,F2), que a cada ponto < q1, q2 >∈ X

associa à rede de cônicas < q1, q2, q3 >, com

q1 = λ1f1 + λ2f2, q2 = λ′1f1 + λ′2f2, q3 = λ1λ
′
2 − λ2λ

′
1,

onde λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2, f1 e f2 denotam formas lineares.

A aplicação ν não está definida na subvariedade Y ⊂ X dada pelo feixe de cônicas

que possuem uma componente fixa `, a qual é uma reta que passa pelo ponto fixo, 0.

Y = {` ∈ P̌1
0} =





———————•
0

p
?





A explosão de X ao longo de Y define um morfismo X ′ → G(3,F2) que estende o

mapa racional ν : X 99K G(3,F2).
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Seja A a imagem rećıproca do fibrado tautológico de posto dois sobre G(2,F0
2 )

via o primeiro mapa de explosão. O mapa de multiplicação µ : A ⊗ F → F0
3 induz

um mapa racional X ′ 99K G(6,F0
3 ). Este mapa racional não está definido numa

subvariedade Y ′ ⊂ X ′. Esta subvariedade é isomorfa à P2. Explodindo X ′ ao longo

de Y ′ obtemos X ′′.

SejaR′ a imagem rećıproca do fibrado tautológico via o segundo mapa de explosão

de posto 3, R, sobre G(3,F2). O mapa de multiplicação η : R′ ⊗ F3 induz um

mapa racional X ′′ 99K G(7,F3). Mostraremos que este mapa está definido em Y ′′, a

subvariedade de X ′′, que pode ser descrita como o P1-fibrado sobre P̌1
0 definido pelos

pares (`, p) ∈ P̌1
0 × P2, tal que p ∈ `.

Y ′′ = {———————•
0

?
p

`
}

Portanto obtemos X ′′′ através da explosão de X ′′ ao longo de Y ′′, o que induz o

mapa regular X ′′′ → G(7,F3).

Nos caṕıtulos I, II e III daremos algumas noções básicas de geometria algébrica.

No caṕıtulo I definiremos variedades projetivas, morfismo e polinômio de Hilbert.

Já no caṕıtulo II, descreveremos os coinceitos relativos a explosão, uma vez que

iremos utilizá-los na discursão do problema, e no caṕıtulo III, abordaremos grupos

algébricos e ação de grupo.

O problema será discutido no caṕıtulo IV , no qual exibiremos o mapa racional

ν : X 99K G(3,F2)

e determinaremos a única órbita fechada de X. A descrição das órbitas fechadas é

decisiva, pois sabe-se que a verificação de muitos resultados se restringirá a apenas

uma vizinhança de um representante da órbita fechada. Exibiremos ainda os centros

de explosões, os lugares da indeterminação dos mapas racionais, para finalmente ex-

plodirmos X ′′ ao longo de Y ′′, para construirmos assim um morfismo X ′′′ → G(7,F3).
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No apêndice, temos os cálculos feitos no programa Maple versão 8.00 (IBM INTEL

NT) para descrever as operações relatadas no caṕıtulo IV.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo, para uma melhor comodidade dos leitores, daremos em sua grande

maioria, algumas definicões e resultados de um primeiro curso de Geometria Algébrica.

Convém lembrar que estaremos trabalhando sobre o corpo dos números complexos,

C e que todos os anéis aqui considerados são comutativos com unidade.

1.1 Variedades Projetivas

Definição 1.1. O n-espaço projetivo sobre C, denotado por PnC ou Pn, é o con-

junto das classes de equivalência de (n + 1)-uplas (a0, a1, . . . , an) 6= (0, . . . , 0) de ele-

mentos de C, sob a relação de equivalência dada por (a0, a1, . . . , an) ∼ (λa0, λa1, . . . , λan),

∀ λ ∈ C, λ 6= 0; em outras palavras é o conjunto quociente do conjunto An+1 −
{(0, . . . , 0)} com respeito a relação de equivalência que identifica pontos que estão na

mesma reta passando pela origem.

Um elememento de Pn é chamado ponto. Se p é um ponto, então qualquer

(n + 1)-upla (a0, a1, . . . , an) na classe de equivalência de p é chamada coordenada

homogênea de p. Note que se x = (a0, a1, . . . , an) ∼ y = (b0, b1, . . . , bn), então x e y

estão em uma mesma reta.

Definição 1.2. Um anel graduado é um anel S junto com uma decomposição

1



S = ⊕Sd, d ≥ 0, de S em uma soma direta de grupos abelianos Sd, de modo que para

qualquer d, e ≥ 0, Sd · Se ⊆ Sd+e.

Exemplo 1.3.

O anel dos polinômios S = C[x0, x1, . . . , xn] é um anel graduado. De fato, S = ⊕Sd

onde Sd =< xi0
0 xi1

1 . . . xin
n | i0 + i1 + . . . + in = d >, com i0, . . . , in ∈ N.

Assim, se F ∈ S temos que F = F0 + F1 + . . . + Fn, onde Fi ∈ Si.

Um elemento de Sd é chamado elemento homogêneo de grau d. Portanto, qualquer

elemento de S pode ser escrito de maneira única como uma soma finita de elementos

homogêneos.

Agora consideremos F um polinômio homogêneo de grau d em S, então verifica-se

que

F (a0, a1, . . . , an) = F (λa0, λa1, . . . , λan) = λdF (a0, a1, . . . , an).

Assim inicialmente encontramos dificuldades para definir uma função em Pn, pois

as coordenadas homogêneas não são únicas. Então para podermos falar de zeros de

um polinômio homogêneo consideremos a seguinte função:

F : Pn −→ {0, 1}

p 7→
{

F (p) = 0, se F (a0, a1, . . . , an) = 0

F (p) = 1, se F (a0, a1, . . . , an) 6= 0.

Definição 1.4. Dado F ∈ C[x0, . . . , xn], homogêneo. O conjunto de zeros de F

é definido por V (F ) = { p ∈ Pn | F (p) = 0 }.

Se T é um subconjunto qualquer de elementos homogêneos de S, definimos o

conjunto de zeros de T como V (T ) = { p ∈ Pn | F (p) = 0, ∀ F ∈ T }.
Como S é Noetheriano então existe um subconjunto finito F1, F2, . . . , Fr tal que

V (T ) = V (F1, F2, . . . , Fr).

Definição 1.5. Um subconjunto de Pn é um conjunto algébrico se existe um

conjunto T de elementos homogêneos de S tal que Y = V (T ).

2



Definição 1.6. O conjunto τ= { V (T ) | T ⊆ S } satisfaz os axiomas de fechados

de uma topologia. Assim definimos a topologia de zariski sobre Pn, conceituando

conjuntos abertos como os conjuntos complementares dos conjuntos algébricos.

Definição 1.7. Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico em

Pn, com a topologia induzida.

Definição 1.8. Uma variedade quase projetiva é um subconjunto aberto de um

conjunto fechado projetivo.

Definição 1.9. Seja Y ⊆ Pn uma variedade quase projetiva. Uma função f : Y → C
é regular em p ∈ Y se existe uma vizinhança aberta U com p ∈ U ⊆ Y , e polinômios

homogêneos g, h ∈ C[x0, . . . , xn], de mesmo grau, de modo que h é não nulo sobre U ,

e f =
g

h
sobre U . Dizemos que f é regular sobre Y se é regular em todos os pontos

de Y .

Definição 1.10. Se X, Y são duas variedades, um morfismo ϕ : X → Y é um

mapa cont́ınuo de modo que para todo conjunto aberto V ⊆ Y , e para toda função

regular f : V → C, a função f ◦ ϕ : ϕ−1(V ) → C é regular.

Consideremos X e Y variedades projetivas. Sejam f uma aplicação regular e

y ∈ Y , chamamos de fibra sobre o ponto y, o conjunto f−1(y) ⊂ X.

Teorema 1.11 (Dimensão da fibra). Seja f : X → Y um morfismo entre var-

iedades projetivas irredut́ıveis tal que f(X) = Y .

Seja dimX = n e dimY = m.Então:

1. n ≥ m;

2. dimf−1(y) ≥ n−m, ∀ y ∈ Y ;

3. ∃ U ⊂ Y aberto denso tal que dimf−1(y) = n−m, ∀ y ∈ U .

Demonstração: Vide referência [14], pg. 60.

3



Corolário 1.12 (Critério de Irredutibilidade). Seja f : X → Y morfismo entre

variedades projetivas, com f(X) = Y . Se Y e f−1(y), ∀ y ∈ Y , são irredut́ıveis e

dim(f−1) é constante. Então X é irredut́ıvel.

Demonstração: Vide referência [14], pg. 61.

Definição 1.13. Uma curva plana projetiva é o conjunto de zeros F = V (f) em

P2 de um polinômio homogêneo e não constante. O grau do polinômio f determina o

grau da curva, denotado por ∂F .

Exemplo 1.14.

Considere o conjunto de zeros do seguinte polinômio

F (x0, x1, x2) = a00x
2
0 + a01x0x1 + a02x0x2 + a11x

2
1 + a12x1x2 + a22x

2
2,

uma cônica plana projetiva C = V (F ) ⊆ P2. Podemos associar a F a seguinte

matriz:

SF =
1

2




2a00 a01 a02

a01 2a11 a12

a02 a12 2a22


 .

Seja V = {Matrizes simétricas 3 × 3}. Note que V é um espaço vetorial de

dimensão 6. Logo P(V ) ∼= P5. De fato,

P(V ) → P5

[
1

2




2a00 a01 a02

a01 2a11 a12

a02 a12 2a22


] 7→ [a00 : a01 : a02 : a11 : a12 : a22]

é um isomorfismo.

Existem três tipos de cônicas em P2 de acordo com o posto da matriz acima

Teorema 1.15. (Bezout) Sejam F e G curvas planas projetivas de grau m e n,

respectivamente. Assuma F e G sem fatores em comum. Então F e G interceptam-se

mn pontos contados com multiplicidade.

4



Demonstração: Vide referência [16], pg.26.

Exemplo 1.16.

Sejam q1 = x2
2 − x0x2 e q2 = x2

0 + x0x1) cônicas em P2, com mdc{q1, q2} = 1,

temos pelo teorema acima que q1 e q2 interceptam-se em quatro pontos. De fato q1

e q2 interceptam-se nos pontos [0 : 1 : 0], [1 : −1 : c], [1 : c : 1], e [d : c : 0], com

d, c ∈ C.

1.1.1 Produto de Espaços Projetivos

Definição 1.17. Sejam Pn e Pm espaços projetivos , definimos o produto de espaços

projetivos via imersão de Segre, Ψ, considerando a seguinte aplicação:

Ψ : Pn × Pm → PN

([x0 : x1 : . . . : xn], [y0 : y1 : . . . : ym]) 7→ [x0y0 : x0y1 : . . . : x0ym : . . . : xny0 : . . . : xnym],

onde N = (n + 1)(m + 1)− 1.

Proposição 1.18. Ψ aplica o produto Pn×Pm, biunivocamente, sobre a subvariedade

de PN dada pelos zeros comuns dos seguintes polinômios:

VijVkl − VkjVil, i, k = 0, 1, . . . , n; j, l = 0, 1, . . . , m

onde Vij = xiyj, i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m são as coordenadas de PN .

Demonstração: Seja então:

Ψ : Pn × Pm → PN
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([x0 : x1 : . . . : xn], [y0 : y1 : . . . : ym]) 7→ [x0y0 : x0y1 : . . . : x0ym : . . . : xny0 : . . . : xnym],

onde N = (n + 1)(m + 1)− 1.

Note que Ψ está bem definida pois dado [kx0, kx1, . . . , kxn]e[µy0 : . . . : µym] ∈ Pn,

k, µ ∈ C, k, µ 6= 0, temos que:

Ψ([kx0 : kx1 : . . . : kxn], [µy0 : µy1 : . . . : µym]) =

[kµx0y0 : kµx0y1 : . . . : kµx0ym : . . . : kµxny0 : . . . : kµxnym]

= kµ[x0y0 : x0y1 : . . . : x0ym : . . . : xny0 : . . . : xnym]

Ψ aplica Pn×Pm biunivocamente sobre a subvariedade de PN(cujas as coordenadas

estamos denotando por [V00 : V01 : . . . : V0m : V10 : . . . : Vnm]) dada por:

V = V (VijVkl − VkjVil, i, k = 0, 1, . . . , n; j, l = 0, 1, . . . , m) (1.1)

Com efeito, Ψ(Pn × Pm) ⊂ V . Reciprocamente dado v ∈ V , com

v = [v00 : v01 : . . . : v0m : v10 : . . . : vnm]

e suponha v00 6= 0, por exemplo. Então fazendo k = l = 0 encontramos que x = [v00 :

v10 : . . . : vn0] e y = [v00 : v01 : . . . : v0m], assim:

Ψ(x, y) = [v00v00 : v00v01 : . . . : v00v0m : v10v00 : . . . : v00vnm]

= [v00 : v01 : . . . : v0m : v10 : . . . : vnm] = v.

Por outro lado vemos que v ∈ V determina x ∈ Pn e y ∈ Pm tais que Ψ(x, y) = v de

maneira única ou seja Ψ é injetiva. 2

Observação 1.19.

Os pontos v ∈ V , v = [v00 : v01 : . . . : v0m : . . . : vn0 : . . . : vnm] podem ser

interpretados como uma matriz de ordem (n+1)×(m+1) matriz, e assim as equações

(1.1) podem ser escritas da seguinte forma:
∣∣∣∣∣

vij vil

vkj vkl

∣∣∣∣∣ = 0.
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Exemplo 1.20.

A imagem do mapa:

σ : P1 × P1 → P3

([x0 : x1], [y0 : y1]) 7→ [x0y0, x0y1, x1y0, x1y1]

V = V (V00V11 − V01V10) ⊂ P3 é uma superf́ıcie quádrica. Se fixarmos x ∈ P1,

x = [a0 : a1], o conjunto:

σ(x× P1) = [a0y0 : a0y1 : a1y0 : a1y1]

é dado em P3 pelas equações: a0V00 = a1V10 e a1V01 = a0V11, que é a equação de uma

reta.

Analogamente, podemos considerar as retas σ(P1× y), y ∈ P1, onde obtemos uma

segunda famı́lia de retas. Note ainda que podemos descrever a equação

V00V11 − V01V10 = 0

como ∣∣∣∣∣
V00 V01

V10 V11

∣∣∣∣∣ = 0.

Proposição 1.21. Se X é uma variedade projetiva, e Y uma variedade quase pro-

jetiva, a segunda projeção p : X × Y → Y leva conjuntos fechados em conjuntos

fechados.

Demonstração: Vide referência [14], pg. 58.

Lema 1.22. Sejam X ⊆ Pn e Y ⊆ Pm variedades projetivas. Seja ϕ : X → Y

regular. Então o gráfico de ϕ,

Γϕ = {(x, y) ∈ U × Pn |y = ϕ(x)}

é um subconjunto fechado em X × Y .

Demonstração: Vide referência [10], pg. 29.
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Definição 1.23. Seja X uma variedade projetiva e Y qualquer variedade. Um mapa

racional

ϕ : X 99K Y

é definido como uma classe de equivalência de pares (U, γ) com U ⊂ X um subconjunto

aberto não vazio e γ : U → Y um morfismo, onde dois pares (U, γ) e (V, η) são ditos

equivalentes se γ|U∩V
= η|U∩V

.

Exemplo 1.24.

Temos como exemplo de um mapa racional

ϕ : P2 → P1

[x0, x1, x2] 7→ [x0, x1].

Note que este mapa é regular em P2 − {[0 : 0 : 1]}.

Definição 1.25. Seja X uma variedade projetiva e ϕ : X 99K Pn um mapa racional,

seja U ⊂ X um subconjunto aberto onde ϕ está definido. Definimos o gráfico do

mapa racional o fecho de Γϕ, Γϕ, em X × Pn, onde Γϕ é o gráfico de ϕ|U definido

como em (1.22).

1.1.2 Grassmanniana

Definição 1.26. A Grassmannia G(d, n) é o conjunto dos subespaços lineares de

Cn de dimensão d.

Se d = 2 a grassmanniana G(2, n) será o conjunto das retas de Pn−1.

Exemplo 1.27.

A Grassmaniana de retas em P3 é o conjunto dos subespaços lineares de C4 de

dimensão dois que passam pela origem, que será denotada por G(2, 4). Chamaremos

os sub-espaços lineares de C4 de dimensão dois de planos.

Observação 1.28.
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Seja Λ ⊂ Cn um d − plano, gerado pelos d-vetores linearmente independentes

v1 = (a11, . . . , a1n), . . . , vd = (ad1, . . . , adn). Podemos assim associar a seguinte matriz

d× n:

M =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

ad1 ad2 . . . adn




Assim, qualquer matriz deste tipo respresenta um elemento de G(d, n). Duas

matrizes M,M ′ representam o mesmo elemento se e somente se M ′ = gM, g ∈
GLd(C), onde GLd(C) é o conjunto das matrizes d× d inverśıveis.

Seja U12...d = {Λ ∈ G(d, n) | det(P12...d) 6= 0}, onde det(P12...d) é o determinante da

submatriz formada pelas d primeiras colunas de M . Podemos representar os elementos

de U12...d pela seguinte matriz d× n:




1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1(n−d)

0 1 . . . 0 b21 b22 . . . b2(n−d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 bd1 bd2 . . . bd(n−d)




.

Lema 1.29. Existe uma correspondência biuńıvoca entre U12...d e Cd(n−d).

Demonstração: Vide referência [2], pg. 52.

Do lema temos que G(d, n) possui dimensão d(n− d).

Seja N =

(
n

d

)
− 1. Consideremos a seguinte aplicação:

Φ : G(d, n) → PN

Φ(Λ) = (p12...d : . . . : pi1i2...id : . . . : p(n−d+1)...n)

com i1 < i2 < . . . < id e pi1i2...id = det(Pi1i2...id).

Note que Φ está bem definida. Pois se considerarmos Λ ∈ G(d, n), e M uma

matriz d× n que representa Λ, teremos que pelo menos um dos menores d× d de M
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é não nulo. Além disto se M , M ′ são duas matrizes d× n que representam Λ temos

que, M ′ = gM, g ∈ GLd(C), e portanto, P ′
i1i2...id

= gPi1i2...id , onde, Pi1i2...id é o menor

d× d de M formado pelas colunas i1, i2, . . . , id. Assim, P ′
i1i2...id

= det(g)Pi1i2...id .

Como g ∈ GLd(C), então det(g) 6= 0. Logo Φ(Λ) é um elemento bem definido de

PN .

Definição 1.30. As coordenadas (p12...d : . . . : pi1i2...id : . . . : p(n−d+1)...n) ∈ PN do

d-plano Λ são chamadas de coordenadas de Plücker de Λ.

Teorema 1.31. Existe uma correspondência biuńıvoca entre os d − planos de PN ,

N =

(
n

d

)
− 1, cujas as coordenadas satisfazem as equações:

d+1∑

λ=1

(−1)λ+1Pi1i2...id−1jλ
Pj1j2...jλ...jd+1

= 0,

onde i1, i2, . . . , id−1 e j1, j2, . . . , jλ . . . jd+1 são quaisquer seqüências de inteiros

com 0 ≤ iα, jβ ≤ n e o śımbolo jλ foi removido da seqüência.

Demonstração: Vide referência [4], pg. 13.

1.1.3 Variedade de Incidência

Seja G(d, n) a Grassmaniana , o conjunto dos subespaços lineares de Cn de di-

mensão d . Podemos então definir uma subvariedade Σ ⊂ G(d, n)× Pn−1 por

Σ = {(Λ, x) | x ∈ Λ}.

Para maiores detalhes vide referência [10], pg. 68.

Exemplo 1.32.

Temos como exemplo a seguinte variedade Γ = {(P, λ) ∈ P2 × P̌2 | P ∈ λ}.

Γ = {———————•
P λ

}
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1.1.4 Variedade Bandeira

Para qualquer seqüência crescente de inteiros a1 < a2 < . . . < n podemos formar

uma variedade denominada bandeira

F(a1, . . . , ak; n) = {(Λ1, . . . , Λk) | Λ1 ⊂ . . . ⊂ Λk} ⊂ G(a1, n)× . . .×G(ak, n).

Exemplo 1.33.

Γ′ = {(p, λ, h) ∈ P3 × G(2, 4) × P̌3 | p ∈ λ ⊂ h}, onde p representa um ponto

pertencente a reta λ e que por sua vez esta contida no plano h.

1.2 Fibrado Vetorial

Definição 1.34. Uma famı́lia de espaços vetoriais é um morfismo ρ : E → X,

nas quais todas as fibras ρ−1(x), x ∈ X, tem a estrutura de um espaço vetorial

sobre K(X), e a estrutura correspondente de uma variedade algébrica é a mesma da

estrutura de ρ−1(x) como imagem inversa do ponto x sobre o morfismo ρ.

X e E são chamados de espaço base e espaço total, respectivamente.

Exemplo 1.35.

Seja E = X ×V , onde V é um espaço vetorial sobre C, e ρ é a projeção de X ×V

sobre X. Essa famı́lia e qualquer famı́lia isomorfa à essa são chamadas famı́lias

triviais. A fibra ρ−1(x) é denotada por Ex.

Seja ρ : E → X uma famı́lia de espaços vetoriais, então para todo conjunto aberto

U ⊂ X a fibração ρ : ρ−1(U) → U é uma famı́lia de espaços vetoriais. Denotamos

essa restrição por E|U .
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Definição 1.36. Uma famı́lia de espaços vetoriais ρ : E → X é chamado um

fibrado vetorial se todo ponto x ∈ X tem uma vizinhança U tal que a restrição da

famı́lia E para U é trivial.

Exemplo 1.37.

Seja E = G(d, n) × Cn. Consideremos a seguinte fibração ρ : E → G(d, n),

onde ρ mapea os pares (V, v) em V , com v ∈ V . Note que para todo V ∈ G(d, n),

ρ−1 = {(V, v) ∈ E | v ∈ V } tem estrutura de espaço vetorial.

Observação 1.38. Note que para toda fibra Ex de um fibrado vetorial a função

x → dx, dx = dimEx, é localmente constante sobre todas as componentes conexas de

X. Se essa função é globalmente constante sobre X, chamamos essa dimensão de

posto do fibrado vetorial e a denotamos por rkE.

Definição 1.39. Considere um fibrado vetorial p : E → X e um morfismo f : X ′ →
X. O produto fibrado E ′ = E ×X X ′ sobre X tem um morfismo p′ : E ′ → X ′. Esse

morfismo define um fibrado vetorial. De fato, se E|U′
∼= U × V com U ⊂ X então

escrevendo U ′ = f−1(U), obtemos E ′
|U′ = E ×U U ′ ∼= U ′ × V . Esse fibrado vetorial é

chamado a imagem rećıproca de E, e é denotado por f ∗(E).

Exemplo 1.40.

A restrição do fibrado vetorial ρ : E → X sobre o subespaço A ⊂ X pode ser

visto como um imagem rećıproca com respeito a inclusão do mapa A ↪→ X, visto que

a inclusão ρ−1(A) ↪→ E certamente é um isomorfismo sobre cada fibra.

1.3 Espaço Tangente

Definição 1.41. Seja X = V (F1, . . . , Fr) uma subvariedade de Pn e q um ponto

de X. Chamaremos de espaço tangente a variedade X no ponto q ao seguinte

conjunto

TpX = {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn |
n∑

i=0

∂Fj

∂Xi

xi = 0 e j = 1, . . . , r}.
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Definição 1.42. Quando dim(TpV ) = dimX, com dimX a dimensão da variedade

X (vide [14], pg. 67), dizemos que p ∈ X é não-singular. Caso contrário, p é dito

ponto singular de X.

Exemplo 1.43.

Temos que para qualquer ponto p ∈ Pn, TpPn = Pn. Portanto Pn é não-singular

em todos os seus pontos.

1.4 Polinômio de Hilbert

Definição 1.44. Seja I ⊂ C[x1, x2, . . . , xn] um ideal. Denotaremos Is o subconjunto

formado pelos elementos de I de grau ≤ s. Note que Is é um subespaço vetorial de

C[x1, x2, . . . , xn]s.

Lema 1.45. Seja I ⊂ C[x1, x2, . . . , xn] um ideal. As afirmações abaixo são equiva-

lentes:

1. dimCC[x1,x2,...,xn]s
Is

é constante para s À 0;

2. C[x1,x2,...,xn]
I

é um espaço vetorial de dimensão finita;

3. V (I) é um conjunto finito.

Demonstração: Vide referência [5], pg. 66.

Definição 1.46. Dizemos que uma função ϕ(s) a valores reais e definida para todo

inteiro s À 0 é assintoticamente polinomial ou asp se existir um polinômio p(x)

tal que ϕ(s) = p(s), ∀ s À 0. Dizemos que o polinômio p representa ϕ. O grau da

função ϕ é o grau do polinômio que a representa.

Lema 1.47. Se uma função ϕ for asp, então o polinômio que a representa é único.

Demonstração: Suponha que p, q são polinômios que representam a função ϕ.

Então ϕ = p(s) = q(s), ∀ s À 0, i.e., p− q = 0, s À 0. Seja h(x) = (p− q)(x), mas
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h(x) ≡ 0, ∀s À 0. Então p = q, já que h(x) é um polinômio em uma variável e tem

um número finito de ráızes se não for nulo.

2

Lema 1.48. Seja ϕ(s) uma função com valores inteiros definida para s À 0. Seja

Ψ(s) = ϕ(s) − ϕ(s − 1), se Ψ(s) é asp de grau d. Então ϕ(s) é assintoticamente

polinômial de grau d + 1.

Demonstração: Vide referência [5], pg. 69.

Lema 1.49. Sejam A uma k-álgebra e I ⊆ A um ideal. Dado x ∈ A, seja

I ′ = I : x = { g ∈ A | xg ∈ I }.

Então temos:

1. (I+<x>)
<x>

é um ideal de A
<x>

;

2. (I+<x>)
<x>

∼= I
xI′ (isomorfismo de

A

I
-módulos).

Demonstração: Vide referência [5], pg. 73.

Definição 1.50. A função de Hilbert de um ideal I ⊆ C[x1, x2, . . . , xn], é dada

por

ϕI(s) = codim(Is) = dim

(
C[x1, x2, . . . , xn]s

Is

)
=

(
s + n

n

)
− dimIs,

onde Is é o subconjunto formado pelos elementos de I de grau ≤ s. O polinômio

de Hilbert de I é o polinômio que representa ϕI(s).

Exemplo 1.51.

Sejam f, g ∈ C[x1, x2, . . . , xn] tais que mdc(f, g) = 1, d◦f = p e d◦g = q. Seja I o

ideal gerado por f e g. Consideremos a seguinte aplicação sobrejetiva:

ϕ : C[x1, x2, . . . , xn]s−p × C[x1, x2, . . . , xn]s−q → Is
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(α, β) 7→ αf + βg.

Assim Kerϕ = { (α, β) | αf + βg = 0 }. Como αf + βg = 0, então f | − βg,

consequentemente f |β. Portanto β = β1f , com β1 ∈ C[x1, x2, . . . , xn]s−q−p. Logo

αf = −β1fg, onde concluimos que α = −β1g. Desta maneira

Kerϕ = { (−β1g, β1f) | β1 ∈ C[x1, x2, . . . , xn]s−q−p } ∼= C[x1, x2, . . . , xn]s−q−p.

Pelo teorema do núcleo e da imagem, temos que

dimI(s) =

(
n + s− p

n

)
+

(
n + s− q

n

)
−

(
n + s− q − p

n

)
.

Então,

ϕI(s) =

(
n + s

n

)
−

(
n + s− p

n

)
−

(
n + s− q

n

)
+

(
n + s− q − p

n

)

=
1

n!
{n(n− 1)pqsn−2 + . . .} =

pq

(n− 2)!
sn−2 + (termos de menor grau).

Para n = 2, temos:

ϕI(s) =
1

2
[(s+1)(s+2)−(s−p+1)(s−p+2)−(s−q+1)(s−q+2)+(s−q−p+1)(s−q−p+2)]

=
1

2
[−(p2 − 3p + 2)− (q2 − 3q + 2) + (q2 + pq − 2q + pq + p2 − 2p− q − p + 2)]

=
1

2
[2pq]

ϕI(s) = pq.

Teorema 1.52. Seja I ⊂ C[x1, . . . , xn] um ideal. Então:

1. ϕI(s) é asp, i.e, existem inteiros d, a0, . . . , ad tais que

ϕI(s) = ad

(
s + d

d

)
+ ad−1

(
s + d− 1

d− 1

)
+ . . . + a0, ∀s À 0;

2. Temos que n ≥ d ≥ 0, ad ≥ 0 e ad > 0 se I 6=< 1 >;

3. d = 0 se e somente se V (I) é finito.
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Demonstração: Sejam A = C[x1, . . . , xn]/I e As = C[x1, . . . , xn]s/Is o anel e o

espaço vetorial quocientes, respectivamente. Temos que ϕI(s) = dimAs.

Note que uma vez provado que ϕI(s) é asp e de grau d ≤ n, a afirmação ad ≥ 0

segue do fato de que ϕI(s) ≥ 0, ∀ s ≥ 0. Por outro lado, se d = 0 então ϕI(s) é

constante para s À 0 e portanto, o lema (1.45) se aplica.

Procederemos por indução sobre o número n de variáveis. No caso n = 0 temos

que os únicos ideais de C são < 0 > e < 1 >.

Examinemos agora o caso n = 1. Temos que todo ideal I ⊆ C[x] é principal.

Se I =< 0 >, temos Is =< 0 > para todo s, e portanto ϕI(s) =
(

s+1
1

)
está na

forma desejada, com d = 1, a1 = 1, a0 = 0. Note também que V (I) = C é infinito.

Suponhamos agora I =< f >, com f ∈ C[x] um polinômio não nulo. Seja m = d◦f .

Temos então

Is =

{
< 0 > para s < m e

< f.C[x]s−m > para s ≥ m

Temos então

ϕI(s) = dimC[x]s − dimIs =

{
s + 1 para s < m e

s + 1− (s−m + 1) para s ≥ m.

Portanto, ϕI(s) = m para s À 0. Se m = 0, temos f constante não nulo, e

V (< f >) é vazio. Por fim, se m > 0 então V (< f >) é o conjunto das ráızes de f .

Mostremos a etapa de indução para provar o item 1.

Seja

µ : A → A

f 7→ f.xn

Essa transformação linear induz em cada grau s uma outra transformação linear

que denotamos por µs,

µs : As → As+1

g + Is 7→ g.xn + Is+1

Sejam N ⊂ A e Ns = N ∩ As os núcleos de µ e µs, respectivamente. Seja

B = A/µ(A) o quociente de A pela imagem de µ. Pelo teorema do núcleo e da
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imagem, podemos escrever que,

ϕI(s) = dim(As) = dimNs + dimµs(As),

mas

dimµs(As) = dimAs+1 − dimBs+1,

e

ϕI(s + 1) = dimAs+1 = dimµs(As) + dimBs+1,

portanto

ϕI(s + 1)− ϕI(s) = dimBs+1 − dimNs. (1.2)

A idéia agora é provar que tanto B como N provêm de uma situação a n − 1

variáveis. Da hipótese de indução seguiria que dimBs, dimNs são funções asp de

grau ≤ n − 1 em s. Portanto pelo lema (1.48), concluiŕıamos que ϕI(s) é asp de

grau ≤ n para s À 0.

Então para mostrarmos que tanto B como N provêm de uma situação a n − 1

variáveis provemos inicialmente que

Afirmação 1.53. B é isomorfo ao quociente de C[x1, . . . , xn−1] pelo ideal I obtido

de I pela substituição xn = 0.

Com efeito, definamos o seguinte homomorfismo de C-álgebras:

ϑ : C[x1, . . . , xn−1] → B

f 7→ (f + I) + µ(A)

Vamos mostrar que ϑ é sobrejetiva e que seu núcleo é igual ao ideal I descrito em

(1.53).

Temos, que cada elemento de B é uma classe residual, α + µ(A) com α ∈ A.

Por sua vez, α é uma classe residual módulo I, de onde temos que α = f + I para

algum f ∈ C[x1, . . . , xn]. Separando os termos de f que contêm xn, podemos escrever

f = f0 + xnf1, onde f0 ∈ C[x1, . . . , xn−1]. Temos então

α + µ(A) = (f0 + xnf1 + I) + µ(A)

= ((f0 + I) + µ(A) + ((xnf1 + I) + µ(A))

= (f0 + I) + µ(A) = ϑ(f0),
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o que mostra a sobrejetividade. Para calcular o núcleo, suponhamos que f ∈ C[x1, . . . , xn−1]

e ϑ(f) = 0. Isso implicaria que f + I ∈ µ(A), e consequentemente ∃ h + I ∈ A tal

que f + I = xnh + I, donde teŕıamos que f − xnh ∈ I. Portanto ∃ q ∈ I tal que

q = f − xnh, então f = q + xnh, como f não depende de xn, substituindo xn = 0,

temos que f = q, mostrando assim que f ∈ I. Rećıprocamente, se f ∈ I, então

existem h ∈ I, g ∈ C[x1, . . . , xn], tais f = h + gxn. Como

ϑ(f) = ϑ(h) + ϑ(gxn) = 0.

assim segue-se a afirmação (1.53).

Resta-nos mostrar que dimNs é uma função asp. Para isso estudemos agora N ,

que passamos a escrever NI para lembrar que depende de I. Note que se NI =< 0 >,

nossa demonstração estaria terminada como conseqüência da equação (1.2).

Para cada ideal I ⊆ C[x1, . . . , xn], ponhamos

I(1) = I : xn = {f ∈ C[x1, . . . , xn] | f.xn ∈ I}.

Seja

C[x1, . . . , xn] σ // A
µ // A

f // f + I // f.xn + I,

notemos que I(1) = σ−1(NI). Temos que I ⊆ I(1), assim podemos construir por

indução a seguinte cadeia I(2) = I(1) : xn ⊆ . . . I(m+1) = I(m) : xn ⊆ . . ., e ainda

I(1) = I se e só se NI = 0. Como C[x1, . . . , xn] é noetheriano, a cadeia acima para,

i.e., ∃ m tal que I(m+1) = I(m), mas isso só ocorre se NI(m)
= 0. Para chegarmos ao

ideal I original, consideremos

xn(I(1))s−1
// Is

// Is/(xn(I(1))s−1)

a primeira seta denotando a inclusão e a segunda o quociente. Calculemos agora

ϕI(s),

ϕI(s) =
(

n+s
n

)− dimIs

=
(

n+s
n

)− (dim(I(1))s−1 + dim(Is/(xn(I(1))s−1))

= ϕI(1)(s− 1)− dim(Is/(xn(I(1))s−1))

18



Temos do lema (1.49), que Is/(xn(I(1))s−1) ∼= Is+ < xn > / < xn >, que por sua vez

é um ideal de C[x1, . . . , xn]/ < xn >∼= C[x1, . . . , xn−1]. Então dim(Is/(xn(I(1))s−1))

é uma função asp. Logo, ϕI(s) será da forma desejada se ϕI(1)(s) o for. Repetindo

o argumento utilizado para I(1) no lugar de I, afinal remetendo tudo para o caso de

I(m), em que NI(m)
= 0, teŕıamos novamente pela equaçãos (1.2) que ϕI(m)

será uma

função asp 2.

Definição 1.54. A saturação I, de um ideal I ⊂ C[x0, . . . , xn] é dada pelo seguinte

conjunto

I = {F ∈ C[x0, . . . , xn] | xi
k · F ∈ I, para algum k ∈ N, i = 0, . . . , n}

Proposição 1.55. Seja I ⊂ C[x0, . . . , xn], e I a sua saturação. Então ϕI(s) = ϕI(s).

Demonstração: Vide referência [21], pg. 350-354.

Exemplo 1.56.

Seja I =< x2
0, x0x1, x0x2 >, temos então que I =< x0 > . De fato, seja f ∈< x0 >,

então f = λx0, e

x0 · f = λx2
0, x1 · f = λx0x1 e x2 · f = λx0 · x2.

Logo f ∈ I. Agora seja F ∈ I, temos então x1
k · F ∈ I, ou seja,

x1
k · F = a1(x

2
0)

r + a2(x0x1)
s + a3(x0x2)

t = x0 · g,

donde temos que x0|F . Analogamente mostra-se para xk
2 · F , portanto F = λx0,

F ∈< x0 >. Agora consideremos a seguinte aplicação sobrejetiva,

Ψ : C[x0, x1, x2]s−1 → < x0 >s

f 7→ f · x0

.

Note que Ψ também é injetiva pois KerΨ = {f ∈ C[x0, x1, x2]s−1 | f · x0 = 0},

19



então kerΨ = {0}. Vemos que Ψ é um isomorfismo C−linear e assim

ϕ<x0>(s) =
(
2+s
2

)− (
s−1+2

2

)

=
(
2+s
2

)− (
s+1
2

)

=
(s + 2)(s + 1)

2
− (s + 1)s

2

=
s2 + 3s + 2− s2 − s

2
= s + 1.

Pela proposição acima temos que ϕ<x2
0,x0x1,x0x2>(s) = ϕ<x0>(s) = s + 1.

20



Caṕıtulo 2

Explosão

A compactificação que será determinada neste trabalho envolve a técnica da exp-

losão de variedade projetiva ao longo de uma subvariedade. Como essa teoria não é,

em geral, vista em um curso de Mestrado em Matemática devido sua complexidade,

daremos aqui uma breve introdução sobre esse assunto. As referências principais são

[14] e [11]

2.1 Explosão em Pn

Consideremos os dois espaços projetivos Pn com coordenadas homogêneas x0, . . . , xn

e Pn−1 com coordenadas homogêneas y1, . . . , yn. Para pontos x = [x0 : . . . : xn] ∈ Pn

e y = [y1 : . . . : yn] ∈ Pn−1, seja

(x, y) = (x0 : . . . , xn; y1 : . . . : yn) ∈ Pn × Pn−1.

Consideremos a subvariedade fechada B ⊂ Pn × Pn−1, onde

B = {(x, y) ∈ Pn × Pn−1 | xiyj = xjyi, para i, j = 1, . . . , n} (2.1)

Definição 2.1. Seja ξ = [1 : 0 : . . . : 0] ∈ Pn. O mapa σ : B → Pn definido pela

projeção do primeiro fator Pn × Pn−1 → Pn é chamado explosão de Pn centrado

em ξ
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Se [x0 : . . . : xn] 6= ξ então as equações (2.1) implicam que

[y1 : . . . : yn] = [x1 : . . . : xn],

de modo que o mapa σ−1 : Pn\ξ → B definido por

[x0 : . . . : xn] 7→ (x0 : . . . : xn; x1 : . . . : xn)

(2.2)

é o mapa inverso de σ. Porém, se [x0 : . . . : xn] = ξ então as equações (2.1) são

satisfeitas para quaisquer valores de yi, i = 1, . . . , n. Assim

σ−1(ξ) = {ξ} × Pn−1,

e σ define um isomorfismo entre Pn\{ξ} e B\({ξ} × Pn−1). O ponto ξ, σ−1(ξ) são

chamados o centro da explosão σ e o divisor excepcional de ξ, respectivamente.

Descrevamos a estrutura de B em uma vizinhança dos pontos da forma (ξ; y1, . . . , yn).

Temos yi 6= 0 para algum i, de modo que o ponto escolhido esteja contido no conjunto

aberto Ui de B definido por x0 6= 0, yi 6= 0, assim podemos assumir que x0 = 1, yi = 1.

Então as equações (2.1) são da forma xi = yixi para j = 1, . . . , n com j 6= i. Portanto

Ui é isomorfo ao espaço afim An com coordenadas y1, . . . , yi−1, xi, yi+1, . . . , yn,

portanto temos que nesta vizinhança B é não singular.

Analisemos o efeito da explosão σ sobre alguma reta L que passa por ξ. Suponha

que L é dada por xj = αjxi para algum i e j = 1, . . . , n com j 6= i. Sobre L o mapa

(2.2) tem a seguinte forma:

σ−1(x0 : . . . : xn) = ((x0 : . . . : xn); (α1xi : . . . : xi : . . . : αnxi))

σ−1(x0 : . . . : xn) = ((x0 : . . . : xn); (α1 : . . . : 1 : . . . : αn)),

com αi = 1 na i-ésima coordenada. Vemos assim que σ−1 é regular sobre a reta L e

a mapeia na curva σ−1(L) ⊂ B que intersecta {ξ} × Pn−1 no ponto (ξ; α1 : . . . : 1 :

. . . : αn).
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Esse resultado mostranos que σ−1 não é regular em ξ, mas considerando-o sobre

L obtemos o mapa regular σ−1 : L → B. Podemos usar isto para extender a definição

de σ−1 em L sobre o ponto ξ, isto significa que definimos σ−1 para x ∈ L\{ξ} e

definimos σ−1 fazendo x tender para ξ ao longo da direção de L. Mas o resultado

depende da escolha de L, visto que o limite x → ξ depende da direção da qual x

aproxima-se de ξ. Escolhendo diferentes retas L obtemos todos os posśıveis pontos

de {ξ} × Pn−1.

Embora σ−1 não seja regular em ξ, através dessa técnica não obtemos pontos

arbitrários de B, mas somente pontos de {ξ} × Pn−1. Então σ−1 explode ξ e o

transforma em {ξ} × Pn−1. Com isso a irredutibilidade de B está provada. De fato,

B = ({ξ} × Pn−1) ∪ (B\{ξ} × Pn−1)

visto que B\{ξ} × Pn−1 é isomorfo a Pn\{ξ} que é irredut́ıvel, portanto seu fecho é

B\{ξ} × Pn−1. Assim precisamos mostrar somente que

{ξ} × Pn−1 ⊂ B\{ξ} × Pn−1.

Note que σ−1(L) ⊂ B\{ξ} × Pn−1, e também σ−1(L)∩({ξ}×Pn−1) ⊂ B\{ξ} × Pn−1.

Mas vimos exatamente que para cada escolha oportuna da reta L obtemos um

ponto arbitrário de {ξ} × Pn−1.

Exemplo 2.2.

Sejam x0, x1, x2 as coordenadas homogêneas de P2, e y1, y2 as coordenadas de P1.

Seja ainda

B = {(x, y) ∈ P2 × P1 | x1y2 = x2y1}.

Então σ : B → P2 é a explosão de P2 em ξ = [1 : 0 : 0]. Temos então o seguinte

mapa de explosão

B
� � //

σ
GGG

GG

##GGGG

P2 × P1

²²
P2
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2.2 Explosão Local

Para uma variedade quase-projetiva arbitrária X e um ponto não-singular ξ ∈ X,

construimos agora uma variedade Y e o mapa σ : Y → X análogo a construção

anterior para X = Pn e ξ = [1 : 0 : . . . : 0].

Iniciemos com uma construção auxiliar. Seja X uma variedade quase-projetiva e

ξ ∈ X um ponto não-singular, e suponha que u1, . . . , un são funções regulares em X

de modo que:

1. As equações u1 = . . . = un = 0 possuem como única solução ξ em X;

2. u1, . . . , un formam um sistema de parâmetros locais sobre X em ξ.

Consideremos o produto X × Pn−1 e a subvariedade Y ⊂ X × Pn−1 consistindo

dos pontos (x; t1 : . . . : tn) com x ∈ X e [t1 : . . . : tn] ∈ Pn−1, de modo que

ui(x)tj = uj(x)ti ∀i, j = 1, . . . , n

O mapa regular σ : Y → X obtido como restrição para Y da projeção do primeiro

fator X × Pn−1 → X é chamada a explosão local de X com centro em ξ.

Note que em geral essa construção não se aplica ao caso em que X é projetivo, pois

seria necessária a existência de funções regulares em X, e não-constante u1, . . . , un,

pois caso contrário as condições (1) e (2) não seriam satisfeitas. As duas definições

estão relacionadas da seguinte forma: Seja X ⊂ Pn o subconjunto afim definido por

x0 6= 0, e o conjunto Y = σ−1(X).

Então o mapa σ : Y → X induzido sobre Y pela explosão B → Pn é uma explosão

local.

As propriedades provadas na seção anterior podem ser provadas de maneira análoga

para a explosão local. O mapa σ : Y → X é regular e define um isomorfismo

Y \({ξ} × Pn−1)
∼ // X\{ξ}

Em um ponto y ∈ σ−1(ξ), temos que ti 6= 0, para algum i, e podemos fixar sj =
tj
ti

para j 6= i. Então as equações de Y são da forma uj = uisj para j = 1, . . . , n com
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j 6= i. Portanto o ideal maximal de y é dado por

my = (u1 − u1(y), . . . , un − un(y), s1 − s1(y), . . . , sn − sn(y))

= (s1 − s1(y), . . . , ui − ui(y), . . . , sn − sn(y))

Por isso dimTyY ≤ n, e visto que dim(σ−1(X\{ξ})) = n, a variedade Y é não-

singular em todos os pontos y ∈ σ−1(X). Sabe-se que Y é irredut́ıvel, para maiores

detalhes vide [14], pg. 117.

Lema 2.3. Seja v1, . . . , vn outro sistema de funções sobre X satisfazendo as condições

(1) e (2) e σ′ : Y ′ → X a explosão local construida acima em termos de v1, . . . , vn.

Então existe um isomorfismo ϕ : Y → Y ′ de modo que o diagrama

Y
ϕ //

σ
!!CC

CC
CC

CC
Y ′

σ′
²²

X

comute.

Demonstração: Temos que Y ′ ⊂ X×Pn−1, onde suas coordenadas homogêneas são

t′1, . . . , t
′
n. Nos conjuntos abertos Y \σ−1(ξ) e Y ′\σ′−1(ξ), obtemos

ϕ(x; t1, . . . , tn) = (x; v1(x) : . . . : vn(x))

Ψ(x; t′1, . . . , t
′
n) = (x; u1(x) : . . . : un(x))

(2.3)

Segue da condição (1) que ϕ e Ψ são regulares, onde ϕ : Y \σ−1(ξ) → Y ′ e

Ψ : Y ′\σ′−1(ξ) → Y .

Considerando agora o conjunto aberto Y no qual ti 6= 0, obtemos sj =
tj
ti
. Assim

vk(ξ) = 0, e u1, . . . , un é uma base para o ideal de mξ, temos
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vk =
n∑

j=1

hkjuj, hkj ∈ Oξ,

(2.4)

onde Oξ é o anel local do ponto ξ.

Visto que no nosso conjunto aberto uj = uisj, temos que

vk = ui

n∑
j=1

σ∗(hkj)sj = uigk, onde gk =
n∑

j=1

σ∗(hkj)sj,

(2.5)

onde σ∗ é a imagem rećıproca de σ.

Obtemos ϕ(x; t1 : . . . : tn) = (x; g1 : . . . : gn). Note que esse mapa coincide com

(2.3) quando ambas estiverem definidas, desde que nesse lugar gk = vk

ui
.

Chequemos que ϕ é regular. Para isso é necessário que g1, . . . , gn não são si-

multaneamente nulas em qualquer ponto η ∈ σ−1(ξ). Suponha que g1(η) = . . . =

gn(η) = 0. Visto que nem todos os sj(η) = 0, porque si = 1, logo de (2.5) teremos

que det|hkj(ξ)| = 0. Mas vk ≡
∑

hkj(ξ)uj modulo m2
ξ e seguiria disto que os vk são

linearmente dependentes em mξ/m
2
ξ , considerando que eles formam um sistema de

coordenadas locais em ξ. Assim definimos um mapa global ϕ : Y → Y ′, e de modo

análogo um mapa Ψ : Y ′ → Y . Basta provar agora que estes mapas são mutuamente

inversos nos conjuntos abertos segundo (2.3). De fato, no aberto de Y , onde ti 6= 0,

temos uj(x) = ui(x)tj, para i 6= j. Então,

Ψ(ϕ(x; t1 : . . . : tn)) = Ψ(x; (v1(x) : . . . : vn(x)))

= (x; (u1(x) : . . . : un(x)))

= (x; (ui(x)t1 : . . . : ui(x)tn))

= (x; (t1 : . . . : tn)).

Logo o lema esta demonstrado 2.
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2.3 Explosão ao longo de uma subvariedade

Proposição 2.4. Seja X uma variedade, Y ⊂ X uma subvariedade, e suponha que

x ∈ Y é um ponto não singular de ambas X e Y . Então podemos escolher um sistema

de parâmetros locais u1, . . . , un sobre X em x e uma vizinhança afim U de x tal que

I(Y ) = (u1, . . . , um), o ideal da subvariedade Y em U .

Demonstração: Vide a referência [14], pg. 111.

Suponha que a variedade X descrita na proposição acima é afim e u1, . . . , un são

parâmetros locais para Y em X. Considere o produto X × Pm−1 e a subvariedade

X ′ ⊂ X × Pm−1 definida pelas equações

tiuj(x) = tjui(x), para i, j = 1, . . . , m,

onde t1, . . . , tm são coordenadas homogêneas em Pm−1. A projeção X × Pm−1 → X

define um morfismo σ : X ′ → X. Note que σ−1(Y ) = Y × Pm−1, e σ define um

isomorfismo

X ′\(Y × Pm−1)
∼ // X\Y .

Sabe-se que X ′ é não singular, n-dimensional e irredut́ıvel, para maiores detalhes

vide referência [14], pg. 71.

Lema 2.5. Se Γ : X → X é uma explosão da mesma subvariedade Y ⊂ X definida

por um sistema de parâmetros diferente v1, . . . , vm de Y então existe um isomorfismo

ϕ : X ′ → X para o qual o diagrama

X ′ ϕ //

σ
!!DD

DD
DD

DD X

Γ
²²

X

comuta. O isomorfismo ϕ é unico.

Demonstração: Vide referência [14],pg. 72.
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• Construção Global:

Seja X =
⋃

Uα uma cobertura afim tal que Y está definido em Uα pelos parâmetros

locais uα,1, . . . , uα,m. Sobre Uα aplicamos a construção da explosão local a Y
⋂

Uα;

obtemos um sistema de variedades X ′
α e morfismos σα : X ′

α → Uα. Consideremos

o subconjunto σ−1
α (Uα

⋂
Uβ) ⊂ X ′

α para todo α e β; então pelo lema, existe um

isomorfismo unicamente determinado

ϕαβ : σ−1
α (Uα

⋂
Uβ) → σ−1

β (Uα

⋂
Uβ)

Podemos checar que isso satisfaz as condições de cobertura e define uma variedade

X ′ e um morfismo σ : X ′ → X. O morfismo σ construido é chamado explosão de

Y , ou a explosão de X centrada em Y . Do lema (2.5) segue que X ′ e σ independem

da cobertura X =
⋃

Uα e do sistema de parâmetros uα,i.
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Caṕıtulo 3

Grupos Algébricos

Neste caṕıtulo, definiremos a ação de um grupo em uma variedade algébrica. Ver-

emos alguns resultados importantes para o nosso trabalho. Devido sua complexidade

demonstraremos alguns. As referências principais são [3] e [15]

3.1 Grupos Algébricos

Definição 3.1. Um grupo algébrico é uma variedade algébrica G junto com os

mapas regulares

m : G×G → G

e

i : G → G

satisfazendo as propriedades de multiplicação e inverso de um grupo, i. e., existe um

ponto e ∈ G , onde m(e, p) = m(p, e) = p e m(p, i(p)) = e,∀ p ∈ G.

Um morfismo de grupos algébricos é um mapa regular ϕ : G → H que

também é um homomorfismo de grupos.

Exemplo 3.2.
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Seja o espaço Mn de todas as n×n-matrizes em An2
. Se X ∈Mn, então consider-

emos det(X) seu determinante. Denominamos de grupo linear geral, GLn, o seguinte

conjunto aberto {X ∈Mn | det(X) 6= 0}. O mapa

m : GLn ×GLn → GLn

(A,B) 7→ A ·B
é regular, juntamente com

i : GLn → GLn

A 7→ A−1
,

baseado na regra de Cramer, é dado por:

(A−1)i,j = (−1)i+jdet(Mi,j)/det(A)

onde Mi,j é a submatriz de A obtida através da eliminação da j-ésima linha e da

i-ésima coluna.

O grupo quociente GLn/C∗ é denominado grupo PGLn, o grupo linear geral pro-

jetivo.

3.2 Ação de Grupo

Definição 3.3. Uma ação de um grupo algébrico G sobre uma variedade

algébrica X, é um mapa regular

ϕ : G×X → X

(g, x) 7→ ϕ(g, x) = gx

que satisfaz as seguintes propriedades:

• ϕ(ex) = x

• ϕ(g, ϕ(hx)) = (gh)x

para todo x ∈ X e todo g, h ∈ G. Nessas condições X é dito um G-espaço.
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Exemplo 3.4.

Temos que PGLn+1 age sobre Pn da seguinte forma

ϕ : PGLn+1 × Pn→ Pn

(A, [v]) 7→ [A.vt].

De fato ϕ é uma ação, pois I.[v]t = [v]t e B(A.[v]t) = BA.[v]t = (BA).[v]t.

Note que GLn+1 age sobre C[x0, x1, x2], da seguinte maneira

ϕ : GLn+1 × C[x0, x1, x2] → C[x0, x1, . . . , xn]

(A.F (x0, . . . , xn)) 7→ F


A−1.




x0

x1

x2







.

Essa ação induz uma ação de PGLn+1 sobre P̌n .

Definição 3.5. Sejam X e Y G-espaços, um mapa regular Ψ : X → Y é chamado

morfismo equivariante, se Ψ(gx) = gΨ(x), ∀ g ∈ G e x ∈ X.

Exemplo 3.6.

Sejam X uma variedade projetiva, Y uma variedade quase projetiva, e G um

grupo algébrico que age sobre X e Y . Considere a seguinte ação

θ : G×X × Y → X × Y

(g, (x, y)) 7→ g.(x, y) = (g.x, g.y)
.

Note que p : X × Y → Y , a projeção na segunda coordenadas, é um morfismo

equivariante pois p(g.(x, y)) = g.y = g.p(x, y).

Definição 3.7. Qualquer ação de G sobre X define uma relação de equivalência sobre

X, dois elementos x e y são chamados equivalentes se existe um elemento g ∈ G,

com gx = y. A classe de equivalência de x sobre essa relação de equivalência é dada

pelo conjunto Ox = {g.x | g ∈ G} que o qual é chamado de órbita de x. Para todo

x ∈ X, definimos Ex = {g ∈ G : g.x = x}. Esse conjunto é um subgrupo de G, e é

chamado de estabilizador de x ou subgrupo isotrópico de x.
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Exemplo 3.8.

O grupo G = GLn age sobre o espaço afim An. Sobre essa ação temos duas

órbitas. Uma é {(0, . . . , 0)}, e a outra é An − {(0, . . . , 0)}. Note que uma órbita é

fechada, e a outra é aberta. Seja ainda, v = (1, 0, . . . , 0), então o estabilizador de v é

o conjunto das matrizes da forma



1 ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗
...

...
. . .

...

0 ∗ . . . ∗




,

um subgrupo fechado de G, já que é o conjunto de zeros de x11 − 1 = x21 = . . . =

xn1 = 0 .

Proposição 3.9. Seja P = [0 : 0 : 1] ∈ P2, e G0 o subgrupo de PGL3 que estabiliza

P , então G0 age sobre P2 e sobre G(2,F0
2 ), onde

G0 =





A ∈ PGL3 | A =




a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33








.

Demonstração: Sejam

Ψ1 : G0 × P2 → P2

(A, [v]) 7→ A.[v]t

e
Ψ2 : G0 ×G(2,F0

2 ) → G(2,F0
2 )

(A, < p1, p2 >) 7→ A. < p1, p2 >=< A.p1, A.p2 >

Pelo exemplo (3.2), precisamos mostrar apenas que Ψ2 satisfaz as condições de

uma ação de grupo

• Elemento neutro:

– I. < p1, p2 >=< I.p1, I.p2 >=< p1, p2 >

• Associativa, com A,B ∈ PGL(n):
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– B(A. < p1, p2 >) = B. < A.p1, A.p2 >=

< BA.p1, BA.p2 >=

(BA). < p1, p2 > 2

Proposição 3.10 (Órbita fechada). Seja G um grupo algébrico que age sobre uma

variedade não vazia X. Então cada órbita é uma variedade lisa aberta em seu fecho

em X. Seu fecho é a união de órbitas de dimensões estritamente menores que a sua.

Em particular as órbitas de dimensões mı́nimas são fechadas.

Demonstração: Vide referência [3], pg. 53.

Corolário 3.11 (Existência). Seja ϕ uma ação do grupo algébrico G sobre a varie-

dade X. ϕ é dita fechada se todas as suas órbitas são fechadas, livre se somente a

identidade de G tem pontos fixos ( i.e., g.x = x para algum x ∈ X implica que g=1).

Se ϕ é livre, então todas as órbitas possuem a mesma dimensão que G, consequente-

mente são fechadas pela proposição acima.

Lema 3.12. Seja θ : Y → X um morfismo equivariante de variedades projetivas sob

a ação de um grupo linear G. Então temos:

1. O estabilizador Gx de um representante da órbita fechada G.x age em ϕ−1(x);

2. Para y ∈ ϕ−1(x) temos que Gy = (Gx)y, onde Gy é o estabilizador de y em G

e (Gx)y é o estabilizador de y em (Gx);

3. Existe uma bijeção entre o conjunto das órbitas fechadas de Y que se projetam

sobre uma mesma órbita fechada de X e o conjunto das órbitas fechadas da fibra

sobre um representante da órbita fechada, fibra esta sob ação do estabilizador

do representante da órbita fechada de X.

Demonstração: Vide referência [22], pg. 34 2.
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Caṕıtulo 4

Introdução a Triângulos

Os pontos de Hilb3P2 correspondem aos subvariedades de P2 de grau 3 e dimensão

0. De modo que um ponto de Hilb3P2 pode ser considerado como um ideal homogêneo

saturado I ⊂ C[x0, x1, x2] de modo que para todo grau d suficientemente grande o

pedaço homogêneo Id ⊂ Fd é um subespaço de codimensão 3.

Completando um triângulo genérico com um quarto vértice, isto é, simplesmente

adicionando um ponto 0:= [0 : 0 : 1] ∈ P2.

? ___

Â
Â
Â ?

Â
Â
Â

0 ___ ?

?’s triângulo com um vértice extra

Os quatro pontos podem ser descritos como o lugar dos zeros de um feixe de

cônicas que passam pelo ponto especial 0, isto é

q1 := a1x
2
0 + a2x0x1 + a3x0x2 + a4x1

2 + a5x1x2

q2 := b1x
2
0 + b2x0x1 + b3x0x2 + b4x1

2 + b5x1x2

Usaremos as técnicas usadas em [22], [20] e [17] para construir os triângulos.
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4.1 Noções Preliminares

Seja X = G(2,F0
2 ) a Grassmanniana de feixes de cônicas em P2, as quais passam

por um ponto fixo 0 := [0 : 0 : 1]. Um ponto geral de X corresponde a um triângulo

com vértice adicional, o qual está fixado em 0 de uma vez por todas.

Denote por A o subfribrado de posto dois de F0
2 sobre X. A fibra Ax, x ∈ X

consiste das cônicas que se anulam no ponto distinguido 0.

4.2 A Rede de Cônicas

Nesta seção vamos determinar um mapa racional

ν : X 99K G(3,F2)

que associa cada feixe de cônicas < q1, q2 >∈ X que passam pelo ponto 0, uma rede

de cônicas < q1, q2, q3 >, onde q3, passa pelos três vértices, mas não necessariamente

0.

Assim, considere o seguinte mapa racional

ν : X 99K G(3,F2)

< q1, q2 >7→< q1, q2, q3 >

as cônicas q1, q2 são escritas da seguinte maneira

{
q1 = α11x0 + α12x1

q2 = α21x0 + α22x1

onde αij são formas lineares em F .

Pela Regra de Cramer se x0 6= 0 ou x1 6= 0, então um zero de q1 e q2 requer que

q3 :=

∣∣∣∣∣
α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣ = 0 (4.1)

Definida q3, percebemos a liberação do vértice auxiliar 0.
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Mostraremos que ν está bem definida, isto é, a rede de cônicas independe dos

geradores escolhidos.

Lema 4.1. O mapa ν está bem definido.

Demonstração: Seja < q1, q2 > e < q′1, q
′
2 > de modo que

< q1, q2 >=< q′1, q
′
2 >

onde {
q1 = α11x0 + α12x1

q2 = α21x0 + α22x1

e

{
q′1 = α′11x0 + α′12x1

q′2 = α21
′x0 + α′22x1

Provemos que ν(< q1, q2 >) = ν(< q′1, q
′
2 >).

Por hipótese < q1, q2 >=< q′1, q
′
2 > então:

q1 = mq′1 + nq′2 = (mα′11 + nα′21)x0 + (mα′12 + nα′22)x1

q2 = rq′1 + sq′2 = (rα′11 + sα′21)x0 + (rα′12 + sα′22)x1

Então temos que q3 = detA, onde

A =

(
mα′11 + nα′21 mα′12 + nα′22

rα′11 + sα′21 rα′12 + sα′22

)

Através das seguintes operações elementares teremos

(
mα′11 + nα′21 mα′12 + nα′22

rα′11 + sα′21 rα′12 + sα′22

)
∼

(
smα′11 + snα′21 smα′12 + snα′22

nrα′11 + nsα′21 nrα′12 + nsα′22

)

{
L1 7→ sL1

L2 7→ nL2

(
smα′11 + snα′21 smα′12 + snα′22

nrα′11 + nsα′21 nrα′12 + nsα′22

)
∼

(
(sm− nr)α′11 (sm− nr)α′12

nrα′11 + nsα′21 nrα′12 + nsα′22

)

{
L1 7→ L1 + (−1)L2

(
(sm− nr)α′11 (sm− nr)α′12
nrα′11 + nsα′21 nrα′12 + nsα′22

)
∼

(
(nr)(sm− nr)α′11 (nr)(sm− nr)α′12

(sm− nr)(nrα′11 + nsα′21) (sm− nr)(nrα′12 + nsα′22)

)
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{
L1 7→ (nr)L1

L2 7→ (sm− nr)L2

(
(nr)(sm− nr)α′11 (nr)(sm− nr)α′12

(sm− nr)(nrα′11 + nsα′21) (sm− nr)(nrα′12 + nsα′22)

)
∼

(
(nr)(sm− nr)α′11 (nr)(sm− nr)α′12
(sm− nr)(ns)α′21 (sm− nr)(ns)α′22

)

{
L2 7→ L2 + (−1)L1

Consequentemente

q3 = λ

∣∣∣∣∣
α′11 α′12

α′21 α′22

∣∣∣∣∣ = 0

q3 = λq′3, onde λ = (nr)(ns)(sm− nr)2.

Então,

< q1, q2, q3 > =< q1, q2, λq′3 >

=< q′1, q′2, q′3 > .

2

Modificaremos X por uma seqüência de explosões de modo que os conjuntos aber-

tos correspondentes aos triângulos honestos (munidos do vértice 0), se ajustarão em

uma nova vizinhança mais interessante.

4.3 O Lugar da Indeterminação de ν

Nesta seção vamos descrever a subvariedade Y de X, o lugar onde o mapa ν deixa

de ser regular.

Vamos determinar as órbitas fechadas em X, pois sabemos que o lugar onde o

posto de ν cáı é invariante pela ação do subgrupo G0 descrita em (3.9), logo contém

uma órbita fechada.

Lema 4.2. Existe uma única órbita O, fechada em X, cujo representante é dado pelo

feixe:

< x0
2, x0x1 >∈ X
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sob a ação natural do estabilizador de 0, o ponto fixo.

Demonstração: Seja W ∈ X = G(2,F2
0), podemos supor que W =< q1, q2 > onde

q1 := x0
2 + a1x0x2 + a2x1

2 + a3x1x2

q2 := x0x1 + b1x0x2 + b2x1
2 + b3x1x2

(4.2)

De fato, se W ∈ X podemos supor sem perda de generalidade que

q1 := a′1x0
2 + a′2x0x1 + a′3x0x2 + a′4x1

2 + a′5x1x2

q2 := b′1x0
2 + b′2x0x1 + b′3x0x2 + b′4x1

2 + b′5x1x2

com a′1b
′
2 − b′1a

′
2 6= 0. Para isto basta agirmos com o estabilizador do ponto 0, a

matriz:

M =




a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33


 ,

onde a11a22−a21a12 6= 0 e a33 6= 0. E assim conclúımos que q1 e q2 podem ser escritos

como descrito em (4.2).

Note que, se agirmos com o subgrupo a 1-parâmetro mt : (x0, x1, x2) 7→ (x0, x1, tx2),

teremos:

< x0
2 + ta1x0x2 + a2x1

2 + ta3x1x2, x0x1 + tb1x0x2 + b2x1
2 + tb3x1x2 >

Assim no limite, quando t 7→ 0, encontramos < x0
2 + a2x1

2, x0x1 + b2x1
2 > .

Se agirmos novamente com o subgrupo a 1-parâmetro mas agora na variável x1,

m′
t : (x0, x1, x2) 7→ (x0, tx1, x2), o espaço gerado pelas cônicas será

< x2
0 + t2a2x

2
1, tx0x1 + t2b2x

2
1 > =

< x2
0 + t2a2x

2
1, t(x0x1 + tb2x

2
1) > =

< x2
0 + t2a2x

2
1, x0x1 + tb2x

2
1 > =
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No limite, teremos a órbita procurada:

< x2
0, x0x1 >

Note que esta órbita é fechada, pois é isomorfa a uma variedade bandeira (reta ` e

ponto fixo 0 com 0 ∈ `).

2

Lema 4.3. A aplicação abaixo é um mergulho:

i : P̌1
0 × P2 ↪→ X

(λ0, < λ1, λ2 >) 7→ < λ0λ1, λ0λ2 >,

onde P̌1
0 é a rede de retas que passam pelo ponto destacado 0 e < λ1, λ2 >∈ G(2,F)

interpretaremos como um ponto de P2.

Demonstração: De ińıcio mostremos que i está bem definido. Sejam (`, < λ1, λ2 >)

e (`′, < λ′1, λ
′
2 >) ∈ P̌1

0 × P2 tal que

(`, < λ1, λ2 >) = (`′, < λ′1, λ
′
2 >).

Então temos que ` = α`′, α 6= 0, λ1 = α1λ
′
1 + β1λ

′
2 e λ2 = α2λ

′
1 + β2λ

′
2. Assim

i(`, < λ1, λ2 >) =< `λ1, `λ2 >

=< α`′(α1λ
′
1 + β1λ

′
2), α`′(α2λ

′
1 + β2λ

′
2) >

=< `′(α1λ
′
1 + β1λ

′
2), `

′(α2λ
′
1 + β2λ

′
2) >

=< `′α1λ
′
1 + `′β1λ

′
2, `

′α2λ
′
1 + `′β2λ

′
2 >

=< `′(α1λ
′
1 + β1λ

′
2), `

′(α2λ
′
1 + β2λ

′
2) >

Podemos assumir α1 6= 0 e β2 6= 0, portanto:

i(`, < λ1, λ2 >) =< `′(λ′1 + aλ′2), `
′(bλ′1 + λ′2) >

=< `′λ′1 + a`′λ′2),−ab`′λ′2 + `′λ′2) >

=< `′λ′1 + a`′λ′2), `
′λ′2) >

=< `′λ′1, `
′λ′2) >= i(`′, < λ′1, λ

′
2 >)
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Agora demonstremos que a aplicação i é injetiva . De fato, sejam

x = (λ0, < λ1, λ2 >), y = (< λ′0, < λ′1, λ
′
2 >) ∈ P̌1

0 × P2,

com i(x) = i(y), ou seja, < λ0λ1, λ0λ2 >=< λ′0λ
′
1, λ

′
0λ
′
2 >. Mas

λ′0λ
′
1 = λ0(mλ1 + nλ2) e λ′0λ

′
1 = λ0(pλ1 + qλ2).

Logo, λ0|λ′0, pois caso contrário λ0|λ′1 e λ0|λ′2, o que é uma contradição pois q′1
e q′2 são linearmente independentes. Assim λ′0 = tλ0, t 6= 0 ∈ C, o que implica que

λ′1 = m1λ1 + n1λ2 e λ2 = p1λ1 + q1λ2. Portanto x = y.

Agora mostremos a injetividade da diferencial de i, que denotaremos por di. Como

a injetividade de di é uma questão local, estudaremos em torno de um representante

da única órbita fechada de X. Consideremos os seguintes abertos

• U1 = {λ0 ∈ P̌1
0}, com λ0 = x0 + cx1, c ∈ C;

• U2 = {< λ1, λ2 >∈ P2}, com λ1 = x0 + ax2, λ2 = x1 + bx2, e a, b ∈ C;

• U12 = {< q1, q2 >∈ X)}, onde q1 = λ0λ1 = x2
0 + cx0x1 + ax0x2 + cax1x2 e

q2 = λ0λ2 = x0x1 + bx0x2 + cx2
1 + cbx1x2.

Seja então:

i : U1 × U2 → U12

(λ0, < λ1, λ2 >) 7→ < λ0λ1, λ0λ2 >

Seja (< λ′0, < λ′1, λ
′
2 >) ∈ U1 × U2, note que podemos representar

i(< λ′0, < λ′1, λ
′
2 >) = M ∈ U12,

onde

M =

(
1 c a 0 ca 0

0 1 b c cb 0

)
∼

(
1 0 a− cb −c2 ca− c2b 0

0 1 b c cb 0

)

Consideremos as seguintes cartas para P̌1
0 × P2 e X:

ϕ1 : C1 × C2 → U1 × U2

(a; (b, c)) 7→ ((x0 + cx1); (x0 + ax2, x1 + bx2))
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ϕ2 : C6 → U12

(a1, a2, a3, a4, b1, b2) 7→ (λ0λ1, λ0λ2),

onde λ0λ1 = x2
0+a1x0x1+a2x

2
1+a3x0x2+a4x1x2 e λ0λ2 = x0x1+b1x0x2+b2x

2
1+cbx1x2.

Considere o seguinte diagrama comutativo:

U = U1 × U2
i //

ϕ1
−1

²²

U12

ϕ−1
2

²²
C1 × C2 Ψ // C3

Portanto pelo diagrama acima temos que di é injetiva se e somente se dΨ for

injetiva. Mas

Ψ : C1 × C2 → C6

(a, b, c) 7→ (a− cb,−c2, ca− c2b, b, c, cb)

Para mostrar que dΨ é injetiva, basta verificar que o posto da matriz Jacobiana é

igual a 3. Mas

Jac(Ψ) =




1 −b −c

0 0 0

c a− 2cb −c2

0 0 1

0 1 0

0 b c




Portanto para qualquer ponto de C1 × C2, a matriz jacobiana tem posto 3.

2

Observação 4.4. Note que podeŕıamos ter mostrado a injetividade da seguinte

forma, observando que U12 é isomorfo a C6

ϕ : U12 → C6

(
1 0 a− cb −c2 ca− c2b

0 1 b c cb

)
7→ (a− cb,−c2, ca− c2b, b, c, cb).
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Portanto i tem a seguinte matriz jacobiana

Jac(i) =




1 −b −c

0 0 0

c a− 2cb −c2

0 0 1

0 1 0

0 b c




E na origem temos

Jac(i) =




1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 0 0




.

Logo di é injetiva .

A partir de agora denotaremos por Y a imagem de P̌1
0 × P2 via o mergulho i.

Proposição 4.5. Y é G0 invariante.

Demonstração: Seja y ∈ Y , onde y =< λ0λ1, λ0λ1 >. Temos então que

A · y =< A(λ0λ1), A(λ0λ2) >,

com A ∈ PGL(3). Mas

A · y =< A(λ0λ1), A(λ0λ2) >

=< (A · λ0)(A · λ1), (A · λ0)(A · λ2) >

=< λ′0λ
′
1, λ

′
0λ
′
2 >∈ Y.

2
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4.4 Primeira Explosão

Nesta seção faremos a primeira explosão da variedade X. Para isso precisamos do

seguinte resultado.

Lema 4.6. Seja U uma variedade afim integral com anel de coordenadas A e seja:

M =

[
Ir ∗ ∗ ∗
0 f1 . . . fs

]

uma matriz (r + 1)× n com entradas em A, onde Ir denota uma matriz r × r cujas

entradas na diagonal principal são todas iguais a um e as entradas abaixo da diagonal

principal são nulas. Seja M ⊂ An o submódulo gerado pelas linhas de M . Suponha

que o ideal J dos (r + 1) menores não seja nulo. Seja

ρ : U → G(r + 1,C)

a aplicação racional definida por M . Seja U ′ → U a explosão de U no esquema de

zeros V = V (J) e seja V ′ o divisor excepcional. Então temos o seguinte:

1. A aplicação ρ se estende a um morfismo também denotado por

ρ : U ′ → G(r + 1,C).

2. Suponha agora que V é uma interseção completa de dimensão t em U e que

J =< f1, . . . , ft >, para algum t ≤ s. Então U ′ é um subesquema fechado de

U ×Pt−1, dado pelas equações fixj − fjxi, 1 ≤ i, j ≤ t, onde x1, . . . , xt denotam

as coordenadas homogêneas para Pt−1.

3. Seja

U ′
0 = U ′ ∩ U × At−1

o aberto afim dado por x1 = 1 e seja V ′
0 = V ′ ∩ U ′

0. Então existem funções

regulares y1, . . . , ys em B = O(U ′
0) tais que fi = yif1 para 1 ≤ i ≤ s e o anel

de coordenadas de V ′
0 é o anel de polinômios (A/J)[y2, . . . , yt].
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4. A saturação da imagem de M⊗B em Bn é um submódulo livre e cindido com

base dada pelas r primeiras linhas da matriz M e o elemento

er+1 + y2er+2 + . . . + ysen

obtido dividindo a última linha de M por f1

Demonstração: Vide referência [19].

4.5 Resolvendo a indeterminação de ν

Estudaremos agora a explosão de X ao longo da subvariedade Y . Para isto vamos

mostrar que o lugar V , onde o mapa não está definido é igual a Y = i(P̌1
0 × P2).

Lema 4.7. O subesquema V é igual a Y .

Demonstração: Seja U uma vizinhança de < x0
2, x0x1 > em X com funções coor-

denadas a1, a2, a3, b1, b2 e b3 tais que as duas cônicas

q1 = x0
2 + a1x0x2 + a2x1

2 + a3x1x2 = x0(x0 + a1x2) + x1(a2x1 + a3x2)

q2 = x0x1 + b1x0x2 + b2x1
2 + b3x1x2 = x0(x0 + b1x2) + x1(b2x1 + b3x2)

dão uma trivialização local do subfibrado de posto dois A. Defina q3 como sendo o

determinante

q3 =

∣∣∣∣∣
x0 + a1x2 a2x1 + a3x2

x1 + b1x2 b2x1 + b3x2

∣∣∣∣∣

q3 = b2x0x1 + b3x0x2 − a2x
2
1 + (a1b2 − a2b1 − a3)x1x2 + (a1b3 − a3b1)x

2
2

O subespaço gerado por q1, q2 e q3 pode ser representado como espaço linha da

matriz obtida coletando os coeficientes dos monômios quadráticos. A base ordenada

é formada pelos 5 monômios indicados nas expressões de q1 e q2, juntamente com x2
2.

Com esta notação para um ponto genérico de U , temos:
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M1 =




1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 b2 b3 −a2 a1b2 − a2b1 − a3 a1b3 − a3b1


 .

Fazendo a operação elementar
{

L3 7→ b2L2 − L3 temos que

M1 =




1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 σ1 σ2 σ3 σ4




(4.3)

Onde,





σ1 = b3 − b1b2

σ2 = −b2
2 − a2

σ3 = −b2b3 + a1b2 − a2b1 − a3

σ4 = b3a1 − a3b1

(4.4)

Seja

I =< σ1, σ2, σ3 >

=< b3 − b1b2,−b2
2 − a2,−b2b3 + a1b2 − a2b1 − a3 >

=< b3 − b1b2, b2
2 + a2,−b2b3 + a1b2 − a2b1 − a3 − b1(b

2
2 + a2) + b2(b3 − b1b2) >

I =< b3 − b1b2, b
2
2 + a2, a1b2 − a3 > .

Como σ4 = a1(b3 − b1b2) + b1(a1b2 − a3), logo σ4 ∈ I.

O ideal dos menores 3× 3 de M1 é igual a I.

Portanto, I é o ideal em U da subvariedade V onde ν não está definida. Resolvendo

as relações em I para a2, a3 e b3 temos:

a2 = −b2
2 a3 = a1b2 e b3 = b2b1

45



e substituindo em q1 e q2, obtemos a rede de cônicas degeneradas dadas por:

q1
′ = (x0 + b2x1)[x0 − b2x1 + a1x2]

q2
′ = (x0 + b2x1)[x1 + b1x2]

Note a ocorrência de uma componente fixa, dada pela reta (x0 + b2x1) ∈ P̌1
o e um

feixe de retas λ =< x0 − b2x1 + a1x2, x1 + b1x2 > marcando um ponto novo

p = [−(b2b1 + a1) : −b1 : 1]. (4.5)

Pela definição de Y, temos que V e Y ∩ U coincidem como conjunto e como V

é irredut́ıvel e lisa, (ver [22]) temos que V = Y. Assim um ponto de Y pode ser

representado geometricamente por

Teorema 4.8. Seja X ′ a explosão de X ao longo da subvariedade Y . Com o seguinte

diagrama de explosão:

E ′ � � //

²²

X ′

Π
²²

Y
� � // X

Então podemos definir um morfismo de v′ : X ′ → G(3,F2).

Demonstração: Sejam U12 e σi, 1 ≤ i ≤ 4 como antes. Sejam c1, c2 e c3 coordenadas

homogêneas para P2, Π : X ′ → X e U ′
1 = Π−1(U12) a subvariedade de U12 × P2 dada

por equações da forma ciσj = cjσi. U ′
1 é coberto por 3 abertos afins. No aberto

U ′
1
1 ⊂ U12×P2 definido por c1 = 1, obtemos σj = σ1cj e σ1 como a equação do divisor
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excepcional, onde encontramos que

{
a2 = c2(b3 − b1b2)− b2

2

a3 = c3(b3 − b1b2) + a1b2.

Substituindo σj = σ1cj na matriz M1(4.3), temos uma representação local para

M ′
1,

M ′
1 =




1 0 a1 c2(b3 − b2b1)− b2
2 c3(b3 − b1b2) + a1b2 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 (b3 − b1b2) −c2(b3 − b1b2) (−b2 − c2b1 − c3)(b3 − b1b2) (a1 − c3b1)(b3 − b1b2)


 ,

onde M ′
1 é a imagem rećıproca de M1 a X ′. Dividindo a última linha por σ1, obtemos:

M ′
1 =




1 0 a1 c2(b3 − b2b1)− b2
2 c3(b3 − b1b2) + a1b2 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 1 −c2 −b2 − c2b1 − c3 a1 − c3b1




Pelo lema(4.6) temos que v′ : X ′ → G(3,F2) é um morfismo.

2

Observação 4.9. O calculo intŕınseco do divisor excepcional é de extrema complex-

idade por isso não é estudado em um curso de mestrado. Porém, faz-se necessário

determinar-lo, pois sabe-se que o mapa de explosão é equivariante pela ação do grupo,

logo pelo lema (3.12) temos que toda órbita fechada da explosão está contida em seu

divisor excepcional. Verifica-se que E ′ = P

(
F<λ1,λ2>

2

λ0. < λ1, λ2 >

)
, para maiores detalhes

ver [23]. Assim um ponto do divisor excepcional E ′ pode ser representado geometri-

camente do seguinte modo
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Lema 4.10. Temos que E ′ = P

(
F<λ1,λ2>

2

λ0. < λ1, λ2 >

)
mergulha em Y ×G(3,F2).

Demonstração: Seja

ϕ′|E′ : E ′ → Y ×G(3,F)

αλ1 + βλ2 7→ (< q1, q2 >; < λ0λ1, λ0λ2, αλ1 + βλ2 >)

Primeiramente mostremos que ϕ′|E′ está bem definida. Sejam αλ1 + βλ2 = α′λ1 + β′λ2.

Temos então que (αλ1 + βλ2)− (α′λ1 + β′λ2) ∈< λ0λ1, λ0λ1 >. Portanto

(αλ1 + βλ2)− (α′λ1 + β′λ2) = γ1λ0λ1 + γ2λ0λ2

(αλ1 + βλ2) = (α′λ1 + β′λ2) + γ1λ0λ1 + γ2λ0λ2. (4.6)

Então

ϕ′|E′ (αλ1 + βλ2) = (< λ0λ1, λ0λ2 >; < λ0λ1, λ0λ2, αλ1 + βλ2 >), por (4.6),

ϕ′|E′ (αλ1 + βλ2) = (< λ0λ1, λ0λ2 >; < λ0λ1, λ0λ2, (α
′λ1 + β′λ2) + γ1λ0λ1 + γ2λ0λ2 >

ϕ′|E′ (αλ1 + βλ2) = (< λ0λ1, λ0λ2 >; < λ0λ1, λ0λ2, α
′λ1 + β′λ2 >) = ϕ′|E′ (α

′λ1 + β′λ2)

Provemos agora a injetividade de ϕ′|E′ . Seja ϕ′|E′ (αλ1 + βλ2) = ϕ′|E′ (α
′λ1 + β′λ2),

então

(< λ0λ1, λ0λ2 >;< λ0λ1, λ0λ2, αλ1 + βλ2 >) = (< λ0λ1, λ0λ2 >; < λ0λ1, λ0λ2, α
′λ1 + β′λ2 >)

(4.7)

Mostremos então que αλ1 + βλ2 = α′λ1 + β′λ2. Mas por 4.7, temos que

αλ1 + βλ2 = c1(λ0λ1) + c2(λ0λ2) + c3(α
′λ1 + β′λ2)

(αλ1 + βλ2)− c3(α
′λ1 + β′λ2) = c1(λ0λ1) + c2(λ0λ2)

Logo, αλ1 + βλ2 = α′λ1 + β′λ2.

Resta-nos mostrar que dϕ′|E′ também é injetiva. Como a injetividade de dϕ′|E′ é

uma questão local, sejam {Uij} a cobertura aberta canônica de X, {Uijk} a cobertura
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aberta canônica de G(3,F2), e {Uijr} a cobertura aberta de X ′ obtida no teorema

(4.8),

Uij,r = {U ′1
r = Π−1(U12) ⊂ U12 × P2 | cr = 1, r = 1, 2, 3}.

Portanto podemos definir ϕ′|E′ localmente da seguinte maneira:

ϕ′|U12,1
: U121 → U12 × U123 ,

onde

• U12,1 = {(< q1, q2 >; 1, c2, c3) ∈ U ×P2}, com q1 = x2
0 +a1x0x2 +(c2(b3− b1b2)−

b2
2)x

2
1 + (c3(b3 − b1b2) + a1b2)x1x2 e q2 = x0x1 + b1x0x2 + b2x

2
1 + b3x1x2;

• U12 = {< q1, q2 >∈ X}, com q1 e q2 como em U12,1;

• U123 = {< q1, q2, q3 >∈ G(3,F2)}, com q1,q2 como em U121 e q3 = x0x2− c2x
2
1−

(b2 + c2b1 + c3)x1x2 + (a1 − c3b1)x
2
2.

Note para cada ponto de U12,1, temos ϕ((< q1, q2 >; c1, c2, c3)) = (N1, N2), onde

N1 =

(
1 0 a1 c2(b3 − b2b1)− b2

2 c3(b3 − b1b2) + a1b2 0

0 1 b1 b2 b3 0

)
e

N2 =




1 0 a1 c2(b3 − b2b1)− b2
2 c3(b3 − b1b2) + a1b2 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 1 −c2 −b2 − c2b1 − c3 a1 − c3b1


 ∼




1 0 0 c2(b3 − b2b1)− b2
2 + a1c2 c3(b3 − b1b2) + 2a1b2c2b1a1 + c3a1 a2

1 − c3b1a1

0 1 0 b2 + c2b1 b3 + b1b2 + c2b
2
1 + c3b1 a1b1 − c3b

2
1

0 0 1 −c2 −b2 − c2b1 − c3 a1 − c3b1




Note que U12 × U123 é isomorfo a C15 da seguinte forma

Ψ : U12 × U123 → C15

(N1, N2) 7→ Ψ(N1, N2) = (T1, . . . , T15),
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com 



T1 = a1

T2 = c2(b3 − b2b1)− b2
2

T3 = c3(b3 − b1b2) + a1b2

T4 = b1

T5 = b2

T6 = b3

T7 = c2(b3 − b2b1)− b2
2 + a1c2

T8 = c3(b3 − b1b2) + 2a1b2 + c2b1a1 + c3a1

T9 = a2
1 − c3b1a1

T10 = b2 + c2b1

T11 = b3 + b1b2 + c2b
2
1 + c3b1

T12 = a1b1 − c3b
2
1

T13 = −c2

T14 = −b2 − c2b1 − c3

T15 = a1 − c3b1
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Temos que a matriz jacobiana na origem de ϕ′|E′ é dada por

Jac(ϕ) =




1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 0




Logo dϕ′|E′ é injetiva.

2

Observação 4.11. Sabemos que X ′ mergulha em X ×G(3,F) da seguinte forma

ϕ′ : X ′ → X ×G(3,F)

x′ 7→ (< q1, q2 >; < q1, q2, q3 >)
,

onde



q3 como em (4.1), se < q1, q2 >∈ X− Y;

q3 = αλ1 + βλ2, se < q1, q2 >∈ Y, com q1 = λ0λ1 e q2 = λ0λ2, λ0, λ1, λ2 ∈ F ,

com V(λ1, λ2) = p, onde q ∈ F<λ1,λ2>
2

λ0. < λ1, λ2 >
.

Para demonstrar precisamos verificar em todas as vizinhanças de X ′. O cálculo

feito na vizinhança da órbita fechada é feito de modo análogo ao lema acima pois

nesse caso restringe-se ao divisor excepcional.
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Observação 4.12. Note que a rede de cônicas definido em (4.8) ainda não de-

finem exatamente três pontos, ou seja, o polinômio de Hilbert de < q1, q2, q3 > não

necessariamente é igual a 3. Vide o exemplo (1.56).

Registraremos aqui outros dois locais relevantes em X. Eles aparecerão como a

imagem(isomorfa) das variedades que servirão como centro das próximas explosões

Y1 = {< `x0, `x1 > | ` ∈ P̌2} =





———————
•
0





Y2 = {< `2, ``′ > | ` ∈ P̌0
1, `′ ∈ P(< x0, x1 > / < ` >)} =





———————•
0

?
p





Note ainda que Y2 ⊂ Y e que

Y2 ∩ Y1 = Y ∩ Y1 = {< `x0, `x1 > | ` ∈ P̌0
1} =





———————•
0 = p





Lema 4.13. A variedade Y ∩ Y1 = {< `x0, `x1 > | ` ∈ P̌0
1}.

Demonstração: A igualdade entre conjuntos é clara. Portanto, basta mostrarmos

que Y ∩ Y1 é lisa. Seja ` a reta, e p =< x0, x1 > o ponto. O mergulho
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ϕ : Y1 → X

` 7→ < `x0, `x1 >

em torno do representante da órbita fechada ` = x0 + ax1 + bx2, tem a seguinte

representação para a imagem

(
1 a b 0 0 0

0 1 0 a b 0

)
∼

(
1 0 b −a2 −ab 0

0 1 0 a b 0

)
.

As equações que definem o mergulho de Y em X são

a2 = −b2
2 a3 = a1b2 e b3 = b2b1.

As equações que definem o mergulho de Y1 em X são

b1 = 0, a2 = −b2
2, a1 = b3 e a3 = −a1b2,

onde os a′is e b′is são as funções coordenadas da vizinhança U de < x2
0, x0x1 > de

X. Portanto, temos cinco equações linearmente independentes definindo localmente

Y ∩ Y1 em X, logo o posto da matriz jacobiana é cinco que é a codim(Y ∩ Y1) em X.

2

Lema 4.14. Em X ′ existem exatamente duas órbitas fechadas, representadas por

• O′
1 = (< x2

0, x0x1 >,< x2
0, x0x1, x

2
1 >);

• O′
2 = (< x2

0, x0x1 >,< x2
0, x0x1, x0x2 >).

Demonstração: Como a órbita fechada de X ′ se projeta sobre a única órbita fechada

de X, onde um dos representante é < x2
0, x0x1 >, temos que todo ponto x′ ∈ E ′ sobre

a órbita fechada é dado por ponto de G(3,F2) da forma < x2
0, x0x1 > + < q >. Aqui

um elemento q ∈ P
(

F<λ1,λ2>
2

λ0. < λ1, λ2 >

)
pode ser escrito da seguinte forma:

q = c1x0x2 + c2x
2
1 + c3x1x2 + c4x

2
2, (c1, c2, c3, c4) ∈ P3.
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O estabilizador de O é dado pelas matrizes M ∈ PGL3 que fixam o ponto 0, ou

seja, da forma

M =




a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33


 .

Então pelo lema (3.12) basta agirmos com M . Agindo com o subgrupo a 1-

parâmetro mt := (x0, x1, x2) 7→ (x0, x1, tx2), no limite temos que mt(q) 7→ c2x
2
1,

portanto temos que < x2
0, x0x1, x

2
1 > está no fecho da órbita de < x2

0, x0x1, q >. Esta

órbita é fechada pois é isomorfa ao quadrado do ideal do ponto < x0, x1 >.

Suponhamos que ci = 0, para i = 2, 3, 4. Teremos então que < x2
0, x0x1, x0x2 >

estará no fecho da órbita de < x2
0, x0x1, q >. Esta órbita é fechada pois é isomorfa a P̌2.

Suponhamos agora que pelo menos um ci 6= 0, com i = 2, 3, 4. Se c2 ou c3 forem não

nulos, basta agirmos com o subgrupo a 1-parâmetro mt := (x0, x1, x2) 7→ (x0, tx1, x2),

assim voltamos ao caso em que c1 6= 0 e os demais são nulos. Se c4 6= 0 temos que

basta agirmos com

M =




1 0 0

0 1 0

0 1 t


 ,

onde encontramos novamente < x2
0, x0x1, x

2
1 > que por sua vez estará no fecho da

órbita de < x2
0, x0x1, q >.

2

Observação 4.15. Como veremos nas próximas seções O′
1 não se encontrará nos

demais centros de explosões já que o polinômio de Hilbert é correto. Portanto cen-

traremos nossos estudos em torno de O′
2.

4.6 Primeiro Mapa de Multiplicação

Seja A a imagem rećıproca do fibrado tautológico de posto dois sobre X para X ′

via o mapa de explosão.
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Seja

µ : A⊗F → F0
3

q ⊗ f 7→ q.f

o mapa de multiplicação. Estamos procurando o espaço das cúbicas em P2 que contém

um triângulo mais o ponto fixo. Para uma superf́ıcie cúbica conter quatro pontos (o

ponto fixo mais o triângulo) em P2 temos quatro condições como o espaço das cúbicas

tem dimensão dez, temos que o espaço das cúbicas que contém triângulos e o ponto

fixo tem dimensão seis, portanto o posto genérico de µ é 6.

Provaremos que o posto genérico de µ|X′ via o mapa de explosão cai para cinco

no lugar dado pela união do divisor excepcional E ′ e o transformado estrito Y ′ de Y1.

Para isso devemos encontrar uma representação local para a matriz do mapa µ.

4.7 Carta Local para X ′

Consideremos o aberto afim em que a equação local do divisor excepcional é dada

pelo polinômio

σ1 = b3 − b2b1.

Observe que na matriz que dá a representação de ν (após operações elementares

nas linhas), a entrada σ1 aparece na coluna correspondente ao monômio x0x2. Di-

vidindo a terceira linha da matriz M ′
1 do teorema (4.8) por σ1, vemos que irá corre-

sponder a uma cônica da forma x0x2+ termos que se anulam na origem da vizinhança

coordenada abaixo. As funções coordenadas podem ser escolhidas como:

a1, b1, b2, c2 e c3

onde os ci são as razões com respeito a σ1 para os dois geradores restantes do ideal de

Y . Mas precisamente, o mapa X ′ → X é dado pela inclusão dos anéis de coordenadas
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afins
C[X] ↪→ C[X ′]

a1 7→ a1

a2 7→ c2(b3 − b1b2)− b2
2

a3 7→ c3(b3 − b1b2) + a1b2

b1 7→ b1

b2 7→ b2

b3 7→ b3

Seja U ′ uma vizinhança da órbita fechada, cujo o representante é o ponto

(< x0
2, x0x1 >, < x0

2, x0x1, x0x2 >)

de X ′ de modo que a restrição do fibrado tautológico de posto três R (sobre G(3,F2))

a U ′ tenha base

q1 = x0
2 + a1x0x2 + (c2(b3 − b1b2)− b2

2)x1
2 + (c3(b3 − b2b1) + b1b2)x1x2

q2 = x0x1 + b1x0x2 + b2x1
2 + b3x1x2

q3 = x0x2 − c2x
2
1 − (b2 + c2b1 + c3)x1x2 + (a1 − c3b1)x

2
2

(4.8)

onde q1, q2 formam uma base para a imagem rećıproca para X ′, do subfibrado de

posto dois A, como em (4.1).

Lema 4.16. Existe uma base de A ⊗ F , de modo que a representação matricial de

µ|X′ em torno do aberto U ′ descrito acima, é uma matriz 6× 9 da forma

µ|X′ =

(
I5 ?

0 ρ

)
,

onde I5 denota um bloco identidade de tamanho 5 e ρ é uma matriz linha múltipla da

equação local do divisor excepcional σ1, que gera o ideal I ′ das 6× 6 menores de µ.
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Demonstração: Seja

{q1 ⊗ x0, q1 ⊗ x1, q1 ⊗ x2, q2 ⊗ x0, q2 ⊗ x1, q2 ⊗ x2}

uma base ordenada de A ⊗ F , onde q1 e q2 escritas como em (4.8). Com essa base

temos a seguinte representação matricial para µ|X′

M2 =




1 0 a1 t1 t2 0 0 0 0

0 1 b1 b2 b3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 a1 0 t1 t2

0 0 0 1 b1 0 b2 b3 0

0 0 0 0 1 b1 0 b2 b3

0 1 0 0 a1 0 t1 t2 0




,

onde t1 = c2(b3 − b1b2)− b2
2 e t2 = a1b2 + c3(b3 − b1b2).

Fazendo as seguintes operações elementares apenas na linha 6 teremos:

• L6 7→ −L2 + L6

(
0 0 −b1 −b2 −b3 + a1 0 t1 t2 0

)
.

• L6 7→ b1L3 + L6

(
0 0 0 b2b1 − b3 + a1 b1a1 b2

2 + t1 b2b3 + b1t1 + t2 b1t2

)
.

• L6 7→ (b3 − b2b1 − a1)L4 + L6

(
0 0 0 0 t3b1 + b1a1 b2

2 + t1 b2t3 + b2b3 + b1t1 + t2 t3b3 + b1t2

)
.

com t3 = b3 − b2b1 − a1.

Por fim chegamos que

L6 =
(

0 0 0 0 0 σ1b1 σ1c2 σ1(2b2 + b1c2 + c3) σ1(b3 − a1 + b1c3)
)

.
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A linha L6 é múltipla da equação local do divisor excepcional, σ1 = b3−b1b2. Portanto,

dividindo por σ1 temos

M2 =




1 0 a1 t1 t2 0 0 0 0

0 1 b1 b2 b3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 a1 0 t1 t2

0 0 0 1 b1 0 b2 b3 0

0 0 0 0 1 b1 0 b2 b3

0 0 0 0 0 β1 β2 β3 β4

,




onde

β1 = b1

β2 = c2

β3 = 2b2 + b1c2 + c3

β4 = b3 − a1 + b1c3

(4.9)

Portanto temos que a nova linha dada pela fatoração da linha ρ gera o ideal dos

menores 6× 6 de µ

I ′ = < β1, β2, β3, β4 >

=< b1, c2, 2b2 + b1c2 + c3, b3 − a1 + b1c3 >

=< b1, c2, 2b2 + b1c2 + c3 − b1c2, b3 − a1 + b1c3 − b1c3 >

=< b1, c2, 2b2 + c3, b3 − a1 > .

Assim o lugar Y ′ onde o posto de µ cai de 6 para 5 é dado localmente pelo ideal

I ′.

2
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4.8 Descrição de Y ′

Resolvendo as relações em I ′ para b1, c2, b2, a1 temos:

b1 = 0, c2 = 0, b2 = −1

2
c3 e a1 = b3.

Substituindo-as nas cônicas de (4.8) encontramos

q1 = −1/4(2x0 + c3x1)(c3x1 − 2x0 − 2b3x2)

q2 = −1/2x1(c3x1 − 2x0 − 2b3x2)

q3 = 1/4(c3x1 − 2b3x2)(c3x1 − 2x0 − 2b3x2)

A rede de cônicas tem uma componente fixa dada pela reta suporte

c2x1 − 2x0 − 2b3x2.

Observe que em geral esta reta não contém o ponto distingüido 0. Portanto um ponto

de Y ′ pode ser representado geometricamente como

Lema 4.17. O mapa abaixo é um mergulho:

i′ : P̌2 ↪→ X ′ ⊂ X ×G(3,F2)

` 7→ (` · 0̌ , ` · F)
,

onde 0̌ =< x0, x1 > denota a rede de retas que passam pelo ponto 0.

Demonstração: Para mostrarmos a injetividade de i′ consideremos ` e `′ ∈ P̌2, onde

i′(`) = i′(`′) e mostremos que ` = `′. Como i′(`) = i′(`′), temos que

(`· < x0, x1 >, ` · F) = (`′· < x0, x1 >, `′ · F).

Por igualdade de pares ordenados temos que < `x0, `x1 >=< `′x0, `
′x1 >, apli-

cando o mesmo racioćınio de (4.3) referente a injetividade temos que ` = α`′.
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De modo análogo ao primeiro mergulho (4.3), para mostrarmos que di′ é injetiva,

estudemos em torno da órbita fechada de X ′, O′
2, que tem como representante

< x2
0, x0x1, x0x2 > .

Sejam

• U ′
1 = {` ∈ P̌2}, onde ` = x0 + c1x1 + c2x2, c1, c2 ∈ C;

• U ′
12 = {(`· < x0, x1 >) ∈ X}, onde `· < x0, x1 >=< (x0 + c1x1 + c2x2)x0, (x0 +

c1x1 + c2x2)x1 >.

• W ′ = {` · F ∈ G(3,F2)}, onde ` · F =< (x0 + c1x1 + c2x2)x0, (x0 + c1x1 +

c2x2)x1, (x0 + c1x1 + c2x2)x2 >

Seja

i′ : U1 → U ′
12 ×W ′

` 7→ (` · 0̌ , ` · F)

Note que o mapa i′ em cada ponto do aberto U ′
1 de X ′ pode ser representado por

i′(`) = (A1, A2), onde

A1 =

(
1 c1 c2 0 0 0

0 1 0 c1 c2 0

)
∼

(
1 0 c2 −c2

1 −c1c2 0

0 1 0 c1 c2 0

)
,

e

A2 =




1 c1 c2 0 0 0

0 1 0 c1 c2 0

0 0 1 0 c1 c2


 ∼




1 0 0 −c2
1 −2c1c2 −c2

2

0 1 0 c1 c2 0

0 0 1 0 c1 c2


 .

Portanto novamente como em (4.3) podemos analisar se di′ é injetiva através do

seguinte isomorfismo:

ϕ′ : U ′
12 × U ′ → C6

(A1, A2) 7→ (c2,−c2
1,−c1c2, c1,−2c1c2,−c2

2)
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Portanto i′ terá a seguinte matriz jacobiana na origem

Jac(i′) =




0 1

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0




O que mostra a injetividade de di′.

2

4.9 Segunda Explosão

Teorema 4.18. Seja X ′′ a explosão de X ′ ao longo de Y ′. Com o seguinte mapa de

explosão:

E ′′ � � //

²²

X ′′

Π2

²²
Y ′ � � // X ′

Então podemos definir um morfismo µ : X ′′ → G(6,F0
3).

Demonstração: Sejam U ′ e βj, 1 ≤ j ≤ 4, como em (4.8) e (4.9) respectivamente.

Sejam d1, d2, d3, d4 as coordenadas homogêneas para P3, Π2 : X ′′ → X ′ e U ′1 =

Π−1
2 (U ′) a subvariedade de U ′ × P3 dada pelas equações da forma diβj = djβi. Note

que U ′1 é coberto por 4 abertos afins. No aberto U ′1
1 ⊂ U ′ × P3 definido por d1 = 1,

obtemos

βj = djβ1 (4.10)

, e β1 = b1 como a equação do divisor excepcional, onde encontramos que



c2 = d2b1

b2 = −1
2
c3 + d3b1

a1 = b3 + d4b1
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Quando substituimos as equações (4.10) em M2 (4.9), encontramos uma repre-

sentação local para M ′′
2

M ′′
2 =




1 0 b3 + d4b1 s1 s2 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 b3 + d4b1 0 s1 s2

0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3

0 0 0 0 0 b1 b1d2 (2d3 + d2b1)b1 (−d4 + c3)b1




,

onde

s1 = d2b1b3 + 1
2
d2b

2
1c3 − d2d3b

3
1 − d2

3b
2
1 + c3d3b1 − 1

4
c2
3 ,

s2 = 1
2
b3c3 + d3b1b3 − 1

2
c3d4b1 + d4d3b

2
1 + 1

2
b1c

2
3 − d3c3b

2
1 (4.11)

e M ′′
2 é a imagem rećıproca de M2 a X ′′. Assim, dividindo a última linha por β1 = b1,

a nova matriz M ′′
2 pode ser escrita como

M ′′
2 =




1 0 b3 + d4b1 s1 s2 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 b3 + d4b1 0 s1 s2

0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3

0 0 0 0 0 1 d2 2d3 + d2b1 −d4 + c3




,

com s1, s2 como em (4.11).

Temos então que µ : X ′′ → G(6,F0
3 ) é um morfismo.

2

Observação 4.19. Novamente pelo lema (3.12), temos que toda órbita fechada de

X ′′ está contida em E ′′. Verifica-se que E ′′ = P
( F0

3

`. < F0
2 >

)
. Temos então que um

ponto do divisor excepcional E ′′ pode ser representado geometricamente do seguinte

modo
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Note que X ′′ mergulha em X ′ ×G(6,F0
3 ), da seguinte maneira

ϕ′′ : X ′′ → X ′ ×G(6,F0
3 )

x′′ 7→ (< q1, q2 >,< q1, q2, q3 >,Cx′′),

onde




Cx′′ = q1 · F ⊕ q2 · F , se x′′ 6∈ E′′, com Π1(Π2(x′′)) =< q1, q2 >∈ X−Y;

Cx′′ = λ0λ1 · F + λ0λ2F+ < ` · q3 > , se x′′ 6∈ E′′, e Π2(x′′) = (< λ0λ1, λ0λ2 >;< λ0λ1, λ0λ2, q3 >) ∈ E′ −Y′,

com q3 = αλ1 + βλ2, ` ∈ P̌2 e λ0, λ1, λ2, α, β ∈ F , com V(λ1, λ2) = p;

Cx′′ = ` < F0
2 > + < q3 > , se x′′ ∈ E′′, com ` ∈ P̌2, q3 = γ1λ1 + γ2λ2, onde λ1, λ2 ∈ F , com V(λ1, λ2) = p

e γ1, γ2 ∈ F2.

Lema 4.20. E ′′ = P
( F0

3

`· < F0
2 >

)
mergulha em Y ′ ×G(6,F0

3 ).

Demonstração: Seja

ϕ′′|E′′ : P
( F0

3

`.F0
2 >

)
→ Y ′ ×G(6,F0

3 )

γ1x0 + γ2x1 7→ (` · 0̌, ` · F , `F0
2 + (γ1x0 + γ2x1))

Note que ϕ′′|E′′ está bem definido, sejam

γ1x0 + γ2x1 = γ′1x0 + γ′2x1.

Portanto temos que γ1x0 + γ2x1 − γ′1x0 + γ′2x1 ∈ `F0
2 , então

(γ1x0 + γ2x1)− (γ′1x0 + γ′2x1) = γ`q,

com q ∈ F0
2 e

(γ1x0 + γ2x1) = (γ′1x0 + γ′2x1) + γ`q.
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Portanto

ϕ′′|E′′ (γ1x0 + γ2x1) = (` · 0̌, ` · F , `F0
2 + < γ1x0 + γ2x1 >)

= (` · 0̌, ` · F , `F0
2 + < γ′1x0 + γ′2x1 > +γ`F0

2 )

= (` · 0̌, ` · F , `F0
2 + < γ′1x0 + γ′2x1 >) = ϕ′′|E′′ (γ

′
1x0 + γ′2x1)

Mostremos ainda que ϕ′′|E′′ é injetiva. Suponhamos ϕ′′|E′′ (γ1x0 + γ2x1) = ϕ′′|E′′ (γ
′
1x0 + γ′2x1).

Então temos que

(` · 0̌, ` · F , `F0
2+ < γ1x0 + γ2x1 >) = (` · 0̌, ` · F , `F0

2 + < γ′1x0 + γ′2x1 >)

de onde concluimos que

(γ′1x0 + γ′2x1) = c1` < F0
2 > +c2(γ1x0 + γ2x1)

(γ′1x0 + γ′2x1)− c2(γ1x0 + γ2x1) ∈ c1` < F0
2 >

Portanto, γ1x0 + γ2x1 = γ′1x0 + γ′2x1.

Como em (4.10), descreveremos ϕ′′|E′′ localmente para mostrarmos a injetividade

de ϕ′′|E′′ . Sejam {Uijr} a cobertura aberta de X ′, descrita no lema (4.10), {UJ} a

cobertura canônica de G(6,F0
3 ), {U ′

ijr} a cobertura aberta de X ′′ obtida no teorema

(4.18),onde

{U ′
ijr} = {U ′r = Π−1

2 (U ′) ⊂ U ′ × P3 | dr = 1, r = 1, . . . , 4}.

Definamos ϕ′′|E′′ localmente,

ϕ′′|E′′ : U ′
121 → U123 × U1...6

x′′ 7→ (Π2(x
′′), Cx′′)

,

onde

• U ′
121 = {U ′1 = Π−1

2 (U ′) ⊂ U ′ × P3 | d1 = 1, d1βj = djβ1, j = 2, . . . , 4}, com βj

como em (4.18).

• U121 = {(< q1, q2 >; 1, c2, c3) ∈ U ×P2}, com q1 = x2
0 + a1x0x2 +(c2(b3− b1b2)−

b2
2)x

2
1 + (c3(b3 − b1b2) + a1b2)x1x2 e q2 = x0x1 + b1x0x2 + b2x

2
1 + b3x1x2;
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• U1...6 = {< c1, c2, . . . , c6 >∈ G(6,F0
3 )}, com





c1 = x3
0 + (b3 + d4b1)x

2
0x2 + (d2b1b3 + 1

2
d2b

2
1c3 − d2d3b

3
1 − d2

3b
2
1 + c3d3b1 − 1

4
c2
3)x0x

2
1

+(1
2
b3c3 + d3b1b3 − 1

2
c3d4b1 + d4d3b

2
1 + 1

2
b1c

2
3 − d3c3b

2
1)x0x1x2

c2 = x2
0x1 + b1x

2
0 + (−1

2
c3 + d3b1)x0x

2
1 + b3x0x1x2

c3 = x2
0x2 + (b3 + d4b1)x0x

2
2 + (d2b1b3 + 1

2
d2b

2
1c3 − d2d3b

3
1 − d2

3b
2
1 + c3d3b1 − 1

4
c2
3)x

2
1x2

+(1
2
b3c3 + d3b1b3 − 1

2
c3d4b1 + d4d3b

2
1 + 1

2
b1c

2
3 − d3c3b

2
1)x1x

2
2

c4 = x0x
2
1 + b1x0x1x2 + (−1

2
c3 + d3b1)x

3
1 + b3x

2
1x2

c5 = x0x1x2 + b1x0x
2
2 + (−1

2
c3 + d3b1)x

2
1x2 + b3x1x

2
2

c6 = x0x
2
2 + d2x

3
1 + (2d3 + d2b1)x

2
1x2 + (−d4 + c3)x1x

2
2

Pelo lema (1.29), temos que U123×U1...6 é isomorfo a C10×C18. Portanto a matriz

jacobiana de ϕ′′|E′′ é uma matriz 8×28, que terá posto 8 na origem. De modo análogo

a (4.10), temos que dϕ′′|E′′ é injetiva. Portanto ϕ′′|E′′ é um mergulho.

2

Lema 4.21. Em X ′′ existem exatamente duas órbitas fechadas, representadas por

• O′′
1 = (O′

2, < x2
0, x0x1 > ·F+ < x0x

2
2 >);

• O′′
2 = (O′

2, < x2
0, x0x1 > ·F+ < x3

1 >).

que se projetam sobre O′
2.

Demonstração: Lembremos que as órbitas fechadas de X ′′ que se projetam sobre

a órbita O′
2 de X ′, onde um dos seus representante é < x2

0, x0x1, x0x2 >. Todo ponto

x′′ ∈ E ′′ sobre a órbita O′
2 é dado por um ponto de G(6,F0

3 ) da forma < x2
0, x0x1 >

.F+ < q >, com q ∈ E ′′. Aqui um elemento

q ∈ E ′′ = P
( F0

3

`· < F0
2 >

)

pode ser escrito da seguinte forma:

q = c1x0x
2
2 + c2x

3
1 + c3x

2
1x2 + c4x1x

2
2, (c1, c2, c3, c4) ∈ P3.
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O estabilizador de O′
2 é dado pelas matrizes M ∈ PGL3 da forma

M =




a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33


 .

Então pelo lema (3.12) basta agirmos com M . Agindo com o subgrupo a 1-

parâmetro mt := (x0, x1, x2) 7→ (x0, x1, tx2), no limite temos que mt(q) 7→ c2x
3
1,

portanto temos que < x2
0, x0x1 > ·F+ < x3

1 > está no fecho da órbita de < x2
0, x0x1 >

·F+ < q >. Esta órbita é fechada pois é isomorfa ao ponto 0.

Agora se agirmos com o subgrupo a 1-parâmetro só que dessa vez na variável

x1, ou seja, mt := (x0, x1, x2) 7→ (x0, tx1, x2), no limite teremos mt(q) 7→ c2x
3
1, logo

< x2
0, x0x1 > ·F+ < x0x

2
2 > estará no fecho da órbita de < x2

0, x0x1 > ·F+ < q >.

Esta órbita será fechada pois é isomorfa a P̌1
0.

2

Como veremos a seguir O′′
2 não se encontrará nos demais centros de explosões já

que o seu polinômio de hilbert está correto, portanto estudaremos em torno de O′′
1 .

4.10 Segundo Mapa de Multiplicação

Seja U ′′ a vizinhança da órbita O′′
1 , onde um dos seus representantes é o ponto

(< x2
0, x0x1 >,< x2

0, x0x1, x0x2 >,< x2
0, x0x1 > .F+ < x0x

2
2 >)

de X ′′ de modo que a imagem rećıproca do fibrado tautológico R (4.8) para X ′′ a U ′′

tenha como base

q′′1 = x2
0 + (b3 + d4b1)x0x2 + (d2b1b3 + 1

2
d2b

2
1c3 − d2d3b

3
1 − d2

3b
2
1 + c3d3b1 − 1

4
c2
3)x

2
1

+(1
2
b3c3 + d3b1b3 − 1

2
c3d4b1 + d4d3b

2
1 + 1

2
b1c

2
3 − d3c3b

2
1)x1x2

q′′2 = x0x1 + b1x0x2 + (−1
2
c3 + d3b1)x

2
1 + b3x1x2

q′′3 = x0x2 − d2b1x
2
1 + (−b2

1d2 − 1
2
c3 − d3b1)x1x2 + (−b1c3 + b3 + d4b1)x

3
2

(4.10)

66



Proposição 4.22. Seja R′ o fibrado de posto 3 sobre X ′′, a imagem rećıproca do fi-

brado R via o mapa de explosão 4.18. Consideremos o seguinte mapa de multiplicação

η : R′ ⊗F → F3

(4.12)

Existe uma base de R′ ⊗ F , de modo que a representação matricial em torno do

aberto U ′′ descrito acima, é uma matriz 9× 10 da forma

η|X′′ =




I6 ?

0 ω

0 0


 ,

onde I6 denota um bloco identidade de tamanho 6 e ω é uma matriz linha múltipla

da equação local do divisor excepcional, β1 que gera o ideal I ′′ das 7× 7 menores de

η.

Demonstração: Seja

{q′′1 ⊗ x0, q
′′
2 ⊗ x0, q

′′
3 ⊗ x0, q

′′
1 ⊗ x1, . . . , q

′′
3 ⊗ x2}

uma base ordenada de R⊗F , com q′′1 , q
′′
2 e q′′3 como em (4.10). Com essa base temos

a seguinte representação matricial para η em torno da vizinhança U ′

M3 =




1 0 b3 + d4b1 s1 s2 0 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 b3 + d4b1 0 s1 s2 0

0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0

0 1 b1 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0 0 0 0

0 0 1 −d2b1 m1 m2 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 −d2b1 m1 m2 0

0 0 0 0 0 1 −d2b1 m1 m2




,

com s1, s2 como em (4.11) e
{

m1 = −b2
1d2 − 1

2
c3 − d3b1

m2 = −b1c3 + b3 + d4b1
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Realizemos as seguintes operações elementares:

Operação(1) =
{

L6 = L6 − L2

Operação(2) =

{
L6 = L6 − b1L3

L7 = L7 − L3

Operação(3) =

{
L6 = L6 + (1

2
c3 + d3b1)L4

L7 = L7 + d2b1L4

Operação(4) =





L6 = L6 + (−b1(
1
2
b1c3 − d3b

2
1) + d4b1)L5

L7 = L7 + (1
2
c3 + d3b1)L5

L8 = L8 − L5

Operação(5) =





L6 = L6 + ((b3 + d4b1b1 + b1
2(1

2
b1c3 − d3b

2
1)− d4b

2
1)L9

L7 = L7 + (−b1(
1
2
c3 + d3b1) + b1c3)L9

L8 = L8 − b1L9

Operação(6) =

{
L6 = L8(

1
2
c3 − d3b1)− L6

L7 = L8(b3 + 1
2
c3b1 − d3b

2
1)− L7

Assim obtemos a seguinte matriz:

M3 =




1 0 b3 + d4b1 s1 s2 0 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 b3 + d4b1 0 s1 s2 0

0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0

0 0 0 0 0 1 −d2b1 m1 m2

0 0 0 0 0 0 −d2b1 t1 t2 t3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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com s1, s2 como em (4.11) e




m1 = −b2
1d2 − 3

2
c3 − d3b1 + d4

m2 = −b1c3 + b3 + d4b1

t1 = b1(−2b1d2 − 2d3)

t2 = b1(d4 − 3
2
c3 − b2

1d2 − d3b1)

t3 = b1(b3 + d4b1 − c3b1)

Portanto temos que a linha 7 de M ′ é múltipla da equação local do divisor excep-

cional, β1 = b1. Portanto, ao dividirmos a linha 7 de M ′ obtemos:

M3 =




1 0 b3 + d4b1 s1 s2 0 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 b3 + d4b1 0 s1 s2 0

0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2c3 + d3b1 b3 0

0 0 0 0 0 1 −d2b1 m1 m2

0 0 0 0 0 0 −d2 t′1 t′2 t′3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

com s1, s2 como em (4.11) e




m1 = −b2
1d2 − 3

2
c3 − d3b1 + d4

m2 = −b1c3 + b3 + d4b1

t′1 = −2b1d2 − 2d3

t′2 = d4 − 3
2
c3 − b2

1d2 − d3b1

t′3 = b3 + d4b1 − c3b1

Considere as entradas da última linha na matriz acima





Γ1 = −d2

Γ2 = −2b1d2 − 2d3

Γ3 = d4 − 3
2
c3 − b2

1d2 − d3b1

Γ4 = b3 + d4b1 − c3b1

(4.13)
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Portanto teremos que a nova linha dada pela fatoração da linha ω gera o ideal dos

menores 7× 7 de η

I ′′ =< Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 >

=< d2, 2d3 + 2d2b1, b
2
1d2 + 3

2
c3 + d3b1 − d4,−b1c3 + b3 + d4b1 >

=< d2, d3 + d2b1, (b
2
1d2 + 3

2
c3 + d3b1 − d4)− b1(d3 + d2b1),−b1c3 + b3 + d4b1 >

=< d2, d3 + d2b1 − d2b1,
3
2
c3 − d4,−b1c3 + b3 + d4b1 >

=< d2, d3,
3
2
c3 − d4,−b1c3 + b3 + d4b1 >

=< d2, d3, c3 − 2
3
d4,−b1c3 + b3 + d4b1 >

=< d2, d3,−2
3
d4 + c3,−b1c3 + b3 + d4b1 + b1(−2

3
d4 + c3) >

=< d2, d3,−2
3
d4 + c3, b3 + 1

3
d4b1 >

2

4.11 Descrição de Y ′′

Resolvendo as equações dadas nos geradores do ideal I ′′, então as relações que

definem localmente Y ′′ são:

d2 = 0, d3 = 0, c3 =
2

3
d4 e b3 = −1

3
d4b1.

Substituindo essas relações em (4.10) encontramos as seguintes cônicas:

q′′1 = (3x0 − d4x1)(3x0 + 2d4b1x2 + d4x1)

q′′2 = (3x0 − d4x1)(x1 + b1x2)

q′′3 = x2(3x0 − d4x1)

Observe que a rede de cônicas tem uma componente fixa dada pela reta:

(3x0 − d4x1).

Note que esta reta residual contém o ponto fixo 0. Temos ainda que o feixe

< 3x0 + 2d4b1x2 + d4x1, x1 + b1x2 > determina o ponto p′′ = [−1
3

d4b1,−b1 : 1].

Portanto um ponto de Y ′′ pode ser representado geometricamente da seguinte

maneira
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Lema 4.23. O mapa abaixo é um mergulho:

i′′ : Y ′′
2 ⊂ P̌1

0 × P2 → X ′′ ⊂ X ′ ×G(6,F0
3 ) ⊂ X ×G(3,F2)×G(6,F0

3 )

(`, P ) 7→ (` · P̌ , ` · F , ` · F2)
,

onde Y ′′
2 = {(`, p) ∈ P̌1

0 × P2 | p ∈ `}, p̌ denota a rede de retas que passam pelo ponto

p, e ` é uma reta pertencente P̌1
0, que contém os pontos p e 0.

Demonstração: Note que a aplicação i′′ é injetiva . A prova é análoga a demon-

stração feita no lema (4.3). Agora mostremos a injetividade de di′′.

Consideremos:

• U ′′
1 = {` ∈ P̌1

0}, com ` = x0 − 1
3
d4x1.

• U ′′
2 = {P =< λ1, λ2 >∈ P2 | P ∈ `}, com λ1 = x0 + 1

3
d4b1x2 e λ2 = x1 + b1x2

• U ′′
12 = {`·P̌ =< `.λ1, `.λ2 >∈ G(2,F0

2 )}, onde `.λ1 = 3x2
0+2d4b1x0x2− 1

3
d2

4x
2
1−

2
3
d2

4b1x1x2 e `.λ2 = x0x1 + b1x0x2 − 1
3
d4x

2
1 − 1

3
d4b1x1x2;

• W ′′ = {` · F ∈ G(3,F2)}, onde `.F =< x2
0 − 1

3
d4x0x1, x0x1 − 1

3
d4x

2
1, x0x2 −

1
3
d4x1x2 >;

• W̃ = {` · F2 ∈ G(6,F3)}, onde `.F2 =< x3
0 − 1

3
d4x

2
0x1, x2

0x1 − 1
3
d4x0x

2
1, x2

0x2 −
1
3
d4x0x1x2, x0x

2
1 − 1

3
d4x

3
1, x0x1x2 − 1

3
d4x

2
1x2, x0x

2
2 − 1

3
d4x

2
0x1x

2
2 > .

Seja

i′′ : U ′′
1 × U ′′

2 → U ′′
12 × U ′′ ×W

(`, P ) 7→ < ` · P̌ , ` · F , ` · F2 >

71



Seja (`, p) ∈ U ′′
1 × U ′′

12, então podemos representar i′′(`, p) = (A1, A2, A3), onde

A1 =

(
1 −1

3
d4

1
3
d4b1 0 −1

9
d2

4b1 0

0 1 b1 −1
3
d4 −1

3
d4b1 0

)
∼

(
1 0 2

3
d4b1 −1

9
d2

4 −2
9
d2

4b1

0 1 b1 −1
3
d4 −1

3
d4b1

)
,

A2 =




1 −1
3
d4 0 0 0 0

0 1 0 −1
3
d4 0 0

0 0 1 0 −1
3
d4 0


 ∼




1 0 0 −1
9
d2

4 0 0

0 1 0 −1
3
d4 0 0

0 0 1 0 −1
3
d4 0


 ,

A3 =




1 − 1
3d4 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 − 1
3d4 0 0 0 0 0

0 0 1 0 − 1
3d4 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 − 1
3d4 0 0

0 0 0 0 1 0 0 − 1
3d4 0

0 0 0 0 0 1 0 0 − 1
3d4




∼




1 0 0 0 0 0 − 1
27d3

4 0 0

0 1 0 0 0 0 − 1
9d2

4 0 0

0 0 1 0 0 0 0 − 1
9d2

4 0

0 0 0 1 0 0 − 1
3d4 0 0

0 0 0 0 1 0 0 − 1
3d4 0

0 0 0 0 0 1 0 0 − 1
3d4




.

Novamente de maneira análoga aos mergulhos anteriores (4.3) e (4.17), teremos :

ϕ′′ : U ′′
12 × U ′′ ×W → C7

(A1, A2, A3) 7→ (2
3
d4b1,−1

9
d2

4,−2
9
d2

4b1, b1,−1
3
d4,−1

3
d4b1,− 1

27
d3

4)
.

Portanto a matriz jacobiana de i′′ na origem é

Jac(i′′) =




0 0

0 0

0 0

1 0

0 −1
3

0 0

0 0



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O que mostra a injetividade de di′′.

2

4.12 Terceira Explosão

Teorema 4.24. Seja X ′′′ a explosão de X ′′ ao longo de Y ′′. Com o seguinte mapa

de explosão

E ′′′ � � //

²²

X ′′′

Π3

²²
Y ′′ � � // X ′′

Então podemos definir um morfismo η : X ′′′ → G(7,F3).

Demonstração: Sejam U ′′ e Γj, 1 ≤ j ≤ 4, como em (4.22). Sejam e1, e2, e3, e4 as

coordenadas homogêneas para P3, Π3 : X ′′′ → X ′′ e U ′′1 = Π−1
3 (U ′′) a subvariedade

de U ′′ × P3 dada pelas equações da forma

eiΓj = ejΓi. (4.14)

Temos que U ′′1 é coberto por 4 abertos afins. No aberto U ′′1
1 definido por e1 = 1,

as equações (4.14) são da forma Γj = e1Γi, e d2 a equação do divisor excepcional,

onde encontramos 



d3 = e2d2

c3 = 2
3
d4 + e3d2

b3 = e4d2 − 1
3
d4b1.(4.12)

Substituimos as equações (4.12) em M3, encontramos uma representação local
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para M ′′′
3

M ′′′
3 =




1 0 m1 + d4b1 s′1 s′2 0 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2m2 + m3b1 m1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 m1 0 s′1 s′2 0

0 0 0 1 b1 0 − 1
2m2 + m3b1 m1 0 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2m2 + m3b1 m1 0

0 0 0 0 0 1 d2 2m3 + d2b1 −d4 + m2 0

0 0 0 0 0 0 d2 t1 t2 t3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

com




t1 = 2d2b1 + 2e2d2

t2 = −b2
1d2 + e2d2b1 + 3/2e3d2

t3 = b1e3d2 + e4d2

m1 = e4d2 − 1
3
d4b1

m2 = 2
3
d4 + e3d2

m3 = e2d2

s′1 = d2b1m3 + 1
2
d2b

2
1m4 − d2m5b

3
1 −m2

5b
2
1 + m4m5b1 − 1

4
m2

4

s′2 = 1
2
m3m4 + m5b1m3 − 1

2
m4d4b1 + d4m5b

2
1 + 1

2
b1m

2
4 −m5m4b

2
1

e M ′′′
3 é a imagem rećıproca de M3 a X ′′′. Portanto ao dividirmos a última linha por

Γ1, a nova matriz M ′′′
3 pode ser escrita como

M ′′′
3 =




1 0 m1 + d4b1 s′1 s′2 0 0 0 0 0

0 1 b1 − 1
2m2 + m3b1 m1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 m1 0 s′1 s′2 0

0 0 0 1 b1 0 − 1
2m2 + m3b1 m1 0 0

0 0 0 0 1 b1 0 − 1
2m2 + m3b1 m1 0

0 0 0 0 0 1 d2 2m3 + d2b1 −d4 + m2 0

0 0 0 0 0 0 1 t′1 t′2 t′3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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com




t′1 = 2b1 + 2e2

t′2 = −b2
1 + e2b1 + 3/2e3

t′3 = b1e3 + e4

m1 = e4d2 − 1
3
d4b1

m2 = 2
3
d4 + e3d2

m3 = e2d2

s′1 = d2b1m3 + 1
2
d2b

2
1m4 − d2m5b

3
1 −m2

5b
2
1 + m4m5b1 − 1

4
m2

4

s′2 = 1
2
m3m4 + m5b1m3 − 1

2
m4d4b1 + d4m5b

2
1 + 1

2
b1m

2
4 −m5m4b

2
1

Portanto temos que η : X ′′′ → G(7,F3) é um morfismo .

2

Observação 4.25. Verifica-se que E ′′′ = P

(
F (`+P )

3

`.FP
2

)
, e geometricamente podemos

representar um de seus pontos por
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Apêndice A

Cálculos no software Maple versão

8.00(IBM INTEL NT)
> restart:

> read("c:/Luanda/jprosjr6.txt");

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected

Lista de variaveis.

> xx:=[x0,x1,x2]:

Cálculo da base para o espaço vetorial das formas homogêneas de grau 2 nas

variáveis.

> evalm([[x0],[x1],[x2]]&*[xx]);


x0 2 x0 x1 x0 x2

x0 x1 x1 2 x1 x2

x0 x2 x1 x2 x2 2




> convert(%,set);

{x0 2, x0 x1 , x0 x2 , x1 2, x1 x2 , x2 2}

Procedimento que fixa a ordem lexicográfica .

> fixorder(liste(%),xx);
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[x0 2, x0 x1 , x0 x2 , x1 2, x1 x2 , x2 2]

> s2f0:=%;

s2f0 := [x0 2, x0 x1 , x0 x2 , x1 2, x1 x2 , x2 2]

> nops(%);

6

Cônicas que contem o ponto fixo.

> q1:=s2f0[1]+sum(’a[i]*s2f0[i+2]’,’i’=1..3);

q1 := x0 2 + a1 x0 x2 + a2 x1 2 + a3 x1 x2

> q2:=s2f0[2]+sum(’b[i]*s2f0[i+2]’,’i’=1..3);

q2 := x0 x1 + b1 x0 x2 + b2 x1 2 + b3 x1 x2

Procedimento que coleta os coeficientes dos monômios.

> seq(coefmon(q1,s2f0[i]),i=1..nops(s2f0));

1, 0, a1, a2, a3, 0

> seq(coefmon(q2,s2f0[i]),i=1..nops(s2f0));

0, 1, b1, b2, b3, 0

Cálculo da terceira quádrica(liberação do ponto fixo).

> r1:=rem(q1,x0,x0,’q11’);

r1 := a2 x1 2 + a3 x1 x2

> r2:=rem(r1,x1,x1,’q12’);

r2 := 0

> r3:=rem(q2,x0,x0,’q21’);

r3 := b2 x1 2 + b3 x1 x2

> r4:=rem(r3,x1,x1,’q22’);

r4 := 0

> Md:=matrix(2,2,[q11,q12,q21,q22]);



Md :=

[
x0 + a1 x2 a2 x1 + a3 x2

x1 + b1 x2 b2 x1 + b3 x2

]

> q3:=det(%);

q3 := x0 b2 x1 + x0 b3 x2 + a1 x2 b2 x1 + a1 x2 2 b3 − a2 x1 2 − a2 x1 b1 x2 − a3 x1 x2

− a3 x2 2 b1

Cálculo da matriz que nos da a imagem de ν.

> eqx:=[q1,q2,q3]:

> vars0:=[seq(a[i],i=1..3),seq(b[i],i=1..3)];nops(%);

vars0 := [a1, a2, a3, b1, b2, b3]

6

> [seq([seq(coefmon(eqx[j],s2f0[i]),i=1..nops(s2f0))],j=1..3)];

[[1, 0, a1, a2, a3, 0], [0, 1, b1, b2, b3, 0], [0, b2, b3, −a2, a1 b2 − a2 b1 − a3, a1 b3 − a3 b1]]

> M:=matrix(%);

M :=




1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 b2 b3 −a2 a1 b2 − a2 b1 − a3 a1 b3 − a3 b1




Procedimento que faz a eliminação gaussiana.

> gausselim(M, ’r’, ’d’);



1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 b3 − b2 b1 −a2 − b2
2 a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3 a1 b3 − a3 b1




> M2:=(%);

M2 :=




1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 b3 − b2 b1 −a2 − b2
2 a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3 a1 b3 − a3 b1




Procedimento que calcula o número de linhas da matriz, a localização dos pivos, e

também a eliminação gaussiana.



> M3:=rows_no_pivo(M);

‘FINDING ROWS NO PIVO IN‘, M

{1, 2, 3}

M3 :=


{3}, {[2, 2], [1, 1]},




1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 b3 − b2 b1 −a2 − b2
2 a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3 a1 b3 − a3 b1







> rows_no_pivo_mu:=M3[1];

rows no pivo mu := {3}
> pivos_mu:=M3[2];

pivos mu := {[2, 2], [1, 1]}
> print(nops(%));

2

> M3:=M3[3];

M3 :=




1 0 a1 a2 a3 0

0 1 b1 b2 b3 0

0 0 b3 − b2 b1 −a2 − b2
2 a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3 a1 b3 − a3 b1




Procedimento que determina as equações locais do primeiro centro de explosão.

> i:=eqs(M3,rows_no_pivo_mu,vars0);

3*(‘found ‘.‘ equations‘)

i := [{3}, [[3, 3], [3, 4], [3, 5]], [b3 − b2 b1, −a2 − b2
2, a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3],

[b3, a2, a3]]
> Y:=i[3];

Y := [b3 − b2 b1, −a2 − b2
2, a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3]

> Y_1:=i[4];



Y 1 := [b3, a2, a3]

> posY:=[seq(i[2][j][2],j=1..nops(i[2]))];

posY := [3, 4, 5]

> Y:=sol(Y,Y_1);

Y := [b3 = b2 b1, a2 = −b2
2, a3 = a1 b2]

Definição da nova cônica.

> eqx[3]:=sum(’M3[3,j]*s2f0[j]’,’j’=1..nops(s2f0));

eqx 3 := (b3 − b2 b1) x0 x2 + (−a2 − b2
2) x1 2 + (a1 b2 − a2 b1 − a3 − b2 b3) x1 x2

+ (a1 b3 − a3 b1) x2 2

Substituição do centro de explosão nas cônicas.

> fsubs(Y,eqx[1..3]):see(%);

1, (x0+b[2]*x1)*(-b[2]*x1+a[1]*x2+x0)

2, (x1+b[1]*x2)*(x0+b[2]*x1)

3, 0

Componente fixa (reta).

> h2:=mdc(%);

h2 := x0 + b2 x1

Determinação do ponto marcado pelo feixe de retas.

> ponto:=sol(liste(fsubs(Y,eqx[1..2])/h2));

ponto := [x0 = −b2 b1 x2 − a1 x2 , x1 = −b1 x2 ]

Ideal da subvariedade Y de X.

> eqsmu:=id(Y);

eqsmu := [b3 − b2 b1, a2 + b2
2, a3 − a1 b2]



Determinação das equações locais do primeiro centro de explosão.

> i:=relexcn(eqsmu,Y_1,c,1);

i := [[a2 = −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a3 = a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1],

[b3 − b2 b1, a2 + b2
2, a3 − a1 b2], [b3, a2, a3]]

Relações da primeira explosão.

> rel1:=collect(i[1],[seq(c[p],p=1..nops(eqsmu))]);

rel1 := [a2 = c1 (b3 − b2 b1)− b2
2, a3 = c2 (b3 − b2 b1) + a1 b2]

> eqsmu:=i[2];

eqsmu := [b3 − b2 b1, a2 + b2
2, a3 − a1 b2]

> eqsmu_1:=i[3];

eqsmu 1 := [b3, a2, a3]
> vars1:=[op(omit(vars0,[seq(lhs(rel1[i]),i=1..nops(rel1))])),seq(c[i],

> i=1..nops(rel1))];

vars1 := [a1, b1, b2, b3, c1, c2]

Equação local do centro de explosão.

> exc1:=eqsmu_1[1]=solve(eqsmu[1],eqsmu_1[1]);

exc1 := b3 = b2 b1

> eqx1:=ssubs(rel1,eqx):see(%);

1,

x0^2+a[1]*x0*x2-b[2]^2*x1^2+x1^2*c[1]*b[3]-x1^2*c[1]*b[2]*b[1]+a[1]*x2

*b[2]*x1+x1*x2*c[2]*b[3]-x1*x2*c[2]*b[2]*b[1]

2, x0*x1+b[1]*x0*x2+b[2]*x1^2+b[3]*x1*x2

3,

x0*b[3]*x2-x0*x2*b[2]*b[1]-x1^2*c[1]*b[3]+x1^2*c[1]*b[2]*b[1]+x1*x2*b[

2]^2*b[1]-x1*x2*b[1]*c[1]*b[3]+x1*x2*c[1]*b[2]*b[1]^2-x1*x2*c[2]*b[3]+

x1*x2*c[2]*b[2]*b[1]-x1*x2*b[2]*b[3]+a[1]*x2^2*b[3]-x2^2*a[1]*b[2]*b[1

]-x2^2*b[1]*c[2]*b[3]+x2^2*c[2]*b[2]*b[1]^2



> eqx1[3]:=si(factor(eqx1[3])/eqsmu[1]): print(denom(%));

1

Coeficientes da nova cônica.

> si(evalm(ssubs(rel1,row(M3,3))/id(exc1)));

[0, 0, 1, −c1, −b1 c1 − c2 − b2, −b1 c2 + a1]

> origin(vars1,eqx1);

[x0 2, x0 x1 , x0 x2 ]

Imagem do morfismo de X ′ → G(3,F3).

> eqx1exc1:=fsubs(exc1,eqx1):see(%);

1, (x0+b[2]*x1)*(-b[2]*x1+a[1]*x2+x0)

2, (x1+b[1]*x2)*(x0+b[2]*x1)

3,

-b[1]*x1*x2*c[1]-b[1]*x2^2*c[2]-x1*x2*b[2]+x2^2*a[1]+x0*x2-c[1]*x1^2-x

1*x2*c[2]

Cálculo do polinômio de Hilbert da imagem do morfismo anterior.

> hilbertpoly([op(eqx1exc1)],tdeg(x0,x1,x2),t);

3

Cálculo da base para o espaço vetorial das formas homogêneas de grau 3 nas

variáveis.

> s3f0:=mon(3,xx);

s3f0 := [x0 3, x0 2 x1 , x2 x0 2, x1 2 x0 , x2 x0 x1 , x2 2 x0 , x1 3, x2 x1 2, x1 x2 2, x2 3]

Mapa de multiplicação:



> k1:=expand([seq(((x0)*eqx1[j]),j=1..2)]);

k1 := [x0 3 + a1 x0 2 x2 − x0 b2
2 x1 2 + x0 x1 2 c1 b3 − x0 x1 2 c1 b2 b1 + x0 a1 x2 b2 x1

+ x0 x1 x2 c2 b3 − x0 x1 x2 c2 b2 b1, x0 2 x1 + b1 x2 x0 2 + b2 x1 2 x0 + x0 b3 x1 x2 ]
> k2:=expand([seq(((x1)*eqx1[j]),j=1..2)]);

k2 := [x0 2 x1 + x2 x0 x1 a1 − b2
2 x1 3 + x1 3 c1 b3 − x1 3 c1 b2 b1 + a1 b2 x2 x1 2 + x1 2 x2 c2 b3

− x1 2 x2 c2 b2 b1, x1 2 x0 + x1 b1 x0 x2 + b2 x1 3 + b3 x1 2 x2 ]
> k3:=expand([seq(((x2)*eqx1[j]),j=1..2)]);

k3 := [x2 x0 2 + x2 2 x0 a1 − b2
2 x1 2 x2 + x2 x1 2 c1 b3 − c1 b2 b1 x2 x1 2 + b2 x1 x2 2 a1

+ x1 x2 2 c2 b3 − b2 x1 b1 x2 2 c2, x2 x0 x1 + b1 x0 x2 2 + x2 b2 x1 2 + b3 x1 x2 2]

Coleta dos coeficientes das cúbicas do mapa de multiplicação.

> L1:=seq(coefmon(k1[1],s3f0[j]),j=1..9);

L1 := 1, 0, a1, −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1, 0, 0, 0, 0

> L2:=seq(coefmon(k1[2],s3f0[j]),j=1..9);

L2 := 0, 1, b1, b2, b3, 0, 0, 0, 0

> L3:=seq(coefmon(k2[1],s3f0[j]),j=1..9);

L3 := 0, 1, 0, 0, a1, 0, −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1, 0

> L4:=seq(coefmon(k2[2],s3f0[j]),j=1..9);

L4 := 0, 0, 0, 1, b1, 0, b2, b3, 0

> L5:=seq(coefmon(k3[1],s3f0[j]),j=1..9);

L5 := 0, 0, 1, 0, 0, a1, 0, −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

> L6:=seq(coefmon(k3[2],s3f0[j]),j=1..9);

L6 := 0, 0, 0, 0, 1, b1, 0, b2, b3

Cálculo da matriz que nos da a imagem de µ restrito a X’.

> Ma:=matrix([[L1],[L2],[L3],[L4],[L5],[L6]]);



Ma :=




1 0 a1 %2 %1 0 0 0 0

0 1 b1 b2 b3 0 0 0 0

0 1 0 0 a1 0 %2 %1 0

0 0 0 1 b1 0 b2 b3 0

0 0 1 0 0 a1 0 %2 %1

0 0 0 0 1 b1 0 b2 b3




%1 := a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

%2 := −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1

> Ma:=gausselim(Ma, ’r’, ’d’);

Ma :=[
1 , 0 , a1 , −b2

2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1 , 0 , 0 , 0 , 0
]

[0 , 1 , b1 , b2 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0][
0 , 0 , 1 , 0 , 0 , a1 , 0 , −b2

2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

]

[0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3][
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , b1 b3 − b2 b1

2 , c1 b3 − c1 b2 b1 ,

c2 b3 − c2 b2 b1 − 2 b2
2 b1 + b1 c1 b3 − c1 b2 b1

2 + 2 b2 b3 ,

b1 a1 b2 + b1 c2 b3 − c2 b2 b1
2 − a1 b3 + b3

2 − b3 b2 b1

]

ρ, a matriz linha múltipla da equação local do divisor excepcional σ1.

> v2:=row(Ma,6);

v2 :=
[
0, 0, 0, 0, 0, b1 b3 − b2 b1

2, c1 b3 − c1 b2 b1,

c2 b3 − c2 b2 b1 − 2 b2
2 b1 + b1 c1 b3 − c1 b2 b1

2 + 2 b2 b3,

b1 a1 b2 + b1 c2 b3 − c2 b2 b1
2 − a1 b3 + b3

2 − b3 b2 b1

]

> A2:=convert(v2,set);

A2 := {0, c1 b3 − c1 b2 b1, b1 b3 − b2 b1
2,

b1 a1 b2 + b1 c2 b3 − c2 b2 b1
2 − a1 b3 + b3

2 − b3 b2 b1,

c2 b3 − c2 b2 b1 − 2 b2
2 b1 + b1 c1 b3 − c1 b2 b1

2 + 2 b2 b3}



> fator:=mdc(A2);

fator := −b3 + b2 b1

> v21:=simplify(evalm(v2/fator));

v21 := [0, 0, 0, 0, 0, −b1, −c1, −c1 b1 − 2 b2 − c2, −b1 c2 + a1 − b3]

> v22:=seq((v21[j]),j=1..9);

v22 := 0, 0, 0, 0, 0, −b1, −c1, −c1 b1 − 2 b2 − c2, −b1 c2 + a1 − b3

> Ma:=matrix([[L1],[L2],[L6],[L4],[L5],[v22]]);

Ma :=




1 , 0 , a1 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 1 , b1 , b2 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3

0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3 , 0

0 , 0 , 1 , 0 , 0 , a1 , 0 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −b1 , −c1 , −c1 b1 − 2 b2 − c2 , −b1 c2 + a1 − b3




> gausselim(Ma);



1 , 0 , a1 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 1 , b1 , b2 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 1 , 0 , 0 , a1 , 0 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3 , 0

0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −b1 , −c1 , −c1 b1 − 2 b2 − c2 , −b1 c2 + a1 − b3




> M2:=rows_no_pivo(Ma);

‘FINDING ROWS NO PIVO IN‘, Ma

{1, 2, 3, 4, 5, 6}



M2 :=



{6}, {[2, 2], [1, 1], [3, 5], [5, 3], [4, 4]},




1 , 0 , a1 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 1 , b1 , b2 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3

0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −b1
2 , b2 , b3 − b2 b1 , −b1 b3

0 , 0 , 1 , 0 , 0 , a1 , 0 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −b1 , −c1 , −c1 b1 − 2 b2 − c2 , −b1 c2 + a1 − b3







> rows_no_pivo_mu1:=M2[1];

rows no pivo mu1 := {6}
> pivos_mu1:=M2[2];

pivos mu1 := {[2, 2], [1, 1], [3, 5], [5, 3], [4, 4]}
> print(nops(%));

5

> M2:=M2[3];

M2 :=




1 , 0 , a1 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 1 , b1 , b2 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , b2 , b3

0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −b1
2 , b2 , b3 − b2 b1 , −b1 b3

0 , 0 , 1 , 0 , 0 , a1 , 0 , −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1 , a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −b1 , −c1 , −c1 b1 − 2 b2 − c2 , −b1 c2 + a1 − b3




Procedimento que determina as equações locais do segundo centro de explosão.

> i2:=eqs(M2,rows_no_pivo_mu1,vars1);

4*(‘found ‘.‘ equations‘)



i2 := [{6}, [[6, 6], [6, 7], [6, 8], [6, 9]], [−b1, −c1, −c1 b1 − 2 b2 − c2, −b1 c2 + a1 − b3],

[b1, c1, b2, a1]]
> Y2:=i2[3];

Y2 := [−b1, −c1, −c1 b1 − 2 b2 − c2, −b1 c2 + a1 − b3]

> Y2_1:=i2[4];

Y2 1 := [b1, c1, b2, a1]

> posY2:=[seq(i2[2][j][2],j=1..nops(i2[2]))];

posY2 := [6, 7, 8, 9]

> Y2:=sol(Y2,Y2_1);

Y2 := [b1 = 0, c1 = 0, b2 = −1

2
c2, a1 = b3]

Substituição das equações locais de Y’ nas cônicas.

> eqxY_2:=fsubs(Y2,eqx1):see(%);

1, 1/4*(2*x0+x1*c[2])*(2*x0+2*b[3]*x2-x1*c[2])

2, 1/2*x1*(2*x0+2*b[3]*x2-x1*c[2])

3, 1/2*x2*(2*x0+2*b[3]*x2-x1*c[2])

Componente fixa(reta).

> h3:=mdc(%);

h3 := x0 + b3 x2 − 1

2
x1 c2

Ideal da subvariedade Y’ de X’.

> eqsmu2:=id(Y2);

eqsmu2 := [b1, c1, b2 +
1

2
c2, a1 − b3]

Determinação das equações locais do segundo centro de explosão.



> i:=relexcn(eqsmu2,Y2_1,e,1);

i := [[c1 = e1 b1, b2 = −1

2
c2 + e2 b1, a1 = b3 + e3 b1], [b1, c1, b2 +

1

2
c2, a1 − b3],

[b1, c1, b2, a1]]

Relações da segunda explosão.

> rel2:=collect(i[1],[seq(e[p],p=1..nops(eqsmu2))]);

rel2 := [c1 = e1 b1, b2 = −1

2
c2 + e2 b1, a1 = b3 + e3 b1]

Imagem rećıproca do ponto P determinado na primeira explosão.

> ponto2:=ssubs(rel2,ponto);

ponto2 := [x0 =
1

2
b1 x2 c2 − b1

2 x2 e2 − b3 x2 − x2 e3 b1, x1 = −b1 x2 ]

> eqsmu2:=i[2];

eqsmu2 := [b1, c1, b2 +
1

2
c2, a1 − b3]

> eqsmu2_1:=i[3];

eqsmu2 1 := [b1, c1, b2, a1]
> vars2:=[op(omit(vars1,[seq(lhs(rel2[j]),j=1..nops(rel2))])),seq(e[n],

> n=1..nops(rel2))];

vars2 := [b1, b3, c2, e1, e2, e3]

Equação local do divisor excepcional.

> exc2:=eqsmu2_1[1]=solve(eqsmu2[1],eqsmu2_1[1]);

exc2 := b1 = 0
> eqx2:=ssubs(rel2,eqx1);

> print(origin(vars2,eqx2));

eqx2 := [x0 2 + x0 b3 x2 + x0 x2 e3 b1 − 1

4
x1 2 c2

2 + x1 2 c2 e2 b1 − x1 2 e2
2 b1

2 + x1 2 e1 b1 b3

+
1

2
x1 2 e1 b1

2 c2 − x1 2 e1 b1
3 e2 +

1

2
x1 x2 c2 b3 + x1 x2 b3 e2 b1 − 1

2
x1 x2 e3 b1 c2

+ x1 x2 e3 b1
2 e2 +

1

2
x1 x2 c2

2 b1 − x1 x2 c2 b1
2 e2,

x0 x1 + b1 x0 x2 − 1

2
c2 x1 2 + x1 2 e2 b1 + b3 x1 x2 , x0 x2 − e1 b1 x1 2 − 1

2
c2 x2 x1

− x1 x2 e2 b1 − x1 x2 b1
2 e1 + b3 x2 2 + x2 2 e3 b1 − x2 2 b1 c2]



eqx2 := [x0 2 + x0 b3 x2 + x0 x2 e3 b1 − 1

4
c2

2 x1 2 + x1 2 c2 e2 b1 − x1 2 e2
2 b1

2 + x1 2 e1 b1 b3

+
1

2
x1 2 e1 b1

2 c2 − x1 2 e1 b1
3 e2 +

1

2
x1 x2 c2 b3 + x1 x2 b3 e2 b1 − 1

2
x1 x2 e3 b1 c2

+ x1 x2 e3 b1
2 e2 +

1

2
x1 x2 c2

2 b1 − x1 x2 c2 b1
2 e2,

x0 x1 + b1 x0 x2 − 1

2
c2 x1 2 + x1 2 e2 b1 + b3 x1 x2 ,−b1

2 x1 x2 e1 − b1 x2 2 c2

− 1

2
x1 x2 c2 − x1 x2 e2 b1 + b3 x2 2 + x2 2 e3 b1 + x0 x2 − e1 b1 x1 2]

[x0 2, x0 x1 , x0 x2 ]

Coeficientes da nova cúbica.

> mu_1:=si(evalm(ssubs(rel2,row(M2,6))/id(exc2)));

mu 1 := [0, 0, 0, 0, 0, −1, −e1, −e1 b1 − 2 e2, −c2 + e3]

> mu:=si(liste(mu_1));print(denom(%));

µ := [0, 0, 0, 0, 0, −1, −e1, −e1 b1 − 2 e2, −c2 + e3]

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

> M2:=subs(rel2,eval(M2)):

Adição da nova cúbica.
> eqx2:=[op(eqx2),x2^2*x0

> +e[1]*x1^3+(e[1]*b[1]+2*e[2])*x2*x1^2+(c[2]-e[3])*x1*x2^2];

eqx2 := [x0 2 + x0 b3 x2 + x0 x2 e3 b1 − 1

4
c2

2 x1 2 + x1 2 c2 e2 b1 − x1 2 e2
2 b1

2 + x1 2 e1 b1 b3

+
1

2
x1 2 e1 b1

2 c2 − x1 2 e1 b1
3 e2 +

1

2
x1 x2 c2 b3 + x1 x2 b3 e2 b1 − 1

2
x1 x2 e3 b1 c2

+ x1 x2 e3 b1
2 e2 +

1

2
x1 x2 c2

2 b1 − x1 x2 c2 b1
2 e2,

x0 x1 + b1 x0 x2 − 1

2
c2 x1 2 + x1 2 e2 b1 + b3 x1 x2 ,−b1

2 x1 x2 e1 − b1 x2 2 c2

− 1

2
x1 x2 c2 − x1 x2 e2 b1 + b3 x2 2 + x2 2 e3 b1 + x0 x2 − e1 b1 x1 2,

x2 2 x0 + e1 x1 3 + (e1 b1 + 2 e2) x2 x1 2 + (c2 − e3) x1 x2 2]
> eqx2exc2:=fsubs(exc2,eqx2):see(%);



1, 1/4*(2*x0+x1*c[2])*(2*x0+2*b[3]*x2-x1*c[2])

2, 1/2*x1*(2*x0+2*b[3]*x2-x1*c[2])

3, 1/2*x2*(2*x0+2*b[3]*x2-x1*c[2])

4, x2^2*x0+e[1]*x1^3+2*e[2]*x2*x1^2+x1*x2^2*c[2]-x1*x2^2*e[3]

Cálculo do polinômio de Hilbert das cônicas e da nova cúbica.

> hilbertpoly(eqx2,tdeg(op(xx)),t);

3

> hilbertpoly(eqx2exc2,tdeg(op(xx)),t);

3

Inicio da Terceira explosão(Segundo mapa de multiplicação):

> L1:=seq(coefmon(k1[1],s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L1 := 1, 0, a1, −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1, 0, 0, 0, 0, 0

> L2:=seq(coefmon(k1[2],s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L2 := 0, 1, b1, b2, b3, 0, 0, 0, 0, 0

> L3:=seq(coefmon(k2[1],s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L3 := 0, 1, 0, 0, a1, 0, −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1, 0, 0

> L4:=seq(coefmon(k2[2],s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L4 := 0, 0, 0, 1, b1, 0, b2, b3, 0, 0

> L5:=seq(coefmon(k3[1],s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L5 := 0, 0, 1, 0, 0, a1, 0, −b2
2 + c1 b3 − c1 b2 b1, a1 b2 + c2 b3 − c2 b2 b1, 0

> L6:=seq(coefmon(k3[2],s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L6 := 0, 0, 0, 0, 1, b1, 0, b2, b3, 0

> k4:=expand((x0)*eqx1[3]);



k4 := −x0 b1 x1 x2 c1 − x0 b1 x2 2 c2 − x0 x1 x2 b2 + x2 2 x0 a1 + x2 x0 2 − x0 c1 x1 2

− x0 x1 x2 c2

> k5:=expand((x1)*eqx1[3]);

k5 := −b1 x1 2 x2 c1 − x1 b1 x2 2 c2 − x2 b2 x1 2 + x1 x2 2 a1 + x2 x0 x1 − c1 x1 3 − x1 2 x2 c2

> k6:=expand((x2)*eqx1[3]);

k6 := −b1 x1 x2 2 c1 − b1 x2 3 c2 − x1 x2 2 b2 + x2 3 a1 + x2 2 x0 − x2 c1 x1 2 − x1 x2 2 c2

Coleta dos coeficientes das cúbicas do segundo mapa de multiplicação.

> L7:=seq(coefmon(k4,s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L7 := 0, 0, 1, −c1, −c1 b1 − b2 − c2, a1 − b1 c2, 0, 0, 0, 0

> L8:=seq(coefmon(k5,s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L8 := 0, 0, 0, 0, 1, 0, −c1, −c1 b1 − b2 − c2, a1 − b1 c2, 0

> L9:=seq(coefmon(k6,s3f0[j]),j=1..nops(s3f0));

L9 := 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, −c1, −c1 b1 − b2 − c2, a1 − b1 c2

Cálculo da matriz que nos da a imagem de η restrito a X”.

> Mb:=matrix([[L1],[L2],[L3],[L4],[L5],[L6],[L7],[L8],[L9]]):

> Mbb:=subs(rel2,eval(Mb));

Mbb :=

26666666666666666664

1 0 %4 %6 %5 0 0 0 0 0

0 1 b1 %3 b3 0 0 0 0 0

0 1 0 0 %4 0 %6 %5 0 0

0 0 0 1 b1 0 %3 b3 0 0

0 0 1 0 0 %4 0 %6 %5 0

0 0 0 0 1 b1 0 %3 b3 0

0 0 1 −e1 b1 %2 %1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 −e1 b1 %2 %1 0

0 0 0 0 0 1 0 −e1 b1 %2 %1

37777777777777777775
%1 := b3 + e3 b1 − b1 c2

%2 := −e1 b1
2 − 1

2
c2 − e2 b1

%3 := −1

2
c2 + e2 b1

%4 := b3 + e3 b1

%5 := %4 %3 + c2 b3 − c2 %3 b1

%6 := −%32 + e1 b1 b3 − e1 b1
2 %3



> Mc:=gausselim(Mbb);

Mc :=[
1 , 0 , b3 + e3 b1 , −1

4
c2

2 + c2 e2 b1 − e2
2 b1

2 + e1 b1 b3 +
1
2

e1 b1
2 c2 − e1 b1

3 e2 ,

1
2

c2 b3 + b3 e2 b1 − 1
2

e3 b1 c2 + e3 b1
2 e2 +

1
2

b1 c2
2 − b1

2 c2 e2 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
]

[
0 , 1 , b1 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

]

[
0 , 0 , 1 , 0 , 0 , b3 + e3 b1 , 0 ,

−1
4

c2
2 + c2 e2 b1 − e2

2 b1
2 + e1 b1 b3 +

1
2

e1 b1
2 c2 − e1 b1

3 e2 ,

1
2

c2 b3 + b3 e2 b1 − 1
2

e3 b1 c2 + e3 b1
2 e2 +

1
2

b1 c2
2 − b1

2 c2 e2 , 0
]

[
0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −e1 b1 , −e1 b1

2 − 1
2

c2 − e2 b1 , b3 + e3 b1 − b1 c2

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −e1 b1 , −2 e1 b1

2 − 2 e2 b1 , −3
2

b1 c2 + e3 b1 − e1 b1
3 − e2 b1

2 ,

−b1 (−b3 − e3 b1 + b1 c2)
]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]
[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

Matriz linha ω múltipla do divisor excepcional β1.

> l6:=row(Mc,7);

l6 :=

[
0, 0, 0, 0, 0, 0, −e1 b1, −2 e1 b1

2 − 2 e2 b1, −3

2
b1 c2 + e3 b1 − e1 b1

3 − e2 b1
2,

−b1 (−b3 − e3 b1 + b1 c2)

]

> l6s:=convert(l6,set);

l6s := {0, −2 e1 b1
2 − 2 e2 b1, −3

2
b1 c2 + e3 b1 − e1 b1

3 − e2 b1
2, −b1 (−b3 − e3 b1 + b1 c2),

−e1 b1}



> fat1:=mdc(l6s);

fat1 := b1

> l6b:=simplify(evalm(l6/fat1));

l6b :=

[
0, 0, 0, 0, 0, 0, −e1, −2 e1 b1 − 2 e2, −3

2
c2 + e3 − e1 b1

2 − e2 b1, b3 + e3 b1 − b1 c2

]

> v1:=seq((l6b[j]),j=1..10);

v1 := 0, 0, 0, 0, 0, 0, −e1, −2 e1 b1 − 2 e2, −3

2
c2 + e3 − e1 b1

2 − e2 b1, b3 + e3 b1 − b1 c2

> M6:=stackmatrix(Mbb,[v1]):

> M6b:=gausselim(M6);

M6b :=�
1 , 0 , b3 + e3 b1 , −1

4
c22 + c2 e2 b1 − e2

2 b1
2 + e1 b1 b3 +

1

2
e1 b1

2 c2 − e1 b1
3 e2 ,

1

2
c2 b3 + b3 e2 b1 − 1

2
e3 b1 c2 + e3 b1

2 e2 +
1

2
b1 c22 − b1

2 c2 e2 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

�
�
0 , 1 , b1 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

�
�
0 , 0 , 1 , 0 , 0 , b3 + e3 b1 , 0 ,

−1

4
c22 + c2 e2 b1 − e2

2 b1
2 + e1 b1 b3 +

1

2
e1 b1

2 c2 − e1 b1
3 e2 ,

1

2
c2 b3 + b3 e2 b1 − 1

2
e3 b1 c2 + e3 b1

2 e2 +
1

2
b1 c22 − b1

2 c2 e2 , 0

�
�
0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0

�
�
0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0

�
�
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −e1 b1 , −e1 b1

2 − 1

2
c2 − e2 b1 , b3 + e3 b1 − b1 c2

�
�
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −e1 , −2 e1 b1 − 2 e2 , −3

2
c2 + e3 − e1 b1

2 − e2 b1 ,

b3 + e3 b1 − b1 c2

�
[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

> M4:=rows_no_pivo(M6b);

‘FINDING ROWS NO PIVO IN‘, M6b

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}



M4 := [{7, 8, 9, 10}, {[5, 5], [3, 3], [2, 2], [1, 1], [6, 6], [4, 4]},[
1 , 0 , b3 + e3 b1 , −1

4
c2

2 + c2 e2 b1 − e2
2 b1

2 + e1 b1 b3 +
1

2
e1 b1

2 c2 − e1 b1
3 e2 ,

1

2
c2 b3 + b3 e2 b1 − 1

2
e3 b1 c2 + e3 b1

2 e2 +
1

2
b1 c2

2 − b1
2 c2 e2 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

]

[
0 , 1 , b1 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

]

[
0 , 0 , 1 , 0 , 0 , b3 + e3 b1 , 0 ,

−1

4
c2

2 + c2 e2 b1 − e2
2 b1

2 + e1 b1 b3 +
1

2
e1 b1

2 c2 − e1 b1
3 e2 ,

1

2
c2 b3 + b3 e2 b1 − 1

2
e3 b1 c2 + e3 b1

2 e2 +
1

2
b1 c2

2 − b1
2 c2 e2 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −e1 b1 , −e1 b1

2 − 1

2
c2 − e2 b1 , b3 + e3 b1 − b1 c2

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −e1 , −2 e1 b1 − 2 e2 , −3

2
c2 + e3 − e1 b1

2 − e2 b1 ,

b3 + e3 b1 − b1 c2

]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]]
> rows_no_pivo_mu2:=M4[1];

rows no pivo mu2 := {7, 8, 9, 10}
> pivos_mu1:=M4[2];

pivos mu1 := {[5, 5], [3, 3], [2, 2], [1, 1], [6, 6], [4, 4]}
> print(nops(%));
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> M4:=M4[3];

M4 :=[
1 , 0 , b3 + e3 b1 , −1

4
c2

2 + c2 e2 b1 − e2
2 b1

2 + e1 b1 b3 +
1

2
e1 b1

2 c2 − e1 b1
3 e2 ,

1

2
c2 b3 + b3 e2 b1 − 1

2
e3 b1 c2 + e3 b1

2 e2 +
1

2
b1 c2

2 − b1
2 c2 e2 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

]

[
0 , 1 , b1 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

]

[
0 , 0 , 1 , 0 , 0 , b3 + e3 b1 , 0 ,

−1

4
c2

2 + c2 e2 b1 − e2
2 b1

2 + e1 b1 b3 +
1

2
e1 b1

2 c2 − e1 b1
3 e2 ,

1

2
c2 b3 + b3 e2 b1 − 1

2
e3 b1 c2 + e3 b1

2 e2 +
1

2
b1 c2

2 − b1
2 c2 e2 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , −1

2
c2 + e2 b1 , b3 , 0

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −e1 b1 , −e1 b1

2 − 1

2
c2 − e2 b1 , b3 + e3 b1 − b1 c2

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −e1 , −2 e1 b1 − 2 e2 , −3

2
c2 + e3 − e1 b1

2 − e2 b1 ,

b3 + e3 b1 − b1 c2

]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

Determinação das equações locais do terceiro centro de explosão Y”.
> p:=eqs(M4,[7],vars2):

> rows_mu_3:=p[1];pos_mu_3:=p[2];eqsmu_3:=p[3]:eqsmu_3_1:=p[4]:

4*(‘found ‘.‘ equations‘)

rows mu 3 := {7}
pos mu 3 := [[7, 7], [7, 8], [7, 9], [7, 10]]



> Y3_3:=sol(eqsmu_3,eqsmu_3_1);

Y3 3 := [e1 = 0, e2 = 0, c2 =
2

3
e3, b3 = −1

3
e3 b1]

Determinação da imagem rećıproca do ponto P, determinado na primeira explosão.

> ponto3:=ssubs(Y3_3,ponto2);

ponto3 := [x0 = −1

3
x2 e3 b1, x1 = −b1 x2 ]

Confirmação de que o posto cai na subvariedade Y”de X”.

> sset(subs(Y3_3,row(M4,7)));

{0}
> eqxY3_3:=numer(fsubs(Y3_3,eqx2)):see(%);

1, (3*x0-x1*e[3])*(3*x0+2*x2*e[3]*b[1]+x1*e[3])

2, (x1+b[1]*x2)*(3*x0-x1*e[3])

3, x2*(3*x0-x1*e[3])

4, x2^2*(3*x0-x1*e[3])

Componente fixa (reta que passa pelo ponto destacado)

> hY1_3:=mdc(%);eqxY1_30:=liste(%%/%);

hY1 3 := 3 x0 − x1 e3

eqxY1 30 := [3 x0 + 2 x2 e3 b1 + x1 e3, x1 + b1 x2 , x2 , x2 2]

O ponto determinado pelas retas residuais das duas primeiras cônicas P ′′.

> sol([3*x0+2*x2*e[3]*b[1]+x1*e[3], x1+b[1]*x2],xx);

[x0 = −1

3
x2 e3 b1, x1 = −b1 x2 ]

> ponto3;

[x0 = −1

3
x2 e3 b1, x1 = −b1 x2 ]



Determinação do ideal da subvariedade Y”, das relações da terceira explosão e das

variáveis envolvidas.
> p:=relexcn(id(Y3_3),eqsmu_3_1,f,1):

> rel3:=p[1];eqsmu:=p[2]:eqsmu_1:=p[3];

rel3 := [e2 = f1 e1, c2 =
2

3
e3 + f2 e1, b3 = −1

3
e3 b1 + f3 e1]

eqsmu 1 := [e1, e2, c2, b3]
> vars3:=[op(omit(vars2,[seq(lhs(rel3[i]),

> i=1..nops(rel3))])), seq(f[i],i=1..nops(rel3))];

> exc3:=eqsmu_1[1]=solve(eqsmu[1],eqsmu_1[1]);

vars3 := [b1, e1, e3, f1, f2, f3]

exc3 := e1 = 0

Equação local do divisor excepcional da terceira explosão.

> eqsmu[1];

e1

> eqx3:=ssubs(rel3,eqx2);print(origin(vars3,eqx3));

eqx3 := [x0 2 +
1

3
x1 x2 e3 f3 e1 − 2

9
x1 x2 e3

2 b1 − x1 2 f1
2 e1

2 b1
2 + x0 x2 f3 e1 − 1

3
x1 2 e3 f2 e1

+ e1
2 b1 x1 2 f3 +

1

2
x1 2 e1

2 b1
2 f2 − 1

9
e3

2 x1 2 − 1

4
x1 2 f2

2 e1
2 − x1 2 e1

2 b1
3 f1

+
1

2
x1 x2 f2 e1

2 f3 + x1 x2 f1 e1
2 b1 f3 +

1

2
x1 b1 x2 f2

2 e1
2 − x1 x2 b1

2 f1 e1
2 f2

+ x1 2 f1 e1
2 b1 f2 +

2

3
x1 2 f1 e1 b1 e3 +

2

3
x0 x2 e3 b1,

x0 x1 + b1 x0 x2 − 1

3
e3 x1 2 − 1

2
x1 2 f2 e1 + x1 2 f1 e1 b1 − 1

3
e3 b1 x1 x2 + x1 x2 f3 e1,

−b1
2 x1 x2 e1 − b1 x2 2 f2 e1 − 1

3
x1 x2 e3 − 1

2
x1 x2 f2 e1 − x1 x2 f1 e1 b1 + x2 2 f3 e1

+ x0 x2 − e1 b1 x1 2,

x2 2 x0 + e1 x1 3 + x2 x1 2 e1 b1 + 2 x2 x1 2 f1 e1 − 1

3
x1 x2 2 e3 + x1 x2 2 f2 e1]

[x0 2, x0 x1 , x0 x2 , x2 2 x0 ]

> mu_3:=subs(rel3,eval(M4));rowdim(M4);



mu 3 :=[
1 , 0 ,

2

3
e3 b1 + f3 e1 ,

−1

4
%12 + %1 f1 e1 b1 − f1

2 e1
2 b1

2 + e1 b1 %3 +
1

2
e1 b1

2 %1− e1
2 b1

3 f1 ,

1

2
%1 %3 + %3 f1 e1 b1 − 1

2
e3 b1 %1 + e3 b1

2 f1 e1 +
1

2
b1 %12 − b1

2 %1 f1 e1 , 0 , 0 ,

0 , 0 , 0

]

[0 , 1 , b1 , %4 , %3 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0][
0 , 0 , 1 , 0 , 0 ,

2

3
e3 b1 + f3 e1 , 0 ,

−1

4
%12 + %1 f1 e1 b1 − f1

2 e1
2 b1

2 + e1 b1 %3 +
1

2
e1 b1

2 %1− e1
2 b1

3 f1 ,

1

2
%1 %3 + %3 f1 e1 b1 − 1

2
e3 b1 %1 + e3 b1

2 f1 e1 +
1

2
b1 %12 − b1

2 %1 f1 e1 , 0

]

[0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , %4 , %3 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 1 , b1 , 0 , %4 , %3 , 0][
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , −e1 b1 , −e1 b1

2 − 1

3
e3 − 1

2
f2 e1 −%2 ,

2

3
e3 b1 + f3 e1 − b1 %1

]

[
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −e1 , −2 e1 b1 − 2 f1 e1 , −3

2
f2 e1 − e1 b1

2 −%2 ,

2

3
e3 b1 + f3 e1 − b1 %1

]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]

%1 :=
2

3
e3 + f2 e1

%2 := f1 e1 b1

%3 := −1

3
e3 b1 + f3 e1

%4 := −1

3
e3 − 1

2
f2 e1 + %2

10



Determinação da segunda cúbica.

> mu:=si(liste(row(mu_3,7)/eqsmu[1])):print(denom(%));

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1]

Adição da segunda cúbica.

> eqx3:=[op(eqx3),sum(’mu[j]*s3f0[j]’,’j’=1..nops(s3f0))];

eqx3 := [x0 2 +
1

3
x1 x2 e3 f3 e1 − 2

9
x1 x2 e3

2 b1 − x1 2 f1
2 e1

2 b1
2 + x0 x2 f3 e1 − 1

3
x1 2 e3 f2 e1

+ e1
2 b1 x1 2 f3 +

1

2
x1 2 e1

2 b1
2 f2 − 1

9
e3

2 x1 2 − 1

4
x1 2 f2

2 e1
2 − x1 2 e1

2 b1
3 f1

+
1

2
x1 x2 f2 e1

2 f3 + x1 x2 f1 e1
2 b1 f3 +

1

2
x1 b1 x2 f2

2 e1
2 − x1 x2 b1

2 f1 e1
2 f2

+ x1 2 f1 e1
2 b1 f2 +

2

3
x1 2 f1 e1 b1 e3 +

2

3
x0 x2 e3 b1,

x0 x1 + b1 x0 x2 − 1

3
e3 x1 2 − 1

2
x1 2 f2 e1 + x1 2 f1 e1 b1 − 1

3
e3 b1 x1 x2 + x1 x2 f3 e1,

−b1
2 x1 x2 e1 − b1 x2 2 f2 e1 − 1

3
x1 x2 e3 − 1

2
x1 x2 f2 e1 − x1 x2 f1 e1 b1 + x2 2 f3 e1

+ x0 x2 − e1 b1 x1 2,

x2 2 x0 + e1 x1 3 + x2 x1 2 e1 b1 + 2 x2 x1 2 f1 e1 − 1

3
x1 x2 2 e3 + x1 x2 2 f2 e1,

−x1 3 + (−2 b1 − 2 f1) x2 x1 2 + (−3

2
f2 − b1

2 − f1 b1) x1 x2 2 + (f3 − b1 f2) x2 3]

> exc3;

e1 = 0

> eqx3exc3:=subs(exc3,eqx3);

eqx3exc3 := [x0 2 +
2

3
x0 x2 e3 b1 − 1

9
e3

2 x1 2 − 2

9
x1 x2 e3

2 b1,

x0 x1 + b1 x0 x2 − 1

3
e3 x1 2 − 1

3
e3 b1 x1 x2 , −1

3
x1 x2 e3 + x0 x2 , x2 2 x0 − 1

3
x1 x2 2 e3,

−x1 3 + (−2 b1 − 2 f1) x2 x1 2 + (−3

2
f2 − b1

2 − f1 b1) x1 x2 2 + (f3 − b1 f2) x2 3]

> hilbertpoly(eqx3exc3,tdeg(op(xx)),t);

3



> see(factor(eqx3exc3));

1, 1/9*(3*x0-x1*e[3])*(3*x0+2*x2*e[3]*b[1]+x1*e[3])

2, 1/3*(x1+b[1]*x2)*(3*x0-x1*e[3])

3, 1/3*x2*(3*x0-x1*e[3])

4, 1/3*x2^2*(3*x0-x1*e[3])

5,

-x1^3-2*x2*x1^2*b[1]-2*x2*x1^2*f[1]-3/2*x1*x2^2*f[2]-x1*x2^2*b[1]^2-x1

*x2^2*f[1]*b[1]+x2^3*f[3]-x2^3*b[1]*f[2]

> origin(vars3,eqx3exc3);

[x0 2, x0 x1 , x0 x2 , x2 2 x0 , −x1 3]

Observação A.1. Para a realização desses procedimentos utilizamos o programa

jprosjr6.txt, desenvolvido por Israel Vaisencher, dispońıvel em http//:www.dmat.ufpe.br/ is-

rael/twcbis.txt.
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[2] Avritzer, D. Introdução à Geometria Enumerativa: Algumas Propriedades

Geométricas das Grassmannianas, 11a Escola de Álgebra, São Paulo, 1990.
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