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RESUMO

O objetivo deste trabalho é construir uma familia plana em que cada
elemento da familia seja uma quadrupla de pontos no plano. Para isto,
construimos uma sequéncia explicita de duas explosoes a partir da Grass-
maniana de feixes de conicas, que denotamos por X = G(2,5;). Desde que
Bézout nos garante que duas coOnicas sem componentes em comum deter-
minam uma quadrupla de pontos em P? podemos definir o mapa racional
v X — Hilb'P? (veja teorema 3.2.5), cujo luga de indeterminagao é
Y ={[q1,q2) € X | mdec(qr,q2) # 1}. Com o objetivo de estender este mapa,
realizamos a primeira explosao, obtendo um mapa racional
7 : X' = BlyX--- — Hilb*P? cujo lugar de indeterminacao é Y! =
{z' € X' | o0 subespago determinado por z! em grau 4 ¢ [S3}. Finalmente re-
alizamos a tltima explosdao, X? = BLy1 X!, e obtemos um morfismo sobre-
jetivo o : X? — Hilb*P? que estende 7, e que ¢ deixa de ser injetivo ao
longo das quadruplas de pontos alinhadas.



ABSTRACT

The aim of this work is to construct a plane family whose fibers will
correspond to a quadruple of points in the plane. For this, we construct
an explicit sequence of two blow-ups beginning from the Grassmannian va-
riety of 2-planes in S;. We note that Bézout’s Theorem says that two
plane conics without common components will intersect each other in at
a most four points counted with mulyipicities. Thus we can define the ra-
tional map v : X --- — Hilb'P? (see theorem 3.2.5), whose indetermi-
nation locus corresponds to Y = {[q1,q] € X | mdc(qi,q2) #1}. If we
make the first blow-up, we can extend the map =, but this new map does
not set a morphism. In fact, we obtain another rational map 7 : X! =
Bly X --- — Hilb*P? whose indertermination locus is the variety Y'! =
{z' € X' | 1S; is the subspace determined by x' in 4th degree}. Finally we
make the second blow-up, X? = BLy1 X!, and we are able to define a sur-
jective morphism o : X? — Hilb*P? which extends ~, and we verify that o
is a non injective morphism alon the aligned quadruplets of points.



0.1 Notacoes Preliminares

R = Clxg, - - -, z,) denota o anel dos polinémios a coeficientes em C na
variaveis xo, -, 2, € Rg = {p € R| p é homogéneo de grau d}.

Vamos trabalhar sobre o corpo C dos niimeros Complexos.

S = Clzg, 71, x2] denota o anel dos polindémios a coeficientes complexos
nas variaveis xg, r1, To.

Sy denota o espago vetorial dos polinomios homogéneos de grau d nas

2+d) _([d+1)(d+2)
d 2

variaveis xg, 1, s cuja dimensao é (

G(k, Sq) denota a Grassmaniana de subsespagos de dimensao k de Sy.
Considere a sequéncia Tautologica
0— 55 I Fd|G(k,Sd) — 5_5 — 0

onde £% é o fibrado vetorial (chamado Tautoldégico) cuja fibra sobre
me Gk, Sq) é &) ={n} x.

Falc(r,s,) denota o fibrado vetorial trivial sobre G(k, Sq) cuja fibra é
Sq. Em geral Fy|y denota o fibrado vetorial trivial sobre a variedade
V' cuja fibra é Sy.

X ¢ o fibrado vetorial cuja fibra sobre © € G(k, Sy) 6 Z’jﬁ =7 x 21,
Sejam mi,my € S1 tais que [ma] # [mo] € P(S1) entdo Sy, . denota
o subespaco formado pelos polindmios homogéneos de grau d que se

anulam no ponto determinado pela intersecao das retas V(my) e V(ma).

Uy, denota o aberto de P?2"  definido pelo conjunto
Uil = {0 + w11 + woxs] | wi, ws € C}. Da mesma forma podemos
definir U[,,) para i = 1,2.

U, denota o aberto de P? definido pelo conjunto Us = {[ug : uy : 1] |
ug, u; € C}. Da mesma forma podemos definir U; para i = 0, 1.

Seja X = G(2,52). Note que V. 7 € X, temos que: 7 = [qi, g2] onde
Q=Y aippririah e g = 3 bypairial com i + j 4+ k = 2. Podemos
assim associar a seguinte matriz ao ponto T,

| @200 @110 @io1 @020 Ao11  @oo2
M, = .
baoo  biio bior bo2o  boir  booz



Entao U; ; = {m € X | o menor 4, j de M, é ndo nulo} com i < j,i,j €
{1,---,6} determina uma cobertura aberta de X. Analogamente seja
m € G(k,Sy). Note que Vr € G(k, Sy), temos que ™ = [qq, - - - , qx] onde
G =3 W jojr TR 2l com jo + ji + ja = d. Podemos assim associar
a seguinte matriz ao ponto 7:

aldOO PR PR PR DY alOOd
M, =| ™ ,
brdoo -cc ccc o+ e+ brood
Entao
U ..., = {meG(k,S4)| o menor determinado pelas colunas
i1,19, -+ i da matriz M, é ndo nulo}
com iy, ig, -+ ik, 1o € {1,---,N} onde N = dimS,, dtermina uma

cobertura aberta de G(k, Sy).



INTRODUCAO

A abordagem classica do Esugema de Hilbert foi primeiro introduzido
por A. Gothendrieck por volta de 1961, (veja [16]). Apds essa revolugao,
muitos matematicos voltaram sua atencao para o esquema de Hilbert. R.
Hartshorne em 1966 provou que Hilb?P™ é conexo (veja [170]). J4 J. Forgaty
em 1968 conjecturou que HilbP" é uma variedade reduzida e irredutivel. De
fato, para d > 2 e n = 2, Forgaty provou que Hilb?P? é liso, irredutivel de
dimensao 2d, veja ([10]). Em geral temos o seguinte resultado: Hilb‘P" é
irredutivel se tem dimensao dn (consulte [18]). Em 1987, I. Vainsencher e D.
Avritzer mostraram que Hilb*P™ mergulha na Grassmaniana G(N — d, Sy)
onde N = dimSg, em partiuclar Hilb'P? — G(11,Sy), (veja [11]). Seja
Hilb*P? o esquema de Hilbert que parametriza subesquemas fechados P? de
grau 4 e dimensao zero, ou seja, quadruplas de pontos no plano. O objetivo
desta dissertacao é a construcao de uma sequéncia de explosoes explicita a
partir de X, chamada variedade base, ao longo de Y onde X = G(2,5;) é
a Grassmaniana de feixes de conicas e Y = {[q1, ¢2] | mde(qu, g2) # 1} de tal
maneira que a partir da ultima explosao podemos definir um mapa sobrejetivo
para Hilb*P?. De fato, o morfismo restrito a £? ndo é um mapa injetivo.
Veja fig. 3.12 do capitulo 3 pag 73.

E importante destacar que as mesmas técnicas utilizadas neste tra-
balho foram usadas para estudar familias de curvas canonicas em P3, veja
[19]. E também podem ser utilizadas para estudar problemas em aberto, tais
como determinar uma compactificacao das quadruplas de pontos em P3, etc.
A importancia da construcao de compactificacao explicita se remota ao fato
de que estes espacos de parametros podem ser utilizados para resolver alguns
problemas enumerativos.

No capitulo 1 nos remetemos ao estudo das érbitas de X e Y sob a agao
de PGL(3). Também neste capitulo sao determinadas as érbitas fechadas da
subvariedade X C X x G(6,53), (confira a definicdo de X’ na secao 1.3) a
qual resultard se isomorfa a X' = Bly X.

No capitulo 2 sao citados alguns resultados gerais sobre esquemas de



Hilbert de d pontos no plano. Dentre estes resultados ¢ importante destacar
que um deles nos permite afirmar que Hilb*P? mergulha na Grassmaniana
G(N — d,Sy), veja referéncia [11]. Ainda no capitulo 2 sdo apresentados
vérios lemas nos quais a partir de ¢; e ¢o € Sy tais que [q1,¢2] € Y s@o
associados ideiais I O (g1, q2) para os quais analisamos o tipo de geradores
em grau 3 e 4 que devemos anexar para que o ideal I determine um ponto
de Hilb*P%

O capitulo 3 é dedicado a construcao da sequéncia de duas explosoes
necessarias para obtermos uma variedade X? o qual define um mapa sobre-
jetivo para Hilb‘P2.

As definicoes e resultados basicos para fazer uma leitura adequada dos
capitulos desta dissertacao sao apresentados nos apéndices A e B.

Também achamos interessante colocar no apéndice C os calculos que
foram feitos usando o pacote de computacdo MAPLE para obtermos local-
mente a sequéencia de explosoes procurada.



Capitulo 1

Determinacao de Orbitas
Fechadas em G(2,.99).

As referéncias bésicas para este capitulo sao [3] e [8].

1.1 Determinacgio das Orbitas de G(2, S)

Seja Y a subvariedade de X = G(2,95;) formada pelos subespagos
T = [q1,¢q) € X tais que g1, ¢ admitem uma componente em comum, ou
seja, mdc(qy, q2) # 1. Assim

Y ={[lmy,lmso] € X| I,mq,me € 51} (1.1)

Logo, podemos representar Y por:

Considere também a subvariedade Z C X definida da seguinte forma:

Z ={[>,lm] € X| I,m € S}. (1.2)

Observe que podemos representar Z por:

8



LY Y

1.2 Descricao de Y: o primeiro centro de ex-
plosao

1.2.1 Determinacao das 6rbitas de Y.

1.2.1 Lema. Considere X, Y e Z conforme as definicoes em 1.1 e 1.2.
Entao:

1. Y é PGL(3) invariante.
2. y
i: P2xP¥ — X
([W], ) — [, o]
onde {[v]} = V(my) NV (ms). E um mergulho sobre Y.

3. Y —Z =0, onde m = [zo21, ToT2].

4. Seja I' = {[I],[v] € P¥'|I(v) = 0}. Entdo j : I' — X definido por
7([v],[1]) = [I?,1m] onde {[v]} = V() NV (m) é um mergulho sobre Z.

5. Z = Oy, onde 7y = [13, o11].
Demonstragao.

1. A seguir verificaremos a primeira afirmacao deste lema. Seja m € Y e
A € PGL(3). Assim 7 = [Imy,lms], logo A-m =[A-(Imy), A-(Ims)] €
Y. De fato, pois A-(Imy) = (A-1)(A-my) e A-(Imy) = (A-1)(A-my).
Segue que mdc(A - ) # 1. Portanto, Y é PGL(3) invariante.

9



2. Primeiramente note que:

e i estd bem definida.
Suponha que ([v], [I]) = ([v1], [l1]). Entao | = aly

com « € C—{0}. Ja que [v] = [v1] entdo temos que {[v]} =
V(my,mse) = {[v1]} = V(n1,n2). Logo, (my,ms) = (ny,nz). De
onde concluimos que [mq, my] = [n1, ny]. Assim temos que:
W[, 1) = [lma, imy]

= [allml,allmg]

= [limy, lymy)]

= [ll (am + bn2>, ll (cm + d’)”LQ)]

= [lin1, lins])

e | ¢ injetora.

Vamos mostrar que se i([v], [I]) = i([v1], [l1]) entdo [v] = [v1] e [I] =

[l1]. De fato, se [lmq,Ilms] = [liny,ling] com my(v) = ma(v) =
ni(vy) = na(v1) =0 e my,my sdo LI e ng,ny também. Dai,
temos

Imy = adyng + Bling = li(any + fBng) ()

Assim, obtemos que 1|l ou l1|my. Se, lj|lentdaol = ayl; com
C — {0}, logo [I] = [l;]. Agora, susbtituindo em (%) temos que
my1 = any + bny. Da mesma forma temos que msy = ajng + bino.
Logo, (m1,ma) = (ni,n2) e ma(vi) = ma(v1) = 0, isto &,
m1, my se anulam também em v;. Seja {up,us, w} uma base de
C3 tal que u} =m; e u} = msy. Note que v = au; + SBus + yw.
Por outra parte, mi(v) = 0 = a,ms(v) = 0 = (. Portanto,
v = ~yw. Analogamente, concluimos que v; = y;w. Portanto,
[v] = [v1]. Se li|my entdo my = Fily com B; € C — {0}. Entao
temos que | = ajny + byng. Como [lmy, Ims] = [l1ny, lins] temos
que lmy = cling + dling = (cny + dng)ly = (c1nq + ding)my. J&
que my e my sao LI temos que [ = ymy. De onde, segue-se que
[ = v04ly, ou seja, [I] = [l1]. voltando assim ao caso anterior.

e aimagem de: é Y.
Da definigao de i segue-se que Im(i) € Y. Vamos mostrar que

Y Ci. De fato, seja [q1,q2] € Y entao mde(qr,q2) # 1. Logo,
existe [ € S7 nao nula, tal que ¢; = Im; comm; € S, i =1,2 LI.

10



V(my,my) e [I] € P2 Dali,

Considere [v] € P? tal que {[v]} =
€ Im(7).

temos que i([v], [I]) = [lmy, Ims]
¢ ¢ um mergulho.

Agora, vamos mostrar que ¢ é um mergulho sobre Y. Para isto,
vamos verificar que o diferencial de i, a saber, di é injetivo, para
isto nos remeteremos a uma representagao local de ¢ (em torno de
um representante da 6rbita fechada de P2 x P2 conforme lema
5.3.1). Sejam U = Us X Uy, um aberto de P? x P2 e U5 um
aberto de X. Eseja ¢: U — U, definida por:

o([ug = uy = 1], [wo + w1 + wazs]) = (1, g2
onde
@1 = (T + w11 + Wwars) (To — UpT2)
e

¢ = (o + w11 + Wake)(T1 — Uy Ta).

A seguir verificaremos que [g1, ¢2] € Uy 2. De fato, note:
q1 = x% + wixpx1 + (wg — uo)xon — Wi UL 1Ly — wguox%
(o = Tox1 — U1 XX + wlx% + (w2 — wlul)xlxg — wgulxg
Portanto:

M 1w —ugt+wy O — WU —Wylg
[a1.22] 0 1 —uy Wy —wil + Wy —Wally

Fazendo operacoes sobre as linhas obtemos:

[ 1 0 wiu —ug+ ws —wf w%ul — W Wy — WUy WiWalU, — Wally ]

0 1 —Uy wq —wiuy + Wy —Wal

Logo ™ = [ql, QQ] € Z/{LQ.
Considere as seguintes cartas para P?° e P? respectivamente:

Cl . (C2 — Z/{[wo]
(wy,wy) — [To+ wimy + woxs)

(&

Cy,: C — U
(w0, u1) = [ug :ur;1]

11



Analogamente, seja D, : C3 — U, 2 a carta de X definida por:
Di(ay, ...,as) = [q1, g2] onde q; = x3+a120Ty+asx? +a3z1 0+ as7)
e g = ToT1 + azToTs + AgTT + a7T1Ty + AgT3.

Considere o diagrama comutativo:

U= Z/[Q X Z/{[xo} 4@>U172 (13)
CIIXCQIl lDll
C? xC? C8

Segue-se que dp((o:0:1),[zo]) € injetiva se e somente se di(g,0,0,0) for
injetivo. Note que
v C?PxC? — CB

é dado por: Y(wi,ws, ug,u1) = (we + wiuy — ug, —wi, wiuy —
W1We — WUy, W1WaU1 — WUy, — U7, W1, —W1UY + Wy, —wgul). Para
de fato mostrar que di((o,0,0,0) € injetivo, basta verificar que o
posto da matriz Jacobiana é igual a 4, e de fato pela obsevagao
5.4.2, verifica-se que a matriz Jacobiana de 1 é dada por:

Ul 1 —]_ wl
—2wn 0 0 0
2y Uy — Uy — Wo —w; —w;  w}
jaC(@ZJ) _ w20u1 wlulo— Uo —(1)1)2 wilfg
1 0 0 0
—U1 1 0 —Wq
| 0 —Up 0 — W2 ]

Assim, temos em torno do ponto ([0 : 0 : 1], [z0]) que w; = wq =
up = u; = 0. Logo,

o O O O

[d¢(0,0,0,0)] -

SO OO o oo
O R O O O oo
O OO OO OO
|
—_

o O O
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Segue que o posto da matriz jacobiana de ¢ é igual a 4. Portanto
di(0,0,0,0) € injetora. Portanto ¢ ¢ um mergulho.

3. A continuagao provaremos a afirmagao 3.

Note que Y — Z = {7 = [lmy,lms] € Y | I,m1,me é LI } . Queremos
verificar que Y — Z = O,,.

oY —Z C O. Sejam = [lmy,lmy] € Y —Z entao existe A €
PGL(3) tal que A-m; = 7. E suficiente escolher A tal que A-z¢ =
[,A-21 =my, A 29 =msy. Logo, m € Op,.

e O, CY—Z Sejame O, entao m = A-m para algum A €
PGL(3). Logo, m = [(A-x0)(A-x1), (A -2z0)(A-22)] €Y — Z.

4. A seguir verificaremos a quarta afirmacao do lema. Primeiramente note
que:

e j esta bem definida.
Suponha que ([v], [I]) = ([v1], [l1]). Entao | = aly

com « € C—{0}. J& que [v] = [v1] entao temos que {[v]} =
V(l,m) = {[n]} = V(l1,n). Logo, (I,m) = (l1,n) = [[,m] =
[l1,n]. Assim temos que i([v],[l]) = [I?,Im] = [a?3, alym] =

[l%, llm] = [l%, ll(all + bn)] = [l%, lﬂ’L])

e j ¢ injetora.
Vamos mostrar que se j([v], [[]) = j([v1], [l1]) entao [v] = [v1] e [I] =
[l1]. De fato, se [I2,im] = [I2,lyn] com [(v) = m(v) = l1(vy) =
n(vy) =0 e I,m sao LI e [l;,n também. Dai, temos que:

2 =al? + Blyn = l1(aly + fn) (%)

Assim, obtemos que [;|l. Dai l = ayl; com a; € C — {0} entao
[[] = [l1]. Agora, susbtituindo em (%) temos que | = al; + bn.
Da mesma forma temos que m = a1ly + byn. Logo, (I,m) =
(I1,n) e l(v1) =m(v1) =0, isto é, [, m se anulam também em v;.
Seja {uy, u, w} uma base de C* tal que uj =1 e uy=m. Note
que v = auy + [Bug + yw. Por outra parte, I(v) =0 = a,m(v) =
0 = (§ entao v = yw. Analogamente, concluimos que v; = yw.
Portanto, [v] = [vq].

13



e aimagem de j é Z.
Da definicao de j segue-se que Im(j) € Z. Resta-nos verificar
que Z C Im(j). De fato, seja [q1,¢q] € Z. Entao, ¢4 = I* e
g2 = Ilm com I,m € S; LI. Considere [v] € P? tal que{[v]} =
V(I,m) e [l] € P*". Dai, temos que j([v], [l]) = [i,Im] € Im(j).
Portanto, j é sobrejetora.

e j é um mergulho.

Para demonstrar que 5 é um mergulho sobre Z, vamos verificar que
o diferencial de j, a saber, dj é injetivo, para isto nos remeteremos
a uma representacao local de j (em torno de um representante da
orbita fechada de I" conforme Lema 5.3.1). Sejald = (Us XUjz,)) NI
um aberto de I', entao temos que ug + wyiu; + we = 0. Assim,
wy = —ug — wiu;. Considere ¢ : U —— U;2 definida por

@([uo t ur o 1], [wo + wims — (uo + wiur)za]) = [q1, g2

onde
¢ = (zo+wizy — (uo + 1111$1)5152)2

e
¢ = (xo + w1y — (U + wi1x1)T2) (T — U L)

A seguir verificaremos que [g1, ¢2] € Uy 2. De fato, note que:

2 2 2 2 2
G = x5+2wi 071 —2(Up+ WUy ) ToTo+wi T —2w1 (Up+wr Uy )T T2+ (Ug+wiuy ) 5
e
_ 2 9 2
@2 = ToT1 — U1 ToT + w1 2T + (—Uo — 2wi Uy )T1 22 + g (U + Wy uy )5

Portanto:

M T 2w —2(up +wiwr) wi 2w (ug +wiug)  (uo + wiug)?
la1,a2] = 0 1 — U1 w1 —Ug — 27,61101 Uy ('LL() + wlul)

Fazendo operacoes sobre as linhas obtemos:

M 10 —2uy —wi 2wiuy ug — wiu
lq1,92] — 01 —u w;  —Ug — 2uWq u1(u0+wlul>

14



Logo m = [q1, 2] € Us 2.
Considere a seguinte carta de I':

Cl . (CS — U
(uwo, ur,wy) — ([ug:uy : 1], [xo + wiz1 — (up + wiuy)xs))

Analogamente, seja D; : C®* — Uj 5 a carta de X definida por:

Di(ay,...,ag) = [q1,q2) onde q; = 22 + a17ows + agx? + azTiT9 +
2

asTs5 €

@2 = ToT1 + A5ToTa + ATr + arr1Ty + agxs.

Considere o diagrama comutativo:

U——=U, (1.4)

Clli \LD11
p

C —C*

Segue-se que dp((o:0:1),[zo]) € injetiva se e somente se di g, for
injetivo. Note que

Y C3 — C8
é dado por:
w(UOa Uy, wl) = (_2u0a _w%7 Qw%ula Ug_w%U%> —Uy, Wy, _u0_2u1w17 Uy <U0+
wiuy)). Para de fato mostrar que dig,0) € injetivo, basta ver-
ificar que o posto da matriz Jacobiana ¢é igual a 3, para isto é
suficiente calcular em um representante da orbita fechada de T’

conforme Lema 5.3.1 e a observacao 5.4.2. Verifica-se que a ma-
triz Jacobiana de v é dada por:

—2 0 0

0 0 —2w1

0 2w% dwiuyg

2 —2w? —2 2

Jac()= | 70~ I
0 0 1

—1 —211)1 —2U1
| ur ug + 2wy u%

Segue que o posto da matriz jacobiana de v é igual a 3. Portanto,
d(1(0,0,0)) € injetora. Portanto, j é um mergulho.
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5. Finalmente verificaremos a quinta afirmacao.

Note que Z = {m =[I?,Im| €Y |l,m € S;}. Queremos verificar que
Z=0,,

o 7 C Oy Sejam =[?1m] € Z entao existe A € PGL(3) tal que
A - g = w. E suficiente escolher A tal que A-xzqg=10,A-x1 =m.
Logo, m € Oy,.

o O, CZ. Sejam e O, entao m = A-mp para algum A € PGL(3).
Logo, m = [(A - z9)?, (A z0)(A - z1)] € Z.

1.2.2 Corolario. Verifica-se que:

1. Y é uma variedade projetiva nao singular irredutivel de dimensao 4.
2. Z é uma variedade projetiva nao singular irredutivel de dimensao 3.

3. Y — Z é uma orbita aberta de X de dimensao 4.

Demonstragao.

1. Vamos agora demonstrar a primeira afirmagcao, ou seja, que Y é uma
variedade projetiva nao singular irredutivel de dimensao 4. De fato,
da Definicao 4.5.2 temos que produto de variedades projetivas é uma
variedade projetiva. Como existe um ismorfismo de ¢ na sua imagem Y,
entao temos que Y é uma variedade projetiva irredutivel de dimensao
4 e é nio singular segue do isomorfismo, pois P2 x P2 é nio singular.

2. A seguir verificaremos a segunda afirmagao, isto é, que Z é uma va-
riedade projetiva nao singular irredutivel de dimensao 3. Para isto,
vamos mostrar que I' é uma variedade de dimensao 3. De fato, con-
sidere py : I' — P? a projecao na segunda coordenada. Note que p, é
sobrejetora. Com efeito, considere [v] = [ag : a1 : as] € P?. Suponha
que ag # 0, entao podemos considerar v = (1, by, by) € C3. Assim,

py () = {([ll, ) €T | i(v) =0}
= {([I],[v]) €T | Ao+ Asby + Asby = 0} onde
[l = AOZEO + AlfL‘l + AQZL‘Q € Sl.
= P(V) x {[v]} onde
V= {l € Sl ‘ = Al(l’l — bll'o) + AQ([EQ — bgl’o)} = (C2
PL.

I

16



Portanto, temos verificado que ps é sobrejetiva e que a dimensao das
fibras de py é constante e igual a 1. Do teorema da dimensao da fibra
temos que:

dimI' = dimP? + dimp; ' ([v]) =2+ 1 = 3.

Como existe um isomorfismo de j na sua imagem Z conforme Lema
1.2.1, temos que a dimensao de Z é igual a 3. Agora que Z é nao
singular decorre da Proposicao 5.4.3.

3. A continuacao provaremos a afirmacao trés, ou seja, Y — Z é uma Orbita
aberta de Y de dimensao 4. De fato, como Z é uma Orbita fechada,

logo temos que Y — Z é aberta, dai pela Observacao 4.3.11, temos que
dim(Y — Z) = dimY = 4.

1.2.2 Descrigao das orbitas dos pontos m € X que repre-

sentam quadruplas de pontos.

Seja ™ = [q1,q2] € X tal que mdc(qi,q2) = 1. Entdo, @ N Q2 consiste de
quatro pontos contados com multiplicidade, onde Q; = V(¢;) i = 1,2. Note
que, os pontos determinados pela intersecao de )1 e (2 estdao em posicao
geral. Queremos mostrar o seguinte resultado.

1.2.3 Proposigao. Seja m = [q1,q] € X tal que mdc(qi, q2) = 1. Entao:
1. Se #0Q)1 N Qs = 1 verifica-se que:

Op com m =22 zox1 + 23] ou
Oﬂ- - O o 2 2
T2 com Ty = [1’071‘1]

2. #0Q1 N Qo = 2 verifica-se que:

o Or, com m3=[z% 117] OU
T Or, com my =[x} + 1179, T3]

O — { Ony  com 75 = [2120, T2(T0 + 71)] se #Q1NQy =3
T One  com  mg = [x1(T0 — X2),x2(xg — 1)] se #Q1NQy=4
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Demonstracgao.

L #Q:1NQy=1.
Suponha que V({q1,¢2)) = {[1: 0:0]}. Sabemos que as equagoes das
quadricas sao dadas por:

@1 = ax§ + brory + cxoTy + dat + exi 7 + f13
e

q2 = Ax3 + Broxy + Cxore + D2t + Exywy + F2l
Como ¢i, g2 se anulam no ponto [1: 0 : 0] temos que:

q1 = brory + Ty + dr? + exiwy + f1

q2 = Bror, + Cxgxe + D3 + Exi19 + F2s

Observe que se ™ = [q1,¢2] € Vg1 (p1) = 0 e Vaa(pr) # 0 entdo podemos
modificar a base de m, de modo que, as quadricas que estao na nova
base sdao nao singulares em p;. De fato, 7 = [q1,¢] = [¢1 + ¢2, ¢2],
portanto dividiremos o nosso estudo em dois casos.

® ¢ e g2 830 nao singulares em p; = [1 : 0 : 0], entdo verificaremos
a seguir que um representante para orbita de m = [q1,qo] é m =
[2, 2oz + 23]. De fato, como ¢; e ¢» sdo nao singulares em p;
entao existe uma reta tangente comum a q; e g2 em py, logo temos
que:

V(q1)(p1) = AV(q2)(p1) para algum X € C — {0}
Ja que,

Vg1 = (bxy + cxg, brg + 2dxy + exs, cxo + exq + 2fxs)
e
Vgs = (Bxy + Cxs, Bxg + 2Dy + Exs, Cxg + Exy + 2F 1)

Temos que:

VQl(pl) = (O’ b, C) = )‘(07 B, C) = )‘VqQ(pl)

b= \B
c=\C

Dai, podemmos escolher para base de 7 as quadricas a seguir:

ou seja,
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¢ = da? + exywy + fu
e
G2 = Bxor + Cwors + D2t + Exyxy + Fal

Assim temos que:
0 0 0 d e f
0O B C D FE F|°

Como Vga(p1) # 0 temos que B # 0 ou C' # 0. Suponhamos
entao que B # 0 e considere a seguinte transformacao linear:

Mg g =

A: S5 — 5
o —— To — DQJl
rT +—— I
Ty FH— Xy

Logo, obtemos que:
G = da? + ex w9 + fa
e
G2 = 1ox1 + Caoze + Ey1179 + Fa

Analogamente, considere a seguinte transformacao linear:

T . Sl e Sl
g FH—— X — Elﬂfz
ry +—— I
Ty H— T2
De modo que obtemos:
q1 = da? + ex vy + fo
e

G2 = Tox1 + Cxgze + Fi23

Novamente vamos considerar a seguinte transformagao linear:

S: Sl — Sl
g H— X
r; — x1— Cxo
Ty +H— T9
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De tal maneira que podemos escolher para a base de 7 as seguintes
quadricas:

q = dlx% + exixy + fx%
e

~ 2
G2 = Tox1 + a5

AFIRMACAO 1: d; #0.

De fato, se d; = 0, entao temos que:

q1 = (exw1 + fir2)xo
e
G2 = oy + P23
Note que, se 3 = 0 entdo zor; = 0. Assim, terfamos que [0 :

1:0/e[l:0:0] € V(g1,92), 0 que é um absurdo pois estamos
assumindo que #V (q1,¢2) = 1. Portanto dy # 0. Assim:

~ .2 2
1 =]+ e1x179 + f175
(§]

~ 2
G2 = Tox1 + 175

AFIRMACAO 2: F, #0.

Com efeito, se F} = 0, entao zor; = 0 e teriamos que o sistema

g1 = x% +ejx129 + f1x§ =0
5130:0

possui solucoes diferentes de p;. Assim, neste caso terfamos um
outro ponto p # p; € V(qi, ¢2). Logo, F1 # 0, de modo que temos:

~ .2 2
1 =]+ e1x179 + f175
(§]
~ 2
Q2 = Tox1 + T3

Vamos mostrar que e; = f; = 0. Pelo absurdo, suponha que isto
nao acontece, entao temos os seguints trées casos:

(a)61:06f17é0.
(b)el#Oeflz().
(c) e1 #0e fiL #0.
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(a) Note que q¢; = 72 + 2% e g2 = xoz1 + 73 e daf o ponto [i : 7 :
1] € V(q1,g2) o que é um absurdo.
(b) Segue de modo anélogo ao item anterior.

(c) Neste caso terfamos que o ponto [@ : % 1] € Vg, q2)

o que é um absurdo. Portanto, e; = f; = 0. Assim, a Orbita
de m = [q1,¢2] € X — Y onde gie g2 sdo nao singulares é igual
a orbita do ponto m = [z}, zox; + 73]

¢1 e g2 sao singulares em p; = [1 : 0 : 0], entdao verificaremos
a seguir que um representante para a orbita de m# = [q1,¢] é
7y = [22, 23]. Note que se ¢; e g sao singulares em p; = [1: 0 : 0]
temos que b=c=0e B = C = 0. Dai, podemos escolher para a
base de 7 as quédricas a seguir:

q1 = dx% + ex1x9 + fx%
e
G2 = Da? + Exyxo + F13

Assim, temos que:

{000 d e f
M@*ﬁ]_{o 00D E F]
A seguir assumiremos que d # 0 e £ # 0. De modo que apds fazer
operacoes com as linhas podemos reescrever a matriz acima como:
00010 h
000O01H]|

Assim, temos que uma base de 7 é dada pelas quadricas:
2 2 2
x] +hx; e xix9+ Hzg

Agora, vamos agir com PGL(3) e encontrar uma matriz A tal que
A.m = |23, 2%]. Considere a seguinte transformacao linear:

A: S, — 5
Trog H—— X
T, —— 11— Huxy
To FH— T

Note que a matriz associada a transformacao acima, a saber:
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1 0
A=10 1
0

_ o O

-

tem determinante diferente de zero. Assim A € PGL(3). Assim
temos que:

Am = [95% —2Hx 10 + HQQS% + hx%, T1%o — Hx% + H:v%]
= [95% + (h + H2)5U%, T1%2)]

A seguir estudaremos as seguintes duas possibilidades.

12 possibilidade: Suponha que h + H? = 0 entdo teriamos que
A -7 = [z3,1175]. De onde temos que mdc(qi,q2) # 1 o que é um
absurdo.

22 possibilidade: Suponha que h + H? # 0, logo podemos con-
siderar a seguinte transformagao:

B: Sl — Sl
To —— Lo
Xy FH— 1

Ty FH—

h+H?
cuja matriz associada é dada por:
10 0
B=|01 0
1
00 h+H?
Dai temos :
B.Amx 22+ (h+ H?)( h;sz)27 T \/thfW]

A seguir considere a transformacao:

C: Sl e Sl
Tog FH— T2
rKT +—— o — T
Ty +—— Xg+ 1
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cuja matriz associada é dada por:

C.BAm = [(370 — X1+ X+ xl)g, (LU(] + $1)<$0 — .fCl]
= [(2z0)%, af — a7]
= [4x(2)’ :L‘%—x%]
[

Portanto a érbita de m = [¢1,¢] € X — Y onde @1 N Q2 consiste
de um tunico ponto e ¢ e g2 sao singulares neste ponto é igual a
érbita do ponto mp = [z3, x%].

2. #Q1NQy = 2.

Vamos estudar agora o caso em que ()7 e (02 se anulam em exatamente
2 pontos, a saber p; = [1:0:0], p3=1[0:0:1],isto é V({(q1,¢2)) =
{p1,p2}. A seguir analisaremos novamente trés casos para determinar
o representante da dérbita de m = [qq, ¢2] indicado no ennunciado da
Proposicao 1.2.3.

® (1, (> sao nao singulares em p; e ps.

Observe que as expressoes que definem ¢; e go sao as seguintes:

q1 = bxory + croxs + dv? + ewiTy
e
q2 = Bxory + Cwoxs + D2t + Exyxy

A seguir analisaremos o caso em que ¢; e ¢o possuem uma reta
tangente em comum no ponto p; = [1: 0 : 0], isto é,

Vai(p1) = (0,b,¢) = X0, B,C) = AVq(p1) para algum X\ € C

logo, temos que:

b= \B
c=\C
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Assim obtemos:

G = dx% + ex1xo
e
q2 = Bxor + Cworg + D2t + Exyxs
Claramente C' # 0. A seguir assumiremos que d # 0, dai obtemos

a seguinte representacao para g¢s € gs:

g1 = x% + ex129

¢}

(B = B$0$1 + Xoxo + Ell'll’g

Vamos mostrar agora que existe uma matriz A € PGL(3) tal que

A = [, 2115) ou A.m = |13 + 2179, o12). Considere entdo a
seguinte transformacao linear:
.AI Sl — Sl
g H—— Xog— Ell‘l
T I
Tog +H—— X9

Dai, temos que:

Arm = [27 + ex 29, Boor, — BE\2? + 2019 — E13109 + E17119)

2 2
= [Q?l + ex 122, BIolCl — BElxl + $0$2].

Novamente considere a transformacao linear:

B: 51 e 51
To —— Lo
Ty /> I
Tog +—— T — Bz
Portanto, obtemos:
B Ax®T = [x? + exri1To — eBxf, Bxoxr, — BEle + xory — Bror]

= [B12? + ex 119, 2920 + BEL?).
Note que a representacao matricial de ¢; e ¢o é dado por:

000 By e 0

Maa =001 B 00

Vamos mostrar que e e By nao podem ser nao nulos ao mesmo
tempo. De fato, suponha que e e By sao nao nulos, entao temos
que: q1 = Bix? + ex 179 Gy = x93 + BEx?
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Note que [0:0: 1] € V(q1,@2). Vamos resolver o sistema:

qu = 231(31271 + €(E2) =0
G2 = ToT9 + Exx? =0

Entao, temos que:

(a)

Bixi+exs = 0
ZE()J}Q—FEQI% = 0.

Do sitema (a) obtemos os pontos [0 : 0 : 1],[1:0:0] € V(q1,q). Ja
sistema (b) obtemos que z1(—Bjxg + eFox;) = 0. Assim os pontos
determinados sao [1 : 0 : 0] e [e?Ey : eB; : —B?]. Como e e B; sao
nao nulos, entdao eB; # 0, o que é um absurdo, eB; = 0. Ou seja, um
desses fatores é nulo. Portanto, se e # 0 entdao By = 0 ou se By # 0

entao e = 0.

A seguir mostraremos que em cada caso temos que as érbitas de m =
[q1,q2] € Xy onde Q1 N Q2 consiste de dois pontos sdo iguais as érbitas

dos pontos 73 = [23, 129] € Ty = [7F + T129, ToTa).
(a) Se By # 0 entao e = 0. Neste caso temos que:

~ 9
g = I

2
G2 = Toxe + Eoxy.

Portanto, obtemos o seguinte representante para a oOrbita: w3

(22, zows).
(b) Se e # 0 entao By = 0. Neste caso obtemos que:

g1 = X2

2
G2 = Towe + Loy,
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Verifica-se que Fy # 0, assim temos que:

g1 = Tix2

2
Q2 = ToTz+ T7.
Consideremos agora a seguinte transformacao linear:

A: S — 5
o —— I1
r1T —— X
To FH— T9

Segue-se que:
A = [23 4 2120, ToT)]

Concluindo assim que m; = [x% + x129, ToTs] é um representante da
orbita em estudo.

e ¢ é singular em p; e p3 e g2 € nao singular em p; e ps.
Observe que se m = [q1,q2] e se Vqi(p1) = 0 e Vg (p1) # 0,
Vai(ps) = 0 e Vga(ps) # 0 entdo podemos modificar a base de
7, de modo que, as quadricas que estao na nova base sao nao sin-
gulares em p; e p3. De fato, 7 = [q1, 2] = [¢1 + ¢2, g2, dai voltamos
ao caso anterior. Logo, temos que o representante da dérbita de m
sao dados pelos os pontos 73 = [z, 7172 € Ty = [22 + 1129, ToT].
® (1 € ¢ sao singulares em p; e ps.
Vamos mostrar que tal situacao nao é vélida. De fato, pois se ¢;
e @y sao singulares em p; e p3 entao temos que b =c=e =0¢e
B = (C = E = 0. Dalf terfamos que 7 = [dz?, Dx3] o que é um
absurdo.

3. 3 < #Q1NQe.
Sejam ¢1, g2 definidas por:

@1 = axg + brory + crory + daf + erizy + fa3

q2 = Az + Brory + Croxe + Dt + Exyw9 + F2l.

Suponha que Q1 N Q2 D {p1,p2,p3} onde p; =1[1:0:0],py =[0:
1:0],p1 =[0:0:1]. Entao as equagoes que definem Q); e Q2 sao da
seguinte forma:
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¢ = x1(x0 + P2)

q2 = xo(To + iy

Note que: V(q1,q2) = {p1,p2,p3,pa} onde py = [—af : B : al. Assim
temos duas possibilidades:

1° Possibilidade af # 0.

Neste caso ()1 N Q2 consiste de 4 pontos distintos {p1, p2, ps, p4} citados
acima.

2° Possibilidade af = 0.

Neste caso ()1 N Q2 consiste de 3 pontos extamente, a saber {p1, p2, p3}.
(Deixamos ao leitor interessado conferir que em qualquer um dos casos
a =0 ou = 0) py coincide com algum dos pontos anteriores.

A seguir determinaremos representantes das orbitas em cada um dos
casos citados acima.

(a) Existe A € PGL(3) tal que A = [x1(zg — x2), xa(T0 — 71)] Se
af #0eV(A.q,A.q) ={p1,p2ps,[1:1:1]}. De fato, se aff # 0
entdo temos que ™ = [x1(xo + [z2), x2(xo + ax1)]. Considere a
seguinte transformacao linear:

./4 : Sl — Sl
g FH— X
ry = —%
Ty — —%F

Dai, basta tomar a seguinte matriz A € PGL(3):

Dai, temos que:

Am = [=F(@o— 0%, —F(x0 - F))]

(b) Existe A € PGL(3) tal que A.m = [zoz2, x1(xg — x2)] se aff = 0
e V(A.q1,A.q2) = {p1,p2,p3}. De fato, se @ = 0 entdo temos
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que 7 = [xoxe, T1(xo + Bre)]. Considere a seguinte transformagao
linear:

./4 . Sl e Sl
rg H—— X
r1 FH—— T3

Lo — &

B
Dai, basta tomar a seguinte matriz A € PGL(3):

1 00
1
A=10 0 3
010
Logo, temos que:
Am = [B7 2oz + o))

= [xoxl, ZL‘Q(xo + xl))]

Portanto, temos que um representante da orbita de w é dado por:

5 = (X120, T2(2o + 21) se #Q1 N Q2 =3
e

e = [x1(T0 — X2), T2(xo — 1)) se #Q1 N Q2 =4

1.2.3 Descricao das dimensoes das 6rbitas dos pontos
TeX—-Y.

Vamos agora determinar as dimensoes das érbitas, para isto usaremos Corolario
5.2.13.

Calculo da Dimensao das Orbitas de pontos

cuja Quadrupla associada consiste de um
Unico ponto.

A seguir determinaremos o estabilizador de m = [2%, xoz; + x3]. Usando o

Corolério 5.2.13 segue-se que se A € E,, entdao A*([1:0:0]) = {[1:0:0]}.

Ou seja, A fixa o ponto p; = [1 : 0 : 0]. Verifica-se que as matrizes que
estabilizam o ponto p; sao da forma:
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)\0 C
A= 0 e f
0 h i
Suponha que A € E,,, entao:
(A" 21)? = ax?+ B(xery + 23) (1.5)
(A" 2) (A" z) + (A' - 29)? = ag2? + Bi(wowy + 23) (1.6)

Logo, de 1.5 temos que:

(bxo + exy + hxo)? = ax? + B(xoxy + 232)
Vi + e2a? + h?z2 + 2bexoxy + 20hxoTs + 2ehx 19 = 1?4+ (2071 + 73)

Assim, temos as seguintes relagoes:

=0

h?=p3=
2e =03 =0
bh =0

eh =0

Da relacao 1.6 temos:
Nexor+crd+ fRat+i2ri+2c fror +2civore+2fix119 = aq i+ (xor,+13)

De onde temos:

[ Noe+2¢f = by
=0
f2:041
i’ =B
ca=20

{ fi=0

Note que detA' = \gei # 0 logo f = 0. Portanto:

X 0 0
At=1 0 e 0
0 0 1



Logo,

1 0 0
LR
OO/\—0

Portanto, o conjunto das matrizes que pertencem ao estabilizador de 7, a
saber, ., ¢ dado por:

1 0
E,=10 %
0 0
2
8

gl o o

De onde concluimos que a dim(E,,) e portanto temos que:

dim(Oy,) —2=6

A seguir determinaremos o estabilzador de 7y = [22, z2]. Novamente usando
o Coroldrio 5.2.13 segue-se que se A € E, entdao A*([1:0:0]) ={[1:0:0]}.
Ou seja, A fixa o ponto p; = [1 : 0 : 0]. Verifica-se que as matrizes que
estabilizam o ponto p; sao da forma:

)\0 b ¢
Al=1 0 e f
0 h

Suponha que A € E,,, entao:

(A" 20)* = axi+ B23

(A" 21)? = ayaf+ Biad
Logo, de 1.7
Nexd = axl + Bt

Assim, temos as seguintes relagoes:
AN=a
0=p
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(bxg + exy + hxo)? = ayxd + Bra?
bzx?) + ezx% + h%% + 2bexgxy + 2bhxors + 2¢hriT9 = ozlz):(z) + ﬁlx%

De onde:
( bQ = (1
e’ =p
be =0
bh =0
eh =0
L h?=0
Portanto,
/\0 0 c
Al = 0 e
0 0 =1
Logo,
1 0 <&
X
_ R
0 0 /\io

Portanto, o conjunto das matrizes que pertencem ao estabilizador de 75, a
saber, ., é dada por:

10 £
E,=|0 ¢ £
2 Ao Ao

0 0 %

De onde concluimos que a dim(FE,,) = 4 e portanto temos que

dim(Oy,) =8 —4 =4.
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Célculo da Dimensao das Orbitas de pontos
cuja quadrupla associada consiste de
exatamente dois pontos.

Vamos determinar agora o estabilzador de 3. Novamente segue-se do Corolério
5.2.13 que se A € E,, temos que A'{ps =1[0:1:0], p3=1[0:0:1]} ={[0:
1:0], [0:0:1]}. Ou seja, A" fixa o conjunto {[0:1:0], [0:0:1]}. Assim
temos os seguintes dois casos para A € E,.
1. Ales] = [es] e Al.[es] = [es].
Neste caso verifica-se gie as matrizes A € PGL(3) que estabilizam o
conjunto {ps, p3} sad da seguinte forma:

a 0 0
Al=1|d X O
g 0 A3
Logo,
(A" 20)? = axi+ Brizy (1.9)
(At . ZL’1>(At . 172) = Ozll'g + ﬁll'll'g (]_]_0)

Logo, temos de 1.9 que:

(axg + dxy + gr9)? = axd + Br129
azxg + d?22 + g2x3 + 2adxoz, + 2097072 + 2dgriTH = ozx% + fBrxi19

Assim, temos as seguintes relagoes:

( 2

a® =«
d>=0
9>=0
ag =10
2dg=0=p=0
ad =0

Da relagao 1.10 obtemos:

(>\2$1)(/\3$2) = 041$(2) + 51I1$2 Ao A3T1Tp = CY1$(2J + 51$1$2
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Assim

0= aq
A2z = [

Portanto
a 0 0 1 0 0 1 0 O
A=10 X 0 |=|d 2 0 |=|d 6 0|=A,
0 0 X g 0 2 g 0 0y
. Allles] = [es] e Af.[es] = [e3]. Neste caso verifica-se que as matrizes

A € PGL(3) que estabilizam o conjunto {ps, p3} sad da seguinte forma:

a 0 0
Al=1d 0 N\
g )\5 0
Logo,
(A" 20)? = axi+ Briay (1.11)
(A" 2)) (A" 29) = auad + Braiae (1.12)

Logo, temos de 1.11 que:

(axg + dxy + gre)? = axd + Br122
a’xi + d*z? + g*22 + 2adzror) + 2a9w079 + 2dgT1T0 = QTE + Sr179

Assim, temos as seguintes relagoes:

( a’ =«

> =0

2=0

ag =20
2dg=0= (=0

ad =0

\

Da relagao 1.12 temos que:

(>\5$1)(/\4$2) = 041I(2) + S11172 AsAg129 = CY1$(2J + B2

{ 0= aq
)\5>\4 = ﬂl

Logo

Assim
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a 0 O 1
Al=10 0 M| =10
0 Xs O 0

0 0 1 0 0
0 21 =10 0 pm |=A4,
20 0 p2 0

Note que existe uma matriz B € PGL(3) tal que:

A'B =

ou seja,
t __
Au =
Basta tomar B como sendo:

B =

Note que B! = B.

o O =

=
)

0
0

—

0
i
0

o O =

2

Bfl

oo
oF o

10
0 0
0 1

O = O

A conclusao é que o estabilizador de 73 é dado por:

Logo, temos que dim(Oy,) = 8 —

2 =06.

A seguir iremos determinar o estabilizador de m4. Novamente segue-se do

Corolério 5.2.13 que se A € E., temos que A'.{p,

0:0: 1]} {0:1:0], [0:
{[0:1:0], [0:0:1]}. Assim temos

1. Afles] = [es] e Al.lea] = [ea].

0:1:0], p3=
0 : 1]}. Ou seja, A’ fixa o conjunto
os seguintes dois casos para A € E,.

Neste caso verifica-se qie as matrizes A € PGL(3) que estabilizam o
conjunto {ps, p3} sad da seguinte forma:

a 0 O
d X O
g 0 X\



Logo,

(A" xg) + (A"~ 20) (A 29) = axp + aryxg + Brory  (1.13)
(A" 20)(A' - 29) = auad + aqwh + a1 @g + Brrery (1.14)
Logo, temos de 1.13 que:

(axg + dxy + gr9)? + NeT1A\7T9 = Qi + ax1T9 + BTo22
a’zi + d*x? + g*x3 + 2adzor) + 2a9ToTe + 2dgT1Te + N6TI A7 Ty =
ard + ary vy + froTs

Assim, temos as seguintes relacoes:

a’ =«
2dg—|—>\6)\7:a
> =0
ad =0
2a9 =

Da relacao 1.14 obtemos:

a\7ToTy = QT3 + 11179 + 1707y

Assim
{ O:Oél
a7 = B
Portanto
a 0 0 1 0 0 1 0 O
Al=10 X 0 |=]02 0 |=]|d b6 0 |=A4,
0 0 X 0 0 g 0 6,
. Allles] = [es] e Af.[es] = [e3]. Neste caso verifica-se que as matrizes

A € PGL(3) que estabilizam o conjunto {ps, p3} sad da seguinte forma:

a 0 O
At=1d 0 Ag
g X O
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Logo,

(A" 2o) + (A"~ 20) (A" 29) = ax) + axyxy + Brory (1.15)
(At . l‘o)(At . 1’2) = Oéll’g + Oéll’?) + A1T1T2 + ﬁlxon (116)
Logo, temos de 1.15 que:

(axg + dxy + gre)? + NgT1AoTo = QT2 + w19 + Bros
a’zt + d*2? + %23 + 2adrory + 2097079 + 2dgT 170 + AgA9T1 T2 =
ard + arize + froTs

Assim, temos as seguintes relacoes:

a’> =«
d?=0
9>=0
2a9 = f3
ad =0

L ng—i-)\g)\g:a

Da relacao 1.16 temos que:

a)\gl'ol’g = alxg + 1129 + 51%01’2

Logo
O:Oél
alg =
Assim
a 0 0 1 0 0 1 0 0
Al=10 0 A |=|0 0 21 =10 0 pg|=A4.
0 X O 0 22 0 0 py O

ou seja,



Basta tomar B como sendo:

B =

o O =
— o O
o = O

Note que B! = B.
A conclusao é que o estabilizador de m,; é dado por:

E,, = (Ab, ALB)

Logo, temos que dim(O,,) =8 —2 = 6.

Calculo da Dimensao das Orbitas de pontos
cuja quadrupla associada consiste de
exatamente trés pontos.

A seguir determinaremos o estabilzador de 5. Novamente usando o Corolario
5.2.13 segue-se que se A € E, temos que A*{[1 : 0:0],[0:1:0],[0:0:
1} ={[1:0:0,[0:1:0], [0:0:1]}. A seguir estudaremos os seguintes

sels casos.

1. Atey] = [eq]
At [es] = [es]
At.[eg] = [63]

Verifica-se que as matrizes A € PGL(3) que estabilizam o conjunto
{p1, p2, p3} sado dadas por:

A 0 0
A'=10 X\ 0
0 0 X

Logo,

(A" 20) (A" 1) = axomy + Bro(re + 21) (1.17)
(At . ZL’Q)(At - Ty + Ath‘l) = o1Tor1 + ﬁll'g(l'o + ZL’l) (118)

Logo, temos de 1.17 que:

AoA1Tox1 = axory + Bra(To + 21)
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/\0)\120[
5=0

A2 (Ao + Mx1) = arzoxy + frae(zo + 1)

Agora de 1.18 temos:

Assim, a outra relacao é dada por:

o) = 0
Ao = (1
)\1)‘2 - 61

A conclusao é que \g = A\;. Dai a matriz é dada por:

A 0 0 1 0 0 1 00
A= 0 2 0|=]010]=|010]=a
0 0 Ao g 0 i_?) g 0 A

Considere o caso a seguir:

. Seja A € PGL(3) uma matriz tal que:

At.[el] = [62]
At Jes] = [e4]
At.[€3] = [63]

entao A é da seguinte forma:

0 X\ O
At=1X 0 0
0 0 X

Logo,
(A"~ 20) (A" x1) = azomy + Bro(re + 1) (1.19)
(A" 29) (A" 29+ A" - 21) = aqwory + Broa(wo + 1) (1.20)
De, 1.19 obtemos:
M AoTor1 = axoxy + fra(To + 1)

Assim:

)\1)\0204
=0

Da relagao 1.20 temos que:
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Xaza (Ao + Noz1) = aqzoxy + Brxa(xo + x1)
A A1 ToT2 + A AoT122 = Q1Z0x1 + S120Ta + P12122)

Logo
A1 = By
Ao = b1
ap = 0

Concluimos assim que A\; = Ay, logo, temos que:

0 X 0 01 0 010
Al=12 0 0 |=[100|=|100]=A4.
0 0 X 0 0 42 00 o

Note que podemos multiplicar a matriz AY por outra matriz fixa By €
PGL(3), tal que:

010
Af,.Blz 1 00
0 0 o
ou seja,
010
Al=110 0 |B*!
0 0 ¢
Basta tomar B; da seguinte forma:
010
Bi=|10 0| =5B"
0 01

A seguir vamos considerar o terceiro caso:
. Seja A € PGL(3) tal que

A" eq] = [es]
A" [ea] = [ed]
At - [es] = [eo]

entao A é da seguinte forma:

0 A\ O
At=10 0 X
X 0 0



Assi, temos:

(A" 20) (A" 21) = axory + Bro(wg +21) (1.21)
(At . l’Q)(At ) + At . LEl) = Q1XoTq + 5133'2(1'0 + 1'1) (122)

De, 1.21 temos:

AMAozoxy = axoxy + Pre(To + 1)

/\1)\2:(1
B=0

Da relagao 1.22 segue-se que:

Assim:

X2 (A1 + Aax1) = cqwoxy + Srxa(xo + x1)

AoA1ZoTs + AT 129 = a1 Xoxy + [12o%s + [12122)

Logo
AoA1 = B
Ao = By
o = 0

Concluimos assim que \; = Ag, logo, temos que:

0 A 0 0 10 010
A= 0 0 M |=|001|=]001]|=A.
X 0 0 200 7 00

Note que podemos multiplicar a matriz Afy por outra matriz fixa By €
PGL(3), tal que:

1 00
Af/.Bg =101 0
0 0
isot é,
1 00
Al=101 0 |B;!
0 0 v
Basta tomar By da seguinte forma:
0 01
Bi=|10 0| =5B"
010

Nos outros trés casos a saber:
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4. A'- [e1] = [eq]
A" [ea] = [es]
A" es] = [ed]

Verifica-se que a matriz A* € PGLL(3) é dada por:

0 0 m 00 1 0 0
A=l 0 0l=|100]=]10
0 pe O 0 % 0 0 ¢
Note que exite uma matriz By € PGL(3) tal que:
1.0 0
Al=101 0| =55
|0 0 ¢
Basta tomar B3 como sendo:
[0 1 0
Bs=|0 0 1|=nB;"
10
5. At' [61] = [61]
A" Jeo] = [es]
A" [es] = [eo]
Verifica-se que a matriz A* € PGL(3) é dada por:
s 00 1 0 0 10
A=10 0 pus|=|0 0 1|=|00
0 oz 0 0 % 0 0 1/1
Segue-se que existe uma matriz B, € PGL(3) tal que:
100
Ay=101 0 |=5"
00 o
Basta considerar Bs como sendo:
1 00
By=10 01
010

41



6. A" - [e1] = [e3]
AL ea] = [eg]
A" es] = [ed]

Verifica-se neste caso que a matriz A* € PGL(3) é dada por:

0 0 us 0 0 1 001
A= 0 pus 0 |=|0 1 0|=|010]=A.
wr 00 B0 70 0

s

O raciocinio segue de modo analogo aos anteriores e chegamos que o
estabilizador de 75 é dado por:

By = {<A§\>A§\Bi>}?=1'

Assim, temos que dim(O,,) =8 —-1=171.

Célculo da Dimensao das Orbitas de pontos
cuja quadrupla associada consiste de
exatamente quatro pontos.

Novamente usando o Coroldrio 5.2.13 segue-se que se A € E,, entao A*-{[1 :
0:0,0:1:0,[0:0:1],[1:1:1)]}={[1:0:0,[0:1:0],[0:0:1],[1:
1:1]}. Isto é, A" fixa o conjunto {p1,p2,ps,ps}. Pode-se verificar que a
cardinalidade do conjunto estabilizador da érbita de mg é finita contendo 24
elementos. Deixamos ao leitor interessado a verificacao desse fato. Assim,
verifica-se que dim(QO,,) =8 — 0 = 8.
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1.2.4 Proposicao. Z ¢ a unica orbita fechada de X.

Demonstragao. Com efeito, sabemos que Z é uma érbita fechada conforme
5.4.3. E temos que:

X =

o.

T¢Y

| |Jv-2)] |2

Observe que a dimensao das orbitas que comparecem em |_| ¢ no minimo

T¢Y
4. J&Y — Z tem dimensao 4 e Z tem dimensao 3. Portanto, Z é a tnica

6rbita de menor dimensao. Assim segue-se da Proposicao 5.4.3 que Z é a
Unica orbita fechada de X.

1.3 Determinacao das orbitas de X.
Considere X = {(7,V) |m€ X e V € G(6,53)} onde

V = G151 P @pS; se T=lq,pe XY
lSQ(ml,mQ) + [h?,] se ™ = [lml, lmg] ey

para uma unica escolha de hg tal que [h3] € P(g?ﬂ—lmr”)) Note que X C
my,ma

G(2,5;) x G(6,53) e o grupo PGL(3) age neste produto de grassmanianas.

1.3.1 Observagao. Note que se (m,V) € X com m € X — Y entdo V esta
unicamente determinado. De fato, V; = ¢151 ® 251 se @ = [q1, q2]. Neste
caso, denotaremos V' por V.

entao, verifica-se que:
1.3.2 Lema. X ¢ PGL(3) - invariante.

Demonstracao. Vamos mostrar que A - (m, V)= (A-7,A-V) € X. Ana-
lisaremos dois casos:

1. caso: Se m € X — Y entdo temos que 7 = [q1,q2] e V =V, =
G151 D ¢251. Logo, A-m=[A-q1,A-q] € X =Y. Note que V., =
(A-q1)S1 @ (A-q2)S;. Basta mostrar que A-V, = Vy.,. Note que V, =
[Chfﬂo,6_11$17CI19€2,Q2£UO,C]2$1,Q2$2] € G(G,Ss), dai A-V, = [(A : Ch)(A :
zo), -+, (A-q2)(A-x9)] = Var. Portanto, A-(m,V,) = (A -7, Var) € X.
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2. caso: Se m € Y onde m = [lmq,lmsy] temos que V' = 1S, m.) +
[hs] onde hs € f;;((m—lmz)) Como Y é PGL(3) invariante temos que
mi,ma

A-m €Y. Vamos mostrar que A - (m,V € X. De fato, pois temos que
A-(rV)=(A-m,A-V)onde AV = (A.1)S2(Amy,A4my) + [A - hs] onde

_— S3 (A A e : .
A-hs € P(remam2) ) Como a ctibica é escolhida de maneira
(A'l)52(A<m1,A-m2)

unica temos que A - (m, V) € X. Portanto X ¢ PGL(3) invariante.

1.3.3 Lema. FEzistem exatamente 2 otbitas fechadas em X representadas
pelos pontos:

1. z1 = ([x, mow1], 2oV1) onde, Vi = x0S1 + x1[x1, To] + [73]

1
2. x;

([ZE%7 onl], ‘/2) 0nd€; ‘/2 = «75(2)51 + ZL’oflfl[fL’l,.Z‘Q] + [I:ﬂ

Demonstracao. Seja O, y)uma érbita de X. Verifica-se que O,y projeta-
se em uma 6rbita de X, a saber O, isto é, proj(Ox,v)) = Ox. Note que se
O(r,v) for uma 6rbita fechada de X entao O, é uma orbita fechada de X, ou
seja, Op = Z = O, com my = [, To71]. A seguir mostraremos que X tem
exatamente duas orbitas fechadas. Para isto vamos agir com o estabilizador
de 1 = [, xoz1], sobre X, = {(m0, V) | (w0, V) € X} pela acao natural.

o B, x X, — X
(A, (70, V)) — (m, A-V)
Considere V' = x0Sa(z0.21) + [h3] onde hg = xo23 + box’} + bsxizs + byl Note
que
AVo= (A ) xU)(A ) 52(10,1"1) + [A ’ h3]
= LL’()SQ(;BO’;BI) + [A . hg]

Considere a seguinte familia a 1-parametro de elemento do grupo

o O
a OO

Assim

Ae Vo= xOSQ(xo,xl) + [Ae : h3]

= 20S2%u0,) + [0 + boex? + byeaias + exd)
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De onde temos que (7, 2052 (zo21)+[T023)) estd no fecho da 6rbita de (mo, £0.S52(z0,21)+
[h3]).

Para determinarmos a segunda orbita, consideremos novamente a sseguinte
familia a 1-parametro:

o = O
a OO

Assim
Ae Vo= 33'052(1«071«1) [A hg]
= 20S2%u0.01) + [ET0x3 + boa} + byeaizy + biePad)

De onde temos que (mg, 20Sa2(z21) + [£7]) estd no fecho da drbita de

(7r0? zOSQ(wo,wl) + [h3])' :

0, 1 —{([12 lm] ZS2)| Il,me S LI}
O L I{ ZTTL ng(lm)—i-[m?’H l,mESl L[}

Verifica-se também que O,1 =T'= Z e O,y =I' = Z. Para isto basta definir
0s seguintes mapas:

p: ' — On
(p, 1) +— ([l2 Im], 1Ss)

onde {p} =V ()N V(m)

(&

Y. ' — Oy
(p,l) — ([l2 Im], 1S2(1,my + + [m?])
onde {p} = V()N V(m).
Portanto, O,1 e O, sao drbitas fechadas. Segue-se do Lema 5.4.5 e do
Corolério 5.4.6 que O,1 e O,1 sdo as unicas 6rbitas fechadas de X ]
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Capitulo 2
Hilb*P?

As referéncias basicas para este capitulo sao [2],[10],[11],][12],[13] e [15].

2.1 Esquema de Hilbert de pontos de P?

Seja Hilb’P? o esquema projetivo que parametriza os subesquemas fecha-
dos de P? de dimensao zero e grau d. Ou equivalentemente todos os ideais
homogéneos saturados I C S tais que p§(t) = d, (ou seja, o Polinémio de
Hilbert da variedade associada é d), veja Definigao 4.7.2 e resultados afins
no apéndice A.

2.1.1 Proposicao. Hilb'P? ¢ nao singular de dimensao 2d.
Demonstracao. Veja referéncia [10].

2.1.2 Proposigao. O esquema de Hilbert de d pontos em P? mergulha na
Grassmaniana G(N — d, Sq) onde N = dimSy.
Demonstragao. Veja referéncia [11].

2.2 Quadruplas de Pontos determinadas por
Conicas.

Seja m = [q1,¢q2] em X. Entdo podemos associar a m o ideal I = (q1,q2)
de S. Se denotarmos por Q; = V(q;) ¢ = 1,2 a conica em P? definida por
¢; entdo V(I;) = Q1 N Q2. Ou seja, I, determina o subesquema fechado
de P2 que corresponde a intersecao das conicas Q1 e Q2. Do teorema de
Bezout, sabemos que #Q1 N Q2 = 4 se e somente se ()1 e () nao possuem
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componentes em comun, ou seja, mdc(qi,q2) = 1. Isto é, cada ponto 7 €
{lq1,q2) € X | mde(qr, q2) = 1} = X — Y determina um ponto de Hilb*P?.

2.2.1 Observagao. Suponhaquem = [q1,q2] = [p1,p2] € X e mde(qr, q2) =
1 entdo verifica-se que mdc(py, p2) = 1.

De fato, suponha que o mdc(py,p2) # 1, logo existe [ € S; talque p; =
myl e py =myl com my, my € Sy. Note que [q1, ¢2] = [p1, p2] entéo existem
a, B,aq, 01 € C tal que oy —afy #0 e

p1=aq + g e ps = ai1qr + fige. Logo, temos que:

a1p1 — apo = a1fq — abig
aymil —amol = (0415 - Oéﬁl)th
(0417711 - Oémz)l = (0415 - 0451)(12
Ml = (2

onde M = %, entdo [|ga . Usando o mesmo procedimento acima

concluimos também que ¢; = NI, entdao l|q;, isto é,
mdc(qi,q2) # 1, 0 que é um absurdo, pois por hipétese temos que
mdc(qi, g2) = 1. Portanto, segue que mdc(py,p2) = 1.

Lembre que

Y = {lq1, 2] € X | mde(q, g2) # 1}

Note que se ™ = [q1,q2] € Y entdo mdc(qy, q2) # 1 logo existe [ € S; tal que
g1 = Imy e g = lmy com mqy,my € S7 L.L

Assim I, = (Imy,lms) e V(I;) = V(my) NV (mg) U V(). Portanto, I,
determina uma subvariedade de P? cujo polinomio de Hilbert é p(t) = ¢ + 2.

2.2.2 Observagao. Assim a menos de uma mudanca de coordenadas os
pontos de Y sao da forma [x3, zo71] e [zo1, Toz2] € em cada caso temos que

1. V(I[I%,Ll‘oim]) = V(<JZ(2), £L‘0[E1>) = V(ZL‘[)) U V(ZL‘[),Il)
onde | =V (xzg) e p =V (zg,z1).

2. V(I[J»‘Oﬂﬁhﬂﬁoafz]) = V((xoxl,x0x2>) = V(Io) U V(xl, 1}2)
onde [ = V(xo) ep= V<$1,$2).
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2.3 Quadruplas de pontos geradas em grau 3.

A seguir descreveremos o tipo de cubica que precisamos adicionar ao ideal
I, = (lmy,lmsy) para obtermos a quadrupla de pontos.

2.3.1 Lema. Seja I = (Imy,lms, f) um ideal de S onde |, my e my formam
uma base de Sy e f € S5 — (Imy,lms),. Entdo

1. f&(l) e fe (my,my) entao p;(t) =4.
2. Se f&(l)ef¢ (my,my) entio p?(t) = 3.
3. Se f € (l) entao p%(t) =t+1.
Demonstracao. Ja que [, m; e my formam uma base de S; entao
{13, Pmy, Pma, Im3, Imymea, Im3, m3, m3ms, mym3, ms } (2.1)
¢ uma base de S3

Se f € 53 entao podemos exprimir f da seguinte forma

3 2 2 2 2 3 2 2 3
[ = aol’+a1l"my+asl*meo+aslmi+asdmime+asims+agmi+armime+agmyms+agms;.

Lembremos que I = (lmy,lms, f) e f & (lmy,lmsy). De fato, podemos
assumir que:

f = aol® + agm} + azmimg + agmym3 + agms, (2.2)
f = al®+gs.

onde g3 = agm? + aym3my + agmim3 + agm3i é uma cubica nao nula, pois

f &)
Por outra parte, temos que f € (my, my). De onde cocluimos que ay = 0
e portanto

f = g3 = agm} + azmimy + agmym3 + agms. (2.3)

Agora vamos calcular a funcao de Hilbert associada a %, que simplesmente
denotaremos por Fj(t). Podemos facilmente verificar que

t dz’mCSt dim(cft F] (t)
0 1 0 1
1 3 0 3
2 6 2 4
3 10 6 4
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Vamos determinar dimcl; usando a seguinte aplicagao linear sobrejetiva
para t > 4.

@i SpoX Sigx Sy — I
(A, B,C) —  Almy + Blmy + C'f

Note que: dimcly = dimcSi_o X Si_o X S;_3 — dimcN (). Portanto temos
que determinar o ntucleo de ¢.

N(QO) = {(A, B, O) € St_g X St_g X St_3 | Alm1 + Blmg + Cf = 0}

Se Almy + Blms + Cf = 0 entao C = ICy com Cy € S;_4, ja que f & (I).
Logo,

Amy + Bmy + C1f = 0= Amy + Bmy + Ci(agm3 + azm3msy + agmim3
+ agm%)
0= Aml -+ Bm2 -+ Clel -+ ClEmg

onde D = agm? + azmims + agm3 e E = agm3. Portanto,
(A + C’1D)m1 == —(B + C’lE)mg

Assim temos que: A+ C1D = Aymgs e B+ Ci1E = —Aym; com A; € S;_3.
Em resumo temos que:

N(QD) = {(A, B,C) € St,QXSt,QXSt,:g | A= AlmQ—C'lD, B = —Alml—ClE e(C = lC’l}
De onde concluimos que NV (¢) = S;_3 x S;_4. Logo,

dim(c]t = dim(cst_g X St_g X St—?) — d/lm(c./\/’(@)
= dim(cSt_z X St_g X St_g — dimCSt_g X St_4
= 2dim(c5't,2 + dim@St,3 - dim@St,g — dim@St,4

= Qdim(CSt,Q — d?:m(CSt,z;
2t-1t  (t=3)(t—2)
2 2

Portanto,
F](t) = dimCSt — dim@[t
(E+)(+2)  2At=Dt | (¢=3)(t=2)
2

2 2
12 43t42—-2t2 4 2t +t2 -5t 46
2

|
=~ roloo
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Ja que f ¢ (mq,mg). De (2.2) cocluimos que ag # 0 e portanto
f=0+hs (2.4)

onde hz = bym3 + bym2my + bsmym3 + bym3 é uma cibica nao nula.
Agora vamos calcular a funcao de Hilbert associada a %, que simples-
mente denotaremos por Fr(t). Podemos facilmente verificar que

t dz’mCSt dim(cft F] (t)
0 1 0 1
1 3 0 3
2 6 2 4
3 10 6 4

Vamos determinar dimcl; usando a seguinte aplicagao linear sobrejetiva
para t > 4.

@i Spa X Spgx Sy — I
(A, B,C) —  Almy + Blmy +Cf

Note que  dimcl; = dimcS;_o X S X Si_3 — dimcN (p). Portanto
temos que determinar o nicleo de .

N(QO) = {(A, B, C) S St_g X St_g X St_3 | Alm1 + Blmg + Of = 0}

Se Almy + Blms + Cf = 0 entdao C = ICy com Cy € S;_4, ja que f & (I).
Logo
Am1 + Bm2 + le =0

De onde concluimos que Cy f € (mq, ms). Logo C € (my, my). Portanto,
Ci=Ciyymy+Cigmy  com Cy; € S;_5 parat=1,2.

Portanto,
0= Am1 + B?TLQ + (Cnml + 012m2)f
0= Amy + Bmgy + Ci1fmy + Ciafms
0= (A + Cllf)ml + (B + Clgf)mg

Assim temos que: A+ Ci1f = Aimg e B+ Ciof = —Aymy com Ay € S;_3.
Ou seja,
A= —Onf -+ Almg e B= —Clgf — Alml.

Para de fato calcularmos N (¢), considere a seguinte aplicagao linear so-
brejetiva:

P Si_g X S5 X S5 — N(%O)
(Ah 011, 012) — (—Cnf + A1m2, —012f - A1m1, Ciyimy + 012m2)
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Assim dimN (p) = dimeS;_3 X Sy_5 X S;_5 — dimcN (). Note que,

(A1,C11,Ch2) € Simg X S5 X Sis | —Cinf + Aime =0, (i)
N(’QZ)) = —012f - A1m1 - O, (Z’L)
Ouml + Clzmg =0 (ZZZ)

De (ZZ’L) temos que: C’Hml = —Olgmg ou seja, CH = Dm2 € Clg = —Dm1
com D € S;_¢. Tanto de (i) quanto de (i) temos que A; = Df. Logo,
N () = S;_¢. Portanto,

dzmc/\/(go) = dimCSt_g X St_5 X St_5 — dim(cSt_f;.

Assim

dim(clt = dim(cst_g X St_Q X St_g — dszN(ga)

= dimCSt,g X St,Q X St,;), — dim@St,g X St,5 X St,5 + dim@St,G
2dimeSi_o + dimcS;—3 — dimcS;—3 — 2dimcS;—s + dimcSi_g
2dim(cSt_2 - Qdimcst_5 + dimCSt_G

20—t 2(t—4)(t—3) (t—5)(t—4)
- 2 2 + 2

Portanto,

F](t) = dim(cst — dimclt
(D) (+2)  2(t=1)t + 2(t—4)(t—=3) _ (t=5)(t—4)

2 2
1243t +2—2t24-2¢42¢2 714t+247t% +9t—20
2

Wl

Como f é uma cibica tal que f € (I) — (Imy,lmy) e I = (Imy,lmy, f).
Podemos asssumir que f = [3. Verifica-se que a funcao de Hilbert para
t=0,1,2,3.

t dimCSt dz’m«;[t F] (t)
0 1 0 1
1 3 0 3
2 6 2 4
3 10 6 4

Vamos agora determinar a funcao de Hilbert para t > 4 para isto considere
a seguinte aplicagao sobrejetiva:

Q St_Q X St—2 X St—3 - N(SO)
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N(QO) = {(A,B,C) € St,Q X St,Q X St,;g | Alm1 + Blm2 + Cf = 0}
Se

Almi+ Blm, +Cf = 0
Alm1 + Blmg + Cl3 =0
Am1 + Bmg + Cl2 =0
—(Am1 + Bmg) = Cl2

Como (my, msy) é um ideal primo, temos que: C' € (mq,my) ou
> € (my,ms). Note que 1> ¢ (my,my), dai C € (mq,my) istoé, C =
Ciimy + Ciams com Cy; € S;_y4. substituindo na terceira equacao acima
temos que:

Am1 + B?TLQ + (Cuml + 012m2>l2 =0
(A + Cnlz)ml + (B + Cl2l2)m2 = 0
(A + C’11Z2)m1 = —(B + C’12l2)m2.

Dai temos que A + C111> = Aymy ¢ B+ C15l> = —A;m; com
Ay € S;_3. Portanto temos que o N () é dado por:

(A,B,C) € Si_3 x Si—a X S4_a X Sp3 | A=—-Cpl>+ Aima, (i)
N(QD) = B = —012l2 — Alml, (ZZ)
C= C’Hml + Clgmg (ZZZ)

Note que ainda nao é possivel determinar o N(y) para isto devemos nova-
mente considerar a seguinte aplicacao sobrejetiva:
1/1 . St—S X St—5 X St_5 — N(SO)
(A1, Ch1, Cra) —  (=Cul® + Aymg, —C1ol” — Aymy, Crymy + Cramy).
Assim dimN (p) = dimeS;_3 X Si_4 X Sy_4 — dimcN (¢). Note que,
(A1,C11,Ch2) € Siz3 X Syy X Sp—a | —Cul? +Aymy =0,  (0)
N(¢) = —012l2 — A1m1 = O, (ZZ)

Cnml + Clgmg =0 (222)

De (ZZ’L) temos que: C’Hml = —Olgmg ou seja, CH = Dm2 (S 012 = —Dm1
com D € S; 5. Tanto de (i) quanto de (i7) temos que A; = DI?.Logo,
N () = S;_5. Portanto,

dich((,0> = dim@St,g X St,4 X St,4 — dim@St,5.
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Assim

dimcft = dimCSt_g X St_g X St_g — dlch(Q@)
= dimcst_Q X St_g X St—3 - dimcst_g X St—4 X St—4 -+ dimcst_5
= 2dimcSi_s + dimcSi_3 — dimeSi_s — 2dimcSi_4 + dimcSi_s
= 2dim@St,2 — 2dimc5t74 + dim@St,g,
2(t—1)t 2(t—2)(t—3) (t—3)(t—4)
2 2 + 2

Portanto,

F](t) = dim(cst — dim((j[t

o (FD@+2)  2(t=1)t + 2(t=2)(t=3)  (t=3)(t—4)
- 2 2 2

_ t2+3t+272t2+2t+2t2710t+127t%+7t712

_ 2t42 2

- 2

= t+1

2.3.2 Lema. Seja I = (I*,im, f) um ideal de S ondel e m € Sy sdo L.I.
e f € S3— (I?,lm). Entdo

1. Se f ¢ (l) e f € (l,m) entio p;(t) =4.

2. Se f¢&(l) efd (l,m) entao pg(t) = 3.
3. Se f € (l) entao pg(t) =t+1.

Demonstragao. Escolha n ¢ (I,m), entdo [,m,n formam uma base de 5.
Logo temos que:

{l3, Pm, Pn, lm?, lmn, In?, m®, m*n, mn?, n3}
formam uma base de Ss.

Como f € s3 f pode ser expresso como uma combinagao linear dessa
bsse, ou seja,

f = apl®+a1Pm+asl®n+aslm?®+admn+asln®+agm®+azm*n+agmn®+agn®
sabemos que I = (I?,Im, f), logo podemos assumir que:

f = asln® + agm?® + aym?*n + agmn® + agn?
= asln® + agm?® + azm*n + agmn?
= asln® + mgs

onde gy = agm?® + aymn + agn® com g # 0 pois f ¢ (I). Calculando a
Fungao de Hilbert ¢ facil verificar que:
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t dimCSt dim@]t F] (t)
0 1 0 1
1 3 0 3
2 6 2 4
3 10 6 4

Vamos determinar dim¢/; usando a seguinte aplicacao sobrejetiva para t > 4.

@: Sia X Sig xSy — I
(A, B,C) — Al> + Blm + Cf

Note que: dimcly = dimcSi—2 X Si_a X Si_3 — dimcN (). Portanto temos
que determinar o ntcleo de .

N(p)={(A,B,C) € S;_3 x S;_9 x Sy_3 | Al* + Blm + Cf = 0}.
Se Al + Bim + Cf = 0 entao C = [C com C; € S;_y4, ja que f & (I). Logo,

Al+ Bm + le =0
Al + Bm + Cy(asln®* + mgy) =0
(A + Cla5n2)l + (B + Clgg)m =0

Logo, A+ Ciasn®> = Aym e B+ Cigo = —A;l com A; € S,_5. Assim,

temos que:

A=Am—Ciasn® e B=—Al —Cigy, isto é,

N(@) = {(A,B,C) € S5 % Sy_3 X St_s| A= Aym —CiD,B = Al — CLE C = Cyl}
Portanto, N (¢) = S;_3 x S;_4. Dai, temos que:

dim(c[t = dim@St,g X St,Q X St,;g — dim@St,g X St,4
= 2dz’m@5't,2 + d’im@St,g — dimCSt,g X St,4

== 2dim@5t_2 - dim(cSt_4
2=t (t=2)(t-3)
2

2
t2+3t—6
2

Assim, obtemos:

F[(lf) = dim@St - dim(clt
t+1)(t42)  243t—6
2 2

—~

= noloo

Se f ¢ (l) e f¢&(l,m) entao P%(t) = 3.
Como f ¢ (I,m) concluimos que ag # 0. Calculando a funcao de Hilbert
associada a %, temos:
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t dimCSt dim@]t F] (t)
0 1 0 1
1 3 0 3
2 6 2 4
3 10 6 4

Vamos mostrar que Fy(t) para ¢ >4 é igual a 3. Para isto vamos calcular
primeiro a dimcl; usando a aplicacao linear sobrejetiva:

©: SS9 X Spgx Sy — I
(A, B,C) — A’ + Blm+Cf

N(p) =1{(A,B,C) € S;_5 x S;_9 x Sy_3| A+ Blm +Cf =0}.

Se AP+ Blm+Cf =0 = C =1C, com C; € S;_4 pois f & (I), logo,
temos: Al+Bm+Cif =0= Cif = —Al—Bm = C\f € (I, m) agora como
fé{l,my =Cye{l,m) assim C) = Cy1l+ Cigom com Cy; € Si5

1 = 1,2. Portanto:

0 = Al+Bm+Cif

0 = Al+ Bm+ (Ciyl+ Ciam)f

0 = (A + Cuf)l + (B + Clgf)m
Dai temos que (A+ Cp f)l = —(B+ Ciof)m = (A+Ci1f) = Am e
(B+Ciaf)=—Aim com A € S; 3,isto é, A=Am—Cy1f e
B = —Aym — Ciof. Mas ainda néao é possivel determinar o N (), para isto
vamos considerar novamente a seguinte aplicacao sobrejetiva:

¢ : St_g X St_g, X St_5 —_— N(SO)
(A1, Ch11, Cia) — (Aym — Cii f, —Aiym — Chaf, Ciil + Ciam).
Assim, dimN () = dimeS;_3 X S;_5 x S;_5 — dimN () logo,
(A1,C11,Ch2) € Si—3 X Sp_5 X Sps | —Cuf +Am =0, (7)
NW) = —C12f —Am =0, (“)
Cnl + C’12m =0 (ZZZ)

De (iii) temos que: C13l = —Chiam ou seja, C;y = Dm e C19 = —DI com
D € S;_¢. Tanto de (i) quanto de (i7) temos que A; = Df. Logo,
N() = S .

dZmN((p) = dimCSt_g X St_5 X St_g, — dZmN(w)
= dim@St,g X St,5 X St,5 — dZ‘mSt,(;
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Assim, temos

dzmIt = dim@St,g X St,Q X St,3 — dzm./\f(go)
= 2dimSt_2 + dimSt_y) - dimSt_g - QdimSt_5 + dimSt_ﬁ
2t(t—=1)  2(t—4)(t-3) + (t—5)(t—4)
2 2 2

Portanto, temos

(t+1)(4+2)  2t(t-1) + 2(t=3)(t—4)  (t=5)(t—6)
2

2 2
t2 +3t+272t2+2t+2t2714t+247t% +9t—20
2

2+24-20

2
26—20
2

=]

2
= 3
Como f ¢ uma ctibica tal que f € (I) — (I*,Im) e I = (Imy,lmy, f) podemos
asssumir que:

f =1+ asin® = (1> + asn?). Vamos determinar a fungao de Hilbert para
t—0,1,2,3.

1 0
3 0
6 2
10 6

dimCSt dim@]t F] (t)
1
3
4
4

WIN| | O =+

Vamos determinar a funcao de Hilbert para ¢ > 4. Para isto considere a
seguinte aplicagao sobrejetiva:

©: S X Siax Sy — N(p)
(A, B,C) —  Al> + Blm + Cf.
N(p) ={(A,B,C) € S;—2 X 542 X S;_3 | Al + Blm + C f = 0}.
Se

Al? 4+ Blm +Cf =0
A2+ Blm + Cl(I* + asn?) = 0
Al + Bm + C(I* + azn?) =0
Al + Bm = —C(I*+ asn?)

Como (I, m) é um ideal primo, temos que: C' € (I,m) ou
I?> + asn® € (my,my). Note que (I* + azn?) ¢ (I,m), dai C € (I,m) isto é,
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C = Cyl+ Ciam com Cy; € S;_4. substituindo na terceira equacao acima
temos que:

Al + Bm + (Clll + Clgm) (l2 + a5n2) =0
(A+ Cii(I* + asn?))l + (B + Cia(I* + azn?))m = 0
(A + CHQg)l = —<B -+ 012Q3)m.

Onde Q3 = [? + asn?. Dai temos que A+ C11Q3 = Aym e
B + Cngg = —All com
Ay € S;_3. Portanto temos que o N () é dado por:

(A, B,C) - St_g X St_g X St_g X St_g | A= —Clng + Alm, (Z)
N((,O) = B= —012Q3 — All, (ZZ)
C= Cnl + C’12m (ZZZ)

Note que ainda nao é possivel determinar o N(p) para isto devemos nova-
mente considerar a seguinte aplicacao sobejetiva:

Y S xSy xSia — N(p)
(Ah Cn; 012) — (—Can + Alm, —Cle3 - All, Cnl+ Clzm)-

Assim dimN () = dimcS;_3 x Si_4 X Si_4 — dimeN (¥). Note que,

(A1,C11,Ch2) € Si—3 X Spoy X Spy | —C1Qsz +Am =0, (i)
N() = —C2Q3 — Ayl =0, (it)
Cnl + Clgm =0 (ZZZ)

De (iii) temos que: Cpl = —Ciam ou seja, C1; = Dm e C1o = —DI com
D € S;_5. Tanto de (i) quanto de (i7) temos que A; = DQ3. Logo,
N(¢) =2 S;_5. Portanto,

dzmc/\/(go) = dimCSt_g X St_4 X St_4 — dim(cSt_5.

Assim

dim(c]t = dim(cst_z X St_g X St_g — dzch(go)

dim@St_g X St_g X St_g — dim(cst_g X St_4 X St_4 + dz’m(cSt_g)
2dimeSi_o + dimcS;—3 — dimcS;—3 — 2dimcS;—4 + dimcS_s
2dim(cSt,2 — Qdimcstle + dimCSt,g,

2=t 20t=2)(t=3) , (t—3)(t—4)
- 2 B 2 + 2
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Portanto,

F[(t) = dim(jst — dim(;[t

D) 21t | 2(t-2)(t=3)  (t—3)(t—4)
- 2 2 2_ 2 2 + % N 2
43422t 4-2¢42¢° 108412t 4Tt —12

. 2t42 2

- 2

= t+1.

2.4 Quadruplas de pontos geradas em grau 4.

As contas realizadas no maple (veja apéndice C, pag 118) nos permitiram
detectar que aqueles pontos de X' = Bly X onde o polinémio de Hilbert nao
é esperado (pg = 4) determinam um ideal J = (I?,Im, f3) onde f3 é a ctibica
(a menos de multiplos escalares) tal que J; = 1S5. De fato, neste caso temos
que J = (I) e o polinémio de Hilbert da variedade determinada por este ideal
é t+ 1. Assim a procura de novos geradores serd em grau 4. O Teorema de
Bézout mais uma vez nos garante que ¢é suficiente escolher um polinomio de
grau 4 que nao seja multiplo da reta [, para termos 4 pontos contados com
multiplicidades. De fato, temos que:

2.4.1 Lema. Seja I =< 1,h > um ideal de S ondel € Sy e h € Sy —153.
Entao Ps (t) =4.

Demonstragao. Seja {l,m,n} uma base de S;, logo temos que
{14, Bm, Bn, Pmn, Pn?, lm3, lm®n, Imn®, In®, m*, m®n, m*n?, mn3, n4}
formam uma base de S;. Como h € S; — 1S5 podemos assumir que
4

h = agm®* + a;m®n + aom*n® + asmn® + asn.

Verifica-se que a Funcao de Hilbert para t =0,1,2,3,4 é dado por:

t dz’mCSt dim(cft F] (t)
0 1 0 1
1 3 1 2
2 6 6 0
3 10 6 4
4 15 11 4
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Vamos determinar a funcao de Hilbert para ¢t > 4. Para isto, vamos
determinar dimcl; usando a seguinte aplicagao sobrejetiva.

@i Sio1 X Sieg — 1
(A, B) — Al + Bh.

Note que dimcly = dimcSi—1 X Si_4 — dimN (p). Assim é suficiente deter-
minar o nucleo de .

N() ={(A,B) € Si_1 x S_s | Al + Bh = 0}.

Note que, como h ¢ 1S3 entao [ 1 h. Dali, temos que Al + Bh =0 = Al =
—Bh. Dai, concluimos que A = Ath e B = —Ajl com A; € S, 5. Logo,
N((,O) = {(A, B) € St—l X St_4 | A= Alh e B= —All}

Portanto N (p) = S;_5. Segue que:

d?:m([j[t = d?:m([jst,1 X St,4 — d'lch(gO)

= dimCSt_l X St_4 — d’im(cSt_5
@Dt (#—2)(t-3) (t—3)(t—4)
- 5+ - 2
t243t—6

2

assim obtemos,
F](f) = dimCSt - dim(c[t

+1)(t+2)  t243t—6
2 2

8

2

= 4
u

2.4.2 Observacao. A porposicao 2.1.2 nos permite afirmar que um ideal

I C S tal que ps = 4 esta completamente determinado pelas 11 quérticas
que geram [, como espaco vetorial.
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Capitulo 3

Compactificacao de X — Y

As referéncias bdsicas para este capitulo sao [2],[11],[12],[13] e [15].

E importante observar mais uma vez que um ideal I C S gerado por dois
polindmios homogéneos ¢i,qa € S, determina um ponto de Hilb*P? se
mde(q1,q2) = 1. Do contrério teremos um ideal cujo polindémio de Hilbert
é t + 2, ou seja, uma curva. Assim, é importante neste caso determinar
geradores de maior grau para um ideal J O I =< ¢q,¢> > de maneira que
Pg =4.

No capitulo 2 apresentamos alguns lemas nos quais os ideais sao gerados
em grau 3 e 4 respectivamente. E importante destacar como o suporte da
variedade determinada pelos gerados em grau 2 em cada ideal, nos permite
por exemplo escolher uma ciibica que passa pelo ponto isolado deixando um
traco de 3 pontos na reat suporte, veja Lema 2.3.1, determinando assim um
ponto de Hilb*P?. J4 no Lema 2.4.1 apaece um gerador novo em grau 4.
Fechando assim a descricao do tipo de ideal saturado que vem definir um
ponto de Hilb*P? conforme Proposicao 2.1.2.

3.1 Obtencao de geradores em grau 3

3.1.1 Lema. Considere o mapa induzido por multiplicacao:
pus: E2@ Filx — Fslx.
Entao:

1. Nus € nunca nulo.
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2. V(ASuz) =Y.
Demonstragao.

1. Primeiramente observe o seguinte:

o 1€ X —Y = posto(us,) = 6.
De fato, considere m = [q1,¢q2] € X — Y entao o mde(qr,q2) = 1.
Note que, Im(us ) = {aq + Bq | o, € S1} é um subsespago de
S5 de dimensao exatamente 6. Desde que:

@ Slel — Sg
(,8) = aq + B

¢ uma aplicagao linear sobrejetiva, cujo N () = {(0,0)}.

e 7 €Y entdo posto(ps ) = 5.

De fato, como m € Y entdao m = [lmy,lmsy]. Consideremos a
seguinte aplicagao linear:

@ Sl X Sl — Sg
(o, ) — almy+ Blms

E suficiente mostrar que dimN (p) = 1. De fato, temos que
N(p) ={(a, ) € S1 x S1 | almy + Blmy = 0}. Dal, segue N (¢) =
{(a, ) € S1 x S1 | a=—=Amg,5=Amy; com A€ C}.

Assim N (p) = C. Portanto temos que dim(Imyp) = dimS; x
S1 — dim(N(p)) =6 — 1 = 5. Concluimos assim que o post(us.)
é igual a 5.

Assim, concluimos que o posto minimo de us é 5. Portanto A’
é nunca nulo. (Note que A®yu3 nulo, significa dizer que todo menor
de ordem 5 de [u3] é nulo, ou seja, o posto teria que ser menor que
5). Concluimos assim a verificagao de 1.

2. Agora vamos verificar que a segunda afirmacao deste lema. Sejam € Y
entdo o posto(jz,) = 5, assim A®u3 é nulo. Portanto, Y C V/(A®u3).
Para mostrar a outra inclusao considere uma representagao local de p3.
Seja Uy 2 C X um aberto isomorfo a C®, escolhido de maneira que:

@ = TP+ a1wors + asx? + azT Ty + a4 (3.1)
G2 = ToT+ asTeTo + agTr + a7riTo + agrs
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seja uma base de 7]y, ,. Neste mesmo aberto consegue-se que F
e JF3 trivializem com base local formada pelos monémios ordenados:
To,T1, Ty € Ty, TaT1, TaTo, ToT3, ToT1 T2, ToTa, T3, T2xq, T173, T3 TESpecti-
vamente. A restricao de pg sobre U 5 ¢é representada por uma matriz
6 x 10. Apds algumas operagoes elementares em suas linhas, podemos
representar i3 por:

:u3|U12 - "

1 * % % % %
0 fi fofs fo S5
Verificamos que A®us = (f1, fo, f3, f1) € estes geradores correspondem

exatamente aqueles f, que possuem termo linear nao nulo. De fato,
os geradores de ASp3 sdo:

[ R e R s R s R s R
S oo o~ O
OO O~ ¥ ¥
OO~ ¥ ¥

f1 = —ag+ asay; — CLGClg

f2 = ag + ag

f3 = az+ 2a6a7 — 2&%&5 — Agdq (32)

fi = a4+ a?— aray + ada? — 2aragas + asasa

apéndice C pag 110 e 111. Note que se 7 € V(A%u3) entao:

=0 & ag=asar —aya?
(%) f2=0 & ay=—ad?
f3=0 & a3z= —2apa; + 2atas + aga;
f1=0 & a4=—a2+ ara; — aa? + 2arasas — asaga;

Susbtituindo (*) na representagao de ¢; e ¢, em 3.1, obtemos:

@ =lmy
q2 = lmy
onde,
l = X + a1 + (CL7 — a5a6):v2
m; = Xg— GgT1 + (CL5CL6 — a7+ al)LEg
meo = I + asT9

L0g07 ™= [Q1aQ2] eyY.
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3.1.1 Descrigao de G$

Considere o seguinte diagrama de explosao:

El—— x1! (3.3)

L

Ye——X

onde X! = Bly X

3.1.2 Lema. X' mergulha em G(2,S53) x G(6,S3):
Demonstracao. Considere
v X! — G(Q,Sg) X G(G, Sg)

definida da seguinte maneira:

Sejam {U; ;} a cobertura aberta canonica de X e {U, ... ;s} a cobertura
aberta canonica de G(6,S3). Seja {U; j.x} a cobertura aberta de X' obtida da
seguinte forma: Note que p; ' (U;;) C X' é um aberto de X! entdo temos que
p1 Ui ;) = U g com k=1,2,3,4 ondel; j é o aberto determinado pelo
fato que fi é o gerador do ideal do divisor excepcional. Ou seja, E'NU; j =
V(fr). De fato, a explosao de U, ao longo de Uy NY, Blyy, .yl C
Uy o x P3 ¢ dado por:

Bl ;v e = {(a, [By : Ba : B : By))|fi(a)B; = fij(a)B; ¥V i # j}

onde Ui o NY =V (f1,---, f1) e 08 firs como em 3.2.
Considere entao U 9,1 C Bly, ,ny)U1,2 definido por:

Unpa = {(a,[1:b1: b b)) fila) = fi(a)b; V i= 23,4}
Assim, definiremos 9 localmente por:

Y |U1,2;1: Z/{1,2;1 E— Z/{LQ X Z/{(17...76)
' (p(2h), Vi)
onde
Vo — { @S1® @St se  p(e!) =g, e X -Y
’ 1(S2) (myma) + [g5] se  pi(a!) = [Ima,Ims] €Y

onde g3 = xgr3—by 23— (b1 +ashy )xizy— (b3 +beas+ag) w173 —(—a1 +ar—agas+

37 _ _ _
bsas) sy, | = xo+asri+ (a7 —asae)r2, My = xo—at1+(asag—ar)rs € My =
T1 + asxs.
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A seguir consideremos as seguintes cartas de X' e X x G(6, S3) respecti-
vamente:

v (CS e Z/{l,Z;l
(a1,b1,ba, b3, a5, a6, a7,as) +—— (a,[1:b1:bs: bs))

onde a = (ay,bifi — a2, bafi + 2a2as — 2agar + agay, b3 fi + ara; — a2a? +
2 _ 2
2a7a6a5 — a5a6a1 — a7, G5, Ag, A7, Gg) COM  f1 = ag — asay + agas.

vy C® x C*# — Ui X Uq,.. 6
(ar,...,as,c1,...,c21) = ([q1,q],[Ch, ..., Cg))
onde
1. aq,--- ,ag sdo coordenadas que determinam ¢, g2 conforme 3.1.
2. c1,- -+ ,C94 520 as coordenadas que determinam C', - - - , Cg da seguinte
forma:

3 2 2 3
Ch = c17] + cox1xo + 3125 + €475

3 2 2 3
C@ = €217 + Co2T1 T2 + C23L1 T + C24To

De fato, temos que os c;s sao dados por:

c1 = —ag(biaga? — ak + biag — biasar — by(a? — ara; + aga? — 2azaeas +
a5y — bga6a§ + a% — bgag + bga5a7 — ag(bla(;ag — CL% + blag — b1a5a7) +
(bg(lg + 2@%(}5 — 2a6a7 + agay — bga5a7 + b2a6a§)a5
Cy — (blaﬁag — CL% + bl(lg — b1a5a7)(a5a6 — CL7) — (lﬁ(bQCLg + 2@%@5 — 2a6a7 +
g1 — b2a5a7 + bQCLGCL%) - (bg + a5b1)(a7a1 — a%ag + 2a7a6a5 — 5001 +
b3a6a§ — (I% + bgag — b3a5a7) — a% + (blagag — (Ig + blag — b1a5a7)a§ — (bgag +
20,(23&5 — 2a6a7 + agay — Z)QCL5CL7 + bza — 6&%)@5
C3 = (blaﬁag — (lg + b1a8 — b1a5a7) ((I5CL7 — ag) - (bQCLg + 2(1%@5 - 2(16&7 +
ag1 — b2a5a7 + bgagag)m — (b3 + an5 + ag)(aml — a%ag + 2(17&6&5 —
asaga; + bsaga? — a2 + bzag — bsasar) — a? + (byaga? — a2 + biag —
b1a5a7)a§ — (62(18 + 2&%@5 — 2a6a7 + agay — b2a5a7 + bga6a§)a5
Cy = —(b1a6a§ - a?j + b1a8 - b1a5a7)a5a8 — (bgag + 2@%(15 — 2a6a7 + agap —
bga5a7 + bg&@&%)ag — (Cl7 —ay + bga5 — CLG(I5)(CL7CL1 — a%a% + 2&7&60,5 —
asaga; + bsaga? — a2 + bzag — bsasar) — a? + (biaga? — a2 + biag —
b1a5a7)a§ — (bgCLg + 20%015 - 2a6a7 + agay — b2a5a7 + bQCL — 60%)(1,5
cs = —a2—by(ara; —aka?+2arasas5 —asaga; +bzagai —a?+bsag —bsasar — a3 +
(biaga?—a2+biag—biasar)a — (byag+2a2as —2asar+agay —byasar+byaga?)as
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Ceg = —(b1a6a§ — CL% + blag — b1a5a7)a5 + a5a§ — 2a6a7 — (bg + a5b1)(a7a1 —
a%ag + 2aragas — asaga; + b3a6a§ — a% + bzag — bsasa; — ajas + agaﬁ — asar)
Cr = —(bQCLg + 2@%&5 — 2a6a7 + agay — b2a5a7 + bQCL@CL%)CLg, — agag + asagay —
a? — (bs + asby + ag)(ara; — a2a? + 2azasas — asaga; + bzaga? — a2 + bsag —

b3(1,5CL7 —aia5 + CL%G@ — Cl5(l7)

cs = —(ara; — aka? + 2ara6as5 — asaga; + bzaga — a2 + bzag — bzasar)as +
asagag — azag — (—ay + ay — agas + bzas)(ara; — a2a? + 2aragas — asaga; +

b3a6a§ — a% + bgag — bga5a7 — ai1a5 + a§a6 — CZ5CL7)

Cg = —a1b1

Cio = b1a6a§ — CL% + b1a8 — b1a5a7 — a1b2 — CL16L5b1
c11 = baag + 2akas — 2agar + aga; — beasay + baaga? — ajby — ajasby — ajag
C12 = aza; — aka? + 2azagas — asaga; + bzagai — a2 + bsag — bzasar; + a3 —

a1a7 + a1agas — a1a5b3
Ci3 = Gg + a%bl
Ci4 = Q7 — A5 + ngg + agbl
Ci5 = ag — asa7 + a%bg + agbz + CLGG%

Cc16 = —asag + alag — a7a§ — a6a§ + bgag
c17 = —asby
C18 — Qg — a562 — agbl
Ci9g = Q7 — CL5b3 — a%bg — a50g
Cop = Gg + a1as5 — asay + aﬁag - bgag
co1 = by
Coo = b2 + Cl5b1
Co3 — b3 + CL5b2 + ag
Coy = —a1 + a7 — agas + b3(l5.
E importante destacar que as cubicas C,--- , Cg sao determinadas a partir

das linhas da matriz [p} s, ,,]. Ditos célculos sao feitos utilizando o pacote
MAPLE, para mais detalhes veja apéndice C pag 114.
Considere o diagrama comutativo:

C? b Ui

T/Jl \quLZJ

C8 x (C24 Lu1’2 X Z/{(l,...,(a)

A seguir verificaremos que:

o )y, ,, ¢ injetivo.

De fato, para isto é suficiente verificar que o mapa v € injetivo. Sejam A
e B € C8 tais que 9(A) = ¢(B). entdo queremos mostrar que A = B.
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Observe que:

o =
Qo = asg
&3 = as
ay = b
) as = ag (3.4)
g = bz + a5b1
Qr = ay
ag = bg + CL5Z)2

\

sao partes das fungoes coordenadas de 1. Entao segue-se que A = B.

e dY|y, ,, € injetivo.

Para isto é suficiente verificar que di) é injetivo. Assim basta mostrar
que o posto da matriz Jacobiana de di) é iguala a 8. Considere a subma-
triz da matriz Jacobiana de ¢ determinada pelas funcoes coordenadas
em 3.4:

10 0 0 0O0O0O0
01 as 0 0 0 0 O
00 1 a 0 0 0 O
00 0 1 0O0O00O0
00 by bo 1 0 0 O
00 0 1 0100
00 0 0 0O0T1O
00 0 0 O0O0O01

Apoés algumas operagoes elementares sobre as linhas da matriz acima
verifica-se que o posto da submatriz é igual a 8. Portanto, o posto
da matriz Jacobiana de diy ¢é igual a 8. Assim concluimos que di)
é injetora. De onde segue-se que ¢ é um mergulho. E importante
notar que a defini¢ao de 9, ., pode ser obtida de maneira inteiramente
analoga ao caso considerado nesta prova. Deixamoms ao cargo do leitor
interessado fazer tais verificagcoes. como também o fato de que estas
descric eos locais de 1 sao compativeis no sentido que é possivel estender
a definicao de ¥ a todo X*. Note que as contas foram realizadas num
aberto em torno de uma orbita fechada.

3.1.3 Definigao. Seja Y' = {([I*,im])| ,me S, LI} C X C X x
G(6,53). Seja 9 : X' — G(2,53) x G(6,S3) 0o mergulho definido acima.
Entao seja Y =97 1(Yh).
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3.1.4 Observagao. Note que Y! C E' pois py (Y1) =Z CY.

3.1.5 Lema. Considere Y' = {([I*,im])| I,m € Sy LI} entao:

(: I — X
([l (1) = ([%,1m],1S)

onde {[p]} = V() NV (m). E um mergulho sobre Y*.

Demonstragao. A demonstracao é analoga a que foi feito no Lema
1.2.1 item 4. [

3.1.6 Definigao. Considere o diagrama: x1 Vs X x (6, 5;)—=~G(6, S5) -
Entio seja GS = 9*(p3ES). Entao podemos verificar que:

3.1.7 Lema. Seja GS o feize sobre X' definido acima. Entdo:

(a) Se z' € X' — E' entao pi(z') = [q1,¢2) € X — Y. E temos que
gg,xlqu& Dg251°

(b) Se ' € E* — Y entao ¥(x1) = ([Imy,Ima], 1(S2) my.ms) + [f3])- E
temos que G5 1 = 1(S2) (my,ma) + [f3] com f3 & 1Sz efs € (M1, ma),.

(c) Sez' € Y entdo py(2') = [I?,Im] € Z. E temos que G§ , = 1S

Demonstracao. Segue-se do fato que a variedade X descrita na segao
1.3 éigual a ¥(X') onde x1 ¥,y « G(6,5;) ¢ o mergulho definido
no Lema 3.1.2 e da definigao de G§ = 9*(p3EY).

3.2 Obtencao de Geradores de grau 4.

3.2.1 Descricao de Qil

3.2.1 Lema. Seja pug : G§ ® Fil,, — Fal,, o mapa induzido por
multiplicacao. Entao

(a) AMuy € nunca nulo.

(b) V(A ) = Y.

67



Demonstracgao.

(a) Para mostrar que A%y é nunca nulo verificaremos que:

e Se zt € X! — E' assim py(2') = [q1,¢2] € X — Y. Entéao o
posto(py 1) = 11. De fato, considere a seguinte aplicagao:

p: Syx S — S5y
(,8) +— aq + B

E suficiente mostrar que a dimensao do nicleo de p éigualal.
De fato, temos que N'(¢) = {(a, 8) € Sa x Sy | agi + Bgz = 0}.
Dai, temos que agq; + B¢z = 0 entao aqy = —fB¢2. Logo,
a=rfel=—krkacomer € C. Assim, N(p) = C. Por-
tanto, dim(Im(p)) =12 —1=11.

e Sex! € E' =Y logo ¥(x') = {([lmy,lm], 1S, .. + [hs]) }-

Ent&o posto(py 1) = 11. De fato, considere a aplicagao linear:

@i Syx S x S — Sy
(aaﬁvv) L alm1+5lm2+7h3

Logo é suficiente mostrar que a dimensao do nucleo de ¢ é
igual a4. Note que N (¢) = {(a, 3,7) € Sz x Sox | almy + Blms + vhs = 0}.
Dai, temos que:

almy + Blmy + vhs = 0(x)

Entdao vhs = —Il(amy + fmy). Como [ { hs entao |y, dai
v =yl com y; € C. Substituindo em (*) obtemos que am; +
Bmsg + v hs = 0. Note que hy = rymy +remg com ry, € ry €
Ss. Logo temos que (o —+~17r1)my + (B+y112)me = 0, verifica-
se que o + Y1y = smg e 4+ yrg = —smy com s € Sy.
Portanto, temos que N () = C x S;. Assim, verifica-se que
dimIm(p) =15 —4 = 11.

(b) Seja m € Y entao o posto(ps) = 10. Assim A} ¢ nulo. Por-
tanto, Y1 C V(AMuy). Para mostrar que V(A'puy) C Y consid-
eraremos a representacao local de pi4. Seja U 2.y € X I um aberto

isomorfo a C8, escolhido de maneira que {q;;, q2xi}é:1 U{hs} de-
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termina uma base de G$ |, ,.,, onde:

Q= T2+ aiwors + ribagai — aird + xibrag (3.5)
—$%b1a5a7 -+ x1$2b2a8 + 2&%(151‘1%’2 — 21‘1272&6&7
+T1T20a601 — x1x262a5a7 + x1w2b2a6a§ + 1’%@7&1
—x3a2a? + 2x3ara6a5 — riasa6a,
+$%b3a6a§ — x%a% + l’%bgag — x§b3a5a7

Ga = ToT1 + azToTe + agT? + arriTe + agTs

hy = —wxox3 + biat + (ba + asbi)xext + (bs + beas + ag)z123
+(—ay + a7 — agas + bzas)xs

Nesse mesmo aberto consegue-se F; e JF, trivializem com base
local formada pelos monomios ordenados:

Lo, L1, T2

e

4 .3 3 2,2 .2 2,.2 3 2 2 3 4 .3 2.2 3 .4

A restricao de py sobre U 0,1y € representada por uma matriz
18 x 15. Apéds algumas operagoes elementares em suas linhas ver-
ificamos que as ultimas 7 linhas sao nulas, assim a submatriz de
H4|u(1,2;1) formadas pelas linhas nao nulas é:

1 * *
O -+ 0 pr P2 pP3 Pa D5
onde

P11 = b1 (36)

p2 = by

ps = 2ag+ bs

Ps = a1 — 2&7 — 2[)3&5

ps = ag— asay — 3aibs.

apéndice C pag 123. Verificamos que Ai = (p1,...,ps). Dal, se
m € V(A}}) entao:

P11 = 0<b =0

p2 = 0<by=0

ps = O<:>2a6+63:():>a6:—%b3

ps = 0& a1 —2a7; — 2()3&5 =0=a; =2a7+ 2b3a5
ps = 0&ag—asar — %a%bg =0= ag = asar + %agbg.
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Substituindo as relagoes acima nas equacoes que definem ¢q,qo €
hs conforme 3.5, temos que:

1
@ = Z(on + 2@7332 + 3a5b3x2 + b31’1)(2$0 + 2(175132 + CL5b3$2 - b3$1)
1
b= ot m)(2n o+ 20w + ashyrs — i)
1
hs = —5.7:5(2:60 + 2a7x9 + asbzxry — 531’1)-

assim concluimos que m € Y'!.

Considere o diagrama de explosao:

F2 —— X2 (3.7)

pzi im

Yl(_> Xl
onde X? = Bly1 X1

3.2.2 Lema. X? mergulha em X' x G(11,5,).

Demonstragao. Considere

e X2 — X'xG(11,8))

definida da seguinte maneira:

Sejam {U; ;. } a cobertura aberta de X' citada no Lema 3.1.2 ¢ U .k}

a cobertura aberta de X? obtida da seguinte forma: note que p; ' (Ui k1) C
X% 6 um aberto de X? entdo temos que py' (U jx) = Ul jpy com

[ =1,2,3,4,5 onde U, .1y € 0 aberto determinado pelo fato que py é o
gerador do ideal do diviosr excepcional. Ou seja, BN (U; jx1) = V(pr).
Considere a explosao de Ui 5. ao longo de U 5.,NY Bl ,nyyUi o C
Uy 2.1 x P4, ¢ dado por:

Bl(ulg;lﬂyl)ulg;l = {(CL, b, [Cl . CQ . Cg : C4 : 05]) | pi(CL, b)CJ = pj(a, b)CZVZ # ]}

Assim definiremos ¢ localmente por:
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SO |Z/{(1,2;1;1): u(1727171) u172 X u(lvvll)
2

T — (p2(x?), Vy2)
com
19 ® @Sy se  po(z?) € X — E' com pi(p2(2?) = [q1, ] € X =Y
‘/;,‘2 = l<S3>(m1,m2) + 9351 s€ pQ(xQ) S E'—Y"' com pQ(xQ» = ([Qh QQ]7 [Q17 Q2]3 + [93]

1S5+ [ha] se  pa(2?) € V!

onde hy = ]+ 12309+ 2000223 — 30173 +c4xs, verifica-se que hy ¢ 1S3.
Consideremos as seguintes cartas para X2 e X! x G(11, S,) respectiva-
mente:

K C? — U2
(a5,a7,bl753,01702,03704) — (6%57 [1 i€ iC i3 04])

onde a = (2a7+2b3a5—|—03b1, bl, Clbl, bg, as, —%bg—i‘Cle, ar, a5a7—|—%b3a§+
caby) e, e,

K1 : Cg X C44 — Z/{LQ X Z/{(17.,.711)

((J,l,bl,bg,bg,a5,...7a8,h1,...,h44) — ([al,ag,...,ag],[l . b1 : bg . b3]7H1,...

onde
_ 2
ag = bifi — Qg
(*) ay = b2f1 + 2@%&5 — 2a6a7 + agay
ay; = bsfi +aray — aia} + 2araga5 — asaga; — a2

com f; = ag — asay + aga?. Note que:

(a) ay,--- ,ag sdo as coordenadas que determinam ¢, g conforme 3.1.
(b) Analogamente hq,--- ,hyy determinam Hi,---, Hy; da seguinte
forma:

3 2.2 3 4
Hy = hyxixg + hoxizs 4+ hyxixy + haxy

3 2.9 3 4
Hyy = hywixe + hyoxixs + hasx125 + haaty

71

JHll)



Assim, consideremos o diagrama comutativo:

K

C8 U 2151 (3.1)

o -

C8 x C¥ —>Uo X U, 1)

De modo analogo ao geu foi feito no Lema 3.1.2 segue-se que ¢ é um
mergulho.

3.2.3 Definigao. Considere o diagrama: x2 ¥ x1 « G(11, 8,)—2~G(11, Sy) -
Entdo G;' = ¢*(p3€4").

3.2.4 Lema. Seja G}' o fibrado sobre X? definido acima e Ei =

py '(EY). Entdo para x* € X? temos que:

(a) Se z? € X% — E*U EJ entao p1(p2(2?)) = [q1, 2] € X — Y. Assim
temos que Gi' = ¢152 + ¢2.52).

(b) Se 2% € Ey— E;NE? logo, p2(2?) € E' =Y, ou seja, py(p2(2?)) =
[Imy,lms] € Y entdo temos que Gi! = Imy.Sy + ImySy + ¢35 onde
gs € <m17 m2>3 - lSQ(mLmQ)'

(c) Se #? € E? entdo py(z?) € Y! entao pi(p2(z?)) = [I%,lm] € Z.
Assim temos que Gj' = 1S5 + [hy] para uma tnica escolha de hy
tal que hy € IP’(I%‘;)

Demonstragao. Segue-se do Lema 3.2.2 onde afirma que X? mer-
gulha em X! x G(11, Sy).

3.2.5 Teorema. Seja~y: X --- — Hilb*P? o mapa racional definido

por: y(mw) = I, onde ™ = [q1,q2]. Seja’Y o complementar do dominio
de reqularidade de ~y. FEntao existe uma sequencia de explosoes com
centros ndo singulares X? — X' — X tal que

a parametriza uma familia plana de quddruplas de pontos e o
X? tri lia pl d idruplas d t
mapa X? — Hilb*P? estende v e é um morfismo.

(b) O mapa X* — X ¢ um isomorfismo sobre X —Y .

(c) A subvariedade de X? que se projeta sobre Y consiste de 2 hipersu-
perficies, cujos membros genéricos sao indicados na figura abaixo:

onde o denota um ponto no suporte das quddruplas de pontos as-
sociados.
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E2-

Demonstragao.

(a) Da construgao segue-se que podemos definir um mapa da seguinte

forma:

onde o(z?) é o saturado do ideal determinado pelos geradores do
subespago p(x?) € G(11,5,). Sabe-se que ter um morfismo de
uma variedade V em Hilb*P?, ¢ : V — Hilb*P?, é equivalente
a ter uma familia plana de quadruplas de pontos parametrizada
por V. Veja referéncia [12] pag 53. Por outra parte observe que
v: X — Hilb*P? é definido por vy(m) = Z, = (q1,q2). Assim

o X?

o diagrama abaixo comuta
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X2 (3.2)

lpz

e
lpl
X - —— Hilb*P*

De fato, y(p1(p2(2?))) = (@1, ¢2) = 0(2?) se 2® € X? — (E? U E}).

Concluindo assim a verificagao da primeira afirmacao.

Segue-se das propriedades dos mapas de explosao citadas no apéndice

A.

Observe que temos o seguinte diagrama de explosoes:

E? E?—— x2 (3.3)
I
Yl(_> El(_> Xl

N

A Y© X

onde E? = p;'(E"). Observe que para todo 22 € X? — (E' U E?)
verifica-se que p;(p2(2?)) € X — Y. De fato, note que py(E? U
E%) = FE'. Logo, pi(p2(E* U F?)) = p1(E') = Y. Portanto,
a subvariedade de X? cuja imaggem pelo morfismo p; o py é Y,
consiste das duas hipersuperficies E? e E?. Da construgao segue-se
que

e

De fato, em 3.11 a quadrupla de pontos é obtida ao adicionarmos
um gerador de grau, tal polinomio, passa pelo ponto p e determina
3 pontos sobre a reta [. J4 no caso de 3.12 é preciso adicionar um
gerador de grau 4 para obtermos a quadrupla de pontos. Tal
quadrica é escolhida modulo a equagao da reta [. [
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Capitulo 4

Apendice A

4.1 Definicoes Basicas

Este apéndice contém os conceitos basicos e resultados fundamentais
para o desenvolvimento dos capitulos desta dissertacao . As idéias a
seguir sao desenvolvidas sobre o corpo C.

4.2 Retas, Dimensoes e Singularidades

4.2.1 Definicao. Seja K um corpo e V. um espaco vetorial de di-
mensao n + 1 sobre K. O FEspago Projetivo associado a 'V € definido
pelo quociente:

P(V) =V —-{0}/~
ondeu~uv, ¥V u,v eV &&IN£0, Ne€ K tal que u = Mv.

Assim, P(V) ={[v] | v e V —{0}} onde [v] ={ueV —{0} | u~v}.

Se K = CeV = C""! entao P(C"*') = P" é chamado de n-Espago
Projetivo. Cada ponto p € P™ serd denotado por [p] = [po : p1: .. : Pul,
onde p; € C sao chamadas de coordenadas homogéneas de p.
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4.2.2 Defini¢ao. Seja f € Clxy,...,x,]. Chamamos f de polinémio
homogéneo de grau d se ¥V A € C tivermos:

fAzg, ... Azn) = AN fF(Xo, ..., Tn).

4.2.3 Observagao. Sempre iremos considerar polinomios homogéneos,
caso contrario especificaremos. Também consideraremos R com a graduacao
Standard tal que R = ®enRy, onde Ry = {f € R| f é homogéneo e gr(f) =t} .

4.2.4 Definicao. Um subconjunto Z de P™ é dito uma variedade
projetiva se existem polinomios homogéneos fi,..., fs € R tais que Z
€ o conjunto solugao do sistema polinomial f; (zg,...,x,) =0 com i =
1,...,s.

Chamamos este conjunto de os zeros de fi,..., fs € o denotamos por

V(f1, . fs). Isto &, V(f1, .oy fs) = {[po : 01 : oo pu] € P fi(po, -y Dn) =
0, i1=1,..,s}

4.2.5 Observagao. Seja I = (f1,..., fs) € R um ideal tal que f; com
i =1,...,s sdo polindmios homogéneos. Entao V(I) =V (fi,..., fs).

4.2.6 Exemplo. Sao variedades projetivas P* = V(0) Vn e ) =
V(1).

4.2.7 Definigao. As variedades definidas por um ou mais polinomios
em Clxzg,...,z,)1 sao chamadas de variedades lineares ou variedades
projetivas lineares em P".

4.2.8 Exemplo. Asvariedades em P" dadas por apenas um polinomio
nao constante sao chamadas de hipersuperficies, e possuem o grau do
polinémio que as define.

(a) Uma hipersuperficie de grau um em P™ é uma variedade linear
chamada de hiperplano;

(b) Uma hipersuperficie de grau dois em P? é chamada de conica;
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4.2.9 Defini¢ao. Consideremos a variedade linearl =V (ly,...,l,—1) C
P™ onde l; = ajoxo + ... + @ipxy € Clxg, ... xn]1, i =1,...,n— 1. Seja
Ji a sequinte matriz:

(3N 11 A1p
Q0 91 Aoy,
J =
Up—10 Qp—-11 -+ Qp_1n

Dizemos que | € uma reta em P" se postoJ; =n — 1.

4.2.10 Observagao. As linhas de J; sao formadas pelos coeficientes
das formas lineares [; que compoem a variedade [; Notemos ainda que
uma reta em P? serd dada por uma forma linear nao nula e portanto
J; deve ter posto igual a um.

4.2.11 Observagao. Uma reta é determinada de maneira tinica por
dois pontos distintos. Podemos verificar que dados p = [pg : ... : p,] #
q=1lq : .. q.) € P" temos que l,, = {ap+bg € P"|[a:b] € P'}
define uma reta em P, onde [,, ¢ a tnica que passa por p e q.

De fato, as n — 1 equagoes que define [, sao :
_ i —T5q _ Tipj—T;pi ..
Tk = i pa Pk~ pe—pg Q> COM ke{0,...,n}ek#i,7.
(Notemos que existem i # j, tais que p;q; — p;jq; # 0, desde que p # q.)

O nosso objetivo agora é definir a dimensao das variedades projetivas.

4.2.12 Definigao. Seja X um subconjunto de P". Definimos o ideal
associado a X, I(X), por:

SX ={feR|fla) =0 VYae X}.

4.2.13 Teorema. (Teorema dos zeros de Hilbert). Seja V(I) uma
variedade de P" tal que NI # (xo, ..., ). Entio S(V(I)) = /1.

Demonstracao. Consultar referéncia [14], pg.375-376. e [7] pag 34.
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4.3 'Topologia de Zariski

Considere a familia p = {V'(I)}, onde I percorre os ideais homogéneos
de R. Entao note que:

(a) P".0 € p;

(b) Se V(I),V(J) € p entao V(I)UV(J) € g;

(c) V(Ia) € p, a€ A, entao NV (Lypha) € 9
A familia p determina a chamada Topologia de Zariski (1899-1986)
no Espago Projetivo P, onde os conjuntos V(1) sdo fecchados da
topologia. Esta serda a Topologia usada durante todo o texto.
Além disso, se I = (f1,---,fs) e J = {(g1,--+,9:) € R temos
ainda que:

(d) V(I) ﬂV(J) - v(f?la 7f87glv"' 7gt)7

(e) V(I)UV(J) =V (figj) desde que 1 <i<sel<j<t

() 1€ J=V({I)2V({);

4.3.1 Definicao. Um espaco topoldgico € dito irredutivel se nao for
possivel decompo-lo como unido de dois subconjuntos fechados proprios.
Uma variedade W C P™ € dita irredutivel se W ¢ irredutivel como um
espago com a topologia de Zariski induzida.

4.3.2 Proposigao. Seja X um subconjunto de P". (X)) € primo se,
e so se, X € irredutivel.

Demonstracao. Consultar referéncia [5] pag. 4.

4.3.3 Definicao. Seja V' um espago vetorial sobre K de dimensao
n+ 1. Entdo definimos dimP(V') = n.

4.3.4 Exemplo. Vejamos o caso do espaco vetorial R;. Sabemos que

dimRq = (T;Ld!)! e portanto temos que dimP(Ry) = (Zfd‘?! —1.

4.3.5 Definicao. Seja Z C P" e p € Z. Definimos o Espaco Tan-
gente Projetivo de Z em p como sendo o conjunto:
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1,72 ={lag: a1 : ... 2 a,] € P" | Vf(p)- (ag,....,an) =0, Vf € I(2)}.

onde V f(p) denota o vetor gradiente e - denota o produto interno usual.

4.3.6 Observagao. Sejam p € Z C P" e §(Z) = (f1,..., fs). Ob-
servemos que,

1,2 =V (g 220170 g 2 ).

Isto é, T},Z é uma variedade linear de P".
Em particular se Z = V(f) CP? e p é tal que Vf(p) # 0, entdo 1,7 =
V(h) é um reta onde h = aa—fo(p)xo + g—é(p)xl + g—é(p):pg + g—wj;(p)xg.

4.3.7 Exemplo. T,P" = P". De forma geral, se Z = V(ly,...,[)
¢ uma variedade linear em P" e p € Z, entao 7,7 = Z. Basta ob-
servar que (Z) = (ly,...,1s), e para cada i = 1,..., s temos VI;(p) =
(g, -+, Qi ), conforme a notagao em 4.2.9.

4.3.8 Defini¢ao. Se Z =V (ly,---,l;) CP" € uma variedade linear
conforme na definicao 4.2.9, definimos a diemnsdao de Z como sendo:

dimZ = n — postoJ,

4.3.9 Definigao. Seja Z uma variedade irredutivel em P"*. Definimos
a dimensao de Z como sendo dimZ = min{dim(T,z) | p € Z}.

4.3.10 Definicao. Seja Y uma variedade redutivel em P™ e Y; suas
componentes irredutiveis. Definimos a dimensao de Y como sendo

dimY = max {dim(Y;)}.

Das defini¢oes acima segue-se que:

e Parap = [py: ... : pu), dim{p} = 0, visto que {p} = V(I), onde
I = (pox1 — ZoP1, -, PoTn — ToPn);
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e Uma reta em P? tem dimensao 1, enquanto que um plano tem
dimensao 2.

4.3.11 Observagao. Seja X uma variedade irredutivel e U C X um
aberto nao vazio. Entao dimU = dimX. Veja referéncia [3] pg 54.

4.3.12 Definicao. Seja Z C P" uma variedade. Dizemos que Z é
uma curva se dimZ = 1.

4.3.13 Teorema. (Teorema de Bézout) Sejam F,G curvas planas
projetivas de grau m e n respectivamente. Assuma que F, G nao possui
componente em comum. Entao:

#(FNG)=mn

pontos contados com multiplicidades.

Demonstragao. Consultar referéncias [3] pag 133, [13] pag 62-64,
[14] pag 420-421 e [1] pag 112.

4.3.14 Definigao. Seja Z uma subvariedade de P™ de dimensao
m. Dizemos que p € Z ¢é ponto singular de Z se, e somente se,
dimT,Z > m. O conjunto dos pontos singulares de Z €é denotado por
SingZ. Quando Z nao possui pontos singulares dizemos que Z € nao
singular.

4.3.15 Proposicao. Seja Z = V(f) C P" uma variedade projetiva
tal que f € livre de quadrados. Entao temos que

p € Z ¢ singular < Vf(p) =0
Demonstracao. De fato, lembremos que

1,2 =V (%(p)xo + ...+ %(p)xn>
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e que dimT,Z =n —posto( %(p) %(p) . 2Ly )

Portanto temos as seguintes possibilidades:

dimT,Z =nse Vf(p) =0 oudiml,Z =n—1se Vf(p) #0.

Como dimZ = mi{n,n — 1}, temos que dimZ = n — 1. Portanto,
p € Z ésingular < dimT,Z >n —1 < diml,Z =n < Vf(p) =0.

4.3.16 Exemplo.

(a) P™ é nao singular;
(b) F =V (23 + a3 + 23) C P? é uma conica nao singular;

(¢) Y =V (xox1) é uma conica singular onde SingY =V (zg, 1) .

4.3.17 Observagao. Seja g = Ard+ Bror,+Cri+ Drgra+ Exims+
Fx3 € Clzg, 1, 72)2 nao nulo. Notemos que C' = V(g) C P? define
uma conica. Sabemos que p € C é ponto singular se, e somente se,
Vg(p) = 0. Ou seja,

p=lpo: b1 po] € Sing(C) & (2(p), 22, 2(p)) = 0

oxg

pE San(C) < 2Apg + Bpy + Dps, =0
Bpo +2Cp; + Ep; =0
Dpo+ Ep1 +2Fpy =0

A B/2 D/2 Do 0
p € Sing(C)<| B/2 C E/2 m| =0
D/2 E/2 F || ps 0
Ou seja, p € Sing(C) se, e so se,
A B/2 DJ2
det | B/2 C EJ/2 | =0
D/2 E/2 F
A B/2 DJ2
Portanto, C' é ndo singular < det | B/2 C E/2 | #0.
D/2 E/2 F
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4.4 Morfismos

4.4.1 Definicao. Seja X C P". Dizemos que X ¢é uma variedade
quase-projetiva se for possivel encontrar A, F C P", A aberto e F
fechado, tais que X = ANF.

4.4.2 Definigao. Seja X C P" uma variedade quase-projetiva. Seja
¢ X — C, uma funcao. Dizemos que ¢ € reqular em p € X se
existe uma vizinhanca aberta V, de p e também g,h € R, ou seja,

polindmios homogéneos de mesmo grau, tais que ¢ = g/h em V, e
hq) #0V g€V,

Dizemos que @ € reqular se for reqular em todos os pontos de X.

4.4.3 Definicao. Sejam X,Y C P" wariedades quase-projetivas.
Dizemos que a funcao f: X — Y € um morfismo se:

(a) f € continua;

(b) ¥ aberto VC Y,V £ 0 e ® : V — C regular verifica-se que
Do f:fHV)— C étambém regular.

Observemos o diagrama abaixo:

vy x —L- VCy (4.1)

\/

4.4.4 Lema. Sejam X,Y C P" variedades quase-projetivas tais que
X CY. Entdo a inclusao i : X — Y tal que i(z) =z, Vx € X € um
morfismo.

Demonstracgao.

(a) Seja V' C Y um aberto de Y e notemos que i~ (V) = XNV. Como
V é aberto em Y temos que existe A aberto, tal que V= ANY.
Entao podemos escrever que X NV = X N A que é um aberto em
X. E assim temos que ¢ é continua.
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(b) Dado um aberto VC Y,V #0 e ®:V — C regular, verificare-
mos que ® o4 é regular em p € i~4(V), V p.

De fato, seja p € i1 (V) = X NV entao i(p) =p € V. Como & é
regular em p, temos que existe V,, C V um aberto e g, h € Ry tais
que ® = g/h em V),

Notemos que XNV, ¢ um aberto de XNV, e que contém p. Assim,

(®oi)(p) = 2(i(p)) = 2(p) = 9(p)/h(p).
Portanto, ®oi = g/h em XNV, ou seja, Poi é regular, e portanto
¢ ¢ morfismo.

Com raciocinio analogo podemos concluir que a func¢ao identidade idpn
também é um morfismo.

4.4.5 Lema. Sejam X,Y, Z variedades projetivas, e f 1Y — Z e

g: X — Y morfismos. Entao f o g também é um morfismo.

Observemos o diagrama abaixo:

X—2-v (4.2)

SN

©

Z—C

Demonstracao. Claramente (f o g) é continua. Suponhamos entao
que ¢ : V CY — C seja regular, entao p o f também é regular ja que
V' é um aberto de Y e f é morfismo. Assim, (po f) o g é regular e

como (¢ o f) 0 gl(fog)-1(v) = ¥ © (f © 9)|(foq)-1(v) temos que p o (f o g)
¢ morfismo como queriamos mostrar.

A seguir, enunciaremos o Teorema da Dimensao das Fibras.

4.4.6 Teorema. (Teorema da Dimensao das Fibras) Sejam X C P"
e Y C P™ variedades quase projetivas e f : X — Y um morfismo
sobrejetivo. entao :
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(a) dimf=(y) > dimX — dimY , para qualquer y € Y;
(b) Eziste U #£0, U CY, aberto tal que dimf~'(y) = dimX —dimY,
comyeU.

Demonstracao. Consultar referéncia [9], pg. 76 e [3] pag 60.

4.5 Produto de Variedades

Sejam X C P"eY C P™ duas variedades quase-projetivas. Gostarimos
de dar uma estrutura de variedade quase-projetiva ao conjunto:

4.5.1 Definigao.

XxY ={(z,y)|re X,yeY}.

4.5.2 Definigao. (Mergulho de Segre) Seja o : P* x P™ — PV
definido por o([a], [b]) = [... : a;bj : ...] onde N = mn+m+n. Dizemos
que Z C P xP™ ¢ uma variedade quase-projetiva se o(Z) C PN é uma
variedade quase-projetiva. As subvarieades de P x P™ sdo chamadas
de biprojetivas.

Assim pode-se concluir que X x P™, P" x Y e X x Y sao variedades
quase-projetivas.

4.5.3 Definigao. Sejam X CP", Y C P™ variedades quase-projetivas,
peXXxY eaf: XxY — Cuma funcio. Dizemos que [ € reqular
em p se, e somente Se,

foolig(X xY)—C

for regular em o(p), onde o : P* x P™ — Pmtmin ¢ o mergulho de
Segre.

4.5.4 Lema. Sejam X C P"Y C P™ wvariedades quase-projetivas.
Seja py : X XY — Y a funcgao definida por pa(x,y) =y (a projecdao
na sequnda coordenada). Entdo ps € um morfismo.
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Demonstracgao.

(a) Seja V C Y um aberto. Notemos que p; ' (V) = {(z,y) e X xY |y €V} =
X x V. Como V é aberto em Y e X é aberto em X, temos que
X x V é aberto em X x Y. Logo ps é continua.

(b) Seja V C Y, um aberto qualquer, V # @ e ® : V — C regular,

verificaremos que ® o py é regular em p € X x V, V p. De fato,

sejap € X x V entao pa(p) = ¢ € V. Como ® é regular em g,
temos que existe V; C V aberto e g, h € C[Xo, ..., X;nJae = g/h
em V. Temos que X x Vi é um aberto de X x V. Notemos que
a funcao ® opy : X x V; — C é regular em p.

Da defini¢ao anterior, é suficiente verificar que
(®opy)oo™:a(X xV,) — C éregular em o(p).

Notemos que, Vx € o(V x V),

(@0 pa) 00 (z) = B(pa(o (x))) = Lezle_Ll).

Assim, @ o py é regular, e portanto p, € morfismo.

4.5.5 Definicao. Sejam X,Y wvariedades e f : X — Y um morfismo.
Definimos o grdfico de f como sendo o conjunto

I'y={(z, f(x)ht) e X XY |z € X}.

4.5.6 Lema. O grdfico de f € um subconjunto fechado de X x Y.
Demonstragao. veja referéncia [3] pag 45.

4.5.7 Teorema. Se X ¢ uma variedade projetiva, e Y uma variedade
quase-projetiva, a sequnda projecao ps : X XY — Y leva conjuntos
fechados em fechados.

Demonstracao. Consultar referéncia [3], pg. 45.
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4.5.8 Proposigao. Seja X uma variedade projetiva de P", Y wvari-
edade quase-projetiva de P™ e f : X — Y um morfismo. Entdo f(X) C
Y ¢é um fechado de'Y .

Demonstracao. De fato, como I'y C X x Y é um fechado, temos que
p2(ly) ={f(z) | z € X} = f(X) é um fechado de Y.

4.5.9 Definicao. Seja X wuma variedade irredutivel e Y uma vari-
edade. Um mapa racional ¢ : X --- — Y € definido como uma classe
de equivaléncia de pares < U,y > com U C X um aberto nao vazio
de X, ev:U — Y € um morfismo, onde dados dois pares < U,y >
e < V,n> sao equivalentes se Y|uay = Nuav. O mapa racional ¢ €
dominante se para algum par < U,~v >, a imagem de vy é denso em Y .

4.5.10 Exemplo. Considere o seguinte mapa racional ¢ : A%-.. —
P! definida por: ¢(z,y) = [z : y]. Note que o mapa estd bem definido
exatamente em A?—{(0,0)}. Observe que p manda retas passando pela
origem em A? nos pontos de P! que eles representam, em particular nao
existe uma maneira de estender continuamente para todo A% Assim
podemos pensar ¢ como um mapa racional de P? para P!

4.5.11 Definigao. Dizemos que um mapa racional ¢ : X --- — Y
¢ birracional se existe um mapa racional ¥ @Y -+ — X tal que p o
Y e Yoyp sao ambas definidas e iguais a identidade. Dizemos que duas
variedades X e Y sao birracionalmente isomorfas, ou simplesmente
birracionais, se existe um mapa birracional entre eles.

4.5.12 Exemplo. Considere:

p: P 1

—
[z, y] +— %

>

b Al o P
t — [1:1]

1

Note que ¥ = ¢, portanto 1) o o = p o1 = Id. Dai, segue-se que ¢

¢é birracional.
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4.6 Blowing Up

4.6.1 Definicao. Seja X C A wma variedade afim e Y C X uma
subvariedade. Escolha o conjunto de geradores fi, -, frr1 € A(X)
para o ideal de' Y em X e considere o mapa racional:

o: X - — Pk
x U (@) oot frega ()]

Seja Y o lugar onde ¢ nao estar definida. Entao a explosio de X ao
longo de Y ¢ definido por:

BlyX = {(z,p(x)) eUxPF |zcU =X -Y} C X xP*

considere 7 : Bly X — X determinado pela projecao na primeira coor-

denada. No caso em fi,--- , frr1 formam uma sequéncia regular, temos
que:
BlyX = {(z,[by: - : byya]) € X x P* | fi(2)b; = fi(x)b; 4,5 € {1, k+1}}

4.6.2 Exemplo. Considere a explosio de A% ao longo de {(0,0)}.
Pode-se verificar que Bly(o03A%* = {((a1, a2), [b1 : bo]) € A? x P! | biay = boay }.
Assim 771(0,0) = {(0,0)} x P! 2 P! é o divisor excepcional.

4.6.3 Observacao. Se 7 : Z — X ¢é um morfismo e suponha que
temos uma cobertura de X por abertos U tal que 71 (U) = BlyryU
sobre X, entao Z = Bly X. Blowing-up sao determinados localmente.
Consulte referéncia [6] pag 168.

4.7 Polinomio de Hilbert

O Nosso objetivo agora é definir o polinémio de Hilbert (1862-1943) de
uma variedade projetiva. A idéia é associar a cada variedade em P"
um polinomio de forma que nds possamos obter informagoes sobre ela,
como grau e dimensao . Para maiores detalhes consultar ao menos as
seguintes referéncias: [2], pg. 163.
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4.7.1 Definicao. Seja I C P um ideal homogéneo. Definimos o C-
espaco vetorial I; como sendo

ILi={pel|p éhomogéneo de graut} et=0,1,...

Tem-se claramente I = @>0l;

4.7.2 Defini¢ao. A funcao de Hilbert de R/I, e denotada por Fgy,
¢ dada por:

FR/[(t) = dszt - d’lm[t

dimth(”:t)

ondet=0,1,... e

4.7.3 Proposicao. Seja I C R um ideal homogéneo e V(I) C P" a
variedade definida por 1. Entdo existe um polinomio Hr,r € Q[T tal
que, para todo t suficientemente grande, Hg/1(t) = Fryi(t).

Demonstragao. Consultar referéncia [2] pg. 165 e [4] pag 117-118.

4.7.4 Definigao. O polinomio descrito na proposi¢ao acima é chamado
de polinomio de Hilbert de R/I.

4.7.5 Definicao. Seja Z uma variedade de dimensao m e V uma
subvarie-dade linear qualquer de P™ de dimensao n —m tal que Z NV
consiste de um numero finito de pontos, digamos ny. Entao defini-
mos o grau da variedade Z como sendo o mdximo da cardinalidade do
conjunto Z NV, para toda variedade V. Ou seja,

grauZ = mazx {ny | #{Z NV} =n,}.
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4.7.6 Observacgao. E importante notar que na definicao acima de-
veriamos verificar que o grau de uma variedade independe da escolha
da subvariedade linear. De fato, para termos consciéncia das dificul-
dades que envolvem esta nogao, na referéncia [2], pg. 225, encontramos
um capitulo inteiro dedicado ao estudo do grau de uma variedade.

4.7.7 Teorema. Seja V(I) C P" uma variedade cujo polinémio de
Hilbert € dado por

HR/](t> = aktk + ak_ltkfl + ..., a; € Q,ag 7é 0.
Entao, o grau e a dimensao de V(1) sao dados por:

grauV (I) = arp(k!) e dimV (I) = grauHpg/;(t) = k.

Demonstracao. Consultar referéncia [2], pg. 165-166.

4.7.8 Proposicao. Consideremos I = (f) C Clxo,...,x,], onde
grauf = d. Entao grauV (I)=d e dimV(I) =n — 1.

Demonstracao. De fato, notemos que (f), = { hf/h € Ri_q}. Afir-
n+t—d
n
R;_4. Consideremos no caso o isomorfismo ¢ : R,_q — (f), dado por

@(h) = hf.

Assim, Hpp(t) = (TH_t > - ( n+t—d) = % + termos de

mamos que dim (f), = ( . Para tanto notemos que (f), =

n n
menor grau.

Portanto, grauV (I) =d e dimV (I) =n — 1.

4.7.9 Proposicao. Consideremos I = (f,g) C C[Xo, ..., X,,], tal que
grau(f) = d,grau(g) = e e mdc(f,g) = 1. Entao grauV (I) = de e
dimV (1) =n — 2.
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Demonstragao. De fato, notemos que

(fog),={ hf+heg/hh € P_g,hs € Ri_.}.

Afirmamos que dim (f,g), = dimR,_q + dimR,_, — dimR,_._q. Para
tanto, tomemos a aplicacdo linear ¢ : R;_g x Ri—. — (f, g), dado por
@(h1, he) = hyif + hag.

Assim, observemos que dim (f, g), = dimR;_q x R;_. — dimN,. Note-
mos entdo que Ny, = {(h1, ha)/hi f + hog = 0} = {(=hog, hof)/ho € Ri—e—a}.
Concluimos entao que dimN, = R;_._4.

Portanto, Hg/ (1,4 () = dimR,_q + dimR;_. + dimR;_._4. Donde con-

) t t—d t—
clulmosqueHR/<f7g>(t) = ( n: >_( n—l—n )_( n+n ) )+

ntt ; e—d ) _ C(lff_n;; + termos de menor grau. Portanto, grauV (I) =
ed e dimV (I)=n— 2. =
4.7.10 Definigao. Seja I um ideal de Clxg, xy,- - ,,] entdo a saturagdo

de I ¢ dado por:

I={g€Clxg, 21, -+ ,7,] | IMEN tal que gz* €1 i=0,1,---,n}

4.7.11 Exemplo. Seja I = (x3, zo11, 2072) C C[z0, 71, 72]. Pode-
mos mostrar que a saturacao de I é dado por: I = (zq). De fato,
note que xo € I pois x0S; C I. Agora seja g € I entdo podemos
escrever g na forma g = g + zoh, onde g nao depende de xy. Dai
gr? = gal + xoha? como ga? € I temos que gt € I logo m|g,
ja que ¢ nao depende de xy entao necessariamente ¢ = 0 Portanto,
g = xoh. Assim temos que I = (z).

4.7.12 Proposicao. Seja I C R um ideal e I C R o saturado de I.
Entao

Pr =P

~|2
~l=

Demonstracao. Veja referéncia [15] pag 350-354.
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Capitulo 5

Apendice B

5.1 Acao de Grupos

5.1.1 Definigao. Seja G um grupo e X wum conjunto. Entao
V:Gx X — X é uma agao de G sobre X pela esquerda se

(a) ex =2 V ze€X
(b) h.(gx)=hgx ¥V z€ X, V h,geG

5.1.2 Exemplo. Seja
¢: PGL(3)xP? — P2
(A4,[p)  — Alpl = [Ap]

¢ define uma agao do grupo PGL(3) em

E,={geG|g-z=ux}

A o6rbita de de um elemento x € X é definido por:

O,={g9-v|geG}

Pode-se verificar que existe um isomorfismo entre G/E, e O,, ou seja,
O, =2 G/FE,. Logo, para calcular as dimensoes das orbitas estudadas no
Capitulo 1, basta saber quem é o estabilzador de cada uma delas. Dali, a
dimensao de cada orbita sera dada por:

dimQ, = dim(G) — dim(E,,)
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5.2 ACAO DE PGL(n)

5.2.1 Definigao. Seja GL(n + 1) o grupo formado pelas matrizes inver-
siwéis de ordem n + 1 a coeficientes em C. Entao o grupo projetivo linear

PGL(n) = GL(n + 1)/~

€ o conjumto quociente determinado pela relacao:
A~ B <= A= \B para algum X € C — {0}.

a opera¢ao em PGL(n) € induzida pela multiplicagao usual de matrizes, ou
seja, [A] - [B] = [AB].

Notagao: Os elementos de PGL(n) serao simplesmente denotados por A.

5.2.1 Acao de GL(n+1) em Ry

5.2.2 Proposicao. Seja V' um espacgo vetorial sobre C de dimensdao n + 1

e Simq(V)={f : V4 — C| f ¢ multilinear e simétrica }. Entao Simg(V)
n+d

)

€ um espaco vetorial sobre C de dimensdo (

Demonstracgao.

5.2.3 Proposicao. FErxiste um isomorfismo linear natural entre Ry e
Simg((CTH*).
Demonstragao. Note que Ry e Simgy((C"1)*) sdo espagos vetoriais sobre

. . d . . o
C de mesma dimensao ( n;il_ > Logo é suficiente exibirmos bases de cada

um destes espagos vetoriais e a regra que vai definir o isomorfismos linear
Ty : Ry — Simg((C"1)*) nestas bases. Logo, podemos definir da seguinte
maneira: Ty(z;) = e}, com ¢ = 0...n

5.2.4 Observagao. Note que T} : Ry — Simy((C"T)*) = (C™M1)* é tal
que Ti(z;) = €, para ¢ =0,..,n. Se n = 2 entdo T} define um isomorfismo
linear entre S; e (C3)* que denotaremos simplesmente por 7.
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5.2.5 Proposigao. Seja A : GL(n+1)xSimg((C"1)*) — Simg((C" 1))
a fungao definida por A(A, f)(vi,...,vq) = f(Avy,..., Alvy), onde A" de-
nota a transposta da matriz A. Entao A define uma ac¢do a esquerda sobre
Simg((C™H)*). A(A, f) serd simplesmente denotada por A - f.

Demonstracao. Vamos mostrar que A satisfaz as seguintes condigoes:
IVf e Simg(CH*), I-f=Ff.
i)VA,Be GL(n+1) e Vf € Simg((C"*)*) A-(B-f)=(AB)- f.
De fato, pois
(I f)(v1,.,vq) = f(IMvq,...0M0)
= f(Ivla D) Ivd)
= f(v,...,0q)

[A-(B- f)l(vi,...,vq) = (B~ f)(Alvy, ..., Alvy)
= f(BY(Atvy),..., B{(Alvy))
(B A (B A
— F(AB)vrs o (AB)0)
= (AB) - fl(on )

5.2.6 Corolario. Notagoes como em 5.2.3 e 5.2.5. Seja a: GL(n+ 1) x

Ry — Ry a fungdo definida por a(A,p) = T; ' (A(A, Ty(p))). Entio a
define uma a¢ao de GL(n+1) sobre Ryq. a(A,p) serd simplesmente denotada
por A - p.

Demonstragao.

Decorre da Proposicao anterior que a : GL(n + 1) x Rq — R4 é uma acao
de GL(n + 1) sobre Ry. n

5.2.7 Observagoes.

(a) Para cada A € GL(n + 1) temos que a aplicagdo Ly : Ry — Ry
definida por L4(p) = A.p é um isomorfismo linear.

(b) Sejam = xa’..xi» € Ryentdo A-m = (A-x9)°(A-z1)"...(A-
T,)m.
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5.2.2 Acgao de PGL(n) em P" e G(k, Ry)

5.2.8 Proposigao. Para cada A € PGL(n) e [v] € P* (respectivamente
D1, ., pk] € G(k, Rq)) [A]-[v] = [A-v] = [Av] (respectivamente A-[p, ..., px] =
[A-p1,..., A pg]) define uma agao de PGL(n) em P™ (respectivamente em
G(k, Ra)).

5.2.9 Exemplo. Seja | a reta em P? determinada pela equacao zo = 0.
Entao queremos determinar todos os elementos A € PGL(3) tais que A-x¢ =
xo. Ou seja, queremos determinar o estabilizador da reta [.

Considere
11 diz2 A3
A= Q21 Ag22 A3

az1 a3z 0ass
Note que A - xg = a11x0 + a9121 + az1x
e a ultima expresao é igual a xy se e somente se a;; = 1 e as; = az; = 0.
De onde concluimos que:

Ei— {AcPGLB3)|A-1=1}
E, = {AEPGL(S)|a11:16a21:a3120}

5.2.10 Exemplo. Considere X = G(2,55) e w9 = [z3, zor1] € X. Vamos
calcular o estabilizador de my. Para isto considere a seguinte matriz:

a d g
A=\ b e h
c f 1
Note que
(A-10)® = axi+ Bror (5.1)

(AZE())(AI'l) = OzlfL'(Q) + 611’01‘1
De 5.1 temos que:

ang + b%2? + 2k + 2abzor, + 2aczory + 2bcw Ty = ax(z) + Bxoxy
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e as seguintes relagoes:

(oy
[
Il

Q
I

2ab

IS
)
I

Il
cComOoO OO

Agora de 5.2 temos:
(dzo + exy + fao)axg = ayxf + Biwor;

e as seguintes relagoes:

ad = o
aec = [}
af = 0

Claramente, a # 0 logo, f = 0. Assim a matriz A é dada por:

A:

o O 2
[en BRI
SCERS MRS

Portanto o estabilizador de my é dado por:

1 4 4
Eny = < 0 ¢ 2 >
00 !
5.2.11 Lema. Sejam py = [v1],--- ,ps = [va] € P? pontos em posicio
geral, entao existe A : C* — C? isomorfismo lienar tal que [Avy] =[1:0:

0],[Ave] = [0:1:0],[Avs] =[0:0:1] e [Avy] =[1:1:1].

Demonstragao. Jaquepy,--- ,psestao em posicao geral temos que vy, vo, U3

sao LI. Logo, vy = avy + Pvg + vz, com «, 3,y # 0 pois py, - -+ , ps estdo em
posigao geral. Defina:

P
Q
|
s Q

'UO — -
(0%

€1

v — =
1 B
Vg +—> 2
po

vg 60+61+62
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Vamos enunciar e demonstrar uma preposicao que sera ultil para determinar
o eshilizador de algumas érbitas de X. n

5.2.12 Proposigao. Seja I C Clxy, ..., x,] um ideal homogéneo. Para cada
A € PGL(3) considere A.I ={A.f| f € I1}. Entao V(I)= A (V(A.I)).

Demonstragao. Seja p € AY(V(A.I)) entao p = A'.q para algum ¢ €
V(A.I). Ja que ¢ € V(A.I) temos que:

flgg = OV feAl=Ag(q)=0V gel
= g(Alq) =0V gel
= Al.qe V(I)
=pe V()

Reciprocamente, seja p € V(1) logo, temos que:

glp) = OV geI=gA(A)'p)=0V gel
= Ag((A)'p) =0V gel
= f((AY'p)=0€e fe Al
= (AY"h e V(AD)
= p e AZ(AT))

5.2.13 Corolério. Se A € E; entao A*.(V(I;)) = v(I,).

Demonstragao. Com efeito, se A € E, entao A.m = 7 e verifica-se que
A.I, = I,. Assim, segue-se que da Proposicao 5.2.12 o resultado desejado. m

5.3 Determinagio da Orbitas de P? x P2,

5.3.1 Lema. Considere I' = {([v],[l]) € P> x P*" | (v) =0} C P? x P?".
Entao:

(a) T' = O0:0:1),[z0]) -
(b) (B? x P?") — T = O(1:0:0]fao))
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Demonstracgao.

(a)

Seja ™ € O(0:0:1] o)) €0td0 m = A.([0 : 0 : 1], [z0]) para algum
A € PGL(3). Logo, m = (A.[0 : 0 : 1], A.[x]) € T, entao existe
A e PGL(3) tal que A.([0:0:1],[xo]) = 7. E suficiente escolher
Atal que Axg=1e AJ0:0:1] =v. Logo, ™ € O0.0:1],[z0])-

Seja m = ([v],[l]) € P? x P?" — T, isto 6, I(v) # 0 entdo existe
A e PGL(3) tal que 7 = A.([1: 0: 0], [xo]). E suficiente escolher
A e PGL(3) tal que A.xg =1e A.[1:0:0] =v. Reciprocamente
seja T € O(:0.0],zo)) entdo ™ = A.([1 : 0 : 0], [xo]) para algum
A € PGL(3). Assim, m = (A.[1: 0: 0], A.[zg]) € P? x P?" —T.
Ja que P2 x P*" =T |(P? x P?') —T, e dim(P> x P?') - T" = 4
conforme Obervagao 4.3.11, e dimI' = 3 concluimos que I' é a
Unica 6rbita fechada, conforme a Proposicao 5.4.3.

5.4 Alguns Fatos sobre Acao de Grupos em
Variedades Algébricas.

5.4.1 Observagao. Sejam X,Y variedades e G um grupo que age em X e
em Y respectivamente. Seja: ¥: X — Y um mapa G— equivariante,
isto é, U(g.x) = g.¥(x). Para cada x € X considere (dV), : T, X — Ty(y)Y.

Seja:

ro = min {posto((dV),) | xr € X'}

entao podemos considerar o conjunto:

Xmin = {x € X | posto((dV),.) = ro}

Verifica-se que X,,;, ¢ um fechado G— invariante de X.

5.4.2 Observagao. Se X ¢é uma variedade que possui uma unica orbita
fechada, digamos O, (x¢ € X) entao O,, C X,in. Logo, para determinarmos
o posto minimo possivel de dW e suficiente calcular o posto de dW,,.
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5.4.3 Proposicao. Seja G um grupo algébrico agindo morficamente em
uma variedade nao vazia V. Entao cada orbita € uma variedade lisa a qual
¢ aberta em seu fecho em V. Seu limite é uma uniao de drbitas de di-
mensao estritamente menor. Em particular, as orbitas de dimensao menor
sao fechadas.

Demonstragao. Veja referéncia [8] pag 53.
5.4.4 Coroldrio. Orbitas fechadas existem.
Demonstragao. Segue-se da Proposicao 5.4.3 acima.

5.4.5 Lema. Sejam H,V e W wvariedades projetivas e G um grupo agindo
em H,V e W respectivamente. Suponha que H CV xXW esejap;: H—V
a projecao na primeira coordenada. Entao verifica-se que:

(a) Se Oy € uma drbita fechada de H entao pi(Op) é uma orbita
fechada de V.

(b) Se O, é uma orbita fechada de H entio O Np;y(vy) € uma orbita
fechada de H,, = p;'(vo) sob a agdo de E,,.

Demonstracgao.

(a) Seja h = (v,w) € H. Entao verifica-se que p;(Op) = O,. Se Oy,
for uma érbita fechada, como p; é um morfismo entre variedades
projetivas concluimos que p1(Qp,) = O, é fechada em V.

(b) Note que se x € O, N H,, entdo x = (v, wy) para algum wy € W.
Assim podemos assumir que h = (vg, wp). A seguir vamos mostrar
que Oygwe) N Hyy = Eyy-(vo, wp). De fato, seja x € O(yyuwe) N Hy,
entao temos que h € Oy ) € b € Hy,. Logo,, h = (A.vg, Awp)
para alguma matriz A € PGL(3) e h € H,,. Assim, A.vy = vy
daf temos que A € E,,. Déi segue que h = A.(vp,wp) com A €
E,,. Concluimos entao que h € E,,.(vo, wp). Reciporcamente, se
h € E,,.(vg,wy) entdao h = A.(vg,wg) com A € E, , logo h =
(vo, Awg) com A € E,,. Assim, h € O(yyuo) € b € Eyy, ou seja,
h € O(vo,wo) N By, .
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5.4.6 Corolario. Com as notagoes da secao 1.3 verifica-se que:

# {drbitas fechadas em X} < #{orbitas fechadas em X, pela a¢io de E,,}

Demonstragao. Segue-se do Lema acima.

99



Capitulo 6

Apéndice C

6.1 Calculos no Maple

Lista de Variaveis.

> restart :

> read(”c: /Eben2004/jprosjr6.txt”);
> read(” jprosjré.txt”);

xx = [Tg, T1, Ta):
Célculo da base para o espaco vetorial das formas homogéneas de grau 2 nas
variaveis

> evalm([[wo], [z1], [z2], [x2]]);

ZE(Q) Tol1 T2
o1 (IJ% 1T
ToTy TiTy T3

> convert(%, set);
{Iga Tox1, T2, I’%, X1T2, 35%}

Procedimento que fixa a ordem lexicofrafica.
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> fixzorder(lister(%), xx);

(22, 2oy, e, ¥3, 1129, 3]

> sp.fo 1= %;

safo = [x3, Tow1, ToT2, T3, T1 T, T3]

> nops(%);

6 Conicas do aberto U; 2 € X = G(2,52).

> qp = Safo[l] + sum(ali] * sofoli +2]') 1 = 1..4);

q1 := T3+ a1TTy + a9T? + a3T1 Ty + a4

> qo = $2.f0[2] + sum(ali + 2] * so.foli]’,) 1/ = 3..6);
(2 = ToT1 + a5T0To + a6TT + arT1Ty + agTH

> coe fmon(qi, s2.fol1]);

1
> coe fmon(q1, s2fol2]);

0
> coe fmon(qi, s2.fol4])

a2

Procedimento que coleta os coeficientes dos monomios.

> seq(coefmon(qi, s2foli], 1 = 1..nops(s2fo)));
1a 07 ai, gz, as, aq

> seq(coefmon(qa, safoli],i = 1..nops(safo)));
07 17 as, g, a7, Ay

> eqr = [q1, ¢a);

eqr := [T2+a 20T +aoT3+a3T1To+as T3, ToT1+a5ToTo+a6TI+arT To+agxs)

> [seq([seq(coe fmon(eqalj], ssfofil), i = Lnops(szfo))],j = 1.2)];

[[17 Oa ay, as, as, a4]7 [Oa ]-7 as, ag, v, aSH
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> M = matriz(%);

10@1@2@3&4
01&5&6&7618

Calculo da base para o espago vetorial das formas homogéneas de grau 3 nas
variaveis xg, T1, To.

> s3fo := mon(3, xx);
3 2 . 2 . 2 2 3 . 2 2 3
s3fo := [5, 1125, ToTG, ToTT, TaToT1, ToTs, T3, T2, T125, T3]

Célculo da matriz que nos dar a imagem de pus.

> M = matriz([seq(seq([seq(coe fmon(eqz[j]xx||k, s3foli]),i = 1..nops(ssfo))], 7 =
1..2),k =0..2)));

Procedimento que faz a eliminacao gaussiana.
> B := gausselim(M);

B .=

1,0, a1, as, as, as,0,0,0,0]
0,1, as, ag, ar, as, 0,0,0,0]
0,0,1,0,0,a1,0,as, as, a4
0,0,0,1,as,0,ag, ar, as, 0]
0,0,0,0,1,as,0,ag, ar, ag|

0,0,0,0,0, —a8+a5a7—a6a§, aﬁ—a%, as+asas~+2aga7—aga —a§a5, as+asas+
Qagag — a7aq
+ a2 — aryagas, asaq — aga; + agay — agagas)

[
[
[
[
[
[

Procedimento que calcula o nimero de linhas da matriz, a localizagao dos
pivos, e também a eliminagao gaussiana.

> M1 :=rows — no — pivo(M);
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{1,2,3,4,5,6}

M1 = [{3},{[2,2],[1,1],[5,3], [4,4], [6, 5]},
[17 07 a1, ag, as, Gy, 07 07 07 0]
[07 ]-7 as, de, ar, ag, 07 07 07 0]

[0, 0, 07 0, 0, %1@5 — ag + asay,as + CL%, %1(16 + as + asas + agay, %1@7 + ayq +
asa3 + agag, Yolas + asayl

[07 Oa 07 ]-7 as, 07 Gg, Ay, as, 0]
[07 Oa ]-7 07 07 ay, Oa ag, ag, CL4]
[07 Oa 07 07 17 as, Oa Qg, az, a8”

%1 := —ay + a7 — agas
> M1[1];

{3}
> rows — no — pivo — mu = M1[1];

rows — no — pivo — mu := {3}

> pivos — mu := M1[2];

pivo —mu = {[2, 2], [1,1],[5, 3], [4, 4], [6,5]}

> print(nops(%));

> M1 := M1[3]

M1 .=
[17 07 ai, as, as, Gy, 07 Oa O) 0]
[07 ]-7 as, dg, a7, ag, 07 Oa O) 0]

103



[0,0,0,0,0, %las — ag + asay, as + a2, %lag + az + asas + agar, %lar + ay +
asas + agas, %1&8 + a5a4]

[07 07 07 ]-7 as, 07 Gg, ay, as, 0]
[07 07 ]-7 07 07 ay, Oa az, as, CL4]
[07 07 07 07 17 as, Oa Qg, az, aSH

%1 = —ay + a7 — agas

> vars0 := [a[1], a[2], a[3], a[4], a[5], a[6], a[7], a[8]];

vars( = [&17 g, a3z, a4, s, g, A7, GS]

Procedimento que determina as equacoes locais do primeiro centro de exp-
losao.

> 1 := eqs(My, rows — no — pivo — mu, vars0);

i :=[{3},1[3,6],[3,7],(3,8],[3,9]], [—as + asar — aga3, axag, as + asas + 2agar —
agay — atas,ay + asas
+ asag — aray + a% — ara6as5), [as, as, az, asl]

>y :=1[3];

2
y := [—ag + asa; — aga?, asal, az + asas + 2aga7 — aga; — aias, ay + asas +
asag — aya; + a2 — aragas)

>y = i[4];
U1 = [a8>a2,a3,a4
>y = solv(y, y1);

— _ 2 _ 2 _ 2 _
y == [ag = asar — agaz,as = —ag, a3 = 2agas — 2a6a7 + Aea1, a4 = a7a; —
2
aga? + 2azagas — asaga; — a?l
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Procedimento que substitui os valores das equagoes do primeiro centro de
explosao Y nas equacgoes que definem ¢, ¢, € X.

> fsubs(y, eqx[1..2]) : see(%);

1, (zo+ x1 % al6] + a[7] * x2 — 9 % a[b] * a[6]) * (x2 * a[5] * a[6] — z1 * a[6] —
al7] * 3 + a[l] * x3 + x¢)

2, (a[b]zy + 1) * (xo + 1 * a[6] + a[7] * xy — x5 x a[5] * a[6])
hy = mdc(%);

hg = 2o + 106 + A7T2 — XT2a504
Determinacao do ponto marcado pelo feixe de retas.

> pt := sol(liste( fsubs(y, eqz[1..2])/hs));
pt = [r1 = —asxs, T = —2x9a5a6 + A7Ty — A1X2)
> sset(subs(y, submatriz(M1, [op(rows—no—pivo—mu)], [1..coldim(M;))])));
{0}
O ideal da subvariedade Y de X
> egsmu = id(y);

eqgsmu := [ag — asay + aga?, as + a2, az — 2a2as + 2asa7 — agay, ay + ata? —
2aragas + asagay — aya; + a2

Determinacao das equagoes locais do primeiro centro de explosao.
> 1 := relexen(eqsmu, y1, b, 1);

1:= [[GQ = blaﬁag—a§+b1a8—b1a5a7, as = b2a8—|—2a§a5—2a6a7+a6a1—b2a5a7—|—
2
bragas,
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2 9
ay = azay —aza2 + 2azaeas — asagay + bsagai — a2+ bsag — bsasaz|, [ag — asar +
2 2
ey, A20g,
2 2 2 2
a3 —2agas+2a6a7 —agay, A4 +agas —2a7a4605+ 050601 —a7a1+as|, [as, o, a3, a4
Relacoes da primeira explosao X! = Bly X.

> rell := collect(i[1], [seq(b[p], p = 1..nops(eqgsmu))]);

rell := [ag = b1%]1 — a2, a3 = by%1 + 2akas — 2agar + agay, ay = b3%1 + ara; —
aza? + 2ara¢as — asaga; — a?l

%1 := ag — asar + agad
> eqsmu = 1[2];

eqgsmu := [ag — asay + aga?, as + a2, az — 2a2as + 2asar — agay, ay + ata? —
2azagas + asagay — aya; + a2

> eqsmuy = i[3];
eqsmuy = [ag, as, as, ay)

> varsl := [op(omit(vars0, [seq(lhs(rell]i]), i = 1..nops(rell))])), seq(bli],i =
1..nops(rell))];

varsl := |ay, as, ag, ar, ag, by, b, bs]
Equagao local do centro de explosao.
> excl = eqsmuy[1] = solve(egsmul[l], eqgsmuy[1]);
excl := ag = azar; — aga?
> eqrl := ssubs(rell, eqx) : see(%);

1, 3+ a[l] * xo * To + 7 * b[1] * a[6] * a[5]* — a[6]* * 2 + x7 = b[1] *
al8] — z% * b[1] * a[5] * a[7] + z1 * wy * b[2] * a[8] + 2 x x; * Ty * a[6]* *
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afb] — 2 % x129 * al6] * a[7] + x1 * 9 * a[6] * a[l] — 21 * 22 * b[2] * a[5] * a[7]
+21%29%b[2] xa[6]xa[5]> + a3 xa[T]*a[1] — x5 xa[6]**a[5)* +2x 23 *a[T] xa[6] xa[5)
— x5 % alb] * a[6] * a[1] + z3 % b[3] * a[6] * a[5]* — x3 * a[7]* + x3 % b[3] * a[8] —
x3 % b[3] x a[5] * a[7]

2, mo* 11 + alb] x ;g * 19 + al6] * 23 + a[7] * z1 * T2 + a[8] * 13

Coeficientes da cubica fs.

si(evalm(ssubs(rell, row(My,3))/id(excl)));

[0,0,0,0,0,—1,b1, by + asby, bs + baas + ag, —a1 + ar — agas + bsas|

O anexo da cubica f3.

> eqrl = [op(eqxl), sum('%[i] * s3fo[i]',/ 1" = 1..nops(ssfo))] : see(%);

1, x3+a[l]xxo*ze+aixb[1]xal6]xa[5]>—a[6]**x+x3xb[1]*a[8]—x2xb[1]*a[5]*
al7]

+x1 %o kb|2]%a[8] + 2% w1 ¥ Toxa[6]?ka[5] — 2% Lok a[6]xa[T]+ 11 kT %al6]*a[1] —
1 * T * b[2] * a[5] % al7]
+1 %o xb[2]ka[6] xal5]* +xi*a[T]xa[1] —x3*a[6]?xa[5]* +2xx3*a[T] xal6] xa[5]
— x5 % alb] * a[6] * a[1] + z3 % b[3] * a[6] * a[5]? — x3 * a[7]* + x3 % b[3] * a[8] —
x3 % b[3] x a[5] * a[7]

2, o *x1 + alb] * xg * To + al6] x 27 + a[7T] * Ty * x5 + a[8] * 23

3, —wo*xa3+b[1]xx3+ (b[2]+a[5]*b[1])* w23 + (b[3]+b[2]*a[5] +a[6] *x1 *23)
+ (—a[l] + a[7] — a[6] * a[5] + b[3] x a[5]) * x3

> vars0;

[ah ag, a3, a4, as, g, a7, ag
> origin(vars0, eqrl); varsl;

2 2 3 2 2
(x5, xox1, —T0xs + Dia} + boxoxy + byzy 23]
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a1, a5, ag, a7, ag, b1, by, bs]
noindent > origin(varsl, eqxl);varsl;
(22, 2oy, —T073]
a1, a5, ag, a7, ag, b1, by, bs]
Imagem do morfismo X' — G(2,53) x G(6,Ss3).
> eqrlexcl := fsubs(excl,eqxl) : see(%);

1, (zo+ x1 % al6] + a[7] * x2 — 2 % a[5] * a[6]) * (x2 * a[5] * a[6] — z1 * a[6] —
al7] * 3 + a[l] * x5 + x¢)

2, (a[5] *x xo + x1) * (o + 21 * a[6] + a[7] * x2 — x5 * a[5] * a[6])

3, —xoxTa+b[1]xx3+b[2]xwoxi+wokrixal5]xb[1]4b[3]x w1 %23+ T 1 %2 3%b[2] %0 [5]
+ 21 % 23 % al6] — 23 x a[l] + 23 * a[7] — 23 * al6] * a[5] + 23 * b[3] * a[5]

Célculo do polinomio de Hilbert da imagem do morfismo anterior.

> hilbertpoly([op(eqxlexcl)], tdeg(zo, x1, x2),t);

4
> qql = eqxlexcl|l];
qql := (g + 106 + a7 — T2a5a6)(T2a506 — T106 — A7T2 + A1T9 + Tp)
> qq2 = eqrlexcl|2];
qq2 = (asxa + 1) (2o + T106 + 722 — Toas5a6)
> qq3 := eqrlexcl[3];
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qq3 := —xox3+ 0123 + by x? + xoxasby + b3 13+ 11230005 + 111306 — THaAL +

r3a7 — x3asas + r3bsas

> [ :=mdec(qql, qq2);
l =20+ T106 + @729 — Toasa6
ml := factor(qql/l);
My := Tols0g — T10Ag — A7To + A1 T2 + Tg
m2 := factor(qq2/l);
My 1= 5Ty + T
> pt := solve({m1 = 0,m2 = 0}, {xg, x1,2});

pt = {xy = 29,10 = —(2a6a5 — a7 + a1)x2, T = —asTa}
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> fsubs(pt,ml); fsubs(pt,m2); fsubs(pt, qq3);

0

# Obtencao das ctbicas que nao sao multiplas do excepcional.

# Linhas 1,2,3,4,5,6

> rM1[1] := si(evalm(ssubs(rell, row(Mi,1))));
T'Ml[l] = []_, 0, as, blaﬁag - a% + bl(lg - b1a5a7, b2a8 + 2&%@5 — 2CLGCL7 + aga; —
b2a5a7 + blaﬁag, a7aq

— aka? + 2azasas — asaga; + bzagai — a2 + bsag — bzasar, 0,0, 0, 0]
> CC1] := sum('rM1[1][i] * s3 foli]’,/ i = 1..nops(s3fo));

> CC) == 2} + aywoxd + (braga? — a2 + biag — byasar)zozrt + (beag + 2a2as —
2aga7 + aga; — beasary + b2a6a§)xgx0x1 + (ara; — a%ag + 2a7aga5 — asagay +
bsaga? — a2 + bzag — bzasar)Tors
> rM1[2] := si(evalm(ssubs(rell,row(M1,2))));
rM1y:= (0,1, as, ag, ar, ag, 0,0, 0, 0]
> CCO2] := sum('rM1[2][i] * s3foli]’)/ 7' = 1..nops(s3fo));
> CCy := 1173 + asT92 + agToT} + arraT0T1 + agToT3;
> rM1[3] := si(evalm(ssubs(rell, row(M1,4))));
rM1[3] :=10,0,0,1,as,0, ag, ar, ag, 0]
> CC[3] := sum('rM1[3][i] * s3foli]', ' = 1..nops(s3fo));
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> CC3 := 202? + a5w200T1 + A5 + a7220? + agr173;
> rM1[4] := si(evalm(ssubs(rell,row(M1,5))));

TM1[4] = [0, 0, 1, 0, 0, ai, O, blaﬁag - CL% + bl(lg - b1a5a7, bgCLg + 2&%@5 - 2a6a7 +
(07145} —b2a5a7+b2a6a§, a7a1—a§a§+2a7a6a5—a5a6a1 +bga6a§—a$+b3a8—b3a6a7]

> CC[4] := sum('rM1[4][i] * s3foli]', 7" = 1..nops(s3fo));

> CCy := 19w+ a1zo73 + (braga? — a2 + byag — biasay)wex? + (byag + 2akas —
2a6a7 +aga; —byasar +byaga?)ri w3+ (aray — aka? +2arasas — asaga; +bzagat —
a2 + byag — bsasar)s;
> rM1[5] := si(evalm(ssubs(rell, row(M1,6))));

rM1[5] :=10,0,0,0,1,0,as,0, ag, ar, as]

> CC5] = sum('rM1[5][i] * s3foli]') 7" = 1..nops(ssfo));

> CCs 1= TowgT1 + a5T0T3 + agT223 + arr T3 + agxs

# A cubica que ¢é divisivel pelo excepcional.

rM1[6] := si(evalm(ssubs(rell,row(M1,3))/id(excl)));

TMl[G] = [0, 0, O, O, 0, —1, bl, b2 + CL5bl, b3 -+ b2a5 -+ ag, —aq -+ a7 — AgQsy -+ bga5]
> CC[6] := sum("%[i] x s3 foli]',/ ' = 1..nops(s3fo));

> (CCq = —l‘()x% + bll’l (bz + a5bl)x2x1 (b3 + baas + CL(;)JIL’E% + (—(Il +
a7 — QgQsy + bga5)x§

> eqre = [CC[1], CC[2], CC[3], CC[4], CC[5], CC6)):

> eqxc[l];
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2
x3 + a1wox? + (biaga? — a2 + biag — biasar)zor? + (beag + 2azas — 2asar +
agty — bga5(l7 + bgaﬁag)xgxom + ((176L1 - a%a% + 2a7a6a5 — asQga1 + bgaﬁag —
CL% + bgag — b3a5a7)x0x§

Coleta dos coeficientes das cuibicas do mapa de multiplicagao
> [seq([seq(coe fmon(eqxclj], s3 foli]), i = 1..nops(ss fo))], 7 = 1..6)];

[[1,0,ay,biaga? — a2 + biag — biasar, beag + 2a2as — 2agar + aga; — beasar +

baaga?, aza; —aiai+2aragas—asasar+bsagai—ai+bsag—bsasar,0,0,0,0], 0,1, as, ag, ar, as, 0,0,0,0],
aZ +biag — biasayr, byag + 2a2as — 2aga; + aga; — baasar + baaga?, azay — azai +
2a7a6a5—a5a6a1+b3a6a§—a$+bga8—bga5a7], [0, 0, O, 0, 1, as, O, ag, v, (18], [0, O, 0, 0, 0, —1, bl,

b2 + a5bl, b3 + 62&5 + ag, —ay + a7 — agas + b3a5]]

> W = matriz(%);
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W .=

[1, 0, a, b1a6a§ — CL% + blag — b1a5a7, bgag + 2&%&5 - 2@(3@7 + aga; — b26L5CL7 +
boaga?, azay — azai + 2azagas — asaga; + bzagai — a? + bzag — bzasar, 0,0, 0, 0]

[07 1a as, dg, a7, ag, 07 Oa 07 0]
[07 Oa 07 ]-7 as, 07 Gg, ay, asg, 0]

[0, O, 1, 0, 0, ai, O, b1a6a§ — CL% + bla,g — b1a5a7, bg&g + 2&%&5 — 2a6a7 + aga; —
boasay + baaga?, azay — a2a? + 2aragas — asagay + bsaga? — a2 + bsag — bsasar]

[0707070717a5707a67a77a8]
O, 0, 0, 0, O, —1, bl, bz + CL5b1, b3 —+ b2a5 + ag, —a1 + ay — Ag0y —+ b3a5]

Célculo da bse para o espago vetorial das formas homogéneas de grau 4 nas
variaveis xg, r1, Ts.

> s4fo := mon(4, xx); nops(%);
— [4 3 3 2,2 2 2,2 3 2 .2 3 4 3 2,2 3 4

O mapa de multiplicagao fuy.

> W1 := matriz([seq(seq([seq(coefmon(eqrc|j|xx||k, s foli]), i = 1..nops(safo))], ] =
1..6),k = 0..2)]);

113



%2
ag
%1

O OO O OO OO oo oo o oo

SR S S SR SR B B S S N =Y
SO oo oSO IS Iy S H
SRS S S S S S o N S G I T
OOOOOOOO%%M#OOW%%#
P T Y o P P
00000000%%%##OOnnwonUOb1

SCoodcocdcocg 0o oo S

O o R L N PSP o NI
SR IS 3 & &7
S e o R e I T - IR s
CO IR IIFXRXICIT I XSITe @
anamr% %urmu% W%Oalaoam oo o
S PSS AT P S S S S S S s S
S I S SIS S
N o 4 TS s f P S
%aoaa_ooooooaa0100
B LSS IS S ST SSS S SSSS
X I < 3 I

<+ 5 - - SN S S S S S N N SR
X TS TS ST S S S S S S S a3

o ooSoScoc oSS S S

ay,

O oo oo ~cococ oo oo oo oo

T 0o oo oo oc oo ocoo
L 1

I
=

114



%1 := —ay + a7y — agas + bsas

%2 := ara; — aka? + 2aragas — asaga; + bsagai — a? + bzag — bzasay
%3 := byag + 2a2as — 2aga; + aga; — baasay + byaga?

%4 = blaﬁag — a% + biag — biasay

#5 := by + asbhy

#6 := by + boas + ag

> W2 := gausselim(W1);
W2 =

[1, 0, ai, b1a6ag — CL% + b1a8 — b1a5a7, bgCLg + 2&%&5 — 2@6(17 + aga; — b2a5a7 +
bga(jag, a7a1—a%a§+2a7a6a5—a5a6a1—l—bgaﬁag—a%—kbgag—bg%a% 0,0,0,0,0,0,0,0,0]

[07 17 a5, G6, A7, Ay, 07 07 07 07 07 07 07 07 0]

[0,0,1,0,0,a1,0, bjagaz—a2+byag—biasar, brag+2a2as—2asar+aga; —byasar+
baaga?, aza; — a2a? + 2aragas — asaga; +bsagat — a2+ bzag — bsasaz, 0,0, 0,0, 0]

[0,0,0,1,as,0,ag, ar, as, 0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,1,as,0,aq,ar,as,0,0,0,0,0]

[0,0,0,0,0, —1,by, by + asby, bs + baas + ag, %2,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,1,as,0,0, ag, ar, as, 0, 0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,1,as,0,0,ag, ar, ag, 0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0,by, by + asby, by + baas + ag, %2, 0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0,b1, by + asby, by + baas + ag, %2]

[0, 0, O, 0, 0, 0, O, 0, 07 0, bl, bg + 2a5b1, 2(16 + b3 + 2b2a5 + a%bl, 20/7 + 263a5 —ai+
bgag, ag — asap + asay — CL@CL% + bg&%]
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[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

%1 :=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

%2 := —ay + a7y — agas + bsas

> W3 :=rows — no — pivo(W1);

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18}

W3 = [{7.8,10,13,14, 15,16, 17}, {[3, 4], [4, 3], [6,6], [9, 7], [11, 8], [12, 9], [2, 2, [18, 10], [5, 5], [1, 1]}
[1,0,a1, %12 — a2 + byas — %11, %20, %17, 0,0,0,0,0,0,0,0, 0]
0,1, as, ag, ar, ag, 0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,1,as,0,as,ar, as, 0,0,0,0,0,0]

[0,0,1,0,0,a1,0, %12 — a2 + bjag — %11, %20, %17,0,0,0,0, 0]
[0,0,0,0,1,as,0,aq, ar, as,0,0,0,0,0]

[07 Oa 07 07 07 _17 bla %37 %27 %17 07 O’ O? 07 0]
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[0, O, O, 0, O, —CL5CL7+CL60J§ +%18a5 +asaq, %19b1 +%12+bla8 — %11, %19%3+
%18@6 + CL5<%12 — a% + b1a8 - %11) — agay + bg(lg + 2@%@5 + aga; — %10 +
%9, %19%2 + %18a7 + a5 %20 + agas + aray — %7 + 2aragas — %6 + %5 — a2 +
bsas — %4, %19%1 + %18ag + a5%17,0,0,0,0, 0]

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[07 Oa 07 07 07 07 1a as, 07 07 Gg, ay, asg, 07 0]

[0,0,0,0,0,0,0, baas + a2b; — as%3, bgas + %15a5 — as%2, —asa; + azar —
aﬁag + bgag — CL5%1, %16()1 + a5bla6, %1461 + %16%3 + %15&6 + %12 — CL% +
biag, %14%3 + %16%2 + %15az7 + beag + 2azas — 2agar + aga; — %10 + %9 +
a5b1a8, %14%2 + %16%1 + %15&8 + ara; — %7 + 2a7a6a5 - %6 + %5 - a% +
bgag - %4, %14%1]

[0,0,0,0,0,0,0,1,as,0,0, ag, ar, as, 0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0, by, %3, %2, %1, 0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

[0, O, O, 0, 0, 0, O, 0, 0, 0, (b3+a6)b1—b1a6, %8b1+(b3+(1]6)%3—b1(17—b2(1]6, %8%3+
(b3 + ag) %2 + %12 — a2 — %11 — baay, %8%2 + (bs + ag) %1 + 2a2as — 2asay +
agty — %10 + %9, %8%1 + araq — %7 + 2&7(1,6@5 — %6 + %5 - CL% + b3CL8 — %4]

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, by, by +2asb, as%3 + bz + baas + 2as, a5 %2 — ay + 2a7 —
QAgQs + bga5, as + CL5%1]

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,=1,0, b1, %3, %2, %1]]

%l := —a1 + a7 — agas + bzas

%2 = b3 -+ b2a5 + ag
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%3 := by + asb;

%4 = bsasar

%5 = byaga?

%6 = asaga;

%7 = a2a?

%8 := —agas + bsas + ay

%9 = byaga?

%10 := byasay

%11 := biasay

%12 := byaga?

%13 :=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
%14 := —ag + asa, — asay + aga? — bsa?
%15 := ag + beas

%16 := a; — ay — bsas

%17 == ara; — W7 + 2aragas — %6 + %5 — a? + bzag — %4
%18 := —ay + a7 — agas

%19 := —ag + asa; — aga?

%20 = beag + 2a%a5 — 2agar + aga; — %10 + %9

> rows — n0 — pivo — mu = W3[1];

rows — no — pivo — mu := {7,8,10, 13,14, 15,16, 17}

> pivos — mu = W3[2];

pivos—mu := {[3, 4], [4,3],6,6],[9, 7], [11, 8], [12,9], [2, 2], [18, 10], [5, 5], [1, 1]}

print(nops(%));

10
> W3 := W3J3];
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W3 =

1,0, a1, %12 — a2 + byas — %11, %20, %17,0,0,0,0,0,0,0,0, 0]
0,1, as, ag, ar, ag, 0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[0,0,0,1,as,0,ag,ar,as,0,0,0,0,0,0]

[0,0,1,0,0,a,0, %12 — a2 + bjag — %11, %20, %17,0,0,0,0, 0]
[0,0,0,0,1,as,0,aq, ar, as,0,0,0,0,0]
[0,0,0,0,0,—1, b, %3, %2, %1,0,0,0,0,0]

[O, O, O7 0, O, —a5a7—|—a6a§ +%18a5 +asaq, %19b1 +%12+610J8 - %11, %19%3 +
%18@6 + a5(%12 — (lg + b1a8 — %11) — agay + bQCLg + 2@%@5 + agay — %10 +
%9, %19%2 + %18@7 + 6L5%20 + agag + ara; — %7+ 2a7a6a5 - %6 + %5 - CL% +
byas — %4, %19%1 + %18as + as%17, 0,0, 0,0, 0]
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

[07 07 Oa 07 07 07 ]-a as, 07 07 Gg, 7, g, 07 0]

[0,0,070,0,0,0, b2a5 + agbl — a5%3,b3a5 + %15@5 — CL5%2, —asa; + asay —
aga? + bya? — az%1, %16b; + asbiag, %14by + %16%3 + %15a6 + %12 — a2 +
blag, %14%3 + %16%2 -+ %15&7 + bgag + 2&%@5 — 2a6a7 + aga1 — %10 -+ %9 +
a5b1a8, %14%2 + %16%1 + %15&8 + ara; — %7 + 2a7a6a5 — %6 + %5 - a% +
bgag - %4, %14%1]

[07 07 07 07 07 07 07 17 as, 07 07 Gg, ay, as, 0]

[0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0, b, %3, %2, %1, 0]

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
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[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

[0, 0, O, 0, 0, 0, O, 0, 0, 0, <b3+a6)b1—bla6, %8()1+(bg+a6)%3—b1a7—bga6, %8%3+
(bg + a6)%2 + %12 - CL% - %1]. - b2a7, %8%2 + (bg + a6)%1 + 2@%@5 — 2a6a7 +
g1 — %10 + %9, %8%1 + aray — %7 + 2a7a6a5 — %6 + %5 — a% + bgag — %4]

[07 Oa 07 07 07 Oa Oa 07 07 07 bla b2 + 2(1561’ &5%3+b3 +62a5 + 2a67 (15%2 — +2&7 -
agas + bgCL5, as + CL5%1]

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0, by, %3, %2, %1]]

%1 := —aq + ay — agas + bzas

%2 := bs + baas + ag

%3 = by + asb;

%4 = bsasay

%5 = byaga?

%6 := asaga,

%7 := aka?

%8 := —agas + bsas + ar

%9 = byaga?

%10 := beasar

%11 := biasary

%12 := byaga?

%13 :=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
%14 := —ag + asa; — asar + aga? — bsa?
%15 := ag + beas

%16 := a; — ay — bas

%17 == ara; — %7 + 2aragas — %6 + %5 — a? + bzag — %4
%18 := —ay + a7 — agas

%19 := —ag + asa; — aga?

%20 := byag + 2a2as — 2agar + aga; — %10 + %9
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Procedimento que determina as equagoes locais do segundo centro de explo-
sao Y'!

> equal := eqs(W3, rows — no — pivo — mu, varsl);

equal = [{17}, [17,11], [17,12], [17,13], [17, 14], [17, 15], [by, bs + 2asby, 2a6 +
b3+262a5—|—a§b1, 2a7+2b3a5—a1+b2a§, ag—a5a1—|—a5a7—a6a§—l—b3a§], [bl, bg, ag, 1, Clg“

> Y = equal|3];

>Y = [bl, bQ + 2&5[)1, 2&6 + bg + 2b2a5 + agbl, 2&7 + 21)3@5 — a1 + bgag, ag —
asay + asar — aga? + bya?);

> Y] := equal[4];

Y, = [bl,bz,%,al,as]

> posy = [seq(equal[2][j][2], 7 = 1..nops(equal[2]))];

posy = [11,12,13,14, 15]
> Yy = s0l(Y, Y1);
Yo :=[by =0,bo =0,a6 = —%bg,, a1 = 2ay + 2bzas, ag = asay + %bg}(lg]
> rell;

[CLQ = b1 (ag — asay + CLGCLE) — CL%, as = bQ(CLg — a5y + agag) + 2(1%@5 - QCLGCW +
_ 2 2 9 21.
agay, ay = bs(as — asar + agaz) + aray — agas + 2aragas — azaga; — az);

Substituicao das equacoes de Y'! nas conicas q; e go.

> eqr_ry := fsubs(rell,eqx[l..2] : see(%);
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1, 23+ a[l] * g * 2o + 22 % b[1] * a[6] * a[5]? — a[6]? x 2% + 22 x b[1] x a[8] — z% *
b[1] % a[5] % a[7] + x1 * 2o * b[2] * a[8] 4+ 2 * 1 * w3 x a[6]* * a[5] — 2 * x119 * a[6] *
a[7) + x1 * x5 % al6] *a[l] — Ty * To x b[2] x a[5] * a[T] + 1 * T9 % b[2] x a[6] x a[5]* +
T3 * a[?] x all] — 22 x a[6]* x a[5]® + 2 * 22 * a[7] * a[6] x a[5] — 23 * a[5] * a[6] *
a[l] + 23 * b[3] * a[6] * a[5]* — x3 x a[7]* + x5 * b[3] * a[8] — 3 * b[3] * a[5] * a][7]

2, o * Ty + alb] * g * To + al6] x 22 + a[7T] * z1 * T9 + a8] * 23

> equcYy = fsubs(Ys, equc[l..6] : see(%); #Ys) sao as equagdes do 2° centro

1
1, Z—L*xo*(2*xo+$1*b[3]+2*a[7]*332—1—3*17[3]*a[5]*x2)*(2*x0—
x1 % b[3] + 2 % a[7] x 29 + b[3] * a[5] * x5)

1

2, 5*(@[5]*x2+x1)*:p0*(2*x0—xl*b[3]+2*a[7]*x2+b[3]*a[5]*x2)
1

3, é*xl*(a[&')]*xg—l—xl)*(2*x0—x1*b[3]+2*a[7]*x2+b[3]*a[5]*x2)

4, %L*xz*(2*x0+x1*b[3]—1—2*@[7]*3:2—1—3*1)[3]*a[5]*x2)*(2*x0—
xq % b[3] + 2 % a[7] * xy + b[3] * a[5] * xq)

1
5, 5*:@*(@[5]*x2—|—x1)*(2>|<x0—:n1*b[3]+2*a[7]*x2+b[3]*a[5]*$2)
1
6, —§*x2 % (2% xg + x1 *x b[3] + 2 % a[7] x x9 + 3 % b[3] x a[5] * )
> eqr 1Yy := fsubs(Ys, eqr_x1[1..2]) : see(%);

1
1, Z—L*(2*x0+x1*b[3]—|—2*a[7]*.:£2+3*b[3]*a[5]*.r2)*(2*x0—:v1*
b[3] + 2 x a[7] *x xo + b[3] * a[b] * )

1
2, 5*(@[5]*$2+[L‘1)*(L‘0*(2*1’0—1’1*17[3]"—2*@[7]*$2+b[3]*a[5]*$2)

> factor(equcYs[l]/eqr_x1Y3[1];
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Zo

> factor(eqrcYs|2]/eqr_x1Ys[2];

Lo
> factor(eqrcYs[3]/eqr_x1Y3[2];

L1
> factor(eqrcYs[d]/eqr_x1Y3[1];

T2
> factor(eqrcYs[5]/eqr_x1Ys[2];

L2
> factor(eqrcYs[6]/eqr_x1Y3[1];

223

_2513‘0 + .17153 + 2&71’2 + 3b3a5x2

> hs = mdc(eqr_r1Y3);

1 1
h3 =X — 51’1[)3 + arxo + 5[)3&51'2

> my := factor(eqr_x1Y3([1]/h3); mqy := factor(eqr_x1Ys[2]/hs);

3
mi = Tg + 51’1[)3 + arxo + §b3a5x2

Mo 1= A5T9 + T

> pt := sol({m1 = 0,ms = 0}, {xg, 71, 2});

pt = [zo = — (a7 + bsas)r2, 1 = —asxo]
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> for i to 6 do fsubs({op(pt)},eqrcYsli]); od;i="1;
0

0

> sset(subs(Ya, submatriz(W3, [op(rows_no_pivo_mu)]|, [1..coldim(W3)])));

{0}
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Ideal da subvariedade Y.
> eqsmu = 1d(Ys);

1 1
eqsmu := [by, by, ag + §b3, —2a7 — 2bsas + a1, ag — asa; — §b3a§]

> Y7; eqgsmull]; eqgsmul[2];
[bl, ba, ag, a1, as]
by

by
Determinacao das equacoes locais do segundo centro de explosao Y.

> g :=relexcen(eqgsmu, Y, ¢, 1);nops(g);

1
g = [[bs = c1b1, a6 = —553 + coby, ay = 2a7 + 2bszas + c3by, ag = asar +
1 1 1
§b3a§+04b1]7 b1, ba, a6+§b37 —2a7—2bzas+a, ag—a5a7—§bga§], b1, ba.ag, ay, ag|]

3
Relacao da segunda explosao Y.

> rell := collect(g[1], [seq(c|p], p = 1..nops(eqgsmu))));

1
rell = [bg = clbl,a6 = —§b3 + Cle, a; = 2(17 + 2[)3&5 + Cgbl, ag —
1
asay + §b3a5 2+ C4b1]
> g[2];

1 1
[bl, bg, Qg + 51)3, —2a7 — 2b3a5 -+ ap, ag — asay — 5()3&?]
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> eqsmu = g[2];

1 1
eqsmu := [by, by, ag + §b3, —2a7 — 2bzas + ay,as — asay — §b3a§]

> eqsmuy = g[3];
eqsmul := [by, by.ag, ay, as)

> vars2 := [op(omit(varsl, [seq(lhs(rell[i]),i = 1..nops(rell))])), seq(cli],i =
1..nops(rell))l;

varsy = [as, az, b1, b3, c1, ¢z, 3, C4]
Equacao local do divisor excepcional.

> exc2 = eqsmuy [1] = solve(eqgsmul[l], eqgsmuy[1]);
exc2 :=b; =0
> varsy,
a1, as, as, az, ag, by, by, bs]
Substituicao nas equagoes que definem ¢; e gs.

> eqr_x12 := ssubs(rell, eqr_x1) : see(%); nops(%);

1, zy*xgxc[1]xb[1]**c[4]+ 2% a1 xxo% a[5]* c[2]* xb[1]? —i*b[?&]%x%—l—%*x%*
b[3]**al5]*+2xxg*zo* a7 —%*xl Lo xD[3]2xa[5] +2% 2 * Lo xb[3] ¥ a[5] 4+ T * Lo *
c[3]*b[l]+x§*b[1]2*a[5]2*c[2]+x§*b[3]*c[Q]*b[lH:cg*a[?]*c[?,]*b[l]l—xg*a[5]2*
c[2]? % b[1]2 + 22 % b[3] * c[4] % b[1] — 22 % c[2] # b[1]? + 22 % b[1]* x c[4] + 5 * 3% a5 *
b[3]*c[3]*b[1] — w3 *a[5]*c[2]xb[1]**c[3] —%*:{;1 kTo#b[3]*c[3]*b[1]+x1*xo%[2] %
b[1)2 % c[3] +x1 *wo* c[1]xb[1]* % a[5]* * c[2] + 25 + 25 xa[T]> + 2% 25 % b[3] xa[5] xa[T
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1
2, xoxx1tab]*xokre— §b[3] # 2%+ *c[2]#b[1] +alT] xz1 * 29+ 25 * a[5] *a[7]

1
+g x5 * b[3] * a[5)? + a5 * c[4] x b[1]

> eqr_x12 := fsubs(rell,eqr_x1) : nops(%);

3
Coeficientes da quética hy.
> si(evalm(ssubs(rell, row(W3,17))/id(exc2)));

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,c; + 2as, 2cias + a2 + 2¢y, c1a? — c3, ¢4 — azcz — aics]

O anexo da quartica hy.

> eqr2 = [op(eqx12), sum (' %[i]*ssfoli])', 7' = 1..nops(safo))] : see(%); nops(%);

127



1
1, myxmoxc[1]*b[1)?*c[4]+ 2%z * To* al5] * [2]2*1)[1]2—1*6[3]2*9(;?—1—?1*:53*

b[3]2*a[5]2+2*x0*x2*a[7]—%*xl*x2*b[3]2*a[5]+2*x0*m2*b[3] a[b]+xo*wo*
c[3]*b[1]+x7xb[1]*xa[5])?*c[2] +23*b[3]xc[2] xb[1]+x3+a[T]*c [3]*()[]1 rixal5)**
c[2]? #b[1)? 4235 % b[3] + c[4] * b[1] — 2% % c[2]* % b[1]* + 27 * b[1]? *c[4]+§*x2*a[5]*

b[3]*c[3]%b[1] — x5 *a[5]*c[2]xb[1]**c[3] —%*xl kXo#b[3]*c[3]*b[1]+x1 kw0 % C[2] %
b[1]% % c[3] +x1 *mo* c[1]xb[1]* % a[5]*  c[2] + 25 + 25 % a[T]> + 2% 25 % b[3] xa[5] * a[7]

1
2, Toxx1talb]xxokre— 51)[3] #1727 % c[2]%b[1] 4+ a[T] % 21 %20+ 25 % a[5] * a7

1
+ 3 * x5 * b[3] * a[5)? + x5 * c[4] x b[1]

3, —To*x5+b[1] %23+ ok 2?5 [1] % b[1] + 29 % 22 % a[5] * b[1] + %*b[ﬁi]*xl*m%
+ay g o[ 1]+ b[1] + H+$1*5B3*0[]*b[]—9«“2*@[7]—%”3*5[3]*@[5]—
w3+ c[3] % b[1] — x5 * a[5] * c[2] * b[1]

4, xt+ (c[1] + 2 * a[b]) * xo * 23 + (2 [1] * a[5] + a[5)? + 2 * ¢[2]) * 22 x 22
+ (c[1] * a[5]* — ¢[3]) * @1 % 23 + (c[4] — a[5] * ¢[3] — a[5]* * c[2]) * 23

4

> vars0;varsl;vars2;
[ala a9, as, ay4, as, ag, ay, a8]
[ala a5, Gg, A7, Ag, bla b27 b3]

[Cl5, ar, b17 b37 (1, Co, C3, 04]

> origin(vars0, eqx2); varsl;vars2;
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1
4

1 1
2 2 2 2 2 2 3
§$1I2b303b1 + $1$202b103 + Lo, Lol — §b3I1 + ZL’1C2b1 + $204b1, —ToToy + b1$1 +

2.2 2 2 2 212 212
[z1m901b3cy — ~b3xy + Towacsby + w7bzcaby + w3bzesby — wicsby + wibicy —

1
2 2 2 3 4 3 2,2 3 4
xoxic1by + §b3x1x2 + x1w509b1 — T5e3by, T+ 1 rax] + 20005 — 311X + €4 Ty

{a’lu a5, Gg, A7, Ay, blu b27 b3]

[a57 am, bl) b37 C1,Co,C3, 04]

> origin(varsl, eqx2);

2 2 .4 3 2 3 4
(5, ToX1, —ToX3, T] + C1T2X7 + 2CoTaT; — C3T1XY + C45)]

> origin(vars2, eqx2);

2 2 4
[xo» ToX1, =TTy, 331]

A imagem do morfismo X? — X' x G(11,.5,).

> eqrexc2 ;= fsubs(exc2, eqx?2) : see(%);

1
1, Z—L*(Z*xo—i—xl*b[?)]+2*a[7]*a:2+3*b[3]*a[5]*$2)*(2*x0—x1*
b[3] + 2 * a[7] * xo + b[3] * a[b] * )

2, %*(a[5]*x2+x1)*(2*x0—x1*b[3]+2*a[7]*x2+b[3]*a[5]*x2)

1
3, —5*mg*(Q*xo—xl*b[3]—|—2*a[7]*x2+b[3]*a[5}*:vg)

4, xitc[l]xzoxad+2xx0x 3 %a[5]+ 2% 3% 22 % [1]*a[5]+ 23 %22 % a[5]2 4+ 2% c[2] *
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2 2
i * Ty
+xy x5 c[1] % a[5)? — c[3] x xy * 23 + c[d] * x5 — 23+ a[b] * ¢[3] — x5 * a[5]? * c[2]

Célculo do polindmio de Hilbert da imagem do morfismo anterior.

> hilbertpoly(lop(eqr2exc2)], tdeg(xg, x1,x3),1);

4
Verificacao de que a quartica hy nao é multipla da reta [.
> ttl := eqr2exc2[l];
1
ttl .= 4—1(21‘0 + ZL‘lb3 + 2@7372 + 3b3a5x2)(2x0 - Ilbg + 2@71‘2 + b3a5m2)
> 112 = eqr2exc2[2];

1
tt2 = 5(@51’2 + ZL‘l)(QIQ — ZL‘lbg + 2&71’2 + b3a5x2)
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> 13 := eqr2exc2[3];
1 2
tt3 .= —51'2(21'0 - ZL‘lbg + 2&71’2 + b3a5x2)

> ttd = eqrexc2[4];

tt4 = xt + 192’ + 2x9x3as + 22323105 + viwak + 2c0730? + wix3cia? —

C3T1T5 + 4Ty — Thascy — xéa%@

> L := mdc(ttl, tt2,tt3);
1 1
L= Ty — 51‘1[)3 + arxo + 5[)3@51‘2
> [ := mdc(ttl, tt2);
1 1
[ :=x9— =x1b3 + a7xs + =bzasxs
2 2
> ml := factor(ttl/l);
3
my = g+ 5%’1[)3 + arxo + 5[)2@533‘2
> m2 := factor(tt2/1);

Mo = A5T9 + T

> pt = sol({ml = 0,m2 = 0}, {zg, x1, x2});

pt = [vo = — (a7 + bzas)ze, =1 = —asry]
> ml := factor(tt1/1);

fsubs(pt, 1); fsubs(pt,ml); fsubs(pt, m2);

0
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fsubs(pt, tt3);

fsubs(pt, ttd);

zy(atcy + cyq)
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