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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia da solucao forte, unicidade e a estabilidade
exponencial do problema de Cauchy:

{ut(t)—FAu(t) = f(t) , t>tg

U(to) = Up s

onde —A é o gerador de um semigrupo de classe Cy, {S(t)},5o com ug € D(A) e
f: [to,T] — X uma fungao dada.
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Abstract

In this work discusses the strong solution existence, the unit and Chauchy’s problem
exponential stability :

{ut(t)—FAu(t) = f(t) , t>tg

U(to) = Up s

—A is the subgroup generator of category Co, {S(t)},5, with ug € D(A) and
f : [to,T] — X one given function.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é resumir algumas questoes bésicas da teoria de
Semigrupo de Operadores Lineares em espagos de Banach e com isso fazermos um
estudo analitico de existéncia, unicidade, comportamento assintotico e estabilidade
exponencial de um problema viscoeldstico. Analisaremos o modelo abstrato:

{ut(t)—l—Au(t) = f(t) , t>to
U(to) = Ug s

onde —A é o gerador de um semigrupo de classe Cy, {S(t)},5o com ug € D(A) e
f i [to,T] — X uma fungao dada. Estudaremos o caso homogéneo, isto é, f = 0,
como também o caso nao homogéneo.

A teoria de semigrupos de operadores lineares foi consideralvelmente
impulsionada a partir de 1948 com a demonstracao do famoso Teorema de Hille-
Yosida. A posterior participacao de importantes pesquisadores assim como o
avango de outras areas da Matematica permitiu consolidar a teoria, dando para ela
autonomia e inimeras aplicacoes em diversas areas, tanto na matematica aplicada
como na pura. Referéncias classicas dessa teoria, podem ser encontradas em
Goldstein [5], Pazzy [14], Alvércio Moreira [4] e a literatura mais recente de Zhuangyi
Liu e Songmu Zheng [16].

Uma das aplicagoes da teoria de semigrupos é o estudo de equacoes diferenciais
em derivadas ordindrias e parciais. No capitulo 1, apresentaremos alguns resultados
importantes de andlise funcional, pré-rquisito indispensavel na compreensao desta
teoria e também uma introducao aos espacos de Sobolev. No capitulo 2 estudaremos
diversas questoes basicas de teoria de semigrupos tais como os classicos teoremas
de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, sempre orientadas nas possiveis aplicagoes
as equacoes diferenciais. No capitulo 3 estudaremos existéncia e unicidade de
solucao forte, e a estabilidade exponencial para um problema viscoeldstico. Para a
estabilidade exponencial, usaremos um resultado recente que foi obtido por Gearhart
e Huang, independentemente. Nesta dissertagao consideraremos o nosso espago X,
como sendo um espago de Banach real, e as notagoes sao aquelas usadas em anélise
funcional.
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Capitulo 1

Terminologia e Preliminares

O objetivo deste capitulo é listar defini¢oes, teoremas e outros resultados bésicos de Anélise
Funcional, necessdrios para o desenvolvimento do corpo deste trabalho. Dessa forma, nao
nos preocuparemos em demonstrar tais resultados e sim mencioné-los no decorrer do texto,

como referéncias.

1.1 Resultados Basicos

O espago dos operadores limitados A : X — Y ¢é representado por £(X,Y). Quando
X =Y escrevemos L£(X) no lugar de £(X, X) e quando Y = R o espago L(X,R) ¢ o dual

topolégico, X', de X.

Defini¢ao 1.1 Uma sucessio (A,) C L(X,Y), comn = 1,2,..., diz-se convergente para

um elemento A € L (X,Y) se,
[An = Allzxyy) = 0, quando n — oo.
Escreve-se, neste caso, A, — A, e como vale a relacao:
[ Anll = Al < 1An = All 2 xvy »

5



6 CAPITULO 1. TERMINOLOGIA E PRELIMINARES

deduz-se que ”An”c(x,y) — ||AH£(X7Y>, isto é, a norma no espa¢o L (X,Y), é uma fungdo

continua.

Definigao 1.2 Se A, B € L(X), o produto de A por B é definido por AB = Ao B, onde

Ao B, indica a transformagao composta de A e B, e vale a sequinte relagao:
[AB| < [[A[l[|B]| -

Teorema 1.1 (Teorema da Limitagao Uniforme, cf. [7]) Seja (T,) uma seqiéncia de
operadores lineares limitados, T, : X — Y, onde X é Banach e Y um espaco normado, tal
que (|| Tz||) é limitado para todo x € X, isto é, || T,x| < C, onde C, é um nidmero real que
depende de x. Entdo, a seqiéncia de normas (||T,]), € limitada, ou seja, existe um C, tal

que |T,|| < C, Vn.

1.2 Espagos L?(0,T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach com a norma |-|| e (0,7) C R, equipado da medida de

Lebesgue. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7) — X com representacao canonica

k
0= X
=1

onde E; C (0,T) é mensurédvel, i = 1,2,...,k, dois a dois disjuntos, m (E;) < oo e ¢, € X,

definimos a integral de ¢, como sendo o vetor de X dado por:
T k
| ea=Y mE)e.
0 i=1

Dizemos que uma fungao vetorial u : (0,7") — X é Bochner integravel ou B-integravel

se existir uma seqiiéncia (y,) de fungoes simples tal que:

veEN

(i) ¢, — ¢ em X quase sempre em (0,7);
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T
@) ,tim [ o) = o (Ol de =0,

Neste caso, a integral de Bochner de u, é, por definicao o vetor de X dado por:

T T
/ u(t)dt = lim ©, (1) dt,
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Dado T >0, um niimero real, denotamos por LY (0,7; X), 1 < p < 0o, o espago vetorial

das (classes de) fungoes u : (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a funcao

t — ||u(?)||% ¢é integrével a Lebesgue em (0,7), munido da norma

T
T ( [ o dt)

Observacao 1.1 Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H dotado de um produto

/2

1/p

. , 1
interno (u,v) e que é completo com a norma (u,v) Denotaremos este espago sempre

por H.

Quando p = 2 e X = H é um espacgo de Hilbert, o espago L?(0,7;X) ¢ também um

espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por:

(00D = [ (0ls). 0 ().

Por L* (0,T; X) representaremos o espaco de Banach das (classes de) funcoes (T
(0,7) — X, que sao fortemente mensurdveis e tais que a aplicacdo t —— |lu(t)|%x €
L>(0,T), munido da norma

1l o o,7,x) = suD_ess [lu(?)]|x -
te(0,T)
Quando X é reflexivo, separavel e 1 < p < oo, entao LP (0,7; X) é um espago reflexivo

separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach L4 (0, T: X '), onde p e q
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sdo numeros conjugados, isto ¢, 1/p+ 1/¢ = 1. No caso, p = 1, o dual topolégico do espago
L' (0,T; X) se identifica ao espago L* (0, T X').

Por C°([0,7]; X), 0 < T < oo, estaremos representando o espago de Banach das fungoes
continuas u : [0, 7]— X munido da norma da convergéncia uniforme

HUHCO([O,T];X) = tgﬁ% Ju®)]lx -

1.3 Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao apresentaremos uma classe de espacos fundamentais para o estudo das equagoes

diferencidveis parciais, que sao os espagos de Sobolev.

Defini¢ao 1.3 Por um multi-indice, entendemos uma n-upla o = (v, ..., a,) de nimeros
inteiros ndo-negativos. Denota-se por |a| = ag + -+ + a,, a ordem do multi-indice o e por
D> o operador derivagao parcial, de ordem |c|, definido por:

olel

Q1 *
Iz .ags

D* =
Para o = (0,0,...,0), temos, por defini¢io, D°p = .

O espaco vetorial L? (£2), 1 < p < oo, é 0 espaco das (classes de) fungoes reais u : @ — R,

mensurdveis, tais que |u|’ é integravel a Lebesgue em 2. Este espago quando munido da

1/p
el ey = ( / |u<:c>|pda:)

¢ um espago de Banach, ver [2]. No caso particular onde p = 2, temos que L? () é um espago

norma

de Hilbert, cuja norma e produto interno serao definidos e denotados, respectivamente, por:

o= ([ |u<x>|2da:)1/2
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(u,v) = /Q w(2) v(x)d.

O resultado enunciado a seguir estabelece que a convergéncia em L? (€2) d4 origem a uma

convergéncia pontual. Mais precisamente, temos:

Proposigao 1.1 (cf. [2]) Seja @ C R" aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up),ey uma
sequéncia em LP () com ur — u em LP (Q). Entao existe uma subsequéncia de (uy), ainda

denotada por (uy), tal que:

(1) ux(z) — u(x), quase sempre em Q;

(ii) |ug (z)| < h(x), quase sempre em Q, para todo k, com h € LP (Q).

Sabemos que se u € LP (), sua derivada, no sentido das distribuigbes, nao pertence
necessariamente a LP (€2). Desta forma, Sobolev (em 1936), motivado pela idéia de
conhecer o espaco ambiente das derivadas de determinadas funcoes, introduziu novos espacos,
naturalmente denominados Espacos de Sobolev, que passamos a descrevé-los.

Sejam m > 0, um nimero inteiro positivo e 1 < p < oo. O espago de Sobolev, que
denotaremos por W™P (1), é por defini¢ao, o espago vetorial das distribui¢oes de LP (2),
para as quais sua derivada de ordem «, no sentido das distribuigoes, pertence a L? (2), para
todo multi-indice «, com |a] < m. O espago W™P (1) serd equipado com a norma

1/p

[ellymn () = Z 1D ul|70 () ,1<p<oo

la|<m
esep=o0
||u||Wmv°°(Q) = Z ||Dau||L°°(Q)’
|a|<m

com as quais torna-se um espaco de Banach.
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O espago W™2 () ¢ um espago de Hilbert que denotaremos por H™ (€2). Em simbolos,
H™(Q) ={ue L*(Q); D € L*(Q), Vo, |a| < m}

e cuja norma e produto interno sao dados, respectivamente por:

1/2

T E:LW%@WM

la|<m

Vejamos alguns casos particulares de espagos de Sobolev. Em dimensao n = 1, temos:
H' (a,b) = {u € L*(a,b);u' € L* (a,b)}.

Neste caso,
2 b 2 b 2
fullysiun = [ TP+ [ o)
Em dimensao n > 2, teremos

Hl(Q):{UELZ(Q);%ELQ(Q),izl,...,n}

e neste caso,
s = [ Ju@P det [ [Vu@) de
Q Q

Um fato bastante curioso é que, embora o espaco das fungoes testes D (€2) seja denso em
LP(Q), 1 < p < oo, em gera,]l ele nao é denso em W™P (Q). Isso ocorre porque a norma
de W™P (Q2) é maior que a norma de L (2) e por isso W™P () possui menos seqiiéncias
convergentes. Esse fato motivou a definicao dos espacos Wy™" (§2), como sendo a aderéncia
de D (2) em W™P (). No caso p = 2 denotaremos tal aderéncia por HJ" (2).

Os espagos W"" () e, em particular, os espagos Hj" (), desempenham papel relevante

na Teoria dos Espacos de Sobolev.
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1.4 Teoremas Classicos

Teorema 1.2 (Férmulas de Green, cf. [6]) Sejam Q um aberto de classe C' e u,v duas
fungoes de classe C2 (Q). Entao

—/Qv(x)Au (x)dx = /Vu (x).Vo (z)dx — @(0)2} (0)do.

a0 OV
Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder, cf. [2]) Sejam, f € LP eg € L”, com 1 <p <

oo. Entdo fge€ L' e
/ 9l < 11l gl

Teorema 1.4 (Desigualdade de Poincaré, cf. [3]) Seja Q C R™ um aberto limitado em

alguma direcdo. Se u € H} (), entio existe uma constante C > 0, tal que
lullr2@) < ClIVull 12 -

Observagao 1.2 De posse da desigualdade de Poincaré podemos concluir que em H} (),

as normas |[ull g1 gy € [Vl p2q) sdo equivalentes.

Teorema 1.5 (Lema de Lax-Milgran, cf. [2]) Sejaa (u,v) uma forma bilinear, continua
e coerciva sobre H} () x H} (). Se ¢ : L? () — R ¢ linear e continua, entdo existe um
tinico uw € Hy (Q) tal que:

¢ (v) =a(u,v), Yo € Hy ().

Teorema 1.6 (Representacao de Riesz, cf. [2]) Seja 1 < p < oo e considere p € H',

onde H é um espaco de Hilbert. Entao existe um unico uw € H, tal que:

o) = (u,f)y,Vfe€H.

Além disso,

lall g = Nl -
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Capitulo 2

Semigrupos e Geradores

Defini¢ao 2.1 Sejam X eY espagos de Banach. Um operador linear A: D(A) C X — Y
definido em um subespago vetorial D (A) C X é limitado quando existir uma constante

C >0, tal que:
|Az|| < C||z||,Vz € D(A).

Se A: D(A) C X — Y é um operador limitado, define-se a norma de A por:
JAll = inf {C' > 05| Aa]| < C|ja]] ,Va € D(A)}.
Definigao 2.2 O operador A : D(A) € X — Y ¢é dito fechado quando seu grifico
G(A) = {(z,Az);x € D(A)} for fechado em X X Y.
Lema 2.1 Se A é um operador fechado, entao D(A) equipado com a norma:
[zl peay = [zl x + | Az]ly ;2 € D(A)
é um espaco de Banach.
Prova. Seja (x,) C D(A) uma seqiiéncia de Cauchy. Temos que:
|20 — 2mllx < T — 2wl pay — 0, quando n, m — oo;

| Az, — Az ||y <z - xm”D(A) — 0, quando n, m — oo.

13



14 CAPITULO 2. SEMIGRUPOS E GERADORES

Assim, (x,) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em X e (Ax,) é uma seqiiéncia de Cauchy em Y.
Logo, existem x € X ey € Y, tais que z,, — xr em X e Az, — y em Y. Sabemos, por

hipétese que A é fechado, e, portanto x € D(A) e y = Az. Além disso, temos que:
|20 — x”D(A) = |lzn — = x + [[Az, — Az||,, — 0.
Portanto, D(A) é completo. m

Definigao 2.3 Seja X wum espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X . Diz-se que uma aplicagio S : Rt — L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se:
(i) S(0) =1, onde I ¢é o operador identidade de L(X);
(i) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s € RT.

Se, além disso:

(iii) lim [|(S(t) — I)z|| = 0,V € X,

t—0t+

o semigrupo S é denominado de classe Cj.

Por definigao S(t) € L(X), ¥t > 0, e quando ocorrer ||[S(t)|| < 1, ¥t > 0, o semigrupo

{S(t)},> € denominado semigrupo de contrag¢do.

2.1 O Conceito de Gerador

Como motivagao, consideremos uy € D(A) e suponhamos que u(t) = S(t)uy satisfaz o

problema:
ug (t) + Au (t) =0, em [0,7]
(2.1)
uw(0) = up.
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Entao, u;(0) = —Au(0) = —Aug e, por outro lado:

ou(h) —u(0) . S(h)ug — uo
u(0) = hlg(%'T B hlg(r; h
Logo:
o = fig TS = i =S

Essa tltima igualdade estabele uma condigao necessdria para que ug esteja em D (A). Mais

precisamente, temos:

Definigao 2.4 Seja {S(t)},5, um semigrupo de classe Co. Um gerador infinitesimal de

{S(t)},>0 € um operador de X caracterizado por:

. Sh)yrx—-—z
i) D(A) = X; lim 22X2 "% X
(i) D(A) {a: € ,hli)lg?+ ; existe em } ,

(i) Az = lim Sh)r -z

h—0t

, x € D(A).
Proposicao 2.1 D(A) é um subespago vetorial de X e A um operador linear.
Teorema 2.1 Seja {S(t)},5, um semigrupo de classe Cy.
(1) Existem w € R e M >1 tais que:
1S(t)|| < Me,t > 0.
(ii) Para todo x € X, a fungdo t — S(t)x é continua em [0, c0).
(iii) Se A ¢ o gerador infinitesimal de {S(t)},5, e v € X, entdo:
(a) S(t)x € D(A);

(b) t — S(t)x é diferencidvel e vale:
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Prova. De (2.2) segue que u(t) = S(t)x satisfaz:

u—Au = 0
u(0) = .

A demonstragao serd feita por etapas:

(1) Seja @(t) =1In||S(t)||, t > 0. Observemos que:

p(t+s) = W[SE+s)|| = |SE)S(s)]
< In(IS@OISEI) = [[SE + I 1S(s)]] = ¢(t) + @(s)-
Logo, ¢ é subaditiva. Mostremos que a fungao ¢ — ||S(t)|| ¢ uma fungao limitada
no intervalo limitado [0,7]. De fato, existem § > 0 e M > 1 tais que ||S(t)]| < M,
Vt € [0,00], pois caso contrario, existiria uma sucessao (t,), com t, — 01, tal que
|S(t.)|| > n, Vn € N e, dessa forma, (||S(t,)z||) nao seria limitada para algum x € X,
contradizendo (iii), pois S é semigrupo de classe Cy. Além disso, M > 1 porque

I1IS(0)|| = |||l = 1, por (i) da definigdo de semigrupos.

Dai, segue-se que ¢(t) = In||S(t)|| é também limitada em [0, T7].

t t
Se w, = %2%#’ entdo w, € (—o0,00) e 1tlimw = w,. Para comprovar essa iltima

afirmacgao, suponhamos inicialmente que —oo < w, < 0o e seja ¢ > 0 dado. Existe

o(T)

T >0, com —— < w, + €.
1 T w

Set=nT+6,0<d6<T,n=123,..., entao:

pt) _ p(nT+9) nT(T)  #(9)

w, < =
- ; t 5 t (5_) tT tl
< T(wo +e)+ ('OT = (w, +¢)+ n [0(6) — (w, + €)0]
e isto acarreta:
t
w, < limsup? <w,+¢e,e>0.

t—o0
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Consideremos w > w, e fixemos t, > 0 tal que

e(t)
t

< w,Vt > t,.

Se M, = max ||S(t)||, entdo:

0<t<t,

1. Se w > 0 temos que p(t) < wt < wt+InM,, t > 0.
2. Se w < 0 temos que ¢(t) < wt —wt, < wt +1InM,, t > 0.

Logo,
In||S@#)|| —In M, <wt, w>0=[|St)| < Me""

In|S@)| —InM, <wt—wt,, w<O0,

de onde segue que:

IS@)]| < Moe™ o™ = M,et=to),

(ii) Seja h > 0. Notemos que:

lim [S(t + h)z — S(t)z] = Um[S(t)(S(h)x — x)]

h—0 h—0

= SHlm(S(h)zr — z)

h—0

= 0,

pois {5 (t)},>, € um semigrupo de classe Cy e, portanto, {S (t)},, ¢ limitado. Fagamos

agora S(t — h), com 0 < h < t, temos:

]llii% [S(t — h)x — S(t)z] = }llig(l)[S(t— h)x — S(t — h+ h)z]

= 1im{S(t — h)[x — (S(h)z]}.

h—0
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Mostremos agora que S(t—h) ¢ limitado. De fato, sabemos que ||S(t — h)|| < Me®» =)

converge para Me™" quando h — 0, donde segue que S(¢t — h) é limitado. Portanto, a

fungao t — S(t)z é continua em [0, 00).

(iii) Mostremos primeiramente que y = S(t)z € D(A). De fato, observe que:

Sh)y—y
h

[amswx—swﬂ:suﬂﬁﬂﬁiﬁ}

h

==

Passando ao limite com h — 0, temos:

lim 2009 — ¥ :]mﬁ@ﬂgﬂﬁiﬁ]

h—0 h h—0 h
_ S(t)}l}gg) [S(h)}a;—x}
= S(t)Ax
Logo, y = S(t)x € D(A), AS(t)x = S(t)Ax e
}L%S(h)S(t); - Stz S(t)Ax,

completando a prova do item (b).

Teorema 2.2 (Teorema do Ponto de Lebesgue) Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe

Coy e seja A seu gerador infinitesimal. Entao:

t+h
lml/+5@ﬂ%25@£

h—0h

Prova. Vejamos que:

1

HE[H%%OMK—S@M

— 0, quando h — oo.
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De fato, notemos que:

H% / " S(e)ede — S(1)

t

I [ st - stoneae|
< L[t - swe ac

¢
Escolhendo h suficientemente pequeno, segue que ||S(§)x—S(t)z|| < e para —h+§ < t < h+¢£

1 t+h
e consequentemente 7 H / S(&)x — S(t)x|| < € e assim obtemos o resultado desejado. m
t

Teorema 2.3 Sejam A um operador linear fechado de X e f uma fung¢ao continua em |a, b

com valores em D(A) e tal que Af é continua em [a,b]. Entao:

/bf(t)dt € D(A)

A/bf(t)dt = /bAf(t)dt.
Prova. Ver em [4]. =

Teorema 2.4 Se dois semigrupos de classe Cy, {S1(t)}i>0 € {S2(t)}i>0, tém o mesmo

gerador infinitesimal, A, entdo eles sao idénticos.

Prova. Dado z € D(A), seja F(s) = S1(t — 5)S2(s)x . Entao,

dF(s)
ds

= —AS(t — 5)S2(s)x + S1(t — s)ASa(s)x =0,

desde que A comute com S} (t—s). Assim F'(s) ¢ uma constante e dai tem-se que F'(t) = F(0),
Sa(t)x = S1(t)x para todo t > 0. Mas, D(A) é denso em X, logo So(t)r = S1(t)x, Vx € X e

Vi>0. m

Corolario 2.1 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal S.
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(i) A fungao u :[0,00) — D(A) que a cadat € [0,00) associa S(t)x € D(A), tem a sequinte
reqularidade:

u € C°([0,00); D(A) N C*([0, 00); X).
(ii) Se z € D(A), entdo:

Stz — z = /0 ' AS(6)ade = /0 ' S(¢) Aude.

(iii) D(A) = X e A é fechado.

Prova. Notemos que, (i) segue do fato que 2—1; = AS(t)x = S(t)Az € C°([0, 00); X).
Como = € D(A), entdao S(t)xr € D(A), ¥Vt >0 e

d
ES(t)ZB = AS(t)x = S(t)Ax e integrando de 0 a t, obtemos:

/;%S“)mdt: /0 AS(€)wde — /0 ' 5(€) Awde.

Ora, do Teorema Fundamental do Célculo segue que:

>
/0 S5 (t)adt = 5(t)x — S(O)r

e dai obtemos:
S(t)x—a::/o AS(ﬁ)xdfz/O S(&)Axde.

Donde segue (ii).
Fixemos = € X e seja y(t) = % / t S(&)xd€. Pelo Teorema do Ponto de Lebesgue, temos
0
que: t
tim () = tim ;[ S(©)ade = S(0)2 =
0

Afirmamos que y(t) € D(A), Vt > 0. De fato, sabemos que:

M7 y € D(A),

B g Sy =y .
D(A)—{yGX,}lgr(l)TemsteemX. eAy—}lllir(l)
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e observemos que:

%[S(h) /;s(mdg—fgS(f)xdf} - H/:S(uh)xdg—/:S(é)xdf}

e, usando uma mudanca de varidvel adequada, encontramos:

%{( / £)adg — / xd{} [78(5 + h)wd§ —75(5)93%] — S(t)z — =,

t t

S(&)xdé € D(A) e A/ S(€)zxdé = S(t)r — x. Além disso, o
0 0
operador A : D(A) — X é fechado. Com efeito, seja (z,) C D(A), com z, — z em X e

quando h — 0. Logo, /

Ax, — y em X. Dai, tem-se que:

S(t)x: N S(t)atc — a:, quando n — oo.

Como (x,) C D (A), de (ii), resulta:

St)xn —z, 1 t

e tomando o limite na tltima igualdade, com n — oo, obtemos:

. t
lim S0 =8 U o) A,

n—oo n—oo 0

Do Corolério 2.1, temos que

t

[ ste)asie

Str—z 1
t t

e, fazendo t — 0T, encontramos:

lim S -z =S5(0)Az = S(0)y =y.

t—0t t

Portanto, z € D(A) e Az = y. Logo, A é fechado. m
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2.2 Caracterizacoes do Gerador Infinitesimal

Seja A um operador linear de X. Representemos por p(A) o conjunto dos mimeros complexos
A para os quais o operador linear Al — A é invertivel e o operador inverso (A — A)f1 é
limitado e tem dominio denso em X. O conjunto p(A) é denominado conjunto resolvente de
A e o operador (A — A)_l é operador resolvente de A associado a A\, o qual é representado

por R(A A). O conjunto complementar o(A) = C\p(A), denominado espectro de A é

decomposto na uniao de trés conjuntos, a saber:
0(A) =0,(A)Uc.(A)Uoc.(A),
onde:

e 0,(A) & o conjunto de autovalores de A, isto é, A € 0,(A) se, e somente se, existe z # 0

em D(A) tal que Az = Az. Esse conjunto é o espectro pontual de A.

e 0.(A) & o conjunto dos A, tais que (A — A)_1 existe e é densamente definido, mas nao

¢ limitado. Esse é o espectro continuo de A.

e 0,.(A) éo conjunto dos A, tais que (A — A)_1 existe e é limitado, mas nao tem dominio

denso. Esse conjunto é denominado espectro residual de A.
Quando o operador A for fechado, entao seu resolvente R(\, A) também ser4.

Teorema 2.5 (Teorema de Representacao) Sejam A o gerador de um semigrupo {S(t)},5,

1
de classe Cy e wy = lir(%gln IS(t)|l. Se Re A > wp, entdo X € p(A) e
t—

R\, A)x = / e MS(t)xdt, Vo € X. (2.3)
0

Prova. Sejam w € R, tal que Re A > w > wg e M tal que:

I1S@)|| < Me™, ¢ > 0.
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Se Ayz = / e MS(t)zdt, entdo:
0

(i) | Axe|| =

00 M
/0 e—’\tS(t)xdtH < % e, portanto, A, € L(X);

(ii) S(h)w = % [/:O e MS(t + h)zdt — /:O e_’\tS(t)a:dt} :

Efetuando a mudanga de coordenadas £ =t + h, obtemos da relagao (ii):

00 h
_ Ah Ah
gy e = e 71 / e S (€)wde — S / e MS(t)adt.
h h h
0 0

Agora, tomando o limite na ultima igualdade com h — 0%, resulta:

Ay — A
DT Az — A,

de onde deduzimos que o limite existe e, dessa forma,. Ayz € D(A) e A(Ayz) = Mz — =z,
isto é:

(MA)Ayz =z, Yr € D(A).

Logo:
(M —A)A\ =1 (2.4)

Por outro lado:

A\(Az) = / e_)‘tS(t)Axdt—A/ e MS(t)xdt = AAyx
0 0

e essa relagao sendo vélida para qualquer x em D (A), deduzimos que:
AA,=A\A (2.5)
Combinando (2.4) e (2.5), obtemos:
AN - A) =1, (2.6)

isto é, Ay = R(\, A), que é a relagao (2.3). =
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Para obtermos as férmulas de derivagdo para a funcdo A —— R(A, A)z, inicialmente

apresentamos algumas propriedades do operador resolvente. De fato, da relacao

o0

R\, A)x = /e_MS(t)xdt,‘v’x € X,
0

encontramos:

A—p

lim R(\, A) /e MS(t)zdt = R(p, Az
0
e usando a formula resolvente
deduzimos que R(A, A) comuta com R(u, A), e daf resulta a férmula de derivagao:
d R(A, A) — R(p, A)

P — ? — — 2
O A) = lim = R(), A2

O Método de Inducao Finita nos permite generalizar a férmula de derivacao acima. Mais

precisamente, temos:

Corolédrio 2.2 Sob as mesmas condi¢oes do Teorema anterior, temos:

(i) WRO\ A) = (=1)"n!R(\, A)"H,

(ii) WR(A A) = / :o e M(—t)S(t)xdt, Yz € X.

Prova. Ver [4]. =
1. Ainda como conseqiiéncia da férmula do resolvente deduzimos que se By, = aR(\, A)+

BI, com «, 8 € R, entao By € L(X) e By comuta com B,,. Logo, By comuta com €', onde

=~ "B}
tBy _ A
e _Z n!
n=0
2. Se A & o gerador infinitesimal de {S(t)},.o, semigrupo de classe Cj, tal que

1S()]| < Me*t, t > 0, diremos que o operador A ¢ de classe G(M,w) e escrevemos:

Ae GM,w).
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Teorema 2.6 (Hille-Yosida) Para que um operador linear A : D(A) C X — X seja o

gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)},, de classe Co, é necessdrio e suficiente que:

(i) A seja fechado com dominio denso em X;
(i) Existam nimeros reais M e w, tais que (w,00) C p(A) e:

M vheN, va>w.

1RO AV €

Prova. Ver [14]. =

Coroldrio 2.3 Seja A € G(1,w) e considere A\ > w. Dado f € X, existe um tnicou € D(A)
tal que:

M—Au=f em X

e a aplicagao f —— u € liner e continua de X — D (A).

M
Prova. De fato, se A > w entdo A\ € p(A4) e ||[R(N\A)]] < R Ocorre que,
M — Au = f <= (M — A)u = f, ou seja, u = R(\, A)f. Temos entao:
1
lull =[RS AFI < 1B A< 5— Il (2.7)

Se & : X — D(A) é definida por ®(f) = u, é claro que ® & linear e de (2.7) temos que:

1
A—w

2N < /I

de onde segue a continuidade do operador ¢. m

Corolario 2.4 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) A€ G(1,0);

(b) D(A) =X, A é fechado, (0,00) C p(A) e [[AR(AA)|| <1, VA > 0.
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Prova. Conseqiiéncia imediata do Teorema de Hille-Yosida, com M =1ew =0. =
Coroldrio 2.5 A € G(M,w) <= A—wl € G(M,0).

Prova. De fato, se B=A —wl, entdao D(A) = D(B) e B é fechado se, somente se, A o for.
Além disso:

M —=B) ' =[Aw)I—A"

e, portanto, A € p(B) <= A +w € p(A), isto é, (0,00) C p(B) <= (w,0) € p(A), e nesse

Caso:

M
IROVBY| < 5 = IR+ w, 4)") < 7 EN.

(A +w) —w]

Corolario 2.6 Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cy, tal que ||S(t)|| < e“', t > 0, é necessdrio e suficiente que A seja fechado, seu
1

dominio seja denso e se A > w, entdo A € p(A) e ||[R(\, A)| < T

Prova. Conseqiiéncia imediata do Teorema de Hille-Yosida, comn=1e M =1. =

Corolario 2.7 Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy é necessdrio e suficiente que A seja fechado, seu dominio seja denso, (0,00) C p(A)
e:

IAR(X, A <1, VA > 0.

Prova. Caso particular do corolédrio anterior com w = 0. =
Faremos a seguir uma outra caracterizacao para o gerador infinitesimal de um
semigrupo de contragoes de classe Cy, atribuida a Lumer e Phillips.

Seja X um espaco de Banach, X' o dual de X e < -,- > a dualidade entre X e X.
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Definicao 2.5 Uma aplicagao J : X — 2X" tal que:

J@) = {y € X'iRe(<y.x >) = 2> e |yl = ll«] |
¢ denominada aplicacao dualidade de X .

Observagao 2.1 Sobre a aplicagao J, observamos o sequinte:

J(z) # @, Vo € X (conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach).

e J(x) é convexo, para cada x € X.

Se a norma || - ||y € estritamente conveza, isto €, se x,y € X, com |z| = |y| =1,

implicar ||x + y|| < 2, entdo J(x) é um conjunto unitdrio..

Se X =1P(Q),l<p<oo, efelX, entio J(f)= {”{;;{}
e Se X é um espago de Hilbert, entao J(z) = {x}, para cada z € X.
Defini¢ao 2.6 Um operador A : D(A) C X — X ¢é dissipativo quando:
Ve € D(A), Jy € J(x) tal que Re(< y, Ax >) < 0.
Lema 2.2 A: D(A) C X — X é dissipativo se, somente se, Vx € D(A), A >0,

AL = A)l| = M| -

Prova. Suponhamos que A é dissipativo e seja x € D(A). Se yy jaz em J(x) e é tal que

Re(< yo, Az >) < 0, entao:

I(AI —A)z| = sup Re(<y,\x — Az >)
lyll=1
> Re(< HZ;—OH, Ar — Ax >)

A 1
= — Re(< yo,z >) — — Re(< yo, Az >)
[l ]

AV

Al
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pois Re(< yo, Az >) < 0. Reciprocamente, suponhamos que [[(M — A)z|| > Az,
Ve € D(A), A > 0, e seja ¢ > 0 dado. Temos que ||(A] — A)z| > A||z| > M||z|| — ¢,.e
desde que

(Al = A)z|| = sup  Re(y, Az — Ax),

yeX’,|lyll=1

existe y.» € X', ||y-a]l = 1 tal que:

Re(< yer, Az — Az >) > Az —e,

de onde segue que:
1
0> Re(< yer,z>)—|lz|| > X Re(< yen, Az >) — €.

Ora, a familia de funcionais {y.,} sendo limitada, admite uma subfamilia, denotada da
mesma forma, que converge, na topologia fraca—x*, quando A — oo, para um limite

representado por y. Se na iltima desigualdade considerarmos A — oo, obteremos a relacao:
0 > Re(< yer,z >) — ||z]| >0,

de onde resulta que:
Re(<y,z>) = |z|.
Considerando yp = ||z|| y € J(x) e notando que Re(< y: , Az >) —e < 0, obtemos ao passar

o limite com \ — oo:

1
—— Re(< 9o, Az >) — e <0,

]

e sendo € > 0 arbitrdrio, obtemos:

Re(< yo, Az >) <0

Portanto, A é dissipativo. =
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Coroldrio 2.8 Se A é dissipativo, entio NI — A é injetivo, VA > 0. Além disso, se Aol — A
for sobrejetor, Ao > 0, entao:

1
IR0, Al < +
0

Prova. Do Lema 2.2 segue que, ||(A] — A) z|| > A||z||, Vo € D(A) ese (A — A) x = 0 entao

|z|]| = 0, donde x = 0. Assim, A\I — A ¢ injetivo. Se Aol — A & sobrejetor entao:
Izl = [[(AoI — A) . (Aol — A) " zf| > Xo ||(Nol — A) " 2|

Assim,

_ 1
(Aol — A) || < " ]|,
0

1
e, portanto, (Aol — A)_l ¢ limitado e ||(/\OI — A)_lH < ¥ [
0

Teorema 2.7 (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) € X — X wum operador linear com

dominio D(A) denso em X.

(a) Se A€ G(1,0), entdo A é dissipativo e N\I — A é sobrejetor, VA > 0.

(b) Se A ¢ dissipativo e \gI — A é sobrejetor, para algum Ao > 0, entao A € G(1,0).
Prova. Ver [4], [8] ou [14]. =

Coroldrio 2.9 Seja A um operador linear com dominio D (A) denso em um espago de
Hilbert H. Se A é dissipativo e 0 € p(A), entdo A é o gerador infinitesimal de um Cy-

semigrupo de contragoes em H.

Prova. Por hipétese 0 € p(A), donde A é invertivel. Pelo Teorema da Aplicagdo Aberta,
temos que A~! é um operador linear limitado. Afirmamos que o operador AI — A ¢ invertivel

para 0 < A < [|A7Y .
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De fato, devemos mostrar que dado f € D (A), existe uma tnica u € D (A), tal que:
A — Au = f,

ou ainda, aplicando A~!:

My —u=A"f,
isto ¢, dado f € D (A), deve existir uma unica u € D (A), satisfazendo:
u=AA"tu—A1f.
Assim, o nosso problema reduziu-se a um problema de ponto fixo para a seguinte aplicacao:
Tw= M A"w— A}
Notemos que:
[Tw — To| = || AA™'w = AA || = A|[A7 (w — o) || < A||A7Y| [lw =2,

para 0 < \ < [|A™1 ||_1. Logo, nossa aplicacao 1" é uma contragao, em um espago de Banach.
Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma unica u € D (A), tal que
u=MNA"ty — A7'f.

Usando, o Teorema de Lumer-Phillips, vemos que A é um gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragao de classe Cjy sobre H. m
Lema 2.3 A ¢ fechado se, somente se, A+ wl é fechado.

Prova. (=) Suponhamos que A é fechado. Como I é limitado entdao A 4+ wl é fechado.
(<) Suponhamos que A 4+ wl é fechado e como A = (A + wl) + (—wl), segue que A é

fechado. m



Capitulo 3

Aplicacoes a Problemas de Evolucao

Neste capitulo, abordaremos questoes ligadas a modelagem de problemas fisicos-matematicos,

usando a teoria de semigrupos. Mais especificamente, estudaremos os seguintes problemas:

1. Equagao do Calor. Seja {2 C R™ um conjunto aberto e limitado, com fronteira
I', suficientemente regular e consideremos problema de determinar uma funcao u :

Q x [0,00) — R tal que:

u—Au+Iu = 0, em ) x [0,00)
u(zx,t) = 0, em I' x [0, 00) (3.1)
u(z,0) = wup(x), em £,

onde A é o operador de Laplace. Neste problema u (z,t) representa a temperatura no

ponto z de €2, no instante t.

2. Equacao da Onda. Este problema ¢ um modelo simples de equacoes hiperbdlicas de
segunda ordem. Se x € R" representa a varidvel do espaco e t a varidvel tempo, este

problema modela ondas em tubos ou vibracées em cordas, quando n = 1; ondas sobre

31
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superficies aqudticas, quando n = 2; e ondas épticas ou actsticas quando n = 3. O

problema de valor inicial e de contorno para a equagao da onda é escrito da seguinte

forma:
Uy + Pug — Au+ Au = 0, em ) X [0, 00)
u(x,t = 0, em ' x |0, 00
(w,t) [0,00) (32)
u(z,0) = wuo(z), em Q
L u(,0) = em (2,

3. A Equacgao de Schriédinger. A equagao de Schrodinger modela problemas da Fisica.

Se i = v/—1, procuramos uma fungao u(z,t) : Q x [0,00) — C, tal que:

1

JU = Au+u = 0, em € x [0,00)

u(z,t) = 0, em I" x [0, 00) (3:3)
u(zx,0) = wo(z), em Q.

3.1 Equacao do Calor

Queremos determinar uma funcdo u : Q x [0,00) — R tal que:

u—Au+Iu = 0, em ) x [0,00)
u(z,t) = 0, em I" x [0, 00) (3.4)
u(z,0) — uwole), em

onde €2 é definido como anteriormente.
Inicialmente, devemos escolher um dominio apropriado para abordarmos este problema.

Consideremos o seguinte espago de Hilbert X = L? (), com produto interno dado por:

mm:me

.. 2 .
e, conseqiientemente, com a norma: |ull; = / u?dz. Consideremos em X o operador A
Q
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definido por:
D(A) = Hj () N H?*(Q)
A=-A+ ).

Assim, o problema (3.1) é equivalente ao modelo abstrato:

Ut+AU = 0

u(0) = U,

onde u € C°([0,00); D (A)) N C* ([0, 0); X)

Se ¢(€2) representa a constante de Poincaré, isto €, ¢(£2) satisfaz:
() [Jully < [Vully, Vu € Hy(%),

entao, temos que:
Se A+ ¢(2) > 0, entdo —A é dissipativo. De fato, sabemos que —A é dissipativo se, e

somente se, (Au,u) > 0, Yu € D(A). Ora:
(—Au+ Au,u) = (—Au,u) + (Au, u)
e usando a Identidade de Green e a Desigualdade de Poincaré, escrevemos:
(Au,u) = / |Vul*dz + )\/ lul?dz > (A + ¢(2)) / lul*dz > 0.
Q Q Q
Sobrejetividade de af + A. Seja a tal que o+ A > 0 e consideremos a forma bilinear:
a(u,v) = /QVu -Vodr + (A + ) /qudx, u,v € H ().
Vejamos que a(u, v) atende as hip6teses do Teorema de Lax-Milgram. De fato:
Observagao 3.1 1. a(u,v) é continua em H}(Q):

la(u, v)] < [(Vu, Vo) + (A + @) (u, 0)| < [[Vully [[Volly + A+l [lully o],
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e usando a Desigualdede de Poincaré, concluimos:

A+ af
o0, 0)] < IVl 1901 + 529l 9l < C IVl 190l
A +q : 1 ‘
onde C' =1+ DR Considerando em H(€2) a norma é dada por: ||u|| = |[Vu||,. Temos:

la(u,v)] < C'lull{|v]|, Yu,v € Hy(2)
provando que a(u,v) é continua.
Observagao 3.2 1. a(u,v) é coerciva: De fato, temos que:
a(u,u) = / \Vul® dz 4+ (A + ) / udr > / \Vul? dz = ||ul|®.
Q Q Q

Agora, dado f € L*(2), seja ¢ : HY(Q) — R definida por: ¢(v) = (f,v) = / fudx.
Q

Claramente ¢ é linear e, além disso:
o) = [(f, ) < [ flly llvlly < CUfllo Mol de onde segue a continuidade de .
Assim, pelo Lema de Lax- Milgram, existe uma tnica u € H}(Q) tal que:
o(v) = a(u,v), Yv € Hy(),
ou equivalentemente,

v) = | Vu-Vvd A uvdx
ro= [ v+ (et a) [ s
ou ainda,

(f,v) = (—Au,v) + (A\u+ au,v).

Logo, (—Au+ \u+ au,v) = (f,v), Vo € H} (), isto é, (A+al)u,v) = (f,v),Yv € H}(Q).
Portanto, pelo Teorema de Lumer-Phillips, —A € G(1,0) e u(t) = S(t)up é solugdo do

problema (3.1).



3.2. EQUACAO DA ONDA 35

3.2 Equacao da Onda

Procuramos uma funcao u : Q x [0,00) — R que satisfaca:

,

Uy + Puy — Au+ Au = 0, em 2 x [0, 00)
u(z,t) = 0, sobre T" x [0, c0)
(3.5)
u(z,0) = uo(z), em Q
L ut(l.a 0) = o em Q,

Na forma matricial este sistema se escreve como:

U +AU = 0
U(0) = U
onde:
U 0 —1I Ug
U= A= e Uy = )
Uy —A+ N b1 Vo

isto é, reduzimos o problema a um modelo abstrato do tipo descrito na secao anterior.

Com o objetivo de colocar o operador A nas condigoes do Teorema de Lumer-Phillips,

escolhamos os espagos funcionais: X = H}(Q) x L*(Q) e D(A) = [H}(Q) N H2(Q)] x H} ().

1. —A é Dissipativo. Dado U = [u,v] € D(A), temos:

(AU, U)x = _((Uau))H&(Q)+(_Au+>‘u+6vvv)L2(Q)

= —((v,u)) + (Vu, Vo) r2g) + Mu, v) 2y + 8 ||v]l3 -

Considerando em H; () o seguinte produto interno:
((u,v))Hé(Q) = (Vu, Vv) + A(u,v), onde A + ¢(2) > 0,

obtemos: (AU,U)x = BJv|> >0, se § > 0. Logo, —A & dissipativo.
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2. Sobrejetividade de af + A. Vejamos que dado F = [f,g] € X, existe U = [u,v] €

D(A) tal que aU + AU = F'. Isto equivale resolver o sistema:

—v+au = f
(3.6)
—Au+ A u+ (f+a)y = g.
Notamos que o sistema de equagdes (3.6) se reduz a equagao:
—Au+ M+ o® +aflu=g+ (B+a)f, (3.7)

cuja solucao é determinada pelo Lema de Lax-Milgran. De fato: a forma bilinear
a(u,v) = / Vu - Vodr + (A + a® + afB) / uvdx
Q Q

¢é continua e coerciva e do Lema de Lax-Milgram segue a existéncia de uma tnica u €

H(2) N H?() solugao de (3.7).

Logo, pelo Teorema de Lumer-Phillips temos que —A € G(1,0) e U(t) = S(t)Uy é solugao

do problema,

3.3 A Equagao de Schrédinger

O problema agora consiste em encontrar uma funcao u(x,t) : Q x [0, 00) — C, satisfazendo

o problema:

1

—uy — Au+Au = 0, em ) X [0,00)

i

u(z,t) = 0, sobre I" x [0, c0) (3.8)

u(zx,0) = wup(x), em S
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Consideremos X = LZ() com o produto interno (u,v)x = / wodz. Além disso,
0

consideremos o produto interno em H{ () dado por: ((u,v)) = (Vu, Vv)x. A equagao do

problema acima, pode ser vista da seguinte forma:
uy — 1Au + i u =0

e considerando A = —iA +4i\, D(A) = H}(Q) N H?(2), o modelo de Schrédinger assume a

forma:
u+Au = 0, em ) x [0,00)
u(z,0) = wuo(z), em Q
u € D(A).

Nesse caso temos:
—i(Au,u) + iX(u, u) = —2'/ Auadz + i) ||ull}
Q
e usando a Identidade de Green, resulta:

(Au,u) = —i / Vo - Vade + i) |ull; = —i |Vull3 + i) |Jul)3.
0

Entao, Re(Au,u) = —Im(A). Assim, temos trés casos a considerar:
e Se Im(\) > 0, entao A é dissipativo.
e Se Im(\) <0, entdo —A ¢é dissipativo.
e Se A € R, entao A e —A sao dissipativos.

Suponhamos que Im(\) < 0. Da Teoria Espectral (ver [13]) , sabemos que o(—A) C R.
Sobrejetividade de ol + A. Queremos resolver o seguinte problema de existéncia: dado

f € X, existe u € D(A), tal que: au+ Au = f . Isto é equivalente a resolvermos o problema:

(a+iNu—iAu=fo AN—wi)u—Au=—if & u=R\—ai,—A)(—if).
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Se Im(A — «ai) # 0, entdo A — ai € p(—A), j& que o(—A) C R, e, portanto, u =
R\ — ai, A)(—if) € D(A), de onde segue a sobrejetividade.

Assim, pelo Teorema de Lumer-Phillips concluimos que —A € G(1,0) e u(t) = S(t)ug €
a solucao do problema (3.3).

Agora, seja vg € D(A) e suponhamos que v(t) é uma outra solugao de u; + Au = 0, com

v(0) = vy, entao:

[u() =v@I = [5®u0 = S@woll < [SE luo = voll < JJug — vo] — 0

quando vy — up. Entdo o problema (3.3) tem solugao unica, para cada dado ug € D(A),
e existe dependéncia continua com respeito ao dado inicial. Dizemos, nesse caso, que o

problema (3.3) ¢ um problema bem posto.

3.4 Equacoes Lineares Nao Homogéneas

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)},.,, de classe Co, up € X e
consideremos f : [tg, 7] — X, uma fungado dada. Investigaremos a existéncia de solucao

para o problema de Cauchy abstrato:

u(t) + Au(t) = f(t),t >t
)+ Ault) = 1(0), ¢ >t 50
U(to) = Up-
Defini¢ao 3.1 Uma fun¢io u : [tg,T] — X é dita uma solugao forte de (3.9) em [ty, T,

se u é uma fungao continua em [to, T, continuamente diferencidvel em (to,T'), u(t) € D(A)

e satisfazendo (3.9) em (to,T).

Proposigao 3.1 Se f € L'(ty,T; X), entdo o problema (5.9) tem no mdximo uma solugdo

forte e esta é dada por:

u(t) = S(t — to)ug + /t S(t—s)f(s)ds. (3.10)

to



3.4. EQUACOES LINEARES NAO HOMOGENEAS 39

Prova. Seja u(t) uma solucao forte de (3.9) em [to,T] e defina z : [ty,T] — X, onde

z(s) = S(t — s)u(s), to < s < T. Segue entdao que:

z2(s+h) — z(s)
h

_ %[S(t s — R)uls + ) — S(t — s)u(s))
u(s + h) — u(s) N S(t—s—h)—S(t—s)

= S(t—s—h) ; - u(s).
Por outro lado,
—S(=h)+1
S(t—s—h)_s(t_s): S(t_s)[_—h}, se h <0
' S(t—s—h){I_TS(h)}, se h > 0.

Assim, tomando o limite em (3.11), com h — 0T, obtemos:

Ta(s) = S(t—s)uils) + AS(t — s)us)
= S(t—3s)[us(s) + Au(s)]

= S(t—s)f(s).

Agora, integrando de t; a t, temos:

z(t) = z(t0)+/ S(t—s)f(s)ds.

to

Como z(t) = u(t) e z(tg) = S(t — to)u(ty) = S(t — to)ug, segue que:

u(t) = S(t — to)ug + /tt S(t—s)f(s)ds.

Assim esta solucao forte, dada pela férmula acima, é tnica. m

Satisfeitas as hipoteses dadas em (3.9), a fungdo S(t — s)f(s) é continua e, portanto,
a férmula (3.10) tem sentido quer u seja ou nao solugao forte de (3.9). Dizemos, entéo,
que (3.10) é uma solugao generalizada de (3.9). Assim uma solugao generalizada sempre

existe, mas nao necessariamente é uma solucao forte.
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Exemplo 4 Seja uy € X tal que, S(t)ug ¢ D(A), para todo t > 0. Consideremos
f(t) = S(t)ug. Entiao f é continua. FEntretanto, a solu¢do generalizada de (3.9), com
uy =0 € D(A), dada por:

u(t) = tS(t)uo,

nao é diferencidvel e portanto nao é uma solugao forte.
Vejamos agora situacoes em que solugoes generalizadas sao solugoes fortes.

Teorema 4.1 Seja f : [to, T] — X continua e consideremos

v(t) = / S(t—s)f(s)ds. (4.1)

to

Se (3.9) tem uma tnica solugao forte, para cadaug € D(A), entio vale os sequintes resultados

(i) v(t) é continuamente diferencidvel em (to,T),
(i) v(t) € D(A) para todo t € (to,T) e Av(t) é continua em (to,T).

Prova. Suponhamos que u é uma solugdo forte de (3.9). Pela Proposicao 3.1, temos que
u(t) = S(t — to)ug + v(t), dai v(t) = u(t) — S(t — to)ug, que é a diferenca de duas fungoes
continuamente diferencidveis, para todo t > tg; logo v é continuamente diferencidvel para
todo t > t.

Se up € D(A), entdo S(t — tp)up também estd em D(A) e como u(t) € D(A), pois é

solucao forte, segue que v(t) € D(A). Além disso,

Av(t) = AU(t) — AS(t — tQ)UO = —U; + f(t) — % (S(t — to) Uo),

que ¢ continua. Donde conclui-se (ii). =
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As condigoes (i) e (ii), acima, sdo equivalentes. De fato, se (i) é verdadeiro entdo para

h > 0,
%U(t) = %{/t S(t—l—h—s)f(s)ds—/t S(t—s)f(s)ds}
t+h t
_ H/t S(t+h—s)f(s)ds—/t S(t—s)f(sms]
_ %/t S(t+ h— 8)f(s)ds
v(t+h)—v(t) 1 [
= ; _E/t S(t+h—s)f(s)ds — /(t) — f(t) quando h — 0,

onde estamos usando a continuidade de f. Assim v(t) € D(A) e Av(t) = v'(t) — f(t) é
continua, o que implica (ii). Reciprocamente, admitindo (ii) deduzimos de maneira anéloga
que:
DYo(t) = Av(t) + f(1),
donde D*w(t) é continua. Portanto, D~ v(t) existe e é igual a DTw(t). Assim wv(t) é
continuamente diferencidvel, de onde segue (i).
Esta equivaléncia entre (i) e (ii) é de grande importéncia para garantirmos que a solugao

generalizada de (3.9) é uma solucao forte.

Teorema 4.2 Se a condigdo (i) é verificada entdo a solug¢io generalizada é solugdo forte

para uy € D(A).

Prova. Neste caso, como v é continuamente diferencidvel, entdo pela equivaléncia v(t) €
D(A) e se uyg € D(A), segue que u(t) € D(A). Sabemos também que v(t) e S(t)uy s@o

diferencidveis, e entao u(t) ¢ diferencidvel. Além disso,

Au(t) = AS(t —to)up + Av(t)

| =

= (St~ to) o+ 1)~ i

t) — %u(t).

I
S~ j<¥
~— <
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Entao u satisfaz o problema (3.9). =

Coroldrio 4.1 Seja f € C' ([to, T]; X). Entédo, para cada ug € D (A,) existe uma tinica
solugao forte de (3.9)

Prova. Seja v(t) definida em (4.1), entdo, v(t) = fti S(t—s)f(s)ds = ft f(t — s)ds.
Logo,
) vt h)—o() 1 t+h t

t

- Jimj [/t S(s)f(t+h—s)ds+/t+h5(s)f(t+h—s)ds—/

t

S(s)f(t — s)ds]

to

= Jim; t S(s)[f(t—s+h)—f(t—s)]der%/: S(s)f(t+ h — s)ds

to

— /t S(s)lim[f<t_s+h)_f<t_s ds+hm/ ft+h—s)ds

to h—0 h

- / S(s) /(¢ — s)ds + S()£(0) = / S(t — 5)f/(s)ds + S(6)£(0),

to to

donde v'(t) é continua em (o, 7"). Entao pelo Teorema anterior, o problema (3.9) tem uma
unica solucao forte. m

Teorema 4.3 (i) Se f € L'(ty, T; X), entdo a fungdo u(t) definida em (3.10) é tal que:
(a) u(to) = uo;

(b) u e Cfto, T); X)

(c) A aplicagio
D: X x LY(ty, T; X) — C%[to, T); X)

{uo, f} = @(ug, f) =u
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¢ lipschitziana, para 1 < p < o0.

43

(ii) Se f € L}, (to, 00; X)NLP(tg, 00; X ), u € C([tg,00); X) com 1 < p < 00 e a aplicagao

Bt — ||S(t)| estd em L>®(t,00) N L'(ty, 00), entdo u € LP(ty,00;X), 1 < p < o0, e a

aplicacao

é lipschitziana.

Prova. Vejamos primeiramente a demonstracao de (i).

Agora,
[u(®)]

Logo, u ([te, T]) C X.

ult+h) =

Assim,

U X X LP(tg,00; X) — LP(tg,00; X)

{uo, f} +— Y(ug, ) =u

T

< St =1l HUO\I+/ 1S = s)[ I/ (s) ds

to

T
M fug] + 27 [ 15 ds
to

IA

T
= Me*t [HuOH +/ £ ()l ds] < o0, Vt € [to, T].
to

Notemos que:

t+h
S(t+h—t0)u0+/ S(t+h—s)f(s)ds

to

S(h) [S(t ~to)uo + / : S(t — s) f<s)ds]

t t+h
S(h)/t S(t—s)f(s)ds+/t S(t+h—s)f(s)ds
S(t+h—s)f(s)ds+/t+h5(t+h—s)f(s)ds

to

t

S(h)u(t) — /

to
t+h

S(h)u(t) + / S(t+h—s)f(s)ds.

t

t+h

u(t+ h) —u(t) = S(h)u(t) —u(t) + / S(t+h—s)f(s)ds.

O item (a) é imediato de (3.10).

(4.2)
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Por outro lado, quando h — 0%, temos que:

S(h)u(t) —u(t) — 0 e /S(t—l—h— s)f(s)ds — 0.

t
Entao, por (4.2), hlim+u(t + h) = u(t). Além disso,
—0

t—h

u(t) —u(t—h) = [S(t—to)—S(t—h—tO)]uo+/ S(t—s)f(s)ds—/ S(t—h—s)f(s)ds

t

= S(t—h—ty) [S(h)uo—uo]—i—/: St —h—s)f(s)ds — : S(t—h—s)f(s)ds

+ /Z S(t—s)f(s)ds—/:_ S(t—h—s)f(s)ds
= S(t—h—to)[S(h)UO—Uo]+/t S(t—h—s)f(s)ds

t—h

+ / S(t—h—3s)[Sh)f(s)— f(s)]ds.

to
Usando a continuidade da aplicagao £ — S(&) e tomando o limite na tltima igualdade, com

h — 07, deduzimos que hlirn u(t + h) = u(t) e isto prova (b). Por outro lado:
—0—

)l < Me2* [Jlugllc + 17 () gae,izix) ] » ¥ € [to, T

De onde resulta:

sup (1) < sup M [[luglly + 1L (lgrerim | = M (ol + £ a0 |

to<t<T to<

isto é,
leell oo mpxy < Me*™™ [{uo, FHxxra, rix) -

Assim, a aplicagao @ satisfaz:

@ (uo, I < Me*T [[{o, f}HXxLl(tO,T;X) = C'|[{uo, f}HXxLl(to,T;X) )

provando (c).
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Passamos agora a demonstragao de (ii), a qual serd feita em duas etapas, a saber: m

1* Etapa: p = 1. De (3.10), segue que:

[u(®)]] < [S(E = o) [Juoll +/HS(t— )L (s)ll ds,
isto &,
[u(®)]| < B(t = to) [Juo| +/5(t —s) £ (s)ll ds. (4.3)

Por hipétese, sabemos que 3(t) € L' (ty, 00) N L>® (tg,00) e f € Lj,, (to, 00; X )N L (tg, 00; X)

loc
t

e afirmamos que as fungdes o : t —— S(t —to)ug e n : t — / S(t — s)f(s)ds jazem em
to

L' (ty, 00; X). De fato:

/ la()ll dt < [luo] / 1St — to) | dt = ol / B(t — to)dt < oo,
to to to

to t

[ mnar< [ [st= s dsae,

usando o Teorema de Fubinni, obtemos:

| o an < / [ s= s

Lembrando que se 8 € L™ (t,00) entao 5(t) < supess |B(t)] = [|B]] o 1.00)» t€MOS que:
to<t<oo

[ omona < [ [ s sy
< Wllim [ 17

< ||5||Loo(to,oo) ||f||L1(t0,oo;X) < o0.

Logo, u = a+n € L' (ty,00; X) e por (4.3), vemos que:

AN

[l .00y = 11BN Ltt9,00) 1201l 3 1181 oo 10,00) 111t 10,005

< C [lluoll + 1112 oy |
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onde C = max { 18 11y 00, 18 e 100

2% Etapa: p = co. Temos:

@] < 8~ to) Juall+ [ 5 = 5) 17(s) s

IN

1B oo 20,00) 101l + 1811 L1 tg,00) 1111 Lo t0,00)
< C [luoll + 11£ 00| -
onde a constante C' é definida na 1* Etapa.

Para os préximos resultados precisaremos dos seguintes lemas:
Lema 4.1 Se uma fungdo ¢ € C° ([0,T]; X) e¢', € C°([0,T]; X), entiop € C*([0,T7; X).

Lema 4.2 Se f € L' (ty,T;X) e f é continua em algum t € (ty,T), entio as afirmagoes

abaixo sao equivalentes:
(a) u(t) € D(A),

(b) %u(t) + Au(t) = f(t).

t

Prova. Sabemos que, u(t) = S(t — to)uo —|—/ S(t—s)f(s)ds. Dado h > 0, de (4.2) temos

to
que:

urt h})L —uld) _ % {s(h)u(t) + /: S(t+h—s)f(s)ds — u(t)
S(hyu(t) —u(t) 1

t+h
_ ) +E/t S(t+h— s)f(s)ds.

Tomando limite, quando h — 0, encontramos:

t+h)—u(t
existe < limu( + 1) —ult) existe.

h—0 h h—0
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Teorema 4.4 Suponhamos que ug € D(A) e seja u(t) dada por:

t

u(t) = S(t —to)uo + /S(t —s)f(s)ds,

to

onde {S(t)},5 tem gerador —A e f : [to,T] — X ¢é uma fungdo dada.

(i) Se f € C°([to,T]; D(A)), entao u € C°([ty,T]; D(A))NC* ([to, T); X) e u é solugdo do
problema (3.9) e vale:

u(t) = f(t) — S(t — to)Aug — /S(t —s)Af(s)ds
(ii) Se f € C' ([to,T];X), entao u € C°([to, T]; D(A)) N C* ([to, T]; X) e u é solugio do
problema (3.9) e vale:

t

w(t) = S(t ~to) [ft0) ~ Aue] + [ (¢~ 92

to

ds.

Prova. Observemos que C° ([ty,T]; D(A)) C C°([to, T]; X) C LP(ty, T;X), 1 < p < o0
e C ([to, T); X) C C°([to, T]; X). Logo, f € L' (ty,T; X) e portanto, u € C°([ty, T]; X).
Suponhamos demonstrado que u;” € C°([ty,T]; X), entdo u € C* ([to,T]; X) e dos Lema
3.1 e 3.2, resulta Au(t) = —w(t) + f(t) € C°([to,T];X). Assim, concluimos que se
ue C%([ty, T]; X) e Au € C°([ty,T]; X), entdo u € C° ([ty, T|; D(A)).

Consideremos [5(t) = S(t — to)ug € n(t / S(t — s)f(s)ds. Dai, segue que:
u(t) = B(t) + n(t).
Se ug € D(A), entao f(t) € D(A) e além disso,

B'(t) = =St —ty)Aup € X.
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Logo, f € C'([to,T];X). Agora, se f € C°([to,T];D(A)), afirmamos que 7/, €

)

C° ([to, T]; X). De fato, seja h > 0, temos:

n(t+h2—n(t) - 3l S(t+h—s)f(s)ds_/tog(t_s)f(s)dS]
= % t S(t—l—h—s)f(s)ds—i—/tOS(t_S)%ﬂs)ds

—  f(t) - /t S(t —s)Af(s)ds, quando h — 0F.

to

Logo, ', (t) = f(t) — /Z St —s)Af(s)ds € CO([tg, T]; X). Assim,

t

(1) = B(0) +11, () = F16) = S(t ~ to) dun — [ S(t = 5)Af(5)ds

to
e pelo Lema 3.1, sabemos que u; (t) = u4(t). Donde fica provado o item (i). Vejamos agora

a prova do item (ii).
Suponhamos que f € C*' ([to,T]; X) e vejamos que 7/, (t) € C°([to,T]; X). Com efeito,

como acima, dado h > 0, temos que:

n(t+h) —nt) _ 1 [ / S(t+h—s)f(s)ds + / S(t+h—s)f(s)ds — / S<ts)f(8)d8]-

h h

to to+h to

Por outro lado, sabemos que:

to+h
5 [ St =956 = (e - ) o

to

e fazendo a substituicao s — h = £, vemos que:

T sern—sseas- [ sl (o) -

h to+h

:%/t S(t—g)f(§+h)d§—%/tOS(t—s)f(s)ds

¢
— / S(t— 8)%(8)d8, quando mh — 0*
to
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Assim, ', (t) = S(t — to) f(to) / S(t — s)==(s)ds, e dai conclui-se o resultado desejado,

Jaqueut() 5+()+7l+()

Coroldrio 4.2 Seja ug € D(A),

(i) Se f € L'([to,T]; D(A)), entio u € C°([to,T]; D(A)) N WU ([to, T]; X) e u(t) +

Au(t) = f(t), quase sempre em [to, T);

(ii) Se f € Whi([ty,T]; X), entdo u € C°([ty, T]; D(A)) N C ([te,T]; X) e u é solugao

forte para o problema (3.9).
Prova. Usaremos os seguintes resultados:
e (%([a,b]; X) & denso em L' ([a,b]; X)
o C'([a,b]; X) & denso em W ([a,b]; X)

e Se f, — f em L' ([a,b]; X), entdo existe um subseqiiéncia de (f,,) que converge quase

sempre em (a, b).

Se f € L'([to,T]; D(A)), entdo, por densidade, existe uma seqiiéncia (p,),  €m

ne

C° ([to, T]; D(A)), tal que ,, — f em L' ([to,T]; D(A)). Dado ug € D(A), consideremos:

t

un(t) = S(t —to)ug + /S(t — 8)p,(s)ds.

to

Pelo Teorema 3.4, item (i), temos que

un € C%([to, TT; D(A)) N C" ([to, T] 5 X)

c C° ([to, ]aD(A))ﬂCq([tOv ]7X)
= C%([to, T]; D(A)) N W ([to, T] 5 X)
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e vale:
t
du,,

T = a(8) = S(t — o) Auo — [ S(t = )4, (5)ds,

além disso, u,, é solucao forte do problema:

B 1)+ Aun(t) = 0, (1)
un(to) = ul.

Vejamos que u, — u em W ([tg, T]; X), donde concluimos que u € C° ([to, T|; D(A))N
W ([te, T]; X), pois Wt ([tg, T]; X) ¢ um espago de Banach.

De fato, sabemos que S(t) é continuo e ¢, — f em L' ([ty,T]; D(A)), dai S(t —
to)p, (t) — S(t —to) f(t) em L' ([ty, T]; D(A)). Pelo Teorema IV.9 (Brézis, pg 58), segue

que existe uma subseqiiéncia ,, tal que:

(a) S(t—to)p,, (t) — S(t —to)f(t) quase sempre em [to, 1] e

(b) ||S (t —to)pn, (t H < h(z), Vk, quase sempre em [to, T|, com h € L' ([ty, T]; D(A)).

Logo, estamos sob as hipéteses do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(T.C.D.L), e entao, passando a subseqiiéncia se necessério, temos:

em L' ([tg,T]; D(A)).
Agora, sabemos que A é linear e fechado, donde pelo Teorema do Gréfico Fechado que A

¢ limitado (ou continuo). De maneira anéloga, temos que:

Ap, (t) — Af(t) em L' ([to, T]; D(A))
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e utilizando novamente o Teorema IV.9 (Brézis) e o T.C.D.L., temos que:

Lo = a0 =S [ s a0

— f(t)—S(t—to)Auo—/ S(t—s)Af(s)ds:é—?

to

()

em L' ([ty, T]; D(A)). Portanto, u, — u em W ([ty, T]; X) e além disso,
w(t) + Au(t) = f(t) quase sempre em [to, T] .

Assim, fica provado o item (i). Vejamos a prova de (ii).
Como f € Wh ([tg, T]; X) existe, por densidade, uma seqiiéncia (¢,,), .y em C* ([to, T]; X),
tal que ¢, — f em W' ([to,T]; X). Consideremos (u,), .y dada por:

t

un(t) = S(t — to)ug + /S(t — $)1,,(s)ds.

to
Entao, pelo Teorema 3.4, item (ii), temos que u,, € C° ([ty, T]; D(A)) N C* ([to, T); X), u, €

solugao do problema:

du,
W 1) 1 Auat) = 0, (1)
un (o) = ud.

e satisfaz:

%(t) = S(t = to) [¢,,(to) — Auo] + / S(t — S)%(s)d&

to

Como v, — f em W ([ty,T]; X), entao

o, of
pralChnden

¥, (1) — f(t) em L' ([to, T]; X) e (t) em L* ([to, T]; X).

Assim, usando o Teoremas IV.9 (Brézis) e o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtemos

Un(t) — u(t) em L' ([to, T); X) e %(t) — Cfl—?:(t) em L' ([to,T];X),
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) ) du, du . )
por densidade, u,, — wu uniformemente e — — — uniformemente. Além disso, como

dt dt
u, € C°([to, T]; D(A)) N C* ([to, T); X) entao u € C°([to, T]; D(A)) NC* ([to, T]; X) e u é

solucdo forte do problema (3.9). Assim fica provado o item (ii). m

4.1 Estabilidade Exponencial

4.1.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Nesta secao estudaremos a estabilidade exponencial da solucao do problema de valor inicial:

du(t) "
MO )+ £ "
w(0) = up.

Iniciaremos com o problema homogéneo, isto é, com f = 0 e investigaremos as condigoes

necessdrias para o decaimento exponencial da solucao.

Teorema 4.5 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)},, de classe Cy. Se

para algum p € [1,00), tivermos
/ |S(t)uo||” dt < oo para qualquer uy € X, (4.5)
0

entdo existem constantes M > 1 e u > 0, tais que ||S(t)|| < Me #.

Prova. Iniciamos mostrando que (4.5) implica a limitag¢io da fungdo t — ||S(t)||. Para
isso suponhamos ||S(t)|| < Mie**, onde My > 1 e w > 0. Se w = 0 ndao hd nada a provar,
pois neste caso teremos ||S(t)|] < M;. Vamos assumir entdo que w > 0. De (4.5), seque
entio que S(t)ug — 0 comt — oo, para cadaug € X . De fato, se isto fosse falso, poderiamos
determinar ug € X, 0 > 0 e t; — oo tal que ||S(t;)uol| > 6. Sem perda de generalidade,

podemos supor que tj1 —t; > wt. Seja A; = [t; —w™ '], entdo a medida de A; é dada
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por: m(A;) = w™' > 0 e o intervalo nio se sobrepoe. Por outro lado, para t € A;, temos

1S (t)uo|| = &6 (Mye)™" e portanto:

00 IS 5 p o
/0 HS(t)uOHP dt > Zl /A' HS(t)uOHp dt > = (M_le) : m(4;),
Jj= J =

J

1 1 ,
porém, como m (A;) = — >0, seque que Z — = 00, € assim
w Hw

°f 5 \' 1

Pt > [ —— =0
/||5(t)U0H dt > <M1€> 2w ,
g -

j=1
o que contradiz (4.5). Portanto, S(t)ug — 0 com t — oo, para cada uy € X e pelo Teorema
da Limitagao Uniforme, temos que || S(t)|| < M parat > 0.

Consideremos o operador T : X — LP (R*; X)) definido por Tuy = S(t)ug. De (4.5),

seque que T estd definida em todo X .
Afirmacgao 4.1 T é fechado.

Vamos mostrar que se u, — ug, u, € X e S(t)u, — y, entdo ug € X ey = S(t)ug. De

fato, como X é Banach temos que ug € X. Dai temos que:
IS0, = Sl = [ 180w = Sl a

=/ 15(2) (un — o) dt < 8/ IS dt < oo.
R+ R+

Logo, S(t)u, — S(t)ug e S(t)u, — y, e usando a unicidade do limite temos S(t)ug = y.

Assim, pelo Teorema do Grifico Fechado, T é fechado, donde S é limitada, isto é,
750 = [ 1S 000l < 38 ol
0
Seja 0 < p < M™, com ||S(t)|| < M. Definamos t,,(p) por:

tug(p) = sup {t = [|S(s)uoll = p [luol| para 0 <'s <1} .
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Sabemos que ||S(t)ug|| — 0, quando t — oo, t,,(p) é finito e positivo para qualquer ug € X.
Além disso,

P luol” < 1S(s)uoll”, para 0 < s < tu,(p),

e dai temos:
Lug (p) tug (p)

/p”HUoH”dss / 15 (s)uo||” ds.

0 0
Como
t’uo (,0) tuo (p)
[l s =gl [ ds = o7 ol ),
0 0

seque entao que:

tug (0)
fua (D) oll” < / 15 (s)uol” ds

Q
[ ISyl ds < 0 ol

IN

My\?
e portanto, t,,(p) < | — | =to. Parat > ty, temos:
p

[S@uoll < 1S(t = tue(p))uoll [ (tus (p)Juol
Mp ||uo

A

S 6 HUOH ’

onde 0 < = Mp < 1. Finalmente, seja t; > ty firado e consideremos t = nt; + s com

0 <s<t;. Entdo:
SOOI = ISttr+ )| = IS ISEN" < Mp» < M'er,

—1
onde M' = MB™" ep= t—logﬁ > 0.
1
Portanto, provamos que se S(t)ug € LP (RT; X) para qualquer ug € X entao ||S(t)|| <

e M para algum M >1epn>0. m
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Em geral, nem sempre existe decaimento exponencial, mesmo quando o espago X
considerado for Banach. Vejamos o seguinte exemplo. Seja f uma fungao mensurdavel em
[0, 00) com a norma: |f|; = /OO e’|f(s)|ds e seja E o espago de todas as fungoes mensuraveis
f em [0, 00), para o qual |f|; i 0o. Considere X = ENLP(0,00), 1 < p < 00. O espago X
dotado com a norma:

1 llx = [+ 11l

¢ um espaco de Banach. Definamos em X um semigrupo {S(t)},., por:
S(t)f(x) = f(x +t) parat > 0. (4.6)

Usando a definigdo, percebe-se facilmente que {S(¢)} é um semigrupo de classe Cj.

Vejamos o seguinte:

@ [s®l <1

Prova.

Is()fl = / e 1S(0) £ (s)lds + / T 1S(0)f(s)Pds
(a) 0 o
_ /O esyf(t+s)\ds+/ F(t + 5)Pds

0

(b) [1f]] = / :Oes|f(8)|ds+ / T f(s)Pds.

0
Mas,

7 |[f(t+s)[Pds = 7 [f(©)Pd¢ < 7 PRI

/OoeS|f<t+s>|ds - /ooe“lf(é)ldfz /weﬂf(f)\dfg /:Oef\f(ﬁﬂdé-

0 t t
Assim, temos que [|S(t) f|| < || f||, paratoda f € X, e, portanto, tomando supremo

com || f]| <1, obtemos que ||S(t)| < 1.
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(ii) [S® > 1.

Prova. Escolhendo f € X, como sendo a fungao caracteristica do intervalo [¢,t 4 ?],

com ¢ > 0, temos:
1S@) fllx = 1S@fl +11S@) fllo

mas

t+e

S@fh = / 5| f(x + ts)|ds — /0 es|x(t—|—s)|ds:/ esds — 0,

0 t

quando € — 0

Calculemos agora a norma de f em L (0, 00).

oo t+e
Hinpz/O If(s)!pds:/t ds — ¢

e portanto || f]|,, = ¥/e. Por outro lado:

[e.9]

t+e
A B e A I

0

Assim, como:
SOl x = SO Fl+1SE S L s
temos que:

IS fllx = 1S f e = [1F 1] »

quando € — 0. Sendo S linear e limitado, sabemos que:

IS = inf {C[|S@E) fll o < ClIf Mo} -

Entao, concluimos que ||S(¢)|| > 1. =
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De (i) e (ii) obtemos que || S(t)|| = 1. Mostramos entdo que este semigrupo nao tem

decaimento exponencial.

Teorema 4.6 Sejam ;1 > 0 e A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, S(t)

satisfazendo ||S(t)|| < Me™#. Considere f limitada e mensurdvel em [0,00. Se
Jim (1) = fo. (47

entao a solucao
t
u(t) = S(t)ug + / S(t—s)f(s)ds,
0
com 0 <t <T, satisfaz:

lim u(t) = —A"'foT.

t—o0

Prova. Como ||S(t)|| < Me # e A é gerador infinitesimal de S(t), segue como consequéncia
do Teorema de Hille-Yosida que 0 € p(A) e além disso sabemos que ||S(t)|| — 0 quando

t — o00. Consideremos entao:

vio= | St 8)f(s)ds = / St — $)LF(s) = folds+ / St — 8)fods — Vi(t) + V(o).

Facamos agora o limite de V5(t).
t

3 o
Vi) = Jim [ 5= o)ads = jim | [ stente] = [ s

t—o0 t—o0 0 0

e sabendo-se que R(A, A)ug = / e NS (t)updt, segue que:

0
| st = RO.A) s = 0.1 = A7 o = —A7
0

Resta-nos mostrar que V;(t) — 0, quando t — oo. Dado & > 0, escolhamos t, tal que para
t>tg

15 = foll < 52
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o que é garantido gracas a (4.7). Além disso, sabemos que || f[|., = sup,>, || f(?)||. Notemos

que:

Vi@l S/OOHT(t—S)H 1/ (s) =

foll ds + / 1T =) 1F(s) — follds. (48)

Vejamos uma majoracao para a primeira integral do lado direito de (4.8). Temos:

to

. IT(t = )| 1f(s) = foll ds

/

IN

IN

to

. 1Tt = )T () + W foll) ds

Jome

20fl. [ T = )l

il [

67/"‘(7&73) dS
0
M |l e /

to
eMsds
0

2M || flloo et et — 2M || f]] o ™ te ™

2M || fll oo g e 100,

Agora, para o segundo termo a direita de (4.8), temos que:

t

IT(t = s)I[ 1f (s) = foll ds

to

/

Logo, obtemos que

t

e
< — Tt — d
< i [ e

t

En
< et [ ersd
< gppMe /toe s
= %M_le_uteut — %M—le—ﬂtellto

€
< —.
-2

1 (i €
ViON < 2M || fllo ™77 4 5

Tomemos t > ty suficientemente grande, de modo que, o primeiro termo do lado direito da

€
desigualdade acima, seja menor do que 3

que ||V1(t)|| < &, completando a prova. m

E assim, para t suficientemente grande, obtemos



4.1. ESTABILIDADE EXPONENCIAL 59
4.1.2 Um Problema Viscoelastico

Nesta se¢ao, estudaremos a estabilidade exponencial para um sistema viscoeldstico linear,
ou seja, para a equacao em (x,t) € (0,1) x R,

Ugp — AlUgy — VUzpr = 0, (4.9)

com a e 7y constantes positivas.

Para facilitar nosso trabalho, vamos considerar a seguinte condi¢ao de fronteira:
U|z—0 = 0, U|p—y =0 (4.10)
e também as condigoes iniciais,
Uli—o = up(x), Utlt—o = w1 (x), Vt > 0. (4.11)

Com o intuito de converter o problema acima em uma equacao de evolucao de 1* ordem,
facamos:

V= Uy (4.12)

e consideremos H =H; (0,1) x L?(0,1), onde H} (0,1) é o espago de Hilbert constituido das

fungoes u € H' (0,1) tais que u(0) = u (I) = 0, e com da norma

l 1/2
ul| = (/ a|Du|2dx) |
0

Assim, o problema (4.9)-(4.11), reduz-se ao problema de valor inicial para uma equagao
de evolucao de 1* ordem em H:

y

= Ay, Vt >0
dt (4.13)
y|t:0 = (U07 Ul)T
com
U
y= , (4.14)
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0 I
A= (4.15)

@ ()ar V(s
e D(A) ={y € H;v € H}(0,1), (aDu+~Dv) € H*(0,1)}.

De fato, notemos que

dy | % | Uy
dt B
Ut Ut
Por outro lado,
0 I u 0 + v Uy
Ay - = =
a ()xm Y ():mc v AUy + Vg AUgy + VUget
Logo, por (4.9), temos que
dy
— = Ay, Vt >0
dt Y,
e, além disso:
U,(J}, 0) Uo(l’)
Yli=o = = = (Uo(ﬂf%ul(?ﬁ))T-
Ut ($7 0) Uy <£U)
Finalmente observamos que:
v
Ay =
D(aDu + ~vDv)

e 'H é um espago de Hilbert, com o produto interno dado por:

!
(Y,2)y = / (aDuy.Dug + v1.v9) dz,
0

onde y = (ug,v1)" e z = (ug,v3)", e além disso, D(A) é denso em H.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.7 O operador A é um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contra¢do

em H.
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Prova. Usaremos o Coroldrio 2.9 do Teorema de Lumer-Phillips, ou seja, vamos provar que:
(i) A ¢ dissipativo e

(ii) 0 € p(A).

De fato, dado y = (u, v)T € D(A), usamos integragao por partesee obtemos:

!
(Ay,y), = / (aDu.Dv + D (aDu + vDv) w) dx =
P l !
= / aDu.Dvdz + aDu.vl —/ aDu.Dvdr + ~Duv.wl} —’y/ Dv.Dvdx
0 0 0

l
= —7/ |Do|* dz < 0,
0
pois v € H} (0,1). Entao A ¢ dissipativo, provando (i).
Para que 0 € p (A), devemos mostrar que A é bijetivo de D(A) em D(A) e A~ é limitado.

Com efeito, dado F' = (f, g)T € H, vejamos que a equacao Ay = F tem uma tnica solucao,

ou seja o problema
v=f¢€Hy 0,1, (4.16)
D (aDu+~yDv) = g € L* (4.17)
tem uma tnica solu¢ao y € D (A). Tomando v = f € Hj (0,1) e substituindo em (4.17),
obtemos:
aD (Du) = g—~D*f € H'(0,1), (4.18)
onde H=1(0,1) ¢ o dual topolégico de H} (0,1).

Usando resultados de Existéncia e Unicidade de Solugao para problemas elipticos,
podemos concluir que existe uma tinica solugao v € H} (0,1) de (4.18). Assim, obtemos
uma vnica y = (u,v)" € H, tal que (u,v)" € D (A) e satisfazendo (4.16) e (4.17). Como A
é linear limitado e bijetivo, pelo Coroldrio do Teorema da Aplicacao Aberta, A~! é limitado,
ou seja,

[ATF[,, =yl < CUIF N, -



62 CAPITULO 3. APLICACOES A PROBLEMAS DE EVOLUCAO

Portanto, 0 € p(A). E pelo Corolario 2.9, A é gerador. m
O resultado de estabilidade exponencial para o problema (4.9)-(4.11), é enunciado a

seguir:

Teorema 4.8 O semigrupo {S(t)},~, gerado por A é exponencialmente estdvel, isto €, existe
M >0ea>0, tal que:

IS@) < Me™.
Na demonstracao deste teorema, utilizaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.9 (Gearhart, cf. [15]) Seja {S(t)},5, wm semigrupo de contragées de classe

Co em um espago de Hilbert. Entio {S(t)},5, ¢ exponencialmente estdvel, se e somente, se

(i) iR ={if;5 € R} C p(A),

(ii) li|msup (B — A)le < 00.

Bl—oo
Prova do Teorema 3.8. Para mostrar (i) é sufucuente considerar § # 0, pois sendo A
¢ gerador infinitesimal do semigrupo {S (¢)},-, entdo 0 € p(A). Suponhamos que (i) nao
vale, ou seja, existe 5 € R\ {0}, tal que i € o (A). Assim, existe w = (u,v)" € H, "ndo

nulo", tal que Aw = ifw, isto é:

v iPu
- . (4.19)
D(aDu + vDv) ifv

Substituindo v = iSu, obtemos que
aD?*u + ifyDu = ififu = —[>u.

Isto, implica que:

aD*u = —[%u (4.20)
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ByDu = 0. (4.21)

Donde, Du = 0, e entao D*u = 0. Logo, por (4.20), temos que u = 0. Como v = iu, temos
que v = 0. Assim, w = (0, O)T, o que é um absurdo, pois w # 0. Portanto iR C p (A).

Para concluirmos a demonstragao, suponhamos que (ii) seja falso, isto é

limsup || (i3 — A)_1|| = 0.

|8]—o0

Afirmamos que, existe 3, € R, |3,| = 0o e y, € D (A) com |y, |,, =1, tal que:

18,1 — A) ynlly — 0. (4.22)

De fato, como hlgll sup H(zﬁ — A)_lH = o0, existe 3, € Re z, € H, tal que
H(iﬁnl — A zn” >n||zn], ¥ > 0.
Do Teorema 4.9 (i), sabemos que if3,, € p(A), e entao existe um tnico y, € D (A), tal que:
1BpYn — AYn = 2n,
com ||yn|l,, = 1. Logo, y, = (18,1 — A)~! 2, e, portanto:
L= [lynllyy = n 118,40 — Aynlly

o que implica
. 1
18T = A)gullye < = — 0

quando n — oo.

Portanto a afirmagao é verdadeira. De (4.19), vemos que

i3, Un — v — 0 em H} (0,1) (4.23)
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i3,vn — D (aDu,, +yDv,) — 0 em L*(0,1), (4.24)
com Yy, = (U, vn)T. Notemos que

. Zﬁnun — Unp
Zﬁnyn - Ayn = ’
iB,vn — D(aDu, + vDuvy,)
donde:
!
(65,1 — Aym gy = / (D (it — ) Duuy + (i3,0n — D(aDuuy + 7 Duy)) ) d
? ! !
= / aif3, | Duy|? d —/ aDvn.Dund:B—i-/ i3, |vn|? da
p 0 0

— /aDQUn.vnda:—/ vD?v,, v dx
0

0
! I !
= i<aﬁn/ |Dun|2dx+ﬁn/ |Un|2dl‘> —/ aDv,,.Du,dx
0 0 0
I

- /aDzun.vndx—/ vD?v,,.v,dx.
0

0

(4.25)
Integrando por partes, temos que
! I
—/aD2un.vnda: = —aDu,.v, |} +/ aDu,,.Dv,dz,
A 0
e como v, € H} (0,1), obtemos:
: !
—/GDQUR.Und:L’ = / aDu,,.Dv,dz. (4.26)
A 0
Da mesma forma, temos que:
: ! !
—/’yDzvn.vndx = —”yDvn.vnﬁ)—i—/o ~Duv,,.Dv,dx :/o fy]Dvn|2 dx. (4.27)

0
Substituindo, (4.26) e (4.27) em (4.25), obtemos:

l

l

l

(BT = A)gns ya) = i | a8, / Dunde + B, / a2 de | + / VDo da

0
0 0
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e entao:

Por outro lado, usando Cauchy-Schwartz, segue que:

[Re (18,1 = A)yn, Yn)ag < (@851 = A)ynllyg [[Ynllag = (08,1 — A)ynllyy — 0

por (4.22). Donde por (4.28), |[Dv,||;» — 0, e usando a desigualdade de Poincaré, temos
que

[onll 2 < ClIDvnll 204 — 0

para algum C > 0.

Dividindo (4.23) por f3,, e fazendo n — oo, obtemos que u, — 0 em H} (0,1). Entao,
yn — 0 em H, o que contradiz o fato de |y, |, = 1.

Portanto, h|1[;n sup H(zﬁ — A)71|| < o0, provando (ii). Assim, pelo Teorema 4.9, o

|—o0

semigrupo {S(t)},5,, gerado por A, é exponencialmente estdvel. m
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