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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas receitas e exemplos da forma,
canoénica de Jordan de uma matriz quadrada. Sao mostradas algumas
aplicagoes a sistemas de equacOes diferenciais lineares e ao calculo de
funcGes de matrizes. As demonstracoes dos teoremas, exemplos deta-
lhados e exercicios serdo adicionados futuramente.
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1 Receita para encontrar a forma candonica de Jor-
dan

1.1 Calculamos a forma fatorada do polinémio caracteristico de M:

T Tn— T
p(z) = (z —zn)™" (2 — Tp_1)""" - (2 —21)"
Os z; sao os autovalores distintos de M e os r; sdo suas respectivas

multiplicidades.

*Disponivel em ftp://mat.ufpb.br/pub/docs/cursos/jordan.zip



1.2 Calculamos o polinémio minimo de M:

q(z) = (z —zp)*" (x — zp—1)*" ' -+ (T — 11)*?
Para todo i € {1,--,n} devemos ter 1 < s; < r;.

1.3 Paracadai € {1,---,n} eparacada k; = 1,-- -, s calculamos a nulidade
da matriz (M — z;I)¥ . Denotemos cada uma dessas nulidades por
m; k. A nulidade de uma matriz é a quantidade total de linhas nulas
que aparecem apos o escalonamento da matriz.

1.4 Denotando por n(J;;) a quantidade de blocos de Jordan de ordem k
associados ao autovalor z;, isto é, a quantidade de blocos da forma

zz 1 0 - 0
0O z 1 --- 0
o 0 o0 --- 1
temos que
n(Ji,Si) =Mjs; — My 5;—1
€ que

n(Jik) = 2mi g — mig+1 — Mik—1,vk € {1,---,s; — 1}.

Além disso, m; o = 0, Vi.

1.5 A forma de Jordan de M é a matriz diagonal de blocos formada por
n(J; ) blocos de Jordan de ordem £ associados ao autovalor — z;,

Vie {1,--n} e Vke {1, 8;} .

2 Receita para encontrar a base associada a forma
de Jordan

2.1 Uma vez calculado o polinémio minimo de M
q(z) = (z — )" (2 — Tp—1)" " -+ (z — 1),

para cadai=1,---,necada k=1,---,s; , se n(J; ) > 0 calculamos
os vetores v que sdo solugdes do sistema linear (M — z;1)kv = 0 e
que satisfacam & condigdo (M — z;I)*~'v # 0 , onde I é a matriz
identidade de mesma ordem que M.



2.2 Para cada v obtido no item [2.1], os k vetores
(M — z; D)Ly, (M — 2, 1)F 20, -, (M —zD)v, v

sao parte da base procurada, desde que eles juntamente com outros
vetores ja encontrados formem um conjunto de vetores L.I.

2.3 Para cada k e cada i com n(J;;) > 0, procuram-se k vetores como
no item [2.2] anterior. Os conjuntos L.I. assim encontrados sao bases
associadas a forma de Jordan de M.

Sendo P a matriz cujas linhas sao os vetores formados pela base encon-
trada no item [2.3], temos que

J=(P) 'MP
onde P! representa a matriz transposta de P e J é a forma de Jordan de M.

Exemplo 2.1 Seja M a matriz

1 2 -2 1 0
-1 4 -3 2 0
-1 2 -2 3 0
-1 2 -4 4 1
-1 2 -4 2 3
cujos polinémios caracteristico e minimo sdo p(z) = (z — 2)° e q(z) =

(x—2)3, respectivamente. De acordo com a notagio do item [2.1] temos que
r1=2es8=3.

Para cada k = 1,-++ 51 calculamos as nulidades de (M —z11)* descritas
a Sequir:
myo =10

mi,1 = Nulidade de (M —2I) =2

m1 2 = Nulidade de (M — 2I)?

my3 = Nulidade de (M — 2I)3 =
e dat, podemos calcular facilmente os n(J;y):

n(Jig) =mi3—mi2=5—4=1— 1 bloco de ordem 3

n(Ji1) =2mig —mig—mig=4—4—0=0 — 0 bloco de ordem 1

n(Ji2) =2mig—mi3—mi1 =8—-5—2=1— 1 bloco de ordem 2

4
5

0 que significa que a forma de Jordan de M é formada por 1 bloco de ordem

3 e 1 bloco de ordem 2 associados ao autovalor x1 = 2 , ou seja, que a forma
de Jordan de M é:

g

Il
cocoocowN
coco N+
cCoNnMRO
ocnNno oo
N = oo o



Vamos agora determinar os vetores v = (z,y, z,u,v) que satisfacam a
equacdo (M — 2I)3(v) = 0, mas que ndo satisfacam (M — 2I)2(v) = 0.
Resolvendo o sistema linear assim obtido obtemos que v = (0,0,0,1,0) ou
v =1(0,0,0,0,1) (combinagies lineares desses vetores também sdo solugdes).

Procurando agora os vetores w que satisfacam a equagio (M —21)%(w) =
0, mas que (M — 2I)(w) # 0 obtemos w = (1,0,0,0,0) ou w = (0,1,0,0,0)
ou w = (0,0,1,0,0) ou w=(0,0,0,1,1)

Dai, a base associada d forma de Jordan é

B = {(M —2I)%*(v), (M — 2I)(v), v, (M — 2I)(w), w}

onde v e w sao escolhidos entre os vetores encontrados anteriormente re-
stritos a condi¢ao de que o conjunto B seja L. L
Portanto a base procurada, entre outras possibilidades, é:
(-1, -2, =3, =3, =3 ) = (M —2I)%(v)
(1, 2, 3, 2, 2 ) (M — 2I)(v)
(0, 0, 0, 1, 0 )=
(-1,-1,-1,-1,-1) = (M — 2I)(w)
(1, 0, 0, 0, 0 )=w
Seja P a matriz cujas colunas sdo os vetores da base assim encontrada:

-11 0 -1 1
-2 2 0 -1 0
P=]-3 3 0 -1 0
-3 2 1 -1 0
-3 2 0 -1 0

Temos assim que J = P~"'MP , ou equivalentemente, M = PJP~".

3 A forma de Jordan real

Se M for uma matriz formada por elementos reais e se a+b: for um autovalor
de M, entao a — bi também serd um autovalor. Uma consequéncia disto é
que poderemos associar aos blocos de Jordan

0
0 J
a matriz de blocos reais
J I O 0O
o J I O
R=|: i :
O O O I
O O O J L sk



onde

a+bi 10 0 0 7
0 a+bi 1 0 0
J1 = : : : ;
0 0 0 a+bi 1
L 0 0 0 0 a+bily,
a—bi 10 0 0 7
0 a—bi 1 -~ 0 0
Jo = : : R : : ;
0 0 0 - a—bi 1
L 0 0 0 -~ 0 a—bil,,

o A P R

Como cada bloco que forma a matriz R é de ordem 2 x 2, temos que R
é uma matriz de elementos reais de ordem 2k x 2k.

A base associada a forma de Jordan real da matriz M pode ser construida
a partir da base da forma de Jordan complexa. Para isso, basta escolher
convenientemente vetores v associado a a + bi e w associado a a — bi e
substitui-los por (v +w)/2 e (v —w)/(2i).

Exemplo 3.1 Uma matriz real M cujo polindomio caracteristico é
p(z) = (22 — 4z +53)* = (z — (24 7i) (z — (2 — T4))*
e cujo polindomio minimo é
q(z) = (2% — 4z + 53)% = (z — (24 7)) (z — (2 — 7i))3

tem forma de Jordan complexa a matriz

247 1 0 0 0 0 0 0 7
0 247 1 0 0 0 0 0
0 0 2+7 0 0 0 0 0
c_| 0 0 0 2+7 0 0 0 0
0 0 0 0 2-7 1 0 0
0 0 0 0 0 2-7i 1 0
0 0 0 0 0 0 2-7 0
L 0 0 0 0 0 0 0  2—Tilg,q




e por forma de Jordan real a matriz

r2 7 1 0 0 0 0 07

-7 2 0 1 0 0 0 O

0o 0 2 7 1 0 0 O

R— 0O 0 =72 0 1 0 O
0o 0 0 0 2 7 0 O

0O 0o 0 0 -7 2 0 O

o 0 0 0 0 0 2 7

L0 0 0 0 0 0 =7 2

8x8

Além disso, se {v1,va,vs,v4,vs5,vV6,v7,08} for a base associada a C, entdo a
base associada a R serd {(vi+vs)/2, (v1—vs)/(2i), (va+ve)/2, (v2—wvg)/(2i),
(v3 +v7)/2, (v3 —v7)/(2), (va +v8)/2, (va —vs)/(21)}

4 Uma aplicacao da forma de Jordan

Sejam A uma matriz n X n constante e B um vetor de dimensdo n dado. O
sistema de equacoes diferenciais a coeficientes constantes

X'(t)= AX(t), X(0)=B
possui solugao unica dada por
X(t) =B,

Na equagio acima, X (t) = (z1(t), -, zn(t)) e X'(t) = (2 (¢), -, 2, (t))".
A exponencial de tA, denotada por e, pode ser definida como sendo

24?2 A3 A"
e = TtA+ T +..
2! 3! n!
Se J for a matriz diagonal de blocos
J 0 - 0
0 J, --- 0
0 0 - J.
entao
et 0 0
0 e 0
e’ = : :
: ;
0 0 e’



Se

z; 1 0 0
0 Z; 1 0
Ji = )
0 0 O 1
0 0 O Tid gk
entao S 3_2' (,tck__ 11)!_
tJ; Tt ot (ItCk__;)'
et =¢e - .
00 0 --- t
L0 0 0 --- IR A

Sendo J a forma de Jordan de A e P uma matriz tal que A = PJP~! temos
que 4 = Pet/ P71,

Exemplo 4.1 Consideremos o sistema

= 3z—y+z
{ y =  2z+z
Z = z—-y+22
com as condigoes de valores iniciais ©(0) = 1, y(0) = —1, z(0) = 2.
Este sistema pode ser escrito ma forma X' = AX, X(0) = B, onde
T 3 —1 1 1
X=|y|,A=1]2 0 1|,B= —1:| . Logo, sua solucio é X = ' B.
z 1 -1 2 2
1 00
A forma de Jordan de A € J = [O 2 1] que estd associada a base
0 0 2
01 0
{(0,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}. Logo, sendo P = |1 1 O], temos que A =
1 0 1
PJP~L.
e 0 0]
Portanto, et = Pe?*tP~1 . Como ¢/t = |0 €% te?| e P! =
0 e2t
-1 1 0 e + tet —te2t e
[ 1 0 O] temos et = | —et + % +te® et —te? te? | . Multipli-
1 -1 1 _et + e?t et _ e?t e?t ]
cando esta matriz por B, obtemos a solug¢do do sistema dado:
r = e?t + 4te?t
{ y = —2e'+ e +4ate?
z = —2e! + 4e%



5 Funcoes de matrizes

Sejam A uma matriz n X n e f uma funcao de uma varidvel tal que f, f’,

f", -+, f=1) estdo definidas nas vizinhancas dos autovalores z; de A. Se
z 1 0 - 0
0 z 1 --- 0
=
o 0 0 --- 1
entdo, por definicdo,
_ *=1)(z;) 1
f@) fle) )2 - L
(k=2) (g,
0 flz) fl@) - L
f(J) = . . . . :
0 0 0 e fim)
L 0 0 0 R A €7) B AV
Se a forma de Jordan de A for
J 0 0
S 0 J.Q 0
0 0 - J.
e P for uma matriz tal que A = PJP~!, entdo, por definicio,
f(h)y 0 o0
0 J) --- 0
f(Ay=p| . f(.Q) _ .| PL
0 0 . f(Jn)

Apesar das funcbes de matrizes possuirem varias propriedades “espera-
das” como sen(2A) = 2senA cos A, por exemplo, temos algumas surpresas
como o fato de eA1 ser diferente de e“e? em geral.

Se v for um autovetor de M associado ao autovalor a, entdao v é um
autovetor de f(M) associado ao autovalor f(a).

Um outro método para o cdlculo de fungoes de matrizes é apresentado
em [2].

3 10
Exemplo 5.1 Seja M = [—1 4 1]. A forma de Jordan de M ¢é J =
-1 0 5
4 1 0
0 4 1|. Uma base associada a forma de Jordan €
0 0 4




{(-1,-1,-1), (1,0,0), (0,1,0)} . Portanto P =

M =PJP!.
Seja [ a funcao raiz quadrade f(z) = +/x. Entao, f'(x) = ﬁ e
f4) 1) 42
f'(z) = [75- Logo, f(J) = [ 0 f4) f(4) ] , ou seja, f(J) =
0 0 f(4)
2 1/4 —1/64
[0 2 1/4 ] .
0 0 2
Finalmente obtemos
2 1/4 —1/64 T/4 17/64 —1/64
fM)y=pP|0 2 1/4 |Pl= [—1/4 129/64 15/64]
0 0 2 ~1/4  1/64 143/64
Pode-se verificar diretamente que f(M)%? =M .
3 -1 -1
Exemplo 5.2 Seja M = l 2 6 2 A forma de Jordan de M ¢é
-1 -1 3
4 1 0
J=10 4 O] e uma base associada ¢é {(—1,2,—1), (1,0,0), (—1,1,0)}.
0 0 4
‘lnd 1/4 0
O logaritmo de M ¢ dado por mn(M) = P| 0 In4 0 | P! =
| 0 0 In4d
Ind—1/4  —1/4 —1/4 -1 1 -1
[ 1/2 In4+1/2 1/2 ], ondeP=1]2 0 1 ] .
~1/4 ~1/4  Ind—1/4 -1 0 0

Pode-se verificar também que ™M) = M.
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