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Resumo

Apresentamos aqui alguns textos resumidos, exercicios resolvidos e provas da disciplina
“Fungoes de Uma Varidvel Complexa”, ministrada na UFPB em 2019.1, um dos meus iltimos
semestres de trabalho. Preocupei-me apenas em elaborar um texto acessivel e sem com-
plicagoes.

A principal parte é a dos exercicios resolvidos, alguns nao sdo tdo comuns. A minha
eterna fonte de inspiragao é constituida pelos antigos livros russos da Editora Mir: Recueil de
problemes sur la théorie des fonctions analytiques, de M. Evgrafov, K. Béjanov, Y. Sidorov,
M. Fédoruk, M. Chabounine (1974), e Problemas sobre la teoria de funciones de variable
compleja, de L. I. Volkovyski, G. L. Lunts, I. G. Aramanovich (1972).

Ao final do semestre, esses textos certamente iriam ficar perdidos e cairiam no esqueci-
mento. Ao colocd-los a disposicao fica a esperanca de que eles ainda possam ser de alguma
utilidade para algumas pessoas por mais algum tempo.
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FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA

resumos e exercicios resolvidos — parte 1 de 3

1 Definicoes, propriedades e exemplos basicos

1.1 Definicoes e propriedades

Um ntmero complexo é um nimero da forma a + bi onde a e b sdo reais e i = /—1 é a
unidade imagindria cuja propriedade bésica é i> = —1. O conjunto de todos os niimeros complexos
¢ denotado por C. Se b = 0 entao z é um numero real e se a=0, z é dito imaginério puro.

Um ntmero complexo a + bi pode ser representado como o ponto (a,b) no plano cartesiano e
o conjunto C pode ser pensado como se fosse o plano R?.

Se z =a+bi € C, entao a é denominado parte real de z e b é a parte imaginaria. FEm simbolos:
a=1Re(z) e b=Im(z).

Se z = a + bi, o conjugado de z é o nimero Z = a — bi, o mdédulo de z é a distancia do ponto
(a,b) a origem (0,0), ou seja |z| = Va?+ b2 O argumento de z # 0, denotado por arg(z), é o
angulo formado pelo eixo dos x e 0 segmento Oz. Se 0 < arg(z) < 27, entao arg(z) é denominado
argumento principal.

Dados dois nimeros complexos z = a+ bt e w = ¢+ di, a adi¢ao e a multiplicagao de z e w sao
definidas por: z+w = (a+¢) + (b+d)i e zw = z-w = (ac — bd) + i(ad + bc). O inverso aditivo e

1 Z a bi
multiplicativo de z # 0 sao calculados por —z = —a — bi e 1T PR iR A partir

dai, definimos subtragao e divisao de z por w: z —w =z + (~w) e = = z - %, se w # 0.

@

Exemplo: Escrever na forma a + bi o nimero z = i’ﬁz

e denominador da fracao pelo conjugado do denominador:

Para isso, basta multiplicar numerador

342  (342)(1—Ti) 3—21i+2—14i% 3—-19i+14 17 19

T1+Ti A+ -T) 12— ()2 1449 50 50

1.2 Poténcias da unidade imaginaria

Aspoténciasdeisaoi® = 1,i' =4, i’ =i-i = -1, =i = —i, ' =22 = (=1)(-1) = 1. A
partir dai, as poténcias com expoente inteiro se repetem de 4 em 4: 25 itei=14,i5 =it 2 = -1,
it =it z3 = —i etc. Em geral, se n for inteiro positivo, para calcular uma poténcia ", basta

dividir n por 4, ou seja escrever n = 4q +r com 0 < r < 4 e considerar o resto da d1V1sa0 como
expoente: i" = 4% = (#4)9.4" = 194" = 4". Por exemplo, para calcular 2°' dividimos 2019 por

4 e obtemos um resto igual a 3 e daf 201 =43 = —i.

1.3 Forma polar e féormula de De Moivre

Se z # 0, r = |z| e § = arg(z), entao a forma polar de z é definida como sendo z = r(cosf +
isend).

Se z = a + bi, entdao r = Va?+b% cosf = 2, senf = ; e dai tgh = Cosz = g Logo,
0 = arg(z) = arctg 2 Por exemplo, se z = 2 + 5i, entdo |z| = v/22 + 52 = /29, 0 = arctg 2. Logo,
a forma polar de z é z = v/29(cos(arctg 3) + i(sen(arctg 2)).

Se z1 = ri(cosfy +isend) e zo = ry(cos by + isenby), entao

2129 = ri1ra(cos(by + 02) + isen(fy + 0s).



Se 21 = 2y = 2z = r(cos 0 + isen ), obtemos 2% = r?(cos 20 + isen 20) e, de modo geral,
2" =r"(cosnb + isennf),

para todo inteiro n. Essa é a conhecida férmula de De Moivre ! para o célculo de poténcias de

nimeros complexos.
A partir dai, obtemos a férmula para o calculo de raizes:

e o (2 o (2]

n

comk=0,1,2,...,n—1.
Se for feito um grafico com todas as raizes enésimas de um ntimero complexo z, obtemos sempre

os vértices de um poligono regular com n lados e de raio igual a {/|z|.
Exemplo: Calcular todas as raizes ctbicas de z = 27 — 27:. Inicialmente, escrevemos z na
forma polar. Para isso, determinamos seus médulo e argumento.
o 2| =272+ (—27)2 = V2272 =272
cos 0 sen 6
o 2= 2| (F) = 2TV2(E5 — 7250) = 2TV2(J5 — J5i) = 2TV2(V2/2 —V2/24)
° Secos@z‘/75esean—‘/Ti,entéo@:27r—%:%7r

Logo, ¥/z = {/|z[(cos 25 4 jsen 257)  com k = 0,1, 2.

Vg

- T ks
k=0= /z=v27v2(cos - +isen L) = 3V/2(cos I + isen IZ)

T o . ™y on .
o k=12 ¥z = /21v/2(cos 41;2 +Zsen%):3(‘/§(cosll5—;+zsenll5—;)

T A . ™y Ar .
o k=2= ¥z=v/27V2(cos 4;;4 + isen 4;4 ):3(‘/§(coszlz”—;+zsen2f’—;)

Portanto, as trés raizes cibicas encontradas sao:
21 = 3v/2(cos I +isen IZ), zo = 3v/2(cos I +isen ) e z3 = 3v/2(cos ZL + isen ZT).

1.4 Funcoes de uma variavel complexa

Uma funcao de uma variavel complexa é uma funcao f : C — C na qual cada valor z € C é
associado a um valor f(z) € C.

Se z = x + 1y, entao f(z) possui uma parte real e uma parte imaginaria que dependem de
z e y. E usual denotar Re(f(z)) por u(z,y) e Im(f(z)) por v(z,y). Com essa notagao, temos
f(z) = u(z,y) + iv(z,y), ou simplesmente, f = u + iv. Por exemplo, se f(z) = 22+ 52 +6 e
2 =z +1iy, entdo f(x+iy) = (v +iy)? + 5(x +iy) + 6 = 22 + 2zyi + i>y*> + 52 + 5yi + 6, de onde
obtemos f(z +iy) = (z* —y*+6) +i(2zy + 5y) o que implica em Re(f(z)) = u(z,y) = 2*> —y* +6
e Im(f(z)) = v(z,y) = 2zy + by.

! Abraham de Moivre, 1667-1754, matemético francés



1.5 Limites e funcoes continuas

As defini¢oes de limite e funcao continua complexas sao idénticas ao caso real:

e Dizemos que lim f(z) = L quando para cada € > 0 dado, existir um § > 0 tal que
Z—r20

0<|z—2z|<d=|f(z) —L| <e.

e Uma funcao f(z) é continua em um ponto zy quando lim f(z) = f(2).
Z—20

e f=u+ivé continua em zg = xg + iy se, e somente se, u e v sdo continuas em (o, Yo)-

As propriedades das fungoes continuas complexas sao idénticas as fungoes reais. Por exemplo,

a soma e produto de funcoes continuas resultam em funcgoes continuas. Um exemplo de funcao

continua é qualquer fungio polinomial, por exemplo, f(z) = 2% + iz — 1 e, como consequéncia,

temos o seguinte exemplo de cdlculo de limite: liin(z:i tiz—1) =P+ —1=—i—1-1=—i—2.
z (3

1.6 Derivada de uma funcao complexa

Seja f definida em uma vizinhanga de um ponto zy. Se z pertence a tal vizinhanca, de-
notemos z — zg por Az ou por h. Dizemos que f é derivavel no ponto zy se existir o limite
lim f(z0 + Az) — f(20)

Az—0 z
z = 2z e é denotado por f'(z):

; quando esse limite existe, ele é denominado derivada de f(z) no ponto

F(2) = lim f(zo+h) — f(zo)'

h—0 h

As principais regras de derivacao ficam mantidas para o caso de fungoes complexas tais como
derivada da soma (f + g)' = f'+ ¢/, derivada do produto (fg)' = f'g+ f¢’, derivada do quociente
(f/9) = (f'g—fg')/g* e regra da cadeia [f(g(2)]" = f'(9(2))g ().

Se f = u + dv for derivavel, podemos calcular f’(z) através da férmula f'(z) = % + i% e

__ Ov - Ou

também através de f'(z) = g — ig:. Como o resultado f’(z) é tinico, devemos ter

ou B ov ou ov

—=— €6 —=—-——.
or 0Oy dy ox
Essas equagoes sao muito importante na teoria das funcoes complexas e sao denomindas Fquagoes
de Cauchy-Riemann ? e elas sao validas no caso da funcao ser derivavel. Ou seja, um pré-requisito

(condigao necessaria) para que uma fungao complexa seja derivavel é que as equagoes de Cauchy-
Riemann sejam verdadeiras para essa funcao.

Exemplo: Verificar se a funcio f(z) = z + 22 é derivavel em algum ponto. Se z = x + iy, entdo
z=ax—iye f)=x—yi+ (x+1y)? =2 —yi + 2>+ 2zyi + v** = 2 —y* + v +i(2xy — y).
Entdao Re(f(2)) = u(z,y) = z* —y* + x e Im(f(2)) = v(z,y) = 2zy — y e daf obtemos % = 2z + 1,
g—Z = —2y, % = 2y, g—;’ = 2x — 1. Neste caso, a equagao g—z = g—; é equivalente a 2x +1 =2z — 1
que é o mesmo que 1 = —1, uma contradi¢ao. Logo, uma das equacoes de Cauchy-Riemann nao

pode ser satisfeita o que implica no fato de que a fun¢ao dada nao é derivavel (em nenhum ponto).

2 Augustin Louis Cauchy, 17891857, foi um matematico francés e Georg Friedrich Bernhard Riemann, 18261866,
fol um matemético alemao



1.7 Equacgoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares

Em coordenadas polares (r,6) temos que x = rcosf e y = rsenf. A partir dai, calculando-se

diversas derivadas como 2&, 2 9t e usando a regra da cadeia calculamos derivadas como

oz’ oz’ (9_y’ e
9u — Judr 4 9udl  Pipglmente, substituindo-se as derivadas obtidads nas equacoes de Cauchy-
Oz or dx 00 dx )

Rieman em coordenadas cartesianas (z,y), obtemos essas equagoes em coordenadas polares:

ou B 10v ov 10u

o roo C or roo
1.8 Funcoes analiticas

Uma funcao complexa é dita analitica em uma regiao aberta e conexa do plano complexo se ela
for derivavel em cada ponto dessa regiao. Uma funcao é analitica em um ponto zy se for analitica
em toda vizinhanga desse ponto.

Exemplo: A fungdo f(z) = |z|*> nao ¢ analitica em nenhum ponto, apesar de ser derivdvel
somente na origem (f’(0) = 0). Para ser analitica na origem, a funcao precisaria ter derivada em
toda vizinhancga da origem.

Teorema:  Sejam u(x,y) e v(x,y) funcdes reais tais que as derivadas parciais %, g—Z, g—g e g—’;
existem uma regiao aberta e conexa do plano, sao continuas e satisfazem as condicoes de Cauchy-
Riemann na regiao. Entao f(z) = u(x,y) + iv(z,y) é analitica na regiao considerada.

Exemplo:  Vamos mostrar que a fungéo f(z) = 2* — 3xy? +i(32%y — y?) é analitica em todo

o plano complexo. Sejam u = 2* — 32y% e v = 32%y — 3. Entao temos as seguintes derivadas:

Ju — 352 3y2 8““ = —6xy % — Gy e & = 322 — 3y%. Como todas essas derivadas sdo funcoes

oz ) 830 oy s
Bu_ﬁv_ 2 2 v _ _ Ov __ ~ R;

continuas e or = oy — 3z 3y~ e 52 = oy = 6xy, temos que as equagoes de Cauchy-Riemann

sao satisfeitas e, consequentemente, a funcao dada é analitica em todos os pontos de seu dominio.

1.9 Funcoes harmonicas

Uma fungao real f(z, y) que possui derivadas parciais até 2¢ ordem continuas e satisfaz a
equacao de Laplace V2f = axQ + gyJ; = 0 é dita fungdo harmonica. A parte real u(z,y) e a parte
imaginaria v(z, y) de uma fungao analitica f = u+1iv sdo ambas harmonicas e, neste caso, sdo cha-
madas conjugadas e, se for dada uma delas, podemos determinar a outra a menos de uma constante.

1.10 Algumas fungoes elementares

1.11 A funcao exponencial

Para todo z = x 4+ 1y € C, define-se a exponencial de z como sendo

z

exp(z) = e* = e"(cosy + iseny).

Para quaisquer z, 21, 2o € C, sao vélidas as seguintes propriedades:

.« (et =

z zo __ ,z1+= el 21—z
® el . %2 — gF1 22 g ez2_61 2

e ¢ # 0 para todo z € C, ou seja, a fungao exponencial nao possui raiz.

e*T2m = ¢* para todo z € C, ou seja, a exponencial é periédica de periodo 2mi



1.12 Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas

Para todo z = x + iy € C, define-se o cosseno, seno, cosseno hiperbdlico e seno hiperbélico,
respectivamente, através das seguintes igualdades:

eiz + e—iz eiz . e—iz
cosz = ———— senz = ————
z 2 Z, z ZZ Z’
e +e e’ —e”
coshz = ——, senhz = ——
2 2
Para quaisquer z, 21,20 € C, z,y € R , sao validas as seguintes propriedades:
o L(cosz)=—senz, L(senz)=cosz, <L(coshz)=senhz -L(senhz) = cosh:z
dz ’ dz ’ dz 7 dz
o cos’z+sen’z2=1 e cosh’z—senh®z=1
e cos(—z) = cos z, sen(—z) = —sen z, cosh(—z) = cosh z, senh(—z) = —senh z

e sen(z; + 29) = SeN 21 COS 2o + S€N 23 COS 21 € COS(21 + 22) = COS 21 COS 29 — S€N 21 SeN 2y
e senh(z;+25) = senh 27 cosh zo+senh 2, cosh 21 e cosh(z;425) = cosh 21 cosh z3+senh z; senh 2,

e sen(ix) =isenhx e cos(ix) = coshz. Como senhz e cosh z sdo ilimitadas, isso mostra que
as fungoes complexas sen z e cos z sao ilimitadas.

e senz = sen(x+iy) = senx cosh y +i cos x senh y e cos z = cos(x+iy) = cosx coshy —senzsenhy i

u(a.y) v(a.y) u(@y) v(ay)
Outras funcoes como tgz, secz, tghz etc. sao definidas de modo semelhante ao caso real:

tgz = 502 gecy = 1 tghz = % etc. Permanecem validas muitas propriedades tais como:
2

cosz’ cosz’

tg? +1 = sec? z, L(tgz) = sec? z, L(sec z) = sec z - tg  etc.

1.13 Funcoes logaritmo, potencial e trigonométricas inversas

Se a forma polar de um nimero complexo z # 0 é z = r(cos 0 +isen ) = re? | entdo o logaritmo
natural de z, denotado por In z ou log z é definido por Inz = Inr + 6. Como o argumento de z,
0, nao é determinado de forma unica, temos em geral Inz = Inr + i(0 + 2k7), para algum k € Z.
Nesse caso dizemos que o logaritmo é uma funcao multivalente e cada valor de k£ é um ramo do
logaritmo. O ramo que corresponde a 0 < arg z < 27 é o ramo principal.

Algumas propriedades da fungao logaritmo sao

° %(lnz) = %

e In(z129) =lnz +1Inzy, In(21/20) =lnz; —Inzy, se 21 0 e 20 #0

In

e c" =z Ine*=2 Inz"=nlnz

e Inz=In(x+iy) = In/a? +y?+i (arctg(y/x) + 2km), k=0,£1,42,...
u(z.y) v(a.y)
Exemplo: A forma polar de 2—2i é 2v/2(cos %” +isen %’“) = 2v/2¢"F. Como consequéncia disso,

temos que o valor principal de In(2 — 2i) é igual a In(2v/2) + 7. Os outros valores de In(2 — 2i)
sdo In(2v/2) + % + 2kmi, onde k € Z.

Exemplo: In(—1) = In(1(cos7 + isen)) = In(e™) = 7i, que é o valor principal do In(—1).
Outros valores podem ser dados genericamente por In(—1) = wi + 2kwi = (2k + 1)7i, com k € Z.



A poténcia de expoente complexo o de um nimero complexo nao nulo z é definida por

Za — ealnz.

Como In z é multivalente, entao z* também é, ou seja, possui uma infinidade de ramos.
A derivada de 2* com relacdo a z é a fungao az®"!, ou seja, &£ (2%) = az*"L.

Exemplo: Vamos calcular o valor principal de (—i)". A forma polar da base da poténcia
¢ —i = 1(cos ¥ +isen3) =1- ¢’s"; logo, seu logaritmo natural ¢ dado por In(—i) = In1 + 3

2
e daf temos (—i)' = ¢'(-) = ¢#'5 = ¢~ . Note que (—i)’ é real e vale aproximadamente 0, 008983.

As funcoes inversas das funcoes trigonométricas e hiperbélicas sao denominadas arco-seno, arco-
cosseno etc. e podem ser obtidas a partir da lei genérica para fungoes: w = f1(2) <= 2z = f(w).

o arcsenz = —iln(iz + V1 - 22), & (arcsenz) = =

)

—1

e arccosz = —iIn(z 4+ iv1 — 22), ‘L(arccosz) = v

— iz 4 = _1_
arctgz = 5In 2, J-(arctgz) =

arcsenh z = In(z + v22 + 1), dd (arcsenh z) = 1122

z

arccosh z = In(z + V22 — 1), L (arccoshz) = ;:z2

e arctghz = 1In = %(arctgh z) = H%

N
—
|
Y

Todas essas fungoes que dependem do logaritmo natural ou da raiz quadrada sao multivalentes.

Exemplo: Vamos calcular cos(mi), sen(7wi) e arccos 5.

i(mi) —i(mi) T -7
e cos(mi) = ¢ +2€ _C —{_26 = cosh 7 que vale aproximadamente 11, 592

- ei(wi) _ e—i(wi) [eT —e T - ‘ '
e sen(mi) = g = 1 — )= tsenh m que vale aproximadamente 11, 549:
i

e arccosb = —iln(5 + iv/1—52) = —iln(5 + i(v/24i)) = —iln(5 — 2v/6). Esse é o valor

principal de arccos5; outros possiveis valores sdo arccosb = —i(In(5 & 2v/6) + 2kmi) =
2km —iIn(5 £ 2¢/6), com k € Z.

2 Exercicios resolvidos

1) Determine todas as raizes complexas da equagao % — 1123 + 10 = 0.

Solugao:  Substituindo x*® por y, obtemos a equacao do segundo grau y? — 11y + 10 = 0 cujas

raizes sao y = 1 e y = 10.

Se y = 1, entdo 2° = 1 o que implica = /1. Todo ntimero real r > 0 tem forma polar
dada por r(cos0 + isen0). Logo, 1 = 1(cos0 + isen0), e daf v/1 = v/1(cos T25% 4 jgen H2T),
com k = 0,1,2. Isso significa que as trés raizes cibicas de 1 sdo z; = 1(cos0 + isen0) = 1,
2o = 1(cos & + isen ) = —%—1—@'\? ¢ z3=1(cos ¥ +isen ) = —3 —z"/Tg.

Se y = 10, entdo 2° = 10 o que implica 2 = /10. Como 10 = 10(cos0 + isen0), temos
V10 = \S/E(COS % + i sen %), com k = 0,1,2. Isso significa que as trés raizes cibicas de



10 sdo 2z = v/10(cos0 + isen0) = V10, 2z; = v/10(cos & + isen %) = 310(—1—1-@'@) e

26 = v/ 10(cos = +isen 4?”) = v/10(— % 1—3) Portanto, as seis raizes da equacao dada sao z1, 2o,

23, 24, 25 € Zg mtados acima.

2) Calcule as raizes quadradas de —15 + 8i

Solucao: O calculo de raizes complexas normalmente é feito através da forma polar do nimero.
No caso de z = —15+ 8i, a forma polar nao é muito conveniente para realizacao de calculos porque
ela envolve uma funcdo arco-tangente: z = 17(cos(m — arctg () + isen(m — arctg )). Logo, é
melhor tentar outro caminho.
Se z = a+ bi for uma raiz quadrada de —15 + 8i, entdao z? = —15+ 8. Como 2? = (a + bi)? =

a’—b = —15

2ab = 8
Isolando o valor de b na segunda equagao, obtemos b = 4/a e dai, substituindo na primeira
equacgao obtemos a? — (4/a)? = —15, ou seja, a* + 15a%> — 16 = 0 que é uma equacao biquadrada
na variavel a. Fazendo a? = y, obtemos a seguinte equacao do segundo grau: y? + 15y — 16 = 0
cujas rafzes sdo y = 1 e y = —16. Substituindo y = a?, obtemos as equacoes a®> = 1 e a®> = —16.
Como a € R, temos que a Unica equacao que tem solucao real é a?> = 1 o que implica a = 1 ou
a = —1. Substituindo b = 4/a, obtemos b = 4 ou b = —4. Finalmente, substituindo a e b em z,
obtemos que as raizes quadradas de —15 + 8 sao 1 + 47 e —1 — 4a.

(a*> —b?) + 2abi temos que a e b sao as solucoes do sistema de equacoes

3) Se n for um inteiro positivo, mostre que:
sen(n + 3)z
2sen §
n+1 n
("37 )z sen &

1
a) 5+cosx+cosQa:+cosSx+~-—|—cosnm:

Se1n
b) senx + sen2z +sen3zx + - - - + sennx =

z
sen D)

Solugao: Sejam z = cosz +isenx e S = % +z+ 224+ 224 - 4 2" Temos que S também
pode ser escrito na forma

1
S = 5+Cosa:—|—isenx—|—COSQx+isen2x—|—cos3a:—|—z’sen3x—|—---+cosnx+isennm

de onde podemos observar que Re(S) é o somatério do item (a) e Im(S) é o do item (b).
ComoS:—%—i— 1424224 42" ——+ SR 1:—%+Z'j:1,temos

n+1 termos em progressao geométrica

1 cosx +isenzx)(cosnr +1sennx) —1 (cosx —isenzx) — 1
PR )( ) -1 ) n

cosx +isenz — 1 (cosz —isenz) — 1

2-2"=2"t1=cos(n+1)xz+isen(n+1)z
7\

B 1 cosn:v +isennx + 1 —cosx +isenx —r(cosa: +isenx)(cosnx +isenn$)‘ (@)

(cosz —1)%2 4+ sen?x
7}/ 1 —co cosnx—i—isennx—l—isenx—cos(n—l— 1)z —isen(n+ 1)z

%Lob x 2(1 — cosz) 3)

de onde obtemos a parte real e a parte imaginéria de S:

Re(S) cosnr —cos(n + 1) 2se n(FE)sen(E)  sen(n+ 3)x ()
e = = —
2(1 — cosx) 4sen\?«§ 2sen 3




+1
senx + sennx — sen(n + 1): 2%14\;@05 7—)\9117(<)\( )

fm($) = 2(1 — cosx) 4sen\?«§ (5)
_ cosh— cos( 2 ) _ _ Zsen " sen(* Sz (©)
2 sen & 2 sen §
_sen 2 sen (24 )x )
sen g
Observagao 1:  Na linha (1) foi feita uma multiplicagdo pelo conjugado do denominador da

fragdo, na linha (2) foi usado que (cosx + isenx)(cosz — isenx) = cos®x + sen’z = 1, na linha

(4) e na linha (6) foi usado que cosp — cosq = 2sen L sen 52 e 1 — cosz = 2sen” £ e na linha

2

(5) foi usado que senp — seng = 2sen 252 cos 254 e também que senz = 2sen £ cos £.
Observagao 2:  Se utilizarmos n =5 e z = 2% no item (a), obtemos:
N T N 0 N ™ N 8 N 107 Sen(H . ?—7{) 0
=+ C0S — + €c0S —— + €0S —— + €OS — + COS = = 0.
2 11 11 11 11 11 2sen 7+

11

4) Sendo n > 1 um nimero inteiro, mostre que:

a) (V3 —14)" = 2"(cos "X — isen )
b) 1 1/n . 1(n 1 /(n n 2" nm
—_—— —_— —_—— DY COS —_—
3\2 9\4 27\ 6 ~ 32 6

C>n_1n+1n_1n+ _2” Semr
1) " 3\3) Tols) " 27\7 = 3602 Mg

Solucao:
a) Se z = /3 — i, entdo o médulo de z é |z| = \/(\/5)2 4+ (=1)2 = V4 = 2. A partir daf

obtemos a sua forma polar: z = |z| - b= 2(‘/7§ — 3i) = 2(cos(—%) + isen(—%)). Pela formula de
De Moivre, temos que 2" = (v/3 — )" = 2"(cos(—2E) + isen(—2)) = 2"(cos %X — isen ")

b) O desenvolvimento pela férmula do bindmio de Newton de (v/3 — i)™ é dado por

s () e

~—

(V3)" + (’f) (V3" (i) + (Z) (V3)" (i) + (Z)(ﬁ)”‘3(—i

que é 0 mesmo que
()0 (e ()5 () 7O
1) v3 A2 3v3 5)0v3 \6) 27 "\7)213
n n 3”/2+ n\ 37/2 -
1 i
8/ 81 9/)81v3

Comparando a parte real do somatério anterior com a parte real de 2" (cos " —isen "), obtemos:

3n/2_ n 3n/2 N n 3n/2 B n 3n/2 N n 3n/2 B _2ncosm
2) 3 4) 9 6) 27 8) 81 B 6

Dividindo todos os termos por 3™/2, obtemos

1 1/n +1 n 1 /n . 1 /n 2" nmw
— — — [ — R — e = —— COS —
3\2 9\4 27\ 6 81\ 8 3n/2 6




Comparando agora a parte imagindria do somatério com a parte imagindria de 2" (cos % — sen "g"i
obtemos:

T\ o(n—1)/2 n 301/ n\ 3172 n) 3(n—1/2 n\ 3(—1)/2 o
a s + N + - — .= —2"gen —
1 3) 3 5) 9 7) 2T 9) 81 6

n—1)/2

que dividindo todos os termos por —3( , resulta em

n_1n+1n_in+in_ o won T
1 3\3 9\5 27\ 7 81\9 - 3(n-1)/2 6

Observacgao:  As reticéncias ... utilizadas nas féormulas nao significam que o somatério tem
uma infinidade de termos nao nulos. Todos esses somatdrios tém apenas uma quantidade finita de

termos nao nulos. Os ntmeros binomiais (Z) com k > n podem ser definidos como sendo iguais a 0.

5

5) A partir do desenvolvimento de (cosz + isenx)”, mostre que

cosbhr = 16 cos® x — 20 cos® = + 5 cos &

e que
sen ox
=16cos*z — 12cos’z + 1,

senx

se x # km, k€.

Solucao: Usando a féormula do binomio de Newton
(a+b)® = a® + 5a'b + 10a®b* + 10ab® 4 5ab* + b°

temos que (cosz +isenz)’ é igual a

4

cos® x + 5cos* zsen zi + 10 cos® z sen? 2% + 10 cos® 2 sen® 4% + 5 cos 2 sen? 2i* + sen® i°

5 - . g . ‘ ‘ . 5
= cos® x + Hicos® rsen 2—10 cos® x sen? x—10icos’ = sen” r+5 cos z sen* x + isen’ .

Por outro lado, usando a férmula de De Moivre, (cosz + isenz)® = cosbr + isenbr. Logo,

comparando-se as partes reais e imagindrias dessas expressoes, obtemos:

5

cos 5z = cos® x — 10 cos® zsen? x + 5 cos zsen’

sen 5z = 5cos? zsenx — 10 cos® 2 sen® x + sen” .

Por fim, substituindo sen? z por 1 — cos? x, obtemos o resultado desejado:

cos b = cos’

x — 10cos® z(1 — cos® x) + 5cos (1 — cos® v)* = 16 cos® v — 20 cos® x + 5 cos 7,
sen 5z = 5 cos® sen 7—10 cos® z(1—cos® ) sen x+(1—cos” z)* sen v = (16 cos* 1—12 cos® z+1) sen .

sen 2x , senh 2y

6) Most tgz = '
) ostre que tg 2 COSQ$+COSh2y+ZC082£E—|—COSh2y

),



Solugao: Se z =z + 1y, entao

tgr = senz Sen(x—l—z‘y) _
cosz  cos(x +iy)

sen x cos(iy) + cosxsen(yi)  senxcoshy + icoszsenhy

)
cos x cos(iy) — sen xsen(iy)  cosx coshy — isenxsenhy
~ (senzcoshy + icoszsenhy cos z coshy + 7 sen z senh y
cos x cosh y + 7 senx senh y

cosx coshy — isen x senhy

(sen x cos x cosh? y — sen z cos  senh? y) + i(cos? x senh y cosh y + sen? 2 senh h cosh y)

cos? x cosh? y + sen? x senh® g
(sen x cos z(cosh? y — senh? ) 4 i senh y cosh y(cos® x + i sen’ x)

cos? x cosh? iy + (1 — cos? ) (cosh® y — 1)

B sen x cos T + ¢ senh y cosh y _ sen2x +isenh 2y
cos?acosh® y + cosh? y— cos2ecosh?y + cos2z — 1 2(cosh?y + cos?z — 1)
sen 2x + ¢ senh 2y sen 2x , senh 2y

2 cosh?y — 1+2cos2x —1 - cosh 2y + cos 2x +Zcosh2y+0082x

g v

cosh 2y cosh 2z

7) a) Mostre que u(z,y) = 2* + 62%y — 3zy* — 2y* ¢ harmonica;
b) Determine v de tal modo que f(z) = u(x,y) + iv(z,y) seja analitica,
c¢) Escreva f como fungao de z = = + iy.

Solucao: a) As derivadas segundas de u com relacao a = e com relagdo a y e o seu laplaciano
sao iguais a:

o Ou =322 4 122y — 3y?
o U= 6x+12y
o g—Z=6:p2—6xy—6y2

o Viu=20%+ 54 =6x+2y— 612y =0

Como todas essas derivadas sao continuas, concluimos que a funcao v é harmonica.
b) Usando as equagoes de Cauchy-Riemann, temos:

o = —% = —622 + 62y + 63°
e Calculando a integral de % com relagao a z: v(x,y) = [(—62? + 6xy + 6y*)de = —22° +

322y + 6zy* + g(y). Aqui, g(y) é constante com relagao a varidvel z.

° g—; =32? + 122y +¢'(y) = g—z = 3x? + 12xy—3y” que implica ¢'(y) = —3y?, e dai, calculando
a integral com relagao a y, obtemos g(y) = —y> + k, onde k é uma constante.
e Portanto, v(z,y) = —22° + 322y + 6xy* — > + k.

¢)Se z=x+iy,entdo Z =z —iy e v = =, y = £, Substituindo = e y em

f(2) = ulz,y) +iv(z,y) = (2° + 62%y — 32y® — 2¢°) +i(—22" + 32°y + 62y® — y* + k),



obtemos:

+ K

2(557) (5 () () () - (%)

Desenvolvendo essa expressao e simplificando, obtemos no final: f(z) = (1 —2i)z* + K, onde K ¢
uma constante.

8) Mostre que f'(z) nao existe em nenhum ponto se f(z) = f(x + iy) = 2z + xy*i.

Solugao:  Sejam u = 2z e v = zy?. As derivadas de u e v sao: u, = 2, u, = 0, v, = %,
vy = 21Y.
e Se u, = —v,, entao y? = 0 que implica y =0

e Se u, = vy, entao 2zy = 2 que implica zy = 1
Substituindo y = 0 em zy = 1, obtemos a contradicao 0 = 1. Logo, as equagoes de Cauchy-

Riemann nao podem ser simultaneamente satisfeitas em nenhum ponto e, consequentemente, f'(z)
nao existe em nenhum ponto.

9) Seja f = u+ v analitica em uma regiao D aberta e conexa. Mostre que se |f| = vVu? + v?
for constante, entao f também é constante.

Solugao:  Se |f| =0, entao u* +v*> = 0, e dai, u = v = 0. Portanto, f é constante e igual a 0.
Se | f| for uma constante niao nula, entdao |f|*> = u* + v? também é. Derivando implicitamente
u?+v? = k constante com relagao a z e a y, obtemos 2uu, +2vv, =0 e 2uu, + 2vv, = 0. Usando

as equagoes U, = vy € U, = —U,, obtemos o sistema de equagoes
uuy +vv, = 0
—uvy +vu, = 0

e Multiplicando a primeira equacao desse sistema por u, a segunda por v e somando os resul-
tados obtemos (u* + v?)u, = 0 e daf u, =0 = v,
——
#0
e Multiplicando a primeira equagao do sistema por v, a segunda por —u e somando os resultados
obtemos (u* + v?)v, = 0 e dai v, = 0 = u,.
——
#0
Concluimos que todas as derivadas das fungoes u e v sao nulas. Como o dominio D é conexo,
temos que essas fungoes sao constantes e, consequentemente, f é constante.

11—z

10) Determine a parte real u e a parte imaginaria v da fungao f(z) = Tl
2
Solugao:

l—z—iy (I—z—iy)(l+z—iy) (1—iy)®—a?

Lta+iy (+z+riy)(l+z—iy) (1+2)?—(iy)
1—2yi —y? — a2 1—a?—y? " —2y
= = 1
14+2x+a224+y? 1421+ 22+ y? 14+ 2x+22+y2)’

u v

f(z) = flz +1iy) =

(. J/




1 — ZE2 _ y2
de onde obtemos: u(x,y) = T omr s © v(x,y)
r+ax2+y

_ —2y
1420 a2 g2

11) Verifique que as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas para a funcao f(z) = 2% +iz.
Solucgao:

f(2) = fz+iy) = (z +iy)® +i(z +iy) = 2° + 32%(iy) + 3x(iy)* + (iy)* +iz —y
=2’ 4 32yi — 3wy’ — yPi+iv —y = 2° — 3wy’ —y+(32%y -y’ + )i

u v

Dessa forma, a parte real de f(z) é u(z,y) = 2* — 3zy*> — y e a parte imaginaria é v(z,y) =
322y — 13 + z e suas derivadas sao:

o U — 352 _ 32

o
° g—”; = —6xy — 1
° g—g = 6xy + 1
. g—; = 322 — 3y?
Observamos a partir dai que % = g—; e g—z = —%. Portanto, as equagoes de Cauchy-Riemann

estao satisfeitas no caso dessa funcao.

12) Se uw e v sao harmonicas em uma regiao D aberta conexa, entao
0 0 0 0
F(z) = F(z +iy) = (a—Z - 6_Z> +1 <8_Z + 8—;) é analitica.

Solucao: Serd mostrado futuramente que se f = u + v é analitica, entao as derivadas parciais
de v e v de todas as ordens existem e sao continuas. Como consequéncia disso, temos que as

3 3 3 : = : u 9% v 9%
derivadas segundas mistas indepedem da ordem de derivacao, ou seja, 5i5- = 750 € 550 = 55,
x A Pu | Pu __ 8%v 8%v __ Pu . 0%u __ Pv 9%
Como u e v sdo haérmong:as, 32t 5w = an %é—i—m =0= 5 = P = 0 e 32 = 5y
. u v u v . -
Sejam U(z,y) = — — — e V(z,y) = — + —. Calculando as derivadas parciais de U e V'
Jdy Ox Jxr Oy

com relagao a x e a y, temos:
o o
or  Oxdy Ox?
oo
dy Oy Oydx
oV *u Pu 0%
¢ - = ——+
oy?  Oyox

or 012 + oxdy

av 0%u +82v_ 0*u _821)
oy  OyOr Oy2 0Oxdy Ox2

U _ 9V, WU _ 3V
de onde observamos que 5= = G- e G- = —5Fo.

concluimos que a funcao F = U + ¢V é analitica.

Como todas essas derivadas sao continuas,

13) Prove que as rafzes da equagao z° + 2z + 4 = ( sdo exteriores ao circulo unitario |z| < 1.

Solucao:



Se alguma raiz r dessa equagao pertencesse a esse circulo unitério, terfamos |r| < 1.

e A equacao r° +2r +4 = 0 é equivalente a 7° + 2r = —4 e, dai, [r® +2r| = | — 4| = 4.

Usando a desigualdade triangular: 4 = |r° 4 27| < |[r°| 4+ |2r| = |r|> + 27| < 1°+2-1=3.

Obtivemos assim a contradicao 4 < 3. Portanto, nao pode existir raiz r no circulo unitario,
ou seja, toda raiz da equagao estd fora (no exterior) do circulo.

14) Se f(z) = u(z,y) +iv(z,y) é analitica em C, mostre que |f'(2)|? =

Solucao: O jacobiano de u,v com relacao a x e y é dado por

O(u,v) ‘ Gu g—Z '_ Oudv Oudv  Oudu = Ovdv (8u>2+ (81})2

o(z,y) % g—; 0z 0y ayax_%8?+8_x%_ o o
, ou .Ov ,
Como f'(z) = . + U concluimos que

rer=(5) + (5) - e

15) Mostre que Senz = senZz.

Solugao: Se z =1z + 1y, entao z = x — 1y.
Como cosiy = coshy e seniy = isenhy, temos

sen z = sen(z + iy) = sen x cos iy + sen iy cos r = sen x cosh y + i senh y cos =

e dail obtemos

sen z = sen x cosh y + i senh y cos x = sen x cosh y — i senh y cos x

senz = sen(z — iy) = senx coshy — isenh y cos z

de onde podemos concluir que senz = senz .

16) Usando a definichko com e e §, mostre que f(z) = —4z + 3 ¢é
continua em 2 — i.

Solugao:
e Inicialmente, calculamos o valor de f no ponto zp =2 —i: f(z9) = —4(2—19) +3 = -5+ 4

e Depois avaliamos o médulo da diferenga entre f(2) e f(29):
|f(2)=f(20)] = [(—42+3)—(—=5+4i)| = | —4z+8—4i| = |—4(z—2+1)| = 4|z—2+1| = 4|z—20|

e Se [f(z) — f(20)| < e, entao 4|z — 25| < € que é 0 mesmo que |z — z| < §



Por fim, dado qualquer € > 0, se escolhermos § = § teremos a seguinte implicagao:
€
|z — 2] <0 = |z — 2| < Z:>4|Z_ZO| <e=|f(z) = f(z)] <e,

e, de acordo com a definicao, isso significa que a funcao f é continua no ponto z.

17) a)Se z,w € C,n € Nea,b € R, mostre que z" =Zz" e az + bw = aZ + bw;

b) Se z for uma raiz complexa de uma equagao polinomial de coeficientes reais, mostre que z é
raiz dessa mesma equacao;

c) Resolva a equacio z* — 1323 + 6322 — 1732 + 182 = 0, sabendo que uma das raizes é 2 — 3i;
d) Determine uma equacao polinomial de coeficientes reais que tenha 7 + i e —2 + 5i como duas
de suas raizes.

Solugao: a) Se z = x1 +iy; e w = Xy + iys com 1, To, Y1, Y2 € R, temos que

o 2z +w=(r1+x2) +i(y1 + y2)

N

+w = (x1 + x2) —i(y1 + y2)

N

o Z+wW = (x1—iy1) + (v2—1y2) = (x1+22) —i(y1 +1y2). Fica mostrado assim que z + w = Z+w.

o 2w = (14 i) (T2 + 1Y) = (x122 — Y1y2) + (1Y + T2y1)

[ J
N

W = (1122 — Y1ye) — (212 + T2y1)

e Sez =2 =2z entdo 22 =72 =2-Z = (2)? ¢, de um modo geral (usando inducio) obtemos
2" = (Z)" para todo inteiro positivo n.

e Se a e bsao numeros reais, entaioa =aeb=bedaiaz + bw =az+bw =a-zZ+b-w = az+bw

b) Se z for uma raiz de um polinoémio p(z) = a,2" + a, 12" + -+ + a1z + ag de coeficien-
tes reais, entao p(z) = a2+ a, 12" 1+ -+ @z +ag = @G + a2+ @z + G =
anZ" + ap 12"+ - 4+ a1Z + ag = p(Z). Desse modo, se z for uma raiz do polinémio p(z), entao
p(z) = 0 que implica p(z) = p(Z) = 0, ou seja, Z também ¢ raiz do mesmo polindmio.

c) Se z = 2 — 3i for uma raiz, entdo Z = 2 + 3i também é. Logo, o polinémio p(z) =
ot — 1323 + 632% — 1732 + 182 ¢ divisivel por (x — 2)(x —2) = (z — 2+ 3i)(x — 2 — 3i) =
(. —2) = (3i)2 = 2 —4x + 4+ 9 = 22 — 4z + 13. Dividindo p(z) por 2? — 4z + 13 obtemos
quociente g(z) = x*> — 9z + 14 e resto igual a 0. Resolvendo a equacio q(x) = 0 obtemos as outras
duas raizes: x =2, x =T7.

d) Se 7+i e —2+5i sdo raizes, entao os conjugados 7—i e —2—5i também sao. Dai, calculamos
o produto

(x—(T+0))(x—(=2+45))(x—(T—i))(x—(—2—=5i)) = (x—T—0)(x—T+i)(x+2—5)(x+2+5i) =
(x =7+ 1) ((x +2)* +25) = (2° — 142 + 50) (2 + 4x + 29)
= 2% — 1023 + 2322 — 206z + 1450.

Logo, a equacdo procurada é % — 1023 + 2322 — 2062 + 1450 = 0.

18) Sendo 21,2, € C dois pontos distintos fixados e a € R, interprete geometricamente o con-
junto dos pontos z € C que satisfazem:



a) |z — 21| = |z — 2| b) |z — z1| = | Re 2|
¢) |z — 21|+ |z — 22| = 2a d) ||z — 21| — |2 — 22]| = 2a

Solucao: O modulo da diferenca entre z; e zy, |21 — 22|, pode ser interpretado geometricamente
como a distancia entre os pontos z; e 2o no plano.

a) |z — 21| = |z — 29| significa que a distancia de z ao ponto z; é a mesma distancia de z a zy, ou
seja, z é equidistante de z; e de z5. Sendo assim, o conjunto desses pontos é a reta mediatriz do
segmento de reta 2z 2.

b) |z — 21| = |Rez|. Se 2z = x + iy e z; = a+ bi, entdo |x + iy — a — bi|] = |z|, ou seja,
V(. —a)? + (y — b)? = |z| que equivale a (x —a)*+ (y —b)* = 2. Essa é uma equagao do segundo
grau nas variaveis z, ¥ e tem apenas um tnico termo de segundo grau que é o y2. Assim, a equacao
é a de uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo dos z.

¢) |z — z1] + |z — 22| = 2a. Aqui, soma das distancias do ponto z aos pontos z; e 2z é constante e
igual a 2a. Isso caracteriza uma elipse de focos z; e 2z, e eixo maior igual a 2a.

d) ||z — z1| — |z — 22|| = 2a. Aqui, o médulo da diferenca das distancias do ponto z aos pontos z;
e zo é constante e igual a 2a. Isso caracteriza uma hipérbole de focos z; e z;.

19) Se z; e z3 s@o dois numeros complexos, mostre que

1% + 12+ |2 — 2 = (142D + 2%

Solugao: Sejam z; =a+bi e 29 =c+ di com a,b,c,d € R.

o 21+ 12+ |21 — 2> = |(a + bi)(c — di) + 1] + |a + bi — ¢ — di|* = |(ac + bd + 1) +
i(bc — ad)]* + |(a — ¢) + i(b — d)]* = (ac + bd + 1)* + (bc — ad)® + (a — ¢)* + (b — d)?
= a?c® + b2d? + 1 + 2at + 2bd + 2abed + b*c? — 2abcd + a’d? +a® — 2ac + ¢ + b — 2bd + d? =
a2+ PP+ 1+ P+ dPd? a0+ d?

o (1+]2:1)(1+4]2)?) = 1 +a®+ )1+ +d?) = 1+ a®> + 0>+ 2 +a’P + b + d* + a*d* + b*d?
Concluimos assim que |12z + 112 + |21 — 222 = (1 4 |21/*) (1 + | 22]?).

20) Mostre que se | cos z| < 1 para todo z em uma regidgo R, entdo |Im z| < In(1 +/2).

Solugao: A partir da expansao do cos z em parte real e imaginaria
cos z = cos(x + iy) = cosx coshy — i sen x senhy,

calculamos o modulo do cos z:

| cos z|* = cos® z cosh® yy + sen® x senh® yy = cos® z cosh® y + (1 — cos® z)(cosh® y — 1)

:gos%coﬁh%ﬂJrcoshzyW—1+cos2a::cosh2y—1+coszx

=senh®y + cos® x

Se |cosz| < 1, entdo |cosz|? < 1 = senh’y + cos?xz < 1. Como senh’y < senh®y + cos? z,
temos senh’y < 1 = —1 < senhy < 1 = arcsenh(—1) < y < arcsenhl, que equivale a
—In(1+4v/2) <y <In(1 ++/2, ou seja, |y| < In(1 ++/2).



3 Definicoes, propriedades e teoremas basicos

3.1 Definicoes

Um arco do ponto A = z(a) ao ponto B = z(b) é um conjunto de pontos do plano descrito por
equacoes paramétricas

= {2(t) = =(t) +iy(t) [a <t < b},

onde z(t) é uma fungao continua de ¢ € [a, b].
Se C for um arco de A a B, entao definimos —C' como sendo o mesmo conjunto de pontos do
arco C' percorrido em sentido contrério, de B = 2z1(—b) a A = z;(—a):

= {a) = 2(=t) +iy(-t)[ —b <t < —a}.

Por exemplo, se C' for a semicircunferéncia de centro na origem e raio 3 que vai do ponto
(3,0) ao ponto (—3,0), sentido positivo (anti-horario), entdo uma parametrizagao de C' é dada por
2(t) = 3cost+3isent = 3¢, com 0 < t < 7. Nesse caso, o arco —C' é a mesma semicircunferéncia
percorrida no sentido horério, de (—3,0) a (3, 0), cuja parametrizagao é dada por z;(t) = 3 cos(—t)+
3isen(—t) = 3¢~ com —7 <t < 0.

Uma regiao R é dita simplesmente conexa se toda curva fechada simples (sem auto-intersegao)
pode ser deformada continuamente, sem sair da regiao, até reduzir-se a um ponto. Intuitivamente,
isso quer dizer que a regiao simplesmente conexa nao possui buracos. Se uma regiao nao for
simplesmente conexa, entao ela é dita multiplamente conexa.

Se existir a derivada 2’(t) e for diferente de 0 para todo ¢ € [a,b] entao o arco se chama regular.
Um caminho ou um contorno é um arco continuo formado por um ntmero finito de arcos regulares.

3.2 Integrais

Se F(t) = U(t) + iV (t) é continua em um intervalo [a, b], entdo sua integral nesse intervalo é

definida por
b b
/F(t)dt:/ dt+z/ vt

Se C' = {z(t) |t € [a,b]} for um caminho e f(z) = u(z,y)+iv(x,y) for continua em C, definimos

[0 = [ rewma

Por exemplo, se f(z) = 2% e C' é 0 arco de pardbola z(t) = t* +3it, 0 <t <4, entdo [ f(z)dz
c

¢ calculada da seguinte maneira:

g g

4 4
/ f(2)dz = / (12 + 3it)? (2t + 3i) dt = / (t* + 63t — 9t?) (2t + 3d) dt
O NS 7 \\ v 0
C

f(z) dz
o 3 4 2 o 3 - 2 2816
:/ (267 — 36t%) + i(15¢* — 27¢%)] dt :/ (26536t )dt+z’/ (154 —27¢%) dt = —T—|—2496z'
0 0 0
Utilizamos frequentemente as seguintes notagoes: d:c = 2/(t)dt y'(t)dt,

dz = 2(t)dt = 2/(t)dt +iy/(t)dt = dox +idy e |dz]| = \/ dt Se



o caminho C for fechado (ou seja, ponto inicial A coincidindo com o ponto final B), entao utiliza-

mos o simbolo @ ou ¢ no lugar do

Se f=u+1we dz = dr +idy, entao

C/f(z)dz:/(u—i—iv)(dm—l—z’dy):/udx —vdy + i/udy +odz.

C C C

Sendo assim, o calculo de uma integral complexa equivale ao calculo de duas integrais de linha
reais.

3.3 Propriedades

Se F(t) e G(t) sao continuas em t € [a, b], entdo:
e Re [PF(t)dt = [PReF(t)dt e Tm [*F(t)dt = [ Tm F(t)dt;
o VIF()+GW)]dt = [PF@)dt + [CG(t)dt e [TkF(t)dt =k [ F(t)dt, k constante;

< [P|F(1)|dt.

Se f(2), fi(z) e fa(z) sdo continuas em um caminho C' = C; U Cy, entdo:

o [ fi(2)+ falz)dz = ffl )dz + ffg )dz e fk:f dz =k [ f(z)dz, k constante;
¢ ¢

[ flr)dz = cf f(z)dz —|—Cf f(z)dz

C1UC>

PG FOLE

< flf | dz|;

[ f(2)d=
c

Se |f(2)| <M e L é o comprimento de C, entao < ML.

[ f(z)d=

C

3.4 Principais teoremas

Teorema de Cauchy: Seja f analitica em uma regiao simplesmente conexa R. Entao

FIOLES

para todo caminho fechado C' contido na regiao R.
Por exemplo, ¢ e*dz = 0 para qualquer caminho fechado, porque e* ¢ analitica para todo z.
c
Os dois teoremas a seguir sao corolarios do Teorema de Cauchy:

Teorema: Seja f uma fungao analitica em uma regiao simplesmente conexa R. Entao a integral
de f ao longo de um caminho ligando z; a 25 nao depende desse caminho.



Teorema: Se f é analitica em uma regiao simplesmente conexa R e F' é uma primitiva de f (ou
seja, F' = f), entao

/ U He)de = Fm) - Fla),

para quaisquer pontos z1, 29 € R.

1+44 23 1+44 47

Por exemplo, / 2dz = | = = [(1+4i)° —¢*] = —— — 174,

Teorema (Férmula Integral de Cauchy): Se f é analitica em uma regido simplesmente
conexa R, se a € R e C' é qualquer caminho fechado simples de R que envolve z = a uma vez no

sentido positivo, cujo interior estd inteiramente contido em R, entao

fla) = 5 zf(—)a ou j(—zi dz = 2mif(a)
c c

Por exemplo, se C' for a circunferéncia z(t) = 2eit 0 <t < 2w, entdo

% © dr=2mi-é =2mi- (cos1+isenl) = —2mwsen 1+ 2micos 1.
z—i
c

Note que nesse caso f(z) = e* e a = i. Como i é um ponto que esta no interior da regiao delimitada

por C, temos yg% dz =2mif(a).

c
Uma consequéncia importante da Férmula de Cauchy é que uma funcao analitica possui deri-
vadas de todas as ordens.

Teorema (Derivadas de todas as ordens): Com as mesmas hip6teses da Férmula Integral
de Cauchy, temos

/ _L LZ) z ou M 2 =2mif'(a
10 = 5 g P te =20

271
C C
e, em geral,
#9(a 55 fz . 55 fz) 2w
" omi (z—a) "+1 (z —a) ”“ n!
C C

3

Teorema de Morera’: Seja f continua em uma regiao R tal que ygf(z) dz = 0 para todo

foi
caminho fechado C' contido em R. Entao f é analitica em R.

Teorema de Liouville’: Uma fungio inteira (analitica em todo o plano) e limitada ¢ obrigato-
riamente uma funcao constante.

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polindmio de grau n > 1 possui pelo menos uma
raiz complexa.

3Giacinto Morera (1856-1909), matematico italiano
4Joseph Liouville (1809-1882), matemédtico francés



4 Exercicios resolvidos

1 iy
1) Calcule as seguintes integrais: a) / (z4+1)*dz  b) / sen® zdz
Solucao: Quando a funcao f é analitica, sua integral fab f(2)dz depende apenas do ponto inicial
e do ponto final do caminho de integragao e pode ser calculada através da diferenga F'(b) — F'(a),
onde F' é uma primitiva de f.

i +1)37 G413 28 T
1 2 d = <Z = - - = =z =
2) /1 (z+1)dz { 3 ]1 3 3 3 3
mi ™1 — cos 2z z sen2z]™ T sen2mi  sen 2mi
2 — _— = —_ — et _— _ —
b) /msen zdz-/m 5 dz [2 1 ]_m {2+2} [ 1 + 1
B sen 271 o 1senh 27 B senh 27\ .
= . i i =|r i 1.

2) Se C é descrito por z(t) = 2¢, 0 <t < 27, calcule:
a) ¢ Re(z)|dz| b) ¢ Im(z)dz c) ¢ |z —2||dz] d) ¢z*dz
c c c c

Solucao: O caminho descrito neste exercicio é uma circunferéncia de raio 2 e centro na origem:
z(t) = 2(cost + isent). A partir dai, obtemos:

o Z=2(t) = 2(cost —isent) = 2e"

e Rez=2cost

o Imz=2sent

o dz =2/(t)dt = 2ie dt = 2i(cost +isent)dt = (—2sent + 2icost)dt.

|dz | = |2/(t)|dt = |2ie®|dt = |2i| - || dt = 2v/cos?t +sen2tdt =2-1dt = 2d¢t

Substituindo em cada uma das integrais:

a) ¢ Re(z)|dz| = fOQW 2cost-2dt =4 - [sent])” = 4(sen 21 —sen () = 0
¢

b) ¢ Im(z)dz = fO%QSent - (=2sent + 2icost)dt = OQW(—4sen2t + 4disentcost)dt
¢
= 5”(—2(1 — cos2t) + 2isen2t)dt = [—2t +sen2t —icos 2" = (—4m + sendmw — icos4dr)
—(0+sen0—icos0) = —474+0—i—0—0+7=—4r .
c) $lz — 2|dz|] = f027r|2(cost + disent) — 2| - 2dt = 4f027r /(cost —1)2 + sen? ¢ dt
¢
=4[] Veos? —2cost + 1 +sen?tdt =4 [[7 /2~ Zcostdt =8 [ V2t qp = § [T, [l=wst 4y
t2m
=8 [ senldt =8 [—“Oji] — —16[cos T — cos0] = (—16)(—2) = 32.
2 o
d) 093 Z22dz = Ozw(26_it)2(2z'e”) dt = fo% 4e”t . 2ettdt = 8i 027r et dt

it 2T X
= 8i [?:2)} = —8(e™?™ — %) = —8(cos(—2m) +isen(—27) — 1) = —=8(1 +i-0—1) = 0.
0

3) Calcule a integral [ f(z)dz onde f(z) =2*+42z—3 e C é um caminho que vai de z = —i
c

até z = 1 de cinco maneiras diferentes:

a) usando uma primitiva para f(z);



b) C é um segmento sobre a reta y =z — 1;

d

c) C é um arco sobre a parabola y = 12 — 1;
) C' é um arco sobre a circunferéncia de centro na origem e raio 1;

e) C' é formado por dois segmentos de reta, um sobre o eixo imaginario que vai de —¢ a origem,

outro sobre o eixo real que vai de 0 até 1.

0.6
\ Fi 0.4

\ 0.2

Solugao:  a) cf f(z)dz = fjl(zg +4z —3)dz =
2(—i)* = 3(—i)) =

b) Uma parametrizacao de C' é z = 2(t) = t+(t—1)i, 0 <t < 1. Dai, dz = 2/(¢)dt = (1+4)d¢t
de onde obtemos: [ f(z)dz = [, [(t+ (t — 1)i)> +4(t + (t — 1)i) — 3|(1 + ) dt = [} (2it> — 2> +
c

1 i - __ 4 .

1
8it + 4t — 8i)dt = [1(—22 + 4t)dt +i [1(242 + 8t — 8)dt = [—?Ht?}oﬂ' [%Mt?—&]
=(-24+2)+i((+4-8)=14%- 1%

1
0

¢) Uma parametrizagao de C é z = 2(t) =t + (t* — 1)i, 0 < ¢t < 1. A partir dai, obtemos:
dz = 2/(t)dt = (1+2ti)dt e também [ f(z)dz = fol[(t+(t2—1)i)2+4(t+(t2—1)i)—3](1—1—2252') dt
¢

= [)(—20t5 — 5t* + 8it? — 813 + 121> + Tt> — 10t + 12t — 4i — 4)dt = [,/ (=5t* — 83 + T + 12t —
4)dt +i [ (—26°+ 83+ 1267 — 10t —4) dt = (—> — 2t + L 4 61> — At) +i(— & + 2t + 45 — 5¢> — 4¢)
=(-1-2+Z+6-4)+i(—2+2+4-5-4) =11

d) Uma parametrizacao de C' é z = z(t) = e, —

< 0. A partir daf, dz = 2/(t) dt =ietdt
(e 4 4t )

t
Vet dt = [, (¥ + 4ieXt — 3iet) dt =

e, consequentemente, [ f(z)dz = fi) E
2

& 3

—3mi .
i

_ e 0 0 e 2 —mi = |
—[%—f-Ze —36}—[T+26 —3e72 | =35+2-3—

cos(—‘%”)—ki sen(—%r
3

) . .10
ieSzt + 47;82” . 3ielt
31 21 A

2(cos(—) +isen(—m)) + 3(cos(—F) +isen(—F)) = —2 — L +2—3i =3 — L.
e) O primeira parte do caminho sobre o eixo imaginario, C4, é parametrizada por z(t) = it,
—1 <t <0. A segunda parte do caminho sobre o eixo real, Cy, é parametrizada por =z(t) = t,



0 <t<1 EmC(C, temos dz = idt, e em Cy, dz = dt. Dai, a integral a ser calculada é
[ f(z)dz= [ f(z)dz+ [ f(2)d= :ffl((z’t)2+4(z't)—3)z'dt+f01(t2+4t—3) dt = ffl(—it2—4t—
C C1 Cs

0

30) dt + [ (12 +4t—3) dt = [—ﬁ P 3it]

1
3 2 _ i -1 _ 4 10i
¢ +[5 4ot —3t}0_0—§+2—3z+3+2—3_5—?.

~1
Observacgao: Como f é analitica em todo o plano complexo, a integral [ f(z)dz néo
c
depende do caminho e tinha que dar o mesmo resultado nos cinco casos anteriores.

sen(mz?) + cos(mz?)

4) Calcule a integral §I§ dz sabendo que C' ¢ a elipse |z — 1| + |z + 2| = 8,

22 —32+4+2
c
descrita no sentido positivo.
Solugao:  Nesse tipo de cédlculo, é muito importante saber se a fungao integranda tem algum

ponto no interior do caminho de integracao onde ela nao seja analitica. Para isso, ¢ fundamental
fazer o grafico desse caminho.

Se z € , da equagdo |z — 1| + |z + 2| = 8 concluimos que a soma das distancias de z aos
pontos 1 e —2 é constante e igual a 8. Logo, a equacao descreve uma elipse de focos nos pontos
Fi(1,0) e F»(—2,0) e eixo maior igual a 2a = 8 = a = 4. A distancia entre os pontos F) e F;
é a distancia focal e é igual a 2c = 3 = ¢ = 3/2. Na elipse, temos a?> = b* + ¢* e daf obtemos:
P=a—c?=16-3=2=b= @ Além disso, o centro da elipse é o ponto médio do segmento
FiF, e é o ponto (—1,0).

A equacao z? — 3z + 2 = 0 tem rafzes 2 = 1 e z = 2 que estao situadas no interior da elipse
que é o caminho de integracao. Podemos fazer uma separacao em fragoes parciais para obter
m = M+ 2. Dal, temos M(z —2) + N(z —1) = 1. Fazendo z = 1 nessa ultima igualdade,
1

obtemos M = —1, e fazendo z = 2, obtemos N = 1. Logo, lew =_— - zil que implica

2 2 2 2 2 2

}gsen(ﬂz ) + cos(mz?) 4y — ygsen(wz ) + cos(mz?) ds — ygsen(ﬂz ) + cos(mz?) &
22 —32+2 z—2 z—1

c c c

Como f(z) = sen(wz?) + cos(7z?) é analitica no caminho de integracao e no seu interior, usando
a Formula Integral de Cauchy, temos:

G, o o
%Z_de =2mi- f(2) = 27m-(ser;47r+cosl47r) = 2mi,
c

f) Iy .
ygz m dz =2mi - f(1) = 2mi - <SGEW+COS17T) = —2mi.
z ' -



Portanto,

22 —-324+2 z—2 z—1

sen(mz?) + cos(m2?) L f(2) L f(z) Y 9 (9 — dmi
752 a Cyﬂi a gﬁ dz = 2mi — (~2mi) = 4

C

2
z , . . . .. .
5) Calcule % n dz, sabendo que C' é uma circunferéncia orientada positivamente, descrita

c
por cada uma das seguintes equacoes:
a) [z +i] =1 b) |z —i| =3 o) |z+i+i=2 d) [z -1+ =1

Solucao: Cada um dos caminhos de integragao esta desenhado a seguir:

a)

O denominador da fracao pode ser fatorado na forma
A 1= -+ =+ -D(z+i)(z—1).
Sendo assim, as raizes do polindmio do denominador sao z = +1 e z = +1.

a) O caminho |z + i| = 1 contém apenas a raiz z = —i no seu interior. Por isso, definimos

fz) = GCr1)(—1)(—1)

% - dz /(z) dz =2mi- f(—i) = 2mi - (=1)" = ~20m _

e usamos a Formula Integral de Cauchy para calcular a integral:

24 —1 z—(—1)

(Ci+ D(—i—D(-2)  (—p-D2)=2z) 2



b) Somente a raiz z = ¢ estd no interior do caminho |z — 1| = 5. Assim, definimos f(z) =
2

: e calculamos a integral:
(z+ 1D (z—1)(z+1) ‘
22 L fx) 2mi - 2 . =2ir 7
9§z4 e e R | RS R (EIS B oY S
C c

. . 7 . . . 2 ~
c¢) Somente a raiz z = i esta no exterior do caminho |z + % +i| = 2. Separando _— em fracdes
parciais:

2 A N B N C N D
A-1 z—1 z41 z—i z+i
Multiplicando-se os dois membros por (z — 1)(z + 1)(z — i)(z + ©), obtemos:

P2=A+1)(z—i)(z+i)+B(z—1)(z—i)(z+i) +C(z+1)(z = 1) (2 +i) + D(z+1)(z = 1)(z —i).

Substituindo os valores z = 1, 2 = —1, 2 = 7 e 2 = —1 nessa expressao, podemos calcular os valores
das constantes A, B,C' e D: A= 3 B _Tl, C = % D = 7. Dessa forma, obtemos a seguinte
igualdade:

2 1 1 1 1 i 1 i 1

A1 4 21 4 241 1 -_iti i

Sendo f(z) = 1, calculamos separadamente cada uma das integrais ¢ = dz = 2mi - f(1) = 2mi,
¢
Cgﬁ g dz = 2mi - f(—1) = 2mi, CgS —dz = 2mi - f(—i) = 2mi. Como a funcdo - é analitica em C

e no seu interior, temos ¢ L_dz = 0. Concluimos entao que

z—1
c
2mi 2 0 2mi
Ve N\ N 7 N 7 ~ /—H
22 d 1 1 d 1 7 1 z 1 d
Z=—"- z—=—- dz —- - z
24 —1 4 z—1 4 4 z—z 4 z+1
c c c c
1

;4/@/—0+— (2mi) =

d) O caminho |z — % +i| = 1 contém apenas a raiz z = —i no seu interior. Portanto, o célculo

da integral ¢ idéntico ao que foi feito no item a) e da a mesma resposta: —7 .

COS 2z

6) A partir de 55

c

dz = 2mi, onde C é qualquer caminho fechado simples que da uma

27
volta no sentido anti-hordrio em torno na origem, mostre que / sen(cost)senh(sent)dt =0 e
0

2m
/ cos(cost) cosh(sent)dt = 2.
0

Solucao: Escolhendo C' como sendo a circunferéncia de raio 1 e centro na origem parametrizada



por z(t) = e, 0 <t < 27, temos que dz = iedt e

ygcos z 27 coseit - gt 2m

27
dz = dt = cose - idt = / cos(cost +isent)-idt
0

z 0 ;2”{ 0

2m
= / (cos(cost) cos(isent) — sen(cost) sen(isent)) - ¢ dt
2
= / (cos(cost) cosh(sent) — isen(cost)senh(sent)) - i dt
0

2m
= / (7 cos(cost) cosh(sent) + sen(cost) senh(sent)) dt
0

2 0

27T

2m
= z/ cos(cost) cosh(sent) dt + / sen(cost)senh(sent)dt = 2mi + 0,
0 Jo

de onde concluimos que f027r cos(cost) cosh(sent)dt =27 e fo% sen(cost) senh(sent)dt = 0.

7) Seja C' um quadrado que tem extremidades de uma das diagonais nos pontos —1 —i e 1+,

descrito no sentido positivo. Calcule cada uma das seguintes integrais:
2

1 e cosh 3z esen = Ccos 27z
a) §I§Z2+4dz b) %22—@'(12 c) §1§ . dz d) &lg—z(z_m) dz e) %—2Z2+7z_4dz

C C C C c

Solucao: O quadrado aqui descrito é o de centro na origem e lado 2 da seguinte figura:

a) As rafzes de 22 + 4 = 0 sdo z = £2i que estao fora do quadrado, ou seja, no seu exterior.
Logo, a funcao Z2—1+4 ¢ analitica em C e no seu interior e, consequentemente, sua integral é igual a 0.

b) Seja f(z) = e, Araizde 22 —i=0¢é 2z = % e estd no interior do quadrado. Usando a

2
Formula Integral de Cauchy, temos

e’ f(z 1 2) i . (i T
d = = — — — . (2) = —
%22’—2’ : %2(2— 2 % % 27” f(g) e i/

C c c

h h
; ?gcos 32 1. _ %COS 52 42 = 27 - coshi 0 = 2ri.

z z—0
c c




d) As raizes de z(z — 5i) = 0 sdo z = 0 e z = bi. Dessas raizes, a unica que estd no interior do
esenz

caminho de integracao é a z = 0. Por isso, a definimos a funcao f(z) = ¥ que ¢é analitica em

2z —bi
C e no seu interior. Pela Formula Integral de Cauchy, temos

sen z sen 0 2 . 2
yﬁe—_dz: %Mdz:zm‘-f(o) e R LA
2( z—0
C

z — bi) 0—5i —bi 5
c
e) As rafzes de 22> + 7z —4 = 0 sd0 z = 5 ¢ z = —4. A tnica raiz que estd no interior do
. : < . : cos 27z ”
caminho de integracao é a z = % Assim, definimos f(z) = R analitica em C' e no seu
z

interior. Dai, temos

cos 27z cos 27z 1 [ f(2) 1 . 1 . cosT —2mi
—d = d = — d = —. . — = —_— = .
362,2%72—4 ‘ %2(z——)(2+4) HEY 22mf<2) ™IEAT g
c c

c

8) Seja C' um quadrado que tem lados situados nas retas © = +1 e y = £1, descrito no sentido
positivo. Calcule cada uma das seguintes integrais:

23 2 ze sen z
———dz b) p——-=d —d ————d
2) %(22 +1i)3 @ b) yg(z — 3i)? 9 %(42 + i) 55 = ° %(22 + 10i)22 ©
c c

C

Solugao: O quadrado aqui descrito é o mesmo quadrado de centro na origem e lado 2 da questao
anterior.

a) O denominador da fracao pode ser escrito na forma (2z +i)* = [2(z + £)]* = 8(z + 5)*.
z = —5 ¢ a tnica raiz do denominador e corresponde ao ponto (0, —%) no interior do quadrado.

Seja f(z) = 2% o numerador da fracdo que ¢ analitica no quadrado e no seu interior, e por isso,

%Z_dezygﬁd,z:l%&dz:lw:lw
(22 +14)3 8(z +3)3 8 (z—(—5))**! 8 2! 8 pal

c c c

Como f'(z) =3z% e f"(z) = 6z, concluimos que ¢ ﬁ dz = . 6(—
c

b) Neste caso, z = 3i é a unica raiz do denominador e corresponde ao ponto (0,3) no exterior
4 . . . .
do quadrado. Portanto, f(z) = (ZfSZ.)Q ¢ analitica no quadrado e no seu interior, logo sua integral
é igual a 0.

c) O denominador pode ser escrito na forma (4z+mi)? = [4(z+ Z%)]* = 16(z+ Z£)?. Observamos
que z = —%* é a tinica raiz do denominador e corresponde ao ponto (0, —%) no interior do quadrado.
Se f(z) = ze ,entao f'(z) = 1-e*+ze* = (z+ 1)e* e a integral em questao é calculada da seguinte
forma:

ze? B f(2) 1 f(2) 1 2mi - f(O(—2)
%(42—%#2’)2 A== %16(2—1—%)2 == E?g(z—( Ty = 1 1l

C C C

Cr S ) T (CF D) (s )+ isen(-3)

8 8

DOl co

5 72) = \6/_; (7r2+47r+2'(—7r2+47T))



d) Seja f(z) = e*’. Entéo, f’(z) = 322¢%" | f'(2) = 6z + (322)%*" e

R

e) As rafzes da equagao (2% + 10i)22 =0sdo 2 =0 e z = ++/—10i. A forma polar de —10i é
10(cos S +isen —) Dai, concluimos que as raizes quadradas de —10i sdo v/10(cos %’T +isen %’T) =
V10(— \[+Z L) = \/_—i—z\/g e V10(cos I +isen ) = v/ 10(\/5—2\/5) V/5—iv/5. O médulo de
cada uma dessas raizes quadradas ¢ igual a v/10. Logo, elas estao situadas no exterior do caminho
de integracao. Concluimos assim que somente a raiz z = 0 estd no interior do quadrado.

. sen z (2% + 10i) cos z — 2z sen z
S =— = fl(2) =

cja f(2) = 3715, 7 F'?) (2% + 10i)?

interior, temos:

sen z f(z) L [(0+10i)-1—-0 1 1.4 i

R = L de = 2 f(0) = 2mi S S

55(22—1—102')22 : ?§<z_o>m 2= 2mif(0) m{ (0+ 104)? 100 10i-i 10
C C

. Como f é analitica em C e no seu

9) Dado R > 1 constante, considere C' o arco cuja equacao paramétrica é z(t) = Rcost+i(Rsent),

dz = 0.

1
Ogtg%.Mostreque/ dz <z(

e <3 )eque lim
c

R3 —1 R—o00 23 +1
c
Solucao: O arco descrito no enunciado é um arco de circunferéncia de raio R:
2’ + y2 = (R COs t)2 + (Rsent)2 = R2<C082 t+ sen? t) — R2.

Seu comprimento L ¢ igual ao raio multiplicado pelo angulo central, ou seja, L = R - .
Em C, temos |z| = R e, como |a — b| > |a| — |b], temos que |23 + 1| > |23 — 1 e que

L D SR Ly
A1 B+l P-1 R-1 ’
Concluimos assim que
1 R T
dz| < ML=|—=———| =
/z3+1 1= <R3—1>3’
c

de onde finalmente obtemos

R 1
fim | (=) T = dim | (2 ) T =T dim e _T( 0 )_y
R—o0 R3_1 3 R—o0 RRgl 3 3 R%ool—ﬁ 3 1—0

que implica lim /

R—o0
C

23+ 1

10) Sejam P(2) = a,2" + ap_12" '+ -+ + a1z + ag, a, # 0, um polindomio de coeficientes
complexos e grau n, sem raizes repetidas, e C' um contorno simples fechado que envolve todas as
raizes de P(z). Mostre que

1 P’ _
N 2P'(z) g = G-t
2mi |7 P(z) an
c
Solugao: Sejam 1q,79,...,7, as n raizes de P(z). Entao P(z) = a,(z —r)(z —713) ... (2 — rp).

Aplicando a funcao logaritmo natural em ambos os lados, temos:
InP(z) =1Infa,(z —rm)(z —7r2)... (2 —rp)] =Ina, +In(z —ry) + In(z —re) + -+ - + In(z — ry,).



Derivando ambos os lados da equacao com relagao a variavel z:

i(ln P(z)) = di (Ina, +In(z —r)+In(z —ry) +--- +1n(z — r,))

dz 2
P'(2) 1 1 1

== + e +
P(z) z—r1 z—r9 Z =Ty
Multiplicando todos os termos por z, dividindo por 277 e calculando a integral em C, obtemos:

1 [zP'(z) 1 z 1 2 1 z
= dy = — de + — dy 4 oeet —
wmi P P TP Pt P

C C C C

dz

, Ap—1
=7 +7y+ -+ +r, = soma das raizes de P(z) = ———.

A

11) a) Se C' é um caminho simples, fechado, orientado positivamente que é a fronteira de uma

1
regiao plana R. Mostre que a drea de R ¢é dada por A = % %2 dz.
i
c

2 2
b) Usando essa férmula, calcule a drea da regido delimitada pela elipse T + y_.

4 25

Solugao: a) Se z =z + iy, entdao dz = dz +idy e Z=x — iy, o que implica

A—% Zdz—% (x —iy)(dx —|—z’dy)—% yg(a:d:c —|—ydy)—|—z§£(—ydx +ady)
c c c c
1 dy Oz , or  0(—vy) 1 //
=5 /<8x 8y) dxdy+@// (8x 3y dx dy =% 0+7 (] 2dzdy
R N — — R N ~ - R
0-0=0 1-(~1)=2

= // drdy = éarea da regiao R.

R
Note que foi utilizado a férmula do Teorema de Green: ¢ Pdx +Qdy = [[ (% — 88—1;) dx dy.
c R
N : , _ _ : < <
b) Uma parametrizacio dessa elipse é 2z 2(t) 2cost+i(psent), 0 < t < 2.

x(t) y(t)
Dai, Z = 2cost — bisent e dz = (—2sent+ bicost)dt. Substituindo na férmula, temos

1 1 2
A —yg%dz:— (2cost — bisent)(—2sent + 5icost) dt

T2 2 J,
C
1 2w
=5 [(—4costsent + 25sent cost) + (10 cos®t + 10sen” )] dt
tJo
1 [ 1 [? [21sen2t 1 [—21cos2t o
= — | [2lcostsent+10idt = — P 10i] dt = — | S 00
2t Jo 2t Jo 2 2 4 0
1| 2lcos2r | 2lcos( 107 - 21
- |- 10i(2r — 0) | = = 10
9 [ 1 + fl + Z( ™ )] by 7

12) Seja f uma fungao inteira tal que Im(f) = v(x,y) nao muda de sinal em R?. Mostre que f
é constante.



Solugao:  Suponhamos f(z) = u(z,y) +iv(z,y) e v(x,y) < 0 para todo (x,y) € R?. Conside-
remos a funcao inteira

g(z) = e () = gmiulzy)tu(@y) — e”(“’y)(cos u(z,y) —isenu(x,y)).

Como | cosu(z,y) —isenu(z,y)| = cos®>u(z,y) +sen®u(z,y) =1 e 0 < @Y < €0 = 1, temos que
19(2)| = |e?@Y)| - | cosu(z,y) — isenu(x,y)| < 1, ou seja, g(z) é limitada e dai, pelo Teorema de

Ing(z
Liouville, g é uma fungao constante, e dai, f(z) = ( ) também é constante.

Se v(z,y) > 0 para todo (z,y) € R?, consideramos
h(z) = @) = ghulew)=v@y) — o=v@v) (cosy(x, y) + isenu(z, y)).

_In h(z)

4

Como h é inteira e |h(z)| < 1, temos que h é constante, e dai, f(z) também é constante.

13) Se C for o triangulo de vértices 0, 3i e —4, orientado no sentido anti-horario,

—4 0 &

sem calcular a integral, mostre que

%(ez —Z)dz| <60.
c

Solugcao: O caminho C' é um triangulo retangulo com catetos medindo 3 e 4. Logo, a hipotenusa
¢ igual a 5 e o seu perimetro ¢ L =3 =4+ 5= 12.

Se z = x+ 1y, entdo Z = x — iy e e = e*(cosy + iseny). A partir dai, |Z| = /22 +y? e
le*| = €* - (cos?y + sen? y) = €. Em C, o maior valor que e* pode assumir é €’ que é igual a 1 e
o maior valor que /22 + y? assume (ou seja, o ponto mais distante da origem) é igual a 4. Logo,
pela desigualdade triangular, obtemos a seguinte cota superior para o médulo de f(z) = e* + Z:

le* +Z| < |e*|+|z| =1+ 4 =5.
Concluimos assim que

%(ez—g)dz <5-12=60.
C

14) Calcule a integral ygé dz, onde C' ¢ a fronteira da regiao da figura.
z
c



Solugao: C =CiUC,UC3UCCY, onde Cy, Cy, C3 e Cy tém as seguintes parametrizagoes:
o C1: z(t) =2, 0<t<m=7z=2" e dz =2icdt
o Oy z(t)=t, 2<t<—-1=Z=t e dz =dt
e C3: 2z(t)=e ™ —7<t<0=>z=¢" e dz = —ie dt
o Cpz(t)=t,1<t<2=z=t e dz = dt

Calculamos agora as seguintes integrais:

™ it ] ™ ] 3t 7™ 2 ) 2 4
. /idz: i -2ie“dt:2i/ Sitdt =9/ |S| =St~ =2[-1—1] = —=
z ; ] 3 3 3

Ze—zt 3{
C1 0
~1y -1
./idz—/ —-1dt—/ dt = —1-(-2)=1
Z ot 9
Ca
> Tre—z't ) 0 ) 6—3it 0 1 ] 2
Cs
2t 2
o/idz:/—'ldt:/ dt=2-1=1
z 1 1 1
Cy

Portanto, ygf dz = —Z—l + 1+ g + 1= il
zZ 3 3 3
c
Observagao:  Como o resultado da integral de f(z) = Z sobre o caminho fechado C' deu um
resultado diferente de 0, temos que f nao é analitica nessa regiao. Se f fosse analitica, como por

exemplo f(z) = “2% ou f(z) = %‘#, entao terfamos ¢ f(z)dz = 0.
c

15) Mostre que se C' é uma circunferéncia de raio R > 0 e centro na origem e |a| # R, entdo

% 1 & < 2mR

z B
|z —al-|z+al |7 |R?—|af?|
C

Solugao: Usando a desigualdade |a + b| > ||a| — |b]|, temos

2 —al |z +al =[(z = a)(z + a)| = |2" — a®| 2 ||2%] = |a*|| = |2]* — |a[*|.



Em C temos |z| = R e dai, ||z +a| - |z — a|| < |R?* — |a]?]| 0 que implica Iz—al}\ZJraI < \R2—1|a|2| =M.
O comprimento de C' é L = 21 R. Concluimos dessa forma que

1 2R
dz| < ML = ——
7§+ = 2 — [a]
C




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA

resumos e exercicios resolvidos — parte 3 de 3

5 Séries, singularidades, residuos e integrais

5.1 Séries de Taylor e de MacLaurin

Se f(z) for analitica em um circulo com centro em z = zy, entao para todo z pertencente ao
circulo é vélida a seguinte representacao de f(z) em série de poténcias de (z — zp):

" 20 ) " 20 5 o0 (n) 20 n
FE) = $e0) + £ oz =)+ e gt 0t = ST

Esse é o desenvolvimento em série de Taylor ou de MacLaurin (se zy = 0).

5.2 Séries de poténcias basicas

Algumas séries de MacLaurin bésicas estao listadas a seguir. Essas séries podem ser usadas
para obtencao de outras séries através de operagoes ou substituicoes realizadas com seus termos.

=1+z+22+22+2"+ 42"+ sez] <1

e Série geométrica:

—z
2 3 .4 n
e Exponencial: ez:1+z+z—+z—+z—+---—l—z——|—..., se z€C
20 31 4l n!
R 20+
Seno: =z——4+——— 4+ (-1)"—t ... eC
o Senoi senz =z - gpt gtk S g gyt se
3 5 T L2n+1
e Seno hiperbdlico: senz:z+§+a+ﬁ+~-+m+..., se ze C
2 4 6 2n
e Cosseno: cosz:1—%—!—%—%—1—---—1—(—1)"(;”)!—l—..., se zeC
L2 A 6 2
e Cosseno hiperbdlico: COSZ21+§+Z+5+”'+(Qn)!+"" se z € C 33
S35 T 201
Arco-t te: tge=2——=—+—=——=+--- —1)" <1
o Arco-tangente: arctgz =z — o + & — —+ + ( )2n+1+ , se |z
L2 L3 St
L it tural: In(1 =Z2——4+=——4---+(=1)" <1
e Logaritmo natural: In(1+z) =z 2+3 4+ + ( )n+1+ . se |z|

e Série binomial: (1 + 2)™ = 1+ mz + m(nzl!il)ZQ + m(mig(mﬂ)zs + m(mil)(qz!ﬂ)(m*&’zél +
m(mfl)(mf?(m*i%)(m%) 244 m(mfl)(m;i)'"(m*”“) +..., sez| <1

5.3 Raio de convergéncia e operagoes com séries
o0
O raio r do disco de convergéncia de uma série de poténcias Z cr(z — 20)F pode ser calculado
k=s
de varias formas, inclusive pela férmula
Ck

Ck+1

r = lim
k—o0




Diversas operacoes podem ser realizadas com uma série de poténcias sem alteragao no disco de
convergéencia. Por exemplo, dada uma série, podemos calcular derivadas ou calcular integrais de
todos seus termos que o disco de convergéncia se mantém inalterado.

5.4 Séries de Laurent e singularidades

Uma singularidade de uma fungao f(z) é um ponto z = 2y no qual f nao é analitica nele. Se f
¢ analitica em todo ponto de uma regiao exceto em z = zp, entao 2z, chama-se uma singularidade
224+ 82+ 11

(z—2)°

Se f(z) é analitica sobre em uma coroa circular r < |z — zg| < R com centro em z = zy, entao

f(2) pode ser representada por uma série do tipo

isolada. Por exemplo, z = 2 é uma singularidade isolada da funcao f(z) =

(o) a (o] o0
—n
flz) = Z(z Z)n+2an(z—z0) = Z an(z — 20)",
g NS
vV Vv
parte principal parte analitica
: _ ~ 1
onde os coeficientes a,, n =0,£1,£2,43,--- sao dados por a, = 2—095 = ZO n+1 dz. Esse tipo

de série é chamado série de Laurent® de f(z) em torno de z = 2.

Para obter o desenvolvimento de uma funcao em série de Laurent, muitas vezes usamos algum
desenvolvimento em série que seja previamente conhecido, e, a partir dele, realizamos operacoes
de adicao, multiplicacao, divisao, derivagao, integracao etc. para obtermos o desenvolvimento
desejado. Por exemplo, para obter o desenvolvimento em série de Laurent de f(z) = 2% cos(2) em
torno da singularidade z = 0, o caminho mais facil é substituir z por % na série de MacLaurin de
cos z, e depois multiplicar a série por z?; obtemos dessa forma que:

1 1 /1\* 1 /1\* 1/1\° 1 1 1
2 2 2
f(z) = ) = 1—=—(Z) +=(Z) ==(=Z) ... | =224+ —
(2) = 2" cos (z) © 2! (z) 4! (z) 6! <z) TP

As singularidades de uma funcao podem ser de trés tipos:

e Se z = zy for uma singularidade de uma funcao f(z) e todos os coeficientes da parte principal
da série de Laurent em torno de zy forem nulos (ou seja, a_, = 0 para todo n > 0), entao
z = zp ¢ uma singularidade removivel. Por exemplo, z = 0 é uma singularidade removivel
da fungao f(z) = =22 porque seu desenvolv1mento em série em torno de z = 0 nao tem

~ . . z ,+ — +
poténcias negativas de z: f(z):%zl—%—i-%—?—!—l““

e Se a série de Laurent de f(z) s6 tem uma quantidade finita de poténcias negativas de
(z — 29), entdo z = 2y é denominado um pélo de f. A ordem do pdlo é o maior médulo

dos expoentes negativos das poténcias de (z — z). Por exemplo, se f(z) = ¥ entdo
2 4 6
10627 @7 (32)° | 2
— 21 4l 6! 1 9 27 _ 81z 7 Nz
f(z) = g =g 1213 s - de onde concluimos que z = 0 é um

polo de ordem 4.

e Se a série de Laurent de f(z) tem uma infinidade de poténcias negativas de (z — 2p), entao
z = 2y é denominado uma singularidade essencial de f. Por exemplo, se f(z) = e!/*, entdo
f(z) =141+ 55 + 55 +--; por isso z = 0 ¢ uma singularidade essencial.

SPierre Alphonse Laurent (1813-1854), matemdtico francés.



5.5 Residuos

O coeficiente a_; do desenvolvimento em série de Laurent de f(z) em torno de z = 2z é chamado
residuo de f(z) e é denotado por Res f(2).
z=2z0

8% em torno de z = 0 é dado

Por exemplo, o desenvolvimento em série de Laurent de f(z) =

23
por
cosz l—Z 4z 2 4.0 1 1 5 3
_ _ ol T4t T _ L RE_FE .
J2) = 23 23 23 2z * 41 6! -
1
Como o coeficente do termo em 1/z é —1/2, temos que ngf(z) =-3
Se z = 2 for um polo simples (ordem 1) de f(z), entao
Res f(z) = lim (z — 20) f(2),
Z=20 Z—r20
e, em geral, se z = zy for um pélo de ordem m de f(z), entao
Res f(2) = o i 0 (e ) (2)]
esf(z) = — lim ——[(z — = 2)].
z=20 (m — 1)! 2520 dzm1 0

Cos z

Ainda com relagao ao exemplo da fungao f(z) = “5
de f(z) e, por isso, seu residuo nesse ponto é dado por

, temos que z = 0 é um pdlo de ordem 3

1. d? COS 2 1. 1
Regf (=) =g limy 7 {/7} = g lim{=cosz) = =5,

que coincide com o resultado que foi observado anteriormente, a partir da série de Laurent.

5.6 Teorema dos Residuos

Se f(z) for analitica no interior e na fronteira de uma regiao R delimitada por um caminho
simples fechado C', exceto em um nimero finito de singularidades z, £ = 1,--- ,n, situadas no
interior de R, entao

ygf(z) dz = 2mi (Resf(z) + Resf(2) +---+ Resf(z)) = 27?2'2 Res f(z).
C

2=z Z=2z9 Z2=2zn k:lZ:Zk
Observacao: Se as singularidades z, forem denotadas por zg, 21, , 2,1, entao a férmula
anterior fica na forma ¢ f(2)dz = 2mi(Res f(2) +---+ Res f(2)) = 2mi > i—¢ Res f(2).

¢ z=2z0 2= Zp—1 z=2z

6 Exercicios resolvidos

1) Determine a série de Laurent com centro em 2y, o residuo nesse ponto e determine a regiao
de convergéncia para cada uma das fungoes:

nz T e 222
a)f(z):@se_—z)?), %= b)f(z):m, z=1 c) f(2) = _+1 2 = 2
4

Solugao: a) Inicialmente, fazemos z = z — 7 + 7 e usamos a férmula do seno da soma:

2
senz = sen((z — %)#— % ) =sen(z — %) Cos Z + cos(z — %) sen% = % (Sen(z — %) + cos(z — %))



Depois, substituimos a = z — 7 nas séries de Taylor para sena e cosa:

— vy G k1= _
M@ =7z EEN) S T ST
sen(z—7) cos(z—7)
e daf obtemos a série de f(z) em torno de 7:
foyo YRV VB VB V(D) VR VR
2 (2 — @3 2 (2 — n? 4(2-7) 12 48 240 1440

Y

4
T

[\]

O residuo de f(z) em

Resf(z)

A regiao de convergéncia é todo o plano complexo, com excecao apenas do ponto z=

a+b — . e ¢ o desenvolvimento em série de Taylor de

b) Fazemos z =2z—1+41, usamos que e
)
(& ,Coma—z—l:

€z = ez—1+1 = 62_1 . 61 =€ - 62_1 = e (1 + (Z — 1) + (Z;})z + (271)3 _'_ (zjlll)4 + (271)5 + .. .>’ e dal’

3! 5!

e* e e e(z—1) e(z—1)*  e(z—1)3
IO =~ s 1+§+ 3 T @ s ¢

O residuo de f(z) R_e%f(z) =

A regiao de convergéncia é todo o plano complexo, com excecao apenas do ponto z = 1.

c¢) Fatorando o denominador da fragéo obtemos 2 —dr = 2(22—4) = 22+ 2)(z - 2) e

~ ot 22241
separando em fragoes parciais: Z—- =

z+2

22+ 1=A(z+2)(z —2) + Bz(z = 2) + Cz(z + 2).

Substituindo z =0, z = 2 e z = —2 nessa equacao, obtemos os valores A = —}l, B=C= g, e dai
22 +1 1 . 9 n 9
—4z 4z 8(z+2) 8(z-2)
Usando a série geometrlca ——=1-a+a’—a*+a' -, se|a] <1, obtemos os desenvol-
vimentos das fun(;oes Ze ﬁ em torno de z = 2:




Finalmente, obtemos o desenvolvimento de f(z) em torno de z = 2:

11 (-2 (-2 (-2 (-2
f<z>—_1{§_ e T > _]
9{1 (:-2) (-2 (:-2)° <Z—2>4_...}+

116 64 256 | 1024
9 19 19 19 19

— ) (- 2 ) e (e ) =2 = ) (2 2)?
8(z—2)+< 8+32)+(16 128>(Z H( 32+512>(Z >+(64 2048> (:-2)

1 9 1 9
o 4 —9)4 - 7 — 92 ...
+< 128+8192> (= >+<256 32768) (z -2+
9 5 1 17 23 55 119
2 3__vY _24 e _25
g1027 Y F g (* 2

= 4 (2= ————(2=2)+——(2—2
et Y Y Y

8(z—2)
A regiao de convergéncia é a intersecao entre z # 2, |352‘ <le ‘Zf| < 1, ou seja, é dada por
0<]z—2[ <2

| ©

O residuo de f(z) em 2 é o coeficiente do termo —2=: da série: R_egf(z) =

2) Determine os residuos nos pontos singulares das seguintes fungoes:

1 1
) f(2) = - D= mmm 9f@=a OIR)=

Solugdo: a) Seja f(2) = i - Asrafzes de 2°4+1 = 0sd0 2 = Fi e, por isso, 2°+1 = (2+i)(z—1)
de onde podemos observar que +i sao pélos simples de f(z). Logo, seus residuos sao calculados
pelos seguintes limites:
L . L le—i)z i 1
Resf(2) =lim(z —0)f(z) =l == = 5. = 3

Observagao: Se f for uma funcdo fmpar (ou seja, f(—z) = —f(z), para todo z), entao
Res f(z) = Res f(2)
zZ=20 Z=—Z0

b) Consideremos f(z) = ﬁ . As raizes de (22 — 1)? = 0 sao 2z = £1 e, consequentemente,
(22— 1)? = (2 + 1)*(z — 1)? de onde podemos observar que +1 sdo pdlos duplos de f(z). Logo,
seus residuos sao calculados da seguinte forma:

d d —2 2 1
Resf(z) = lim — [(z — 1)*f(2)] = lim — [Q/vﬁj_ 1>2} i =

p— 1 _—_— = — — =
z=1 2—1 dz 2—1 dz 21—13 (z —+ ]_)3 8 47

Res )= Jim, [ 00 = Jim, | (o) = B g = o= 4

z——1 dZ z——1 dZ

Observagao: Se f for uma fungdo par (ou seja, f(—z) = f(z), para todo z), entdo
Res f(z) = — Res f(2)
zZ=20 Z==z0



c¢) Consideremos f(z) = ﬁ . Asrafzes de z* —1 = 0 sd0 z = £1 e z = +i, e, consequen-
temente, z* — 1 = (2 +1)(2 — 1)(z — 9)(z + 1), de onde podemos observar que +1 e 44 sao pdlos
simples de f(z). Dai, seus residuos sao

- I
e R eV EE S

. . 1
' 1
4

=lim(z —7)f(2) = lim (=) :12
Resf(z) = lim(z =) /(2) Liw(z+¢)(_z2—1) 4

1 1
Res f(z) = lim (2 + 1) f(2) = lim M =—=——".
z:—if( ) z—>—i( )f(2) i (2A4T) (2 — 1) (22— 1) 4i 4

d) Sendo f(z) = Seilz, temos que as singularidades de f sao as raizes da equacao sen z = 0, ou

seja, sao iguais a 2z = km, com k € Z.
;. , 3 5 3 5 o e~
A série de Taylor desenz é z — %= + 55 — - 2 — & + 55 — -+ Fazendo uma divisao de 1 por
23 25 e A 1 1 z 728
z— % + 55 — -+ como se fosse uma divisao de polindmios, obtemos —— = - + & + 255 + -+ -.

Observamos dessa forma que z = 0 é um polo simples da funcao. Pelo mesmo motivo, z = k7
também sao pdlos simples. Os residuos nesses pontos podem ser calculados pelo seguinte limite:

) . 2—km vHopital . 1 1
Res = lim (z — k = lim = lim =

z= kﬂ'f(z) z%kﬂ'(z W)f(Z) z—km Sen z z%rlrcrr COS 2 cos km
de onde podemos concluir que o residuo de f no ponto km é igual a 1, se k for par, e é igual a —1,

se k for impar.

3) Sendo C uma circunferéncia de centro na origem e raio 3/2 orientada positivamente, calcule
as seguintes integrais usando o Teorema dos Residuos:

1+e* (z+4)° 1 e*
2) %z3—622+5z dz b) %z4+5z3+6z2 dz °) ¢l—coszdz d) ygsenzdz

C C C C

14 ¢7
. 23 — 622+ 52 .
1 e 5 e sao pdlos simples. Como 2z = 5 estd no exterior de C, calculamos os residuos somente nos
pontos 0 e 1:

Solugao: a) Seja f(z) = . As rafzes de 2% — 622 + 52 = 2(2? — 62 +5) = 0 sa0 0,

Resf(2) = lim(z — 0)f(2) = lim 2 —6:15) 5

1 i 1 1
Reyf () = e — 11(2) = iy T e = 0 ==

A partir desses resultados, temos a seguinte conclusao:

ygf(z) dz = 2mi (5:egf(z) + zRZQ?f(Z)> — o (% 1 1— e) _ (3 —126)7Ti
c

4 3
b) Seja f(z) = o _5251—3 l oz As raizes de 2% 4+ 523 + 62% = 2%(22 + 52+ 6) = 0 530 0, 0, —2
e —3. Somente z = 0 estd no interior de C'. Calculamos o residuo em z = 0 que é um pélo duplo:
d d 4)3
Resf(z) = lim — (2%f(2)) = lim — Az +4)
2=0 2—0 dz 2—0 dz /ZZ(ZQ+5Z+6)

3(z+4)% (22 +52+6)— (2+4)*(22+5) 3-42-6—4%-5 8
= lim = :
P (2% + 52 1 6)2 62 9




A partir desse resultado, concluimos que

ygf(z) dz = 2mi (E{:egf(z)) — 9 (_g) _ _169m'

c

Observagao: o calculo do residuo de f em z = 0 também pode ser calculado observando-se
o desenvolvimento em série de Laurent de f em torno de 0. Para isso, basta efetuar uma operacao
semelhante & divisao do polindomio (4 + 2)3 = 64 + 482 + 1222 + 2% por 622 + 523 + 2*:

32 8 26 79z 23922

e =35 wtw et o

Para efetuar a divisao, é importante que os polindmios estejam ordenados segundo as poténcias
crescentes da variavel z. No final, observamos o coeficente do termo —% e chegamos a conclusao
8
de que Resf(z) = ——.
z=0 9

1
c) Seja f(z) = p— As raizes de 1 — cos z = 0 sao da forma z = 2k7, como k € Z. Dentre
— cosz

elas, a inica que estd no interior de C' é z = 0; por isso, calculamos o residuo de f somente nesse
ponto.
A série de Laurent de f(z) em torno de z =0 é

1 1 1
f(z) = = 22 4 .6 =2
l—cosz 1-(1-%5+5-5+-) S—-5+5—
Dividindo 1 por % — % + 72760 — -+ como se fosse uma divisao de polinomios, obtemos
2 1 22 2
T =546 120 T s0m

de onde podemos concluir que z = 0 é um pdlo de ordem 2 de f e que tem residuo nulo nesse
ponto. Portanto, a integral de f(z) ao longo do caminho C' é igual a 27i -0 = 0.

z

d) Consideremos f(z) = As raizes de senz = 0 sao da forma z = k7, como k € Z.
sen z

Dentre elas, as tnicas que esta no interior de C' é z = 0; sendo assim, calculamos o residuo de f
nesse ponto.

A série de Laurent de f(z) em torno de z = 0 é f(z) = === = HZJ;Q'—+3Z'J; Dividindo o
2ty
numerador pelo denominador como se fossem polinémios, obtemos
1 2z 2% 1323
D) =—+1+—+ 4 +oe
/() z 3 3 90

de onde podemos concluir que z = 0 é um polo simples de f e que tem residuo igual a 1 nesse
ponto. Portanto, ¢ f(z)dz = 2mi-1 = 2mi.
c

o
1

4) Calcule a integral imprépria dx
) g prép /_ o
Solugao: As raizes de 2% + 1 = 0 sdo as raizes sextas de —1 que sdo iguais a ¢—1 =
VeosT + isenm = cos TEZET 4 sen 7”’62’” =z, comk =0,1,...,5, ouseja, sdo iguais a zg = \/734—%,
21 =1, 2y = f+2,z——\/7§——z4——zez5 ‘[ 1

Consideremos a integral da fungao f(z) = 261+1 Calculada sobre a fronteira C' = C; U Cy do

semi-circulo superior de centro na origem e raio igual a » > 1, percorrido no sentido positivo.



Somente as raizes zg, 21 € 2o estao contidas no interior de C'. Logo,

z=2z2

ygf(z) dz = 2mi (ZReZ,s;f(z) + Zfiezslf(z) + Res f(z)>

Cada uma das raizes z; ¢ um polo simples (ordem 1) de f(z). Logo,

. z—z .1 1 xm oz V3

RSB G M T e e 6 o 6 12 12
Res f(2) = lim (= — ) /() = lim 2= = im = o= = S
L] esflz) = 1mi(z — 2 Z)= 1 = m — = — = — = — = ——
z=2z1 221 ! z—2z1 28 + 1 L'Hopital z—2; 625 63? 62? —6 6

L . Z—2Z i 1_1_22_22_\/§ 1

PR T IO B e v MRS T T6g T 6 12 12

de onde obtemos ¢ f(z)dz = 27i (7€— 55— i +%§— ﬁ) =2mi- (—%) = &,
¢

Por outro lado,

Cq Co C1
C / ! dz| < L ( i to de C) ! f dor —
omo | [ ——dz ——— - (comprimento de = wr = azendo r — oo
2641 26 -1 b Vs ré —1’
C
. wr . . . p .
temos lim = 0 que implica lim dz = 0. Concluimos assim que
r—oo 9% — r—00 25 4+1

Ch

) 1 o1 >~ 1 2 27
TILI?O /z6+1dz+/_rx6+1dx —0+/_Oox6+1dx—rlg&§_?.
C1

Observacao: Pode ser calculado por um processo semelhante ao mostrado acima toda
integral da forma [ % dz , onde p(x)/q(x) é uma funcao par, p(x) e g(z) sdao polindémios tais
que o grau de ¢(x) é pelo menos 2 unidades maior que o grau de p(x) e as raizes de ¢(z) = 0 nao
sao reais.

5) Calcule a integral imprépria / 2 i dz .
o (x

+1)(x2 +4)



Solugao: Como it ¢ uma funcao par, temos que
(24 1)(x2+4)

/°° TSen T de _1/0" TSen T de
o (@24 D)(22+4) " 2/ o (@2+1D)(22+4)

Zeiz

FI 0+ )
percorrido no sentido positivo. Os pdlos simples de f(z) sdo i e £2i e somente 2y =i e z; = 2i
estao no interior de C.

Sejam f(z) = e C = C,UCy a fronteira do semicirculo 22 +y? =%, y > 0,r > 2,

CQ T
Os residuos de f(z) nos pélos 2 e z; sao dados por
, (2 — 20) - 26 _ Z— 2z , , _ -
e Res f(z) = lim = lim —— - lim ze”* = lim ———— - 2pe"™
Res /1 )‘ eon0 (2 +1)(224+4) oz 2t 452244 soz vmopil 220 428 + 102
oze et et et ]
423+ 102  43+10i 6/ 6 6e
Res f(z) = fim Cm2) =€ ema e gy !
e Res f(z) = lim = lim ——— - lim ze = lim ——— - ze
z=2  zom (224 1)(2244) 22222452244 z2on L'Hopital z—21 423 4+ 102 !
211 2ie”?  20e”? e’ 1

T 423+ 102, 323+20i —12/ -6  Ge2

e da %f(z) dz = 2mi (Resf(z) + Resf(z)> P (i - i) _om (E2ty 2 Tie D)

z=29 z=2z 6e  6e? 6e? 3e?
Se y > 0, temos |[¢”| = [e@W)| = |e7¥H®| = |eY(cosz + isenz)| = eV < 1 e dai
ze® |2]|e*] , r-1
dz| < - (comprimento de C}) = -Tr o=
[T ®| < e ngrmy e V= ooy
C1
2
rd —5r2 4+ 4° .
Fazendo 7 — 0o t I Gl 0 que implica li ze” dz = 0
azendo r — oo temos lim —————— = 0 que implica lim z = 0 que
r—oo 14 — 5r2 4+ 4 q P (224 1)(22+4) q
C1
resulta em

" / Zeiz s + /T l.ez'z d 0 /oo xeix d
im z x| = x
r—00 (224 1)(22+4) (@2 +1)(22+4) oo (B2 1) (22 +4)
C1
_ fim mi(e — 1) _ mi(e — 1)'
r—oo  3e? 3e?

e finalmente obtemos

@2+ )2+ 4d) T 32

/°° x(cosx + isenw) mi(e — 1)



e dai

/_‘” T sen do — Im UOO x(cos x + isen ) dx] e [m'(e— 1)] _7(e-1)

wo (22 + 1) (2% +4) oo (@ 1)(2% +4)

de onde concluimos que

/OO( T senx 1 wle—1) mle—1)

de —
202+ 4) T T2 3e2 6e2

Observacao:  As integrais do tipo ffooo F(z)cosmxdx ou ffooo F(x)senmazdxr podem ser
calculadas de modo semelhante ao exercicio anterior: partindo de ¢ F(z)e™*dz, onde C' é a

c
fronteira do semicirculo superior de raio r e centro na origem. No final fazemos r — oo.

cos

27
6) Calcule a integral —_—
) acuealnegra/o Ry

Solugao: No calculo desse tipo de integral, é conveniente considerar o caminho C' de integracao
como sendo a circunferéncia de centro na origem, raio igual a 1 e orientagao positiva. Isso significa

utilizar a parametrizacdao z = €, 0 < § < 2r. A partir dai, temos os seguintes resultados:

dz dz 24271 z—2z71

dz =ie?df =izdf, dd = — = —i—, cosf = ,senf = 5;
i

iz z
Substituimos na integral a ser calculada:

—1

2T 0 2tz . . -1 . 2 1
/ Ld@:%%-—ldz:yﬁ iera") dz:—l-yg Z d-.
o D+4cosh 54+4(2—) 2 z(4z 4+ 10 +4z71) 2 J 2(222 + 52+ 2)

C c

. 2241
Seja f(z) = 2(222 + 5z + 2)

essas raizes, as que estdo no interior de C' sao 0 e —1/2 o que implica

) o (hm A2+ 1) (4522 +1) )

. As rafzes da equacao z(22%+ 5z +2) = 0 sdo 0, —% e —2. Entre

.
2=0 #(222 + 5z + 2) * szlg 2z(z2+75)(z +2)

o 1 5 271
pr— Z —_—— - [ —
™27 6 3
e finalmente obtemos

T cosf —1 —i  —2mi s
LA/ —— dz=_". - T
/0 5+ 4cosd 2 ?gf(z) T3 3

z2=—3

ygf(z) dz = 2mi (E{egf(z) + Res f(2)

00 kx
e s
7) Mostre que / dr = ,onde 0 < k < 1. ( Sugestdo: calcule uma integral no
oo 146" sen km

caminho fechado formado pelo retangulo de vértices —a, a, a + 2mi e —a + 2mi e depois faca a — oo ).

kz

1+e
—a, a, a + 2wi, —a + 2mi, orientado no sentido anti-horario:

Solucao:  Consideremos a integral da funcao f(z) = — a0 longo do retangulo de vértices



271 )

041 b T ‘CQ

— — a 4
a 0
As parametrizacoes dos lados desse retangulo sao
e (: z=t,—a<t<a, dz = dt
e Oy z=a+1t, 0<t<2mr, dz =idt,
o (U3 z=—t+4+2mi, —a<t<a, dz = —dt
e Oy z=—a—ti, 2r <t<0, dz = —idt

As raizes da equacao e* + 1 = 0 sao +mi, £37i, +5mi, £77i, ... Entre elas, a tnica que esta
no interior do caminho de integracao é mi. Como

i\ k2 o ) kmi ]
Res f(z) = lim (z=mi)er = lim —— . lim ¥ = lim — - " = S = —ekm,
z=mi 2T 14+ e* z—mi | 4+ €% z—omi z—mi e* em
temos §I§f(z) dz = 27i - (—e*™). Por outro lado,
C
ygf(z) dz = /f(z) dz + /f(z) dz + /f(z) dz + /f(z) dz
C1 Ca Cs Cy
a kt 2 _k(a+ti) a k(—t+2mi) 0 k(—a—ti)
€ (& (& €
= dt +1 —dt — ——dt — —dt
/a 1+ et + Z/O 1+ eatti /a 1+ e~ t+2mi Z/27r 1+ e—a—ti
—~
2m ek(a+ti) ’6k<a+ti)‘ eka e(k—l)a
Como /0 W ‘ 2W'W:2ﬂ-'ﬂ:2ﬂ-'l—€7“—>07Sea_>oo,
N——
0 k(—a—ti) k(—a—ti) —ka
€ (& €
e / —dt §27r-‘—|.:27r- — 0, se a — o0,
o 1+ e—a—ti 1 — ‘efaftz‘ 1—e¢@
temos ~ _
. a okt a ek(7t+27ri)
C}Lnotygf(z)dz:Qm-(—e ):ah_{IolO /_alJretdt_/_amdt
¢ a ek‘('t‘i’QWi)
L J—a 1yetFIm
e dai

a kt k(t+2mi) 0o kt k(t+2mi)
e e e e ,
1' - dt - - dt pu— 2 ) . —_— kTr/L
a0 (1+et 1—|—e‘) / (1+et 1—1—6‘) mi- (=)

—a [e.e]



00 o kt
€ 2k7rz k7m 2k 6 k7rz

e, finalmente,

oo ht 27 - ek o7i - B T T
dt =
o ltet e2kmi — 1 W(e’m — e~kmi) —ek"i;?*” senkm’
1
~ . P ., . a k( t42mi)
Observacao: Foi utilizado uma mudanca de variavel v = —t na integral e~ dt e
—a l4e— t+2mi
a k( t4+27i) a ek(u+27m k(v+27u) k(t+27r1)
obteve-se f_ R dt = — f 1+ev+27r1 = f a 1+ev+2m = f o TretTom dt e, depois, o fato
de que €?™ = 1 que implica e!*?™ = ¢! 627” = el



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA
1* LISTA DE EXERCICIOS - JUNHO /2019

1) Escreva os seguintes nimeros na forma algébrica a + bi, a,b € R.

) (~20)11 b) S ) (bt q) USRS o) (00 ) T

7101 1— (342i)3—(2—1)2 (17 il

2) Calcule todas as raizes complexas dos seguintes nimeros:

a) V3 —4i b) /=15+8i c¢)/—11+60i d) /=27 e) vV—4 f) /2 -2
g) V2130 ) VI i) /32 DY VD) o

3) Sendo 2, 2, € C dois pontos distintos fixados e a € R, interprete geometri-
camente o conjunto dos pontos z € C que satisfazem:

a) |z — 21| = |z — 2o b) |z — z1| = | Re 2| ¢) |z — 21| =|Imz|
d) |z—z1|+]z—221=2a e)|lz—z]|—-|z—2||=2a¢ f)|z—2z]=a

4) Faga um grafico de todos os pontos do plano complexo que satisfazem:

a) Im4 =0 )ReZ—H—O c) |z —i|+|z+1i] <4
d) |1+ 2] < |1 -2 e) Rel <3 f) 0 <arg(=2) <
g) I <arg(z+1) <} h) |7 —arg z| < § i) |[Rez| <1
j)Imz <1 k)1 <|z—1]<3 Do<argz< %
5) Determine todas as raizes complexas das seguintes equagoes:
a)r'+1=0 b) z* + 82> -9 =10 c) 2° — 1122 +10=0
d) 2% 4+ 2t =2 e) 2t —16=0 f) 23 =i

6) Sendo n > 1 um nimero inteiro, mostre que:

a) (L+)" = 2"/2(008 T 4 4 sen T) b) 1-3M)+iM) - £@) +-- = 205 cos %
¢) (V3 —i)" = 2"(cos BT — isen ) d) ()= +E) -G+ =2"2sennf
) 1—(3)+ () —(5) +--=2"2cos % £) (1) = 5D +5(D) —H() + - = 5Zzsen 2

7) Se z1 e z; sdo dois nimeros complexos, mostre que
a) |[21] = |22|| < |21+ 22| < |a1] + |22

b) |17 + 112 + [21 — 22 = (1 + [21]*) (1 + |22]?)

c) [a% — 1] — a1 — 2[* = (Ja1]* = D (J22* — 1)

1+senf +icosf
1+senf —icos6

8) Se # € R, mostre que = senf + icosf e deduza que



(I+senf+icosE)”+(1+senf—icosk)’ =0,

9) Most 21 n 47 n o n 8T n 107 1
ostre que cos — COS — COS — COS — COS— = ——.
4 11 11 11 11 11 2

10) Se a e b # 0 sdo dois nimeros reais, mostre que

/02 b2 bi /02 b2_
m:i \/ a/+2 +CL+FZ|\/ CL—|—2 a

11) Se n for um inteiro positivo, mostre que:
n+1

nw
sen 5 sen D)

z
sen )

sen(n + 3)z

a) senx + sen 2x +sen3x + - - - + sennr =

1
b) = + cosx + cos 2x + cos 3x + - - - + cosnx =

2 2sen 3
2
c) senx —sen 3x + senb5x — -+ + (—=1)" M sen(2n — 1)z = (—1)”+1M.
2cosw
sen 2nx
d) cosx 4 cos3x + cosbx + - - - + cos(2n — 1)z = :
2senw
12) Se z € C, mostre que |z| < |Rez| + |Im z| < V2|2|.
54+14)4(239 — i 1 1
13) Simplifique 6+ ?14(244 ) e mostre que g = 4 arctg T arctg 330 °

14) Mostre que cos 5 = 16 cos’  — 20 cos® ¥ + 5cos .

15) a)Se z,w € C,n € Nea,b € R, mostre que 2" =z" e az + bw = aZ + bw;
b) Se z for uma raiz complexa de uma equagao polinomial de coeficientes reais,
mostre que z é raiz dessa mesma equacao;

¢) Resolva a equacao z* — 1323 + 632% — 173z + 182 = 0, sabendo que uma das
raizes é 2 — 31;

d) Determine uma equacao polinomial de coeficientes reais que tenha 7+i e —245i
como duas de suas raizes.

16) Usando a definigho com € e §, mostre que f(z) = —4z + 3 ¢é



continua em 2 — ¢.
17) Determine a, b e ¢ para que f(2) =z + ay + i(bx + cy) seja inteira.

18) Mostre que u(x,y) é harmonica e determine sua harmoénica conjugada v(zx, y)
em cada um dos seguintes casos:

a) u(z,y) = =322+ 3> +x +4 b) u(z,y) = 2? — y* + a2y

c) u(x,y) = z3 + 62%y — 3zy* — 2¢° d) u(z,y) = e

19) Determine o valor principal de cada uma das seguintes expressoes:

a) arctg2i b) arccos2 c¢) arcsen1l0 d) sen(l+14) e) cos(2 —2i) f) In(—4)

g) (1+14)" h)cos(mi) 1i)senZ j) Ind k) il 1) tg T

20) Mostre que se | cos z| < 1 para todo z € D, entdo |Im z| < In(1 4+ v/2).

21) Determine a parte real u e a parte imaginéaria v de cada uma das seguintes
fungoes f(z) = u(z,y) + iv(z,y):
a) f(z) = =3iz" b) f(2) =5 o) f(z) =1 d) f(z) = 2% e)f(z) =sen2z

22) Mostre que: a)Senz =senz b)T0Sz =cosZ ¢)tgz=1tgz

sen 2x , senh 2y

23) Most tgz = '
) ostre que gz cos 2x + cosh 2y + ZCOS 2z + cosh 2y

24) Verifique que as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas para as fungoes:
a) f(z)=—ie” b) f(z) =cos3z ¢) f(z) =senhdz d) f(z) =2 +iz

25) a) Mostre que u(z,y) = e *(rseny — ycosy) é harmonica;
b) Determine v de tal modo que f(z) = u(x,y) + iv(z,y) seja analitica;
¢) Escreva f como funcao de z = = + iy.

26) Determine uma funcao analitica f(z) = wu(x,y) + iv(x,y), sabendo que
T
u(z,y) = m

27) Mostre que f’(z) nao existe em nenhum ponto se
a) f(z) =e*  b) f(2) = flx+iy) =20+ ay’is c) fz) =227+ 5y* + 4i .

28) Seja f = u + v analitica em uma regiao D aberta e conexa. Mostre que
a) Se a fungao conjugada f = u — iv também é analitica, entdo f é constante;
b) Se |f] = u® + v? for constante, entdo f também é constante;



c) Se f(z) é real para todo z € D, entao f é constante.

29) Se uw e v s@ao harmonicas em uma regido D aberta conexa, entao

F(z)=F(x+1iy) = (Z—Z - g—;) +1 <% + g—;) é analitica.

30) Prove que as raizes da equacao 2° + 2z + 4 = 0 sdo exteriores ao circulo
unitario |z| < 1.

O(u,v)
d(x,y)

31) Se f(2) = u(x,y) +iv(x,y) é analitica em C, mostre que |f'(2)|* =



1) Calcule [ |z|*dz sabendo que C' é um caminho de —i a 4 contido
c

a) no eixo imaginario; b) na pardbola y* = x + 1;
c) na metade direita da circunferéncia de centro (0,0) e raio 1;
d) na metade esquerda da circunferéncia de centro (0,0) e raio 1.

2) Calcule ¢ |z]|?dz ao longo da elipse z(t) = 5cost + 2isent, 0 <t < 2.
c

3) Sejam a e b tais que 0 < |a|] < |b| e C' uma circunferéncia de raio R > 0, centro

1
na origem e orientacao positiva. Calcule dz nos seguintes casos:
(z—a)(z—b)
C
a) R < |a b) |a] < R < |b| c) |b| < R
4) Se C é descrito por z(t) = 2¢", 0 <t < 2m, calcule:
a) ¢ Re(z)dz b) ¢ Re(z)|dz| ¢) ¢ Im(z)dz d) ¢ Im(z)|dz|
C C C C
e) ¢|z—2|dz f) ¢z —2||dz] g) $<dz h) $z2dz
c C c C

2
z
5) Calcule ygm dz, sabendo que C' é uma circunferéncia orientada positiva-
z

C
mente, descrita por cada uma das seguintes equacoes:

a)|z+il=1 b)lz—i|=1 o) lz+i+i|=2d)[z—L4i=1 e |z—1|=1

2
Z / . A . . . .
6) Calcule % — dz, sabendo que C é uma circunferéncia orientada positiva-
Z —_
¢ : .
mente, descrita por cada uma das seguintes equacoes:

a) |z+i =1 b)|z—i|=3 ¢)|z+5+i=2d)]z—L1+i=1 e [z—1]=1

7) Seja C' um quadrado que tem extremidades de uma das diagonais nos pontos
—1—i e 1414, descrito no sentido positivo. Calcule cada uma das seguintes integrais:



a) ggidz b) é 244 4z—|—z d) 93%(12 e) 93 zﬁ;z dz
C C ) C C
ﬂfﬁyu @f%AzMj%%znfﬂwz nf%&w
k) $etide 1) 225dz m) §tde n) forde o) § S d
C C C C C

8) Calcule / |z|Zdz, onde C é a fronteira do semicirculo dado por |z| < 1,

C
Im z > 0, descrita no sentido positivo.

9) Seja C' um quadrado que tem lados situados nas retas x = +1 e y = =+1,

descrito no sentido positivo. Calcule cada uma das seguintes integrais:
2 4 4

a) ¢ (22 1) dz b) ¢ (22 L dz ¢) ¢ (Zerz) dz d) gﬁﬁdz e) 95(3ZZT)2dZ
C C C C C

£) 0552—;(12 g) $%de h) $2%Ede ) fipdr ) 65

¢ C ¢ ¢
k) gem2de ) gemdz ) fgmds ) $ERSde o) ¢ ds
c C ¢ © ¢

dz, onde C é a circunferéncia |z| = 3/2, descrita

10) Calcule 56

(z —2i)(z+1)3
c

no sentido positivo.

11)  Sejam f(z) e g¢g(z) duas fungoes analiticas sobre a circunferéncia
C ={z € C||z] = 1} e no seu interior. Mostre que

L g[2 sy, (1) e <

271 w—2z zw—1 g(1/2), se |z| >1

12) Sejam P(z) = a,2"+a, 12"+ +ai1z+ag, a, # 0, um polinémio de coefi-
cientes complexos e grau n, sem raizes repetidas, e C' um contorno simples fechado
ap—1

1 P’ _
que envolve todas as raizes de P(z). Mostre que: a) 5 %ZP((';) dz = — ;
i 2 an

b) 1 5522]3’(2) 4y — (a2 | — 2a,a, )
2mi | P(z2) a? '

13) Sejam P(z) um polinomio de grau n sem raizes repetidas e C' um contorno



P'(z)
P(2)

simples fechado que nao passa pelas raizes. Mostre que 5 55 dz é igual a

C
quantidade de raizes de P(z) contidas na regiao delimitada por C.

14) Calcule cada uma das seguintes integrais, sabendo que C' é uma circunferéncia
de centro na origem e raio 1, descrita no sentido positivo.

a) $ z=rdz b) $ Frdz ¢ L(j}ﬁdz d) 95622($—%) dz
C 9 C 9 C C

15) Sejam ¢t > 0 e C' uma curva fechada simples envolvendo z = —1, orientada

Zetz ' t2 B
3dz:27m-(t—§)e L

(z+1)

positivamente. Mostre que yg
C

16) Seja f uma fungao inteira. Se a fungdo harmonica u(x,y) = Re(f) é limitada
em R?, mostre que f é constante.

17) Seja f uma funcao inteira tal que Im(f) = v(x,y) ndo muda de sinal em R
Mostre que f é constante.

1
1+ 22

18) Sem calcular a integral, mostre que / dz| < g, onde C é o arco de
C

circulo |z| =2 de z=2a z = 2i.

19) Sejam R e a constantes positivas dadas com R > a. Se C' é a circunferéncia

1 1| < 2t R
z -
22+ a? — R2— g2

|z| = R descrita positivamente, entao mostre que /

C

20) Dado R > 1 constante, considere C' o arco cuja equacdo paramétrica é

1 R
z(t) = Rcost +i(Rsent), 0 <t < 2. Mostre que /23+1dz §%<R3_1) ©
C

dz = 0.

1
’
TR | P
C



21) Sejam a e b dois niimeros complexos distintos e C' uma circunferéncia de cen-
tro na origem e raio R, com R > |a|, e R > |b], orientada no sentido antihorario.
z

fle) o
(z—a)(z—b)
b) Se |f(z)| < M em C' e no interior, obtenha uma cota superior para |I|;
a) Calcule o valor de [;
¢) Supondo f limitada em todo o plano e fazendo R — oo, obtenha outra demons-
tracao para o Teorema de Liouville.

Considere também f uma funcao inteira e I =

w, —m <60 <mek e R uma constante. Mostre
T

que ¢ < dz = 2mi, / "0 cos(ksenf)dd = 7 e / "% sen(k sen #)dd = 0.
c 0

—T

22) Sejam C descrito por z = e

23) Calcule as seguintes integrais, sabendo que C' é a elipse |z — 1| + |z + 2| = 8,
descrita no sentido positivo.

2) yg 2263’2. & b) yg 242263Z " 0 %sen(ﬂf) + cos(mz?) &
5 4z — 4z 41 24 =32+ 2

C C C

24) Calcule as seguintes integrais:
1+ 1472 ) i
a) / 2 dz b) / e’ dz c) / sen’ z dz d) / zcos 22 dz
1—i 1 — i 0

25) Se C'é um caminho simples, fechado, orientado positivamente que é a fronteira

1
de uma regiao plana R. Mostre que a area de R é dada por A = 2—%2 dz.
0
C



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA
3 LISTA DE EXERCICIOS - SETEMBRO /2019

1) Determine as séries de Taylor ou de Laurent com centro em z = 2( e determine
as regioes de convergencia para as seguintes funcoes:

-z 1/22 h3
a)e—3, 20 =10 b)e—G, 20 =10 C)Sen3 Z, z0=20
d) m, 20 = 0 e) ;, 20 =1 f) ?, 20 — 1
1 4z —1 1
8) 0= W S = V=t
sen z 7r e* 222 41
) = — k =1 1 2
.]) (2—2)3’ <0 A ) (2—1)2’ <0 ) 34y

2) Determine os residuos nos pontos singulares das seguintes fungoes:

1 3 1
2) by 25 ¢) = d) ==
1—2 z—l—ll 22 zQii—l
z
f) ——— h
6)22—1 )(22—1)2 g>z4—1 )24 1
1 1 sen z COS 2
1 i k |
i) er —1 j) CoS 2 ) COS 2 ) sen z
) 1 ) 6 — 4z ) 22+ )z'+1
m) ——— n) — 0
(z4—1)2 23 4 322 (z —2)4 Pla
sen z

3) a) Desenvolva f(z) = em série de Laurent em torno de zy = 1. (Su-

(z=1)F
gestao: z=(z—1)+1 )
b) Calcule R_eﬁf(z).

4) Sendo C uma circunferéncia de centro na origem e raio 3/2 orientada positi-
vamente, calcule as seguintes integrais usando o Teorema dos Residuos:

14 €* 1 23
d b —d —d
2) ygz3—6z2—|—5z © )ygl—cosz Ny C)§£(z—l—i)2 y
C C
25 —32341 e cosh z
d d f d
) %(22+1)(z2+4) N ygsenz ) y§22—3iz ©
C 5 C C
(z+4) z+1 e
g) % 1 3 5 dz T 534
2*+5z° + 62 z 2z cos7rz
C C C



5) Calcule as seguintes integrais impréprias:

) /oo $2 q b) /oo 1 q ) /oo T 1
a i ———= 4¥ C
o x9+1 oo (@24 1)2 oo (@2 =22 + 2)2 v

* gt 41 x 1 > 1
d d dr f d
)./o R e)/_oo(x2+1)(x2+4)2 v )/_oox4+3x2+2 ‘
6) Calcule as seguintes integrais que envolvem seno e cosseno:
2T m 2T
1 1 cos 6
—df b —df dé
a)-/o 2+ cosd )/0 1+ 5 cosd C)/O 13 — 12 cos 20

2m cos 0 2T gen2 2T cos? 30
d ——df ——do f ———df
),/0 17 — 8cos e>/0 5 —4cosb )/0 5 — 4 cos 20

7) Uma fungao f é analitica em todo plano complexo, exceto no ponto zp = 1

onde possui um pdélo de ordem 3. Sabendo que Res f(z) = % e que existe uma
Z=20

fungao ¢ analitica tal que p(z) = (z — 1)3f(2) se z # 1, ¢(1) = —1, ¢'(1) = 4,

determine a parte principal do desenvolvimento de Laurent de f(z) vélido para

|z — 1] > 0 e determine ¢"(1).

8) Calcule as seguintes integrais impréprias:

e T Sen T o0 sen T > cos2x
d b ——d ——d
) e V) w9 prp

d)/ cos 4x d e)/ _sen2r . f)/ sen 3x du

o @rD@2+4) 2Tt LTt

>~ d
9h
= T. ( Sugestdo: calcule uma integral no caminho fechado formado
~ coshx

pelo retingulo de vértices —a, a, a + mi e —a + 7i e depois faga a — 00 )

9) Mostre que /

00 ekx

v
10) Mostre que /_OO 11 e dr = son o’ onde 0 < k < 1. ( Sugestao: calcule uma

integral no caminho fechado formado pelo retangulo de vértices —a, a, a + 2w e —a + 27i e depois faca

a — o0 )



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 1¢ PROVA - JUL/2019 - A
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

+1

V2

as raizes cubicas de z.
Resposta: /z = —1,

1 7/ /7 .
1) Sendo w = uma das raizes quartas de um nimero complexo z, determine

Fi3 L

2 2 -

N[ —

2) Determine todas as raizes da equacao e** + 4e* +4 = (
Resposta: z=1In(=2) =2+ (2k+ )i,k € Z

3) Verifique se f(z) = f(x + iy) = e — e~ + dxy é analitica em algum ponto.
Resposta: A funcao nao é analitica em ponto algum.

4) Determine as partes real e imaginaria da fungao f(z) = ie” — 5z e mostre que
f ¢é analitica em todo o C.

Resposta: u(x,y) = —e* ¥ sen(2zy) — b5z, v(x,y) = e ¥ cos(2xy) — by, Uy =
Uy, Uy = —Uy.

5) Mostre que u(z,y) = 10(z? — y*) — 7zy + 3 é harmonica e determine sua
harmonica conjugada v(z,y).
Resposta:  v(z,y) = 20zy — Ty*/2 + 72?/2 + k, k constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 1¢ PROVA - JUL/2019 - B
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1—1 , ) ,
1) Sendo w = —= uma das raizes quartas de um nimero complexo z, determine

V2

as raizes cubicas de z.
Y ool V31 /3
Resposta: fz = —1,5 +1i%°, 5 — 1%

2 2 -

N[ —

2) Determine todas as raizes da equacao e** + 6e* + 9 = 0
Resposta: z =1In(—3) =In3+ (2k+ 1)mi, k € Z

3) Verifique se f(2) = f(z +iy) = €™ —e™™ — /3 +izy +4i é analitica em algum
ponto.
Resposta: A funcao nao é analitica em ponto algum.

4) Determine as partes real e imagindria da funcdo f(z) = 2ie*” + 3z e mostre
que f é analitica em todo o C.

Resposta: u(x,y) = —2¢* ¥ sen(2zy) + 3z, v(z,y) = 2e* ¥ cos(2zy) + 3y, u, =
Uy, Uy = —Uy.

5) Mostre que u(z,y) = 8(y* — 2?) — zy + 10 é harmonica e determine sua
harmonica conjugada v(z,y).
Resposta:  v(x,y) = —16zy — y?/2 + 2°/2 + k, k constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 1¢ PROVA - JUL/2019 - C
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

-1+
V2
mine as raizes cubicas de z.

Resposta: /z = —1,1+ i@, 1 - z@

1) Sendo w = uma das raizes quartas de um numero complexo z, deter-

2) Determine todas as raizes da equacao e** + 10e* + 25 = 0
Resposta: z =In(=5) =Inb+ (2k+ 1)mi, k € Z

3) Verifique se f(2) = f(z+iy) = €™ —e™™ + /2 +izy +4i é analitica em algum
ponto.
Resposta: A funcao nao é analitica em ponto algum.

4) Determine as partes real e imaginéria da funcio f(z) = €*° — 2z +1 e mostre
que f é analitica em todo o C.

Resposta:  u(x,y) = —e 2% cos(2? — y?) — 22 + 1, v(z,y) = e ¥ sen(2? — y?) —
2y, Uy = Uy, Uy = —Uy.
5) Mostre que u(z,y) = 5(y* — 2?) + 2zy + 1 é harmonica e determine sua

harmonica conjugada v(z,y).
Resposta:  v(x,y) = —10zy + y* — 2> + k, k constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 1* PROVA - JUL/2019 - D
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1—1
V2
mine as raizes cubicas de z.

Resposta: /z = —1,1+ i@, 1 - z@

1) Sendo w = uma das raizes quartas de um nimero complexo z, deter-

2) Determine todas as raizes da equacao e** + 14e* + 49 = 0
Resposta: z=In(=7)=In7+ (2k+ 1)mi,k € Z

3) Verifique se f(z) = f(x +iy) = "™ — e ™ + 3 +ixy + 2i é analitica em algum
ponto.
Resposta: A funcao nao é analitica em ponto algum.

4) Determine as partes real e imagindria da funcao f(z) = e™* — 222+ 1 e mostre
que f é analitica em todo o C.

Resposta:  u(x,y) = ¢ cosx — 227 + 29> + 1, v(z,y) = —e¥sen(z) — 4wy, u, =
Uy, Uy = —Uy.

5) Mostre que u(z,y) = 4(z* — y?) + dry — 3 é harmonica e determine sua
harmonica conjugada v(z,y).
Resposta:  v(x,y) = 8xy + 5y?/2 — 52%/2 + k, k constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 2* PROVA - AGO/2019 - A
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule /\E| dz ,onde C' é 0 arco z = 2(t) = 3e', —1 <t <0.
C
Resposta: 18

2) Sem calcular a integral, mostre que

z d <27T
A1 =15

C
onde C' é o arco |z| =2de z=2iaz=—2.
. z 2 2m2 __ 2rm
Resposta. f P dz| < 57 - = =
C
COS 2 . . o : :
3) Calcule ————— dz, onde a circunferéncia de raio 3 ¢ percorrida no sentido
3
el=3 2
anti-horario.
Resposta: —micosh %

4) Seja C é o quadrado de vértices nos pontos —2+2i e 2424, descrito no sentido

positivo. Calcule
yg sen 2z &
+3) (-3

C

—3271
m2—100

Resposta:

5) Mostre que nao existe uma fungao f inteira ndo-constante que satisfaga |f(z)| >
1 para todo z € C.
Resposta:  Se g(z) = %, entdo |g(z)| < 1 = g(z) é constante = f(z) constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 2* PROVA - AGO/2019 - D
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule /Edz ,onde C' é 0 arco z = 2(t) =2, —7 <t <0.

C
Resposta: 4mi

2) Sem calcular a integral, mostre que

P
/3Z dz<4—7T

244+ 7 - 3
C
onde C' é o arco |z| =2de z=—2iaz=2.
. 322 322 2m2 _ 4r

Resposta. P dz| < 5= = 3.

sen z . . o s : :
3) Calcule ———— dz, onde a circunferéncia de raio 3 é percorrida no sentido

243
anti-horario.
Resposta: —m senh %

4) Seja C é o quadrado de vértices nos pontos —2+2i e 2424, descrito no sentido

positivo. Calcule
yg cos 2z &
z+3) (-3

C

Resposta: 0

5) Mostre que nao existe uma fungao f inteira ndo-constante que satisfaga |f(z)| >
2 para todo z € C.
Resposta:  Se g(z) = f(lz), entao g(z)| < 3 = g(z) é constante = f(z) constante.




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 2* PROVA - AGO/2019 - B
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule / Re(2)dz , onde C é o arco z = z(t) = 4e', —

VB
IN
~
IN
(@)

C
Resposta: 8 + 4mi

2) Sem calcular a integral, mostre que

23 d <87T
24 +5 . - 11’
C

onde C é o0 arco |z| =2de z = -2 a z = —2i.

23 23 2m2 _ 87
f 2445 dz| <
C

Resposta: <5 =11

5z

——— dz, onde a circunferéncia de raio 2 ¢ percorrida no sentido
(3

3) Calcule 55

|2|=2 5
anti-horéario.
Resposta: 25m(—senl+icosl)

4) Seja C é o quadrado de vértices nos pontos —2+2i e 2424, descrito no sentido

positivo. Calcule
55 sen 4z &
PerneE—

Resposta: 0

5) Mostre que nao existe uma funcao f inteira nao-constante que satisfaca | f(z)| >
3 para todo z € C.
Resposta:  Se g(z) = ﬁ, entao [g(z)| < 5 = g(z) é constante = f(z) constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 2* PROVA - AGO/2019 - C
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule / Im (z)dz , onde C' é 0 arco z = z(t) = 5e", —w <t <.
29 7r‘
Resposta: =+ — =

2) Sem calcular a integral, mostre que

/ 22 d <47T
Z —_—
26+ 3 ~ 61’

C

onde C' é o arco |z| =2de z=2a z = 2i.

. 22 22 272 _ 4m
Resposta: | [ = dz| < 57 =
C

—5z

3) Calcule ———dz ., onde a circunferéncia de raio 1 é percorrida no sentido
(z+4)"
zZ+ %
5

|z|=1
anti-horério.
Resposta: 25m(—senl+icosl)

4) Seja C é o quadrado de vértices nos pontos —2+2i e 2424, descrito no sentido

positivo. Calcule
35 cos4z &
(z+3) (-%F)

c

321
108—72

Resposta:

5) Mostre que nao existe uma funcao f inteira nao-constante que satisfaca | f(z)| >
4 para todo z € C.
Resposta:  Se g(z) = ﬁ, entao g(z)| < 1 = g(z) é constante = f(z) constante.



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 3* PROVA - SET /2019 - A
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule R_eg f(2) sabendo que z = 2 é um pdélo de ordem 2 da fungao

222 +32+5
f(Z) - 2/ .2 .
(z —2)%(2242)
Resposta: —%
- . sen z
2) Escreva os 6 primeiros termos da série de Laurent de f(z) = Go1p em torno
Z J—

de zp = 1. (Sugestao: z = (z — 1)+ 1).

sen 1 cos 1 sen 1 cos 1 sen 1 cos 1

Resposta: G-1) pal o yr i 5(a—1 (1) + 24(z—1) + 70 T

CoS 21

3) Usando o Teorema dos Residuos, calcule §I§

C
retangulo com vértices nos pontos +3 =+ 27, orientado positivamente.

Resposta: 0

yPCp dz sabendo que C' é um
224+

22

e
23 — 822+ 72

4) Usando o Teorema dos Residuos, calcule yg dz sabendo que C

C
¢ uma circunferéncia de raio 3, com centro na origem e orientada positivamente.

Resposta: 2mi(2 — )

> 1
5 lcul dx .
) Cacue/oo(x2+4)(x2+9) x

Resposta: 35




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 3* PROVA - SET/2019 - B
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule R_eg f(2) sabendo que z = 3 é um pdélo de ordem 2 da fungao

222 43245
f(Z) - 2( .2 :
(z—3)%(22+3)
, 1
Resposta:  —13
. , . sen z
2) Escreva os 6 primeiros termos da série de Laurent de f(z) = e em torno
z
de zp = —1. (Sugestao: z = (2 + 1) —1).
. sen 1 sl sen 1 os 1 sen 1 sl
Resposta:  —c70 + it T 30417 ~ 6412~ 341 T 120 T
Cos 21
3) Usando o Teorema dos Residuos, calcule 7§— dz
1622 + 72
C

sabendo que C' é um retangulo com vértices nos pontos +3 4+ 2¢, orientado
positivamente.
Resposta: 0

e’
4) Usando o Teorema dos Residuos, calcule yg dz sabendo que C
23— 722+ 62

C
¢ uma circunferéncia de raio 3, com centro na origem e orientada positivamente.
€

Resposta: 2mi(s — €)

o 1
lcul :
5) Cacue/_oo<x2+4)(x2+16)dx

48

Resposta:



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 3* PROVA - SET /2019 - C
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Calcule R_ez f(2) sabendo que z =4 é um pdlo de ordem 2 da fungao

£(2) 222 +32+5
z) = :
(2 —4)*(2* + 4)
Resposta: —%
- . sen z
2) Escreva os 6 primeiros termos da série de Laurent de f(z) = -3 em torno
-

de zp = 3. (Sugestao: z = (z — 3) + 3).
. sen 3 0s 3 sen 3 s3 sen 3 0s 3
Resposta. (ze—3)5 + (2353)4 - 2(526—3)3 - 6(2«0 57 T 24f(ez—3) + 50 T

COS 21 ,
5 dz sabendo que C' é um

3) Usando o Teorema dos Residuos, calcule y§—
922+ 7

C
retangulo com vértices nos pontos +3 =+ 27, orientado positivamente.

Resposta: 0

22

e

02138 dz sabendo que C

4) Usando o Teorema dos Residuos, calcule yg

C
¢ uma circunferéncia de raio 3, com centro na origem e orientada positivamente.
e

Resposta: 2mi(z — £)

o 1
5% lcul dz.
) Cacue/oo(x2+9)(x2+16) x

Resposta: ¢




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 3 PROVA - SET/2019 - D
NOME:

N° MATRICULA: CURSO:
1) Calcule fies2 f(2) sabendo que z = —2 é um poélo de ordem 2 da fungao
22° +32+5
f(Z) - 2(.9 :
(z42)%(22 +4)
Resposta: —13—6
N " sen z
2) Escreva os 6 primeiros termos da série de Laurent de f(z) = =2y em torno
Z J—

de zp = 2. (Sugestao: z = (z — 2) + 2).

sen 2 cos 2 sen 2 Ccos 2
2

) 2 2
Resposta: 255 + 257 — 30-2p — g2 T wG-y T 13 T

COS 21 ,
5 dz sabendo que C é

3) Usando o Teorema dos Residuos, calcule yg—
2522 + 1

C
um retangulo com vértices nos pontos +3 + 2i, orientado positivamente.
Resposta: 0

22

€

B2 10s dz sabendo que C'

4) Usando o Teorema dos Residuos, calcule §I§

C

¢ uma circunferéncia de raio 3, com centro na origem e orientada positivamente.

Resposta: 2mi({5 — %)

o 1
lcul dx .
5) Cacue'/_oo(x2+1)(x2+9) x
12

Resposta:



FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 12 PROVA - A

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

CURSO:

Ll

2|

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(6 + 5i) sabendo que f : C — C é definida recursivamente por

7 se |z| <1
fz) = { L+if(3), se |z[>1"
A) —§5+;1-' B) :Tf_% C) :71+% D) :?Z—% E) —é+% F) —7_13—%? G) —731+%
L R R A e A i e
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
24
2) Qual é o valor principal de <1 — —) 7
1
A) eifcos(22) — isen(122)] B) e [cos(282) — isen(312)] | C) e [cos(?B2) — isen(P2)]

D)e -3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) 6_%[008(91;2) +isen(222)] | D)e TW[ s(222) + jsen(2l22))]

J) e "cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e_%[cos(?’l;?) + isen(32)] L) e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]

. - sen 2z
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = . ?
z

A)

2 sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

B

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y

C)

5(z%+y?)

5(22+y?)

5(z?+y?)

D)

x sen 2z cosh 2y+y senh 2y cos 2z

=

x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x

x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y

Fr

)

5(z°+4?)

5z +y?)

a7

)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b

G)

(2?47

T

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4o senh 4y+y senh 4x cos 4y

4(z%+y?)

D

T(EEET)

)
)
)
)
)

J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x ) &sen 8 senh 8y—vy cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)

M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(z°+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)

4) Considerando f(z)

u(z,y) +iv(zx,y)

(22 + 92 +5x+2y) + i(2?+ 13>+

22+ 5y), determine um ponto (x,y) € R? no qual as equagoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas.

A) (—5,-5)

B) (-5,5)

(5,5)

D) (—4,-4)

G) (=3,-3)

I) (3,-3)

J) (3,3)

C)
)

K) (—

2,-2)

L) (2,-2)

F) (4,4)
N) (-1,-1)

)
0) (1,1)

5) Determine v de modo que a funcdo f(z) = 3e Y cosx + 5?2 — 5y? + iv(z,y)
seja analitica em todo o plano C.




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 12 PROVA - B

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

CURSO:

Ll

2|

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(5+ 6i) sabendo que f : C — C é definida recursivamente por

| =z se |z| <1
fz) = { L+if(3), se |z[>1"
A) —§5+;1-' B) :Tf_% C) :71+% D) :?Z—% E) —é+% F) —7_13—%? G) —731+%
L R R A e A i e
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
1\ %
2) Qual é o valor principal de <1 — —,)
1
A) eifcos(22) — isen(122)] B) e [cos(282) — isen(312)] | C) e [cos(?B2) — isen(P2)]
D)e -3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) 6_%[008(91;2) +isen(222)] | D)e TW[ s(222) + jsen(2l22))]
J) e "cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e_%[cos(?’l;?) + isen(32)] L) e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]
. - sen 3z
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = . ?
z

A)

2 sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

B

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y

C)

5(z%+y?)

5(22+y?)

5(z?+y?)

D)

x sen 2z cosh 2y+y senh 2y cos 2z

=

x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x

x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y

Fr

)

5(z°+4?)

5z +y?)

a7

)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b

G)

(2?47

T

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4o senh 4y+y senh 4x cos 4y

4(z%+y?)

)

T(EEET)

)
)
)
)
)

J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x ) &sen 8 senh 8y—vy cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)

M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(z°+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)

4) Considerando f(z)

u(z,y) +iv(zx,y)

(22 +y*+5x+2y) + i(x* +y*+

62 +5y), determine um ponto (x,y) € R? no qual as equagoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas.

A) (—5,-5)

B) (-5,5)

(5,5)

D) (—4,-4)

G) (=3,-3)

I) (3,-3)

J) (3,3)

C)
)

K) (—

2,-2)

L) (2,-2)

F) (4,4)
N) (-1,-1)

)
0) (1,1)

5) Determine v de modo que a funcao f(z) = 6e Y cosx + 4 — 4y* + iv(z,y)
seja analitica em todo o plano C.




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 12 PROVA - C

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

CURSO:

Ll

2|

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(5+ 417) sabendo que f: C — C é definida recursivamente por

7 se |z| <1
fz) = { L+if(3), se |z[>1"
A) —§5+;1-' B) :Tf_% C) :71+% D) :?Z—% E) —é+% F) —7_13—%? G) —731+%
L R R A e A i e
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
4
2) Qual é o valor principal de <1 — —)
1
A) e¥[cos(122) — isen(22)] B) €1 [cos(322) —isen(322)] | C) e [cos(322) — isen(222)]

D)e -3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) 6_%[008(91;2) +isen(222)] | D)e TW[ s(222) + jsen(2l22))]

J) e "cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e_%[cos(?’l;?) + isen(32)] L) e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]

. - sen 5z
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = 1 ?
z

A)

2 sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

B

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y

C)

5(z%+y?)

5(22+y?)

5(z?+y?)

D)

x sen 2z cosh 2y+y senh 2y cos 2z

=

x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x

x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y

Fr

)

5(z°+4?)

5z +y?)

a7

)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b

G)

(2?47

T

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4o senh 4y+y senh 4x cos 4y

4(z%+y?)

)

T(EEET)

)
)
)
)
)

J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x ) &sen 8 senh 8y—vy cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)

M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(z°+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)

4) Considerando f(z)

u(z,y)+iv(x,y)

(2% 492+ 152 —2y) + i(z>+y® —

22+15y), determine um ponto (x,y) € R? no qual as equagdes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas.

A) (—5,-5)

B) (-5,5)

(5,5)

D) (—4,-4)

G) (=3,-3)

I) (3,-3)

J) (3,3)

C)
)

K) (—

2,-2)

L) (2,-2)

F) (4,4)
N) (-1,-1)

)
0) (1,1)

5) Determine v de modo que a funcao f(z) = 6e Y cosx — 422 + 4y> + iv(z,y)
seja analitica em todo o plano C.




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 1> PROVA - D

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

Ll

2|

CURSO:

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(4 + 5¢) sabendo que f: C — C é definida recursivamente por

7 se |z| <1
f(2) = { L4 if(2), se |2 > 1
AZ+:BFE-20O)F+¥ D)2 EF+I[HF-2[G) F+7F
Hi—5 | Da+s5 | D5+5 KF+5/ L) F+5 M) P -5 N)g+g
O)i+i [P i+3 | Qs+5 [ R3+5 [95+5 (D5 +5[Us+5%
1\ %
2) Qual é o valor principal de <1 — —,)
1
A) ex [cos(lr;Z) isen(22)] B) e%[cos(?’l;ﬂ) — isen(322)] C) e%[cos(‘r’l;@) — isen(222)]
D) e s [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e 7 [cos(T22) + isen(T22)] | H) e 7 [cos(222) + isen(222)] | 1) e [cos(222) + isen(222)]
J) e ™[cos(2In2) +isen(2In2)] | K) 6_%[cos(31§l2) —|—z'sen(31]2“2)] L) e 2 [cos(In2) + isen(In 2)]
6
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = PROZ
4
z

>

)

x sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

oy

5(z2+y7)

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

Q

)

2 cos 3x senh 3y—y sen 3x cosh 3y

527 +17)

527 147)

D)

x sen 2x cosh 2y+y senh 2y cos 2x

&3]

5(22+y?)

x sen 2z senh 2y—y cosh 2y cos 2x

Fr

)

x cos 2x senh 2y—y sen 2x cosh 2y

S(z?+y?)

S(a?+y?)

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4x senh 4y+y senh 4x cos 4y

)
)
)
)
)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b
G) 4(2*+y?) H 4(x?+y?) I) (22 +12)
J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos Tx K) Zsen 8z senh 8y—y cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4(x?*+y?) 5(z2+y?) 4(z%+y?)
M) 2 sen 9z cosh 9y+y senh 9y cos 9z N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) 2 cos 4o senh 4y y sen 4x cosh 4y
5(z?+y?) 5(a?+y?) (z°+y?)

4) Considerando f(z)

u(z,y) +iv(z,y) = (v

2

+y? —5x—2y) + i(2?+y*—

62— 5y), determine um ponto (z,y) € R? no qual as equagoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas.

A) (—5,-5)

B) (-5,5)

(5,5)

D) (—4,-4)

G

(=3,

—3)

I) (3,-3)

J) (3,3)

C)
)

K) (—

27 _2)

L) (2,-2)

F) (4,4)
N) (-1,-1)

)
0

) (1,1)

5) Determine v de modo que a fungao f(z) = 6e ¥ cosz + 3a?

seja analitica em todo o plano C.

— 2% +iv(z,y)




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 12 PROVA - E

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

CURSO:

Ll

2|

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(—4 + 3i) sabendo que f : C — C é definida recursivamente por

7 se |z| <1
fz) = { L+if(3), se |z[>1"
A3+i B3 -5|05+3 D25 B)5+5 FH5-51G5+5%
SEEEE IS L EELE S S IR
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
1\ 6
2) Qual é o valor principal de <1 — —,)
1
A) e¥[cos(122) — isen(22)] B) €1 [cos(322) —isen(322)] | C) e [cos(322) — isen(222)]
D)e -3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) 6_%[008(91;2) +isen(222)] | D)e TW[ s(222) + jsen(2l22))]
J) e "cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e_%[cos(?’l;?) + isen(32)] L) e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]
4
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = SGZ “ 9
z

A)

2 sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

B

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y

C)

5(z%+y?)

5(22+y?)

5(z?+y?)

D)

x sen 2z cosh 2y+y senh 2y cos 2z

=

x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x

x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y

Fr

)

5(z°+4?)

5z +y?)

a7

)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b

G)

(2?47

T

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4o senh 4y+y senh 4x cos 4y

4(z%+y?)

D

T(EEET)

)
)
)
)
)

J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x ) &sen 8 senh 8y—vy cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)
M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(x2+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)
4)  Considerando f(z) = wu(z,y) +iv(z,y) = (2% +y*> + 1220 + 10y) +

i(2? + y* + 22 + 12y), determine um ponto (x,y) € R? no qual as equacgoes de
Cauchy-Riemann sao satisfeitas.

A) (—5,-5)

B) (-5,5)

(5,5)

D) (—4,-4)

G) (=3,-3)

I) (3,-3)

J) (3,3)

C)
)

K) (—

2,-2)

L) (2,-2)

F) (4,4)
N) (-1,-1)

)
0) (1,1)

5) Determine v de modo que a funcao f(z) = 5e Y cosx + 322 — 3y? + iv(z,y)
seja analitica em todo o plano C.




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 12 PROVA - F

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

CURSO:

Ll

2|

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(3 — 4i) sabendo que f: C — C é definida recursivamente por

| =z se |z| <1
fz) = { L+if(3), se |z[>1"
A) —§5+;1-' B) :Tf_% C) :71+% D) :?Z—% E) —é+% F) —7_13—%? G) —731+%
L R R A e A i e
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
I\
2) Qual é o valor principal de <1 — —,)
1
A) eifcos(22) — isen(122)] B) e [cos(282) — isen(312)] | C) e [cos(?B2) — isen(P2)]
D)e -3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) 6_%[008(91;2) +isen(222)] | D)e TW[ s(222) + jsen(2l22))]
J) e "cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e_%[cos(?’l;?) + isen(32)] L) e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]
. - sen 7z
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = 1 ?
z

A)

2 sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

B

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y

C)

5(z%+y?)

5(22+y?)

5(z?+y?)

D)

x sen 2z cosh 2y+y senh 2y cos 2z

=

x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x

x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y

Fr

)

5(z°+4?)

5z +y?)

a7

)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b

G)

(2?47

T

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4o senh 4y+y senh 4x cos 4y

4(z%+y?)

)

T(EEET)

)
)
)
)
)

J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x ) &sen 8 senh 8y—vy cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)

M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(z°+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)

4) Considerando f(z)

u(z,y)+iv(x,y)

(22492 + 62 —10y) + i(z>+y® —

22+ 6y), determine um ponto (x,y) € R? no qual as equagoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas.

A) (=5,-5) | B) (—5,5) C) (5,5) D) (—4,-4) | E) (4,—4) F) (4,4) G) (-3,-3) | H) (0,0)
I) (3,-3) J)(3,3) | K)(—-2,-2)| L)(2,-2) | M) (2,2) | N) (-1,-1) 0) (1,1) P) (-1,1)
5) Determine v de modo que a funcao f(z) = —3e ¥ cosx — bx? + 5y* + iv(z, y)

seja analitica em todo o plano C.




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 1> PROVA - G

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

Ll

2|

CURSO:

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(3 + 4i) sabendo que f : C — C é definida recursivamente por

| =z se |z| <1
fz) = { L+if(3), se |z[>1"
A) —§5+;1-' B) :Tf_% C) :71+% D) :?Z—% E) —é+% F) —7_13—%? G) —731+%
L R R A e A i e
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
1\
2) Qual é o valor principal de <1 — —,)
1
A) eifcos(22) — isen(122)] B) e [cos(282) — isen(312)] | C) e [cos(?B2) — isen(P2)]
D)e -3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) 6_%[008(91;2) +isen(222)] | D)e TW[ s(222) + jsen(2l22))]
J) e "cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e_%[cos(?’l;?) + isen(32)] L) e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]
. - sen 8z
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = . ?
z

A)

2 sen 3z cosh 3y+y senh 3y cos 3z

B

x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z

2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y

C)

5(z%+y?)

5(22+y?)

5(z?+y?)

D)

x sen 2z cosh 2y+y senh 2y cos 2z

=

x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x

x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y

Fr

)

5(z°+4?)

5z +y?)

a7

)

x sen bx cosh by+y senh 5y cos b

G)

T

x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6

x sen 4o senh 4y+y senh 4x cos 4y

)

)
)
)
)
)

1aT4y7) 1:7+7) 1a747)
J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x ) &sen 8 senh 8y—vy cosh 8y cos 8z L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)
M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) Zsen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(z°+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)
4) Considerando f(z) = u(z,y)+iv(z,y) = (2> +y*—8x+6y) + i(z>+y*+

102—8y), determine um ponto (z,y) € R? no qual as equagoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas.

A) (=5,-5) | B) (—5,5) C) (5,5) D) (—4,-4) | E) (4,—4) F) (4,4) G) (-3,-3) | H) (0,0)
I) (3,-3) J)(3,3) | K)(—-2,-2)| L)(2,-2) | M) (2,2) | N) (-1,-1) 0) (1,1) P) (-1,1)
5) Determine v de modo que a funcao f(z) = —5e ¥ cosx — 322 + 3y* + iv(z, )

seja analitica em todo o plano C.




A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 1> PROVA - H

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 5 ]

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule f(4 + 3¢) sabendo que f: C — C é definida recursivamente por

| =z se |z| <1
f(z)—{ L+if(3), se |2 >1"

Ay§+ﬁByf—%(D%+%[H§—%ED%+%EU%—%(D§+%
DIEHRESS SRE S IIE £ DL ESTE0E B 1R0) £
O)s+3 [P i+5 [ Qaot5 [ R)g+s [S§+s [T +5[Us+y
1 9:
2) Qual é o valor principal de <1 — —,) 7
1
A) e¥[cos(122) — isen(22)] B) €1 [cos(322) —isen(322)] | C) e [cos(322) — isen(222)]
D) e 3 [cos(3In2) +isen(31n2)] | E) e > [cos(41n2) +isen(41n2)] | F) e 3" [cos(61n2) + isen(61n 2)]
In2

) e~
92 )+z’sen(91§l2)] I) e TW[ (51n2)+lsen(51n2)]
)

G) e T [cos(T22) + jsen(T22)] | H) e 4
e e~ 2[cos(In2) + isen(In 2)]

[cos(
J) e ™[cos(2In2) +isen(2In2)] | K) e % [cos(322) 4 jsen(322)

sen 9z
3) Qual é a parte real da funcao f(z) = . ?
z

A) x sen 3x cosh 3y+y senh 3y cos 3z B) x sen 3z senh 3y—y cosh 3y cos 3z C) 2 cos 3z senh 3y—y sen 3x cosh 3y
5(x?+y?) 5(x?+y?) 5(x2+y?)

D) x sen 2z cosh 2y+y benh 21 cos 2x E) x sen 2x senh 2y—y cosh 2y cos 2x F) x cos 2x senh 2y—y sen 2z cosh 2y
5(x2+y?) 5(x2+y?) 5(x2+y?)

G) x sen 5 cosh by+y senh 5y cos b H) x sen 6 cosh 6y+y senh 6y cos 6 I) x sen 4z senh dy+y benh 4z cosdy
1aT4y7) 1:7+7) 1a747)

J) x sen 7x cosh 7y+y senh 7y cos 7x K) x sen 8 senh 8y—y cosh 8y cos 8 L) 2 cos 7x senh Ty—ysen 7x cosh Ty
4z +y?) 5(z2+y?) A(z2+y?)

M) x sen 9 cosh 9y+y senh 9y cos 9 N) x sen 9z senh 9y—y cosh 9y cos 9z O) T cos 4x senh 4y—y sen 4dx cosh 4y
5(z°+y?) 5(z°+y?) A(z%+y?)

4) Considerando f(z) = u(x,y) +iv(z,y) = (2*+y*+ 10z —6y) + i(x> +
y?> — 10z + 10y), determine um ponto (z,y) € R? no qual as equacdes de Cauchy-
Riemann sao satisfeitas.

A) (=5,-5) | B) (—5,5) C) (5,5) D) (—4,-4) | E) (4,—4) F) (4,4) G) (-3,-3) | H) (0,0)
I) (3,-3) J)(3,3) | K)(—-2,-2)| L)(2,-2) | M) (2,2) | N) (-1,-1) 0) (1,1) P) (-1,1)

5) Determine v de modo que a funcao f(z) = —3e ¥ cosz + 5% — 5y* + iv(z, )
seja analitica em todo o plano C.



A)v=3eYsenz+10zy | B)v=5eYsenx+6zy | C)v=3e Ysenx — 10xy D) v =5e Ysenx — 6zy
E)v=—-3eYsenz — 102y | F) v = —be ¥Ysenz — 6zy | G) v=—be ¥Ysenz + 6zy | H) v = —3e ¥Ysenx + 10zy
I) v=e¥cosz + 10zy J) v=e%cosx — 10y K) v = e % cosx + 6y L) v=e¥cosz — 6y
M) v = e cosz — 8xy N) v = e % cosz + 8ry 0) v=eYcosz — 6y P) v = e ™ cosx + 6y
Q) v =6e Ysenx + 8xy R) v =6e ¥Ysenx — 8xy S) v ==6e Ysenz + Sxy T) v==6e Ysenz — Sxy




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 22 PROVA - A

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

Ll

2|

3:

CURSO:

I

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

. : _ it 2
1) Calcule /|z\ dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) =", 0 <t < £

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
1420 7 3.2
2) Calcule -—2z41) dz .
0 1+22
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 4,

1—4,1417 e —1+41, calcule
3 dz.
g (2+3)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)

K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)

P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)
4) Seja C a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
anti-horario. Calcule %M Z.

2(z + 2mi)
C

AMO0[B1 ] Qi [Dm|EB2m [P |6 W[ DB [ )2 [ K)T |[L) 5[ M) -
SHDEIREICEIRIEDEINEINIENE S NESSE S NE IS
5) Calcule o valor de f(3 + 4i), sabendo que f é uma funcao inteira tal que
f(1)=5i e |f(z)|>2,VzeC.

AO] BY1 [C)—-1] D)i |E)—i| )2 [G)—2] Hy2 |1 —2i] )3 |K) —3] L)3i | M) —3i
N)4|O)—4| P)4i |Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U)—bi| V)6 | W) —6]| X)6i |Y)—6i | Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 22 PROVA - B

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

CURSO:

Ll

2|

3|

4.

]

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

, : __ 9 it 2
1) Calcule /\z| dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = 2¢", 0 <t < 5.

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
1-23 322
2) Calcule -—2z41) dz .
0 1—2
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — i

1—4,1417 e —1+41, calcule
3 dz.
g (2+3)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)
K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)
P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)

4)

anti-horario.

Calcule §l§ (

C

dz.

Seja C' a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
cos(z1)
i Bri
2+ 3) (2 +%)

A)0| B)1 | )i | D) E)2mi | F)Z |G W) [ DB | )2 [ KT [L)EE | M) 3
N[O PPIQZF [ R; (97 [ DP[UE [V WX V)P [2)
5) Calcule o valor de f(3 — 2i), sabendo que f é uma fungao inteira tal que
fli)=-=3 e |f(2)| >2,VzeC.

A0 B)1 [C)—-1] D)i |E)—i| )2 [G)—2] H)2 [I)—2i| J)3 |[K) —3| L)3 |M) —3i
N)4|0) 4| P)4i | Q) —4i| R)5 |S) 5] T)5: |U) 5i| V)6 | W) 6] X)6i |Y) —6i| Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 22 PROVA — C

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

Ll

2|

3:

CURSO:

I

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

, : __ 9t 2
1) Calcule /\z| dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = 3e", 0 <t < 5.

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
2+3i 352
2) Calcule - — 2242 dz .
0 2+32
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 4,

1—4,1417 e —1+41, calcule
—e?* 4 2e7 + 9
3 dz.
4 (z+1)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)

K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)

P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)
4) Seja C a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
anti-horario. Calcule §l§ :?S(ZZ) —dz.

J (z+%) (z+5)

AMO0[B1 ] Qi [Dm|EB2m [P |6 W[ DB [ )2 [ K)T |[L) 5[ M) -
SHDEIREICEIRIEDEINEINIENE S NESSE S NE IS
5) Calcule o valor de f(2 + 5i), sabendo que f é uma funcao inteira tal que
f1)=4 e |f(z)| >3, Vz€C.

AO] BY1 [C)—-1] D)i |E)—i| )2 [G)—2] Hy2 |1 —2i] )3 |K) —3] L)3i | M) —3i
N)4|O)—4| P)4i |Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U)—bi| V)6 | W) —6]| X)6i |Y)—6i | Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 22 PROVA — D

NOME:

N° MATRICULA:
RESPOSTAS:

1:

CURSO:

]

2|

3|

v

5:0 |

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

A ; — ) 2m
1) Calcule /\z| dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = v2e', 0 < ¢ < 2.

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
2—31 322
2) Calcule - — 2242 dz .
0 2—3%
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 4,

1—4,1417 e —1+41, calcule
—e3% 4+ 2 4+ 10
3 dz.
e (=+3)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)
K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)
P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)

4) Seja C a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
anti-horario. Calcule 515 CQS(ZZ) 5 dz.
(z+ %) (= + )

C
AMO0[B1 ] Qi [Dm|EB2m [P |6 W[ DB [ )2 [ K)T |[L) 5[ M) -
V[0 PPIQF IR [9F DIV VWP |VP |2
5) Calcule o valor de f(—3 — 2i), sabendo que f é uma fungao inteira tal que
f(0)=3i e |f(2)] >1,VzeC.
A0 B)1 [C)—1] D)i |E) —i| F)2 [G)—2] H)2i |[I)—2i] J)3 |K) —3] L)3i | M) —3i
N)4|O)—4| P)4i |Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U)—bi| V)6 | W) —6]| X)6i |Y)—6i | Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 22 PROVA — E

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:
RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 5 ]

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

’ : i 2m
1) Calcule /\z| dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = v/3e', 0 < ¢ < 2.

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
2441 322
2) Calcule - — 2242 dz .
0 2+42
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 4,

1—4,1417 e —1+41, calcule
—e3% 4 37 42
3 dz.
& (=+75)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)
K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)
P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)
4) Seja C a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
anti-horario. Calcule §l§ :ios(zz) o dz.
P =
AMO0[B1 ] Qi [Dm|EB2m [P |6 W[ DB [ )2 [ K)T |[L) 5[ M) -
SHDEIREICEIRIEDEINEINIENE S NESSE S NE IS
5) Calcule o valor de f(1 + 2i), sabendo que f é uma funcao inteira tal que
f(=5)=i e [f(z)| >3 Vz€C.
AO] BY1 [C)—-1] D)i |E)—i| )2 [G)—2] Hy2 |1 —2i] )3 |K) —3] L)3i | M) —3i
N)4|O)—4| P)4i |Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U)—bi| V)6 | W) —6]| X)6i |Y)—6i | Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 22 PROVA — F

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:
RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 5 ]

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

’ : i 2m
1) Calcule /\z| dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = v/5e’, 0 < ¢ < 2

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
2—44 322
2) Calcule - — 2242 dz .
0 2—4y
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 4,

1—4,1417 e —1+41, calcule
3 dz.
4 (z+7)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)

K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)

P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)
4) Seja C a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
anti-horario. Calcule §l§ :@OS(ZZ) —dz.

J (= —%) (+23)

AMO0[B1 ] Qi [Dm|EB2m [P |6 W[ DB [ )2 [ K)T |[L) 5[ M) -
MHDPEIBEIDEINFEDEIBEIRNTINEINEINETINE IVE
5) Calcule o valor de f(—3 — ), sabendo que f é uma funcdo inteira tal que

f(2i) =4 e |f(2)|>1,VzeC.

AO] BY1 [C)—-1] D)i |E)—i| )2 [G)—2] Hy2 |1 —2i] )3 |K) —3] L)3i | M) —3i
N)4|O)—4| P)4i |Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U)—bi| V)6 | W) —6]| X)6i |Y)—6i | Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 22 PROVA - G

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:
RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 5 ]

Escolha apenas uma Unica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

’ : i 2m
1) Calcule /\z| dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = v/7e', 0 < ¢ < 2.

A)cos?—l—l—zsen%;r B) cos 2F — 1+ isen 2F C)COS?—l—F’LSGHQgr D)4(cos7—1—|—zsen277r)
E) 9(cos ¥ —1+isen3r) | F) 2(cos T —1+isen ) | G) 3(0057—1—1—@56 ) | H) 5(005%”—1—1—186112;)
I) 7(cos 2 —1+isen?E) | J) 4(cos2F —1+isen2F) | K) 10(cos 2 — 1 +isen 2%) | L) 16(cos 2 — 1 + isen )
M) 2(cos {g — 1 +isen{5) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen ;) | P) 7(cos 1= — 1 +isen {-)
L45i /3.2
2) Calcule -—2z41) dz .
0 1+52
A0 [ B)1—i| C)1+d |D)1+2 |E)1-2 |F)1+3|G)1-3i | H) 1+4i|1)1—4i] J)d+i
K)1+5i | L)L —5 | M)4+6i | N)4—6i | O)4+8 |P)4—8 | Q) 2+7i | R)2—7i|S)3+8 | T)3—8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 4,

1—4,1417 e —1+41, calcule
_e3zi +4ezz +92
3 dz.
& (=+5%)
A) O B) 1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) T (9e!/? —e) G) ZH(9e32 — e) H) Z(9¢%/ — 1) I) ZH(9e%8 — 1) J) Z(9e*5 — 1)

K) 7i(9e3/% — el/2) L) 7i(9e — e!/3) M) mi(9e3/% — 2eM/4) | N) 7i(9e3/° — 2e1/%) | O) mi(9e!/? — 3e'/6)

P) 7i(9e3/7 — 3e/7) | Q) mi(9e3/® — 4e'/8) | R) wi(9e'/? —4el/?) | S) wi(e/? —9e7/?) | T) mwi(e3/® — 9e3/2)
4) Seja C a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido
anti-horario. Calcule §l§ :@OS(ZZ) —dz.

J (=—%) =+

AMO0[B1 ] Qi [Dm|EB2m [P |6 W[ DB [ )2 [ K)T |[L) 5[ M) -
MHDPEIBEIDEINFEDEIBEIRNTINEINEINETINE IVE
5) Calcule o valor de f(—2 + 5i), sabendo que f é uma funcao inteira tal que
f(l)=—41 e |f(z )|>— Vz e C.

AO] BY1 [C)—-1] D)i |E)—i| )2 [G)—2] Hy2 |1 —2i] )3 |K) —3] L)3i | M) —3i
N)4|O)—4| P)4i |Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U)—bi| V)6 | W) —6]| X)6i |Y)—6i | Z)7i




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - 228 PROVA - H

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

1:

CURSO:

]

2|

3|

4

I

5:0 |

Escolha apenas uma tnica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Calcule /|z[ dz sabendo que C' é parametrizada por z(t) = v/10e', 0 < t <
C

o
-
A)cos%”—l—i—isen%7r B) cos 2 — 1+ isen 2F C)(303%”—1—}—1’5611%7r D)4(COSQ7”—1+isen27”)
E)9(cos%ﬁ—1+isen%ﬁ) F)2(cos%”—1—|—isen%”) G)3(00827”—1+isen27”) H)5(cos%r—1+isen%”)
I) 7(005%"—1—1—@'&%%”) J) 4(cos%—1—|—isen%ﬂ) K) 10(c0527”—1+isen27”) L) 16(005%”—1—1—2'%11%”)
M) 2(cos {g — 1 +isen{z) | N)3(cosT —1+isenf) | O) 10(cos {5 — 1 +isen{3) | P) 7(cos {= — 1 +isen {-)
1-57 322
2) Calcule -—2z4+1) dz .
0 1—52
A0 [ B)l-i| C)1+i [D)1+2 |E)1—2 |F)1+3i|G)1—3|H)1+4i|D1—4i] J)d+q
K) 1+5i | L)1 —5 | M)4+6i | N)d—6i | O)4+8 |P)4—8i | Q) 2+7i | R)2—7i | S)3+8 | T)3— 8

3) Sendo C' o quadrado orientado positivamente com vértices nos pontos —1 — 1,

1—4,14+17 e —1+41, calcule
—e3% 4 4e* 4 4
3 dz.
& (=+3)
A)O B)1 C) mi D) 2mi E) 4mi
F) Z(9el/2 —e) G) T(9e*? —e) H) T(9¢%* — 1) I) Z(9e3/% — 1) J) T(9¢*° — 1)
K) m’(9€3 2_ 61/2) L) mi(9e — el 3) M) 772'(963 4 _ 9l 4) N) 7m'(963 5_9¢l 5) 0) m’(9€1 2 _ 3¢l 6)
P) m’(963 7T _ 3¢l 7) Q) 7rz'(963 8 _ 461/8) R) 7Ti(961 3 _4el 9) S) m’(e3 2 _0ed 2) T) 7m'(e3 8 _ 0e3 2)

Seja C' a circunferéncia de raio 2 e centro na origem, orientada no sentido

4)

anti-horario. Calcule §l§ :Z.OS(ZZ) e

J (= =%) (z +5°)

A0 B)1 [ Qi |[D)ri [B)2m |[F)Z G [H)F [ DB | )52 [K)T [L) [ M) 3
NGO PP IQF [ R [9F TP |0 [V WX Y)Y [2) 5
5) Calcule o valor de f(5 4+ 3i), sabendo que f é uma fungao inteira tal que
f(=1)=—=2i e |f(z)| >3, VzeC.

MO0 BYL [C) 1] D)i |[B) —i| B2 [G)—2] M2 [1)-2] 1)3 |K) —3] L)3 | M) -3
N)4| O) -4 | P)4i | Q) —4i| R)5 |S)—5| T)5i | U) —5i| V)6 |W)—6| X)6i | Y)—6i | 2)7




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — A

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

]

2|

CURSO:

3

v

5:0 |

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Determine o coeficiente a_s do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

Sen
f(z) = Zakz
k=—o0

A-1|B0|O2D)ZFE:; [+ [ F[HI[DFT] HE [K FH EDE
NZ[0)2 [P QF [R5 [95 T3 [U)5| V)3 [ W) X)) | V)21

’+11
2) Sendo f(z) = T —Zl);_(zQ 3y calcule 5:6§f(2)
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NZ OGP QFT[REINZ DU F [V WX [ V)elDs

z

3) Calcule %(22 gy
C

descrito no sentido positivo.

(224 49)

dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

A)O | B)1 |C)—-1| D)2 |E)—=2|F)7i | G) —mi | H)2mi | 1) =27 | J) 4mi —4mi S
NZEIOZPDEIQZIRNZEISZEIDE [OE|[VVE |WZH Z1g
4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg — dz.
25+
& 4
A) 0 B) 1 C) -1 D) i E)em —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi
K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) 6(6—7r 6 em 6)
P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ em 8) R) g(e—w 9 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ eT 10) 11(6—7r 11 e7r/11)
& 1
5) Determine o valor da integral impropria dx
) g prop /_ e
A) O B) 1 C)2 | D)7 |E)2n F)g G)% H)% I)% J)% K)% % g
NGO P)HEIQF I RNEGEINEIDHEIUVEIV)IEIWHEX) %H o1 %




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — B

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 50

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Determine o coeficiente a_3 do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

f(2) = sen(—2z) _ Z s

ZS

k=—00
A-1B0|O1D)ZE: [+ [GOF DD NE [KF[DI[M ;3
NF10O:PiQF R [9F[DF[U VI IWF[XF[VF[2
2) Sendo f(z) = — 211 leule R
) Sendo f(z) = RN ErS) cacuezzef,f(z).
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NZ OGP QFT[REINZ DU F [V WX [ V)elDs

3) Calcule %(22 T 1)?22 64) dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

descrito no sentido positivo.

Ao | B)1 |[C)—-1| D)2 |E)-2|F)7mi | G)—mi |H)2m | 1) —27mi | J)4mi | K) —4mi | L) 55

NE OB PE| 0L NE[9E|DE [ VE[VE [ WE[NZE [V

4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg ¢ - dz.
22+
C
A)0 B) 1 C) -1 D) i E)e —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi

K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) O) 6(e™ 6 em 6)

P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ o™ 8) R) g(e—w 9 _ 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ om 10) T) 11(6—7r 11 _ e7r/11)

O
1
5) Det i lor da int li ypria —dx.
) etermine o valor da integral imprépr /_ 2116
A0 [BL|CO2[D)r |[B)2r P2 | GOZ[WHZ|DZ | Nz [KZ][L)Z|M3Z
NGO P AR I RG99 D IUE IV I WalXalY)saglZp




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — C

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

]

2|

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

CURSO:

3

v

5:0 |

1) Determine o coeficiente a_4 do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

Sen
f(z) = Zakz
k=—o0

A-1|B0|O2D)ZFE:; [+ [ F[HI[DFT] HE [K FH EDE
NZ[0)2 [P QF [R5 [95 T3 [U)5| V)3 [ W) X)) | V)21

20+ 11
2) Sendo f(z) = T2 50) calcule Zfie_slf(z).
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NZ OGP QFT[REINZ DU F [V WX [ V)elDs

z

3) Calcule yg (
C

descrito no sent

221 1)(22 + 81)

ido positivo.

dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

A)O | B)1 |C)—-1| D)2 |E)—=2|F)7i | G) —mi | H)2mi | 1) =27 | J) 4mi —4mi S
NZEIOZPDEIQZIRNZEISZEIDE [OE|[VVE |WZH Z1g
4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg — dz.
2%+ 16
A) 0 B) 1 C) -1 D) i E)em —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi
K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) 6(6—7r 6 em 6)
P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ em 8) R) g(e—w 9 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ eT 10) 11(6—7r 11 e7r/11)
& 1

5) Determine o valor da integral impropria ——dzx

) grat Hprop /_ 4221 25

A) O B) 1 C)2 | D)7 |E)2n F)g G)% H)% I)% J)% K)% % g
NGO P)HEIQF I RNEGEINEIDHEIUVEIV)IEIWHEX) %H o1 %




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — D

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 50

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Determine o coeficiente a_s do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

f(2) = sen(—3z) _ 3wt

o7
k=—o0

A-1B0|O2D)ZFE: [+ [OF[HI[DF][HE [KF|DF[M:
NF[0O:[PiQF R [95[DF UM IWF [ Xg[Vi|o1l

2+ 11
2) Sendo f(z) = RN ErT) calcule Zfie_slf(z).
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NF[0F[Pi[QF[RMRINFIDF[UF [V IW[XNF[VNx[D5

3) Calcule % G 4)?22 19 dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

descrito no sentido positivo.

Ao | B)1 |[C)—-1| D)2 |E)-2|F)7mi | G)—mi |H)2m | 1) —27mi | J)4mi | K) —4mi | L) 55

NE OB PE| 0L NE[9E|DE [ VE[VE [ WE[NZE [V

4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg 2€+ — dz.
S
A)0 B) 1 C) -1 D) i E)e —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi

K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) O) 6(e™ 6 em 6)

P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ o™ 8) R) g(e—w 9 _ 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ om 10) T) 11(6—7r 11 _ e7r/11)

O
1
5) Determine o valor da integral impropria ——dx.
) v gt HHprop ([m&ﬁ+36
A0 [BL|CO2[D)r |[B)2r P2 | GOZ[WHZ|DZ | Nz [KZ][L)Z|M3Z
NGO P AR I RG99 D IUE IV I WalXalY)saglZp




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — E

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

]

2|

CURSO:

3

v

5:0 |

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Determine o coeficiente a_3 do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

Sen
f(z) = Zakz
k=—o0

A-1|B0|O1D)ZE:; [+ [GOF[HI[DF] HE [KFH <[ M) 3
NF10O:[PiQF[R3[95[DF[V;[VIW X [ V317w

b+ 11
2) Sendo f(z) = T —Zl);_(zQ 3y calcule E{:e§f(z)
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NZ OGP QFT[REINZ DU F [V WX [ V)elDs

z

3) Calcule yg (
C

221 4)(2% + 64)

descrito no sentido positivo.

dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

A)O | B)1 |C)—-1| D)2 |E)—=2|F)7i | G) —mi | H)2mi | 1) =27 | J) 4mi —4mi S
NZEIOZPDEIQZIRNZEISZEIDE [OE|[VVE |WZH Z1g
4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg — dz.
2%+ 36
A) 0 B) 1 C) -1 D) i E)em —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi
K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) 6(6—7r 6 em 6)
P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ em 8) R) g(e—w 9 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ eT 10) 11(6—7r 11 e7r/11)
& 1

5) Determine o valor da integral impropria dx .

) g prop Q[m&ﬁ+4

A) O B) 1 C)2 | D)7 |E)2n F)g G)% H)% I)% J)% K)% % g
NGO P)HEIQF I RNEGEINEIDHEIUVEIV)IEIWHEX) %H o1 %




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — F

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 50

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Determine o coeficiente a_4 do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

f(2) = sen(—2z) _ 3wt

29
k=—o0

A-1B0|O2D)ZFE: [+ [OF[HI[DF][HE [KF|DF[M:
NF[0O:[PiQF R [95[DF UM IWF [ Xg[Vi|o1l

b+ 11
2) Sendo f(z) = T —Zl);_(zQ 5y calcule E{:e§f(z)
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NZ OGP QFT[REINZ DU F [V WX [ V)elDs

3) Calcule %(22 T 4)?22 81 dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

descrito no sentido positivo.

Ao | B)1 |[C)—-1| D)2 |E)-2|F)7mi | G)—mi |H)2m | 1) —27mi | J)4mi | K) —4mi | L) 55

NE OB PE| 0L NE[9E|DE [ VE[VE [ WE[NZE [V

4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg 2€+ — dz.
ST
A)0 B) 1 C) -1 D) i E)e —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi

K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) O) 6(e™ 6 em 6)

P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ o™ 8) R) g(e—w 9 _ 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ om 10) T) 11(6—7r 11 _ e7r/11)

O
1
5) Determine o valor da integral impropria dx
) v g prép /_oo4x2+1
A0 [BL|CO2[D)r |[B)2r P2 | GOZ[WHZ|DZ | Nz [KZ][L)Z|M3Z
NGO P AR I RG99 D IUE IV I WalXalY)saglZp




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — G

NOME:

N° MATRICULA:

RESPOSTAS:

]

2|

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

CURSO:

3

v

5:0 |

1) Determine o coeficiente a_s do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

Sen
f(z) = Z apz®
k=—o0

A-1[B0|O2[D)F [E); [ |0 [HI|DF] HE [K)F 2| M2
NZ[0)2 [P QF [R5 [95 T3 [U)5| V)3 [ W) X)) | V)21

S+ 11
2) Sendo f(z) = T +Zl);_(z2 e calcule Zfie_slf(z).
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
N5 P QF [ RRE[DFZIDFNOF VIS [IWI[XNF[Y)r[Dg

z

3) Calcule yg (
C

descrito no sent

22 4 9)(22 + 49)

ido positivo.

dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

A)O | B)1 |C)—-1| D)2 |E)—=2|F)7i | G) —mi | H)2mi | 1) =27 | J) 4mi —4mi S
NE 0B PEIQ NG 98 Da [ UE [ VE (WE[XE [V
4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg — dz.
z°+ &1
& 64
A) 0 B) 1 C) -1 D) i E)em —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi
K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) 6(6—7r 6 em 6)
P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ o™ 8) R) g(e—w 9 _ 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ om 10) 11(6—7r 11 e7r/11)
o 1
5) Determine o valor da integral impropria —dx
) Stat HHpTop /_ 422+ 49
A0 [ B |CO2[Dr|B)2r DI GOZ[WMZ|[ DL | NZ [KZ T z
NGHIOFIPH AR RGN FEIDHIUSE I V)IFEIWSE]X) g bl 2




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA — 32 PROVA — H

NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

RESPOSTAS: 1:| | 2. | 3[ | 4: 1 | 50

Escolha apenas uma (nica letra como sendo a resposta de cada uma das questoes.

1) Determine o coeficiente a_3 do desenvolvimento em série de Laurent da fungao

f(2) = sen(—3z) _ 3wt

ZS
k=—00

A-1B0|O1D)ZE: [+ [GOF DD NE [KF[DI[M ;3
NF0OFPIQFT R[5 [DF[V5 [ VI IWZIXF V3125
2) Sendo f(z) = — L caleue Res (2

nao Z) = calcule €S Z).

’ G+ 12(2+4) %
A-1[ B0 [O1 ]| D)2 [E)2[FNEX |G| I [ D[N [KF|LZ[M?2
NF[OFIPIQF[RE[NFIDF|0L IV W XF [ Vs[5

3) Calcule %(22 T 9)?22 64) dz sabendo que C' é o quadrado de vértices £5+5:

descrito no sentido positivo.

Ao | B)1 |[C)—-1| D)2 |E)-2|F)7mi | G)—mi |H)2m | 1) —27mi | J)4mi | K) —4mi | L) 55

NE OB PE| 0L NE[9E|DE [ VE[VE [ WE[NZE [V

1
4) Se C é parametrizada por z(t) = 2¢', 0 < ¢t < 27, calcule ;lg 26 — dz.
4 Al 31
A)0 B) 1 C) -1 D) i E)e —e "
F) mi/4 G) —mi/4 H) 2mi I) —2mi J) 4mi

K) 2(6—7r 2 em 2) L) 3(6—7r 3 eT 3) M) 4(6—7r 4 e7r/4) N) 5(6—7r/5 _eT 5) O) 6(e™ 6 em 6)

P) 7(6—71'/7 _eT 7) Q) 8(6—71' 8 _ o™ 8) R) g(e—w 9 _ 671'/9) S) 10(6—7r 10 _ om 10) T) 11(6—7r 11 _ e7r/11)

o 1
5) Determine o valor da integral imprépria /_ N 62 125 do .
A0 [BL|CO2[D)r |[B)2r P2 | GOZ[WHZ|DZ | Nz [KZ][L)Z|M3Z
NGO PHlQF RGO TDE VI VIR IWH I Xg | Y)gl2s




FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA - PROVA FINAL - SET /2019
NOME:
N° MATRICULA: CURSO:

1) Determine todas as seis rafzes complexas da equagao 2z° + 423 — 21 =

Resposta: /3, %(—%+§)’ \'f/g(____) —7, \/_( ) \/7(%_%)

2) Determine as partes real e complexa da funcao f(z) =iz%2+ 3z —1. Usando
as equacoes de Cauchy-Riemann, mostre que ela é analitica em todos os pontos.
Resposta: u(xz,y) = —2xy + 3z — 1,v(x,y) = 2% —y* + Sy,% = —2y+3 = g—;, g—;j‘ =

. Ov
3) TFaca o grifico da curva C parametrizada por z(t) = 4e, 0 < t < 27 e
determine seu sentido de percurso. Usando o grafico desenhado e a Fdrmula

e* cos(5z)
dz.

(z — §)(z — 104)

Integral de Cauchy, determine o valor da integral §l§

/6

Tt | = o (60 — il

Resposta: 27”{ 107 7243600

4) Escreva os seis primeiros termos do desenvolvimento em série de Laurent em

52

e
torno de zyp = 0 da fungado f(z) = o Usando esse desenvolvimento em série,

determine os valores de Res f §1§ f(z)dz.
. _ 1
Resposta:  f(z) = Z7+ +223+6Z+24+120+ = ,520 ) =5 (?
5) Usando o Teorema dos Residuos, calcule yg (1622 _S(;I;)Z(ZZQ —9) dz sabendo

que C' é um quadrado com vértices nos pontos 1 + 12, —1 +i, —1 —7 e 1 — 1,
orientado positivamente.

.42
Resposta:  —55



