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Capitulo 1

Nocoes de Logica Matematica

1.1 Proposicoes
Definicao: Uma proposigao ou sentenca ¢ uma oracao declarativa que pode
ser classificada em wverdadeira ou falsa.

e Sendo uma oracao, toda proposicao tem sujeito e predicado.

e Toda proposicao é declarativa; nao pode ser interrogativa e nem exclama-
tiva.

e Toda proposicao é verdadeira ou falsa.

e Uma proposicao nao pode ser ao mesmo tempo verdadeira e falsa.

Exemplos: Sao exemplos de proposicoes:
e Sete é maior do que trés (em simbolos: 7 > 3)
e Dois e dois s@o cinco (em simbolos: 2 + 2 = 5)
e Quatro é divisor de dezesseis (em simbolos: 4| 16)
e Marte é um planeta proximo da Terra
Nao sao proposicoes:
e 1+ 2+ 3+ 4 (falta o predicado)
e Que dia é hoje? (oragao interrogativa)

e 4v+ 1 =3z + 7 (ndo pode ser classificada em verdadeira ou falsa pois o x
nao é conhecido)

e A drea do quadrado de lado 2 em (falta o predicado)



1.2 Conectivos - Proposicoes compostas

A partir de proposicoes dadas, podemos construir novas proposicoes deno-
minadas compostas através do uso dos conectivos E (A), OU (V) e NAO (- ou
~). Parénteses também podem ser usados em proposi¢oes que tenham dois ou
malis conectivos.

Exemplo: Dadas as proposicoes p, q e r (consideradas simples), a partir delas,
podemos formar novas proposicoes compostas:

*pVyg

e p A g
e —(qgNAT)
e (pVag AT

e (pAq)V(gA-r)

1.3 Negacao — O conectivo —

A proposicao —p tem o valor légico oposto ao de p: —p é falsa quando p
é verdadeira e —p é verdadeira quando p é falsa. Isso pode ser resumido na
seguinte tabela, onde o V representa o valor l6gico verdadeiro e o F representa
o falso.

p|p
VI F
F|V

Observacao: O conectivo NAO também costuma ser denotado por ~.

1.4 Conjuncao — O conectivo A

Dadas as proposicoes p e ¢, a conjuncao p A q € verdadeira quando p e q sao
ambas verdadeiras; se pelo menos uma delas for falsa, p A g ¢é falsa. Isso pode
ser resumido na tabela:

< <1
M| <| ™| <<
|| "< >




Exemplo: Consideremos as proposicoes p: “5 é maior do que 4”7 e ¢: “12 é
divisivel por 77. Temos que p A g é a proposicao “5 é maior do que 4 e 12 ¢
divisivel por 77 é falsa porque ¢ é falsa.

1.5 Disjuncao — O conectivo V

Dadas as proposicoes p e ¢, a disjuncao p V g é verdadeira se pelo menos p
ou ¢ é verdadeira; se as duas forem falsas, p V ¢ é falsa. Isso pode ser resumido
na tabela:

H < < <<

< <
| <| ™| <<

Exemplo: Consideremos as proposicoes p: “b é maior do que 4”7 e ¢q: “12 é
divisivel por 7”. Temos que p V g é a proposicao “5 ¢ maior do que 4 ou 12 é
divisivel por 7”7 é verdadeira porque p é verdadeira.

1.6 Tabelas-verdade

e Os possiveis valores logicos de uma proposicao composta costumam ser
organizados em forma de tabelas, denominadas tabelas-verdade.

e Nessas tabelas, o valor l6gico de uma proposicao verdadeira ¢é representado
por V e o valor l6gico de uma sentenca falsa é denotado por F.

e Cada possibilidade de combinacao dos valores logicos das proposicoes que
compoem uma proposicao composta da origem a uma linha da tabela-
verdade.

e Em geral, se uma proposicao composta for formada a partir de n pro-
posigoes simples (componentes), entdao a tabela-verdade dessa proposigao
composta tera 2" linhas.

Exemplo: Sendo p, ¢ e r proposicoes, construir a tabela-verdade de
(pA —q)V —r



pla|r|—-q|-r|pA-q| (A gV -r
VIVIV[F|F] F F
VIVIF[F| V] F V
VIFIV[VIF]|] V V
FIVIV[F|F]| F F
VIFIF[VIV] V V
FIVIF[F|V] F V
FIFIV[VI|IF]| F F
FIFIF|[VI|V] F V

A tltima coluna dessa tabela é a mais importante e a 4%, 5 e 6* colunas servem
apenas para auxiliar na obtencao dessa ultima coluna.

1.7 Proposicoes equivalentes

e Dadas as proposigoes p e ¢, dizemos que “p é equivalente a ¢” (em simbolos:
p = q) quando elas tém sempre o mesmo valor légico para quaisquer valores
das proposicoes componentes.

e p = ¢ somente quando ha uma coincidéncia nos valores das iltimas colunas
de suas tabelas-verdade.

e p = ¢ também costuma ser denotado por p < q.
Exemplo A seguir, verificamos que
e =(pVag)=-pA—g

Essas duas equivaléncias sao muito importantes porque mostram como fazer a
negacao de uma conjunc¢ao e de uma disjuncao.

Tabela-verdade de —(p V q)

plqg|pVag|—~(pVq)
VIV] Vv F
VIF| Vv F
FIV] V F
F|F| F \%




Tabela-verdade de —p A —¢q

Plq|p|q|pAq
VIV| F | F F
VIF F |V F
F|V|V]|F F
FIF| V|V Vv

Podemos observar que os valores l6gicos das ultimas colunas das duas tabelas
sao os mesmos. Logo, concluimos que

—(pVq)=-pA—gq

Tabela-verdade de —(p A q)

plqglpNg|—~(pAq)
VIV Vv F
VIF| F V
F|V|] F v
F|F| F v

Tabela-verdade de —p V —¢g

plq|p|l—q|pV—q
VIV F | F F
VIF| F |V Vv
FIV| V| F Vv
FIF| V|V V

Podemos observar que os valores l6gicos das ultimas colunas das duas tabelas
sao os mesmos. Logo, concluimos que

—(pAg)=-pV g

1.8 Outras equivaléncias
Suponhamos que p, ¢ e r sejam proposicoes quaisquer.
e Negacao

o =(-p)=p

e Conjuncao



e Disjuncao
opVqag=qVp
opVp=p
opVigVr)=(VqgVr

e Distributividade
opV(gAT)=({@VgAN(PVT)
opA(gVr)=(@AqV(pAq)

e Conjuncao e disjuncao
opA(pVag) =p
opV(pAg) =p

1.9 Exercicios resolvidos

Exercicio 1: Considerando p e ¢ como sendo as seguintes proposicoes:
ep:3+2=5
e q: 4>10
Descreva as proposicoes (p A q) e =(p A q) e determine seus valores légicos.
Solucao:
e pANqg: 3+2=5e4>10.

e Como =(pAq) = —pV —q, podemos considerar que a negacao de (p A q) é
a proposicao (—p V —q). Portanto:
—(pAq): 3+2#5o0u4 <10.

e p é verdadeira e ¢ é falsa; logo, (p A q) é falsa e sua negagdo —(p A q) é
verdadeira.

Exercicio 2: Considerando r e s como sendo as seguintes proposicoes:

e . “O triangulo ABC é retangulo”
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e s: “O triangulo ABC é equilatero”
Descreva as proposicoes (rV s) e =(r V s).
Solucao:
e 'V s: “O triangulo ABC é retangulo ou equilatero”

e Como —(rV s) = —r A —s, podemos considerar que a negacao de (rV s) é
a proposicao (—r A —s). Portanto:
—(r Vv s): “O triangulo ABC nao é retangulo e nao é equilatero”.

Exercicio 3: Descreva quais sao as negagoes das seguintes sentencas:

1) p: “A fungdo f(x) = x* + 5z — 3 é derivavel e a sua derivada ¢ a funcio

g(x) =2z +5".
2) q: “A funcio f(r) = 2> + 5x — 3 ¢ derivavel ou a sua derivada ¢ a fungao
g(x) =2z +5".
Solucgao:

1) —p: “A fungao f(x) = 2* + 5z — 3 ndo é derivdvel ou a sua derivada nao
é a fungao g(z) =2z + 5.

2) —q: “A fungao f(x) = 2% + 5z — 3 nao é derivavel e a sua derivada nio é
a funcao g(z) = 2x +5”.

Exercicio 4:  Sendo p e ¢ proposicoes tais que (—p V —q) é falsa, determine
o valor lgico de =((p V q) A —q).

Solucao:

e A disjungao (—p V —q) s6 é falsa quando as componentes —p e —¢q forem
ambas falsas.

e Mas, se —p é falsa, p é verdadeira e se —q for falsa, ¢ também sera verda-
deira.

e Sendo p e ¢ verdadeiras, (p V q) também é verdadeira.
e Como —q é falsa, temos que ((pV q) A =q) é falsa.

e Concluimos, entao, que =((p V ¢) A =q) é verdadeira.



Exercicio 5: Sendo p, ¢ e r proposicoes, mostre que
pVI(gAT)= (Vg A(PpVT)

Solucgao:

e Para mostrar uma equivaléncia dessas proposicoes, podemos construir as
tabelas-verdade de pV (¢ Ar) ede (pVq)A(pVr) e verificar que os valores
l6gicos das ultimas colunas coincidem.

e Como temos trés proposi¢oes componentes (p, ¢ e 7), temos um total de
23 = 8 linhas em cada tabela-verdade.

Tabela-verdade de pV (¢ A7)

pla|r|gAr|pVigAr)
VIV|IV]| V Vv
VIV|IF| F \Y
VIF V| F V
VIF|F| F Vv
FIV|V]| V V
F|V|F| F F
FIF|V| F F
FIF|F| F F
Tabela-verdade de (pV q) A (pV )
plalr|pValpVr|(pVaApVr)
VIiIVIV V V \Y
VIV|F| V Vv V
VIFIV V V \Y
VIFIF| V \Y \Y
FIV|IV] V V \Y
FIVIF| V F F
FIF|V]| F V F
FIF|F| F F F

Observando os valores légicos das tltimas colunas das duas tabelas, vemos
que sao os mesmos e, por causa disso, concluimos que

pV(gAr)=({@VaA(pVrT)
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Capitulo 2

Proposicoes condicionais e
quantificadores

2.1 Condicional

Definicao: Sendo p e q proposicoes, podemos construir uma nova proposicao
p — q através do emprego do conectivo condicional, cujo simbolo é —. Neste
caso, a proposicao p é denominada antecedente e g é denominada consequente
(ou conclusao).

A proposicao p — ¢ pode ser lida de varias formas:

e “Se p, entao q.”

e “p é condicao necessaria para q.”
e “g é condicao suficiente para p.”
e “q,sep.”

O condicional p — ¢ é considerado falso somente quando p é verdadeira e g
é falsa; nos demais casos, p — ¢ é considerada verdadeiro. Este critério esta
resumido na seguinte tabela-verdade:

Plg|pP—4q
VI F F
VIV \Y
Fl|V \Y
F|F \Y

2.2 Bicondicional

Definicao: Sendo p e ¢ proposicoes, podemos construir uma nova proposicao
p <> q através do emprego do conectivo bicondicional, cujo simbolo é <.
A proposicao p <+ ¢ pode ser lida de varias formas:
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e “p se e somente se q.”
Con 4 L £ : ”
e “p ¢ condicao necesséria e suficiente para q.
“oo 4 Cae o : ”
e “q ¢é condicao necessaria e suficiente para p.

O bicondicional p <> q é considerado verdadeiro somente quando p e ¢ sao
ambas verdadeiras ou ambas falsas; nos demais casos, p <> ¢ é considerada
falso. Este critério estd resumido na seguinte tabela-verdade:

Pla P49
VIV \Y
VI F F
Fl|V F
F|F \Y

2.3 Reciprocas e contrapositivas

Definicao: Consideremos proposicoes p e q. Definimos:
e A reciproca do condicional p — ¢ é o condicional ¢ — p.

e A contrapositiva do condicional p — ¢ é o condicional —g — —p.

Exemplo: Seja p a proposicao condicional “Se n € um inteiro primo, entdo
n nao € divisivel por 8.”

e A reciproca de p é “Se n nao € divisivel por 3, entao n € um inteiro primo.”

e A contrapositiva de p é “Se n € divisivel por 3, entao n nao € um inteiro
primo.”

2.4 Tautologias e contradicoes

e Sendo v uma proposicao formada a partir de outras proposicoes p, ¢,
...através do emprego dos conectivos légicos A, V, =, — e <. Dize-
mos que v é uma tautologia ou uma proposicao logicamente verdadeira
quando ela for sempre verdadeira, independentemente dos valores logicos
das componentes p, ¢, ...

e Dessa forma, a tabela-verdade de uma tautologia s6 apresenta V na tltima
coluna.

Exemplo: Qualquer que seja o valor légico de uma proposicao p, temos que
p V —p serd sempre verdadeira. Logo, p V —p é uma tautologia.

12



e Sendo f uma proposicao formada a partir de outras proposicoes p, ¢,
...através do emprego dos conectivos légicos A, V, =, — e <>. Dizemos
que f é uma contradicao ou uma proposicao logicamente falsa quando ela
for sempre falsa, independentemente dos valores légicos das componentes

p,q, ...

e Dessa forma, a tabela-verdade de uma contradicao s6 apresenta F' na iltima
coluna.

e A negacao de uma tautologia é uma contradicao, e vice-versa.

Exemplo: Qualquer que seja o valor 1égico de uma proposicao p, temos que
p A\ —p serd sempre falsa. Logo, p A =p é uma contradicao.

2.5 Tautologias e equivaléncias

Exemplo importante: Sendo p e ¢ proposicoes, mostre que
(p — q) <> (-pV q) é uma tautologia.

plalp—=q|-pVqg|(p—q) < (—pVq)
VIV] Vv Vv Vv
V|IF| F F \%
FIV] V \% \%
FIF| V \% \%

Observacao: Em geral, quando p <> ¢ for uma tautologia, entao p = q.
Assim, neste exemplo, ficou mostrado que p — ¢ é equivalente a —p V gq.

Exemplo: Sendo p e g proposicoes, mostre que a proposicao s definida por
(p < q) < (p— q) A (¢ — p) é uma tautologia.
Tabela-verdade:

plaglp—=qlg—=plpeqglip=9N(@—=Dp) | s
VIV] V % Vv Vv %
VIF| F % F F \%
F|V] V F F F %
F|F| V \% \% % \%

Observacao: Neste exemplo, ficou mostrado que p <> ¢ é equivalente a
(p—a) N (g —p)

Exemplo: Sendo p e ¢ proposicoes, mostre que a Pproposicao
(p — q) < (—g — —p) é uma tautologia.

Tabela-verdade

13



plaglp—=q|l—qg|-p|-g—=—-p|(p—q) < (mg— D)
VIVl Vv |[F]|F % Vv
VIF| F |V |F F \%
FIVI V [ F|V \% %
FIF| V [ V]V vV %

Observacao: Neste exemplo, ficou mostrado que o condicional p — ¢ é
equivalente a sua contrapositiva ¢ — —p.

2.6 Quantificadores 16gicos

Sentencas abertas

Ha expressoes como:

er+5=9

o 22442 =1

e = é uma cidade do sertao paraibano

que contém variaveis x, y, ...e que nao sao consideradas proposicoes porque
nao podem ser classificadas em verdadeiras ou falsas, dependem dos valores
atribuidos as variaveis.

Variaveis livres

Uma sentenca do tipo p(z), ou do tipo p(x,y), ...que exprime algo de-
pendendo de variaveis x, y, ...sao denominadas sentencas abertas ou funcoes
proposicionais € as variaveis x, y, ...sao chamadas varidveis livres.

Conjunto-universo

O conjunto U de todos os possiveis valores que podem ser atribuidos as
variaveis livres de uma sentenca aberta é chamado conjunto-universo ou uni-
verso de discurso.

Conjunto-verdade

O conjunto-verdade de uma sentenca aberta é formado por todos os elementos
do universo de discurso que tornam a sentenca verdadeira.

Exemplo: Consideremos a sentenga aberta p(x): 45 =9 e o universo como
sendo o conjunto dos inteiros Z. Se atribuirmos a x o valor 4, entao a sentenca
se torna uma proposicao verdadeira: 4+5 = 9. E esse é o tinico valor que pode
tornd-la verdadeira. Assim, seu conjunto-verdade é V' = {4}.

14



Quantificadores
H& duas maneiras de transformar uma sentenca aberta em uma proposicao:
e atribuir valor as variaveis livres
e utilizar quantificadores.
Sao dois os quantificadores:

e Quantificador universal, simbolizado por V, que se l&é “qualquer que
seja”, “para todo”, “para cada”.

e Quantificador existencial, simbolizado por 4, que se lé: “existe”, “existe
algum?”, “existe pelo menos um”.

Quantificador universal

Em um universo U, uma sentenca aberta p(x) que exprime algo a respeito
de x € U pode ser transformada em proposigao da forma Vz(p(x)) e que se lé:
“qualquer que seja x, temos p(x)”.

Exemplos:
o Vx(x +3 = 7) que se l& “qualquer que seja x, temos x +3 = 7”. Se

considerarmos o conjunto-universo como sendo U = R temos que essa é
uma proposicao falsa.

o Vx(2z + 1 > 0) que se & “qualquer que seja x, temos 2x +1 > 07. Se
considerarmos o conjunto-universo como sendo U = N temos que essa
proposicao ¢é verdadeira; mas, se considerarmos U = 7Z, é falsa.

Quantificador existencial

Em um universo U, uma sentenga aberta p(x) que exprime algo a respeito
de z € U pode ser transformada em proposigao da forma Jz(p(z)) e que se lé:
“existe algum z tal que p(x)”.

Exemplos:

e dx(x+3=17) que se l&: “existe x tal que v + 3 = 7.” Se considerarmos o
universo U = 7Z temos que é uma proposicao verdadeira

o Jdx(2%2 +1=0) que se 1&: “eziste x tal que 2> +1 = 0.” Se considerarmos
U = R, é falsa; mas, se considerarmos U = C, é verdadeira.

15



Observagao: As vezes, é utilizado também o quantificador 3| que se 1é: “eziste
um unico” ou “existe um Sso”.

Observacoes: Em muitas situagoes da Matematica os quantificadores ficam
subentendidos. Por exemplo:

2x = 1. Sendo

o universo de discurso o conjunto dos numeros reais, um enunciado mais

e Uma conhecida férmula de Trigonometria é cos?z + sen

completo dessa férmula seria

Vr (cos®x +sen’z = 1)

e De modo analogo, a propriedade comutativa da adicao de niimeros reais,
r +y =y + z, seria melhor enunciada na forma,

VeVy (z+y=y+1)

e Considere a afirmagao: “O inteiro 13 é a soma de dois quadrados perfei-
tos”. Sendo o universo de discurso o conjunto dos nimeros inteiros, essa
afirmacao pode ser escrita na forma

Im In (13 = m? + n?)

2.7 Negacao de proposicoes quantificadas

Exemplo: Considere o conjunto-universo como sendo U = {1,2, 3}.
e Descreva o que significa Vx(p(z)) ser verdadeira;
e Descreva o que significa 3z (p(x)) ser verdadeira;

e Determine as negacoes das proposicoes dos itens anteriores.

Solucgao:

e Como x s6 pode assumir os valores em U, s6 podemos ter x =1 ou x = 2
ou x = 3. Assim, Vz(p(x)) ser verdadeira é o mesmo que p(1) e p(2) e p(3)
serem todas verdadeiras. Portanto,

Vr(p(z)) = p(1) A p(2) Ap(3).

e Como x € U = {1,2,3}, temos que Jz(p(x)) é verdadeira é o mesmo que
p(1) ou p(2) ou p(3) ser verdadeira. Portanto,

Jx(p(x)) = p(1) vV p(2) V p(3).
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e Nos itens anteriores, Vimos que

Va(p(x)) = p(1) Ap(2) Ap(3) e que 3z(p(x)) = p(1) V p(2) V p(3) se o
conjunto-universo for U = {1, 2,3}. Dai, podemos obter suas negagoes:

=(Vz(p(r))) = —p(1) V —=p(2) V —p(3)
=(Fz(p(x))) = —p(1) A =p(2) A —p(3)

de onde observamos que

Negacao de uma proposicao com V
A negacao de proposicoes quantificadas é inspirada em situagoes comuns:

e Negar que “todo politico € rico” equivale a dizer que “existe pelo menos
um politico que nao € rico”;

e Negar que “toda cidade tem um clima quente” equivale a dizer que “existe
pelo menos uma cidade que nao tem o clima quente”;

e Negar que “todo numero real tem um logaritmo decimal” equivale a dizer
que “existe pelo menos um numero real que nao tem logaritmo decimal”.

Definicao: Formalizamos o que foi observado em varios exemplos de negacoes
de proposicoes com o quantificador universal, definindo:

~(Va(p(x))) = Fx(-p(z))

Negacao de uma proposicao com -
Observe as seguintes proposicoes, baseadas em situacoes do dia-a-dia:

e Negar que “existe um estudante rico” equivale a dizer que “todo estudante
nao € rico”.

e Negar que “existe um lugar do sertao que tem muita agua” equivale a dizer
que “todo lugar do sertao nao tem muita dgua’”.

e Negar que “existe pelo menos um leao mansinho” equivale a dizer que
“todo leao mao é mansinho”.

Definicao: Formalizamos o que foi observado em varios exemplos de negacoes
de proposicoes com o quantificador existencial, definindo:

~(32(p(x))) = Va(-p(z))
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Negacao de proposicoes quantificadas — resumo

e Uma proposicao quantificada com o quantificador universal, por exemplo
Vx(p(x)), é negada da seguinte forma:

o Troca-se o quantificador universal V pelo existencial 3;

o Nega-se p(z);
Dessa forma, obtém-se Jz(—p(x)) como sendo a negagao.

e Uma proposicao quantificada com o quantificador existencial, por exemplo
Jz(q(x)), é negada da seguinte forma:

o Troca-se o quantificador existencial 4 pelo universal V;

o Nega-se ¢(z);

Dessa forma, obtém-se Vx(—¢(z)) como sendo a negagao.

2.8 Exercicios resolvidos

Exercicio 1: Determine o valor légico das seguintes proposi¢oes compostas:
a) Se 2+ 2 =4, entdao 3+ 1 =38§;
b) Se 2+ 2 =4, entdao 3+ 1 = 4;
c) Se2+2 =3, entao 3+ 1 =28;
d) Se 2+ 2 =3, entdao 3+ 1 = 4.

Solucao:
a) Falsa, porque 2 + 2 = 4 é verdadeira e 3+ 1 = 8 ¢é falsa;
b) Verdadeira, porque 2 + 2 = 4 é verdadeira e 3 + 1 = 4 é verdadeira;
¢) Verdadeira, porque 2+ 2 = 3 é falsa e 3+ 1 = 8 ¢ falsa;
d) Verdadeira, porque 2+ 2 = 3 é falsa e 3+ 1 = 4 é verdadeira.

Exercicio 2: Sendo p e ¢ proposicoes
e p: “Eu estou gripado”

e ¢: “Fu vou fazer a prova final”
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e r: “Fu vou querer ser aprovado”
expresse as proposicoes

o (pV—g) = —r

e p—(qAT)

na linguagem natural.

Solucao:

e (pV —q) = —r: “Se eu estiver gripado ou nao fizer a prova final, entdo
nao vou querer ser aprovado”.

e —p— (qAr): “Se eu nao estiver gripado, entdo eu vou fazer a prova final
e vou querer ser aprovado”.

Exercicio 3 : Considere p, q, r, s, t as seguintes proposigoes:
e p: “Diana estuda”

e ¢: “Diana joga voleibol”

r: “Diana vai passar no vestibular”

s: “Se Diana estuda e nao joga voleibol, entao ela vai passar no vestibular”

t: “Diana vai passar no vestibular se, e somente se, ela estuda ou joga
voleibol”

Escreva as proposicoes s e t usando os conectivos légicos e as proposicoes p, ¢
er.

Solucgao:
os: (pA—q)—r

et:r < (pVyq

Exercicio 4 : Considere a proposicao “Se 4 + 2 = 9, entao o grdfico de

y = x? é uma pardbola”.

a) Qual é a sua reciproca?
b) Qual é a sua contrapositiva?

¢) Incluindo a sentenga dada, quais sa@o verdadeiras e quais sao falsas?
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Solucgao:

2

a) Reciproca: “Se o grdfico de y = x* € uma pardbola, entdo 4 +2 = 97.

2

b) Contrapositiva: “Se o grdfico de y = x* nao € uma pardbola, entao 4+ 2 #

97,

c) o A sentenga dada é verdadeira, porque 4+ 2 =9 é falsa e “o grafico de

— 22 6 uma parabola” é verdadeira. Logo, a contrapositiva também
)

é verdadeira (pois é equivalente a sentenca dada)

2

o A reciproca é falsa porque “o grafico de y = x° é uma pardbola” é

verdadeira e 4 + 2 = 9 é falsa.

Exercicio 5:
a) Sendo p e ¢ proposigoes, determine qual é a negagao de p — q.

b) Determine qual é a negagao de

“Se vai chover amanha, entao nao irei a praia’.

Solucao:

a) p — q é equivalente a —p V ¢, logo, =(p — q) é equivalente a =(—pV q), ou
seja, 7(p — q) = (—4—p A —q) que é 0 mesmo que

—(p—q) =(pA—q)

b) A proposi¢ao dada é da forma p — ¢ onde
o p: “Vai chover amanha”
o q: “Nao irei a praia”.

Logo, sua negacao é p A —q, ou seja,

“Vai chover amanha e irei a praia”.

Exercicio 6:
a) Sendo p e ¢ proposigoes, determine qual é a negagao de p <> q.
b) Determine qual é a negagao de

B34+4=7) < (4<8)
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Solucgao:

a) Comop+<qg=pP—=>q9ANq@—=>p,p—=>qg=-pVgeq—p=-qVp,
temos que

“(p @) =-((—pVa) A(=qVDp))=(—=(-pVqV-(-qVDp))
Portanto:
“(pq)={@A-q) V(gA-p)

b) Usando o item (a), a negagao da proposicao dada é
B+4=TAN4>28)V(EB+4#T N 4<8).

Exercicio 7: Sabendo que p e s sao proposicoes verdadeiras e que g e r sao

falsas, determine o valor logico de:
a) pA(r < —rAs)
b) (rVs) = (¢ —= (-p ¢ —s))
Solucao:
a) Sendo r falsa e s verdadeira, temos que

o —r é verdadeira;

o (-7 A_s ) ¢ verdadeira;

14 14
o _r < (arAs) éfalsa;
F Vv

Como p é verdadeira, temos que p A (r <> —r A s) é falsa.

g

~"

v F

b) Como p e s sdo verdadeiras e ¢ e r sao falsas, temos:

(V) = (g = (p, < 28)

\F VJ F F F
v . — v
A V J/
v

Dessa forma, concluimos que (r V s) = (¢ — (—p <> —s)) é verdadeira.
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Exercicio 8 :  Sabendo que —(p A ¢ — r) é uma proposigao verdadeira,
determine o valor légico de (r <> p) V (¢ — 7).

Solucgao:
e Sendo —(p A ¢ — r) verdadeira, temos que (p A g — r) é falsa;

e Uma proposicao condicional s6 é falsa quando o antecedente for verdadeiro
e o consequente for falso. Logo, p A g é verdadeira e r ¢é falsa;

e Se p A g é verdadeira, entao p e q sao verdadeiras;
e Sendo r falsa e p verdadeira, o bicondicional r <> p é falsa;
e Sendo ¢ verdadeira e r falsa, o condicional ¢ — r é falsa;

e Concluimos assim que (r <> p) V (¢ — r) é falsa.

Exercicio 9: Considere a proposi¢ao (pV q) < ((—r A's) — t), onde p, g,
r, s, t sSa0 Proposicoes.

a) A tabela-verdade da proposi¢do dada tem quantas linhas?

b) Qual o valor légico da proposicao dada, se p, g e r forem verdadeiras e s e
t forem falsas?

Solucao:

a) A proposi¢ao dada é composta de 5 componentes: p, ¢, r, s e t. Logo, sua
tabela-verdade tem 2° = 32 linhas.

b V < ((-r AN s )— _t ) é verdadeira se p, g e r forem
) (p_V_a ) < (( ) ) P, q

~— N ~—
v Vv \F FJ F
V A ‘F, J/
Vv

verdadeiras e s e t forem falsas.

Exercicio 10 : Sendo p e ¢ proposicoes, mostre que

(PN (0= q) A g
¢ uma contradicao.

Solucgao:
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plaglp—=q|pANP—=q)|~q|(pAND—q)AN—q
VIV] Vv Vv F F
VIF| F F \% F
F|V] V F F F
FIF|] V F \% F

Como s6 temos I na dltima coluna da tabela-verdade, temos que se trata de
uma contradicao.

Exercicio 11 : Sejam p, g e r proposicoes quaisqger. Mostre que s definida
por
pP—=a)N(g—=71)—=(p—r)

¢ uma tautologia.

Solucao:
e Neste caso, podemos construir a tabela-verdade da proposicao dada;
e Como temos 3 proposicoes componentes, temos 23 = 8 linhas na tabela;

e Observamos que a ultima coluna da tabela s6 tem V e concluimos que a
proposicao dada é uma tautologia.

Exercicio 11:

plag|lrip=qlg—=r|p=¢N(@—=7)|p—=>7]s
VIVIV] Vv v v vV [V
VIVIF] Vv F F F |V
VIFIV| F % F vV |V
VIF|IF| F v F F |V
FIVIV] V v v vV |V
FIVIF| V F F vV |V
FIFIV] V \% \% vV ||V
FIFIF| V % \% vV |V

Quaisquer que sejam os valores légicos das componentes p, g e r, a proposicao
composta s é sempre verdadeira; logo, € uma tautologia.

Exercicio 12 : Considere a proposi¢ao Vm 3n (m +n = 4) no universo de
discurso U.

a) Qual é o valor 16gico da proposigao se U = N7
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b) Qual é o valor l6gico da proposigao se U = Z?

Solucao:

a) Quando U = N a proposicao dada é “Para todo niumero natural m, eziste
um numero natural n tal que a soma m +n € iqual a 47 que é falsa. Por
exemplo, atribuindo-se a m o valor 10, nao existe outro natural n cuja
soma com m seja igual a 4.

b) Quando U = Z a proposicao dada é “Para todo inteiro m, existe um inteiro
n tal que a soma m +n € igual a 4” que é verdadeira. Para todo inteiro
m, basta considerar o inteiro n = 4 — m para obtermos m + n = 4.

Exercicio 13: Considerando o universo de discurso como sendo o conjunto
dos ntumeros reais R, determine o valor l6gico das seguintes proposicoes:

a) Ve Jy (v +y =0)
b) Jy Vz (z +y =0)

Solucgao:

a) A proposicao dada é: “Para qualquer nimero real x, existe um nimero
real y tal que a soma x + vy € igual a 0”7 que é verdadeira. Qualquer que
seja x € R, basta considerar y = —x € R para termos x + y = 0.

b) A proposicao do item (b) é: “Existe um numero real y tal que para todo
numero real x temos r +y = 0”7 é falsa. Nao existe um nimero real y
que possa ser somado com todos os outros niimeros reais e o resultado seja
sempre igual a 0.

Exercicio 14: Seja p(z,y) a sentenca aberta “x > y” e U = R o universo
de discurso. Determine qual é o valor légico da proposicao:

Vy 3z p(x,y) — 3o Vy p(z,y)

Solucao:

e Vy Jx p(x,y) significa que “Para todo nimero real y, existe um outro real
x tal que x > y” que é verdadeiro;

e dx Vy p(z,y) significa que “Eziste um niumero real x tal que para todo real
y temos x > y”, ou seja, “Fxiste um numero real x que € mator do que
todos os outros reais y” € falsa.
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e Pelo que mostramos nos itens anteriores, o condicional
Yy Jz p(z,y) — Jx Yy p(x,y) é falso.

|4 F

Exercicio 15 : Sendo p(z,y), q(z,y) e r(z,y) trés sentengas abertas com
variaveis livres x e y, qual é a negacao da seguinte proposicao?

Vo Jy ((p(z,y) A q(z,y)) — r(z,y))
Solucao:

(Vo Jy ((p(x,y) A q(z,y)) = r(z,9)))
= Jr ~(Jy ((p(z,y) A g(z,y)) = r(z,y))
= 3z Yy —~((p(z,y) A q(z,y) — 7(2,9)))
= Jz Yy =(=(p(z,y) A q(x,y)) Vr(z,y)))
= Jr Vy (==(p(z,y) A q(z,y)) A —r(z,y)))
= Jv Vy ((p(x, y) A qz,y)) A —r(z,y)))

)
)

Exercicio 16 : Sendo a e L constantes dadas, determine qual é a negacao
da seguinte proposicao:

Ve 36 Vo (0 < |z —a| < d) = (|f(z) — L] <¢)).

Solucao:

—(Ve 36 Vo (0 < |z —a| <§) = (|f(z) — L] <¢)))
=de Vo dz ~((0< |z —a| <) = (|f(z) — L| <€)
=deVo dx ~(—-(0< |z —a| <) V(f(z)—L| <e¢)))
=de Vo dx (= (0 < |z —a| <) A=(|f(z) — L] <¢)))
=de Vo Jz (0 < |z —a|l <) A=(|f(x) = L| <e¢)))
=3Je Vo dz (0 < |z —a| <) A(|f(z) — L| >¢)))
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Capitulo 3

Argumentos e regras de inferéncia

3.1 Argumentos validos

Dadas as proposicoes pi,, pa2, ..., Pn € ¢ chamaremos argumento a um con-
dicional da forma
P /\pz/\pi/\~-/\pg—> q

premissas conclusao

As proposicoes p1,, p2, ..., P Sa0 as premissas do argumento e g é a conclusao.

Argumento valido

e Quando o condicional anterior for uma tautologia, entao o argumento é
denominado wdlido.

e Em um argumento valido, a proposicao ¢ é verdadeira sempre que py,, po,
.., pn forem todas verdadeiras.

Outra notacao

O argumento
PLADP2ADPIA - App —q
também costuma ser denotado por
P1

P2
p3

Pn
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3.2 Modus Ponens
Sendo p e ¢ proposicoes quaisquer, vamos mostrar que o argumento

pA(p—q)]—q

¢ véalido. Para isso, construimos sua tabela-verdade e verificamos que s6 ocorre
V na ltima coluna:

plaglp—=qipAp—=q9) | pNp—q9]—q
FIF| V F Vv
FIV] V F \%
VIF| F F \%
VIiV] Vv % \%

Esse tipo de argumento ocorre com frequéncia e é conhecido pelo nome de

7

“Modus Ponens”, expressao em latim que significa “Modo de Afirmar”.

3.3 Exemplos de “Modus Ponens”

Exemplo 1
e Se eu tenho dinheiro, entao irei viajar (p — q)
e Eu tenho dinheiro (p)

e Portanto, irei viajar (.. q)

Exemplo 2
e Eu gosto de estudar (p)
e Se eu gosto de estudar, entdo eu tirarei boas notas (p — q)

e Portanto, eu tirarei boas notas (.. q)

Exemplo 3
e Sex >3, entdao 22 > 9 (p — q)
e >3 (p)

e Portanto, 22 > 9 (.. q)
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3.4 Modus Tollens
Sendo p e ¢ proposicoes quaisquer, vamos mostrar que o argumento

[(p = q) A —q] = —p

¢ véalido. Para isso, construimos sua tabela-verdade e verificamos que s6 ocorre
V na ltima coluna:

plalp—=q|-q|(p—=a)AN-q|—-p|[p—q) AN-qgl— —p
FIF| Vv |V % v v
FIVv] v |[F F v V
VIF| F |V F F v
ViVl vV |F F F V

Esse tipo de argumento também ocorre com frequéncia e é conhecido pelo
nome de “Modus Tollens”, expressao em latim que significa “Modo de Negar”.

3.5 Exemplos de “Modus Tollens”

Exemplo 4
e Se eu tenho dinheiro, entao irei viajar (p — q)
e Eu nao irei viajar (—q)

e Portanto, eu nao tenho dinheiro (", —p)

Exemplo 5
e Eu nao tirarei boas notas (—q)
e Se eu gosto de estudar, entdo eu tirarei boas notas (p — q)

e Portanto, eu nao gosto de estudar (", —p)

Exemplo 6
e Sex >3, entdao 22 > 9 (p — q)
e 12<9 (—'q)

e Portanto, x < 3 (.. —p)

28



3.6 Lei do Silogismo

Um outro argumento valido que ocorre com frequéncia é a Lei do Silogismo:

(p—=a)AN(g—=7)]—= (=)

onde p, g, r sao proposicoes. Denotando-o por s, sua tabela-verdade é:

plgq|r|p—=qlg—=r|p—=1]|s
FIF|F| V \Y vV |V
FIF|V]| V \Y V |V
FIV|IF| V F V |V
FIV|iVH V \Y vV |V
VIF | F F \Y F |V
VIiF/V| F \Y vV |V
VIVIF| V F F |V
VIiVIiV| V \Y vV |V

3.7 Exemplos da “Lei do Silogismo”

Exemplo 7
e Se eu tiver dinheiro, entdo vou viajar (p — q)
e Se vou viajar, entao conhecerei novas cidades (¢ — r)

e Portanto, se eu tiver dinheiro, entdo conhecerei novas cidades (.. p — r)

Exemplo 8
e Se 80 é divisivel por 16, entao 80 é divisivel por 4 (p — q)
e Se 80 ¢ divisivel por 4, entao 80 é um inteiro par (¢ — r)

e Portanto, se 80 é divisivel por 16, entao 80 é um inteiro par (. p — r)

3.8 Regras diversas

Diversos argumentos validos podem ser demonstrados usando proposicoes p,
q, r e s. Alguns deles estao citados na tabela abaixo, juntamente com os nomes
pelos quais eles sao conhecidos.

o Simplificacao Conjuntiva: (p A\ q) — p

o Amplificacio Disjuntiva: p — (pV q)
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Silogismo Disjuntivo: [(pV q) A —p] = q

Prova Por Casos: [(p—71)AN(qg—71)] = [(pVq) =]

Dilema Construtivo: [(p—q) AN(r—s)AN(pVr)] — (qVs)]
e Dilema Destrutivo: [(p — q) A (r — s) A (=g V —s)] = (mp V —r)]

Todos esses argumentos validos sao conhecidos como sendo as regras de in-
feréncia e podem ser usadas para verificar se outros argumentos sao validos ou
nao.

3.9 Regras de Inferéncia

Mostrando validades sem usar tabelas-verdade

e Se o argumento envolver varias premissas, com varias proposicoes compo-
nentes p, ¢, r, etc. pode ser muito inconveniente fazer uma tabela-verdade
para mostrar a validade do argumento.

e Nesses casos, ¢ mais conveniente usar regras cujas validades foram mostra-
das anteriormente (Regras de Inferéncia) tais como
o pAq— p (“Simplificacio Conjuntiva”)
o (p—q) AN=q— —p (“Modus Tollens”)
o pA(p—q) — q (“Modus Ponens”), etc.

e Podemos usar também equivaléncias légicas conhecidas como
O p=p
o =(pVag)=-pA—g
op—q=-pVyq, etc.

Exemplo 9

Verifique se o argumento

pA(p = =g A(=g— )] =

conclusao

'
premissas

é valido, onde p, ¢ e r sao proposicoes.

Solucao Temos os seguintes passos com as devidas justificativas:
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1) p — —q (premissa)
2) —q — —r (premissa)

4

)
)
3) p— —r (passos 1 e 2 e a Lei do Silogismo)
) p (premissa)

) -

5) —r (passos 3 e 4 e a regra Modus Ponens)
Dessa forma, fica mostrada a validade do argumento. Neste caso, é possivel
mudar a ordem de alguns itens.
Exemplo 10
Sendo p, q, r, s, t proposicoes, mostre que o argumento
(p—=r)AN(r—=s) ANV -s)A(=tVu)A—-ul = —p

é valido. (Note que, neste caso, uma tabela-verdade teria 2° = 32 linhas!)

Solucao
1) p — r (premissa)

2) r — s (premissa)

w

p— s (passos 1 e 2 e a Lei do Silogismo)

W

t V —s (premissa)
5) sVt (passo 4 e a comutatividade do conectivo V)

6) s — t (passo 5 e a equivaléncia s — t = —s V )

8) =t V u (premissa)
9) t — u (passo 8 e a equivaléncia t — u = -t V u)
10) p — u (passos 7 ¢ 9 e a Lei do Silogismo)

11

)

)

)

)

)

)

7) p— t (passos 3 ¢ 6 e a Lei do Silogismo)

)

)

)

) —u (premissa)
12)

—p (passos 10 e 11 e Modus Tollens)

Dessa forma, fica mostrado que quando os passos 1-11 forem verdadeiros, o
passo 12 também serd verdadeiro, ou seja, que o argumento dado é valido.
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3.10 Argumentos com conclusao condicional

Pode-se mostrar (através de tabela-verdade) a seguinte equivaléncia:
p=(@=n=lprg =]
A partir dai, substituindo p por p1 Aps A --- A p,, temos que
(PLAp2 A App) = (= 71)=[(pL AP A~ Ap) Ngl =

de onde podemos concluir o seguinte: um argumento cuja conclusao for um
condicional ¢ — r é equivalente a outro argumento no qual a proposicao q é
uma das premissas e a conclusao é a proposicao r.

Exemplo 11

t .

conclusao

(pA=g A1) — (0s = t) é equivalente a (p A =g AT A—S) —
A Y N—— N ~ /,
premissas conclusao premissas

3.11 Exercicios

Exercicio 1
Verifique se o seguinte argumento é valido:
e Eu vou ao cinema ou vou a praia.
e Eu nao vou a praia.

e Portanto, eu vou ao cinema.

Solucao Denotando por p: “Eu vou ao cinema” e ¢: “Eu vou a praia”, temos
que o argumento dado pode ser escrito na forma

[(pVaq)A—q] = p

que ¢ a Regra de Inferéncia conhecida como Silogismo Disjuntivo. Logo, é
um argumento valido. Outra opcao seria construir sua tabela-verdade para
verificar a validade do argumento.

Exercicio 2
Verifique se o seguinte argumento ¢é valido:
e 100 é um inteiro par.
e 100 é um inteiro impar.
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e Portanto, 100 é um inteiro par ou impar.

Solucao Denotando por p: “100 é um inteiro par” e por ¢: “100 é um inteiro
fmpar”, temos que o argumento dado é (p A q¢) — (pV q) cuja tabela-verdade
tem somente V na ultima coluna. Logo, o argumento dado é valido.

pAg|ipVag|l(pANg) = (pVq)

<| <| | H||s
<| ™| <| ™=

<!| | |
< <<l
<<l <<

Exercicio 3
Verifique se o seguinte argumento é valido:
e Se Ratinho é o presidente do Brasil, entao ele tem mais de 18 anos.
e Ratinho tem mais de 18 anos.

e Portanto, Ratinho é o presidente do Brasil.

Solucao Denotando por p a proposicao “Ratinho é o presidente do Brasil”
e por ¢ a proposicao “Ratinho tem mais de 18 anos”, temos que o argumento
dado pode ser escrito na forma

(p—=a)Ngl—=p

cuja tabela-verdade nao tem somente V na tltima coluna (por exemplo, quando
péFeqéV, temos um F na iltima coluna). Logo, o argumento dado nao é
valido.
Exercicio 4

Verifique se o seguinte argumento é valido:

e Sel+3="7Tentao2+7=09.

o 1 +3#T7.

e Portanto, 2+ 7 # 9.

Solucao Denotando por p: 1+3 = 7epor q: 2+7 = 9, temos que o argumento
dado pode ser escrito como

[(p = q) N =p] = —q
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cuja tabela-verdade nao tem somente V na tltima coluna (por exemplo, quando
péFeqéV, temos um F na dltima coluna). Logo, o argumento dado nao é
valido.

Exercicio 5

Sendo p, g, r proposicoes, mostre que o seguinte argumento

[((gAT) = p)A(g——r)]—=p
nao é valido.

Solucao Basta tentar encontrar uma atribuicao de valor légico a p, ¢, r de
modo que a proposicao completa tenha valor l6gico F. Por exemplo, quando p,
q, r assumem todas o valor F, temos:

[((\(J{,A\%) — \?) A (\%, — QVL)] — z;

A - - - -

F

<<

v
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Exercicio 6

Demonstrar a validade do argumento: “Se Joao Pessoa nao fica na Bahia,
entao Recife nao fica em Pernambuco. Mas, Recife fica em Pernambuco. Logo,
Joao Pessoa fica na Bahia”.

Solucao Representando por p e g as proposicoes “Joao Pessoa fica na Bahia”
e “Recife fica em Pernambuco”, respectivamente, o argumento dado fica escrito
na forma [(-p — —¢) A q] — p cuja validade pode ser verificada através dos
seguintes passos:

1) =p — —q (premissa)
2) ¢ (premissa)
3) =—p V —¢q (equivalente a 1)

)
)
4) pV —q (equivalente a 3 )
5) =g (equivalente a 2 )

)

6) ... p (passos 4 e 5 e Silogismo Disjuntivo)
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Outra solucao Outra demonstracao da validade do argumento
[(p =) Ng] = p
esta listada a seguir:
1) =p — —q (premissa)
2

q (premissa )
q — p (contrapositiva de 1)

)
3)
4) . p (passos 2 e 3 e Modus Ponens)

Observacao A validade de um argumento nao deve ser confundida com o
valor l6gico das proposicoes que compoem o argumento. Um argumento pode
ser valido mesmo sendo composto por proposicoes que isoladamente sao falsas.
Exercicio 7
Verifique que o argumento
(=) ANpAT)]—q

é valido, onde p, ¢, r sao proposicoes.

Solucao Temos a seguinte sequéncia de proposicoes:
1) p — q (premissa)
2) p Ar (premissa)
3) p (passo 2 e Simplificacao Conjuntiva)
4) . q (passos 3 e 1 e Modus Ponens)

Logo, o argumento é valido.

Exercicio 8
Considere as proposicoes p, q, r, s, t, u e 0 argumento
[(pAg—=T)AN(r—= )N ([t — —u)AtA(msVu)] — =(pAq)
cuja demonstracao esta nos seguintes passos:
)pAhNg—r
2) r —s
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. (pAg)
Apresente uma justificativa para cada um desses passos mostrados.
Solucao As justificativas dos passos da demonstragao anterior sao:
1) premissa
2) premissa
3) premissa

4) premissa

5) premissa

)

)

)

)
6) passos 3 e 4 e Modus Ponens
7) passos 5 e 6 e Silogismo Disjuntivo
8) passos 2 e 7 e Modus Tollens

)

9) passos 1 e 8 e Modus Tollens

Exercicio 9
Verifique a validade do argumento
(p—=(a—=r)Ap—=aAp]—r

onde p, g, r sA0 proposicoes.

Solucao Temos, sucessivamente,
1) p— (¢ — r) (premissa)
2) p — ¢ (premissa)
3) p (premissa)
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4) q — r (passos 1 e 3 e Modus Ponens)
5) q (passos 2 e 3 e Modus Ponens)
6) ... r (passos 4 e 5 e Modus Ponens)

Logo, o argumento dado ¢é valido.

Exercicio 10

Mostre a validade do seguinte argumento:

(u=r)A((rAs)—= (V) A(g— (uAs)) A=t = (g — p)

premissas conclusao

Solucao Como a conclusao do argumento dado é um condicional, temos que
ele é equivalente a

(u—=r)A((rAs) = (pVE)A(g— (uAs)) At Agl— L

premissas conclusao

Temos que os seguintes passos sao todos verdadeiros (com as devidas justifica-

tivas):
1) ¢ (premissa)

2) ¢ — (u A s) (premissa)
3) uAs (passos 1 e 2 e Modus Ponens )
4) u (passo 3 e a Simplificacdo Conjuntiva)
5) u — 7 (premissa )
6) 7 (passos 4 e 5 e Modus Ponens)
8) r A's (passos 6 e 7 e o conectivo A )

9) (rAs)— (pVt) (premissa)
10) p VvVt (passo 8 e 9 e Modus Ponens )

11

) q

)

) u

)

)

7) s (passo 3 e a Simplificacio Conjuntiva )

)

)

)

) —t (premissa )
).

12 p (passos 10 e 11 e Silogismo Disjuntivo)

Dessa forma, chegamos a conclusao que o argumento dado é valido.
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Capitulo 4

Demonstracao em Matematica

4.1 Implicacao e equivaléncia légicas

Implicacao logica

e Dadas proposigoes p e ¢, dizemos que p implica logicamente q (em simbolos:
p = q) quando o condicional p — ¢ for uma tautologia.

e Se o argumento p; Aps A --- A p, — q for vélido, entao podemos escrever
PLAp2 /N ANpp=q.

Equivaléncia légica

e Dizemos que p é logicamente equivalente a g (em simbolos: p < ¢) quando
o bicondicional p <+ ¢ for uma tautologia.

e p< g éomesmo que p=qeéomesmo que (p=q)A(q=p).

4.2 Teorema, lema e corolario

Teorema
e Um teorema é uma afirmacao que pode ser provada.

e Um teorema ¢ um argumento valido que é usualmente escrito na forma

Hy N\ 1y <\r NH, = C
hipéteses conclusao

As premissas Hy, ..., H, sao chamadas hipoteses do teorema e a conclusao
C' ¢ a tese.
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e Uma demonstracao de um teorema consiste em uma sequéncia de pro-
posicoes verdadeiras que inicia nas hipéteses Hi, ... H, e termina na con-
clusao C'. Na demonstracao, podem ser usadas tautologias e regras de
inferéncia conhecidas.

Lema Um [ema é uma espécie de “pré-teorema”. E um tipo particular de
teorema sem importancia prépria, usado na demonstracao de outros teoremas.

Corolario Um coroldario é uma consequeéncia direta e imediata de outro teo-
rema ou de uma definicao. Também ¢é um tipo particular de teorema.

4.3 Instancia de um teorema

Em um teorema (ou proposi¢do), normalmente encontramos variaveis livres
tanto nas hipéteses, quanto na tese. Essas variaveis livres representam obje-
tos genéricos do universo de discurso do teorema. Quando atribuimos valores
particulares a essas varidveis livres, obtemos uma instancia do teorema (ou da
proposicao).

Exemplo 1 Consideremos o teorema “Para o numero real x temos que
22 +1> 07 em que a varidvel livre é z.

e (Quando substituimos x por 3, obtemos uma instancia do teorema: “Para
o niimero real 3 temos que 32 +1 > 0",

e Quando substituimos x por -5, obtemos outra instancia: “Para o numero
real -5 temos que (—=5)?>+1> 0",

Contra-exemplo Se existir uma instancia de uma proposicao na qual ela seja
falsa, entao essa instancia é denominada um contra-exemplo para aquela pro-
posicao.

Exemplo (de um contra-exemplo)

e Consideremos a proposicao “Se n é um inteiro positivo, entdo n? +n + 41
¢ um numero primo”.

e Existem varias instancias dessa proposicao na qual ela é verdadeira. Por
exemplo, para n = 2 obtemos que “? + 2 4+ 41 é um nimero primo”.
Paran = 3, n = 4, n = 5 também obtemos outras instancias que sao
verdadeiras.
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e No entanto, para n = 41 obtemos que “41%2+ 41 +41 é um nidmero primo’
que é falsa porque 412 + 41 + 41 ¢é divisivel por 41. Dessa forma, obtemos
um contra-exemplo para a proposicao.

4.4 Siglas no final de uma demonstracao

E muito comum encontrarmos ao final de uma demonstracao de um teorema
uma das seguintes siglas: c.q.d. ou q.e.d.

e c.q.d. significa “como queriamos demonstrar”

e g.e.d. significa “quod erat demonstrandum” que é a traducao de “como
queriamos demonstrar” para o Latim.

4.5 Técnicas de demonstracao

Demonstracao direta
HANHAN---NH,=C

Iniciando com as hipéteses Hy, Ho, ..., H, e usando as regras de inferéncia,
tautologias (equivaléncias) e outras proposigoes validas, tentamos chegar a con-
clusao C.

Demonstracao por contradicao
H ANHyAN--- N H, N C = contradicao

Negamos a conclusao, juntamos as outras hipéteses e tentamos chegar a uma
contradicao.

Demonstracao do contrapositivo
—-C' = =(HiANHy N+ N Hy)
Negamos a conclusao e, a partir dai, tentamos chegar a negacao das hipoteses.
Demonstracao por enumeracao de casos Usa o fato de que
HVvVHN---VH,=C
é equivalente a
(HH=C)AN(Hy=C)N---N(H,= ()
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onde cada implicacao pode ser mostrada separadamente.

Demonstracao por inducao Usa a regra de inferéncia
[P(1) AVE(P(k) = P(k+1))] = VYn(P(n))
em que o universo de discurso é o conjunto dos ntimeros naturais N.

Principio de Inducao Finita Uma demonstracao por inducao para provar
que uma proposicao P(n) é verdadeira para qualquer niimero natural n consiste
em

e Mostrar que P(1) é verdadeira;

e Supondo P(k) verdadeira, mostrar que P(k+1) é verdadeira.

. s~ z - n(n+1)y
Exemplo 3 Seja P(n) a proposi¢ao “1+2+---+n é igual a =5—". Usando

o principio de indugao, mostre que P(n) é verdadeira para todo n € N.

Demonstracao

I1x(1+1)
2

e Para n = 1 temos que P(1) afirma que “1 é igual a = 1 e vemos

que ela é verdadeira;

e Supondo P(k) verdadeira, vamos investigar P(k + 1):
k(k k(1) +2(k k1) (k
l+2t..+]§+(k+1) — %—i—(k—l-l) — w — w
k(k+1)/2
de onde temos que P(k + 1) é verdadeira.

e Logo, pelo principio de indugao, P(n) é verdadeira para todo n natural.

Observacoes

e O principio de inducao é uma propriedade exclusiva dos niimeros naturais,
ou seja, ele sé pode ser aplicado para se demonstrar proposi¢oes P(n) que
tenha uma variavel livre n € N.

e Se no lugar do passo inicial P(1) for verificado P(ng) é verdadeira, entao
a proposicao s6 podera ser valida para n > ny.

e A demonstracao por inducao é comparavel a se derrubar uma fila de do-
minds colocados de pé, um ao lado do outro: para se derrubar toda a fila,
basta se derrubar o primeiro que todos os outros caem.
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4.6 'Teoremas cujas conclusoes sao condicionais

Teoremas do tipo H = (C; — (%)
Esse tipo de teorema é equivalente a um teorema do tipo

(H N\ 01) = (),
ou seja, consideramos H e C como hipdteses e tentamos chegar em Cb.

Teoremas do tipo H = (C; < (3) Como C; <> (5 é equivalente a
(Cy — Cy) A (Cy — Ch), temos que esse tipo de teorema equivale a um te-
orema na forma [H = (C; — Cy)| A [H = (Cy — C1)] e que também equivale
a

[(H AN Cl) = CQ] A\ [(H N Cg) = Cl]

4.7 Demonstracao direta

Exemplo 4 Mostre que a soma de trés inteiros consecutivos é divisivel por 3.

Demonstracao

e Devemos mostrar que
n, p,q sao inteiros consecutivos = n + p + g ¢é divisivel por 3.
A - >y N >

Vo Vo
hipotese tese

e Sendo n, p, q inteiros consecutivos, temos que p=n+1 e que ¢ =p+ 1.

e Substituindo-se p=n+1lem g=p+1, obtemosg=(n+1)+1=n+2.

. . . ~ /'/pg /-j\ ,
e Logo, os inteiros consecutivos sao n,n + 1 e n + 2 e sua soma ¢ n + (n +
1)+ (n+2)=3n+3=3x(n+1) que é divisivel por 3, c.q.d.

4.8 Demonstracao por contradicao

A justificativa tedrica para esse tipo de método esta na seguinte tautologia
T:
(P = q) < [(pA—q) = Fy
onde p e ¢ sao proposicoes e Fy é uma contradicao. Para verificar que essa
proposicao T é uma tautologia, basta construir sua tabela-verdade:
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plaqg|Fo|pA—q|(pA—-q)—=F|p—q|T
FIF|F]| F v vV |V
FIVIF| F \% vV |V
VIFIF| V F F |V
VIVIF| F \% vV |V

Desse modo, fica mostrado que p — ¢ é logicamente equivalente a (pA—q) — Fy,
onde Fj é uma contradicgao.

Demonstracao por contradicao

e A demonstracao por contradicao de um teorema consiste em se negar a
conclusao (tese) e verificar que essa negagao, juntamente com as hipdteses
do teorema, levam a uma situacao absurda, ou seja, a uma contradicao.

e Dessa forma, verificamos que nao se pode negar a conclusao porque, se
negarmos, chegamos a um absurdo. Portanto, a conclusao deve ser verda-
deira.

e E por isso que a demonstracao por contradicao também é conhecida pelo
nome de “reducao a um absurdo”.

Exemplo 5 Mostre que se a soma dos precos de duas mercadorias ¢ maior do
que R$ 10,00, entao pelo menos uma das duas tem preco maior do que R$ 5,00.

Demonstracao

e Sendo H a proposicao “A soma dos precos de duas mercadorias é maior
do que R$ 10,00” (hipdtese) e C' a proposigao “Pelo menos uma das duas
tem prego maior do que R$ 5,00” (tese ou conclusao), queremos mostrar
que H = C.

e Negamos a conclusao, mantendo a hipotese, e verificamos que H A =C' vai
levar a uma contradi¢ao (absurdo).

e A negacao da conclusao é “As duas mercadorias tém precos menores ou
iguais a R$ 5,00”. Sendo assim, a soma dos seus precos serd menor ou
igual a R$ 10,00. Com a hipdtese, isso é uma contradicao. Portanto, fica
mostrado que H = C, c.q.d.

4.9 Demonstracao pelo contrapositivo

2

Exemplo 6 Mostre que se n~ é um inteiro impar, entao n é impar.
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Demonstracao Se queremos usar a demonstracao pelo contrapositivo, negamos
a hipotese, negamos a tese, trocamos a hipdtese pela tese e mostramos que

“Se n é par, entao n? é par”

Se n é par, entao n = 2k para algum inteiro k. Elevando-se ao quadrado temos
que n? = (2k)? = 4k? = 2 x (2k?) de onde concluimos que n? é par, c.q.d.

Observacao A demonstracao pelo contrapositivo é muito parecida com a de-

monstragao por contradicao.

4.10 Demonstragao por enumeracao de casos

A justificativa tedrica para esse tipo de método estd na seguinte tautologia:
(pVag—r)c[lp—=7r)A(g—7)

cuja demonstracao consiste em se observar a seguinte sequéncia de equivaléncias
l6gicas:

e (pVq) —r

S a(pveVvr

e & (-pA—q) VT

e & (—pVr)A(—qVr)
e S (p—=>r)A(g—r)

Assim, para mostrar que p V ¢ = r, basta mostrar ambas as implicacoes
p=>rep=r.

Exemplo 7 Mostre que se n for um inteiro que nao é multiplo de 3, entao a
divisao de n? por 3 deixa sempre resto 1.

Demonstracao

e Se n nao é multiplo de 3, isso significa que a divisao de n por 3 deixa resto
1 ou resto 2. Se deixar resto 1, entao n = 3k + 1 para algum inteiro k; se
deixar resto 2, entao n = 3k + 2 para algum &£.

e Devemos, entao, mostrar que para k inteiro:

caso 1 caso 2
zl =3k + i\/@ =3k + 2: = n? dividido por 3 deixa resto 1
i, H, T



e Para mostrar que (H; V Hy) = T, vamos mostrar separadamente que
H, = T (caso 1) e também Hy = T (caso 2).

e No caso 1, temos n = 3k + 1. Dai, n> = 3k + 1) = 9k* + 6k + 1 =
3 x (3k% + 2k) + 1 que é um multiplo de 3, mais 1. Portanto, neste caso,
n? deixa resto 1 ao ser dividido por 3. Fica mostrado assim que H; = 7.

e No caso 2, temos n = 3k + 2 e daf temos que n> = 9k? + 12k + 4 =
3 x (3k* +4k + 1) + 1 que também ¢ um miiltiplo de 3, mais 1. Portanto,
n? também deixa resto 1 ao ser dividido por 3 o que significa que Hy = T.

e Dessa forma, mostramos que (H; = T) A (Hy = T') que equivale a mostrar
que (HyV Hy) = T, c.q.d.

4.11 Exercicios

Exercicio 1 Utilizando a técnica da demonstracao direta, mostre que o produto
de dois nimeros impares é um ndmero impar.

Demonstracao

e Devemos mostrar que m e n sao impares = mn é impar
N >
—_———

hipoteses tese
e Como m é impar, m = 2k + 1 para algum £k inteiro;
e Como n é impar, temos também que n = 25 + 1 para algum inteiro j;

e Calculando-se o produto de m e n, obtemos:

— 2k +1)(27+ 1) =4kj+2k+274+1=2(2kj+k+7) +1
mn = ( )25 + 1) J J (2K )

inteiro

que é um numero impar, c.q.d.

Exercicio 2 Mostre que se 3n + 2 for um inteiro impar, entao n também é
impar. Use a técnica da demonstragao por contradicao.

Demonstracao

e Devemos mostrar que 3n + 2 é impar = n é impar.
~ TV - \W_/

H c

e Negamos C' e verificamos que H A —C' leva a uma contradigao.
e A negacao de C é “n é par”, ou seja, n = 2k para algum inteiro k.
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e Temos que 3n + 2 = 3(2k) +2 =6k +2 = 2 x (3k 4+ 1) é um maltiplo de
2, ou seja, é par. Mas, isso entra em contradigao com a hipétese de que
o numero 3n + 2 é impar.

e Assim, mostramos que H = C, c.q.d.

Exercicio 3 Usando a técnica da demonstracao por contradi¢ao, mostre que
o conjunto vazio () estd contido em qualquer outro conjunto.

Demonstracao

e Devemos mostrar que A é um conjunto = ) C A
~ / N——

~
hipétese H tese T

e Negamos a tese (conclusao) e verificamos que H A =T leva a um absurdo.
A negacao da conclusao é ) ¢ A.

e Sendo A e () conjuntos, ) ¢ A significa que () contém algum elemento que
nao pertence ao conjunto A. Mas, isso é um absurdo porque () nao contém
elemento algum.

e Fica mostrado assim que H = T, c.q.d.

Exercicio 4 O nimero real x = log;; 2 é denominado “logaritmo decimal de 27
e ¢ 0 unico numero positivo tal que 10 = 2. Mostre que o logaritmo decimal
de 2 é irracional.

Demonstracao

e Devemos mostrar que = = log;,2 = g ¢ irracional.
\‘/_/ e

hipétese H conclusao C'

Para isso, negamos a conclusao e verificamos onde H A ~C' leva.

e A negacao de C' é “x nao ¢ irracional”, ou seja, “x é racional”. Assim,
existem inteiros positivos p e ¢ tais que z = p/q.

Como 10 = 2, temos que 107/¢ = 2. Elevando-se ambos os membro &
¢-ésima poténcia, temos (107/9)7 = 29, isto é, 107 = 29.

Obtemos dessa forma uma contradigao: uma poténcia de 10 (que sempre
termina em 0) sendo igual a uma poténcia de 2.

Exercicio 5 Se m e n sdo ntimeros inteiros, entao mostre que m? — n? é par
se, e somente se, m — n é par.
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2_n? épar & m—n é par” equivale a mostrar

2 _n? é par’.

Demonstracao Mostrar que “m
que “m?> —n?épar=m—népare “‘m—n épar =m

e Para mostrar que “m? —n? é par = m — n é par” vamos usar a técnica

da demonstracgao pelo contrapositivo: supondo m —n impar, temos que m
e n nao podem ser ambos pares ou ambos impares, eles tem que ser um
par e o outro impar. Dai, a soma m +n ¢ impar. Multiplicando-se os dois
nimeros fmpares m-+n e m —n obtemos que m? —n? é impar. Dessa forma
m — n impar = m? — n? impar que é equivalente a m? — n? par = m —n
par.

2 _n? é par”, vamos usar uma de-

e Para mostrar que “m —n é par = m
monstracio direta. Antes de tudo, observe que m?* —n? = (m-+n)(m—n).
Supondo m — n par, basta multiplicar pelo inteiro m + n para obter que

m? — n? é par.

Portanto, m? — n? é par < m — n é par, c.q.d.

Exercicio 6
Usando o Principio de Inducao Finita, mostre que para todo n € N* temos:

L SIS S 1 _n
1-2 23 3-4 n-(n+1) n+1

Demonstracao

e Para n =1 temos % = F11 o que ¢é verdadeiro.
e Supondo a férmula verdadeira para n = k, verifiquemos a férmula para
_ : 1 1 1 _ _k 1 _
n=Fk+L 1.2 T 2.3 Tt k- (k+1) TOAD-052) Rl T D)D)

7

k(k+2)+1 (k+1)* k41

G+ 1)-(k+2) — (e+D)-(k12) k42"

e Logo a formula vale para n = k + 1 e, pelo Principio de Indugao, temos
que é vélida (verdadeira) para todo n natural positivo.

Exercicio 7 Mostre que o niimero de diagonais de um poligono convexo com
, -3
n lados, n > 3, é igual a d,, = "(nQ ).

Demonstracao Vamos mostrar usando a técnica da demonstragao por indugao
que essa proposicao ¢ valida para todo n > 3.
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e Para n = 3 temos que um poligono convexo com 3 lados é um triangulo
e, consequentemente, ele tem zero diagonal. Esse nuiimero de diagonais é
exatamente o que a formula para d,, fornece quando fazemos n = 3. Logo,
a férmula é vélida para esse valor inicial n = 3. (Note que nao faria sentido

mactar com um n < 3 porque nao existem poligonos convexos com 1 ou 2
lados.)

e Suponhamos que d,, seja verdadeira para n = k, ou seja, que um poligono
convexo com k lados tenha @ diagonais.

e Vamos agora investigar o que ocorre um poligono com £ + 1 lados.

Quando entre dois vértices A e B de um poligono for acrescentado mais um
vértice C', entao, se o poligono tinha k lados, ele passara a ter k£ 4+ 1 lados com
esse acréscimo do vértice.

A

B

9 .

k lados Ft 1 lados
O poligono com k lados tinha os vértices A e B e mais k — 2 outros vértices.
As diagonais do poligono com k + 1 lados sao:

e as k(k — 3)/2 diagonais do poligono com k lados;

e mais o segmento AB que passou a ser diagonal;

e mais as k — 2 diagonais que contém o vértice C.

Portanto, o total de diagonais no poligono com k + 1 lados é de

k(k—3 _ _ 2 k+1)(k—2

%H (k= 2) = ME2e20) _ goker (k + )2( )

—— N Z .,
dy, dit1

que é exatamente o valor que obtemos quando substituimos n = k-+1 na férmula
do d,. Logo, por inducao, a férmula é valida para todo n > 3.

Observacao Apesar da técnica da demonstracao por inducao sé poder ser uti-
lizada quando a proposicao P(n) tiver uma variavel livre que pertenga ao con-
junto dos ntimeros naturais N, ela é util nas mais diversas areas da Matematica:
Geometria, Algebra, Aritmética, Analise, etc.
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Exercicio 8 Usando a demonstracao por inducao, mostre que n3+2n é divisivel
por 3 para qualquer n inteiro positivo.

Demonstragao Seja P(n) a proposicao “n3 + 2n € divisivel por 3”.

e Para n = 1 obtemos que 1° + 2 -1 = 3 ¢é divisivel por 3; logo, P(1) é
verdadeira.

e Suponhamos que P(k) seja verdadeira e vamos investigar P(k + 1). Para
isso, substitufmos n por k + 1 e obtemos (k + 1) + 2(k + 1) que é equi-
valente a (k% +3k®> +3k +1) + 2k +2) = B> + 3k*> + 2k + 3k + 3 =

miltiplo de 3 multiplo de 3

7 N

Ek;?’ - 2]{3 3(k* + k + 1) que é a soma de dois multiplos de 3, logo também
P(k) inteiro
¢ um multiplo de 3.

e Pelo Principio de Indugao, temos que P(n) é verdadeira para todo n inteiro
positivo.
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Apeéendice A

Leituras adicionais

A.1 O inverso do calculo da tabela-verdade

Dadas n proposicoes p1, po, - - . , Pn € uma tabela com 2" linhas com sequéncias
de V' e F' que correspondem a atribuicoes de valores das sequéncias p;, queremos
descobrir uma proposicao P, composta de pi, po, ..., p, ligadas por conectivos
l6gicos, de tal forma que a tabela-verdade de P seja formada pelos 2" linhas de
V e F dados.

Por exemplo, qual é a proposicao P, composta de p, ¢ e r, cuja tabela-verdade
estd mostrada abaixo?

<|H <= < H <3
<|<|HH=H < H <

g " < < < <
o < < ™ <] <

Para descobrir qual é a proposicao P basta seguir o seguinte roteiro:

1) Procuramos todas as linhas da tabela que terminam em V. Se todas as
linhas terminarem em F', entao basta considerar P como sendo qualquer
contradicao envolvendo pq, po, ..., como por exemplo, p; A —p1;

2) Para cada linha terminada em V', consideramos uma proposicao (g1 A go A
g3\ Agp) onde g; é igual a p; se o valor de p; for V' (ou seja se a i-ésima
coluna da linha for V') e ¢; é igual a —p; se o valor de p; for F;

3) Conectamos todas as proposi¢oes obtidas no item anterior por V e obtemos
a proposicao P desejada. As vezes é possivel fazer simplificacoes em P,
como se fossem operacoes algébricas.
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Exemplo: Descobrir a proposicdo = na tabela-verdade abaixo (ou seja, es-
crever x como combinagao de p e q)

) <| =<
| | < <<
<| ™| << ™| 8

Solugao: As linhas que aparecem V em x sao (F,V,V) e (F, F, V). Associa-
mos a essas linhas as seguintes proposicoes:

o (F,V,V) — (-pAg)
o (F,F, V) — (=p A —q)

Concluimos, entao, que x é (=p A q) V (=p A —q).

As vezes é possivel simplificar usando regras conhecidas. Por exemplo, temos
que x é equivalente a —p A (¢ V —q) e, como (q V —q) é tautologia, temos que x
pode ser reduzida simplesmente a —p.

Exemplo: Determine qual é a proposicao P da tabela-verdade abaixo:

plq|r|P
VIV|IV]|V
VIVIF|F
VIF|V|V
VIF|F|F
F|V|V|F
F|V|F|F
FIF |V |V
F|F|F|V

Solugao: As linhas em que P vale V sao (V,V,V, V), (V,E, V., V), (F,F,V,V)
e (F,F,F,V).

Logo, a proposigao P procurada é dada por (p AgAT)V (pA—=gAT)V (—pA
g AT)V (=p A =g A -T).

Alguma simplicacao é possivel. Por exemplo, pode-se mostrar que a P en-
contrada é equivalente a [(pAr)A(qV —q)]V [(=pA—qg) A (rV—r)] e que equivale
a (pAr)V(=pA-q).
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A.2 Formas conjuntiva e disjuntiva normais

Gragas as propriedades pV g = =—pV ——q = =(—pA—q) temos que é sempre
possivel substituir a ocorréncia de um conectivo V pelos conectivos — e A.

De modo analogo, como p A ¢ = =—p A =—qg = —(—p V —q) temos que é
possivel substituir as ocorréncias de A por uma combinacao de — e V.

Como p — ¢ é equivalente a =pVq e p <> g é equivalente a (p — ¢)A(q — p),
ou seja, é equivalente a (—p V q) A (—q V p) , é possivel substituir qualquer
ocorrencia de — ou <> por = e A ou por — e V.

A forma conjuntiva normal de uma proposicao é a proposicao equivalente na
qual aparecem apenas — e A. De modo semelhante, a forma disjuntiva normal
¢ a proposicao equivalente na qual aparecem apenas — e V.

Exemplo: Determine a forma conjuntiva normal da proposi¢ao (-pVq) — r.

Solucao: Temos a seguinte sequéncia de equivaléncias légicas:
o (pVg) —r
e =—-(pA—q) —r
e =(=(pA—q)Vr
e =(pA—q)Vr
o = —(=(pA—q) A-r).
Portanto, a forma conjuntiva normal da proposicao dada é =(—=(p A =q) A —r).

Exemplo: Determine a forma disjuntiva normal da proposi¢ao (—p A q) —
(=1 A s).

Solucao: Temos a seguinte sequéencia de equivaléncias légicas:
o ("pAg) = (- As)
e =—(pV—q) — —(rVv-s)
o =(=(pV—q)V(rV-s)
Portanto, a forma normal disjuntiva da proposicao dada é
(V=) V(v )

ou seja,
(pV —q) V=(rV-s)
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Apeéendice B

Exercicios Suplementares

. ] 2 UFPBVIRTUAL * Licencitur
‘ 4 Licenciatura em Matematica a Distancia I e"‘
(T Disciplina: Argumentagéo em Matematica mﬂtgmama »
:VlRTUAL Exercicios de Revisdao —2009.2 enm [
a distancia

Professor: Lenimar N. Andrade

1) Qual é o valor 16gico das seguintes proposigoes?
a) Se 1 +2 = 3, entao 15 é um nimero primo.
b) Se 15 é um nimero primo, entao 1 + 2 = 3.
¢) 15 é um nimero primo se, e somente se, 1 + 2 = 3.
d) 15 é um ndmero primo se, e somente se, 1 +2 = 7.

2) Escreva a reciproca e a contrapositiva das sentencas:
a) “Se eu vou estudar bastante, entao nao serei reprovado”.

b) “Se x € tal que m < x < 2, entdo cos(z) < 0 e sen(z) < 0.

3) Escreva a negacao de cada uma das seguintes sentengas:
a) V11 nao é racional ou 1+ 1 = 6.
b) Existe um x real tal que 1 < |z + 1| < 7.
¢) Existe um aluno que é muito competente ou muito esforgado
d) Para todo angulo # temos que cos? + sen®§ = 1.

4) Sendo p e q proposicoes tais que (p <> ¢q) e (p V q) sdo ambas verdadeiras,
determine o valor légico de ((=p A q) V (¢ — —p)).

5) Sendo p, q e r proposigoes, construa a tabela-verdade de
V@ Ap—=r)A(g—r) =T

e decida se essa proposicao ¢ uma tautologia.
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(-] UFPBVIRTUAL + o
o Licenciatura em Matematica a Dist4ncia il "
™ Disciplina: Argumentagio em Matematica Matamama »
:VIRTUAL Exercicios de Revisdo —2009.2 jieTan e >
a disténcia

Professor: Lenimar N. Andrade

1) Qual é o valor 16gico das seguintes proposigoes?
a) Se 1+ 2 =3, entao 15 é um nimero primo;
b) Se 15 é um nimero primo, entao 1+ 2 = 3;

c¢) 15 é um numero primo se, e somente se, 1 + 2 = 3;
)

d

15 é um numero primo se, e somente se, 1 +2 = 7.

Solucao:

a) Falsa:

-~

F

\a -

142 =23 — 15 é um ntmero primo
v

F

b) Verdadeira:

15 é um ntmero primo — 1 +2=3
N F ?/r J
b
c¢) Falsa:
15 é um ntmero primo <> 1 +2 =3
(. \Fr \‘/r J
F

d) Verdadeira:
15 é um ntmero primo <> 1 +2 =7

Vv

F F

A\ 7

v
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2) Escreva a reciproca e a contrapositiva das sentengas:
a) “Se eu vou estudar bastante, entdo nao serei reprovado”.

b) “Se x € tal que m < x < 3T, entdo cos(z) < 0 esen(x) < 0”.

Solucgao:

a) o Reciproca: “Se ndo serei reprovado, entao eu vou estudar bastante”.

o Contrapositiva: “Se serei reprovado, entao eu nao vou estudar bas-
tante”.

37T ”

b) o Reciproca: “Secos(z) < 0 esen(x) < 0, entaox € tal quen < x <

o Contrapositiva: “Se cos(z) > 0 ou sen(x) > 0, entdo = € tal que § s
oux > 3L
)
3) Escreva a negacao de cada uma das seguintes sentengas:

a) V11 nao é racional ou 14+ 1 = 6.

b) Existe um x real tal que 1 < |z 4+ 1] < 7.

c¢) Existe um aluno que é muito competente ou muito esforgado

)

d) Para todo angulo 6 temos que cos” 8 + sen?§ = 1.

Solucao:
a) V11 é racional e 1 + 1 # 6.
b) Para todo x real temos que |[x + 1| < 1ou |z + 1| > 7.
¢) Todo aluno nao é muito competente e nao é muito esforcado
)

d) Existe um angulo @ tal que cos? 6 +sen?6 # 1.

4) Sendo p e ¢ proposicoes tais que (p <> ¢q) e (p V ¢q) sdo ambas verdadeiras,
determine o valor légico de ((-p A q) V (¢ — —p)).

Solucgao:
e Como p <> g € V, temos que p e q sao ambas verdadeiras ou ambas falsas;

e Como também pV ¢ é V, temos que p e ¢ sao ambas verdadeiras;
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e Sendo p e ¢ verdadeiras, temos: (( =p A V — =
peq ((: g) (g fﬂ

A - - - -
"~ N~
F F
\ . g

F

Concluimos assim que a proposicao dada é falsa.

5) Sendo p, ¢ e r proposigoes, construa a tabela-verdade de
PVOAP—=1)N(g—=T) =7

e decida se essa proposicao é uma tautologia.

Solucao:

e A proposicao dada possui 3 componentes: p, g e r; logo, precisaremos de
23 = 8 linhas na sua tabela-verdade.

e Para cada atribuicao de valores logicos a p, q e r, calculamos pV ¢, p — 7,
g—=r, (Vg Ap—=r)Alg=r)e(pVagAlp—=r)A(g—=r1)—=Te
vamos preenchendo cada coluna da tabela a seguir.

e A coluna com o valor de (pV ¢) A (p — r) A (¢ — r) foi omitida por falta
de espaco.

plag|r|pVglp—=r|iqg=r| (Vg Ap—=r)A(@—T)—T
VIVIV] Vv V V v
VIVIF|] Vv F F \%
VIF|[V] V \% % \%
VIF|F| V F % \%
FIV|V]I V \% % \%
FIVIF| V \% F \%
FIF|V| F V v \%
F|F|F| F V V \%

Observando que na tultima coluna dessa tabela s6 tem V, concluimos que a
proposicao
Vo Np—=r)A(g—=r) =7

¢ uma tautologia.
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(-] UFPBVIRTUAL + o
‘ Licenciatura em Matematica a Distancia I | er'“'l
™ Disciplina: Argumentac¢ido em Matematica Mﬂtemama »
=V|RTUAL Exercicios de Revisdao —2009.2 enm [
a distancia

Professor: Lenimar N. Andrade

1) Sendo p e ¢ proposi¢oes, mostre que o argumento
[(p = —q) Ngl = —p

¢ valido.

2) Verifique se o seguinte argumento é valido:

“Se eu estudar ou se eu for esperto, entao vou passar por média
em Calculo I. Se eu passar por média em Calculo I, vou ter umas boas
férias. Portanto, se eu nao tiver umas boas férias, nao sou esperto.”

3) Usando demonstracao direta, mostre que a soma de dois niimeros impares
fornece como resultado um niimero par.

4) Usando a técnica da demonstragdo por contradigao, mostre que se n for um

inteiro tal que n? nao é multiplo de 3, entao n também nao é multiplo de 3.

5) Considere a proposigao:

“Se m e n sao inteiros quadrados perfeitos, entao m + n também
¢ um quadrado perfeito”.

Decida se essa proposicao ¢ um teorema. Se for, faca sua demonstracao.

6) Usando o Principio de Indugao, mostre que para todo n inteiro positivo
temos que
14345+ +2n—1)=n’
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Licenciatura em Matematica a Distancia

UFPBVIRTUAL

-
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|Hognciature
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m
Disciplina: Argumentagdo em Matematica mtg“ama B

Exercicios de Revisio —2009.2
Professor: Lenimar N. Andrade

ensino

a distancia

1) Sendo p e ¢ proposi¢oes, mostre que o argumento

¢é valido.

Solucgao:

respectivas justificativas:

[(p = —q) ANg] = —p

Temos a seguinte sequéncia de proposicoes verdadeiras, com as

1) p — —q (premissa)

2

4) —p (1, 3 e Modus Tollens)

q (premissa)

)
3) =(—q) (2, dupla negacao)
)

Isso mostra que o argumento é valido.

Outra solucao:

w
L D = —
]
J
)
~—~
|
S
o
@)
=
-+
=
&
o
(@)
mn
=
<
Q
Q.
(@)
=

Outra solucao: Construir a tabela-verdade da proposicao dada e observar que

na ultima coluna sé aparece V.

plag|-p|-qglp—=-qg (p—=-9ANg|[(p——q) Ng — —p
VIV F|F F F v
VIFIF |V v F V
FIV|V|F V \% \%
FIF|V |V V F v
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2) Verifique se o seguinte argumento é valido:

“Se eu estudar ou se eu for esperto, entao vou passar por média
em Calculo I. Se eu passar por média em Célculo I, vou ter umas boas
férias. Portanto, se eu nao tiver umas boas férias, nao sou esperto.”

Solucao: Consideremos as seguintes proposicoes:

p: “eu estudo”

q: “eu sou esperto”

r: “vou passar por média em Calculo I”

s: “vou ter umas boas férias”
Devemos investigar a validade do seguinte argumento

[((pVa) = r)A(r—s)] = (ms = —q)
que ¢é equivalente a
[((pVag) =r)A(r—s)A=s| = g
1) (pV q) — r (premissa)

2) r — s (premissa)

w

s (premissa)

)
)
) -
4) (pVq) — s (1, 2 e a Lei do Silogismo)
5) =s = —(p V q) (contrapositiva de 4)
6) =s — (=p A —q) (5, negagao de uma disjuncao)
7) =p A =g (3, 6 e Modus Ponens)
) -

8) —q (7, Simplificagao Conjuntiva)

Dessa forma, fica mostrado que o argumento é valido.

3) Usando demonstracao direta, mostre que a soma de dois nimeros impares
fornece como resultado um nimero par.

Solucao: Devemos mostrar que

m e n sao impares = m +n € par.
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e Como m é impar, m = 2k + 1 para algum inteiro k;
e Pelo mesmo motivo, n = 25 4+ 1 para algum inteiro j;

e Somando-se m e n, obtemos:

e Como k+ 7+ 1 é um inteiro, temos que m + n é um multiplo de 2, ou seja,
¢ par, c.q.d.

4) Usando a técnica da demonstragao por contradigao, mostre que se n for um
inteiro tal que n? nao ¢ multiplo de 3, entao n também nao é multiplo de 3.

Solucao: Devemos mostrar que

2

n inteiro tal que n” nao ¢ multiplo de 3 = n nao ¢ multiplo de 3

Vv Vv
hip6tese conclusao (tese)

Negando-se a conclusao, obtemos: n é multiplo de 3.

Dali, temos que n = 3k para algum inteiro k.

Elevando-se ao quadrado: n* = (3k)? = 9k* = 3 x (3k?) de onde obtemos
que n? é um multiplo de 3.

Mas isso entra em contradicao com a hipdtese que afirma que n? nao é

multiplo de 3.

Dessa forma, fica demonstrada a proposicao dada, c.q.d.

5) Considere a proposigao:

“Se m e n sao inteiros quadrados perfeitos, entao m + n também
é um quadrado perfeito”.

Decida se essa proposicao ¢ um teorema. Se for, faga sua demonstragao.

Solucao: Para mostrar que uma proposicao nao ¢ um teorema, basta apre-
sentar um contra-exemplo. Tentando, por exemplo, os quadrados perfeitos
m=4=22en=9=3% temos m+n=4+9 = 13 que nao é um quadrado
perfeito. Obtivemos um contra-exemplo e, por causa disso, concluimos que a
proposicao nao é um teorema.

6) Usando o Principio de Indugdo, mostre que para todo m inteiro positivo
temos que
14+3+5+-+(2n—1)=n
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Solucao:
e Para n = 1 a proposicao se reduz a 1 = 12 e é verdadeira;

e Suponhamos a proposicao verdadeira para n = k, ou seja, suponhamos que
143+ +(2k—1) = k%

e Vamos investigar o que acontece quando n =k + 1:
1+3+ -+ (2k —1)+(2k+1) = (k+1)? que é equivalente a k> +2k+1 =
k2

(k+1)% isto é, (k+1)? = (k + 1)? que é verdadeira.

e Logo, pelo Principio de Inducao, a proposicao é verdadeira para todo n
inteiro positivo.
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