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Prefacio

Este texto corresponde as notas de aula resumidas de uma parte da disci-
plina “Recursos Computacionais para o Ensino de Matematica” do PROFMAT
que vem sendo ministrada por mim na Universidade Federal da Paraiba desde
fevereiro de 2014.

O objetivo geral é introduzir o Maxima, interessante programa de Com-
putacao Algébrica de uso geral que pode ser uma ferramenta valiosa em aulas de
Matematica. Seu uso pode ser incorporado a rotina didria, podendo ser muito
util na resolucao de problemas, elaboracao de provas e listas de exercicios.

No capitulo 1, fazemos uma rapida apresentacao do programa. O capitulo 2
é sobre fatoracao, simplificacao e expansao de expressoes algébricas e o capitulo
3 € sobre listas e conjuntos. Esses trés primeiros capitulos sao os que tratam
de assuntos mais bdsicos e que podem ser abordados no ensino médio.

O capitulo 4 é sobre a construcao de graficos. O Maxima repassa a tarefa
de construir graficos para outro programa chamado GnuPlot, instalado junta-
mente com ele. Podem ser construidos todos os tipos de graficos, planos ou
tridimensionais, dos mais simples aos mais sofisticados. Também é possivel a
construcao de animacgoes graficas.

O capitulo 5 é sobre matrizes e Algebra Linear. Uma diversidade de concei-
tos e operagoes esta implementada nesse programa de modo que ele consegue
realizar desde as mais simples operacoes como adicao, multiplicacao ou calculo
de determinantes e matrizes inversas, até operacoes mais complicadas como
calculo da forma de Jordan e fungoes de matrizes.

O capitulo 6 é sobre alguns conceitos do Calculo Diferencial e Integral tais
como limites, derivadas, integrais, séries e equacoes diferenciais ordindrias. As
funcoes envolvidas podem ser de uma ou varias varidveis e as variaveis podem
ser reals ou complexas.

O capitulo 7 é sobre nocoes de programacao. O Maxima pode ser utilizado
também como uma linguagem de programacao na qual podem ser elaborados
programas ou implementados algoritmos diversos. Esse € um importante as-
pecto do programa e que exige uma maior dedicacao e um pouco mais de estudo
por parte do usuario.

No final, diversos assuntos foram acrescentados na forma de apéndice. Esses
assuntos sao os seguintes: funcoes anonimas, propriedades de funcoes, opera-
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dores, operadores 16gicos, nimeros complexos e inequacoes.

Este texto pode ser copiado e distribuido livremente. Esta a disposicao em
mat.ufpb.br/lenimar/textos.htm . Foi elaborado usando-se exclusivamente pro-
gramas livres e gratuitos que podem ser facilmente encontrados a disposicao na
Internet tais como Maxima, IATEX e FastStone Image Viewer.

Joao Pessoa, 15 de julho de 2015

Lenimar Nunes de Andrade



Capitulo 1

Introducao

Maxima € um programa que executa calculos numéricos e simbdlicos, em
desenvolvimento desde 1969. Seu nome original era Macsyma e foi elaborado
nos laboratdérios do MIT, nos Estados Unidos.

E capaz de simplificar expressdes algébricas e trigonométricas, efetuar calculos
com matrizes e com numeros complexos, construir diversos tipos de graficos,
fatorar polindmios, resolver diversos tipos de equacoes e sistemas etc. Pode
ser usado como apoio computacional para os mais diversos tipos de disciplinas,
tanto as mais elementares quanto as mais avancadas.

E considerado um Sistema de Computacdo Algébrica de uso geral e pode ser
usado em diversos sistemas operacionais como Windows e Linux.

Trata-se de um programa livre, distribuido gratuitamente e que pode ser
copiado a partir do endereco maxima.sourceforge.net.

1.1 Interface wxMaxima

0 wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo® ] = T332

Arquivo Editer Célula Maxima Equagbes Algebra Calculo  Simplificar Grafico Mumérico  Ajuda
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wxMaxima 13.04.2

{C) 2004 - 2013 Andrej Vodapivec

0O wxMaxima é uma interface para o sistema de algebra
computacional MAXIMA baseada no wxWidgets.

wxMaxima
Maxima

Informacdes de sistema

wixWidgets: 2.8.12
Suporte Unicode: no
Versdo do Maxima® 5.31.2
Lisp: GHU Comman Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (a.k.a. GCL)

Escrito por

Pronto para entrada do usudrio

S3ao varias as formas pelas quais 0 Maxima se comunica com o usuario. Aqui,
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citamos apenas a interface denominada wxMaxima, que € bastante amigavel,
Intuitiva e facil de se usar.

O wxMaxima € instalado juntamente com o programa e sua tela inicial é uma
das primeiras que aparecem quando o Maxima é executado. Na sua tela inicial,
aparece uma linha com o seguinte menu principal:

Arquivo Editar Célula Maxima Equacoes Algebra Célculo Simplificar Grafico Numérico Ajuda

Diversas acoes e comandos podem ser executados através dessas opcoes do
menu principal. Ao se clicar com o mouse em uma dessas palavras, abrem-se
outras janelas com mais op¢coes conforme mostrado na seguinte listagem:

e Arquivo: Novo, Abrir, Abrir recente, Salvar, Salvar como, Carregar pacote,
Carregar arquivo batch, Exportar, Imprimir, Sair;

- - -

Nove Ctrl-N
Abrir... Ctrl-0
Abrir recente

Salvar Ctrl-5
Salvar como... Shift-Ctrl-5
Carregar pacote... Ctrl-L
Carregar arquivo batch... Ctrl-B
Exportar...

Imprimir... Ctrl-P
Sair Ctrl-Q

| ©

Arquive | Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

> O

@

»

e Editar: Desfazer, Cortar, Copiar, Copiar como texto, Copiar como LaTeX,
Copiar como imagem, Colar, Localizar, Selecionar tudo, Salvar selecao para
imagem, Aproximar, Afastar, Ajustar zoom, Tela cheia, Configuracoes;

&
F -

Configuragdes

Arquive | Editar | Célula

Desfazer Ctrl-Z

| Desfazer Ctrl-Shift-Z
Cortar Ctrl-X
Copiar Ctrl-C
Copiar comao texto Ctrl-Shift-C
Copiar coma LaTeX
Copiar come imagem
Colar Ctrl-v
Localizar Ctrl-F
Selecienar tudo Ctrl-A
Salvar selecdo para imagem...
Aproximar Alt-1
Afastar Alt-0
Ajustar zoom
Tela cheia Alt-Enter

k

Maxima Equagdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
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e Célula: Avaliar célula, Avaliar todas as células visiveis, Avaliar todas as
células, Remover todas as saidas, Copiar entrada anterior, Copiar saida an-
terior, Completar palavra, Exibir modelo, Nova célula de entrada, Inserir
célula de texto, Inserir célula de titulo, Inserir célula de secao, Inserir célula
de subsecao, Inserir quebra de pagina, Inserir imagem, Agrupar todas, De-
sagrupar todas, Comando anterior, Proximo comando;

Arquivo  Editar | Célula | Maxima Equagfes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico Ajuda

D 'ﬁ: &| | Avaliar célula(s) | @.
| Evaluate All Visible Cells Ctrl-R
E e Evaluate All Cells Ctrl-Shift-R

Remower todas as saidas

Copiar entrada anterior Ctrl-I

Copiar saida anterior Ctrl-U

Completar palavra Ctrl-K

Exibir modelo Ctrl-Shift-K

Mowva célula de entrada

Inserir célula de texto Ctrl-1
Inserir célula de titulo Ctrl-2
Inserir célula de selegdo Ctrl-3
Inserir célula de subsegdo Ctrl-4

Inserir quebra de pagina

Inserir imagem...

Fold All Ctrl-Alt-[
Unfold All Ctrl-Alt-]
Comando anterior Alt-Up
Préximo cemande Alt-Down

e Maxima: Painéis, Interromper, Reiniciar Maxima, Limpar memoria, Adi-
cionar ao caminho, Mostrar funcoes, Mostrar definicao, Mostrar varidvels,
Apagar funcao, Apagar varidvel, Alternar exibicao do tempo, Alterar exibicao
2d, Mostrar forma TeX;

Arquivo  Editar Célula [Maxima | Equagfies Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

J@® &y = : ©
Interromper Ctrl-G |
E e | Reiniciar Maxima

Limpar memdria

Adicionar ac caminho...

Mestrar fungdes

Muostar definigdo...
Muostrar varidveis

Apagar fungio..,

Apagar variavel...

Alternar exibigdo do tempo

Alterar exibigdo 2d
Mostar forma TeX

e Equacdes: Resolver, Resolver (to_poly), Encontrar raiz, Raizes de po-
lindbmio, Raizes de polindmio (bfloat), Raizes de polinémio (real), Resolver
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sistema linear, Resolver sistema algébrico, Eliminar varidvel, Resolver EDO,
Problema de valor inicial (1), Problema de valor inicial (2), Problema de
valor de fronteira, Resolver EDO com Laplace, Valor no ponto;

Arquivo  Editar Célula  Maxima Algebra Célcule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

D@¥ex &N

g - |

Resalver... I | @.

Resolver (to_poly)...

Encontrar raiz..

Raizes de polindmio

Raizes do polindgmio (bfloat)
Raizes do polinémio (real)
Resolver sistema linear...
Resolver sistema algébrico...

Eliminar varidvel...

Resohver EDO...
Problerna de valor inicial (1)...
Problema de valor inicial (2)...

Problema de valor de fronteira...

Resolver EDO com Laplace...

Valor no ponta..,

e Algebra: Gerar matriz, Gerar matriz da expressdo, Introduzir matriz, Inver-
ter matriz, Polindbmio caracteristico, Determinante, Autovalores, Autove-
tores, Matriz adjunta, Transpor matriz, Criar lista, Aplicar a lista, Mapear
a lista, Mapear a uma matriz;

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes | Algebra | Calculo  Simplificar  Grafico Mumérico  Ajuda

@3S LDA|[

Gerar matriz... @.

=

Gerar matriz da expressdo...
Intreduzir matriz...

Inverter matriz

Polinémic caracteristico...
Determinante

Autovalores

Autovetores

Matriz adjunta

Transpor matriz

Criar lista...
Aplicar a lista...
Mapear a lista...

Mapear a uma matriz...

e Calculo: Integrar, Integracao Risch, Mudar varidvel, Diferenciar, Encon-
trar limite, Encontrar minimo, Obter série, Aproximacao de Padé, Calcular
soma, Calcular produto, Transformada de Laplace, Transformada inversa
de Laplace, Maximo divisor comum, Minimo multiplo comum, Dividir po-
lindmios, Fracoes parciais, Fracao continua;
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Arquivo  Editar Célula Maxima Equagbes Algebra [ Calculo | Simplificar  Grafice  Mumérice  Ajuda

E/T’:}@|(_é)%|a; Dﬁ||?g|®l Integrar...

Integragdo Risch...

E —ir | Mudar variavel...
Diferenciar...
Encontrar limite...
Encontrar minimao...
Obter série..,
Aproximagdo de Padé...
Calcular soma...
Calcular produto...
Transformada de Laplace...
Transformada inversa de Laplace...
Maximo divisor comum...
Minimo multiplo cormum...
Dividir polindmios...
Fragdes parciais...

Fragdo continua

e Simplificar: Simplificar expressao, Simplificar radicais, Fatorar expressao,
Fatorar complexo, Expandir expressao, Expandir logaritmos, Contrair loga-
ritmos, Fatoriais e gama, Simplificacao trigonométrica, Simplificacao com-
plexa, Substituir, Avaliar formas substantivas, Alternar flag algébrico, Adi-
cionar igualdade algébrica, Calculo com maddulo;

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo | Simplificar | Grafico  Numérico  Ajuda
=W m e 42 = | implifi ;

D = 3‘| & ﬁ | V4 D D | II%| @ | B O Simplificar expressio

Simplificar radicais

E = | Fatorar expressdo

Fatorar complexo

Expandir expressdo
Expandir logaritmos

Contrair logaritmos

Fatoriais e gama 2
Simplificagdo trigonométrica 3
Simplificagdo complexa 3
Substituir...

Avaliar formas substantivas
Alternar flag algébrico
Adicionar igualdade algébrica...

Célcule com médula..

e Grafico: Grafico 2d, Grafico 3d, Formato do grafico;

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacies Algebra Calculo  Simplificar [Grafico | Mumérico  Ajuda

Dtihé)@@%{ DD|[§|®|[5D | Grifico2d.. _
| Grafico 3d... [
E — S | | Formate do grafico..

e Numérico: Alternar saida numérica, Para float, Para bigfloat, Ajustar pre-
CISao;
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Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico [Numérico | Ajuda

D ]:_,:. &.‘| é) %| }‘ D D | E‘;| ®| [> =] | Alternar saida numérica

Para float |

E e Para bigfloat

Ajustar precisdo...

e Ajuda: Ajuda do Maxima, Exemplo, Apropos, Mostrar dicas, Tutoriais,
Informacgoes do build, Relatar bug, Procurar atualizagoes, Sobre.

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algabra Caleulo  Simplificar  Grafico Numér\co

— = oy on B = ? [
DEFSeSx LD B > o | ©® e e f

Exemplo... o
E == ‘ Apropos

Mostar dicas...

Tutoriais

Informacdes do build

Relatar bug

Procurar por atualizagdes

Sobre

1.2 Iniciando a digitacao de comandos

Logo abaixo da linha do menu principal, vem uma barra de ferramentas que
tem icones que sao atalhos para diversas acoes tais como “Novo documento’,
“Abrir documento’, “Salvar documento”, “Imprimir documento”,
“Configurar o wxMaxima', entre outras.

C@d&xXDa[&(e[> D ©

Abaixo da barra de ferramentas, tem uma janela grande que é onde os co-
mandos podem ser digitados ao lado de um prompt que tem o seguinte aspecto:

--> . Diversos comandos podem ser agrupados através de um simbolo [ que
parece um colchete. Esse agrupamento de comandos é denominado célula.

W wxMaxima 13.04.2 [ textowxm ] = | G ||
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plet Mumeric Help

= Fl.\2 | R = ~
C@Mde&x Dl e >o | @
E ——> Magqui & onde um comando pode ser digitado na primeira célula”™; |
E —-—> Magui & a segunda célula”;
E --> "= aqui & a terceira célula”; |

A linha de comando deve se encerrar com um ponto e virgula ou com um
cifrao. Se for encerrada com um ponto e virgula, o resultado obtido é mostrado
iImediatamente. Se for encerrada com um cifrao, o resultado nao serd mostrado
de imediato, ficando guardado internamente.
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No final de cada linha, depois do ponto e virgula ou cifrao, deve-se pressionar
a tecla [Enter] ou a combinacao de teclas [Shift][Enter] para que o programa
execute o comando digitado.

A medida que os comandos vio sendo digitados, o Maxima vai colocando

uma numeracao (%il), (%i2), (%i3), ...no inicio de cada linha e numerando
as respectivas respostas do programa com (%o1), (%02), (%03), ...
As operacbes aritméticas basicas sao indicadas pelos simbolos +, —, * (mul-

tiplicacao), / (divisdao) e ~ (potenciacdo). As prioridades das operacdes sao as
mesmas da Matematica. Parénteses podem ser utilizados para dar prioridade a
algum calculo.

Exemplo 1.1 A sequir, alguns exemplos de comandos digitados no Maxima,
bem como suas respectivas respostas. Calculamos 1—22—2%4+2% 30x50+8x 10,
30 x (50 + 8) x 10, %+ 1—18 + ﬁ e (1 + %)30. Em cada caso, terminamos a
linha com um ponto e virgula e pressionamos a tecla [Enter] ou a combinacao
de teclas [Shift][Enter].

(%i1) 30*50 + 8*10;
1580

(%i2)  30%(50 + 8)*10;
17400

(%i3) 1-2°2-2°4 4 2°5;
13

(%i4) 1/4 + 1/18 + 1/468;
i3

(%i5) (1 + 1/30)730

550618520345910837374536871905139185678862401
205891132094649000000000000000000000000000000

Geralmente, o Maxima apresenta suas respostas da forma mais simplificada
possivel. Quando a resposta envolve fracoes, elas sao mostradas sempre na
forma irredutivel.

1.3 Configuracao basica do programa

O wxMaxima pode ser configurado através de Editar/Configuragdes do
menu principal ou pressionando-se no icone “Configurar o wxMaxima” da
barra de ferramentas. Em qualquer um desses casos, aparecera a seguinte janela:
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P

Configuragdc do wxMaxima ﬁ

% Idioma: [Port..lgués (Brasileira) -
e Porta padrdo: 4010 =
& [7] salvar posicio/tamanho da janela do wxMaxima
i [7] salver layout dos painéis
Maxima
Paréntesis aos pares nos controles de texto
ﬁ? Fonte monoespacada nos controles de texto
Estilo Mostrar expressoes longas

[ Usar um ponto centralizade para indicar multiplicacio

Manter simbolo de percentual com simbolos espediais: %%e, %6, etc.
Enter calcula células

Pedir salvamento de documentos sem titulo

Abrir uma célula guando o Maxima espera entrada

Insert % before an operator at the beginning of a cell

[ Ok J[ Cancelar ]

Nessa janela, pode-se configurar o idioma e diversos outros itens. Um item
que é conveniente de se configurar clicando-se com o mouse em um quadradinho
€ 0 "Enter calcula células”

Pode-se também configurar o estilo de apresentacao do programa: cores,

tamanhos e tipos de letras etc. Para isso, basta usar a opcao Estilo da janela
de configuracao.

Configuragdo do wxMaxima & 3 i

X = 1

Fonte padrio: Escolha uma fonte
Opcaes pa ] Car . ﬁ

Fonte Atica: [ Escolha uma fonte ] i
P

& Usar fontes do jsMath

Maxima
Estilos

o aE 00
|j? Varidveis F
Nimeros
Estilo MNomes de funcdes Escolha uma fonte
Constantes espediais
Constantes gregas
Cadeias de caracteres

m

Entrada da Maxima Negrito Itlico Sublinhado
Rétulos de entrada Dlneg H L

Questies do Maxima | )
Rétulos de saida
E:iﬁq;:gf;rt) Definir Cores Personalizadas >

71 TTHEEER

Matiz: 160 Vemelho: 0
Sat: 0 Verde: 0
Cor [38ida |,m; p Aal:

g:::?;‘:fg;i?f“ Texto de exemplo [ Adicionar s Cores Personalizadas

Célula de titulo Ak

Carregar Salvar
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1.4 Funcoes matematicas basicas

sqrt(x) Raiz quadrada de x abs(x) Valor absoluto de x
exp(x) Exponencial e~ n! Fatorial de n

log(x) Logaritmo natural de x factorial(n) Fatorial de n

sin(x) Seno de x cos(x) Cosseno de x
tan(x) Tangente de x cot(x) Cotangente de x
sec(x) Secante de x csc(x) Cossecante de x
asin(x) Arco-seno de x acos(x) Arco-cosseno de x
atan(x) Arco-tangente de x sinh(x) Seno-hiperbdlico de x
cosh(x) Cosseno-hiperbdlico de x floor(x) Maior inteiro < x
round(x) Arredondamento de x ceiling(x) ~ Menor inteiro > x
lcm(m, n)  Minimo mdltiplo comum min(x, y)  Minimo de {x, y}
gcd(m, n)  Maximo divisor comum max(x, y)  Maximo de {x, y}

divide(m, n) Quociente e resto de m: n mod(m, n) resto da divisdo m: n

1.5 Constantes matematicas basicas

As constantes matematicas m = 3,14159..., e=2,71828..., 1 =+/—1 e
O = %ﬁ sao representadas no Maxima por %pi, %e, %i e %phi, respectiva-

mente.

Exemplo 1.2 A sequir, alguns exemplos de utilizacao de algumas funcoes e
constantes bdsicas. Calculamos 30!, cos(3) +sen(3), V11 +v25 e e™ + %,

(%i6) 30!
265252859812191058636308480000000
(%i7)  cos(%pi/3) + sin(%pi/3);
V3 + 1
5> T3
(%18) sqrt(11 + sqrt(25));
4

(%1i9)  exp(%pi * %i) + %i"10;
—2
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1.6 Variaveis e atribuicoes

Uma varidvel pode ter seu nome formado por uma dnica letra como X, y, z,
...0ou ter um nome longo onde aparecam varias letras, algarismos e caracter de
sublinhado como em exprl, expr2, result 1, result 2, .... E feita distincio
entre letras mailsculas e minusculas.

Podemos atribuir valor a qualquer variavel digitando-se o seu nome seguido
de dois pontos e do valor da varidvel comoem x:2, y:4, z:—1 ...

Se for feita mais de uma atribuicao a mesma varidvel, entdo a que importa é
a ultima realizada.

Para se cancelar qualquer definicao previamente realizada, deve-se usar um
comando kill(varidvel) como em kill(x), kill(y) ...ou usar um kill(all) para elimi-
nar todas as definicoes anteriores.

Nao confunda uma atribuicao como x : 2 com uma equacao da forma x =2
porque sao operacoes completamente diferentes.

Exemplo 1.3 Neste exemplo, sao definidas as varidveis x, y, z, juntamente com
seus valores 5, 3, —10, respectivamente. As trés atribuicoes podem ser feitas
em uma unica linha, desde que separadas por ponto e virgula (ou cifrao). De-
pois disso, sdo calculados cos  + sen 7 + |z3| cujo resultado é atribuido a uma
nova varidvel chamada a, e x + y 4+ z cujo resultado é atribuido a varidvel w. A
varidvel y é eliminada e w € recalculada. No final, é calculado o valor de |aw/|.

(%110) x: 5;vy: 3; z: -10;

(%010) 5

(%o11) 3

(%012) =10

(%i13) a: cos(%pi/x) + sin(%pi/y) + abs(z"3);
(%013)  cos(g) + @ + 1000

(%i14) w: x+vy + z
(Yo1d) =2

(%i15)  kill(y);
(%015) done

(%i16) w: X+ vy + z
(%016) y—5

(%i17) abs(a*w);
(%o17) 10|y — 5
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O ultimo resultado calculado pode ser referenciado por um simbolo de por-
centagem (%). Qualquer resultado anterior pode ser referenciado através do
seu respectivo niimero na forma %il, %i2, %i3, ...ou %01, %02, %03, ...

Exemplo 1.4 A sequir, efetuamos os calculos dos valores do seno, cosseno e
tangente de 1,0 radiano. Depois, é calculado o valor de sen(1.0)/cos(1.0),
sen?(1.0) + cos?(1.0) e ¢ criada uma varidvel k cujo valor §é
4(sen?(1.0) + cos?(1.0)).

(%i18) sin(1.0);
(%018) 0.8414709848079

(%119)  cos(1.0);
(%019) 0.54030230586814

(%120) tan(1.0);
(%020) 1.557407724654902

(%i21)  %018/%0109;
(%021) 1.557407724654902

(%i22) %0187 2 + %0197 2;
(%022) 1.0

(%1i23) k: 4 * % ;
(%023) 4.0

1.7 Criando apelidos

E possivel definir um nome alternativo (apelido) para qualquer varidvel, funcio
ou comando do Maxima. Para isso, basta digitar um comando
alias(novo nome, velho nome). Podem ser definidos vérios apelidos com um
tnico comando conforme mostrado no exemplo alias(sen, sin, tg, tan).
Um comando aliases pode ser usado para mostrar a lista de todos os apelidos
previamente definidos.

Exemplo 1.5 Definimos um apelido para sqrt chamado raiz e calculamos o va-
lor de /21 ++/16. Depois, definimos arctg e arcsen como sendo apelidos de
atan e asin, respectivamente, e calculamos o valor de arctg(1l) + arcsen(@).
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Definimos também mdc como sendo um apelido de gcd, mmc como apelido de
lcm e calculamos mdc(25, 10) x mmc(25, 10). No final, listamos a relacao de
todos os apelidos previamente definidos.

(%i24) alias(raiz, sqrt);
(ho24) [raiz]

(%i25) raiz(21 + raiz(16));
(%025) 5

(%i26) alias(arctg, atan, arcsen, asin);
(026) [arctg, arcsen]

(%i27) arctg(1l) + arcsen(raiz(3)/2);

0 7
(%027) 45

(%i28) alias(mdc, gcd, mmc, lcm);
(h028)  [mdc, mmc]

(%129) mdc(25, 10)*mmc(25, 10);
(%029) 250

(%130)  aliases;
(%,030)  [raiz,arctg, arcsen, mdc, mmc]

Os apelidos permanecem ativos apenas durante a sessao atual do programa.
Ao reiniciar, os apelidos precisam ser redefinidos.

1.8 Variaveis globais

O Maxima define suas acoes baseado nos valores de certas varidveis que sao
consideradas padroes para o programa. Por exemplo, tem uma varidvel chamada
showtime cujo valor padrao é false. Se o valor de showtime for trocado para
true, entao o programa passa a mostrar o tempo gasto para executar cada
comando.

Exemplo 1.6 Neste exemplo, mostramos o tempo gasto na execucao do co-
mando factor(27(2°7) + 1) que fatora o ndmero inteiro 22" +1. O programa
mostra que demorou 34,43 segundos. Depois, desativamos essa exibicao do
tempo gasto.
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(%i31) showtime: true
(%031)  true

(%132) factor(27(2°7) + 1);
Evaluation took 34.4300 seconds (34.4300 elapsed)
(%032) 59649589127497217 5704689200685129054721

(%134) showtime: false
(%034) false

Outra varidvel global interessante € a logexpand. Como padrao, o Maxima
nao expande logaritmo de produtos, expande apenas poténcias. No entanto,
se for atribuido o valor all a essa varidvel, entao o programa passa a usar as
propriedades do logaritmo do produto, mas nao usa o logaritmo do quociente.
Se for atribuido o valor super a varidvel logexpand, entdao o programa passa
a usar todas as propriedades conhecidas, incluindo o logaritmo do quociente.

Exemplo 1.7 Usamos o Maxima para desenvolver log(abc), log x¥, log %, Iog%
e |og(§7rR3). Note que a resposta do programa depende do valor que tiver sido
atribuido a variavel logexpand.

(%135) logexpand;
(%035)  true
(%136) log(a*b*c);
(,036) log(abc)

(%i37)  log(x"y);
(%037) log(x) y

(%138) logexpand: all;

(%038) all

(%139) log(a*b*c);

(%039) log(c) + log(b) + log(a)
(%140) log(4/3);

(%041)  log(%)

(%142) logexpand: super;
(%042) super

(%143) log(4/3);
(043)  log(4) — log(3)
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(hidd) log(1/x);
(%044)  —log(x)

(%i45) log(4/3 * %pi * R"3);
(%045) 3 log(R) + log(m) + log(4) — log(3)

1.9 Valor numérico de uma expressao

Usamos o comando float(x) para obtermos a representacdo decimal de x.
Se aparecer algum nimero com ponto decimal na definicao de x, entdo a repre-
sentacao decimal é mostrada automaticamente. Sao utilizados 16 algarismos
significativos como padrao.

Exemplo 1.8 Definimos x, y, z, w como sendo £, &2, /5 e /5,0, respectiva-
mente, e calculamos seus valores numéricos.

(hid6) x: 1/3;
(%046) %
(hid7) y: 1.0/3;

(7047) 0.33333333333333

(%148)  z: sqrt(5);
(%o48) /5

(%149) w: sqrt(5.0);
(%049) 2.23606797749979

(%150)  float(x);
(7050) 0.33333333333333

(%151) float(z);
(%051) 2.23606797749979

Assim como ocorre com varios outros comandos do Maxima, o float pode
ser utilizado depois do valor a ser mostrado. Por exemplo, float(z); é conside-
rado equivalente a z, float;

Exemplo 1.9 Definimos x1, x2 e x3 como sendo (‘%)ln11 : (%)M- (%)W , 22

e cos(In(m +20)), respectivamente, calculamos seus valores numéricos e obser-
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vamos que x1 é inteiro, x2 é uma aproximacao do valor de 7 e que x3 é quase
Inteiro.

(%hi52)  x1: (4/7)"log(11) *(7/11)"log(4) * (11/4)"log(7) ;
(%052) 11Iog(7)—|og(4) 7Iog(4)—|og(11) 4Iog(11)—|og(7)

(%i53) x2: 355/113;

0 355
(%053) 13

(%i54) x3: cos(log(%pi + 20));
(%054)  cos(log(m + 20))

(%155)  float(x1);
(%055) 1.0

(%i56) float(x2);
(%,056)  3.141592920353983

(%i57) x3, float;
(%057) —0.99999999924368

1.10 Ajustando a precisao numérica

A quantidade de algarismos significativos usados nas representacoes deci-
mais € controlado pela variavel global chamada fpprec cujo valor padrao € 16.
Para efetuar calculos com grande quantidade de casas decimais, é sé atribuir
a fpprec um valor desejado e ajustar a saida dos dados para ascii através
do menu “Maxima / Alterar exibicao 2d” ou digitando um comando do tipo
set_display(’ascii) . Nesses casos, € preciso usar um comando bfloat(. . .)
no lugar do float(...).

No final de cada valor mostrado aparece um “b0" ou “b-1" que representam
produtos por poténcias de dez x10% e x1071.

Exemplo 1.10 Neste exemplo, mostramos os valores numéricos de % V2, e
e com 200 algarismos significativos.

(%158) fpprec;
(%058) 16

(%159) fpprec: 200
(%059) 200
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(%160) set_display(ascii);
(%060) ascii

(%i61)  bfloat(1/7);

(io61) 1.428571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428\
571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428\
5714285714285714285714285714285714285714285714285714b — 1

(%i62)  bfloat(sqrt(2));

(%062) 1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990732\
478462107038850387534327641572735013846230912297024924836055850737212644121497\
0999358314132226659275055927557999505011527820605715b0

(%163)  bfloat(%pi);

(%063)  3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816\
406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408\
12848111745028410270193852110555964462294839549303825H0

(%i64) bfloat(%e);

(Jio64) 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724076\
630353547594571382178525166427427466391932003059921817413596629043572900334295\
26059563073813232862794349076323382988075319525101950

(%i65) fpprec: 16;
(%o065) 16

(%i66) set_display(xml);
(%066)  xml

Uma barra invertida (\) colocada no final da linha em que é mostrado um valor
numerico significa que a apresentacao continua na linha seguinte.

1.11 Células

S3o possiveis varios tipos de células: entrada, texto, titulo, secao, subsecao.

Os comandos devem ser executados em células de entrada, as células de
texto sao Uteis para comentarios e enunciados e as células de titulo e secao sao
Uteis para estruturacao do texto.

Para mudar o tipo de célula deve-se usar a opgao “Célula / Inserir célula
texto” ou “Célula / Nova célula de entrada” do menu principal.
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W wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo® ] ‘i‘ﬂlﬂz—hl

Arquivo Editar Célula Maxima Equages Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda
[l Floo2ve | o0 I = - | \
D@dex {00 &6 >0 @
[m]

Esta é€ uma célula de titulo

linhas como neste exemplo em gue s3c ocupadas guatro linhas
de texto. E util para se colocar comentdrio, explicagio
ou enunciadec de algum problema.

[ Esta é uma célula de texto. Pode se espalhar por varias
1 Esta é uma célula que inicia segdo

1.1 Esta & uma célula de subsegéio

Esta & uma célula de texto de novo.
Ainda na mesma célula de texto.

[—

O

1.2 Esta & outra célula de subsecéo

(%i2) "de wvolta & célula de entrada."§

rN =

-—>

Pronto para entrada do usuario

1.12 Obtendo ajuda do programa

O Maxima possui uma ajuda muito interessante para o usuario. Basta digitar
dois interrogacoes, seqguido de uma parte do nome do comando, para obter uma
listagem de todos comandos que sao resultados daquela pesquisa. Dai, € sé
fornecer o nimero da opcao selecionada, responder all se quiser informacoes
sobre todos os itens ou none para nao prosseguir com as informacoes.

Exemplo 1.11 Aqui, pedimos ajuda ao Maxima a respeito do gcd. A resposta
dele € uma lista de comandos que tém gcd como parte do nome e fica esperando
que o usudrio faca sua opc¢ao.

(%167) ?7gcd

ezgcd (Fungles e Varidveis Definidas para Polindmios)

gcd (Funcgdes e Varidveis Definidas para Polindmios)

gcdex (Fungbes e Varidveis Definidas para Polinémios)
gcdivide (Fungdes e Variaveis Definidas para simplification)
poly_gcd (Fungdes e Variaveis Definidas para grobner)

S W N - O

Enter space-separated numbers, ‘all’ or ‘none’:
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1.13 Os pacotes do Maxima

Novos comandos adicionais que vao sendo criados ao longo do tempo sao
agrupados em pacotes de acordo com seus objetivos e funcdes. Alguns desses
pacotes sao: diag, distrib, draw, dynamics, finance, fractals, functs, graphs,
grobner, impdiff, lapack, linearalgebra, Isquares, mnewton, orthopoly, plotdf,
stats, unit, entre outros.

Uma vez que se decida usar algum comando de determinado pacote, basta
fazer uma chamada uma Unica vez ao pacote com um comando load(...) e,
depois, usar o comando normalmente.

Exemplo 1.12 Ao consultar a ajuda do programa sobre o pacote functs com um
comando ??functs, observamos que ele possui os seguintes comandos (além
de outros):

e arithmetic(a, r, n) enésimo termo da progressao aritmética de razdo r e
primeiro termo a

e geometric(a, g, n) enésimo termo da progressao geométrica de razao q e
primeiro termo a

e arithsum(a, r, n) soma dos n primeiros termos da progressao aritmética
de razao r e primeiro termo a

e geomsum(a, ¢, n) soma dos n primeiros termos da progressao geomética
de razao g e primeiro termo a

e combination(n, p) niimero de combina¢bes de n elementos p a p
e permutation(n, p) arranjos (permutacdes) de n elementos p a p

Exemplificamos aqui o cdlculo de Cig5, A1ps € @ soma dos 10 primeiros termos
de uma PG de razao % e primeiro termo igual a 5.

(%i68) load(functs)$
(%169) combination(10, 5);

252

(%i70) permutation(10, 5);
30240

(%i71) geomsum(5, 1/2, 10);
5115

512
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Exemplo 1.13 O Maxima tem um pacote chamado worldmap que é um mapa
mundi onde todos os paises estao definidos na forma de poligonos do plano carte-
siano. Neste exemplo, chamamos esse pacote com um comando load e, depois,
desenhamos um mapa do Brasil com os comandos draw2d e
make_poly_country(Brazil).

(%i72)  load(worldmap)$
(%i73)  draw2d(make_poly_country(Brazil));

,@ gnuplot graph Elﬂlﬂ\
By & [ gfoptions=  B1 £2 %3 B4 £5 %6 $7 L8 %o $10

-70 -65 -60 -55 -50 -43 -40 -35

-76.8168, 5.89127

1.14 Gravando e recuperando uma sessao

Toda sessao de uso do Maxima pode ser gravada para ser recuperada poste-
riormente através da opcao “Arquivo / Salvar” ou “Arquivo / Salvar como...”
do menu principal.

Uma sessao que foi previamente salva pode ser carregada no programa através
da op¢do “Arquivo / Abrir...” ou “Arquivo / Abrir recente”. Nesses casos, a
extensao do arquivo considerada padrao é a .wxm.

E possivel também geral um arquivo .tex para ser usado pelo Latex com os co-
mandos da sessao atual. Para isso, € s6 usar a opc¢ao
“Arquivo / Exportar... / Arquivo pdfLaTeX" do menu principal.



Capitulo 2

Fatoracao, simplificacao e expansao

Neste capitulo, fazemos uma introducao a alguns dos mais importantes recur-
sos do programa: fatoracao e simplificacao de expressoes algébricas. O Maxima
€ muito util nao sé na manipulacao de polinémios e quocientes de polindmios,
mas também com outros tipos de funcoes como logaritmicas e trigonométricas.

2.1 Fatoracao

O Maxima é bastante eficiente na fatoracao dos mais diversos tipos de ex-
pressao. Tanto na fatoracao de nimeros inteiros, quanto na de nimeros com-
plexos ou na de polindbmios de uma ou varias varidveis, o programa tem um
excelente desempenho na execucao dessa dificil atividade.

O principal comando de fatoracao do Maxima é o factor(...). Pode ser
usado para fatorar os mais diversos tipos de “objetos” algébricos tais como
nimeros inteiros, polindmios e fracdes que envolvam polindmios (fungdes raci-
onais). Os resultados apresentados sdo sempre em termos de nlimeros primos
ou polindmios irredutivels.

Exemplo 2.1 Fatorar os seguintes nimeros 2015, 2016, 2017 e %

(%i1) factor(2015);
513 31

(%i2) factor(2016);
2° 327

(%13) factor(2017);
2017

(%i4) factor(55/36);
511
22 32

20
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Os resultados apresentados mostram que 2015 = 5 x 13 x 31, 2016 =

2° x 32 x 7, 2017 € primo e que 2 = 4.

Exemplo 2.2 Escrever cada um dos inteiros 40! e 22° 4+ 1 como produtos de
pPrimos.

(%15) factor(40!);
(%05) 23831859 75113133172 192 23 29 31 37

(%i6) factor(2°276 + 1);
(06) 274177 67280421310721

Os resultados acima mostram que 22° 11 = 274177 x 67280421310721 e
que 40! = 238.318.59.75.113.13%3.172.19%2.23.29.31-37.

Exemplo 2.3 Fatorar os polindmios f = x* — 81, g = 3x° — 11x® — 159x° +
583x* +588x — 2156 e h = x?! + 1.

(%17) f: x"4-81; g: 3*x"9 - 11*x"8 - 159*x"5 + 583*x"4 + 588*x - 2156;
h=x"21 + 1;
(%07) x*—181

(%08)  3x% — 11x® — 159x° 4 583x* + 588x — 2156
(%09) x?1+1

(%i10) factor(f);
(%010)  (x = 3)(x+3)(x*+9)

(%i11) factor(g);
(%011)  (Bx —=11)(x> =7)(x* =2)(x>2 +2)(x* 4+ 7)

(%112) factor(h);
(%012) (x+1)(x2=x+1)(xX° = x>+ x* = x3+ x> = x+ 1)(x2 + x11 — x° —
X4 X0 —x*—x3 4+ x+1)

Obtivemos assim as seguintes fatoracoes:

o x* —81=(x—-3)(x+3)(x>+9),
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o 3x% — 11x% — 159x° + 583x* +588x — 2156 = (3x —11)(x>—7) (x> —2)
(x2+2)(x*>+7),

o X+ 1=(x+1Dx°—x+1)x*—x>+x* —x3+x2 —x+ 1)(x*? + x!1 —
x? = x84+ x0 —xt =3+ x+1).

2.1.1 Polindbmios com varias variaveis e funcoes racionais

Os polindmios que o factor(...) decompdoe em fatores podem ter vdrias
variaveis. Além disso, se a expressao algébrica for um quociente de polindmios,
entao o numerador e o denominador sao fatorados separadamente.

Exemplo 2.4 Fatorar as seguintes expressoes algébricas:
o —6yz? —3xz°+2y%z — 23xyz — 12x%z + 8xy? + 4x°y
x> —5x+6
[
X2 4+T7x+12
x* — 44x% — 245
x*—6x2—7
x4 —2x%y? 4+ y*
16x4 — 81y*4
(%113) -6%y*z"2 - 3*x*z72 + ¥y 2%z - 23*xHy*z - 12%x 2%z + BFxFy"2 4
4*x"2*y:
(%h013)  —6yz? — 3xz° + 2y?z — 23xyz — 12x%°z + 8xy? + 4x°y
(%i14) factor(%);
(ho14d) =2y +x)(z+4x)(3z —y)

(%i15) (XAQ - B¥x 4 6)/()(’\2 + T*x + 12),

(Lo15) x2 —5x+6
© X2+ TIx + 12

(%i16) factor(%);

. (x—=3)(x—2)
ol7

(%o17) (x +3)(x + 4)

(%i18)  (x"4 - 44*x"2 - 245) /(x"4 - 6*x"2 - 7);
x* — 44x2 — 245
Xt —6x2—7
(%i19) factor(%);
(x = 7)(x+ 7)(x>+5)
(x2—=7)(x2+1)

(%018)

(%020)
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(hi21)  (X74 - 2*x"2%y"2 + y"4)/(16*x"4 - 81*y"4);
4522 4 4
(oo1) XY *Y
16x* — 81y*4
(%i22) factor(%);
B (y —x)*(y + x)?
(3y — 2x)(3y + 2x)(9y? + 4x?)

(%022)

Obtivemos dessa forma as seguintes fatoragoes:

o —6yz? —3xz°+2y%z — 23xyz — 12x%z + 8xy? + 4x%y =
— 2y +x)(z+4x)(3z—y)

x?=5x+6 (x—3)(x—2)
X2+ T7x+12  (x+3)(x+4)

x* —44x* =245  (x —=T)(x+T7)(x*+5)

x4 —6x2—7 (x2—=7)(x2+1)
xt =22y +yt (y =)y +x)°
16x4 —81y*  (3y —2x)(3y + 2x)(9y2 + 4x2)

2.1.2 Fatoracao nos nimeros complexos

O Maxima também fatora polindmios nos nimeros complexos. Para isso,
deve-se usar um comando gfactor(...).

Exemplo 2.5 Fatorar x* + 8x® 4 41x? + 128x + 400 de duas maneiras: nos
Inteiros e nos complexos.

(%123) p: x"4 4+ 8*x"3 + 41*x"2 4+ 128*x + 400;
(%023)  x*+8x3 + 41x° + 128x + 400

(%hi24) factor(p);
(%024) (x4 16)(x? + 8x + 25)

(%125) gfactor(p);
(%025)  (x —4%1)(x —3%i + 4)(x + 3% + 4)(x + 4%!)

O resultado obtido é: x*+8x3+41x%+128x+400 = (x> +16)(x*>+8x+25) =
(X — 4i)(x — 37 + 8)(x + 37 + 4)(x + 41)

Exemplo 2.6 Fatorar x'° + 1 de duas maneiras: nos inteiros e nos complexos.
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Assim como ocorre com muitos comandos, o factor e o gfactor podem
ser digitados no final da linha, depois da expressao a ser fatorada, seguida de
uma virgula.

(%126) x"10 + 1, factor;
(%026)  (x*>+1)(x® = x® +x* — x>+ 1)

(%i27) x"1041, gfactor;
(%027)  (x—=%1)(x+ %) (x* —%ix3—x?>+%ix+1)(x* +%ix® —x*>—%ixx+1)

As fatoracdes obtidas foram: x1©+ 1 = (x> + 1)(x® — x® + x* — x> + 1) =
(x=DN(x+Dx*—ix> = x>+ ix+1)(x*+ix3— x> —ix+1).

Exemplo 2.7 Fatorar x*+(6+/)x3+(12+31/)x%4 (724 135/)x+ (1934 109/).

(%i28) poli: x 4 4+ (64+%i)*x"3 + (12 + 31*%i)*x"2 + (72 + 135%%i)*x
+ (1934-109*%i)
(%028)  x* 4+ (%i +6)x3 + (31%i + 12)x% + (135%i + 72)x + 109%i/ + 193

(%i29) gfactor(poli);
(%029)  (x — 2% + 1)(x — %i + 4)?(x + 5%/ — 3)

O resultado obtido foi: x*4-(64+1)x34-(12+31/)x>+(72+135/)x+(193+109/) =
(x —2i +1)(x — i +4)*(x + 5/ — 3).

2.1.3 Fatoracao em Q[w]|

Normalmente, o factor(...) escreve um polindmio de coeficientes inteiros
como produto de polindmios irredutiveis com coeficientes inteiros, sempre que
Isso for possivel.

Podemos ampliar o conjunto que contém os coefientes dos polindbmios fa-
torados, permitindo que os coeficientes sejam combinacoes poténcias de um
nimero w. Para isso, é s6 usar um comando factor(polindmio, p(w) = 0)
ou factor(polindmio, p(w)) onde p é um polindmio do qual w € uma raiz.

Exemplo 2.8 Escrever x°+9 como produto de polinémios com coeficientes que
sejam combinacdes de w satisfazendo a equacdo w? 4+ 1 = 0.

(%130) factor(x"2 4+ 9, w'2 + 1 = 0);
(%030)  (x —3w)(x + 3w)
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Dessa forma, obtivemos que x> + 9 = (x — 3w)(x + 3w) onde w é raiz de
w2 +1=0, ou seja, x>+ 9 = (x — 3/)(x + 3/).

Exemplo 2.9 Escrever x°> — 6x — 19 como produto de polindmios com coefici-
entes que sejam combinacdes de s satisfazendo a equacdo s> — 7 = 0.

(%131) factor(x"2 - 6*x-19,s"2-7 = 0);
(%031)  (x =25 —=3)(x+ 25 —3)

Dessa forma, obtivemos que x*> — 6x — 19 = (x — 25 — 3)(x + 2s — 3) onde
séraizde s —7 =0, ouseja, x> —6x — 19 = (x — 2v/7 — 3)(x + 2v/7 — 3).

Exemplo 2.10 Sendo b uma raiz da equacdo x*+1 = 0, escrever x'? 41 como
produto de polinémios com coeficientes em Q[b], ou seja, com coeficientes que
sejam combinacoes de b ou poténcias de b. No final, conferir a resposta apre-
sentada efetuando os produtos levando em conta a restricio b* + 1 = 0.

(%132) factor(l + x"12, b™4 + 1);
(%032)  (x—b)(x+b)(x — b3)(x + b3)(x? — bx + b?)(x?> + bx + b?)(x* — b3x —
B)(x + bx — b?)

(%133)  expr: %:;
(%033)  (x—=b)(x+ b)(x — b*)(x + b3)(x® — bx + b?)(x* + bx + b?) (x> — b3x —
b?)(x? + b3x — b?)

(%134) expand(expr);
(%035) x¥2—=2pox10 —2p?x10 4 p12xB 4 2p8x8 + p*x® — p1OxO — pOXO 4 2p12x* +
DbBxh — plBx2 _ Dpléy2 _ pl0y2 4 pl6

(%136) scsimp(expr, b™4 + 1 = 0);
(%036) x12+4+1

O expand (expressdo) expande a expressao efetuando todas as multiplicagoes
e poténcias indicadas.

O scsimp(expressdo, restrigdo) simplifica uma expressao levando em
conta alguma restricao em suas variavels.

Assim, os resultados obtidos foram:
x124+1 = (x—b)(x+b)(x—b>)(x+ b3) (x> — bx+ b?)(x?> + bx + b?) (x> — b>x —
b?)(x? + b3x — b?) = x1? — 2pOx10 — 2p?x10 4 p12x8 + 2p8x8 + b*x8 — p1OxO —
POx® + 2p12x* + 2h8x* — p18x? — 2pl4x? — plO0x? 4 pl6 = x12 1 1.
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2.1.4 Fatoracao em um corpo finito

O Maxima realiza qualquer operagao em um corpo finito Z,. Para isso, basta
atribuir um valor inteiro p a varidvel global modulus. Se modulus for false,
entao é utilizada a aritmética usual em Z.

Exemplo 2.11 Neste exemplo, fatoramos o polindmio p = x°® + 3x* + x3 + 2
em Z[x], Zs[x] e em Zq1[X].

(%i37) p: X6 4+ 3x"4 + x"3 + 2;
(%037) x°+3x*+x3+2

(%138) factor(p);
(%038) X0 +3x*+x3+4+2

(%139) modulus: 5;
(%039) 5

(%140) factor(p);
(%040)  (x+ 133 +2x2 —x+2)

(%i41) modulus: 11;
(%o41) 11

(hi42) factor(p);
(%042)  (x —3)(x*> = 3x +3)(x® = 5x? +5x + 1)

(%i43) modulus: false
(%043) false

Obtemos dessa forma que p nao pode ser fatorado em Z[x] (ou seja, é irre-
dutivel) e que p = (x + 1)3(x> + 2x2 — x + 2) em Zs[x]. e
p=(x—3)(x*—3x+3)(x3—5x>+5x + 1) em Zy[x].

2.2 Simplificacao

O Maxima possui varios comandos para simplificacao, entre os quais, pode-
mos destacar os seguintes:

ratsimp(...) para expressoes algébricas que envolvam fracoes;
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radcan(...) para expressbes com radicais, poténcias, exponenciais ou lo-
garitmos;

scsimp(...) para expressdes com restricoes;

trigsimp(...) para expressdoes que envolvam fungdes trigonométricas ou
hiperbdlicas;
Exemplo 2.12 Simplificar as seguintes expressoes:
23 . b3 . c3
[
(a—b)(a—c)) (b—a)lb—c) (c—a)(c—b)

(3x2 +4x +1)? — (3x> + 10x + 1)?
[ J
(3x2 +11x+1)2 — (3x2+3x 4+ 1)?

32+ x—4
[ J
3x3 — 8x2 — 247x — 308

Se tiver alguma operacao de adicao, subtracao ou multiplicagdo no nume-
rador ou denominador de uma fracao ou no expoente de uma poténcia, entao
deve-se ter o cuidado de usar parénteses na hora da entrada do comando. Deve-
se ter cuidado de nao esquecer de escrever um asterisco sempre que tiver al-
guma operacao de multiplicacao envolvida. Por exemplo, uma fracao como

a+2b . _ ) ) )
52— 4b+ 1 deve ser introduzida na forma (a 4+ 2*b)/(5%a - 4*b + 1).
(%i44) exprl: a”3/((a-b)*(a-c)) + b"3/((b-a)*(b-c)) + c"3/((c-a)*(c-b));
c3 B3 23
(%o44)

(c—a)c—b)  (b-a)b—c)  (@a-b)a—o)

; (%145) ratsimp(exprl);

(%045) c+b+a

(%i46) expr2: ((3*x™2 4+ 4*x + 1)72 - (3*x"2 4+ 10*x + 1)72)/((3*x"2 +
11%x 4+ 1)72 - (3*x"2 4+ 3*x + 1)72);

(3x2 +4x +1)? — (3x*> + 10x + 1)?

(3x2 +11x+1)2 — (3x2+3x + 1)?

(%i47) ratsimp(expr2);
3

(%046)

%od7) —

(%047) 2

(%148) expr3: (3*x"2 + x - 4)/(3*x"3 - 8*x"2 - 247*x - 308)
32+ x—4

(%048) X

3x3 — 8x2 — 247x — 308
(%i49) ratsimp(expr3);
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x—1

%049
(%o49) X2 —4x — 77

Dessa forma, vemos que as expressoes exprl, expr2 e expr3 simplificadas sao
. . x—1 .
iguaisac+b+a, — e , respectivamente.
I Thta g e ey P

Expressoes trigonométricas simples que envolvem apenas reducao ao primeiro
quadrante como cos(x + ), sen(x + 377’) sao automaticamente simplificadas,
assim que forem digitadas. Se a simplificacao for um pouco mais complicada,
envolvendo férmulas basicas como cos? x +sen?x = 1 ou cosh? x —senh?® x = 1,
entao deve-se usar um trigsimp(...).

Deve-se ter o cuidado de se digitar poténcias como cos? x na forma cos(x)?
e, se for o caso, nao esquecer de colocar um simbolo de porcentagem antes de
pi. Para o Maxima, o pi sem o simbolo de porcentagem € apenas um simbolo
genérico, sem valor numérico.

Exemplo 2.13 Simplificar as seguintes expressoes trigonométrica e hiperbdlica
cos’ x + cos”(x + %)

cos x + cos(x + %)

(%i50)  cos(x + %pi/2);
(%050)  —sin(x)

e 1 + (cosh x + senh x)? — (senh x)(cosh x).

(%i51) cos(x + pi/2);
(%051)  cos(x + T)

(%152) exprb: (cos(x)"5 + cos(x + %pi/2)"5)/(cos(x) + cos(x + %pi/2));
cos(x)® — sin(x)®
cos(x) — sin(x)

(%153)  trigsimp(exprb);
(%053)  cos(x)sin(x) + cos(x)* — cos(x)? + 1

(%052)

(%154) expr6: 14 (cosh(x) + sinh(x))"2 - sinh(x)*cosh(x);
(%054) 14 (cosh(x) + sinh(x))? — sinh(x) cosh(x)

(%i55)  trigsimp(expr6);

(%055)  cosh(x) sinh(x) + 2 cosh(x)?

Obtivemos nessas simplificacdes os seguintes resultados:

cos® x—sen® x

R 4 . 2
cosx—senx  COSX senx + cos" x —cos“ x + 1

e 1+ (coshx + senhx)2 — senhxcoshx = coshx senhx + 2 cosh? x
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X+ 2y/x+1
Vx+1

Apesar da expressao ser bem simples, devido a presenca dos radicais, o
ratsimp(...) nao funciona neste caso. Deve-se usar o radcan(...).

Exemplo 2.14 Simplificar

(%156) expr7: (x + 2*sqrt(x)+1)/(sqrt(x)+ 1);
) X+2yx+1

(%056) NS

(%i57) radcan(expr7);

(%057) /x+1

X+ 2y/x+1
Vx+1

=/x+ 1.

Obtivemos que

IIn(x + x2 4+ x3) — In(x))
YIn(1 + x + x2) '

Devido a presenca dos radicais e dos logaritmos na expressao, devemos sim-
plificd-la com o radcan(...). O ratsimp(...) nao funciona neste caso.

Exemplo 2.15 Simplificar

(%158) exprl0: (log(x + x"2 +x"3) -log(x))"(1/3)/log(1 + x + x"2)"(1/8);

(log(x 4+ x? 4+ x3) — log(x))*/?
log(1 + x + x?)1/8

(%i59)  radcan(exprl0);
(%059) |og(x2 4+ x + 1)5/24

(%058)

Exemplo 2.16 Simplificar a expressao

—X X %
XX 4 xT\
A - —X X
XX + xX
O uso de parénteses em poténcias como al®?) é opcional. O programa con-

sidera que a? é equivalente a al’?). Devido as vérias poténcias envolvidas, a
simplificacao deve ser realizada com um radcan(. . .).

(%160)  A: (( X™x"-x + x"-x"X)/(X"-Xx"-x + x"x"x)) " (x"x/(1-x"(2*x)));

1 1 1—x2X
pred + Xx¥

xx* 4 L

1
X xX

(%060)
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(%i61) radcan(A);
(%061) x

1
Note que a base da poténcia anterior é da forma b com a = x*~

I e

a
1—x2X

b = x*" e essa base pode ser simplificada para [33 que equivale a X< X = x> .

X

1—x

. ~ ) . . 2x 1_XX2X
Assim, a expressao anterior A é equivalente a (X xX ) = X.

Exemplo 2.17 Simplificar ab’c?d? + a3c?d? + b?cd + a’cd — 22ab® — 2b° —
22a% — 2a? supondo vélidas as seguintes relacdes entre as varidveis: a’+ b’ =1
e cd=>5.

Aqui, temos uma expressao a ser simplificada juntamente com duas res-
tricoes. Esse tipo de simplificacao pode ser realizada com a utilizacao de um
comando scsimp(expressdo, restrigdol, restrigio2, ...).

(%162) exprll: a*b " 2*c"2*d"24a"3*c"2*d"2+b " 2*c*d+a"2*c*d-22*a*b " 2-
2*p"2-22*%3"3-2%3"2
(%062) ab’c?d? + a*c?d? + b?cd + a’cd — 22ab? — 2b° — 22a% — 223°

(%163) rl: a"2 +b"2=1;
(%063) a*+b*>=1

(%i64) r2: c*d = 5;
(%064) cd=5

(%i65) scsimp(exprll, rl, r2);
(%065) 3a+3

Portanto, ab?c?d? + a3c?d? + b?cd + a’cd — 22ab? — 2b? — 22a% — 2a3% com as
restricdes a°+ b>=1 e cd =5 é equivalente a 3a + 3.

2.2.1 A variavel simp

Assim como muitas outras acoes do Maxima, a simplificacao é controlada por
determinadas varidveis globais como a variavel simp cujo valor pode ser true
ou false. Se for false, entdao o Maxima nao faz nenhum tipo de simplificacao
automatica. Se simp for igual a true (o padrao), entdo algumas simplificacGes
sao realizadas automaticamente.
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Exemplo 2.18 Calculamos /9 e % de duas maneiras: com simp igual a false
e, depois, Igual a true.

(%166) simp: false;
(%066) false
(%i67) sqrt(9);
(%067) V9

(%i68) 20/16:
(%068) %
(%169) simp: true;
(%069) true

(%i70) sqrt(9);

(%070) 3
(%i71) 20/16;
(ho71) 2

2.2.2 A variavel radexpand

A variavel global radexpand controla algumas simplificagdes de expressoes
com radicais. Pode assumir os valores true, false ou all. Seu valor padrao
(default) é true.

e Se radexpand for true, entdo uma expressao como v x? é simplificada
para |x|.

e Se radexpand for all, entdo v x? é simplificada para x. Esse caso é como
se tivesse sido acrescentada uma hipdtese de que x > 0 através de um
comando assume(x > 0);

e Se radexpand for false, entao nenhuma simplificacao € realizada.

Exemplo 2.19 Calculamos /(x — 5)? de quatro maneiras. No Ultimo calculo
realizado, acrescentamos uma hipdtese de que x < 5.

(%1i72) radexpand: false;
(%o72) false

(%i73)  sqrt((x - 5)72);
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(%073) /(X — B)2

(%1i74) radexpand: all;
(ho74) all

(%i75)  sqrt((x - 5)72);
(%075) x—=5

(%176) radexpand: true;
(%076) true

(hi77)  sqrt((x - 5)72);
(%o77) |x =5

(%178) assume(x < 5);
(%078)  [x < 5]

(%i79) sqrt((x - 5)°2);
(%079) b5 —x

Dependendo dos valores de radexpand e de x, obtemos as respostas 1/ (x — 5)?,

x—5, |[x—5] e 5—x para o calculo de y/(x — 5)2.

2.3 Substituicao

Uma troca de x por y em uma expressao expr que contenha x pode ser
efetuada com um comando subst(x =y, expr). Aqui, x ou y podem ser varidveis
ou expressoes algébricas.

Para que a troca se torne permanente, é necessario redefinir a expressao expr
como por exemplo com um comando do tipo expr: subst(x =y, expr) ou
semelhante.

Uma troca multipla de x por u, y por v, z por w etc. em uma expressao expr

pode ser efetuada com um sublis([x =u,y =v,z=w, ...], expr). Com esse
comando, X, y, z, ...nao podem ser expressoes, tém que ser nomes de variaveis
(simbolos).

2 42

Exemplo 2.20 Na expressao
3a+2b+c.

, substituir x por a+ b, or a— b, z por
21 pora+b, yp p

(%180) sublis([x = a+b, y = a-b, z = 3*a+2*b+c|, (X"2 +y"2)/(z"2 + 1));

(b+a)>+ (a—b)

%080
COB0) by 3a 1
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Exemplo 2.21 Efetuar as trocas de varidveis x = rcosf e y = rsenf na ex-
pressdo /x2 + y2 cos(x? + y?). Supondo r > 0, simplificar a expressio obtida.

(%181) exprl: sqrt(x"2 4+ y"2) * cos(x"2 + y~2);

(%081)  /y?+ x2 cos(y? + x?)

(%182) exprl: sublis([ x = r*cos(theta), y = r*sin(theta)], exprl);
(%082)  +/r?sin(0)2 + r2cos(6)? cos(r?sin(0)? + r? cos(9)?)

(%183) assume(r > 0);
(%083)  [r > 0]

(%is84) trigsimp(exprl);
(%084)  rcos(r?)

Obtemos +/x2 + y2cos(x? + y?) = rcosr?, depois da substituicio e simpli-
ficacao.

Exemplo 2.22 Trocar sen x por v/1 — cos? x na expressao z = 2 sen X Cos X.

(%185)  z: 2*sin(x)*cos(x);
(,085) 2 cos(x) sin(x)

(%186)  z: subst(sin(x) = sqrt(1 - cos(x)"2), z);
(%086) 2 cos(x) /1 — cos(x)?

Seria errado usar um sublis([sin(x) = sqrt(l - cos(x)~2)], z) porque
sin(x) nao € um nome de varidvel.

2.4 Expansao

O comando expand(...) pode ser usado para desenvolver poténcias ou
produtos de expressoes algébricas tais como binémios, trinémios etc.

Se for usado na forma expand(expr, expopos, exponeg) entdo sao desen-
volvidos apenas as poténcias de expoentes positivos menores ou iguais a eXpopos
e as de expoentes negativos cujos modulos sejam no maximo igualis a exponeg.

Exemplo 2.23 Desenvolver as poténcias (a — b)!% e (a + b+ ¢)°.

(%187) expand((a - b)"10);
(%087) b9 — 10ab® + 45a°h% — 120a3h" + 210a*b° — 25223°b° + 210a°p* —
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120a’b3 + 452382 — 10a°b + al°

(%i88) expand((a + b + ¢)75);

(%088)  ¢c®+45bc* + bac* 4+ 10b%c3 + 20abc® + 10a%c3 + 10b3¢? + 30ab%c? +
30a’bc? + 10a%c? + 5b*c + 20ab3c + 30a°b°c + 20a°bc + 5a*c + b°> + 5ab* +
10a%b% 4 10a°p° + 5a*b + a°

Exemplo 2.24 Efetuar os sequintes produtos:
o (x?+2)(x*—2x2+4),
o (X°+x+1(Xx0 —x>+x3—x?+1),
o (xX° —x+3)(x* —x—+73),
o (x—3+2i)(x—3-2i).

(%189) (X"2 + 2)*(x"4 - 2*x"2 + 4), expand,
(%089) x°+8

(%190) (X"2 + x4+ D)*(X"6 - x5 + x"3-x"2 4+ 1), expand;
(%090) x®¥+x+1

(%191)  (X"2 - x + sqrt(3))*(x"2 - x - sqrt(3)), expand;
(%091) x*—2x34+x%2-3

(%192)  (x - 3 4+ 2*%i)*(x - 3 - 2*%i), expand;
(%092) x> —6x+13

Exemplo 2.25 Calcular (=3 +2/)°> e (v/3 —1)°.
(%193) expand( (-3 + 2*%i)"5);
(%093) 122 + 597

(%i94) expand( (sqrt(3) -1)76);
(%094) 208 — 40 3%/2

Exemplo 2.26 Expandir (a + 1)3(b + 5)? de vdrias maneiras, variando o valor
maximo do expoente da poténcia desenvolvida.

(%195) expr2: (a+ 1)"3*(b + 5)°2;
(%095)  (a+1)3(b+5)?
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(%196) expand(expr2, 1);
(%096)  (a+1)*(b+5)?

(%197) expand(expr2, 2);
(%097)  (a+1)°b*>+10(a+1)3b+ 25(a+ 1)3

(%198) expand(expr2, 3);
(%098)  a3b? + 3a°b% + 3ab? + b? + 10a3b + 30a°b + 30ab + 10b + 25a% +
75a° + 75a + 25

C(x+1)* . . . .
Exemplo 2.27 Expandir ﬁ de varias maneiras, variando os valores maximos

dos expoentes das poténcias desenvolvidas.

(%199) expr3: (x +1)74/(y + 2)°2;

O+ 1)

(y +2)

(%1100)  expand(expr3, 1, 1);

(x+1)*

(y +2)?

(%1101) expand(expr3, 1, 2);
(x+1)*

y2+4y +4

(%1102) expand(expr3, 4, 1);
Gotony g P _oC x|
0O

y+22 +2? ¥+2? ¥+2?* ¥+2)7
(%1103) expand(expr3, 4, 2);

x4 4x3 62 4x 1

2 Y Y T3 Y
y-+t4y+4 y +4y+4 y +4y+4 y-+4y+4 y +4y+4

(%1104) expand(expr3);
x4 4x3 6x2 Ax 1

+ + + +
Y24y +4 y2HA4y+4 y2 A4y +4 vy A4y 44 y2 4y 44

(%099)

(%0100)

(%0101)

(%0103)

(%0104)

2.4.1 Expandindo expressoes trigonométricas e hiperbdlicas

O comando trigexpand(...) pode ser usado para expandir expressdes que
contenham funcodes trigonométricas ou hiperbdlicas de somas ou diferencas de
angulos ou angulos mdltiplos. A acao desse comando é controlada pelas seguin-
tes varidveis:
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trigexpand Se for true, entao todas as somas e produtos serao expandidas,
assim que forem digitados. Note que essa varidvel tem o mesmo nome do
comando. O valor padrao (default) é false.

trigexpandplus Se for true, as funcdes de somas ou diferencas (por exem-
plo, cos(a + b)) serao expandidas. O valor padrao é true.

trigexpandtimes Se for true, as funcbes de produtos (ex. cos3x) serdo
expandidos. O valor padrao é true.

halfangles Se for true, as fungdes de arcos metades somas (ex. cos(x/2))
serao expandidas. O valor padrao é false.

Exemplo 2.28 Expandir sen(a + b), cos(a+ b) e tg(a — b).

(%1105) trigexpandplus: true;
(%,0105)  true

(%1106) sin(a + b), trigexpand;
(,0106)  cos(a)sin(b) + sin(a) cos(b)
(%1107) trigexpand(cos(a + b));
(%0107)  cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
(%1108) tan(a - b), trigexpand;
(%6108) tan(a) — tan(b)

tan(a)tan(b) + 1

Exemplo 2.29 Expandir cos(7x — 3y)

(%1109) trigexpand: false;

(7,0109) false

(%1110) trigexpandplus: true;

(7,0110)  true

(%i111) trigexpand(cos(7*x - 3*y));

(%io111)  sin(7x)sin(3y) + cos(7x) cos(3y)

(%i112) trigexpand: true;

(hol12) true

(%1113) cos(7*x - 3*y);

(%0113) (=7 cos(x) sin(x)°®+ 35 cos(x)>sin(x)*—21 cos(x)° sin(x)?+cos(x)")
(cos(y)3—3cos(y)sin(y)?) —(—sin(x)"+21 cos(x)?sin(x)> —35 cos(x)*sin(x)3

+7 cos(x)® sin(x))(sin(y)3 — 3 cos(y)?sin(y))
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(hi114) expand(%);

(%o0114) sin(x)"sin(y)®—21 cos(x)?sin(x)sin(y)3+35 cos(x)*sin(x)3sin(y)3
—7 cos(x)°sin(x) sin(y)3+ 21 cos(x) sin(x)® cos(y) sin(y)? — 105 cos(x)3 sin(x)*
cos(y)sin(y)? + 63cos(x)°sin(x)?cos(y)sin(y)?> — 3cos(x)’ cos(y)sin(y)?
—3sin(x)" cos(y)?sin(y)+63 cos(x)? sin(x)° cos(y)? sin(y)—105 cos(x)*sin(x)3
cos(y)?sin(y) + 21cos(x)°sin(x)cos(y)?sin(y) — 7cos(x)sin(x)®cos(y)?
+35 cos(x)3sin(x)* cos(y)® — 21 cos(x)® sin(x)? cos(y)> + cos(x)” cos(y)?

Note que neste caso nao ha necessidade de usar um comando como
trigexpand(cos(7*x - 3%y)) porque a varidvel trigexpand teve seu valor
modificado para true no inicio. O comando expand usado no final efetua ape-
nas algumas multiplicacoes.

Exemplo 2.30 Expandir tg 3, cos3 e sen 3.

(%i115) halfangles: true;
(%0115) true
(hi116) tan(x/2);
(%0116) 1_.C—OS(X)
sin(x)
(%i117)  cos(x/2);
__1\floor(%:%)
o117) (—1) v/cos(x) + 1
V2
(%1118) assume(x > 0, x < %pi/2);
(%0118)  [x > 0,5 > x]
(%1119) cos(x/2);
(0119 v/cos(x) + 1)
V72
(%1120) sin(x/2);
(%0120 \/1 — cos(x)
V7?2
(%0121) halfangles: false;
(%0121) false

Note que para evitar uma resposta genérica que dependa de uma poténcia
de (—1), o angulo x foi definidko como sendo do primeiro quadrante através
de um comando assume(x > 0, x < %pi/2). Com a varidvel halfangles
com valor true, nao ha necessidade de usar comandos trigexpand(...) para
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expandir os arcos-metades, eles sao expandidos automaticamente.

2.4.2 O comando trigreduce

O comando trigreduce(...) pode ser utilizado para escrever poténcias de
cos(x), sen(x), cosh(x) ou senh(x) como combinacdo de cos(px), sen(gx),
cosh(mx), senh(nx).

Exemplo 2.31 Escrever cos® x e sen® x como combinacio de senos ou cosse-
nos de angulos multiplos.

(%i122) trigreduce(cos(x)"8);
cos(8x) + 8 cos(6x) + 28 cos(4x) + 56 cos(2x) + 35

128

(%0122)

(%1123) trigreduce(sin(x)"8);
cos(8x) — 8 cos(b6x) + 28 cos(4x) — 56 cos(2x) + 35

(%0123) 153

Exemplo 2.32 Escrever sen* x — 6 cos® x sen® x + cos* x como combinacdo de
senos ou cossenos de angulos multiplos.

(%1124) trigreduce( sin(x)"4 - 6*cos(x)"2*sin(x)"2 + cos(x)"4);

(%0124) 3cos(4x) — 3 n cos(4x) + 4 cos(2x) + 3 N cos(4x) — 4 cos(2x) + 3
4 8 3

(%1125)  ratsimp(%);

(%0125)  cos(4x)

2.4.3 Separacao em fracoes parciais

Se o numerador e o denominador de uma fracao sao polindbmios e o deno-
minador pode ser fatorado como produto de polindmios relativamente primos,
entdao ela pode ser decomposta em uma soma de fracoes mais simples, deno-
minadas fracoes parciais. Para se obter essa decomposicao, deve-se usar um
comando partfrac(fracio, varidvel).

x34+2x2 —x+11 X

Exemplo 2.33 Decompor — 16 ¢ e ixr1

em fracoes parciais.
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(%i126) exprl: (X"3 + 2*x"2 -x + 11)/(x"4 - 16);
x3+2x% —x+11

%0126
Hhotze) X+ — 16
(%i127) partfrac(exprl, x);
5x — 3 13 25
(%ho127)

8(x>+4) 32(x+2) i 32(x — 2)
(%1128)  expr2: x/(x"8 + x + 1);
X

%0128 _
ho128) e XTI
(%1129) partfrac(expr2, x);

5x + 2 5x° — 8x% 4+ x3 4+ 12x%2 — 16x + 2
(%0129) —

19(x2+x+1) 19(x® — x>+ x3 —x2+1)

(%i130) ratsimp(%);

X
%0130 _
Uot30) e

Obtivemos dessa forma as seguintes decomposicoes:

x34+2x2 —x+11 bx — 3 13 n 25
[ J = —
x4 — 16 8(x2+4) 32(x+2)  32(x—2)
X 5x 4 2 5x° — 8x* + x3 4+ 12x% — 16x + 2
[ ] — —
x4+ x+1 19(x*+x+1) 19(x® — x>+ x3 —x? + 1)

Se for usado um ratsimp(...) no lado direito de cada igualdade anterior,
entdo recuperamos a fracao original, que esta do lado esquerdo.

2.5 Racionalizacao

Dada uma fracao com radicais, é possivel encontrar outra equivalente sem
radicais no denominador. Essa transformacao costuma ser denominada racio-
nalizacao.

O Maxima efetua racionalizacao de uma expressao algébrica com radicais
com os comandos ratsimp(...) ou rat(...), se for atribuido o valor true a
variavel global algebraic.

Se p for um polindémio de coeficientes inteiros, um comando tellrat(p) pode
ser usado para adicionar as raizes de p ao anel dos inteiros algébricos conhecidos
do Maxima. Os nimeros assim acrescentados sao levados em consideracao nas
simplificacoes efetuadas com o ratsimp(...) ouorat(...).

16

5—/3
(%131) ratsimp(16/(5 - sqrt(3)));

Exemplo 2.34 Racionalizar
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0 o 16
(%131) 735

(%132) ratsimp(16/(5 - sqrt(3))), algebraic;

0 8v/3+40
(%132) 11

Usarum “, algebraic” ao final da linha, equivale a usar temporariamente uma
atribuicao do tipo algebraic: true.

1

vﬁ4—V1+f¢§.

(%133)  ratsimp( 1/sqrt(1 + sqrt(1 + sqrt(2)))), algebraic;

VWVEH 141 (VaVVE 1 va)
>

Exemplo 2.35 Racionalizar

(%133)

Exemplo 2.36 Determinar ay, a», a3, a4, as € Q tais que
1 5 5 5 5
= =ai + aoV/2 + a3V/22 + a,V/23 + asv/24.
72
(%134) ratsimp( 1/(7-27(1/5)) ), algebraic;
24/5 17 23/5 + 49 22/5 4 343 21/5 4 2401

(%134)
° 16805
Observando a resposta do programa, chegamos a seguinte conclusao:
g, — 2401 o _ 343 . _ 49 _ 7 e 20— 1
1 = 16805' “2 — 16805’ “3 ~— 16805' 94 ~ 16805 5 — 16805"

Exemplo 2.37 Seja s uma raiz da equacdo x> + 3x%> + 1 = 0, racionalizar as
s+1 s+ 5s+4

- e .
s2+s+3 s9 —3s52 -1

(%135)  tellrat(s"5 + 3*s™2 + 1);
(%135)  [s° 4+ 3s% + 1]

expressoes

(%136) algebraic: true$

(%137)  ratsimp((s + 1)/(s"2 + s + 3));
) 7s* + 253 — 2352 4 385 + 58
(%137)

165
(%138) ratsimp((s”9 + 5*s + 4)/(s"9 - 3*s"2 - 1));
__290654——114153——90452+—91535——3214
89

(%138)




Capitulo 3

Listas e Conjuntos

Listas e conjuntos sao dois conceitos basicos do Maxima que estao entre os
mais importantes. Eles aparecem nas situacoes mais diversas tais como: solucao
de uma equacao, solucao de um sistema de equacoes, construcao de um grafico,
definicao de uma matriz, divisao de polinémios etc.

3.1

Conjuntos

Um conjunto é um agrupamento de elementos no qual a ordem nao é impor-
tante. Podem ser criados com um comando set(...) ou com chaves { ...}.
O conjunto vazio pode ser criado com um set() ou com { }.

Diversas operacoes e funcoes foram implementadas para conjuntos:

union(A, B) AU B, unido dos conjuntos A e B

intersecton(A, B) AN B, intersecao dos conjuntos A e B
setdifference(A, B) A — B, diferenca dos conjuntos A e B
cartesian_product(A, B) A x B, produto cartesiano dos conjuntos A e B
powerset(A) p(A), conjunto das partes de A

cardinality(A) nimero de elementos de A

elementp(x, A) verifica se o elemento x pertence ao conjunto A, retorna
true ou false

subsetp(A, B) verifica se A é subconjunto de B, retorna true ou false
subset(A, propriedade) subconjunto de A cujos elementos satisfazem de-

terminada propriedade.

41
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Exemplo 3.1 Verificar se os conjuntos A = {a,b,c}, B = {a,b,x} e
C = {c,c, b,a, a} sdo iguais. O comando is(predicado) verifica se o pre-
dicado dado € verdadeiro (true) ou falso (false). Por exemplo, is(4 = 4) é
true, enquanto que is(5 > 9) é false.

(%i1)  A:{a, b, c};
(%01) {a, b, c}

(%i2) B:{a, b, x};
(%02) {a, b,x}

(%i3) C:{c, c, b, a, a};
(%03) A{a, b, c}

(%id) is(A = B);

(h04) false

(%i5) is(A = Q);

(%505)  true

(%i6) is(B = Q);

(,06) false

As respostas do programa significam que A# B, A=C e B # C.

Exemplo 3.2 Sejam A={-5,-2,0,1,3,4} e B={-2,-1,1,3,7,8}. Cal-
cue U = AUB, | = AnB, Dy = A—-—B, D, = B — A e verifique se
(AUB)—(AnNB)=(A—-B)U(B—A), ouseja,se U—1=D;UDs,.

(%i7)  A:set(-5, -2, 0, 1, 3, 4);
(%o7) {-5,-2,0,1,3,4}

(%i8) B:set(-2,-1,1, 3,7, 8);
(%o8) {-2,-1,1,3,7,8}

(%19)  U: union(A, B);

(%09) {-5,-2,—-1,0,1,3,4,7,8}

(%110) I: intersection(A, B);
(Jho10)  {-=2,1,3}

(%i11) D1: setdifference(A, B):
(%o11) {-=5,0,4}

(%i12) D2: setdifference(B, A);
(%o12) {-1,7,8}
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(%113) is(setdifference(U, I) = union(D1, D2));
(%013)  true

As respostas do programa significam que
e AUB={-5,-2,-1,0,1,3,4,7,8};
e ANB={-2,1,3}
e A—B={-50,4};
e B—A={-1,7,8};
e E verdade que (AUB) — (ANB)=(A—B)U(B - A).

Exemplo 3.3 Calcular o conjunto das partes de X = {p, q,r,s} e a sua cardi-
nalidade.

(%i14) X:{p,q,r s};
(ho14) {p,q,r s}

(%i15) Y: powerset(X);

(ho15)  {{}y.Ap}. {p.a}. {p.a.r}. {p.q.r.s}.{p. a.s}. {p.r}.{p.r. s} {p. s},
{ay.{a.r}. {a.r.s} . {q. s} {r}. {r.s} {s}}

(%1i16) cardinality(Y);
(J015) 16

Exemplo 3.4 Sejam M = {} e N = {}. Calcular os produtos cartesianos
Mx NeNx M, verificar se Mx N = N x M e calcular a quantidade de elemen-
tos de um desses produtos. No Maxima, um par ordenado (x,y) é denotado
por [x, y]. Como o comando cartesian_product tem um nome longo, criamos
um apelido cart para esse nome.

(%117) alias(cart, cartesian_product);
(ho17) [cart]

(%i18) M: set(4, 6, 8);
(%018)  {4,6,8}

(%119) N: set(a, b, ¢);
(%019) {a, b, c}

(%120) cart(M, N);
(%020)  {[4, a], [4, b], [4, c], 6, a],[6, b], [6, c],[8, a],[8, b], [8, c|}
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(hi21) cart(N, M);
(%021) {[a, 4], [a, 6], [a, 8], [b 4],[b, 6], [b, 8] [c, 4] [c 6] [c 8]}

(%i22) cardinality(%);
(%022) 9

(%123) is(cart(M, N) = cart(N, M));
(7,023) false

Exemplo 3.5 Seja A = {1,2,3,4,{4},{5},{4,5,6}}. Verificar se é verdade
que 1€ A 5€A {4 A {6}€A e {456} €A

(hi24) A={1, 2,3, 4, {4} {5} {4 5 6} };
(ho24) {1,2,3,4,{4},{4,5,6},{5}}

(%125) elementp(1, A);
(,025)  true

(%i26) elementp(5, A);
(7,026) false

(%127) elementp({4}, A);
(%027)  true

(%i28) elementp({6}, A);
(%028) false

(%129) elementp({4, 5, 6}, A);
(%029) true

As respostas do programa a essas perguntas significam que 1 € A, 5 & A,
{4} c A {6} €A e {4,56}€cA.

Exemplo 3.6 Seja A = {1,2,3,4,{4},{5},{4,5,6}}. Verificar se é verdade
que ) C A, {1} c A {5} C A {2,3,4} Cc A, {4,5,6} C A e calcular o
numero de elementos de A.

(%i30) A =1{1,2, 3, 4, {4}, {5}, {4,5 6}}
(%030) {1,2,3,4,{4},{4,5,6},{5}}

(%i31) subsetp({ }, A);
(%031) true

(%i32) subsetp({1}, A);
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(%032)
(%1i33)
(%033)
(%i34)
(%034)
(%1i35)
(%035)
(%136)
(%036)

true

subsetp({5}, A);
false

subsetp({2, 3, 4}, A);
true

subsetp({4, 5, 6}, A);
false

cardinality(A);
7

Essas respostas do programa significam que § C A, {1} C A, {5} ¢ A,
{2,3,4} C A, {4,56} A e n(A)=T.

Exemplo 3.7 Considerando o conjunto A= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, defi-
nir os seguintes subconjuntos: B nimeros pares de A, C nimeros impares de A,
D multiplos de 3 de A e E dos miiltiplos de 5 de A. A propriedade “x deixa resto
igual a b quando é dividido por &’ pode ser codificada no Maxima da seguinte

forma: lambda([x], is(mod(x, a) = b)).

(%i37) A:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10};

(%037) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

(%138) B: subset(A, evenp);

(%038) {0,2,4,6,8,10}

(%139) C: subset(A, oddp);

(%039) {1,3,5,7,9}

(%140) D: subset(A, lambda([x], is(mod(x, 3) = 0)));
(ho41) {0,3,6,9}

(%hi42) E: subset(A, lambda([x], is(mod(x, 5) = 0)));
(%042) {0,5,10}

3.2 Listas

Uma lista é um conjunto ordenado de elementos, separados entre si por
virgulas e envolvidos por colchetes, como nos seguintes exemplos: [1,2, 3,4, 5],
[10,12,14] e [0,0,a,b,x+1,y/3].
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O nudmero de coordenadas de uma lista é denominado comprimento da lista.
Se L for uma lista de comprimento n, entdo a enésima coordenada dessa lista é
denotada por L[n]. Por exemplo, L =[x, y, z,3,8] é uma lista de comprimento
5naqual L[] =x, L[2] =y, L[3] =2z, L[4] =3 e L[5] =8.

3.2.1 Operacoes e funcoes com listas

Diversas operacoes e funcoes sao implementadas para as listas L e M. Algu-
mas delas sao as seguintes:

e L+M adicao de listas de mesmo comprimento;
Exemplo: [8, 4, z] + [1, 3, 6] = [9, 7, z+6]

e L-M subtracao de listas de mesmo comprimento;
Exemplo: [8, 4, z] - [1, 3, 6] = [7, 1, z-6]

e L*M multiplicacdo de listas de mesmo comprimento;
Exemplo: [x,y, 3] * [2, 5, 7] = [2x, 5y, 21]

e L/M divisdo de listas de mesmo comprimento;
Exemplo: [x,y, z] / [2, 5, 7] = [x/2, y/5, z/7]

e L.M produto interno de listas de mesmo comprimento;
Exemplo: [2, 3, 5] . [a, b, ] =2a + 3b + 5¢

e k*L multiplicacdo de uma lista por um mesmo valor;
Exemplo: 4*[2, 3, 5] = [8, 12, 20]

e 1/L lista dos inversos multiplicativos;
Exemplo: 1/[2, 3, 5] = [1/2, 1/3, 1/5]

e L"a lista de poténcias com mesmo expoente;
Exemplo: [2, 3, 5]"2 = [4, 9, 25]

e a L lista de poténcias com mesma base;
Exemplo: a”[2, 3, 5] = [a"2, a”3, a”5]

e sqrt(L) raizes quadradas;
Exemplo: sqrt([9, 25, 81]) = [3, 5, 9]

e exp(L) lista das exponenciais de base e;
Exemplo: exp([2, 3, X]) = [%e?, %e3, Y%e]

e log(L) lista de logaritmos naturais;
Exemplo: log[1l, %e, x] = [0, 1, log(x)]
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e cos(L) lista de cossenos;
Exemplo: cos([0, %pi/3, a]) = [1, 1/2, cos(a)]

e sin(L) lista de senos;
Exemplo: sin([0, %pi/3, a]) = [0, 2, sin(a)]

e lenght(L) comprimento da lista;
Exemplo: lenght([a, b, c, d, e]) =5

e first(L) primeiro elemento da lista;
Exemplo: first([a, b, c, d, €]) = a

e last(L) ultimo elemento da lista;
Exemplo: last([a, b, ¢, d, e]) = e

e reverse(L) lista na ordem inversa;
Exemplo: reverse([a, b, c, d, €]) = [e, d, c, b, a]

e sort(L) classifica em ordem crescente ou alfabética;
Exemplo: sort([4, x, 7, b, a, 1,c]) =[1, 4,7, a, b, ¢, X]

e permutations(L) conjunto das permutacées de uma lista;
Exemplo: permutations([1, 2, 3]) = { [1,2,3], [1.3.2], [2,1,3], [2.3.1],
[3,1,2], [3.2,1] }

e listp(L) Verifica se L é uma lista;
Exemplos: listp([a, b, c]) = true, listp({a, b, c}) = false

e emptyp(L) Verifica se L é uma lista vazia ou um conjunto vazio;
Exemplos: emptyp([ ]) = true, emptyp([1, 2, 3]) = false

e member(x, L) Verifica se x € membro da lista L;
Exemplos: member(2, [1, 2, 3]) = true, member(4, [1, 2, 3]) = false

e append(L1, L2) emenda as listas L1 e L2;
Exemplo: append([1, 2, 3, 4], [a, b, ¢]) = [1, 2, 3, 4, a, b, ]

e cons(x, L) lista formada por x seguido dos elementos de L;
Exemplo: cons(5, [1, 2, 3]) =[5, 1, 2, 3]

e endcons(x. L) lista formada pelos elementos de L seguido de x;
Exemplo: endcons(5, [1, 2, 3]) = [1, 2, 3, 5]

Exemplo 3.8 Dadas as listas L = [4, 5, 6, 7] e M = [7, 4, 6, 5], verificar se
essas listas sao iguais, criar uma nova lista S formada pela emenda das listas
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L e M, mostrar o quarto e o sexto elementos de S e escrever S na ordem inversa.

(%i43) L:[4, 5,6, 7];
(%043) [4,5,6,7]

(%hi44) M:[7, 4,6, 5];
(%o4d) [7,4,6,5]

(%i45) is(L = M);
(%046) false

(%i47) S: append(L, M);
(%047) [4,5,6,7,7,4,6,5]

(%i48) S[4];
(%o048) 7

(%i49) SI[6];
(%049) 4

(%150) reverse(S);
(%,050) [5,6,4,7,7,6,5,4]

Exemplo 3.9 Seja L alista [-1, 1, -2, 2]. Adicionar 2 a cada coordenada de L e
determinar o conjunto P de todas as permutacoes de L e o nimero de elementos
de P.

(%i51) L:[-1, 1, -2, 2];
(%051) [1,—-1,-2,2]

(%i52) L:L+[2,2, 2, 2]
(%052) [1,3,0,4

(%i53)  P: permutations(L);

(%,053) {[0,1,3,4],[0,1,4,3],[0,3,1,4],[0,3,4,1],[0,4,1,3],[0,4,3,1],
[1,0,3,4],[1,0,4,3],[1,3,0,4],[1,3,4,0],[1,4,0,3],[1,4,3,0],
[3,0,1,4],[3,0,4,1],[3,1,0,4],[3,1,4,0],[3,.4,0,1],[3.4,1,0],
[4,0,1,3],[4,0,3,1],[4,1,0,3],[4,1,3,0],[4,3,0,1],[4,3,1,0]}

(%154) cardinality(P);

(%o54) 24
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3.2.2 Muiiltiplas atribuicoes

Uma lista pode ser usada para fazer atribuicoes simultaneas a varias variaveis.
Para isso, basta colocar uma lista de varidveis, seguida de dois pontos e da lista
de valores atribuidos.

Exemplo 3.10 Neste exemplo, atribuimos os valores 2, —11,9 a x, vy, z, respec-
tivamente. Depolis, adicionamos 1 a cada uma dessas variaveis.

(%55)  [x, v, z]: [2, -11, 9];

[2,—11,9]
(%56) x;

2
(%57) y;

—11
(%58) 1z

9

(%59)  [x, v, z]: [x, v, z] + [1, 1, 1]
3, —10, 10]

3.2.3 Aplicando uma funcao a uma lista

Os comandos map(f, lista) e apply(f, lista) podem ser usados para aplicarem
uma funcao ou uma operacao aos elementos de uma ou varias listas.

e Se f for uma funcdo, entdo map(f, [a1, >, ..., a,]) fornece como resultado
[f(a1), f(an),..., f(ap)], enquanto que apply(f,[a:, as, ..., an]) resulta
em f(ag, a, ..., an).

e Se op for uma operagao, entao apply("op", [ai1, a0, ..., an]) resulta em
a; op a, op ...op a,.

e Se F for uma funcao, entdaomap (F, [ay, .. ., anl, [b1, ..., ba], ..., [z1, ..., z,1)

Exemplo 3.11 Aplicar uma fungdo f as listas [a], [a, b] e [a, b, ¢] usando o map
e 0 apply.
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(%160)
(%060)

(%161)
(%061)

(%162)
(%062)

(%163)
(%063)

(%164)
(%064)

(%165)
(%065)

Exemplo

(%166)
(%066)

(%167)
(%067)

(%168)
(%068)

(%169)
(%069)

(%1i70)
(%070)

(%i71)

map(f, [a])
[F(a)]

apply(f, [a]);
f(a)

map(f, [a, b]);
[F(a), f(b)]

apply(f, [a, b]);
f(a, b)

map(f, [a, b, c]);
[F(a), F(b), f(c)]

apply(f, [a, b, c]);

f(a, b, c)
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3.12 Usando o map, aplicar as seguintes funcdes as seguintes listas:
funcao | lista(s)
log [1, e, €, €]
g [a. b, c] [x.y. 2]
h [a, b, c], [x.y.z], [r. s, t]
Cos [x,y,z, w,t]
oS 0, %, % % 7
binomial | [a, b, ¢, d], [m, n, p, q]
binomial | [10,9,8,7], [2,3,4, 5]
factor | [x2—9, x> —16, x> —5x, x* —5x% + 4]

map(log, [1, %e, %e 2, %e"3]);

0,1,2,3]

map(g, [a, b, |, [x, v, Z]);
[9(a,x), g(b,y),g(c, )]

map(h, [a, b, c], [x, v, Z], [, s, t]);
[h(a,x,r), h(b,y,s), h(c, z, t)]

map(cos, [x,y, z, w, t]);
[cos(x), cos(y), cos(z), cos(w), cos(t)]

map(cos [ %pi/6, Y%opi/4, Y%opi/4, Yopi]);

1, —1]

vﬁ 7:

map(binomial, [a, b, c, d], [m, n, p, q]);
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w0 2O

(%i72) map(binomial, [10, 9, 8, 7], [2, 3, 4, 5]);
(%,072) [45,84,70,21]

(%173) map(factor, [x"2 -9, x"2 - 16, x"2 - 5*x, x"4 - 5*x"2 + 4]);
(%073)  [(x=3)(x+3), (x—4)(x+4), (x=5)x, (x=2)(x—1)(x+1)(x+2)]

Exemplo 3.13 Usando o apply, aplicar as operagdes +, — e * a lista
[a, b, ¢, d].

(%i74) apply("+", [a, b, c, d]);
(%074) d4+c+b+a

(%i75) ordergreat(a, b, c, d);
(%,075) done

(hi7e) apply("+", [a, b, ¢, d]);
(%076) a+b+c+d

(%i77) apply(" =", [a, b, ¢, d]);
(%077) a—b—c—d

(%178) apply("*", [a, b, c, d]);
(%078) abc

3.2.4 Criando uma lista a partir do termo geral

Uma sequéncia finita cujo termo geral é f(k), com k variando de k1 a k2, pode
ser criada com um comando makelist(f(k), k, k1, k2). Alternativamente, um
comando create _list(f(k), k, k1, k2) também pode ser usado para definir esse
tipo de sequéncia. Esses comandos sao semelhantes, mas o create_list(...)
admite que o termo geral da sequéncia tenha varios indices.

Exemplo 3.14 Listar os 15 primeiros termos das sequéncias cujos termos gerais

s30 ax = 3k — 19, by = 3 e ¢, = cos(ZL).

(%179) a: makelist(3*k - 19, k, 1, 15);
(%079) [-16,-13,—-10,—-7,—4,—1,2,5,8,11, 14,17, 20, 23, 26]
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(%180) b: makelist(40/27k, k, 1, 15);

5555 5 5 5 5 5 5 5 5
[20'10'5 2'4'8'16" 32" 64’ 128" 256" 512’ 1024 ' 2048’ 4096]

(%i81) «c: makel|st(cos(2*k*%p|/(5*k 4)), k, 1, 15);
[1, =3, cos(%), 0, cos(2), cos(8%), cos(ET, cos(4), cos(L2r),
cos(3%), cos(227r) cos(37’) cos 267r) cos 14”) cos(30”)]

Exemplo 3.15 Listar todos os termos da sequéncia cujo termo geral é x/+x*+1,
coml< ;<3 e 1<k<A4

Como temos dois indices, j e k, devemos usar um create_list(...).

(%182) create list(x”j +x"k +1,], 1, 3, k, 1, 4);
x4+ 1, x°+x+ 1, X3+ x+ 1, x* +x+1,x°+x+1,2x2+1,x3 +
X+ X X+, x+ 1L, 3+ X2+ 1,23+ 1, xP + X3+ 1]

Exemplo 3.16 Verificar se o inteiro 7491000 é igual a n® — n?> — 10 para algum
n de 1 a 200.

Neste caso, basta criar a sequéncia cujo termo geral f(n) é dado e verificar
se o Inteiro citado é membro dessa sequéncia.

(%183) L: makelist(n"3-n"2-10, n, 1, 200)%
(%184) member(7491000, L);
false

Pela resposta do programa, concluimos que 7491000 n3o é da forma n*—n?>—10
para n tal que 1 < n < 200.

3.3 Equacoes e sistemas de equacoes

O Maxima possui varios comandos para resolucao de equacdes. Entre eles,
citaremos agora apenas 0s seguintes comandos:

e solve(equacao, variavel) ou solve(equacao) resolve uma equagao polino-
mial. Se houver mais de uma varidvel envolvida, entao devem ser fornecidas
as variavels cujos valores serao calculados.

e solve([lista de equacdes], [lista de variaveis]) resolve um sistema de
equacoes polinomiais.
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e allroots(equacao) determina numericamente as raizes reais ou complexas
de uma equacao polinomial de uma varidvel e coeficientes reais.

e realroots(equacado, erro) determina as raizes reais de uma equacgao poli-
nomial de uma varidvel e coeficientes reais, usando um erro de aproximacao
fornecido.

e find_root(f(x), a, b) determina uma raiz de f(x) = 0 no intervalo [a, b].
A funcao f deve ser continua e f(a) e f(b) devem ter sinais contrarios.

Se houver multiplicidade de raizes, ela pode ser mostrada através da varidvel
multiplicities.

Normalmente, as solucdoes encontradas sao mostradas no formato de lista
de equacoes. Se a solucao for unica, entao ela também pode ser mostrada no
formato de lista de atribui¢cdes, se a variavel global globalsolve for ajustada
em true.

Exemplo 3.17 Resolver a equacdo x* +x3 —8x> —7x+7 = 0.

(%i85) solve(x™4 + x"3-8*x"2-7*x + 7 =
[x = —V7, x =17, X:—@, X

Obtemos assim uma lista com as quatro raizes da equacio: —v/7, /7, __\/§2+1,

e —‘/52_1. No caso deste exemplo, solve (x"4+x~3-8*x"2-7*x+7=0) € equiva-
lente a solve (x"4+x"3-8%x"2-7T*x+7=0, x).

0);
L]

Exemplo 3.18 Considerando a equacio yx?> —yx —4 = 0, escreva x em funcio
de y e, depois, y em funcao de x.

(%i86) eq2: y*x 2 - y¥x - 4 = O;
X2y —xy —4=0

(%187) solve(eq2, x);

A\ yPtley—y x = \/y2+16y+y]
2y ' o 2y

(%188) solve(eq2, y);
[y = x24—x]

x =

Exemplo 3.19 Determine as raizes da equacao

625x° + 2750x* — 27650x° + 66640x> — 66199x + 24010 = 0
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e suas respectivas multiplicidades.

(%189) eq: 625*x"542750*x"4-27650*x"34+66640%*x"2-66199*x+24010=0;

(%089)  625x° + 2750x* — 27650x° 4+ 66640x? — 66199x + 24010 = 0

(%190) solve(eq);
(%090)  [x =—10,x = {]

(%191) multiplicities;
(%091) [1,4]

Concluimos dessa forma que x = —10 é uma raiz de multiplicidade 1 e que
X = £ é raiz de multiplicidade 4.

Exemplo 3.20 Determine as raizes da equacio x® + 4x3 — 100 = 0.

(%192) eq: Xx"8 4+ 4*x"3 - 100 = O;
(%092) x®+4x3—100=0

(%193) solve(eq);
(%093) [0 = x® + 4x3 — 100]
(%194) realroots(eq, 1e-8);

0 490567143 __ 463766039
(%094) [X T 268435456 X = 268435456]

(%i95)  float(%)
(%095)  [x = —1.827505018562079, x = 1.72766312584281]

(%196) allroots(eq);

(%,096) [x = 1.258004092917%i+1.3069310214045, x = 1.3069310214045—
1.258004092917%i, x = 1.2578459713267%/ — 1.2069310215045,

x = —1.2578459713267%i — 1.2069310215045, x = 1.7789900329062%;
— 0.0500790530371, x = —1.7789900329062%/ — 0.0500790530371,

x = 1.7276631227920, x = —1.8275050165177]

Comosevé, osolve(...) naoconsegue achar nenhumaraiz, o realroots(...)
encontra duas raizes reais com um erro da ordem de 107 (1e-8) e o allroots(...)
encontra todas as raizes reais ou complexas.
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Exemplo 3.21 Determinar a solucdo do sistema

(%197)
(%097)

(%098)
(%098)

(%199)
(%099)

X+y+z = 3
Xy +yz+xz = —18
x*+y’+272 = 189

Yz +xz+xy = —18
Z+y’ +x7 =189

ql: x+y+z=3; q2: x*y+y*z+x*z = -18; q3: x"34+y"3+z"3 = 189;
z+y+x=3

solve([ql, g2, q3], [x. v, Z]);

[x=0,y=6,z=-3],[x=0,y=-3,z=6],[x=6,y=0,z=
—3],[x=6,y=-3,z=0],[x=-3,y=0,z=6],[x=-3,y =6,z =0]]

A resposta € apresentada no formato de lista de listas de equacoes. Poderiamos
também ter usado um comando solve([ql, g2, 93]) que teriamos obtido a
mesma resposta do programa.

Exemplo 3.22 Resolver o seguinte sistema linear:

(%1100)
(%0100)

(%1i101)
z =-15;
(%0101)

(%0102)
(%0103)

(%i104)
(%0104)

(%1105)
(%0105)

(%1106)
(%0106)

(%1107)

2x—3y+5z = 10
Ax —y+2z = 11
5x -2y +z = —15

ordergreat(x, vy, z);
done

sl: 2*x - 3*y 4+ 5%z = 10; s2: 4*x -y + 2%z = 11, s3: 5*x - 2*y +

2x — 3y +5z=10
4x —y +2z =11
5x =2y +z=—-1b
solve([s1, s2, s3]);
[x =35 v =37,
X,

X

Y

y

globalsolve: true;

7z =

__ 301
271l
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(%0107)

(%i108)
(%0108)

(%i109)
(%0109)

(%i110)
(%0110)

(%i111)
(%0111)
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true

solve([s1, s2, s3]);

x: 2,y %2 2%

X,

32
27

Y
433
27

unorder();
[z, y.x]

Note que quando a resposta é apresentada como lista de equacoes, as variaveis
continuam sem valores definidos. No entanto, se globalsolve for ajustada em
true, a resposta é apresentada como lista de atribuicoes e, nesse caso, cada
varidvel tem seu valor definido de acordo com a solu¢cao do problema.

Através do comando ordergreat(...) podemos especificar uma ordem na
qual as variaveis devem ser mostradas. Para cancelar essa ordem, devemos usar
um unorder ().

Exemplo 3.23 Determinar uma raiz de cada uma das equacoes 4* + 6% = 9%,
2% = x2 e cosx = x?>— 9 que pertencam aos intervalos [1, 2], [-2, 0] e [0, 5],
respectivamente.

(%i112)
(%0112)

(%1113)
(%0113)

(%i114)
(%o114)

find_root(4"x + 6"x = 97x, 1, 2);
1.186814390280981

find_root(2"x = x"2, -2, 0);
—0.76666469596212

find_root(cos(x) = x"2-9, 0, 5);
2.836575103492521

3.4 Transformando conjuntos em listas e vice-versa

Uma lista € um agrupamento de elementos no qual a ordem é importante.
Um conjunto é um agrupamento semelhante no qual a ordem dos elementos nao
Importa. Algumas operacoes sao possivels apenas com um desses conceitos. Por
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exemplo, calcular uma intersecao sé é possivel se for entre dois conjuntos. Nao
ha intersecao de listas. Por outro lado, o elemento de determinada ordem (por
exemplo, o primeiro elemento) sé é possivel de ser calculado se for em uma lista.
Nao ha primeiro elemento de um conjunto.

O Maxima possui dois comandos que permite transformar um conjunto em
uma lista ou vice-versa. Esses comandos sao os seguintes:

e listify(...) transforma conjunto em lista;
Exemplo: listify({a, b, c}) = [a, b, c];

e setify(...) transforma lista em conjunto.
Exemplo: setify([a, b, c]) = {a, b, c}.

Exemplo 3.24 Considerando duas listas L1= [3, 2, 1, 0, 7, 10, 3, 3, 7, 10] e
L2 =[11, 3, 4, 10, 11, 1, 0] dadas, construir uma lista L formada pelos elemen-
tos que aparecem em uma das listas e nao aparecem na outra.

As listas L1 e L2 s3o transformadas em conjuntos S1 e S2. Nessa trans-
formacao, a repeticao de elementos é automaticamente eliminada. A partir daf,
calculamos o conjunto (S1U S2) — (51N S2) e, no final, transformamos esse
conjunto em uma lista L.

(%i115) L1:[3,2,1,0,7, 10,3, 3,7, 10];
(Jo115) [3,2,1,0,7,10,3,3,7,10]

(hit1e) L2: [11, 3, 4, 10, 11, 1, O];
(Jo116) [11,3,4,10,11,1,0]

(%i117) SI1: setify(L1);
(ho118) {0,1,2,3,7,10}

(%1119) S2: setify(L2);
(%0119)  {0,1,3,4,10,11}

(%1120)  U: union(S1, S2);
(,0120) {0,1,2,3,4,7,10,11}

(%i121) I: intersection(S1, S2);
(%0121) 0,1,3,10

(%i122) Delta: setdifference(U, 1);
(ho122) {2,4,7,11}

(%1123) L: listify(Delta);
(%,0123)  [2,4,7,11]
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Portanto, a lista L procurada € igual a [2, 4, 7, 11].

Exemplo 3.25 Determine o conjunto-solucao da equacao
x® — 9x° + 53x* — 405x> + 684x> — 2916x + 2592 = 0.

O Maxima apresenta as raizes de uma equacao na forma de lista-solucao
onde cada coordenada é uma equacao do tipo variavel = raiz. Logo, € pre-
ciso mapear a funcao rhs para obter somente o lado direito de cada equacao e,
depois, transformar a lista em conjunto.

(%1124) eq: x"6 - 9*x"5 4+ 53*x"4 - 405*x"3 + 684*x"2 - 2916*x + 2592
=0
(%0124)  x% — 9% x> + 53 % x* — 405 % x3 4+ 684 % x° — 2916 % x + 2592 = 0

(%i125) solve(eq);
(%0125) [x=1,x=8,x=—=3%i,x =3%I,x = —6%I,x = 6%i]

(%i126) map(rhs, %);
(%0126)  [1,8, —3%1, 3%i, —6%i, 6%i]

(%i127)  S: setify(%);
(ho127)  {1,8,—6%i, —3%i, 3%/, 6%/}

Portanto, o conjunto-solucao obtido é S ={1,8, —6/, —3/, 3/, 6i/}.

Exemplo 3.26 Entre os 200 primeiros termos das progressoes aritméticas cujos
termos gerais sao ax = bk — 11 e by = 3k + 7, determine quantos elas tém
em comum.

Criamos as progressoes aritméticas como sendo as listas L1 e L2, transfor-
mamos as listas em conjuntos S1 e S2 e calculamos a cardinalidade da sua
Intersecao.

(%i128) L1: makelist(5*k - 11, k, 1, 200)$

(%i129) L2: makelist(3*k + 7, k, 1, 200)$

(%i130) S1: setify(L1)$

(%1131) S2: setify(L2)$

(%1132) S intersection(S1, S2);

(%o11) {19,34,49,64,79,94,109, 124,139, 154, 169, 184, 199, 214, 229,
244,259,274,239, 304, 319, 334, 349, 364, 379, 394, 409, 424, 439, 454, 469,
484,499,514,529, 544,559, 574,589, 604}
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(%1133) cardinality(S);
(%0133) 40

Concluimos que as progressoes aritméticas dadas tém 40 termos em comum
entre seus 200 primeiros termos.

3.5 Relacoes e classes de equivaléncia

Uma relacdo em um conjunto A é qualquer subconjunto de A x A. Para
definir uma relacao R em um conjunto A podemos usar um comando do tipo
R(x, y) := is(...) e definir a relacao entre os elementos x e y do conjunto
A como parametro do comando is. Se for assim definida, entao x estard
relacionado com y, em simbolos xRy, quando R(x, y) for verdadeira.

Por exemplo, a relacao de igualdade em um conjunto pode ser definida com
R(x, y) := is(x = y). Nesse caso, R(4, 4) retorna um valor true (signifi-
cando que 4 R 4, ou seja, 4 = 4) e R(1, 3) retorna false (significando que
1 R3, ou seja, 1 # 3).

O Maxima calcula as classes de equivaléncia de uma relacao R em um con-
junto A através de um comando equiv_classes(A, R). Se R é uma relacao
de equivaléncia, o conjunto das classes é conhecido pelo nome de conjunto-
quociente de A por R e costuma ser denotado por A/R.

Exemplo 3.27 Definir a sequinte relacdo: xRy < x — y é multiplo de 5. Para
Isso, podemos usar o comando remainder (m, n) (ou mod(m, n)) que calcula
o resto da divisdo de m por n. Sendo A={1,2,3,4,9,11,12,14,19, 20}, veri-
ficar se 4R19, 11R1 e 9R20 e calcular as classes de equivaléncia de R em A.

(%i134) A: {1,2,3, 4,9, 11, 12, 14, 19, 20},
(%o134) {1,2,3,4,9,11,12,14,19, 20}

(%1135) R(x, y) := is(remainder(x -y, 5) = 0);
(%0135)  R(x,y):=is(remainder(x —y,5) = 0)
(%1136) R(4, 19);

(7,0136)  true

(%i137) R(11, 1);

(7,0137)  true

(%i138) R(9, 20):

(%0138)

true
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(%1139) equiv_classes(A, R);
(%0139)  {{1,11},{2,12},{3},{4,9, 14,19},{20}}

De acordo com as respostas do programa, temos que 4 R19, 11 R1,9 R20 e
o conjunto das classes de equivaléncia da relacao R no conjunto A é dado por

A/R = {{1,11}, {2, 12}, {3}, {4, 9, 14, 19}, {20} }.

Exemplo 3.28 Sejam B = { (1,2), (3,4), (2,2), (v/5,0), (0,5), (=2, =2), (2, —2),
(v/2,v/3)} e a seguinte relacdo S definida em B:

(x1,%)S (V1. y2) & X2 +x5 =y +y3.

Verifique se (0, 5) esta relacionado com (3, 4) e determine o conjunto das clas-
ses de equivaléncia.

(hi140) B:{[1, 2], [3. 4], [2, 2], [sart(5), O], [0, 5], [-2, -2], [2, -2],
[sart(2), sqrt(3)] };

(%0140)  {[-2,-2],[0,5].[1,2].[2. —2].[2.2].[3. 4], [V2, V3], [V/5. 0]}

(hi1d1)  S(x,y) :=is(x[1]"2 + x[2]"2 = y[1]"2 + y[2]"2);

(%o141)  S(x,y) =is(x?+x3 =y + y3);

(hi142) S([0, 5], [3, 4]);

(%0142)  true

(%1143) equiv_classes(B, S);

(ho1a3)  {{[-2,-2],[2,-2], [2, 2]}, {[0. 5], [3. 4]} {[1. 2], [V2, V3], [V5, O]} }



Capitulo 4

Operacoes com matrizes

O Maxima possui uma grande quantidade de recursos para a manipulacao de
matrizes. Esses recursos vao desde os mais basicos (como adi¢cdo e multiplicacao
de matrizes, calculo de determinantes) aos mais avancados (autovalores, auto-
vetores, formas candnicas).

4.1 Introduzindo uma matriz

Uma matriz pode ser definida de varias maneiras. Os principais modos de
definicao sao através dos seguintes comandos:

e matrix([linhal], [linha2], ...) Define uma matriz cujas linhas sao dadas.
Equivale ao “Introduzir matriz ...” do menu “Algebra”.

e genmatrix(funcdo, N. linhas, N. colunas) Gera uma matriz de ordem
especificada e termo geral dado. Equivale ao “Gerar matriz ..." do
menu “Algebra’.

e entermatrix(N. linhas, N. colunas) Entra com uma matriz elemento por
elemento, a medida que vao sendo solicitados.

Exemplo 4.1 Definir uma matriz A fornecendo as linhas na forma de listas de
mesmo comprimento.

(%i1)  A: matrix( [3, 2, -1], [8, 0, 7], [a, b, c], [0, O, X] );
—1

O v 00 W
O T ON
xX o ~

Exemplo 4.2 Definir uma matriz B de ordem 3 x 4 cujo termo geral seja
b,‘j = \/7 + Jl

61
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(%i2)  bli, J] := sart(i) + 1/j;
(ho2)  bjji=Vi+3
(%13) B: genmatrix(b, 3, 4);
2 3 g
(%03) | V241 V2435 V245 V2+;
V3+1 V3+3 V3+35 V343

Note que a funcao do termo geral é definida usando-se colchetes e “:=".

Exemplo 4.3 A funcdo random(n) retorna um inteiro pseudoaleatério de 0 a
n— 1. Usando essa funcao, gere uma matriz M de ordem 5 x 5 aleatoriamente.

(%i4) ali, j] := random(100);
(%h04) aj j = random(100)

(%i5) M: genmatrix(a, 5, 5);
[ 26 36 53 60 71 ]
129 29 18 26
(%05) 95 53 93 87 28
44 6 95 20 97
76 45 34 7 2 |

Exemplo 4.4 Definir uma matriz M de ordem 2 x 3, elemento por elemento.

(%i5) M: entermatrix(2, 3);

Row 1 Column 1: 8:
Row 1 Column 2: ok
Row 1 Column 3: -11;
Row 2 Column 1: 1;
Row 2 Column 2: 0;
Row 2 Column 3: 20;
Matrix e2§eged.11
(%05) 10 20 ]

4.2 Matrizes especiais

O Maxima possui varios tipos pré-definidos de matrizes. Entre eles, citamos
0S seguintes:
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ident(n) Matriz identidade n x n.
zeromatrix(m, n) Matriz nula m x n.

ematrix(m, n, k, i, j) Matriz m x n com todos os elementos nulos, exceto
o da linha 7/ e coluna j que € igual a k.

diagmatrix(n, k) Matriz n x n com elementos da diagonal iguais a k.

diag_matrix(x;, x, . . ., X,) Matriz cujos elementos da diagonal sao dados
e 0s outros elementos sao nulos.

vandermonde_matrix([x¢, X, . . ., X,]) Matriz de Vandermonde definida pela
lista de elementos dados.

1

hilbert_matrix(n) Matriz de Hilbert de ordem n x n, hj = .

Exemplo 4.5 Definimos varios tipos de matrizes especiais, todas de ordem 4 x 4.

(%i6) I |dent(

00 O

, O 100

(%06) 00 10
0001

(%i7)  Z: zeromatrix(4, 4);
O 000

, 00O00O0

(%o7) 0000
00O00O0

(%18)  A: diagmatrix(4, -3);
-3 0 0 O

, 0O -3 0 O

(%08) 0 0 -3 0
O 0 0 -3

(%19) B: diag_matrix(5, -11, 13, sqrt(2));
5 0 0 O

, 0 —11 0 O

(%010) 0 0 13 0
0 0 0 V2

(%110) C: ematrix(4, 4, -23, 3, 3);
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(%010)

(%i11)

(%o11)

(%112)

(%012)

(%113)

(%013)
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23,2, 1);

OO0 OoO N OO OO

|
O o O
w
o O o
o O o

0

V: vandermonde_matrix([a, b, 2, 3]);
(1 a 2% &°

o
o
o

1 b b> b
1 2 4 8
|13 9 27
H: hilbert_matrix(4);
1 1 11
2 3 2
11 11
2 3 4 5
11 11
3 14 5 %
11 11
L7 5 6 7

OPERACOES COM MATRIZES

Exemplo 4.6 O comando sum(f(k), k, m, n) calcula o somatdério da ex-
pressao f (k), com k variando de m até n. Usando os comandos sum(...) e
ematrix(...), defina uma matriz M de ordem 3 X 5 que tenha todos os seus
elementos iguais a 11.

(%i14)

(%o14)

M: sum(sum(ematrix(3, 5, 11, i, j), i, 1, 3), j, 1, 5);

11 11 11 11 11
11 11 11 11 11
11 11 11 11 11

De um modo geral,

sum(sum(ematrix(m, n, k, i, j), i, 1, m), j, 1, n)

gera uma matriz de ordem m x n com todos os elementos iguais a k.

Exemplo 4.7 Usando sum(...), random(...) e ematrix(...), defina uma
matriz P de ordem 3 X 7 cujos elementos sejam gerados aleatoriamente.
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(%i15)  P:sum(sum(ematrix(3, 7, random(50), i, j), i, 1, 3),j, 1, 7);
22 13 18 44 31 30 38

(%015) 25 0 3 28 24 28 35
28 33 33 8 12 15 3

De um modo geral,
sum(sum(ematrix(m, n, random(p), i, j), i, 1, m), j, 1, n)

gera uma matriz de ordem m x n com todos os seus elementos inteiros de 0 a
p-1 gerados aleatoriamente.

4.3 Extraindo linhas, colunas e elementos de uma matriz

Dada uma matriz M, os seguintes elementos podem ser calculados:
e MJi, j] ou MJi][j] Elemento da linha i/ e coluna j de M.

e M[k] ou row(M, k) Linha k da matriz M.

e col(M, j) Coluna j da matriz M.

e minor(M, i, j) Matriz obtida pela retirada da linha i e da coluna j de M.

Exemplo 4.8 Dada uma matriz M, mostrar os valores de alguns elementos, li-
nhas, colunas e alguns menores.

(%i16) mli, j] := random(20)$ M: genmatrix(m, 4, 4);
12 2 14 5
4 11 9 5
18 3 15 5
0O 6 19 0

(hi17)  MI3, 1];
(%o17) 18

(4i18) ML, 3];
(%018) 14

(%i19)  M[1,1]+M[2,2]4+M[3,3]+M[4,4];
(%020) 38

(%i21) MI1]

(%016)
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(%123)

(%i24)

(%125)

(%126)

(12,2, 14, 5]

M(2]
[4,11,9, 5]

col(M, 3);
14
9
15
19

minor(M, 2, 2);
[ 12 14 5]
18 15 5
| 0 19 0 |

minor(M, 4, 3);
(12 2 5]
4 11 5
| 18 3 5|

4.4 Operacoes basicas

CAPITULO 4. OPERACOES COM MATRIZES

Dadas M e N matrizes, sao definidas as seguintes operacoes e funcoes:

e matrix_size(M) Ordem da matriz M no formato de lista [m, n].

e M + N Adicao de matrizes de mesma ordem.

e M - N Subtracao de matrizes de mesma ordem.

numero de linhas de .

k*M Multiplicacdo de uma matriz M por uma constante k.

M.N Multiplicacao de matrizes, se o nimero de colunas de M for igual ao

transpose(M) Matriz transposta de M.
invert(M) Matriz inversa de M, se M for quadrada.

M~ "n Matriz M elevada a enésima poténcia. M~"0 é a matriz identidade

e M~"-1 é a matriz inversa de M.

rank(M) Posto da matriz M

echelon(M) Escalonamento da matriz M.
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e mat_trace(M) Traco da matriz quadrada M, ou seja, soma dos elementos
da diagonal principal.

Observacao: Além das operacdes basicas usuais, o Maxima possui defini-
das algumas operacoes que ndao sao usuais tais como a multiplicacao M*N e
a potenciacao M"n. M*N é a multiplicacado termo a termo de M por N e
M~™n é a matriz das enésimas poténcias dos elementos de M. Por exemplo, se

X z 3 4 ~ 3x 4z
M_[r5] eN—[56],entaoM*N—N*/\/I—[5r 65]
x? z2 . |
M"2 = 2 o2 | Deve-se ter cuidado para nao confundir M.N com M*N,

nem M”™"n com M™n.

Exemplo 4.9 Dadas as matrizes M e N, calcular M + N, M — N, MN, NM,
2M, M°, M=t M? Mt e o traco de M.

(%hi27)  M: matrix([1,1,1], [3,5,4], [-2,-1,-2]);

1 1 1
(%027) 3 5 4
|2 -1 2
(%i28)  N: matrix([1,2,3], [1,3,4], [1,3.5]);
(1 2 3
(%028) 1 34
| 135
(%129) M + N;
2 3 4
(%029) 4 8 8
-1 23
(%130) M- N
o -1 -2
(%030) 2 2 0
| -3 —4 -7
(%131) M.N;
3 8 12
(%031) 12 33 49
| —5,-13,-20

(%132) N.M;
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1 8 3
(%032) 2 12 5
0 11 3
(%133)  2*M,
2 2 2
(%033) 6 10 8
| -4 -2 -4

(%134) M™70;

1 00
(%034) 010
0 01

(%135) M™"-1;

6 —1 1
(%035) 2 0 1
| -7 1 =2 ]
(%136) invert(M);
6 —1 1 ]
(%036) 2 0 1
| -7 1 =2 ]
(%i37) M""2; i
2 5 3
(%037) 10 24 15
| -1 -5 —2
(%138)  transpose(M);
(13 -2
(%038) 15 —1
14 -2
(%139) mat_trace(M);

(%039) 4

Exemplo 4.10 Dada uma matriz M gerada aleatoriamente e de ordem 4 x 4,
escalond-la de duas maneiras: diretamente, com o comando echelon(M), e
também um escalonamento passo a passo, usando operacoes elementares nas
linhas.

(%140)  M: sum(sum(ematrix(4, 4, random(20), i, j), i,1,4), j,1,4);
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(%040)

(%i41)

(%041)

(%142)
(%042)

(%143)
(%043)

(%144)
(%o44)

(%145)
(%045)

(%146)
(%046)

(%147)
(%047)

(%148)
(%048)

(%149)
(%049)

(%150)
(%050)

(%i51)
(%051)
(%1i52)

(%052)

(%1i53)

7 0 16 19]
2 6 7 1
18 2 14 6
136 6 3

MI[1] : M[1]/M[1, 1];
10,12, 2]

M[2] : M[2] - M[2, 1]*M[1];

31
0,6, %, -3

MI[3] : M[3] - M[3, 1]*M[1];
0.2, 120, 0]

M[4] : M[4] - M[4, 1]*M[1];

166 191
[0, 6, 160, 191

MI[2] : M[2]/M[2, 2];

0.1.% %

M[3] : M[3] - M[3, 2]*M[2];

587 869
0,0, — %, 869

M[4] : M[4] - M[4, 2]*M[2];
[0,0, — 18, _ 160

MI3] : M[3]/M][3, 3]
[0,0,1, 8]
MI[4] : M[4] - M[4, 3]*MI3];

9301
0.0,0, %7

M[4] - M[4]/M[4, 4];
0,0,0,1]

M;

OO OO
OO~ O
o —BlE
o~
N

is(M = P);
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(,053)  true

Note que o resultado fornecido com o escalonamento passo a passo é 0 mesmo
que se obtém com um comando echelon(M).

4.5 Determinantes

O determinante de uma matriz quadrada M é calculado com um comando
determinant(M).

a b ¢ d

: . —-b a —d c

Exemplo 4.11 Calcule o determinante da matriz M = e d a2 —b

—d —c b a

(%i54) M: matrix([a, b, c, d], [-b, a, -d, ], [-c, d, a, -b], [-d, -c, b, a]);
a b ¢ d
, —b a —-d c
(%o54) —c d a -—b
—d —c b a

(%155)  determinant(M)$
(%i56) expand(%);
(%ho56) d*42c%d? + 2b°d? 4+ 2a°d? + c* + 2b%c? + 2a°c? + b* + 2a°b? + &*

(%i57) factor(%);
(%057)  (d? + c? + b* + a?)?

Exemplo 4.12 Consideremos a matriz A de ordem 5 x 5 cujo termo geral é
ajj =1 —j+ 1+ max(/,j)(max(i,j) —1). Calcular os determinantes de A e de
sua inversa.

(%158) alias(inv, invert, det, determinant);
(058)  [inv, det]

(%159) ali, j] :=1-]J+ 1 4+ max(i, j)*(max(i, j) - 1);
(%059) ajji=1—J 4+ 14+ max(i,j)*(max(i,j)—1)

(%160)  A: genmatrix(a, 5, 5);
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(%o061)

(%162)

(%062)

(%163)
(%063)
(%i64)
(%064)

1 2 5 10 17 ]
4 3 6 11 18
9 8 7 12 19
16 15 14 13 20

| 25 24 23 22 21 |

B: inv(A);

- —491 485 1 1 —21 A
058 958 479 058 958
485 1443 477 —1 o1
058 1916 1916 1916 1916
1 477 =799 319 7
479 1916 1916 1916 1916
1 -1 319 =550 243
058 1016 1916 1916 1916
o7 =07 -9 035  —145

| 958 19016 1916 1916 1916 4

det(A);

7664

det(B);

1

7664

71

Exemplo 4.13 Dada uma matriz A (gerada aleatoriamente), calcule M, a ma-
triz dos cofatores de A, e a transposta de M dividida pelo determinante de A.
Por fim, verifique que essa ultima matriz obtida é a matriz inversa de A.

(%i65) alfi, j] ;== random(15)$ A: genmatrix(a, 5, 5);

(%065)

(%166)
(%066)

(%1i67)

(%067)

(%168)

2 12
4 1
3 13
0 ©

|14 4 8 4 6

14 5 9

5 4
10 5 7
01

mli, j] := (-1)"(i + j)*determinant(minor(A, i, j));
m; j .= (=1)" determinant(minor(A,i,J))

M: genmatrix(m, 5, 5);

[ 1856

692
—732
—1728

—2270

26096 —392 7624
1420 —798 —6224
—4204 1162 —8992
—1176 —1624 3528

110 35 26016

—10688
2652
8956
2296

~1150 |

B: 1/determinant(A)*transpose(M);
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- 232 —173 183 13 1135 -
3437 684 0874 491 13748
Z337 355 1051 2L =55
3437 6874 684 491 13748
AN VAR ST
201 1964 1964 491 3928
—053 778 1124 —63 =327
3437 3437 3437 491 3437
1336 663 —2739 —41 575
| 3437 6874 6874 491 13748 -
(%169) A.B;
1 0 00 0]
01000
00100
00010
0000 1|
(%i70) B.A;
1 00 0 0]
01000
00100
00010
0000 1|
(%i72) is(B = invert(A));
true

Assim, fica mostrado que a matriz B obtida é a inversa de A.

4.6 Polindmio caracteristico, autovalores e autovetores

Dada uma matriz quadrada M, o determinante de x/ — M é denominado
polinémio caracteristico de M. Suas raizes A\ sao chamados autovalores e as
solucoes nao nulas v do sistema Mv = A\v sao chamados autovetores de M.
Esses itens sao calculados pelo Maxima com os seguintes comandos:

e charpoly(M, x) Polindbmio caracteristico de M na variavel x.

e eigenvalues(M) Autovalores \; e suas respectivas multiplicidades m; no
formato de lista de listas [[A1, Ao, ... ], [m1, mo, .. ]].

e eigenvectors(M) Autovetores v; da matriz M no formato de lista de listas

[ Az, 1 [ ma, L L (vl -

Exemplo 4.14 Calcular o polinbmio caracteristico da matriz A =
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e também da sua transposta B = At

(%i73)  A: matrix( [0, 0, 0, -d], [1, 0, 0, -], [0, 1, 0, -b], [0, 0, 1, -a]);

[0 0 0 —d
, 1 00 —c
(%073) 010 —b
| 001 —a
(%1i74) B: transpose(A);
0 1 0 0
o 0 0 1 0
(%ho74) o 0 0 1
| —d —c —b —a

(%175) p: determinant(x*ident(4) - A);
(%075)  x(x(x(x+a)+b)+c)+d

(%i76) p: expand(p);
(%o76) x*+ax3+bx>+cx+d

(%1i77) q: charpoly(B, x);
(%077)  d — x(—x(b— (—x — a)x) — ¢)

(%i78) q: expand(q);
(%078) x*4+ax3+bx?+cx+d

Obtivemos dessa forma que o polindbmio caracteristico de A e da sua transposta
éigual a x* + ax® + bx>+cx+d .

Exemplo 4.15 Determinar o polinbmio caracteristico, os autovalores e autove-
-3 -5 10 —4
-1 —14 21 -8
-1 —19 30 —12
-1 —-19 29 —11

(%179)  M: matrix([-3,-5,10,-4], [-1,-14,21,-8], [-1,-19,30,-12],
[-1,-19,29,-11] );
-3 -5 10 -4
-1 —-14 21 -8
-1 —-19 30 -12
-1 —-19 29 -11
(%180)  charpoly(M, x)$

(%i81) expand(%);
(%081) x*—2x3 —15x2 — 4x + 20

tores da matriz M =

(%079)
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(%182) solve(%);
[x=1,x=5x=—-2]
(%183) eigenvalues(M);
[[1,5,-2]. [1, 1, 2]]
(%i84) eigenvectors(M);

[([r. 5, =2], 1,1, 2]}, [I[1. 2,3, 4]], [[1, 2,3, 3]]. [[1. 1, 1, 1]]]]

Observando essas respostas, temos que o polinbmio caracteristico de M é
p(x) = x* — 2x3 — 16x? — 4x + 20, os autovalores sdo 1, 5, -2 com multi-
plicidades 1, 1, 2, respectivamente, e os autovetores s3o (1,2, 3,4), (1,2,3,3)
e(1,1,1,1).

4.7 Polindbmio minimo e forma de Jordan

O pacote diag do Maxima possui varios comandos que permitem executar

diversas atividades, algumas bastante complexas:

e jordan(M) calcula uma lista de listas que corresponde a forma candénica de
Jordan de uma matriz M.

e dispJordan(lista) mostra a lista obtida com o comando jordan(M) no for-
mato de matriz.

e minimalPoly(lista) mostra o polindmio minimo a partir da lista obtida com
jordan(M).

e JF(X\, n) bloco de Jordan de ordem n associado ao autovalor A.

e diag([M1, M2, ...]) matriz de blocos cuja diagonal é formada pelas
matrizes M1, M2, ...

e ModeMatrix(M) ou ModeMatrix(M, lista) matriz P tal que (P""-1) . M
. P éigual a forma de Jordan de M. A lista obtida com jordan(M) pode ser
passada como segundo parametro para reduzir o tempo gasto nos calculos.

e mat_function(f, M) retorna f(M), o valor da funcao f aplicada a M.

184 365 505 599 646
—451 —869 —1193 —1408 —1515
Exemplo 4.16 Sendo M = 374 712 971 1137 1220 |, deter-
—65 —121 —-159 -—177 —189
| -31 -60 -85 —104 —111 |
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mine sua forma de Jordan, seu polinbmio minimo e uma matriz P tal que
P IMP = J.

(%i85) load(diag)$
(%i86) M: matrix([184,365,505,599,646], [-451,-869,-1193,-1408,-1515],
[374,712,971,1137,1220], [-65,-121,-159,-177,-189],
[-31,-60,-85,-104,-111]);
[ 184 365 505 599 646
—451 —869 —1193 —1408 —1515
(%086) 374 712 971 1137 1220
—-65 —121 —-159 177 —189
| 31 -60 -8 104 —111 |
(%187) lista: jordan(M);
(hos7) [[-7.2],[4, 3]]
(%188) dispJordan(lista);
[ —7 1 0 0 0]
O =7 000
(%088) 0O 0 410
0O 0 041
0 0 00 4|
(%189) minimalPoly(lista);
(%089)  (x —4)3(x +7)?
(%190)  P: ModeMatrix(M, lista);
21 10 4 1]
-2 0 —-40 -6 O
(%090) 2 -5 60 -16 0
0 2 —40 44 -10
| 0 0 10 —-26 9 |
(%i91) P""1.M.P;
—7 1 00O
O =7 000
(%091) 0O 0 410
0O 0 041
| 0 0 00 4|
(%192) is (P""-1. M . P = dispJordan(jordan(M)));
(%192)  true
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6 2 1 1
O 5 1 0

Exemplo 4.17 Sendo M = . o2 g & calcule E = exp(M)
-1 -2 -3 1

e L =log(E).
(%i93) load(diag)$
(%194) M: matrix([6,2,1,1], [0.5,1,0], [1.2,8,5], [-1,-2,-3,1])

6 2 1 1
, O 5 1 0
(%094) 1 2 g s
| -1 —2 -3 1
(%195) E: mat_function(exp, M);
[ 17%e° 11%e° 7%e° 10%e® ]
%6e5 5°/§e5 20/2 5 1159/)0e5
(h098) | e ol5 w0
OT %e % 3%6
| —%e> —2%e> —3%e’ —3%e’

(%197)  L: mat_function(log, E);

6 2 1 1
o 0 5 1 0
(%097) 1 o2 8§ s
-1 -2 -31

Exemplo 4.18 Sejam A, B, C blocos de Jordan de ordem 3 associados aos au-
tovalores a, B e A, respectivamente. Construir uma matriz M de ordem 9 x 9
cuja diagonal de blocos é [A, B, C] e calcule seu polindmio minimo.

(%198) load(diag)$
(%199)  A: JF(%alpha, 3);

a 1 0
(%099) 0 a 1
0 0 o
(%i100) B: JF(%beta, 3);
510
(%0100) 0 081
008

(%1101) C_:

(%0101)
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(%i102)

(%0102)

(%1103)
(%0103)

(%1104)
(%0104)

M: diag([A, B, C]);

cNoNoNolNoNololNolle)
OO OO0 —
OO OO0 O0ORQ —~ O
oNeoNeoNoNoRa\ ool
OO XY OO0 OoOOoOo
O PR OO0OO0OO0OOoOOo
> L OO0 000 OO0

]

ocNoNoNoRO NN oNolo)
OO0 O OO OO

r:_ jordan(M); —
[[x.3].18. 3]. [a, 3]
minimalPoly(r);

(x —a)’(x = B)°(x = A)°

4.8 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

O comando gramschimdt(...) do pacote eigen obtém uma base ortogo-
nal a partir de uma outra base definida como uma lista de listas ou como uma
matriz. Os resultados mostrados normalmente contém fatoracao de inteiros.

Exemplo 4.19 Aplicar o processo de ortogonalizacao a base

(%1105)
(%0105)

(%i106)
(%0106)

(%i107)
(%0108)

(%1109)
(%0109)

(%1110)
(%0110)

(%it11)

{(1,2,3,4), (5,4,3,5), (1,1,1,1), (3,7,8,—19)}.

load(eigen);
"C: /PROGRA2/MAXIMA1.2/5.31.2/matrix/eigen.mac”

A:[[1, 2,3, 4],[5 4,3,5],[1,1,1, 1], [3, 7, 8, -19]];
[[1,2,3,4],[5.4,3,5],[1,1,1,1],[3,7,8, —19]]

B: gramschmidt(A);

[11.2.3.4] 5 % =52 =31 10.5. 3. —3]. =5, 1. 3. 0]
B: expand(B);

12,34, [, ¢ -2 -3.[0.5.5 -3, [-5.1. -3, 0]
B[1].B[2];

0

B[3].B[4];
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(%0111) O

Obtivemos desse modo a base ortogonal B = {Bi, By, B3, By} =

{(1,2,3,4), (,8,-2,-2), (0,%,2,-2), (-3, 1,—3,0)} e mostramos também

que B; é ortogonal a B, e que B3 é ortogonal a B,.



Capitulo 5

Graficos

Com a ajuda de outros programas que sao instalados juntamente com ele,
o Maxima consegue construir os mais diversos tipos de graficos. Se nao for
fornecido outro nome, ele usa como padrao um programa chamado Gnuplot
para construir os graficos.

Os graficos construidos pelos programas que trabalham em conjunto com o
Maxima sao os mais variados: graficos de pontos isolados, graficos de funcoes
f(x), graficos em coordenadas polares, graficos definidos por equacbes pa-
ramétricas, graficos tridimensionais de fun¢des do tipo z = f(x,y) ou de su-
perficies parametrizadas, além de outros tipos.

5.1 Graficos planos

Diversos tipos de graficos planos podem ser construidos com um comando
plot2d(expressao, dominio, opg¢oes, ... ) onde expressdo pode ser uma
expressao algébrica, um nome de funcao ou uma lista de expressoes algébricas
ou de pontos isolados, dominio é uma lista que contém o nome da varidvel e
seus valores minimo e maximo, e opg¢des sao listas que definem a apresentacao
do grafico tals como cores, largura, escalas etc.

No lugar do plot2d(...) pode ser usado um comando wxplot2d(...). A
diferenca entre um e o outro € que o plot2d(...) faz o grafico em uma janela
exclusiva, enquanto que o wxplot2d(...) faz o grafico “embutido” na janela
principal do Maxima.

Um grafico plano também pode ser construido através do “Grafico 2d” do
item “Grafico” do menu principal. Na janelinha que se abre, podem ser definidos:

e A expressao algébrica que define a funcao da qual serd construida o grafico;
e Se o grafico é paramétrico ou discreto;
e Se a escala do grafico é logaritmica;

e A variacao do Xx;

79
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e A variacao do y;
e O numero de pontos utilizados na construcao do grafico;
e O formato do gréfico (padrdo, embutido, gnuplot ou openmath);

e As opcdes para construcao o grafico: set zero axis para mostrar os
eixos, set size ratio 1 para usar a mesma escala nos eixos set grid
para desenhar uma grade quadriculada como fundo do grafico, entre outras.

-

Grafico 2D ) |

Expressdo(fes): =®"Z - 4
Varigvel: x Bez" | —4 Para: 4 [ escala logaritmica
Varigvel: ¥ Be=tl —4 Para: 12 [] escala logaritmica

Marcacdes: 10

Formato:  embutido -
Opgies: -
Arquivo:

[ OK ] [ Cancelar

Exemplo 5.1 Construimos como nosso primeiro exemplo o grafico da funcao
f(x) =x?>—4, com —4 < x < 4,

(%i1)  wxplot2d(x~2 - 4, [x, -4, 4]);

X"-4

(%t1)

E possivel a funcdo ser definida previamente, antes do comando plot2d(...).
Sendo assim, o grafico anterior também pode ser construido da seguinte forma:
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(hi2) f(x) :=x"2- 4%
(%i3)  wxplot2d(f(x), [x, -4, 4]);

O mesmo grafico anterior também pode ser construido em uma janela a
parte, em formato maior. Para isso, € so retirar o “wx” do comando, digitando
apenas plot2d(...). Com esse tipo de grafico, nao podem ser abertas vdrias
Janelas simultaneamente, tem que ser construido um grafico de cada vez.

(%id) plot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4]);

[Z] Gnuplot (window id : 0) [ I |
Hlegaaald?

12 T T T T T T T

10 - : _

at i _

X124
.
T
1

-2.99469, -2.02469
\

5.2 Opcoes para construcao de graficos

Um grafico pode ser construido usando-se varios estilos. Podem ser alteradas
a cor, a largura do traco e varios outros itens. Para isso, deve ser acrescentado
a linha do comando plot2d(...) ou wxplot2d(...) uma ou varias listas com
opc¢oes:

® [X, Xminy Xmax] Variagdo do x, Xmin < X < Xpax-
L [yv Ymin» Ymax] variagéo do Y Ymin S y S Ymax-

e [style, [lines, largura, cor]] Grafico formado por pequenos segmentos de
retas de largura e nimero de cor especificados.

e [color, nome] Cor utilizada; nome pode ser blue, red, green, magenta,
black ou cyan.
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e [style, [points, tamanho, cor, formato]] grafico formado por pontos iso-
lados, tamanho é um inteiro positivo, cor € um inteiro de 1 a 6 e formato
€ um Iinteiro de 1 a 13 que corresponde ao estilo do ponto.

e [gnuplot_term, tipo] Tipo de terminal (arquivo) onde o grafico é gerado;
pode ser jpeg, pdf, gif, png, eps, entre outros.

e [gnuplot_out file, ”arquivo”] Nome do arquivo onde o grafico é gravado;
deve estar entre aspas; pode incluir um caminho como nos exemplos:
"c:\\temp\\grafico.jpg", "c:\\usuario\\imagens\\textogr.gif",
"d:\\begin{exemplo}los\\arquivo.pdf".

Exemplo 5.2 Construimos vdrias vezes o grafico da funcido f(x) = x> — 4, al-
terando em cada caso a cor do grafico, a largura do traco ou o estilo do ponto
utilizado.

(%i5)  wxplot2d(x~2 - 4, [x, -4, 4], [style, [lines, 3]]);

12

-
(]

X"2-4

(%t5)

RO M oo @
1

(%i6) wxplot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4], [style, [lines, 10, 1]]);

12

=
o

X"D-4

(%16)

Bt oM B o o
i

(%1i7)  wxplot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4], [style, [lines, 5]], [color, green]);
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12
10

X2-4

(%t7)

R oo O RS @
1

12
10

x"2-4

(%t8)

E i ow b o o
i

(%19) wxplot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4], [style, [points, 3, 1, 2]]);

x"2-4

(%1t9)

Bt om B o o
\

(%i10)  wxplot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4], [style, [points, 5, 4, 3]]);
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L
]
|

R
(=]

¥hD-4

(%t10)

E i omwm b oo
\

(hi11)  wxplot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4], [style, [points, 6, 5, 7]]);

o

x"2-4

(%t11)

A oo o o
,

Em vez ser mostrado na tela, o grafico pode ser gravado em um arquivo. Por
exemplo, para grava-lo em um arquivo de nome EXEMPLO.JPG, basta usar o
seguinte comando:

(%i12)  wxplot2d(x"2 - 4, [x, -4, 4], [style, [lines, 3]], [gnuplot_term, jpeg],
[gnuplot_out _file, "EXEMPLO.JPG"]);
(%012)  exemplo.jpg

Exemplo 5.3 Construimos o grafico de f(x) = 5 com x no intervalo [-3, 3].
Inicialmente, nao € definida variacao para o y e o grafico fica muito ruim. De-
pois, o grafico é construido novamente limitando-se o y ao intervalo [—10, 10]
e a apresentacao do grafico melhora significativamente.

(%113)  wxplot2d(x/(x"2 - 1), [x, -3, 3], [style, [lines, 2]]);
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1000
800 |
600 |
400 ¢
200 |

0

-200
-400
-600 |
-800 |

-1000

Xl (x*2-1)

(%t13)

3 -2 -1 0 1 2 3

(hi14) wxplot2d(x/(x"2 - 1), [x, -3, 3], [y, -10, 10], [style, [lines, 2]]);

10

XI(x"2-1)
[ )

(%t14)

-10

Exemplo 5.4 Construimos o grafico da tangente trigonométrica no intervalo
[—5,5]. O gréfico s6 fica com uma boa aparéncia se o y for limitado a algum
intervalo.

(%115) wxplot2d(tan(x), [x, -5, 5], [style, [lines, 3]], [color, black]);

5000
4000 }
3000
2000 ¢
1000 t

0 i
-1000
-2000
-3000
-4000
-5000

tan(x)

(%t15)

(%i16) wxplot2d(tan(x), [x, -5, 5], [y, -5, 5], [style, [lines, 3]], [color, black]);
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tan(x)

5.3 Mais opcoes de construcao de graficos

e [legend, nome] Acrescenta uma ou vdrias legendas ao grafico. Se nome
for false, entao é mostrado um grafico sem legendas.

e [box, teste] Envolve o grafico em uma moldura se teste for true, ou nao
envolve se teste for false.

e [nticks, n] Contréi um graficos usando n pontos no seu tragado se n > 29.
e [xlabel, nome] Rétulo para o eixo dos x.
e [ylabel, nome] Rétulo para o eixo dos y

e [gnuplot_preamble, “set polar”)] Constréi grifico usando coordenadas
polares.

e [gnuplot_preamble, “set size ratio 1”]) Mesma escala nos eixos.

e [gnuplot_preamble, “set grid”]) Desenha uma grade como fundo do
grafico.

Exemplo 5.5 Construir o gréfico de f(x) = V4 —x> com -2 < x < 2. O
grafico é uma semicircunferéncia que aparece deformada se nao for usado uma
opcao ‘“set size ratio 1. No final, acrescentamos uma grade como desenho de
fundo.

(%i17)  f(x) := sqrt(4 - x~2);
f(x) = V4—x?
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(%118)

(%t18)

(%1i19)

(%t19)

(%120)

(%t20)

Exemplo 5.6 Usando coordenadas polares, construir o grafico de r = cos(49),

wxplot2d(f(x), [x, -2, 2], [y, 0, 4], [style, [lines, 4, 2]]);

4
35t
3
25
ok
15 ¢
1 F
05

sqri(4-x"2)

0
-2

-1.5

-1 -05 Q 05 1 1.5 2
X

wxplot2d(f(x), [x, -2, 2], [y, 0, 4], [style, [lines, 4, 2]],
[gnuplot_preamble, " set size ratio 1"]);

sqrt(4-x"2)

4

35 ¢
3 |
25 ¢
2 |
158
1 1

05
0

215105005115 2
X

wxplot2d(f(x), [x, -2, 2], [y, 0, 4], [style, [lines, 4, 2]],

[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"]);

sgrt(4-x"2)

4

35 ¢
3 L.
25 ¢
2 L
15
11

05
0

-2-15-1-05 005 115 2

X

com 0 <6 < 2.

87
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(%i21) wxplot2d(cos(4*teta), [teta, 0, 2*%pi], [x, -2, 2],
[style, [lines, 3, 3]], [gnuplot_preamble, "set polar”]);

1

cos(4"teta)

(%t21)

Exemplo 5.7 Construir o grafico de v(t) =3 —2t, com 0 < t < 5, usando o
rotulo “tempo (s)” no eixo dos x e ‘velocidade (m/s)” no eixo dos y.

(hi22)  v(t) := 3 - 2*t$
(%123) wxplot2d(v(t), [t, 0, 5], [xlabel, "tempo (s)"],
[ylabel, "velocidade (m/s)"]);

(%t023)

velocidade (mis)
%)

5.4 Construindo varios graficos simultaneamente

Os graficos G1, Gy, ..., G, podem ser construidos simultaneamente em um
tnico sistema de coordenadas cartesianas. Para isso, basta coloca-los no for-
mato de lista no comando plot2d ou wxplot2d. Nesse caso, diversas outras
opcoes podem aparecer também no formato de lista:

plot2d([G1, Go, ..., G,], [style, estiloy, estilo,, ..., estilo,], [color, cory,
cory, ..., cor,l, [legend, legenday, legenda,, ..., legenda,], ...).
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3

Exemplo 5.8 Sendo f(x) = % — 4x, construir os graficos de f(x), f(x) +2 e
f(x) —2 em um mesmo sistema de eixos. Criar uma legenda para os graficos
e, depois, eliminar a moldura que os envolve.

(hi24) f(x) :=x"3/3 - 4%x;
(%024)  f(x):= %3 —4x

(%125) wxplot2d([f(x), f(x)+2, f(x)-2], [x, -4, 4], [y, -10, 10],
[legend, "f(x)", "f(x)+2", "f(x)-2"] );

10

fix)
fx)+2
gy 2 ——

(%t25)

(%i26)  wxplot2d([f(x),f(x)+2,f(x)-2], [x,-4,4], [y.-10,10], [style,[lines,3]],
[legend, "f(x)", "f(x)+2", "f(x)-2"], [box, false]);

f(x)
flx)+2
f(x)-2 e

(%t26)

Exemplo 5.9 Ainda com relagao a f(x) = %3 — 4x, construir em um mesmo
sistema de eixos os graficos das funcdes f(x) e |f(x)|. Usar legendas e estilos
diferentes para cada grafico.
(%i27) f(x) :=x"3/3 - 4*x$
(%128)  wxplot2d([f(x), abs(f(x))], [x, -4, 4], [y, -10, 10],

[legend,” f(x)"," |f(x)|"],[style,[lines,5],[lines,2]],[color,cyan,black]);
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(%t28)

Exemplo 5.10 Construir a mesma lista de graficos do exemplo anterior sem le-
gendas, usando diferentes estilos para cada grafico.

(%129)  wxplot2d([f(x), f(x) + 2, f(x) - 2], [x, -4, 4], [y, -10, 10],
[style, [points,4,1,3], [lines,3,5], [points,2,2,4]], [legend,false]);

10

(%t29)

Exemplo 5.11 Construir os gréficos de sen(x) + g, com —8 < n <8, —2m <
x <2me—2<y <2 Um comando makelist(...) pode ser usado para criar a
lista de graficos.

(%130)  wxplot2d(makelist(sin(x)4+n/8, n, -8, 8), [x, -2*%pi, 2*%pi],
ly, -2, 2], [legend, false], [style, [lines, 2]]);
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(%t30)

Exemplo 5.12 Construir os graficos de sen(x + g), com 0 < n < 16, —27 <
x <2me—2<y <2 Um comando makelist(...) pode ser usado para criar a
lista de graficos.

(%131)  wxplot2d(makelist(sin(x+n/8), n, 0, 16), [x, -2*%pi, 2*%pli],
ly, -2, 2], [legend, false], [style, [lines, 2]]);

(%t31)

5.5 Graficos discretos

Um “grafico discreto” é aquele formado por pontos isolados (xi, y1), (X2, ¥»),
..., (X, ¥n). A construcao desse tipo de grafico no Maxima é feita com

um comando do tipo plot2d([discrete, listagem], ...) ou wxplot2d([discrete,
listagem], ...), onde listagem é a lista de pontos [[x1, V1], [%2, V2], . ... [Xn. Vil
ou as listas de coordenadas [xi, Xo, ..., Xn|, [V1, V2. ..., ¥n]. O padrdo é desenhar

uma poligonal que passa pelos pontos dados, a nao ser que seja adicionada uma
op¢ao do tipo [style, points] ou [style, [points, tamanho, cor, tipo]].

Exemplo 5.13 Fazer um grafico discreto com os pontos (1, 3), (2,0), (3, —1),
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(4,2) e (5, —2).

(%i32) lista_pontos: [[1,3],[2,0],[3.-1].[4.2].[5.-2]];
(%032) [[1,3],[2,0],[3, —1],[4. 2], [5, —2]]

(%133)  wxplot2d([discrete, lista_pontos]);

(%t33) 0}

(%134) wxplot2d([discrete, lista_pontos]|, [style, points]);

e
2 o
1
0 =
(%t34) 0| .
1 .
2 - )
1 15 2 25 3 35 4 45 5
X

(%135) wxplot2d([discrete, lista_pontos], [x, -1, 6], [y, -3, 4],
[style, points, 3, 1, 1]);
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4
3t ®
2t L
1
=
(%t35) 0 .
-1+ L
20 ®
3 . .
-1 0 1 2 3 4 5 6
X

(%136) wxplot2d([discrete, lista_pontos], [x, -1, 6], [y, -3, 4],
[style, [points, 3, 5, 5]]);

4
3t *
2t *
1 F

0 ==

(%t36) O *
1t *
-2t *
-3 . .

-1 0 1 2 3 4 3 6
X

(%137) wxplot2d([discrete, lista_pontos], [x, -1, 6], [y, -3, 4],
[style, [points, 5, 2, 6]]);

4 .
3t m
2 ¢ |
T o
=
(%t37) 0 |
it il
it [
3 . .
-1 0 1 2 3 4 5 6
X

Exemplo 5.14 Construir o gréfico de f(x) = sen(x) no intervalo [—1, 11] dando
destaque aos pontos cujas abscissas sao inteiros de 0 a 10.

(%138) f(x) :=sin(x)$
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(%139)

L: makelist([n, f(n)], n, 0, 10)$
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(%140)  wxplot2d(f(x), [x, -1, 11], [style, [lines, 2, 2]], [ylabel, "seno de x"]);

(%t40)

(%id1)

(%t41)

(%142)

(%t42)

seno de x

1

08 t
06
04
02 . 3

0 RN 1y iz
02 ¢
-04 ¢
-08 ¢

-0.8
-1

10

wxplot2d([discrete, L]], [x, -1, 11], [style, [points, 4, 1, 1]]);

1

08 |
06 |
04
02 r
g -

02t
04 L
06 t
08 +

-1

10

wxplot2d([f(x), [discrete, L]], [x, -1, 11], [style, [lines, 2, 2],

[points, 4, 1, 1]], [legend, false], [ylabel, "seno de x"]);

seno de x

1

08 ¢
08 ¢
04 ¢
02 ¢

0 L
02 ¢
04 ¢
06 ¢
-0.8

-1

10
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5.6 Graficos paramétricos

Um grafico definido por equacbes paramétricas x = f(t), y = g(t), a <
t < b pode ser construido com um comando wxplot2d([parametric, f(t), g(t)],
[t, a, b], ...) ou plot2d([parametric, f(t), g(t)], [t, a, b], ...).

Exemplo 5.15 Construir o grafico da curva definida por equacdes paramétricas:
x = (2+cosbt)cost, y = (2+ cosbt)sent, 0 <t < 2w. Na primeira tenta-
tiva de construcao, o grafico fica muito ruim. Por isso, foi acrescentada uma
opcao [nticks, 200] para aumentar a quantidade de pontos do grafico. No final,
foi acrescentada uma [gnuplot_preamble, "set size ratio 1"] para uniformizar as
escalas dos eixos.

(%143) wxplot2d([parametric, (24cos(5*t))*cos(t), (24cos(5*t))*sin(t)],
[t, 0, 2*%pi]);

(%t43)

sin(t)*(cos(5*)+2)

-3 -2 -1 0 1 2 3
cos(t)*(cos(5"t)+2)

(%hi44) wxplot2d([parametric, (24cos(5*t))*cos(t), (24cos(5*t))*sin(t)],
[t, 0, 2*%pi], [nticks, 200]);

(%t44)

sin(t)*(cos(5")+2)

-3 -2 -1 0 1 2 3
cos(t)*(cos(o")+2)

(%145)  wxplot2d([parametric, (24cos(5*t))*cos(t), (24cos(5*t))*sin(t)],
[t, 0, 2*%pi], [style, [lines, 3, 2]], [nticks, 200]);
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(%t45)

sin(t)*(cos(5")+2)
[ ]

-3 -2 -1 0 1 2 3
cos(t)*(cos(5™)+2)

(%1i46) wxplot2d([parametric, (24+cos(5*t))*cos(t), (24cos(5*t))*sin(t)],
[t, 0, 2*%pi], [style, [lines, 3, 2]], [nticks, 200],
[gnuplot_preamble, " set size ratio 1"]);

(%t46)

sin(t)*(cos(5")+2)

cos(t)*{cos(5')+2)

Exemplo 5.16 Construir o grafico de x =sen3t, y =sen12t, 0 <t < %” Na
primeira tentativa de construcao, o grafico é muito ruim. Por isso, o nlimero
de pontos foi aumentado com um [nticks, 200]. No final, varios estilos de cons-
trucao com pontos isolados sao utilizados.

(%147) wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3]);
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sin(12*1)

(%t47)

-1 05 0 05 1
sin(3*)

(%148) wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3],
[nticks, 200]);

1
08 +
06
04
02 ¢

ot

N2t

-04

-0.6

N8+
-1

1 08 -06-04-02 0 02 04 06 08 1
sin(3*)

sin(12*)

(%1t48)

(%i49)  wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3],
[nticks, 200], [style, [lines, 3, 4]]);

1
08
06
04
02

0

-0.2
-04
-0.6
-0.8

-1

sin(12*)

(%t49)

1 08 -06-04 02 0 02 04 06 08 1
sin(3)

(%150)  wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3],
[nticks, 200], [style, [points, 3, 4, 4]]);
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sin(3"t)

(%i51)  wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3],
[nticks, 100], [style, [points, 3, 4, 7]]);
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(%t51)
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(%152)  wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3],
[nticks, 200], [style, [points, 3, 4, 7]]);

sin(124)

(%t52)

sin(3*)

(%153)  wxplot2d([parametric, sin(3*t), sin(12*t)], [t, 0, 2*%pi/3],
[nticks, 500], [style, [points, 3, 4, 7]]);
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sin(12)

(%t53)

sin(3*t)

Exemplo 5.17 Considere um circulo de raio s girando dentro de outro circulo
maior de raio r, tangentes interiormente. Se P for um ponto qualquer no circulo
menor situado a uma distancia a do seu centro, entao a trajetdria descrita por P
quando o circulo menor se desloca tangenciando interiormente o circulo maior,
sem deslizar, é uma curva conhecida pelo nome de hipotrocdide e que pode ser
descrita pelas seguintes equagdes paramétricas: x = (r —s) cos(t) + acos((s —
1)t), y = (r —s)sen(t) —asen((c — 1)t), 0 < t < denom(s), onde denom(s)
é o denominador da fracao § Variando-se os valores de a, r e s, obtém-se uma
Interessante familia de curvas. A primeira tentativa de construcao do grafico
fica muito ruim. Por isso, aumentamos o nimero de pontos com [nticks, 500]
e uniformizamos as escalas dos eixos x e y.

(%i54) f(t, a, r, s) := (r-s)*cos(t) + a*cos((r/s - 1)*t)$

(%155) g(t, a, r, s) := (r-s)*sin(t) - a*sin((r/s - 1)*t)$

(%i56) a: 8% r: 30% s: 19%

(%i57)  wxplot2d([parametric, f(t,a,r,s), g(t,a,r,s)], [t,0,2*%pi*denom(r/s)]);

(%t57)

11*sin(t)-8*sin(11*/19)

200 15 210 -5 0 5 10 15 20
1M1*cos(t)+8*cos(11"/19)

(%158) a: 8% r: 309 s: 19%
(%159)  wxplot2d([parametric, f(t,a,r,s), g(t,a,r,s)], [t,0,2*%pi*denom(r/s)],
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[nticks, 500], [gnuplot_preamble, "set size ratio 1"], [box, false]);

(%t59)

(%i60) a: 2% r: 21/5% s: 3%
(%i61) wxplot2d([parametric, f(t,a,r,s), g(t,a,r,s)], [t.0,2*%pi*denom(r/s)],
[nticks, 500], [gnuplot_preamble, "set size ratio 1"], [box, false]);

(%t61)

(%i62) a: 6% r: 21/5% s: 3%

(%163) wxplot2d([parametric, f(t,a,r,s), g(t,a,r,s)], [t,0,2*%pi*denom(r/s)],
[nticks, 500], [gnuplot_preamble, "set size ratio 1"], [box, false]);

(%t63)

(%164) a: 40$ r: 30$s: 1/2%



5.6. GRAFICOS PARAMETRICOS 101

(%i65)  wxplot2d([parametric, f(t,a,r,s), g(t,a,r,s)], [t,0,2*%pi*denom(r/s)],
[nticks, 1200], [gnuplot_preamble, "set size ratio 1"], [box, false]);
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Exemplo 5.18 Construir o grafico da “borboleta” definida pelas equacdes pa-
ramétricas x = r(t)sent, y = r(t)cost, —8w < t < 87w e r(t) = et —
2cos4t —sen® 5.

(%i67) r(t) := exp(cos(t)) - 2*cos(4*t) - sin(t/12)"°5 $
(%i68) plot2d([parametric, r(t)*sin(t), r(t)*cos(t)], [t, -8*%pi, 8*%pi],
[nticks, 2500], [color, red]);

[ ] Gnuplot (window id : ) [E=ER)
Hlexeaaald ?

cos(t)*(-2*%cos(4*t)-sin(t/ 12)~5+%e ~cos(t))

-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
sin(t)* (-2* cos(4*t)-sin(t/12)"5+%ecos(t))

4.22378, 412963
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5.7 Graficos de funcoes implicitas

Uma equacao em duas variaveis, digamos x e y, com a < x < be ¢ <
y < d, define y como funcao implicita de x. Seu grafico pode ser cons-
truido com um comando implicit_plot(equacao, [x, a, b], [y, ¢, d], ...) ou com
wximplicit_plot(equacdo, [x, a, b], [y, ¢, d], ...). Para tornar esse comando
disponivel para uso, é preciso usar um load(implicit_plot) pelo menos uma vez.

Vdrios graficos podem ser construidos em um mesmo sistema de coordenadas
se suas equacoes forem fornecidas como lista: [equacdo, equacdos, .. .].

Exemplo 5.19 Construir o grafico da curva definida implicitamente pela equacao
X2 —xy+y’ =7 com —4<x<4e—-4<y<4

(%169) load(implicit_plot)$
(%170)  wximplicit_plot(x"2 - x*y +y"2 =7, [x, -4, 4], [y, -4, 4]);

(%t70)

Y
E oo i o= v whk
i

Exemplo 5.20 Construir os graficos de x° 4+ 5xy = 1, x*> + 4y? = 10, com
—4 < x<4e—-3<y<3emum mesmo sistema de coordenadas.

(%i71)  load(implicit_plot)$
(%i72)  wximplicit_plot([x"2 + 5*x*y = 1, x"2 + 4*y"2 = 10],
[x, -4, 4], [y, -3, 3]);
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R e T A e —
2| Py Q42 =10 — |

(%t72)

(%173)  wximplicit_plot([x"2 + 5*x*y - y"2 =1, x"2 + 4*y"2 = 10],
[x,-4,4], [y,-3,3], [legend,” hipérbole™ " elipse” ], [style,[lines,3]]);

' hipérbole
2 elipse

(%t73)

Exemplo 5.21 Construir o grafico da funcao definida implicitamente por
(y>—1)sen(xy) =x*>—4, -8<x<8, —-8<y<8.

(%i74) implicit_plot( (y"2 - 1)*sin(x*y) = x"2 - 4, [x, -8, 8], [y, -8, 8]);
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& Gnuplot (window id : 0 =RACE X

2

L\

-8

8

X

-8.72721, 0345679

Exemplo 5.22 Construir 0S graficos definidos pela equacao
Xy — acosycosax — acosxcosay = 0, 6 < x <6, -6 <y <6, nos
seguintes casos: a=3, a=b5e a=10.

(%175) load(implicit_plot)$
(%176) a: 3% wximplicit_plot(x*y - a*cos(y)*cos(a*x)
- a*cos(x)*cos(a*y) = 0, [x, -6,6], [y,-6,6]);

(%t76)

(%1i77) a: 5% wximplicit_plot(x*y - a*cos(y)*cos(a*x)
- a*cos(x)*cos(a*y) = 0, [x, -6,6], [y,-6,6]);
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TR
L o D D ) 4

- RASAER S
(%t77) maﬁ =
41
B . . .

-6 -4 -2 0 2 4 6
X

(%178) a: 10$ wximplicit_plot(x*y - a*cos(y)*cos(a*x)
- a*cos(x)*cos(a*y) = 0, [x, -6,6], [y,-6,6]);

atr8) |” gﬁ@f@@

(s3]
I
o]
o
]
I
(s3]

5.8 Graficos tridimensionais

Uma superficie é um grafico tridimensional que pode ser definido de varias
maneiras:

e Através de uma funcdo de duas varidveis z = f(x,y) e seu dominio
22
Xmin < X < Xmax, Ymin <Y < Ymax. Por exemplo, z =7 7.

e Através de trés funcbes de duas varidveis x = f(u,v), y
Vv

exemplo, x =5cosusenv, y =5senusenv, z=>5cosv.

e Através de uma equacdo de trés varidveis f(x,y,z) = 0. Por exemplo,
x2+y?—z2-4=0.

O comando plot3d(...) permite que o Maxima construa graficos tridimen-
sionails:
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e plot3d (f(x, ¥), [X, Xmin, Xmax]s [Y» Ymin: Ymaxl» OPCOES, ...) para construir
o grafico de uma funcao de duas varidveis z = f(x, y).

e plot3d ([f(u, V), g(U, V), h(ll, V)]. [u! umin:umax]- [V! Vminyvmax];
opcoes, ...) para construir o grafico de uma superficie definida por
equacbes paramétricas x = f(u,v), y = g(u,v) e z = h(u, v).

e plot3d ([fl(X, y), fz(X, Y), “eey fn(X, Y), [X! Xminyxmax]v [Yv ymin1ymaX]]’
opcoes, ...) para construir simultaneamente os graficos de vdrias funcoes
de duas variaveis f1, >, ..., f,.

No lugar de plot3d(...) pode ser usado um wxplot3d(...). A diferenca é
que o plot3d usa uma janela exclusiva, enquanto o wxplot3d constrdi graficos
embutidos no texto da janela principal do Maxima.

Algumas opgoes de construcao do grafico podem ser as mesmas do plot2d.
No entanto, tem opgoes que sao exclusivas do plot3d:

e [grid, m, n] Usa uma grade com m x n pontos no dominio.

e [azimuth, dngulo] Medida em graus do angulo de rotacdo do grafico em
torno do eixo x. S6 funciona com o plot3d.

e [elevation, angulo] Medida em graus do angulo de rotacao do grafico em
torno do eixo z. Sé funciona com o plot3d.

e [zlabel, nome] Rétulo para o eixo dos z.

e [palette, false] Se for usado em um plot3d(...), entdo o grafico é cons-
truido usando-se duas cores que podem ser definidas com um comando
[color, cor_de_baixo, cor_de cima]. Se for usado em um wxplot3d(...),
entao é usada uma unica cor.

e [palette, [nome, ny, no, N3, Nnax]] Usa uma variedade de cores baseando-se
nos valores dos ndimeros ny, N>, N3, Nmax, todos de 0 e 1. O nome pode
ser hue, saturation ou value e define qual desses itens vai variar ao longo
do grafico até atingir o valor maximo n.x. Os valores ny, N, € N3 sao 0s
minimos de hue, saturation e value da cor, respectivamente. Exemplos:
[palette, [hue, 0.65, 0.8, 0.9, 0.85]], [palette, [saturation, 0.2, 0.5, 0.7,
0.9]]. Sé funciona com o plot3d.

Exemplo 5.23 Usando os comandos wxplot3d e plot3d, construir duas vezes o
graficode z=x>+y?, —1<x<1, -1 <y<1.
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(%1i79)  wxplot3d( x" 24+ y~2, [x, -1, 1], [y, -1, 1]);

(%t79)

(%i80) plot3d( x" 24+ y~2, [x, -1, 1], [y, -1, 1]);

- ~
[E Gnuplot (window id : 0) o o)
Hrg@aalny?

yr24x~2

view: 60.0000, 30,0000 scale: 1.00000, 1.00000
\

A janela aberta com o plot3d precisa ser fechada para tornar possivel a cons-
trucao de um outro grafico posteriormente.

Exemplo 5.24 Construir o grafico de z = —% + %2 sem paleta (ou seja, com
a opcao [palette, false]) e com o plot3d. Note que, neste caso, sdo usadas
apenas duas cores para o grafico e que ele pode ser arrastado com o mouse para
diversas posicoes.

(%181) plot3d( -x"2/4+ y~2/5, [x, -1, 1], [y, -1, 1], [palette, false]);
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Y 24x"3/5
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(%i82)

plot3d(cos(x*y), [x, -2, 2],

(%183)

[color, green, black]);
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-
E Gnuplot {window id : 0)

Hlega@aaaln?

cos(x*y)

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

109

Exemplo 5.26 Construir o grafico de z = sen x com o plot3d usando uma grade

padrao e, depois, grades 10 x 10 e 60 x 60.

(%hig4) plot3d(sin(x), [x, -7, 7], [y, -2, 2]);

r
E Gnuplot (window id : 0)

Hlrzaaa|n?

wiew: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

(%i85) plot3d(sin(x), [x, -7, 7], [y, -2, 2], [grid, 10, 10]);
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(%186)

CAPITULO 5. GRAFICOS

.
[ Gnuplot (window id : 0)

Hlezxea@|v?

sin(x)

view: 50,0000, 30,0000 scale: 1.00000, 1.00000

plot3d(sin(x), [x, -7, 7], [y, -2, 2], [grid, 60, 60]);

-
Gnuplot (window id : 0)

HRrEe@a QN ?

view: 60.0000, 300000 scale: 1.00000, 1.00000

Exemplo 5.27 Construir os graficos do paraboldide z = 5 — x? — 3y? e dos pla-
nos paralelos z =4x+5y—8ez=4x+5y4+8com -3 < x<3, -3<y <3,
em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas, sem paleta e sem legenda.

(%187)

plot3d([5-x"2-3*y"2, 4*x + 5*y+8, 4*x + 5*y - 8,
[x, -3, 3], [y, -3, 3]]. [palette, false], [legend, false]);
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[ & Gruplot indowid :0) (= B [ |
Heseaaln?

22
e
o
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view: 62,0000, 57.0000 scale: 1.00000, 1.00000

([ Grouplot (window id -0) [ B e |
HleHaaald?
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wiew: 89.0000, 144,000 scale: 1.00000, 1.00000

Exemplo 5.28 Construir o grafico de z = e X", com —2 < x < 2e -2 <
y < 2, usando varios valores da opcao palette.

(%188) plot3d(exp(-x"2-y"2), [x,-2,2], [y.-2.2], [palette, [hue, O, 1, 1, 1]]);
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(%189)

(%190)
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r
Gnuplot (window id : 0)

Hlraaay?

Yo (-y"2-x"2)

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

plot3d(exp(-x"2-y"2), [x,-2,2], [v.-2.2], [palette, [hue, 0.5, 1, 1, 1]]);

-
& Gnuplot (window id : 0)

e |

Hlesaaa?

Yo~y 2-x"2)

view: 60,0000, 30,0000 scale: 1.00000, 1.00000

plot3d(exp(-x"2-y"2), [x,-2,2], [v.-2,2], [palette, [hue, 0, 0.3, 1, 1]]);

.
Gnuplot (window id : 0)

E—)

Hlezaadn?

Yo (-y"2-%"2)

A

0.3 O \\

02 Z I N OSSN 2
A N ORNR

o L LRI

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000
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(%191) plot3d(exp(-x"2-y~2), [x,-2,2], [y,-2,2], [palette, [saturation,0,1,1,1]]);

[&] Gnuplot (window id : 0)

Hezg@aqd?

Yoe -y 2-x"2)

view: 60,0000, 30,0000 scale: 1.00000, 1.00000

(%192) plot3d(exp(-x"2-y"2), [x,-2,2], [y.-2,2], [palette, [value, 0, 1, 1, 1]]);

”
[ Gnuplot (window id : 0)

[E=REER)

Hlesg@aalyn?

Yoe(-y~2-x"2)

view: 60,0000, 30,0000 scaler 1.00000, 1.00000

5.9 Superficies parametrizadas

Exemplo 5.29 Construir o grafico do hiperboléide de uma folha parametrizado

por x =cosu—vsenu, y =senu+vcosu,z=v,0<u<2r, -3<v <3.

(%193) x: cos(u) - v¥sin(u)$ y: sin(u) + v¥cos(u)$ z: v$
(%194) plot3d([x, v, z], [u, 0, 2*%pi], [v, -3, 3], [box, false],
[legend, false], [palette, [hue, 0.5, 1, 1, 1]], [elevation, 30]);
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L@ sruplot fwindowid 0 =) S
EIE-E YT 1R

Exemplo 5.30 Construir o grafico da Faixa de Mobius parametrizada por

(%195)
(%196)
(%1i97)
(%198)
(%199)

(%1100)

x = (14 3cos5)cosu
y = (1+3cos3)senu
z = gseng, 0<u<2w, -1<v< 1

x(u,v) := (1 + v/2*cos(u/2))*cos(u)$

y(u,v) := (1 + v/2*cos(u/2))*sin(u)$

z(u,v) == v/2*sin(u/2)$%

dominio_u: [u, 0, 2*%pi]$

dominio_v: [v, -1, 1]$
plot3d([x(u,v),y(u,v),z(u,v)], dominio_u, dominio_v, [palette,false],
[color, blue, blue], [legend, false], [azimuth, 40], [elevation, 30]);

(& Gruplot (windowid : 0) b= |
Hrers@aa|n?

\.

\%I

I

Exemplo 5.31 A Garrafa de Klein é uma famosa superficie parametrizada pelas
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seguintes equacoes:

fi(u,v) = {6C05U(1+Senu)+4(l—C°2S”)cosucosv, se O0<u<m

: 6cosu(l+senu)+4(1—5%)cos(v+m), se w<u<2m '
folu,v) = {16sen“+4(1_%)C05VsenU, se O<u<m

| 16senu se w<u<2mw '
fa(u,v) = 4(1 - 5")senv.

Seu dominio é o retangulo definido por 0 < u < 2w, 0 < v < 27. Desenhar
esse grafico usando uma grade 60 x 60 no dominio, sem legenda, sem eixos e
sem paleta de cores.

(%1101)  fl(u, v) :=if 0 <= u and u <= %pi then 6*cos(u)*(1 + sin(u))
+ 4*%(1 - cos(u)/2)*cos(u)*cos(v) else if %pi <= u and u <= 2*%pi

then 6*cos(u)*(1 + sin(u)) + 4*(1 - cos(u)/2)*cos(v + %pi)$

(%1102)  f2(u, v) :=if 0 <= u and u <= %pi then 16*sin(u)
+ 4%(1 - cos(u)/2)*cos(v)*sin(u) else if %pi <= u
and u <= 2*%pi then 16*sin(u)$

(%1103)  f3(u, v) := 4*(1 - cos(u)/2)*sin(v)$
(%1104) plot3d([fLl(u, v), f2(u, v), f3(u, v)], [u, 0, 2*%pi], [v, 0, 2*%pi],
[palette, false], [color, red], [grid, 60, 60], [legend, false], [box, false]);

[ Gnuplot (window id : 0) ESIEN™=)
Hlg@aay?

view: 143,000, 27.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Para o Maxima, o condicional “se...entao...sendo..." deve ser codificado
na forma “if ...then ...else ...", e uma dupla desigualdade como a< u < b
deve ser codificada na formaa <=uandu <=Db .
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Exemplo 5.32 Construir o grafico do toro definido pelas sequintes equacoes
paramétricas:

x = (2+senf)coso,
y = (2+senf)senq,
z = cosh, 0<O0<2m, 0<p <27

Usar uma grade 80 x 80, sem legenda e sem eixos.

(%i105)
(%i106)
(%1107)
(%1108)

x(teta, fi) := (2+sin(teta))*cos(fi)$

y(teta, fi) := (2+sin(teta))*sin(fi)$

z(teta, fi) := cos(teta)$

plot3d([x(teta,fi), y(teta,fi), z(teta,fi)],[teta, O, 6.29], [fi, 0, 6.29],
[palette, [hue,0,1,1,1]], [grid,80,80], [legend, false], [box, false]);

[Z] Gnuplot (window id : 0) = [ 5 [
Hrz@aad?

E 0 mesmo que

(%1109)
(%1110)
(%i111)
(%i112)

x: (2 4 sin(u))*cos(v)$

y: (2 + sin(u))*sin(v)$

z: cos(u)$

plot3d([x, v, z], [u, 0, 6.29], [v, 0, 6.29], [palette, [hue,0,1,1,1]],
[grid,80,80], [legend, false], [box, false]);

5.10 Graficos usando o pacote draw

O Maxima possui um pacote chamado “draw” que contém uma grande va-
riedade de comandos para a construcao de graficos. O objetivo desta secao é
mostrar apenas uma pequena parte desses recursos.
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5.10.1 Principais comandos do draw

Os comandos do pacote draw ficam disponiveis depois de uma chamada com
o load ao nome do pacote: load(draw). Nesse pacote, os principais comandos
para construcao de graficos sao:

e draw2d(opcoes, objeto grafico 1, opcoes, objeto grafico 2, ...) dese-
nha um ou varios graficos planos usando as opcoes dadas. Para construir
o grafico embutido no préprio texto, deve-se acrescentar um prefixo “wx"
ao nome do comando: wxplot2d(...).

e draw3d(opcoes, objeto grafico 1, opcoes, objeto grafico 2, ...) dese-
nha um ou varios graficos tridimensionais usando as opg¢oes dadas. Para
construir o grafico embutido no préprio texto, deve-se acrescentar um pre-
fixo “wx": wxplot3d(...).

Os comandos draw2d(...), draw3d(...), wxdraw2d(...) e wxdraw3d(...)
sdao considerados equivalentes a draw(gr2d(...)), draw(gr3d(...)),
wxdraw(gr2d(...)), wxdraw(gr3d(...)), respectivamente.

5.10.2 Objetos graficos planos

Alguns objetos graficos planos disponiveis sao:

e points([x1, xo, ..., xs], DA Yo, ..., vs]) Lista de pontos (xi,y1), (X0, ¥0),
o (Xn i)

o explicit(f(x), X, Xmin, Xmax) Grafico da funcdo f(x) com Xmin < X < Xpmax

e implicit(equacao, X, Xmnin, Xmax, ¥V, Ymin» Ymax) Grafico de funcdo definida im-
plicitamente pela equacao dada com Xmin < X < Xmax € Vmin <V < Vmax

e parametric(f(t), g(t), t, tmin, tmax) Curva cujas equagdes paramétricas sao
X = f(t), y = g(t), Emin < < thax

e polar(7(0), 0, 0in, Omax) Grafico de r = f(6) em coordenadas polares com
Qm/n S 0 S Gmax
5.10.3 Opcoes para construcao de graficos

As opcoes usadas nos comandos draw2d, draw3d etc. devem estar no formato
de equacoes: opcaol = valorl, opcao2 = valor2, ... Algumas delas sao:

e color=nome Define a cor a ser utilizada.

e background_color=nome Define a cor de fundo utilizada
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e xrange=[xmin, xmax] Intervalo do eixo x

e yrange=[ymin, ymax] Intervalo do eixo y

e grid=true/false Desenha ou n3o desenha uma grade como fundo
e title="nome” Titulo do grafico

e nticks=n Numero de pontos utilizados

e line_width=n Largura do traco do grafico

e line_type = solid/dots Traco sélido ou pontilhada

e point_size=n Tamanho do desenho do ponto

e point_type=n Tipo do desenho do ponto, n€ {—-1,0,1,2, ..., 13}
e xaxis=true/false Desenha ou ndo o eixo dos x

e yaxis=true/false Desenha ou ndo o eixo dos y

e xaxis_type=solid/dots Define se o eixo x é sélido ou pontilhado

e yaxis_type=solid/dots Define se o eixo y é sélido ou pontilhado

e xaxis_color=nome Cor do eixo dos x

e yaxis_color=nome Cor do eixo dos y

e xaxis_width=n Largura do traco do eixo dos x

e yaxis_width=n Largura do traco do eixo dos y

e user_preamble="set size ratio 1” Mantém as mesmas escalas nos eixos
e proportional_axes=xy Mantém as mesmas escalas nos eixos

e terminal=nome Onde o grafico é gerado, nome pode ser screen, jpg, png,
pdf, eps, eps_color, gif, animated_gif

e dimensions=[m, n] Dimensdes da imagem do grafico

e file_name="arquivo” Nome do arquivo onde o grafico é gerado. Pode in-
cluir um caminho como por exemplo " c: \\temp\\arquivos\\grafl. jpg".

e delay=n Demora em centésimos de segundos entre as imagens de um GIF
animado.

Muitas dessas opcoes sd funcionam se forem utilizadas antes do objeto
grafico, ou seja, escritas a esquerda.

Um comando do tipo set_draw_defaults(opcoes, ...) pode ser usado para
tornar padrao determinadas opcoes.
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5.10.4 Objetos graficos tridimensionais
Alguns objetos graficos tridimensionais disponiveis sao:

o explicit(f(x, V), X, Xmin, Xmax, ¥, Ymin, Ymax) Grafico da funcao f(x, y) com
Xmin S X S Xmax € Ymin S Yy S Ymax

e implicit(equacao, X, Xuin, Xmax. ¥ Ymin: Ymax» Z, Zmin, Zmax) Grafico de funcao
definida implicitamente pela equacao dada com Xmin < X < Xmax
Ymin Y < Ymax € Zmin < Z < Zmax

e parametric(f(t), g(t), h(t), t, tmin, tmax) Curva cujas equagdes paramétricas
sdo x = f(t), y = g(t), z= h(t), tmin < t < tmax

e parametric_surface(f(u, v), g(u, v), h(u, v), Umin, Unax, Vmin, Vmax) Superfi-
cie cujas equagdes paramétricas sao x = f(u,v), y = g(u,v), z = h(u, v),
Umin < U < Umax, Vmin < V < Vpax.
5.10.5 Opcoes para graficos tridimensionais

Opcoes exclusivamente para graficos tridimensionais:

e surface_hide = true/false N3ao mostra ou mostra parte escondida do
grafico

e enhanced3d = true/false Controla o modo de colorir a superficie
e view = [¢, 8] Angulos de rotacio em torno dos eixos x e z

e axis_3d = true/false Mostra ou n3o os eixos

e xu_grid = n Numero de subdivisoes no eixo dos x

e yv _grid = n Numero de subdivisoes no eixo dos y

e zrange=[zmin, zmax] Intervalo do eixo z

e zaxis=true/false Desenha ou nao o eixo dos z

e zaxis_type=solid/dots Define se o eixo z é sélido ou pontilhado
e zaxis_color=nome Cor do eixo dos z

e zaxis_width=n Largura do traco do eixo dos z

e palette=[m,n,p] Paleta de cores, m, n, p sdo inteiros de -36 a 36

e proportional_axes=xyz Mantém as mesmas escalas nos eixos
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5.10.6 As cores do pacote draw

O pacote “draw” torna disponivel uma grande variedade de cores que po-

dem ser usadas nos graficos. Sao cores que podem ser referenciadas com

0s seguintes nomes: white, black, gray, light-gray, dark-gray, red, light-red,
dark-red, vyellow, dark-yellow, green, light-green, dark-green, spring-green,
forest-green, sea-green, blue, light-blue, dark-blue, midnight-blue, navy,
medium-blue, royalblue, skyblue, cyan, Ilight-cyan, dark-cyan, magenta,
light-magenta, dark-magenta, turquoise, light-turquoise, dark-turquoise, pink,
light-pink, dark-pink, coral, light-coral, orange-red, salmon, light-salmon,
dark-salmon, aquamarine, khaki, dark-khaki, goldenrod, light-goldenrod,
dark-goldenrod, gold, beige, brown, orange, dark-orange, violet, dark-violet,
plum, purple.

As cores também podem ser fornecidas no formato de nimero hexadecimal
"#RRGGBB", onde RR sao dois algarismos hexadecimais (0, 1, ..., 9, a, b, c,
d, e, f) que correspondem a componente vermelha da cor, GG é a componente
verde e BB é a azul. Por exemplo, color = " #ff293c", color = " #34ab6d",

color = " #0000ef” .

5.10.7 Exemplos de graficos planos

Para executar qualquer um dos exemplos mostrados a seguir, é preciso que
tenha sido digitado antes um comando load(draw), pelo menos uma vez.

Exemplo 5.33 Construir o gréfico da fungdo f(x) =sen=, com —1 < x < 1.

load(draw)$

(%1113)
wxdraw2d(line_width=1, color = brown, explicit(sin(1/x), x, -1, 1));

(%i114)

1 .
08 | ﬁ'
06 | /
04 | | |
02 | |' |

(%t114) >

-0.2
-04 ¢
06 |
-08 ¢

1

!
{

-1

-05

0

Para o grafico ser gerado em um arquivo, basta acrescentar opcoes terminal
e file_.name na linha de comando, como por exemplo
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e wxdraw2d(terminal=jpg, file_name="c:\\temp\\grafico", line_width=1,
color = brown, explicit(sin(1/x), x, -1, 1)); para gerar um arquivo
GRAFICO.JPG na pasta C:\TEMP

e wxdraw2d(terminal=pdf, file_name="4d:\\arquivos\\exemp\\testegr"”,
line_width=1, color = brown, explicit(sin(1/x), x, -1, 1)); para gerar um
arquivo TESTEGR.PDF na pasta D:\ARQUIVOS\exemp.

Exemplo 5.34 Construir o gréfico de f(x) = senx + 03 4 sefox | senfx 4

5 7
Se”ggx + Se”ﬁlx, com —10 < x < 10. Usar no grafico uma cor de fundo ciano

claro e um traco de cor vermelha e largura 2.

(%1115) wxdraw2d(background_color=light-cyan, line_width=2, color = red,
explicit(sin(x) + sin(3*x)/3 + sin(5*x)/5 + sin(7*x)/7
+ sin(9*x)/9 + sin(11*x)/11, x, -10, 10));

oo | el
04 |
ol |k
(%t115) _O_g :
04 |
2B

o o] o ] |

-10 -5 0 ] 10

Exemplo 5.35 Construir o gréfico de f(x) = 5555, —1 < x < 1, usando um
traco de largura 2 e cor amarela em um fundo de cor cinza claro. Limitar o eixo
dos y ao intervalo [—2, 2].

(%hi116) wxdraw2d(title = "f(x) = x /(2 cos(8 pi x)"2)",
background_color=light-gray, line_width=2, color=yellow,
explicit(x/(2*cos(8*%pi*x)) "2, x, -1, 1), [yrange = [-2, 2]]);
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f(x) = x /{2 cos(8 %pi x) 2)

i
05 ¢t
(%t116) il
-05

-15 ¢

Exemplo 5.36 A familia de curvas cujas equacoes paramétricas sao x = sen mt,
y =sennt, 0 <t < 271 sao conhecidas como curvas de Lissajous. Construir o
grafico da curva de Lissajous em que m=3 e n=4.

(%1117)  wxdraw2d(nticks=200, proportional_axes=xy, line_width=2,
color=dark-pink, parametric(sin(3*t), sin(4*t), t, 0, 2*%pi));

1
08
06 F
04 |
02
(%t117) _Og
04
06
-08

=

-1-08060402 0 02040608 1

Exemplo 5.37 Construir o grafico da curva cujas equacdoes paramétricas sao
Xx=t+4+2sen3t, y =t+2sen2t, —14 < t < 14.

(%1118)  wxdraw2d(nticks=200, line_width=2, color=dark-green,
parametric(t + 2*sin(3*t), t + 2*sin(2*t), t, -14, 14),
xrange=[-20,20], yrange=[-20,20]);
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(%t118)

20
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10 }
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Exemplo 5.38 A familia de curvas definidas pelas equacoes paramétricas x =
(2 4+ =0%) cos(t + =2BL), y = (2 4 =) sen(t + =1BL) 0 < ¢t < 27, possui
uma grande variedade de formatos curiosos. Construir os graficos de duas des-
sascurvas: umacoma=6,b=24ec=4eoutracoma=11,b=45 c=7.

(%i119)

(%t119)

(%i120)

a: 6; b: 24; c: 4; wxdraw2d(nticks=400, line_width=2,
color=orange, grid=true, user_preamble="set size ratio 1",

parametric((2 + sin(a*t)/2)*cos(t + sin(b*t)/c),
(2 + sin(a*t)/2)*sin(t + sin(b*t)/c), t, 0, 2*%pi),
xrange=[-3,3], yrange=[-3,3]);

3

320 - 0 1 2 3

a: 11; b: 45; c: 7; wxdraw2d(nticks=400, line_ width=2,
color=dark-pink, grid=true, user_preamble="set size ratio 1",

parametric((2 + sin(a*t)/2)*cos(t + sin(b*t)/c),

(2 + sin(a*t)/2)*sin(t + sin(b*t)/c), t, 0, 2*%pi),
xrange=[-3,3], yrange=[-3,3]);
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(%t120) 0 f

Exemplo 5.39 Uma equacado do tipo r = asennf ou r = acosnf, em coor-
denadas polares, corresponde a um rosaceo de n pétalas se n for impar ou 2n
pétalas se n for par. Construir o grafico do rosdceo de 7 pétalas cuja equacao
é dada por r =2sen76, 0 <0 < 2.

(%hi121) graf2: polar(2*sin(7*teta), teta, 0, 2*%pi)$
(%i122)  wxdraw2d(nticks=300, xrange=[-2, 2], yrange=[-2,2], color=coral,
line_width=3, user_preamble="set size ratio 1", graf2);

2

15

1 F

05 ¢

(%t122) 94
05}

it

IS <o

-2

-2-15-1-05 005 115 2

Exemplo 5.40 Usando um traco de largura 4 e cor azul escura, desenhar o
grafico da hipérbole definida implicitamente pela equacdo x*> — y° = 4, com
—4 < x<4e—-5<y <5 Desenhar também no mesmo sistema de coorde-
nadas as retas assintotas y = x e y = —x com traco de largura 2 e cor azul clara.

(%i123) grafl: implicit( x"2-y"2 =4, x,-5,5,y, -5, 5)$%
retal: implicit(y = x, x, -5, 5, y, -5, 5)$
reta2: implicit(y = -x, x, -5, 5, y, -5, 5)$%

(%hi24) wxdraw2d(xaxis=true, yaxis=true, nticks=300, line_width=4,
color=dark-blue, grafl, line_width=2,color=light-blue, retal, reta2);
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(%t124) | ©

x2—4x—1 ,se x<?2

—A4+4x — x> se xX>2 no

Exemplo 5.41 Construir o grafico de F(x) = {
intervalo [0, 4].

Um grafico de uma funcao definida por varias sentencas pode ser visto
como sendo os graficos de varias funcoes construidos em um mesmo sistema
de eixos. O grafico deste exemplo pode ser visto como sendo os graficos de
f(x)=x>—4x—1em [0, 2] e g(x)=—4+4x —x%>em |2, 4].

(%i125) load(draw)$

(hi126) f(x) :==x"2-4*x - 1% g(x) :=-4 + 4*x - x"2%

(%1127) a: 2% xmin: 0% xmax: 4%

(%i128)  wxdraw2d(yrange=[-7, 2], line.width=2, g1, g2, point_size = 2,
point_type = 7, points([a], [f(a)]), point_type=6, points([a], [g(a)]));

2

1 F

(%t128)

' ! ' | '
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'
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5.10.8 Exemplos de graficos tridimensionais

A sequir, alguns exemplos de graficos tridimensionais. Em todos os exemplos,
€ necessario que tenha sido carregado o pacote draw anteriormente. Para isso,
basta executar um comando load(draw) no inicio.

Exemplo 5.42 Desenhar o grafico do hiperboldide de duas folhas definido im-
plicitamente pela equacdo x> — y° —z2 =1, com =3 < x <3, =3 <y < 3,
—3 < z < 3. Usar eixos com mesma escala proporcional, nao mostrar a parte
escondida do grafico (ou seja, a parte que fica atrds ou abaixo de outras),
angulos de rotacoes iguais a 60° e 40° e usar uma cor cujo numero hexadecimal
é #fb3527.

(%i125) load(draw)$
(%1126) hiperboloide: implicit( x"2-y"2-2z"2 =1, x,-3,3,v,-3,3, 2-3,3) $
(%i127) draw3d(proportional_axes = xyz, surface_hide=true,
color = " #fb3527", hiperboloide, view = [60, 40]);
(ho127)  [gr3d(implicit)]

r@ gnuplot graph I.ilﬂlﬂ_hr
By & [ & Options ~ d1 %2 X3 %4 45 L6 £7 X8 X3 Y10

T T T T T 1

view: 60,0000, 40,0000 scale: 1.00000, 100000

Exemplo 5.43 Usando uma cor laranja e nao mostrando a parte escondida,
desenhar o gréfico da funcdo f(x,y) = e XY’ cos % sen y cos 2(x? + y?), no
dominio —2 < x <2, —2<y <2.
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(%i128) load(draw)$
(%1129) grafico: explicit(exp(-x"2-y"2)*cos(x/4)*sin(y)*cos(2*(x"2 +y~2)),

x,-2,2,y, -2,2)3%
(%1130) draw3d(surface_hide = true, color = orange, grafico);
(%0130)  [gr3d(explicit)]

a8 ~
@ gnuplot graph l =HACIE X
== Options ~ &1 X2

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000
A

Exemplo 5.44 Desenhar o grafico do catendide parametrizado por x = cosh v cos u,
y =coshvsenu, z=v, nodominio —m < u<m, —2<v <2 Usarum traco
de cor amarela em fundo de cor cinza claro.

(%1131) load(draw)$

(%1132) x: cosh(v)*cos(u)$ y: cosh(v)*sin(u)$ z: v$

(%i133) catenoide: parametric_surface(x, y, z, u, -%pi, %pi, v, -2, 2)$

(%i134) draw3d(color=yellow, background_color=gray, surface_hide=true,
proportional_axes=xyz, catenoide);

(%0134) [gr3d(parametric_surface)]
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—
oo

By & W optons -  f1 42

view: 60,0000, 30.0000 scale: 100000, 1.00000 |

Exemplo 5.45 Construir o grafico da curva parametrizada por

X = —22cost — 128sent — 44 cos3t — 78sen 3t,
11cost —43cos3t + 34 cosbt — 39senbt,
Zz = 70cos3t —40sen3t +8cosbt —9senbt, 0 <t < 2.

<
I

(%1135) load(draw);
(%1136) x: -22*cos(t) - 128*sin(t) - 44*cos(3*t) - 78*sin(3*t) $
y: 11*cos(t) - 43*cos(3*t)+34*cos(5*t) - 39*sin(5*t)$
z: 70*cos(3*t) - 40*sin(3*t)+8*cos(5*t) - 9*sin(5*t)$
(%1137) draw3d(nticks=200, line_width=3, color=forest-green,
parametric(x, vy, z, t, 0, 2*%pi));
(,0137) [gr3d(parametric)]
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E gnuplot graph SHRECE X
&S @ & Options - #1

wiew: 60,0000, 30,0000 scale: 1.00000, 1.00000
\

5.10.9 Animacoes graficas

Uma animacao grafica pode ser facilmente criada com o pacote draw. Para
Isso, basta criar um aquivo do tipo GIF animado e, depois, visualizar o arquivo
através de um programa conveniente como um programa navegador de internet,
por exemplo.

Uma animacao pode ser pensada como sendo uma sequéncia de imagens,
mostradas uma apds a outra, com intervalo de tempo muito pequeno entre as
apresentacoes de cada uma delas.

Exemplo 5.46 Neste exemplo é criado um GIF animado de nome animacao.gif
que é formado pelos graficos de senx, sen2x, sen3x, sen4x, mostrados um
apos o outro com um intervalo de tempo de 50 centésimos de segundo en-
tre eles. Para criar o arquivo em uma pasta especifica, digamos que de nome
c:\usuarios\imagens, entao o nome deveria ser digitado da seguinte forma:
file_.name="c:\\usuarios\\imagens\\animacao".

(%i138) load(draw)$

(%1139) draw(delay=50, file_.name="animacao”, terminal=animated_gif,
gr2d(explicit(sin(x), x, -1,1)), gr2d(explicit(sin(2*x),x,-1,1)),
gr2d(explicit(sin(3*x),x,-1,1)), gr2d(explicit(sin(4*x),x,-1,1)));

(%0139) [gr2d(explicit), gr2d(explicit), gr2d(explicit), gr2d(explicit)]

Exemplo 5.47 Os graficos do tipo y = xKcom0 < x<1,0<y<1le
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ke{z + %1 1,23,4,5} sdo gravados em um arquivo GIF animado e é colo-
cado um intervalo de tempo de 30 centésimos de segundo entre dois deles. O
resultado final € um arquivo de nome teste2.gif que pode ser visualizado através
de outros programas.

(%i140) load(draw)$

(%i141)  h(k) := gr2d(line_width=3, color=orange, explicit(x"k, x, 0, 1),
xrange=[0,1], yrange=[0,1])$

(%1142) draw(delay=30, file_name="teste2", terminal=animated gif,

h(1/5), h(1/4), h(1/3), h(1/2), h(1), h(2), h(3), h(4), h(5))$

Exemplo 5.48 Os graficos do hiperboldide definido implicitamente pela equacao
x?—y?—z% = 1 s3o contruidos vdrias vezes com os angulos de rotacdes [60, 20k],
com k variando de 0 a 9. Assim, os angulos de rotacdoes sao
iguais a [60, 0], [60, 20], [60, 40], ..., [60, 180]. Cada um desses graficos é
gravado em um arquivo GIF animado de nome hiperboloide.gif e é colocado um
intervalo de tempo de 10 centésimos de segundo entre dois deles. A animacao
tridimensional assim criada pode ser visualizada através de outros programas.
Dependo do computador utilizado, a criacao desse arquivo pode demorar um
pouco, uma vez que sao criados 10 graficos tridimensionais definidos implicita-
mente.

(%i143) load(draw)$
(hi144) graf(k):=gr3d(proportional_axes=xyz, surface_hide=true,color=violet,
view=[60, 20*k], implicit(x"2 - y"2 - z2"2 = 1, x,-3,3, v,-3,3, 2,-3,3))$

(%i145) draw(delay=10, file_name="hiperboloide", terminal=animated_gif,
graf(0), graf(1), graf(2), graf(3), graf(4),
graf(5), graf(6), graf(7),graf(8), graf(9))$

A linha anterior poderia ter sido substituida por
(%i146) draw(delay=10, file_name="hiperboloide”, terminal=animated_gif,
makelist(graf(k), k, 0, 9))$

Por fim, execute novamente os comandos desse Ultimo exemplo trocando a
equacdo do hiperboldide por x° + y?> — z> = 1 e os angulos de rotacdes por
[20k, 60].



Capitulo 6

Calculo Diferencial e Integral

O Maxima esta habilitado a realizar os mais diversos calculos envolvendo
limites, derivadas e integrais. Neste capitulo, fazemos uma rapida introducao a
€sses recursos tao interessantes.

6.1 Limites

Um comando limit(f(x), x, a) pode ser usado para calcular lim f(x). Como
X—a

ancontece em outros casos, se for colocado um apdstrofo antes do nome do
comando, entao ele nao sera avaliado e serd apenas enunciado.

Um limite também pode ser calculada através da opcao “Calculo — Encontrar
limite” do menu principal.

[ Limite [ |

Expressan: (cos(®x) - cos(a))sf(x - a)

Varigwvel: =

Direcan: [direiiﬁ - ]

[] série de Taylor

[ oK ] [ Cancelar ]

o . sin(4x
Exemplo 6.1 Neste primeiro exemplo, vamos calcular I|mO L
X—> X

(%i1)  limit(sin(4*x)/x, x, 0);
(%o1) 4

131
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(hi2)  limit(sin(4*x)/x, x, 0);

o2)  lim M)
x—0 X

. COSX — Cosa , .
Exemplo 6.2 Calcular lim . Usar comando sem apéstrofo e também
X—a X — a

com apoéstrofo.

(%13)  limit( (cos(x) - cos(a))/(x - a), x, a);
(%03) —sin(a)

(%14) limit( (cos(x) - cos(a))/(x - a), x, a);
(%04)  lim cos(x) — cos(a)
x—a X — 23

(%i5) % = ev(%, nouns);
(%05)  lim cos(x) = cos(a) = —sin(a)

X—a X — a

O comando ev(’expressao, nouns) faz com que a expressao digitada depois
do apdstrofo seja efetivamente avaliada e calculada.

Exemplo 6.3 Calcular os seguintes limites:

. x3—8x+8
e lim

x—2 3x3 — 15x2 + 16x + 4

i V2 —4t+5—v—t2+4t -3
[ )

tl—rpz (t—2)2

im 1 —cos76
@ || _—

6—0 92

im V1+ax—+1+ bx
°
x—0 X

° Iim@

-1 /B —1

i eX+senx —1
e lim

x=0  In(1 4+ x)

e lim(1 + senmx)o9™

x—1

QSN X — 1
e |im
x—0 X
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(%i6)  limit( (x"3-8%*x+8)/(3*x"3-15%x"2+16%x+4), x, 2)$ % = ev(%,
nouns);

o) i x3 —8x+8 1
0 Im -
O 33— 15x2 + 16x+4 2

(%i7)  Climit( (sqrt(t™2 - 4*t + 5) - sqrt(-t"2 + 4*t - 3))/(t-2)"2, t, 2)$
% = ev(%, nouns);

VP-4t +5—V—12+4t -3
(%07) lim —1

t—2 (t — 2)2
(%i8)  'limit((1 - cos(7*theta))/theta”2, theta, 0)$ % = ev(%, nouns);
03) i 1 —cos(70) 49

050 62 T2

(%i9)  Climit(((1+a*x)"(1/m) - (14+b*x)"(1/n))/x, x, 0)$ %=ev(%, nouns);

I (1+ ax)V/m — (1+bx)1/” an — bm
XEQ) X nm
(%110) 'limit((beta”(1/n)-1)/(beta”(1/m)- 1), beta, 1)$ % = ev(%, nouns);

(%09)

) :81/” -1 m
(AO].O) éliﬂllm F
(hi11)  Climit( (exp(x) + sin(x) - 1)/log(1 + x), x, 0)$ % = ev(%, nouns);
o1y i sin(x) + %e* —1 5

0 ol log(x +1)
(hi12)  Climit ((1 + sin(%pi*x)) cot(%pi*x), x, 1)$ % = ev(%, nouns);
(fo12)  lim (S|n(7rx) + 1)) — 0™

(%i13)  limit( (alpha”sin(x) - 1)/x, x, 0)$ % = ev(%, nouns);
asin(x) _

(%013) lgmoﬁ = log(a)

6.1.1 Limites no infinito

Para o Maxima, o simbolo oo é codificado como sendo inf e —oo como minf.

Exemplo 6.4 Calcular os limites:

o lim (x*+4x+5)
X——00

_ 11\*
o |Im [(1+ —
X—r—0Q X
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2 +1\°
X——00 X2 -2

o lim (x*v4x*+5—2x%)

X——00

e |im
X—>00

(\/Xz—X—l—\/X2—7X+3)

el (Vi V= V)

e |im
X—>00

e |Im
X—00

(%i14)
(%o014)

(%i15)
(%015)
(%i16)

(%016)

(%i17)
(%017)

(%118)
(%018)

(%119)
(%019)

(%i20)

(%020)

(%hi21)

\/x-+ X+ /X

vVx+1
VX + YRV

V2x +1

limit(x"3 + 4*x + 5, x, minf)$ % = ev(%, nouns);
lim x®+4x+45= —c0

X——00

limit((1 + 11/x)7%, x, minf)$ % = ev(%, nouns);

lim (E + 1) = %e'
X—>—00 X
Timit(((x°2 + 1)/(x"2 - 2))°(x"2), x, minf)$ % = ev(%, nouns);

(2417 3
LNy T

limit(x"2*sqrt(4*x"4 + 5) - 2*x74, x, minf)$ % = ev(%, nouns);

lim x°\4x*+5—2x* ==
X——00 4

limit(sqrt(x"2 - x - 1) - sqrt(x"2-7*x+3), %, inf)$ % = ev(%, nouns);

Iim Vx2—x—1-— V/XQ-—'7X-+»3 =3

limit((sqrt(x + sqrt(x))-sqrt(x)), x, inf) $ % = ev(%, nouns);

X'LTO*/XJFI_\/EZE

2
limit(sqrt(x+sqrt(x+sqrt(x)))/sart(x+1), x, inf)$ % = ev(%,nouns);

\/ X+ /X + x
[Im =1
X—00 vXx+1

Timit((x~(1/2) + x~(1/3) + x"(1/4))/sqrt(2*x + 1), x, inf)$

% = ev(%, nouns);
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1/3 1/4 1
ooty lim YXEXT X

X—00 V2x +1 \/§

6.1.2 Limites laterais

Limites laterais podem ser calculados se for acrescentado plus ou minus
como parametro adicional na linha de comando do limite, conforme o limite seja
lateral a direita ou a esquerda:

e limit(f(x), x, a, plus) para calcular lim f(x)
X—at

e limit(f(x), x, a, minus) para calcular lim f(x)
X—a—

Exemplo 6.5 Calcular os seguintes limites:

e |im tgx
x—IF
2
e |Iim tgx
X—5
i X
e |m
x—2+ X% — 4
_ X
e |im

x—2- X% — 4
(%hi22) limit(tan(x), x, %pi/2, plus)$ % = ev(%, nouns);
(%022)  lim tan(x) = —o0
x—5+
(%123)  'limit(tan(x), x, %pi/2, minus)$ % = ev(%, nouns);
(%023)  lim tan(x) = o0

(hi2d)  limit(x/(x"2 - 4), %, 2, plus)$ % = ev(%, nouns);
(%024)  lim ——— = 00

x—=2+ X2 — 4

(%i25) limit(x/(x"2 - 4), x, 2, minus)$ % = ev(%, nouns);
(%025)  lim ——— = —o0
x—=2— X — 4

6.2 Derivadas

O Maxima é muito eficiente no cdlculo de derivadas de funcoes de uma ou
varias varidveis. Para realizar esse tipo de célculo, ele possui a funcao diff(...)
que conhece todas as regras usuais de derivacao.
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e diff(expressao, variavel) Derivada da funcdo definida pela expressao com
relacdo a variavel dada. Exemplo: diff(log(x), x).

e diff(expressao, variavel, n) Derivada de ordem n da funcao definida pela
expressao com relacdo a varidvel dada. Exemplo: diff( sin(9*x), x, 4).

e diff(expressao, vary, ny, var,, n,, ..., vars, ng) Derivada parcial de ordem
ni + no +---+ ns da funcao definida pela expressao dada com relacao as
varidveis vary, varp, ..., vars. A derivada com relacao a variavel var, é de
ordem ny. Exemplo: diff(x"8 4+ y°5, x, 2, y, 4).

e diff(expressao) Diferencial total da funcdo definida pela expressdo dada.
Exemplo: diff(x"8*y*z"5)

e gradef(f(x), g(x)) Define a derivada de f(x) como sendo a func¢do g(x).
Exemplo: gradef(f(x), cos(x"2))

e gradef(expressao, dfy, df,, ..., df;) Define as derivadas parciais da funcao
de varias variaveis definida pela expressao algébrica dada como sendo dfy,
dfy, ..., dfs. Exemplo: gradef(f(x, y), g(x), h(y))

e gradefs Mostra a lista de funcdes com derivadas definidas

Assim como acontece em outras situacoes, um apostrofo antes do nome
como "diff(...) faz com que o célculo da derivada fique apenas enunciado.

A derivada de uma funcao também pode ser calculada através da opcao
Cdlculo — Diferenciar do menu principal.

Diferenciar I&l

Expressdo: ="5 - 4%*x"2 + 1

Variavel(is): =

Vezes: l|

[ O ] I Cancelar
N —————————————————

Exemplo 6.6 Calcular a derivada de x°> — 4x? + 1 com relacio a x.
(%i26) diff(x"5 - 4*x"2 + 1, x);
(%026) 5X4 — 8X

(hi27) 'diff(x"5 - 4*x"2 + 1, x);
(ho2?)  L(x>—4x2+1)
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(%i28) 'diff(x"5 - 4*x"2 + 1, x) = diff(x"5 - 4*x"2 + 1, x);
(%028) (x5 —4x>+ 1) =5x* — 8x

Exemplo 6.7 Calcule as derivadas das seguintes funcoes:

o f(x)= 1': %1)

e g(0) = cos4h — sec®f
o h(t) = et 4+2 _ cosh(t* + t)

° _]'(X) — xCOsX

(%i29) dlff(log(x+1)/(1+sqrt(3*x+1)) x)$ % = ev(%, nouns);

0 d log(x+1) __ 3log(x+1)
(h029) dX\/3x+1+1 (X+1)(\/3x+1+1) © 2VBx+1(V3x+1+1)2

(%130) 'diff(cos(4*theta) - sec(theta)”5, theta)$ % = ev(%, nouns);
(%030)  Z(cos(40) — sec(8)®) = —4sin(46) — 5sec()° tan(h)

(%i31) h(t) ;= exp(t™3 - 4*%t+2) - cosh(t™4 + t)$

(%031) 'diffCh(t), t) = diff(h(t), t);

(4132)  Zh(t) = (3t2 — 4)%e" 42 — (4£3 + 1) sinh(t* + t)

(%032)  j(x) := x"cos(x)$

(4i33) diff(’j(x), x) = diff(j(x), X):

(%033)  Lj(x) = xes) (%(X) — log(x) sin(x)>

Exemplo 6.8 Calcular as derivadas f’(x) nos seguintes casos:
e f(x) = g(x)h(x)
e f(x) = g(x)/h(x)

o f(x) = g(x2)")

(%hi34) 'diff(g(x)*h(x), x)$ % = ev(%, nouns);
(ho34)  E(g(x)h(x)) = g(x) (Fn(x)) + h(x) (F£g(x))

(%i35) 'diff(g(x)/h(x), x)$ % = ev(%, nouns);
9() (h(x))

, d gx) _ ZLg(x)
(%035) a%(i) = dh(x) - h(x)2

(%i36) ratsimp(%);
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X h(x
(%036) d%;% g( ( )(x)2 )(dx )

(%i37)  'diff(g(x"2)"h(x"3), x)$ % = ev(%, nouns);
(hos7) - Fg(P)D) = g(x2)"0) ('og(g(x2)) (Feh()) + w)

g(x?

Exemplo 6.9 Sabendo que a derivada de uma fungdo f(x) € igual a Vx> + 1,
calcule a derivada de g(x) = x*f(x3) + In f(x).

(%i38) gradef(f(x), sqrt(x"5 + 1));
(%038)  f(x)
(%i39)  diff(x"4*f(x"3) + log(f(x)), x);

(%039)  4x3f(x3) + % 1 3x6y /x5 L1

Exemplo 6.10 Sabendo que a derivada de uma fungcao f(x) é igual a
g(x) + 3x%2 + 4 e que a derivada de g(x) € igual a h(x)? + arctg f(x) , cal-
cule as derivadas segunda e terceira de f(x).

(%140) gradef(f(x), g(x) + 3*x"2 + 4);
(%040)  f(x)

(%i41) gradef(g(x), h(x)"2 4+ atan(f(x)));
(%o41)  g(x)

(%i42) gradefs;
(hod2)  [f(x), g(x)]

(%143) diff(f(x) x, 2) = diff(f(x), x, 2);
(%043) dx2f(X) = atan(f(x)) + h(x)? + 6x

(%i44) dlff(f(x) x, 3) = diff(f(x), x, 3);
(ots)  Lof(x) = 2h(x) (Lh(x)) + % +6

Exemplo 6.11 Calcule e simplifique a derivada da funcao

3N <j+\/§x2+1).

f(x) = 2v/2arctg \4/_

_ \/§X2 + 1

(%hi45)  f(x) := 2*sqrt(2)*atan(sqrt(2)*x"2/(x"4-1)) +
sqrt(2)*log((x"4+sqrt(2)*x"241)/(x"4-sqrt(2)*x"2+1))$

(%146)  diff(f(x), x);
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4x3 4+ 232x  (4x3 = 232x)(x* + V2x2 + 1)

\@4—\@2+1( _
P G UV SR Y VR

x4+ v2x2+1

23/2 23/2X 25/2X5
xtA—1 (x*—=1)2

2x! +1
(x* —1)2
(%i47)  ratsimp(%);
Croary ——0%
© x8+1

_1
x2+1

Exemplo 6.12 Calcule a derivada de ordem 10 da fungao f(x) =
(%i48) f(x) :=1/(x"2 + 1)$

(%149)  diff(f(x), x, 10);
(Y040) _ 3628800 4 217728000x> _ 2032128000x* | 6502809600x° _8360755200x" | 3715891200x™
0 218 T (@ +1) (211)? x2+1)° (2+1)00 S

(%i50)  ratsimp(%);
( <7 050 ) 39916800x1°—598752000x8+1676505600x° —1197504000x*4+199584000x2 —3628800
0 Xx224+11x204-55x184+-165x164+330x144+462x124+462x104+330x84+165x6+55x4+11x2+1

(%i51) factor(%);
0 3628800(11x10—165x84+462x%—330x*+55x°—1
(%051) oS )

Exemplo 6.13 Calcule a derivada de ordem 8 da funcad g(x) = tgx e simplifi-
que o resultado, substituindo sec x por \/tg? x + 1.

(%i52)  g(x) := tan(x)$
(%052)  diff(g(x), x, 8);
(%i53) 128sec(x)?tan(x)’ + 7680 sec(x)* tan(x)> + 24576 sec(x)® tan(x)3+

7936 sec(x)® tan(x)
(%i54) subst(sec(x)=sqrt(tan(x)"2+1), %);
(%054) 7936 tan(x)(tan(x)? + 1)* + 24576 tan(x)3(tan(x)? + 1)3+

7680 tan(x)°(tan(x)? + 1)? + 128 tan(x)"(tan(x)? + 1)
(%i55) expand(%);
(%056) 40320 tan(x)? + 120960 tan(x)” + 129024 tan(x)® + 56320 tan(x)3+

7936 tan(x)

_|_
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3w o'w e w
xOy8z' Ox°dy? Ox20ydz?

Exemplo 6.14 Sendo w = x° cos(y* + 5z2), calcule 5

(%i57) w: x"6*cos(y 4 + 5*%z°2)$
(%o57)  diff('w, x, 1,y, 1,2, 1) % = ev(%, nouns);
(%i158) #;dzw = —240x°y3z cos(52% + y*)

(%i59) 'diff('w, x, 5, v, 2)$ % = ev(%, nouns);
(%059)  gazw = —8640xy?sin(522 + y*) — 11520xy° cos(52 + y*)

(%i60) 'diff('w, x, 2,y, 1,2, 2)$ % = ev(%, nouns);
(%060) dng;dZQW = 12000x*y32z%sin(522% + y*) — 1200x*y3 cos(522 + y*)

2

. 1
Exemplo 6.15 Sejam o = 2 arctg 7 —_Fi e B = arcsen 7 onde 0 < x < 1.

+ x?’
Mostre que a + 3 = .
Definindo f(x) como sendo a + 3, vamos mostrar que f é constante, ou

seja, f'(x) = 0 para todo x pertencente a [0, 1.

(%i61) alpha: 2*atan((1+x)/(1-x));
(%061) 2atan (32)

1-x
(%162) beta: asin((1-x"2)/(1+x"2));
(%062) asm( X2)

x2+1
(%163) define(f(x), alpha + beta);
(%063)  f(x) := asin ( ) + 2atan (£)

(%i64) assume(x >= 0 and x < 1);
(%064) [x >=0,x < 1]

(hi65) y: diff(f(x), x);

x+1 N 1 ) . 2x _2X(1—X2)
(%065) (1-x)2 1-—x x2+1 (x24+1)2
G (1—x%)°
(1—x)? 1- (x2 + 1)2
(%i66) radcan(y);
(%066) 0
(%167)  f(0);
(%o67) m

Fica mostrado assim que f é constante porque sua derivada é nula em todo
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o seu dominio [0, 1[. Como f(0) = m, temos que f(x) = 7 para todo x do seu
dominio, ou seja, a + B = .

Inz | |
_ X v Inx Z\ Iny o
Exemplo 6.16 Seja f(x,y,z) = (;) . (E> : (;) definida para x > 0O,
y > 0ez>0. Mostre que essa funcao é constante.

(5168)  f(x, vy, z) := (x/y)"log(z)*(y/z) log(x)*(z/x)"log(y)$
(%i69)  diff(f(x, vy, 2), x);

log(2) log(x) log(y) log(z) log(x) log(y)
X ¥ log z\ log(y X Y\ /Y o9 z\ log
(;) (2) () tea (;) s (7)) ()
(%069) + -
log(2) | ()X l0g(y) g

X y\ log(x) 7z logly

(;) o) () (5)
X

(%i70) radcan(%);
(%070) O
(%i71) radcan(diff(f(x, v, z), y));
(%o71) 0
(%i72) radcan(diff(f(x, y, z), z));
(%072) 0
(hi73) f(1, 1, 1);
(%073) 1

Fica mostrado assim que as derivadas de f com relacao as varidveis x, y e
z sao todas nulas. Logo, f é constante. Como f(1,1,1) = 1, temos que

f(x,y,z) =1, ou seja,
Inz In x In
()"0

para quaisquer X, y, Z posItivos.

6.3 Derivadas de funcoes definidas implicitamente

Uma equacao em duas variaveis f(x,y) = 0 pode definir y como funcdo

- - . , _f; . , P
Implicita de x e, neste caso, a derivada é dada por —Zﬁ’( = ((Xxyy)). Isso é valido
y
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também no caso da funcao possuir mais varidveis. Por exemplo, se f(x,y,z) =0

- 5 o~ s, 0z _ —fxy.2) o 8z _ —f(xy.2)
define z como fung¢ao implicita de x e y, entao 32 = oy Coy T Toya)

No Maxima, uma equacao eq pode ser escrita na forma

lhs(eq) - rhs(eq) = O,

onde lhs(eq) e rhs(eq) representam o lado esquerdo e direito da equacao,
respectivamente. Portanto, se eq for uma equacao que inclui as variaveis vl e
v2, e se v1 for funcao implicita de v2, entao sua derivada é dada por:
impdif(eq, v1, v2) := -diff(lhs(eq) - rhs(eq), v2)/

diff(lhs(eq) - rhs(eq), v1).

Exemplo 6.17 Considerando que a equacdo y? = x? + sen(xy) defina y como
funcao de x, calcular %.

(%174) impdif(eq,v1,v2) := -diff(lhs(eq)-rhs(eq),v2) /diff(lhs(eq)-rhs(eq),v1)$
(%i75) impdif(y"2 = x"2 + sin(x*y), v, x);

2
075) y cos(xy) + 2x
2y — xcos(xy)

d 2
Portanto, Y y cos(xy) + X.
dx 2y — xcos(xy)

Exemplo 6.18 Considerando que a equacio x° + z° + ye*? = —zcos y defina
z como funcao de x e de y, calcular g_z e g_z .

x = Oy
(%i76) impdif(eq,vl,v2) := -diff(lhs(eq)-rhs(eq),v2) /diff(lhs(eq)-rhs(eq),v1)$

(%i77) equacao: x"3 + 272 + y*exp(x*z)= -z*cos(y)$
(%i78) impdif(equacao, z, x);

—yz%e*? — 3x?
xy%exZ + 2z + cos(y)

(%179) impdif(equacao, z, y);
: 0/ aXZ
(Gho79)  — W)z — %ee
xy%exZ + 2z + cos(y)

(%078)

0z = —yzeX —3x?
Ox  XxyeX? +2z+cosy

Observando a resposta do programa concluimos que

e que 0z zseny — e
ue — = .
: Oy xyeX? +2z+cosy
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6.4 Integrais

O Maxima possui diversos comandos para o calculo de integrais definidas,
indefinidas ou impréprias. Ele consegue calcular desde as mais simples as mais
complicadas.

e integrate(funcao, variavel) Calcula a integral indefinida da funcao com
relacao a variavel dada.

Exemplo: integrate(log(x), x) para calcular /Iog(x) dx.

¢ integrate(funcao, variavel, a, b) Calcula a integral definida da funcao

com relagdo a varidvel e no intervalo [a, b] dado.
5

(x*+3) dx.
5

Exemplo: integrate( x"4 + 3, x, -5, 5) para calcular/

e changevar(expressdo, equacao, var;, var,) Efetuada a mudanca de
variavel var, por vary na integral dada pela expressao, com regra de substi-
tuicao definida pela equacao dada.

Exemplo: changevar(’integrate(f(x~2), x), u=x"2, u, x) para fa-
zer a troca de varidvel x por u na integral [ f(x?)dx, baseado na equagdo

U= x°.

Assim como acontece em outras situacoes, um apostrofo antes do nome
como ’integrate(...) faz com que o cdlculo da integral nao seja efetuado.

Uma integral também pode ser calculada através da opcao Calculo — Integrar
do menu principal.

[ Integrar &r

Expressdo: 5%x"4 + 4%*x"3 - &/x

Variavel: X
[ Integracio definida
De: (O Especial
Para: |1 Espeda
Integracdo numerica

Metodo: | romberg

K. ] [ Cancelar

—

Exemplo 6.19 Calcular a integral indefinida de 5x* + 4x3 — g.
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(%180) integrate(5*x"4 + 4*x"3 - 6/x, X);

(%080) —6log(x) + x° + x*

(%181) 'integrate(5*x"4 + 4*x"3 - 6/X, x);

§)
(%081) /5X4+4X3—;dx

(%182) 'integrate(5*x"44-4*x"3-6/x, x) = integrate(5*x"4+4*x"3-6/x%, x);
6
(%082) /SX4 + 4x3 — " dx = —6log(x) + x> + x*

1
Exemplo 6.20 Calcular a integral definida de X2+ 7 ho intervalo [0, 1]

X“ +
(%183) integrate((x + 1)/(x"2 + 1), x, 0, 1);
Clog(2) | w
(%083) 5 + Z

(%184) 'integrate((x + 1)/(x"2 + 1), x, 0, 1);

Lx+1
%085 d

(%186) 'integrate((x+1)/(x"241), x,0,1) = integrate((x+1)/(x"2+1), x,0,1);

1
1 log(2
[ e
0 X*+1 2 4

(%086)

Exemplo 6.21 Calcular as sequintes integrais definidas:

|

/ i
o 1+sen?x
3

1

./ S—dX
1 X ‘|—X6
b

o/ x3 arctg x dx
a

(%i87) mtegrate(l/(l—i—sm(x) 2), x, 0, %pi/4)$ %=ev(%,nouns);
) : 1 atan(v2)
(%08T7) /O de \/§

(%188) mtegrate(l/(x 8+x76), x, 1, 3)$ %=ev(%, nouns);
1 15m+52  1215atan(3) + 391

%088 ——dx =

(roBs) /1 XE x0T 60 1215
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(%189) integrate(x”3*atan(x), x, a, b);

Is b — a positive, negative or zero? positive
3b* —3atan(b) — b3 +3b 3a* —3atan(a) — a®+ 3a
(%089) 15 — 1

Sempre que alguma extremidade do intervalo de integracao nao for constante,
o Maxima perguntard se a diferenca das extremidades é positiva, negativa ou
nula.

Exemplo 6.22 Calcular as integrais indefinidas:

1
° dx
/ Vo3V 14 VX3
52
o [ ———dx
/ V9 — x2

/ 4x° — 1 J
o X
X° +x+1)?

(%i90) 'integrate( 1/(sqrt(x"3)*(1 4+ x~(3/4))"(1/3)), x)$ %=ev(%,nouns);

(%090) = gx = 201
00 (x3/% 1 1)1/3x372 X=- JX

(%191) 'integrate(x"2/sqrt(9 - x~2), x)$ % = ev(%, nouns);

2 (X 2
(1091 / A 9asin (%) - xvV9—x
V9 — x2 2 2
(%i92) integrate( (4*x"5-1)/(X"5+x+1)"2, x)$ % = ev(%, nouns);
5 _
(%092) b .

dx=—— >
(x> +x+4+1)? X x>+ x+1

Exemplo 6.23 Calcular / dx e verificar se a resposta obtida esta cor-

(x2+1)*
reta, calculando e simplificando sua derivada.

(%193) integrate(1/(x"2 + 1)"4, x);

093y 2atan(x) 15x° + 40x3 + 33x
" 16 48x5 + 144x* + 144x2 + 48
(%194)  diff(%, x);
(%094) 75x%4+120x%+33 (15x°+40x3+33x)(288x°+576x3+288x) 5

48x5+144x%+144x24+48 (48x°+144x%+144x2+48)2 + 16(x2+1)
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(%i95) ratsimp(%);
(%095) L

x8 +4x0 +6x* +4x2+1
(%i96) factor(%);
1

(%096) m

Exemplo 6.24 Calcular / \/x2 — bx + 6. dx, derivar e simplificar a resposta ob-
tida.

(%197)  define(f(x), integrate(sqrt(x~2 - 5*x + 6), x));

(%097) f(x) .= —

log(2v/x2 — 5x + 6 + 2x — 5)_|_><\/><2 —5x+6 5vVx2—5x+6

8 2 4
(%198)  define(g(x), diff(f(x), x);
2x—5
. L /x2—5x 6+2 VXx2—b5x+6 (x(2x—5) 5(2x—5)
(7%098) g(X) T _8(2\/X2—5X-:6+2X—5) + = 2 =+ 4V/X2—Bx+6  8vVx2—bx16

(%199) radcan(g(x)*sqrt(x"2 - 5*x+6));
(%099) x*> —5x+6

(%1100) ratsimp(%/sqrt(x"2 - 5*x + 6));
(%0100)  Vx2—5x+6

Note que, nesse caso, o Maxima nao consegue simplificar g(x) diretamente.
Por causa disso, usamos o artificio de simplificar g(x)v/x2 — 5x + 6 e, no final,
dividir o resultado obtido por v/x2 — 5x + 6.

Exemplo 6.25 Calcule F'(x), G'(x) e H'(x), sabendo que F(x) = / t2 dt,
1

X243 x2—sen x
G(x):/ e’ dt e H(x) = V13 4 1dt.
4

x+1 COS X
(%117)  F(x) :="integrate(t”2, t, 1, x);
X

(5117 F(x) ::/ t2dt

1
(%118)  diff(F(x), x);
(%118)  x?

(%119)  G(x) := "integrate( exp(t~2), t, 4*x+1, x"2+3);
x?+3

(%119)  G(x) ::/ exp(t?) dt
4

x+1

(%120)  diff(G(x), x);
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(%120) 2x%e(X2+3)2 _ 4%6(4X+1)2

(%121)  H(x) := "integrate( sqrt(t"3 + 1), t, cos(x), x"2 - sin(x));

x?—sin(x)

(5121)  H(x) = Vi34 1dt

cos(x)
(h122)  diff(H(x), x);
(%122)  y/cos(x)? + Lsin(x) + (2x — cos(x))/(x2 —sin(x))3 + 1

6.4.1 Mudanca de variavel

2 4

Exemplo 6.26 Aplicar as mudancas de varidvel v = x
/4x3f(x4 +5) dx.

e v = x" na integral

(%101) I: 'integrate(4*x"3*f(x"4 + 5), x);
(%101) 4/x3f(x4+5)dx

(%102) changevar(l, u=x"2, u, X);
(%102) 2/uf(u2+5)du

(%103) changevar(l, v=x"4, v, x);
(%103) /f(v+5)dv

3 4
X .,
Exemplo 6.27 Calcular / T 10 dx através da mudanca de varidvel y = x°.
1

(%104) I: 'integrate(x"4/(1 + x"10), x, 1, 3);

3,4
%104 —d
O

(%105) 1. changevar(l, y = x"5, v, x);
1

243
(%105) / d
. 52157

(%106) ev(l, nouns);

atan(243) T«
%106 —_— — —
(%106) s 0

Exemplo 6.28 Denotando o logaritmo natural de x por log(x), calcular
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1
/Xlog(x) 109(109(x)) dx através da mudanca de varidvel u = log(log(x)).

(%107) I "integrate(1/(x*log(x)*log(log(x))), x);

, 1
VRO | S og(x) Tog(log ()

(%108) changevar(l, u = log(log(x)), u, x);
(%108) /ldu
u
(%109)  ev(%, nouns);
(%109)  log(u)

(%110)  subst(u = log(log(x)), %)
(%110)  log(log(log(x)))

6.4.2 Integrais improprias

Integrais impréprias podem ser calculadas da mesma forma da integrais defini-
das. Neste caso, podemos usar inf para representar oo e minf para representar
—oo na digitacao dos comandos.

Exemplo 6.29 Calcular as seguintes integrais imprdprias:

0
X
d
‘ /_ool+x4 *
00 X2
d
'/_ool+x6 *
S|
° dx
/—2 VX 42
o/ x3e ™" dx
0
o/ x2e ™" dx
0

(%111) integrate(x/(14+x"4), x, minf, 0)$ % = ev(%, nouns);
0
(%111) / ~ dx=-——

(%112)  'integrate(x"2/(1 4+ x76), x, minf, inf)$ % = ev(%, nouns);
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/oo X2 d T
X ==
o X041 3

(%113)  'integrate(1/sqrt(x + 2), x, -2, 0)$ % = ev(%, nouns);
0

1
dx = 2%/2
/_2 VX4 2

(%114) integrate(x"3*exp(-x"4), x, 0, inf)$ % = ev(%, nouns);

o© 4
/ x3%e ™ dx =
0

(%115) 'integrate(x"2*exp(-x"
> 4 N
/ x*%e ™ dx = —* (

0

(%116)  float(%);

2
X
dx = 0. 41756162
/0_0 5. 718281828450045< 0% = 0-30035417561629

FNJ-

4), x, 0, inf)$ % = ev(%, nouns);
)

-J>I(.».)

6.5 Séries, somatorios e produtorios

O Maxima possui uma variedade de comandos para o calculo de somatérios,
produtérios e desenvolvimento de uma funcao em séries de poténcias. Entre
eles, destacamos os seguintes:

e sum(f(k), k, ny, ny) Somatério de f(k), com k variando de n; a no.
Exemplo: sum(k~3-k, k, 1, 10).

e nusum(f(k), k, ni, ny) Somatério de f(k), com k variando de n; a n.
Exemplo: nusum(k"2427k, k, O, r).

e unsum(s(n), n) Retorna o valor s(n+1) — s(n) que corresponde ao termo
geral a, tal que >_ a, = s(n) . Exemplo: unsum(3~n, n).

e product(f(k), k, ni, n) Produtdrio de f(k), com k variando de n; a no.
Exemplo: product((x - 1/k), k, 1, 8).

e powerseries(expressao, X, a) Retorna a forma geral da expansdo de séries
de poténcia para a expressao na variavel x, em torno do ponto a. Exemplo:
powerseries(log(x), X, 2).

e taylor(expressao, x, a, n) Expande a expressdo em uma série truncada de
Taylor ou de Laurent na varidvel x em torno do ponto a, contendo termos
até (x — a)". Exemplo: taylor(cos(x), x, 3, 10).
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A variavel global simpsum pode ser true ou false e controla a simplificacao
ou nao de algumas somas. Da mesma forma, a variavel simpproduct controla
a simplificacao ou nao de alguns produtos, dependendo dela valer true ou false.

Se for utilizado um comando niceindices(...), entdo em vez de mostrar

indices 11, 12, 13, ...nos resultados, sao mostrados i, J, k, ...
Séries, somatdrios e produtérios também podem ser calculados através das
opcoes Calculo — Obter série, Calculo — Calcular soma e

Cidlculo — Calcular produto do menu principal.

Se for colocado um apdstrofo antes do nome do comando e simpsum for
false, entao ele tem o seu cdlculo retardado, ficando apenas o enunciado.

m n—m
k
Exemplo 6.30 Calcular os seguinte somatdrios: Z <r:) Z (m * ) e

(7). -

k=0
(%123)  sum( binomial(n+k, k), k, 0, m);
T m
(%123) Y <k)
k=0
(%124) sum( binomial(n+k, k), k, 0, m), simpsum;

, n+m+1
aizn ("FT)

(%125)  sum( binomial(m + k, m), k, 0, n-m);
. — /m+k
(%125) ; ( N )

(%126)  sum( binomial(m + k, m), k, 0, n-m), simpsum;

, n+1
(%126) m 1)

(%127)  sum(binomial(m, k), k, 0, m);
—0

. m
o 35(7)

(%128)  sum(binomial(m, k), k, 0, m), simpsum,;
(%128) 27

A variavel simpsum tem o valor false como padrao (default). Se seu nome
for acrescentado no final da linha de comando, entao ela passa a ser temporaria-
mente true e, por causa disso, o Maxima consegue calcular os somatdrios mos-
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trados neste exemplo. Para deixar o valor dessa varidvel true durante a sessao
atual do programa, basta fazer uma atribuicao da forma simpsum: true;

n n n
Exemplo 6.31 Calcular os somatérios Z K®, Z k" e Z kB,
k=1 k=1 k=1
(%129) simpsum: true;
(%130) sum(k™6, k, 1, n);
6n’ +21n° +21n> —7n*+n
42
(%131) sum(k~7, k, 1, n);
3n® 4+ 12n" + 14n° — 7n* + 2n?
24
(%132) sum(k™8, k, 1, n);
10n° + 4508 4+ 60n" — 42n° + 2013 — 3n
90

(%130)

(%131)

(%132)

1 1 =1
Exemplo 6.32 Calcular as somas das séries Z pE Z 6 e Z PR
k=1 k=1 k=1
(%133) simpsum: true;
(%134) sum(1/k™4, k, 1, inf);

4
7
%134 —
(%134) 90
(%135) sum(1/k"6, k, 1, inf);
6
T
%135 —
G ) 945
(%136) sum(1/k"8, k, 1, inf);
8
i
%136 —
i ) 9450
. 1 71 X1 7 =1 8
Obtemos assim que ZF = 30" ZF = 95 e ZF = 9450°
k=1 k=1 k=1
n n n
Exemplo 6.33 Calcular os somatérios > k- k!, k-2k e Z k? . 2K,
k=1 k=1 k=1

(%137)  nusum(k*k!, k, 1, n);
(5137) (n+ 1)1 -1

(%138) nusum(k*27k, k, 1, n);
(4138) (n—1)2"M1 42



152 CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

(%139)  nusum(k™2*27k, k, 1, n);
(4139)  (n® —2n+3)2"1 —6

O comando sum(...) nao consegue calcular esses somatorios.

4
n
E lo 6.34 Determi da séri —.
xemplo 6.3 eterminar a soma da série ; 2
(%140)  define(f(k), nusum(n~4/4"n, n, 1, k));
140y F(K) = 95 2°  27k* + 144k° + 360k* + 528k + 380
° -3 81 4k
(h141)  limit("f(k), k, inf) = limit(f(k), k, inf);

(1140 lim f(k) = ==

4380
Concluimos dessa forma que Z n_n =3

n=1

n(n+1)(2n+1)
§)

Exemplo 6.35 Determinar f(k) e g(k) tais que Z f(k) =
k=1

n+ 1)
e Zg(k) min+ )7
(%142) unsum(n*(n+1)*(2*n+1)/6, n);
(%142) n?

(%143) unsum(n”2*(n+1)"2/4, n);
(%143) n’

Observando as respostas do programa, concluimos que (k) = k? e g(k) = k°.

> k(k +1)
Exemplo 6.36 Calcular os produtdrios H (x + > H k e H(Zk)

k=1
(%144) product(x + k*(k+1)/2, k, 1, 5);
(h144)  (x+1)(x+3)(x+6)(x+ 10)(x + 15)

(%145) expand(%)
(%145) x4+ 35x* 4+ 427x3 4+ 2193x2 + 4500x + 2700

(%146) product(k, k, 1, n);
(21a6) ]k
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(%147) product(k, k, 1, n), simpproduct;
(%147) nl

(%148)  product(2*k, k, 1, 6);
(,148) 46080

(%149)  'product(2*k, k, 1, 6) = product(2*k, k, 1, 6);
6

(%149) ][ 2k = 46080
k=1

Exemplo 6.37 Obter os primeiros termos do desenvolvimento em série de Tay-
lor (ou Laurent) das funcdes f(x) = e, g(x) = x>tgx e h(x) = =3% em torno
de alguns pontos como x =0, x = a, x = 7 ou x = .

(%160) taylor(exp(x), x, 0, 8);

(J160)/T/ 1+x+5+C+ 5+ 5+ 55+ 5+ ads + - -
(%161) taylor(exp(x), x, a, 4);

(4161)/T/  %e® + %e(x — a) + LEC=2L 4 Hetbal | %eboa)

(%162) taylor(x"2*tan(x), x, %pi/4, 3);
(%162) /T/ 7{—2 + (7’2+47;)(X“) + (W2+87T+88)(X—% > (7T2+67r+22)(x——)3 L
(%163) taylor(x"2*tan(x), x, %pi, 4);
(%163)/T/ T (x —m) + 2m(x — )% + (7T2+3)3(X—7r)3 4 oomem®
(%h164) taylor(sm(x)/x 8 X, 0, 5) .

X x>

0 1 X
(4164>/T/ X7 6X5 + 120X3 o 504OX + 362880 39916800 + 6227020800 +..

O /T/ mostrado em cada caso indica que a série estd “truncada”.

Exemplo 6.38 Obter o desenvolvimento em série de poténcias das seguintes
funcoes:

e f(x) =Inx, em torno de x =2
e g(x) = xarctgx + x>€*, em torno de x =0
e h(x) =cosx, em torno de x =3

(%:165)  powerseries(log(x), X, 2);
o0 2—/1—1(_1)/'1(X o 2)/’1+1
2 i

(%165)
i1=0
(%166) niceindices(%);
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) o 2—/—1(_1)/(X _ 2)/'+1
(%166) ,Zo: 1

(%167)  powerseries(x*atan(x)+x"3*exp(x), x, 0);
1)i2x2i2+1

o (- s~ X7
Hroter) (Z 2o+1 ) F ;/2!
(%168)  powerseries(cos(x), x, 3);

iB(v _ 2)2i3 3
(7168)  cos(3) (Z( 2, (2(?3)!3) )5'”(3)2 12203(+ 1)!

)2/‘3+1

(%169) niceind|ces(%) | |

O comando powerserles(. ..) so consegue resolver os casos mais simples de
desenvolvimento em séries de poténcias.

Exemplo 6.39 Dado um conjunto de pontos (1, 1,5), (2,1,7), (3,1,8),
(4,2) e (5,2,4), determinar a reta dos minimos quadrados que se ajusta
a eles e o seu grafico.

Segundo o método dos minimos quadrados, a reta que mais se aproxima

dos n pontos (X, y;), com i = 1,2,..., n, tem equacao y = ax + b, onde
n n n n n
N XiYi— (Z/ 1 %) (D=1 Vi) CimYi—ayiiaX
a= > e b= :
nZ/ 1 / (Z/ 1X/) n

(%150) Px: [1, 2, 3, 4, 5]%

(%151) Py: [1.5, 1.7, 1.8, 2, 2.4]$

(%152) n: length(Px)$

(%153)  sx: sum(Px[i], i, 1, n)$ sy: sum(Py][i], i, 1, n)$

(%154)  sxy: sum(Px[i]*Py[i], i, 1, n)$ sx2: sum(Px[i]"2, i, 1, n)$
(%155) a: (n*sxy - sx*sy)/(n*sx2 - sx"2)$ b: (sy - a*sx)/n$
(%156)  define(f(t), a*t+b);

(4156)  f(t) :=0.21t + 1.25

(%157) load(draw)$

(%158) gr: explicit(f(t), t, 0, 6)% pontos: points(Px, Py)$

(%159)  draw2d(grid=true, line_width=2, gr, color=red, point_size=1,
point_type=7, pontos)$



6.6. EQUACOES DIFERENCIAIS 155

B gnuplot graph | o e S
E E & Options ~ $erid Y1 42
24 | &
2.2 ¢
2 L ]

1.8 | *

1.6 |

14 ¢

] 1 2 3 4 5 6

-0.424117, 198514

6.6 Equacoes diferenciais

Uma equacao diferencial pode ser definida no Maxima usando-se um apdstrofo
antes de cada comando que calcula derivadas. Sendo assim, a derivada enésima
de y é fornecida na forma ’diff(y, x, n). Por exemplo,

y/// . 2y//_|_y/ =3y +5
deve ser fornecida na forma
’diff(y, x, 3) - 2x’diff(y, x, 2) + ’diff(y, x) = 3%y + 5

Este assunto pode se estender bastante, mas, aqui, vamos usar apenas oS
seguintes comandos do Maxima para resolver equacoes diferenciais ordinarias:

e ode2(equacao, y, x) Resolve uma equacao diferencial ordinéria de ordem 1
ou 2, onde y é funcao de x. Quando bem sucedido, esse comando retorna
uma equacao nas variaveis x, y e constantes genéricas %c, %k1 ou %k2.
Exemplo: sol: ode2(’diff(y,x)+y=3*x+1, y, x)

e icl(solucdo, x = xp, ¥ = yy) Calcula o valor da constante apresentada na
solucao de uma EDO de primeira ordem baseando-se no fato de que y = yy
quando x = Xp, ou seja, y(xp) = Yo. Exemplo: ic1(sol, x=0, y=-1)

e ic2(solucao, x = xg, y = yo, diff(y,x) = y;) Calcula os valores das cons-
tantes apresentadas na solucao de uma EDO de segunda ordem baseando-
se no fato de que y = yp e ¥/ = y; quando x = xp, ou seja, y(xg) = Yo €
y'(x0) = y1. Exemplo: ic2(sol, x=0, y=5, diff(y,x)=4)
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e bc2(solucao, x = x5,y = yo9, X = x1, ¥ = y1) Calcula os valores das cons-
tantes apresentadas na solucao de uma EDO de segunda ordem baseando-
se no fato de que y = yp quando x = xg e que y = y; quando x = x; , que
€ o mesmo que y(xp) = yo e y(x1) = y1.

Exemplo: bc2(sol, x=1, y=2, x=3, y=-1)

Exemplo 6.40 Determinar a solucdo do problema de valor inicial y" + 4y = 0,
y(m/8) =0, y(r/6) = 1.

(%170) eq: 'diff(yx,2) + 4*y = 0;
(h171) Ly +4y=0

(%172) s ode2(eq, vy, x);
(%172) vy = %k1sin(2x) + %k2 cos(2x)

(%173)  bc2(s, x=%pi/8, y=0, x=%pi/6, y=1);
(%173)  y = (/34 1)sin(2x) + (—v/3 — 1) cos(2x)

2 2
Exemplo 6.41 Resolver: y' = a );I;/y ,y(1) = —2.
(5174)  eq2: 'diff(y, x) = (X"2 + y"2)/(x*y);
d 2 2
G7a) Ly =YX
ax Xy
(%175)  s2: ode2(eq2, vy, X);
2 2 2|
sy V20800 g
2X
(%176) icl(s2, x=1, y=-2);
2. Hy2
(%176) 4 2x Iog(x) =2

2x2

Exemplo 6.42 Resolver: y” + 10y’ + 21y =0, y(0) = -3, y/(0) = 41.

177)  eq3: 'diff(y,x,2) + 10%'diff(y,x) + 21%y=0;
: d* d

(h177) Wy + 10 (&y) + 21y =0

(%178) s3: ode2(eq3, vy, X);

(5178) vy = %k1%e 3 4+ %k2%e*

(%179) ic2(s3, x=0, y=-3, diff(y,x)=41);
(5179)  y =5%e > — 8%e ™
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Exemplo 6.43 Determinar a solucdo geral da equacdo y” + y = xsen x.

(%180) eq4: 'diff(y, x, 2) + y = x*sin(x);
. d? .
(%180) g + y = xsin(x)
(%181) ode2(eq4, v, x);

2x sin(x) + (1 — 2x2) cos(x)
y =

38

Portanto, a solucao geral encontrada é

(%181) + %k1sin(x) + %k2 cos(x)

2xsen x + (1 — 2x?) cos x
Yy = 3

onde k; e k, sao constantes genéricas.

+ ki sen x + ky cos X,

Testando agora essa solugcao encontrada:
(%182)  define(f(x), rhs(%));
182) F(x) = = sin(x) + (18— 2x2) cos(x)

+ %k1sin(x) + %k2 cos(x)

(%183)  f(x) + diff(f(x), x, 2);
6xsin(x) — (1 —2x?)cos(x) = 2xsin(x) + (1 — 2x?) cos(x)
3 + 3

(%183)

(%184) ratsimp(%);
(,184)  xsin(x)

que é o segundo membro da equacao diferencial dada, e, assim, podemos con-
cluir que a solucao geral encontrada esta correta.

6.7 Séries de Fourier

Consideremos uma funcao f(x) definida em um intervalo [—L, L]. A série de
Fourier de f(x) é a série trigonométrica

f(x)=ap+ Z (an cos %x + b, sen %x) ,
n=1

onde

1 L
% = 5- » f(x)dx,
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1 [t nm
ap = —/ f(x) cos X dx,

1 [t nm
b, = —/ f(x)sen —xdx.
_ L
O pacote “fourie” do Maxima possui varios comandos que podem ser usados
para determinar esse tipo de série:

e fourier(f(x), x, L) Coeficientes de Fourier de f(x) no intervalo [—L, L].

e fourcos(f(x), x, L) Coeficientes a, da extensao par de f(x) no intervalo
[—L,L].

e foursin(f(x), x, L) Coeficientes b, da extensao impar de f(x) no intervalo
[—L, L].

e fourexpand(coef, x, L, n) Os n primeiros termos da série de Fourier usando
os coeficientes obtidos com os comandos fourier(...), fourcos(...)
ou foursin(...).

Exemplo 6.44 Obter o desenvolvimento em série de Fourier de cossenos da ex-
tensdo par da fun¢do f(x) = x no intervalo [—m, 7].

(%1185) f(x) := x$

(%1186) load(fourie)$

(%1187) S: fourcos(f(x), x, %pi);
(%£188) ag = g

2 (7r5|n(7rn) + cos(7rn) 1 )

n2

(%t189) a,=

T
(%0190)  [%t188, %t189]

(%i191) fourexpand(S, x, %pi, inf);

—~((-1)" 1
2 E ( pe R cos(nx) .
(%o191) =2 + =
s 2

(%i192) fourexpand(S, x, %pi, n);

22(( D 1>cos(nx) i

(%0192) + —
i 2

(%1193) fourexpand(S, x, %pi, 10);




6.7. SERIES DE FOURIER

(%0193)

159

4cos(9x) 4cos(7x) 4cos(d5x) 4cos(3x)  4cos(x) N E
8lm 497 25T o ™

Exemplo 6.45 Desenvolver a extensao impar da funcdo f(x) = x em série de
Fourier de senos no intervalo [—, 7].

(%1194) f(x) = x$
(%1195) load(fourie)$
(%i196) T: foursin(f(x), x, %pi);

2 sin(72rn) __ mcos(mn)
(46197) by = —— -

s

(%0198)  [%t197]
(%i199) fourexpand(T, x, %pi, inf);
, = (=1)"sin(nx)
(%0199) —2; .
(%i200) fourexpand(T, x, %pi, 10);
(%6200) sin(10x) | 2sin(9x)  sin(8x) | 2sin(7x)  sin(6x)  2sin(5x)
_°O4 S5 9 4 7 3 5
Sm(2 x) Sm3( x) —sin(2x) + 2sin(x)

Exemplo 6.46 Considerando a fun¢do f(x) = x — 3 no intervalo [—6, 6], obte-
nha o desenvolvimento em série de Fourier de f(x) e construa os graficos de
f(x) e duas somas parciais da série (k =5 e k = 30 termos).

(%1201) load(fourie)$
(%i202) f(x) := x - 3%
(%1203)  coef: fourier(f(x), x, 6);
(%t203) ag= -3
(%t204) a, = _6sin(mn)
™

72sin(mn)  72cos(mn)

(%t208) b, = —TF i
)

(%0205)  [%t203, %t204, %t205]
(%1206) define(g(x, k), fourexpand(coef, x, 6, k));
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122

(%,0206)  g(x,n) = — - -3

(%1207) plot2d([g(x,5), 9(x,30), f(x)], [x,-12,12], [y,-11,5], [legend, false]);

( 1)nsm(7rn><)

r@ Gnuplot (window id : 0) B
Hesmaaald ?

-13.9540, 322222

Exemplo 6.47 Considerando a fungdo f(x) = 1 no intervalo [—5, 5], obtenha
o desenvolvimento em série de Fourier de senos de f(x) e construa os gréficos
de duas somas parciais da série (k =5 e k = 40 termos).

(%1208) load(fourie)$

(%1209) f(x) := 1%

(%1210) senos: foursin(f(x), x, 5);
2(5 _ 5cos(7rn))

m™n m™n

(%t210) b, =

5
(0210)  [%t210]

(%i211) define(h(x, k), fourexpand(senos, x, 5, k));
/5 5(=1)"\ . smnx
2;(5‘ - )S'”(?)

(%0211)  h(x, n) = —= c

(hi212) plot2d([h(x, 5), h(x, 40)], [x, -10, 10], [legend, false]);
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’
[E] Gnuplot (window id : 0)

HesaaQy?

1.5 .

0.5

3 P L

-10 -5

10

10,6632, 0.296296

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funcdo F(t), denotada por Z(F(t)) é
uma funcao f(s) definida por

L(F()) = f(s) = /OOO e StF(t) dt

Nesse caso, dizemos que F(t) é a transformada inversa de Laplace de f(s) e
denotamos por F(t) = £ 1(f(s)). O Maxima tem esses conceitos implemen-
tados nos seguintes comandos:

e laplace(F(t), t, s) Transformada de Laplace de F(t) na varidvel s.

o ilt(f(s), s, t) Transformada inversa de Laplace de f(s) na varidvel t.

A transformada de Laplace também pode ser calculada através da opcao
Cédlculo — Transformada de Laplace do menu principal.

P
Laplace

(S5

Inversa de Laplace

==

Expressao:

Variavel antiga:

Mova variavel:

t*2*zin {t)
t

s

[

OK

] [ Cancelar

Expressao:

Varidvel antiga:

Mowa varigvel:

(4*5+12) / (3" 2+8%5+16)
3

t

e«

] [ Cancelar
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Exemplo 6.48 Calcular a transformada de Laplace de cada uma das squintes
funcdes: e3'cos5t, t’sent e t>+7t3— 11+ 4el.

(%1213) laplace( exp(3*t)*cos(5*t), t, s);

s—3
%0213
(ko ) s2 —6s+34

(%i214) laplace(t™2*sin(t), t, s);
852 2

B R ) ER )

(%1215) laplace(t™5 4+ 7*t"3 - 11 4 4*exp(t), t, s);
4

(%0215) 11 + 42 120
© s g4 6 s—1

Exemplo 6.49 Sendo f uma fun¢ao de uma varidvel, calcular as transformadas
2 t
L(LE(1), L(&f(t) e ZL([, f(x)dx).

(%hi216) laplace('diff(f(t), t), t, s);

(%,0216) s laplace(f(t),t,s) — f(0)

(%i217) laplace('diff(f(t), t, 2), t, s);

(%0217) —%f(t) li—o + s° laplace(f(t),t,s) — £(0)s
(%i218) laplace('integrate(f(x), x, 0, t), t, s);

(%0218) Iaplace(sf(t),t,s)

Exemplo 6.50 Calcular as seguintes transformadas inversas de Laplace:
4s + 12 6s — 4 s+1
L7 , L1 L —).
(52+85+16> (52—45+20> © s?+s+1
(%i219) ilt((4*s + 12)/(s"2 + 8*s + 16), s, t);
(%0219)  4%e ™ — 4t%e

(%1220) ilt((6*s-4)/(s"2 - 4*s + 20), s, t);
(%0220)  %e?t(2sin(4t) + 6 cos(4t))

(%i221) ilt((s + 1)/(s"2 + s + 1), s, 1);

V3t
2

sin ( Y%5-
(%0221) %e_% T + COS (g)
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No cdlculo da transformada de Laplace da derivada de uma funcao, apa-
recem valores da fun¢do ou suas derivadas calculadas em um ponto: £(0),
f'(0), f”(0) etc. Esses valores podem ser definidos se for usado um comando
atvalue(funcao, equacao, valor). Para definir f(a) = b, por exemplo, pode-
mos usar um comando atvalue(f(x), x=a, b), e para definir f("(a) = ¢
podemos usar um atvalue(’diff(f(x), x, n), x=a, c).

Exemplo 6.51 Seja g(t) uma funcao na qual g(0) = a, ¢'(0) =83, ¢"(0) =«

e ¢”(0) = 6. Calcular Z(g"(t)) e ZL(g™(1)).

(%i222) atvalue(g(t), t=0, %alpha)$

(%i223) atvalue('diff(g(t), t), t=0, %beta)$
(%hi224) atvalue('diff(g(t), t, 2), t=0, %gamma)$
(%i225) atvalue('diff(g(t), t, 3), t=0, %delta)$
(%1226) laplace('diff(g(t), t, 3), t, s);

(%0226)  s° laplace(g(t), t,s) — as? — Bs — v
(%1227) laplace('diff(g(t), t, 4), t, s);

(%0227)  s* laplace(g(t), t,s) —as® —(3s> —ys — 6

Exemplo 6.52 Resolver a equacao diferencial

y'(t) +2y'(t) + 5y(t) = e 'sent

com as seguintes restricoes: y(0) =0 e y'(0) = 1.

Para resolver um problema de valor inicial como esse, podemos aplicar a
transformada de Laplace aos dois membros da equacao, depois isolar o valor de
Z(y(t)) = f(s) e, no final, calcular a transformada inversa £~ 1(f(s)) = y(t)
que é a solucao procurada.

(%i228) eqdif: 'diff(y(t), t, 2) + 2*'diff(y(t), t) + 5*y(t) = exp(-t)*sin(t);
(%0228)  Ly(t) +2(Ly(t)) + 5y (t) = %e tsin(t)
(%i229) atvalue(y(t), t=0, 0)$
(%i230) atvalue('diff(y(t), t), t=0, 1)$
(%1231) laplace(eqdif, t, s);
(%0231)  s? laplace(y(t),t,s) + 2s laplace(y(t),t,s) + 5 laplace(y(t),t,s) — 1
B 1
24+ 2s5+2
(%1232) solve(%, laplace(y(t),t,s));
2
(%0232)  [laplace(y(t) t.s) = sTtestd ]

s+ 4534+ 11s2 4+ 145+ 10
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(%i233) ladodireitoeq: rhs(%[1]);
(0233) s> +2s5+3

" s*+ 453 + 1152 + 145 + 10
(%1234) ilt(ladodireitoeq, s, t);
(%0234) %e‘tzin(Qt) N %e‘t?)sin(t)

e lsen2t e lsent

Portanto, a solugdo procurada é y(t) = 3 + 3




Capitulo 7

Nocoes de Programacao

O Maxima possui uma variedade razoavel de comandos que podem ser usados
para programacao nas mais diversas situacoes. Esses comandos podem ser
classificados em varias categorias:

e Blocos e procedimentos: o comando block(...) permite o agrupamento
de comandos dando origem a novos comandos, com todas as estruturas
basicas de programacao como por exemplo varidveis locais.

e Comandos de entrada e saida de dados: read, print, display podem ser
usados para ler ou Imprimir mensagens, associadas a outros comandos ou
dentro de blocos.

e Estruturas condicionais: o comando if...then...else ... pode ser usado
na construcao das mais diversas estruturas condicionais, executadas so-
mente se determinadas hipdteses forem satisfeitas.

e Estruturas de repeticao: comandos como for, while, unless, do ... podem
ser usados para criar os mais diversos tipos de estruturas de repeticao que
sao comandos que podem ser executados repetidamente varias vezes.

Com tudo isso, o Maxima também pode ser usado como uma linguagem de
programacao na qual podem ser elaborados os mais diversos tipos de programas.

7.1 Comentarios

Para o Maxima, tudo o que for digitado entre /* e */ serd considerado um
comentario e nao serd avaliado pelo programa, servindo apenas para orientacao
do usudrio.

Exemplo 7.1 Exemplificamos aqui dois comentdrios: "o valor de x é 1" e
"eovalordeyé?2".

165
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(hi1) x: 1 /*ovalordexél*/;
(hot1) 1

(%i2) y: 2 /*eovalordeyé?2*/;
(ho2) 2

7.2 Os comandos print e display

e print(exprl, expr2, ...) Avalia e mostra exprl, expr2, ...uma apds a
outra. As mensagens mostradas devem ser fornecidas entre aspas. Por

exemplo, print ("0 valor de x é ", 2 + 3 + 5) mostra a mensagem:
O valor de x é 10.

e display(exprl, expr2, ...) Mostra exprl, expr2, ...no formato de equa-
cao. Do lado esquerdo de cada equacao mostrada aparece a expressao nao
avaliada, e do lado direito, a expressao avaliada. Por exemplo, se x valer 3
e y valer 8, entao display(x, y) mostra as equacdes x =3 e y = 8.

O comando print devolve o valor da dltima expressao mostrada, enquanto
que display finaliza sempre com palavra “done” .

Exemplo 7.2 Sejam x, y e z varidveis cujos valores sao 2, 4 e 6, respectiva-
mente. Usando o display e, depois, o print, mostrar os valores de x, y, z,
X+ y+zecos(x+y).

(%i1) x: 2%y: 4% z: 6%
(%i2) display(x, vy, z, x+y+z, cos(x+y));

X =2
y=4
z=20
24+44+6=12

cos(6) = cos(6)
(J02) done

(%13)  print(x, y, z, x+y+z, cos(x+y));
246 12 cos(6)
(%03)  cos(6)

(%id) print("O valor de x € ", x);
O valor de x é 2
(%o04) 2
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(%i5) print("y vale ", y, "ezvale ", z);
y vale 4 e z vale 6
(%05) 6

(%i6) print("Ovalordex +y +zé", x+vy+ z);
Ovalorde x+y+ 2z €12
(%06) 12

(%1i7)  print(" O valor de cos(x+y) é ", cos(x+y));
O valor de cos(x + y) é cos(6)
(%07)  cos(6)

7.3 O comando read

O comando read(exprl, exprl, ...) avalia e mostras as expressdes exprl,
expr2, ..., |6 uma expressao fornecida e retorna o seu valor avaliado. Exemplo:
a: read("Fornega o valor de a: ");

Exemplo 7.3 O valor de uma varidvel x é igual a 3. Mostrar uma mensagem
citando esse valor e solicitar que seja fornecido pelo teclado um novo valor.

(%18) x: 3%
(%19) x: read(" O valor atual de x € ", x, ". Fornega um novo valor: ");
O valor atual de x é 3. Forneca um novo valor: 7;

1

(%09) 7
(%110) x;
(%010) 7

Exemplo 7.4 Solicitar que sejam fornecidos dois polindmios p e q pelo teclado
e calcular sua soma.

(%1i11) p: read(" Polindmio p? ");
Polindbmio p? x"3 + 5*x"2 - 4*x + 11;
(%o11)  x34+5x% —4x+ 11

(%112) q: read(" Polindmio q7 ");
Polindbmio q7 x"2 + 10*x - 5;
(%012) x>+ 10x —5

(%i13) p + q;
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x34+6x2+6x+6

7.4 O comando for

Para executar um comando ou uma sequéncia de comandos repetidamente,
podemos usar um comando for que possul algumas variantes:

e for variavel from valor_inicial thru valor final do comando;
O comando a direita de do é executado para cada valor da varidvel do
valor_inicial até o valor_final.

e for variavel from valor_inicial while condigio do comando;
O comando a direita de do é executado para cada valor da varidvel a partir
do valor_inicial, enquanto a condigio for verdadeira.

e for variavel from valor_inicial unless condig¢do do comando;
O comando a direita de do é executado para cada valor da varidvel a partir
do valor_inicial, até que a condig&o seja verdadeira.

e for varidvel in 1lista do comando; O comando a direita de do € executado
para cada valor da varidvel na lista de valores fornecida.

O padrao (default) do comando for é incrementar a varidvel de 1 em 1 uni-
dade, para que ela possa assumir todos os valores do valor inicial até o va-
lor final fornecidos. Para usar um passo diferente de 1, basta acrescentar um
step incremento a linha de comando. Se incremento for negativo, entao a
sequéncia de valores assumidos pela varidvel sera decrescente.

Onde aparece um comando a direita de do, também pode aparecer uma
sequéncia de comandos entre parénteses e separados por virgulas como em
(comando;, comando,, ..., comando,).

Exemplo 7.5 Listar as raizes quadradas dos inteiros de 4 a 10.

(%18)  for n from 4 thru 10 do display(sqrt(n));

Vi =2
V5 =15
V6 =6
VT =7
\/§:23/2
V9o =3

;
5
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(%08) done

(%19) for n from 4 thru 10 do print(sqrt(n));
2

V5

V6

\/7

23/2

3

v 10

(%09) done

(%i10) for n from 4 thru 10 do print(float(sqrt(n)));
2.0

2.23606797749979

2.449489742783178

2.645751311064591

2.828427124746191

3.0

3.16227766016838

(%010) done

(%i11) for n from 4 thru 10 do
print(" A raiz quadrada de ", n, "é ", float(sqrt(n)));
A raiz quadrada de 4 € 2.0
A raiz quadrada de 5 é 2.23606797749979
A raiz quadrada de 6 é 2.449489742783178
A raiz quadrada de 7 é 2.645751311064591
A raiz quadrada de 8 é 2.828427124746191
A raiz quadrada de 9 é 3.0
A raiz quadrada de 10 é 3.16227766016338
(%011) done

Exemplo 7.6 Listar os inteiros de —17 a 10 com passo 3, ou seja, de 3 em 3.

(%i12)  for x from -17 step 3 while x < 10 do display(x);

x=-—-17
x=—14
x=-—11
X =—8

X = —
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X =2
x=1
X =4
X=71

(%012) done
O comando anterior é equivalente aos seguintes:
e for x from -17 while x < 10 step 3 do display(x);
e for x from -17 step 3 unless x >= 10 do display(x);

e for x from -17 unless x >= 10 do step 3 display(x);

Exemplo 7.7 Fatorar os polindbmios x" 4+ x + 1, com n variando de 10 a 20.

(%i13) for n from 10 thru 20 do display(factor(x n-+x+1));

factor(x!® + x +1) =x19 4+ x+ 1

factor(x +x+1) = (x> +x+ 1)(x° = xB + x0 = x>+ x3 — x2 + 1)
factor(x12 + x+1) = x2 + x+ 1

factor(xB® +x+1) =xB¥ +x+1

factor(x™ +x+1) = (x> +x+1)(x2 = xT +x? = x8 + x0 = x>+ x> —x2+1)
factor(x® +x+1) =x¥® + x+1

factor(x’ +x +1) =x1+x+1

factor(x} +x+1) = (x®+x+1)(xP° —x1*+x12 — x4+ x9 - x84+ x° — x5 +-x3—x2+1)
factor(x® + x +1) =x1¥ + x+1

factor(x®® + x +1) =x¥ 4+ x+ 1

factor(x?® +x+1) = (x> +x + 1)(x18 — x17 4 x15 — x4 x12 — x4 x9 — x84
xX0— x5+ x3—x2+1)

(7,013) done

Exemplo 7.8 Dadas duas listas L1 e L2 de mesmo comprimento, substituir
L1[k], o k-ésimo elemento de L1, por M a média aritmética entre o
k-ésimo elemento de L1 e o k-ésimo elemento de L2. Depois do calculo de cada
média, atribuir o valor 0 a cada elemento de L2.

(%i14) L1:[5,7, 1, 1, -3, 4, 10]$
L2: [1,2,0,8, 1,2, 6]$
(%i15) for k from 1 thru length(L1) do (
x: L1[K], y: L2[K],
z: (x+vy)/2,
L1[k]: z, L2[k]: 0);
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(%015) done

(%i16) display(L1, L2);
[1=1[3,3,3.3 1,38
L2=10,0,0,0,0,0,0]
(%016) done

Exemplo 7.9 O googol é definido como sendo o niimero 10'%°, ou seja, € o al-

garismo 1 seguido de cem zeros no sistema decimal. Determine qual é o menor
valor do inteiro positivo n cujo fatorial € maior do que 1 googol.

(%i14) googol: 107100% n: 1%
(%i15) while n! < googol do n: n+ 1;
(%015) done

(%i16) n;
(%016) 70

(%i17) is(70! > googol);
(Jol7) true

(%118) is(69! > googol);
(7018) false

Concluimos dessa forma que o menor inteiro n para o qual n! > 10! é n = 70.

Exemplo 7.10 Dada uma lista L de nimeros, calcular a soma dos quadrados
dos elementos de L. Para calcular qualquer somatdério, podemos iniciar sempre
com uma soma = O.

(%i19) L:[4,5,0,-1,-2, 3, 4,5, -7]%
(%i20) soma: 0%

(%i21) for x in L do soma: soma + x"2%
(%122) soma;

(%022) 145

Exemplo 7.11 Sabe-se que

i1 2 1 1
01 8k+1 - 8k+4 8k+5 8k+6)"
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Calcule a soma de todos os termos desse somatdrio que sao maiores do que
~12
e=10"".

(%i23)  f(k) := 1/16"k*(4/(8%k+1)-2/(8%k+4)-1/(8*k+5)-1/(8%k+6));
1 4 2 ~1 ~1
(ho23)  f(k) =5

6k 8k+1_8k+4+8k+5+8k+6

(%i24) soma: 0% epsilon: 107-12%
(%125) for k from O while abs(f(k)) > epsilon do soma: soma + f(k);
(%025) done
(%i26) soma;
(%026) 16331158360096799798177512637
° 5198369158853231585211187200
(hi27)  float(%);
(%027) 3.141592653588972

Se quiséssemos ver quais os termos que foram somados, bastaria trocar o
soma: soma + f(k); anterior por (soma: soma + f(k), print(f(k)));

Exemplo 7.12 Os comandos for podem ser encaixados, ou seja, podemos ter
um for "dentro” de outro. Isso normalmente é necessdrio quando temos varios

indices envolvidos 1, j, k, .... Neste exemplo, calculamos o valor do somatério
5 I

p= ZZ ix’. Note que j variar de 1 até i é o mesmo que variar de j até 1.
i=1 j=1
(%i28) p: 0%
(%i29) forifrom 1 thru 5 do
for j from i step -1 thru 1 do (
p: p + I™X7J,
print("i =", 0, " =",},"p=".p);

i=1j=1p=x
i=2j=2p=2x>+x
i=2j=1p=2x2+3x

=3 =3p=23x>+2x°+ 3x
i=3j=2p=3x>+5x>+3x
i=3j=1p=3x>+5x°+ 6x

=4 =4 p=4x*+3x3 + 5x% + 6x
=4 =3 p=4x*+7x3+ 5x% + 6x
=4 j=2p=4x*+7x>+9x% + 6x
=4 j=1p=4x*+7x3+9x% 4+ 10x
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I =5j=5p=05x>+4x* + 7x3 4+ 9x% + 10x
=5 =4 p=>5x>+9x*+7x3 4+ 9x% + 10x

I =5j=23p=05x>4+9x*+ 12x% + 9x? + 10x
I=5j=2p=05x>+9x*+ 12x3 + 14x° + 10x
I=5j=1p=05x>+9x*+ 12x3 + 14x° + 15x
(%029) done

(%130) p;
(%030)  Bx® 4+ 9x* + 12x3 + 14x2 + 15x

Portanto, a soma desses termos é 5x° + 9x* + 12x3 + 14x2 + 15x.

O Maxima tem implementado um comando sum(...) para calcular so-
matdrios. O somatdrio desse exemplo poderia ser calculado facilmente com um
comando sum(sum(i*x~j, j, 1, 1), i, 1, 5);

Exemplo 7.13 Dado uma funcao de x em forma de expressao algébrica e um
Inteiro positivo n, determinar o polindmio de Taylor de grau n em torno de x = 0.

(%131) fx: atan(x)$ n: 20%
(%i32) p: subst(x = 0, fx)$
(%133) for k from 1 while k <= n do
p: p + subst(x = 0, fx: diff(fx, x)/k)*x"k;
(%,033) done

(%i34) p;
X19 X17 Xl5 Xl3 Xll
S TR T TR R R

Exemplo 7.14 Dado um valor a > 0, a sequéncia em que x; € proximo de y/a e

1 a
Xpi1 = > X, +— ), n=1,23,... converge para y/a. Sendo a=2e x; = 1,
Xn
calcular varios termos dessa sequéncia Xz, X3, ...e€ encerrar os calculos quando
A = |Xp41 — Xo| < € = 1078 Dessa forma, o Ultimo valor calculado é uma

excelente aproximacao de y/a, obtido com poucas operacdes aritméticas.

(%1i35) a: 3% epsilon: 107-8% delta: 1$ x1: 1.0%
(%139) while delta > epsilon do (

X 1/2*%(x1 + a/x1),

delta: abs(x - x1),

x1: x)$
(%140) x;
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1.732050807568877

(hid1) sqrt(3.0);
1.732050807568877

Comandos equivalentes

Um comando while condicao do ... ¢ considerado equivalente a unless not
condicao do .... Pelo mesmo motivo, um comando unless condicao do ...
€ equivalente a while not condicao do .... Isso significa que while e unless
podem ser trocados um pelo outro, desde que seja feita a negacao da condicao.
Por exemplo,

e for n from 10 while n < 16 do print(n)
e for n from 10 unless n >= 16 do print(n)

sao equivalentes porque ambos mostram a mesma lista de inteiros: 10, 11, 12,
13, 14, 15. Note que n >= 16 é a negacao den < 16.

Incremento variavel

Para que a varidavel assuma os valores seguindo uma lei de formacao de acordo
com uma funcao fornecida, deve-se usar um next fung¢io(variavel) na linha
de comando do comando for. Por exemplo,

e for n from 1 thru 100 next 2*n do ... faz n variar a partir de 1, dobrando
o seu valor a cada passo; dessa forma, n assume os valores 1, 2, 4, 8, 16,
32 e 64, todos pertencentes ao intervalo [1, 100].

e for n from 1 thru 100 next 4*n do ... faz a variavel n assumir os valores
1, 4, 16 e 64 do intervalo [1, 100].

e for n from 1 thru 100 next n+1 do ... ¢é equivalente a for n from 1
thru 100 do ... e faz o valor de n variar de 1 a 100, de 1 em 1.

Omissao de parte da linha de comando

O for varidvel from valor_inicial ... também pode ser usado na forma
for variavel:valor_inicial ..., ou seja, pode-se usar dois pontos no lugar
do from.

Se o valor inicial da variavel for igual a 1, entdao esse valor pode ser omitido.
Assim, for variavel from 1 ... é equivalente a for variavel ...
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Diversas partes da linha de comando podem ser omitidas. Por exemplo,
comandos como

e thru valor_final do comando,
e wvhile condigdo do comando,
e unless condig¢do do comando

fazem sentido para o Maxima.
As linhas de comando a sequir sao consideradas equivalentes e todas elas
listam os inteiros de 1 a 6:

e for n from 1 thru 6 step 1 do print(n);
e for n from 1 step 1 thru 6 do print(n);
e for n from 1 thru 6 do print(n);

e for n: 1 thru 6 do print(n);

e for n thru 6 do print(n);

en: 1; thru 6 do (print(n: n+l);

en: 1; while n <= 6 do (print(n: n+1);
en: 1; unless n > 6 do (print(n: n+1);

Quando o for é omitido, um comando do tipon: n+1 precisa ser acrescentado
para poder incrementar o valor de n. O comando print(n: n+1) é 0 mesmo
que (print(n), n: n+1).

7.5 0O comando if

O comando if pode ser usado sempre que um comando for executado condici-
onalmente, ou seja, somente quando determinadas condi¢coes forem satisfeitas.
Sua sintaxe é

if condigdo then comando; else comando,
e funciona da seguinte forma:

e A condigdo é avaliada, ou seja, € calculado um valor verdadeiro ou falso
para ela.

e Se a condicao for verdadeira, entdo o comando; serd executado e comando,
sera ignorado.
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e Se a condicao for falsa, entao o comando, serd executado e comando; serd
ignorado.

O else comando, pode ser omitido de modo que o if pode ser usado na
forma simplificada

if condigdo then comando;

Nesse caso, 0 comando; sera executado somente se a condigdo for verdadeira.

Um comando if pode ser usado "dentro” de outro if, ou seja, é permitido os
If's serem encaixados: if ...then if ...then .... No caso de if's encaixados,
o else if pode ser usado na forma elseif, como se fosse um novo comando.

Exemplo 7.15 Considere os seguintes comandos de atribuicao de valores as
varidveis x e a. Se x for menor do que 5, entdo é atribuido o valor 3 a variavel
a; caso contrario, ou seja se x > 5, entao é atribuido o valor 7 a a. Como
x = 10 > 5, entao é realizada a atribuicao de valor a = 7 que pode ser compro-
vada com o display(a) no final.

(%i42) x: 109

(%143) ifx<5thena: 3elsea: 7%
(%i44) display(a)$

a=~171

Exemplo 7.16 Dados valores de x e y, interpretando esses valores como coor-
denadas de um ponto P no plano cartesiano, identificar a qual regiao do plano
(quadrante) esse ponto pertence.

(%i45) x: 2% vy: -3%
(%id6) if x =0 ory = 0 then print(" P pertence a um dos eixos" )
elseif x > 0 then
if y > 0 then print(" P pertence ao primeiro quadrante”)
else print(" P pertence ao quarto quadrante”)
else
if y > 0 then print(" P pertence ao segundo quadrante™)
else print(" P pertence ao terceiro quadrante”)$
P pertence ao quarto quadrante

Exemplo 7.17 Definir a sequinte funcao f:

3x—5 ,se x<—-4o0ux>6
4—x ,se —4<x<0
1—-2x ,s¢e 0<x<?2
dx+1 ,se 2<x<6

f(x) =
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(%i47)  f(x) :=if x <-4 or x > 6 then 3*x - 5
elseif -4 <= x and x < 0 then 4 - x
elseif 0 <= x and x < 2 then 1 - 2*x
elseif 2 <= x and x <= 6 then 4*x + 1 §

Exemplo 7.18 Listar todos os niimeros primos do intervalo [1000000, 1000200].
Para isso, utilizamos a funcao primep(x) que é verdadeira (true) somente se x
for primo.

(%i48) for p from 1000000 thru 1000200 do
if primep(p) then print(p, "€ primo™);

1000003 é primo
1000033 € primo
1000037 é primo
1000039 é primo
1000081 é primo
1000099 € primo
1000117 é primo
1000121 é primo
1000133 é primo
1000151 é primo
1000159 é primo
1000171 é primo
1000183 € primo
1000187 é primo
1000193 é primo
1000199 é primo

Exemplo 7.19 Conhecida uma lista L, contar quantos elementos da lista per-
tencem a um intervalo [a, b]. Para isso, usamos um for x in L ... para
percorrer a lista e um if a <= x and x <= b then ... para testar se
x € [a, b]. Para cada x nesse intervalo, incrementamos de uma unidade uma
variavel auxiliar cont cujo valor antes de iniciar a contagem € 0.

(%i149) L:[-3, 1,0, 12, 100, 1000, 25, 17, -4, -6, 2, 6, 16, 11, 9, -9, 8]|%
(%i50) cont: 0% a: 0% b: 20%

(%i51) for x in L do if a <= x and x <= b then cont: cont+1%

(%i52) cont;
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(%052) 10

Observamos, no final, que a lista L tem 10 elementos no intervalo [0, 20].

Exemplo 7.20 Dada uma lista L, calcular o valor maximo de seus elementos.
Inicialmente, supomos que o maior elemento max é o primeiro elemento da lista,
ou seja, que max = L[1]. Percorremos toda a lista L com um for k ... e
comparamos max com o elemento L[k]. Sempre que for encontrado um L[]
maior do que max, é feita uma redefinicao de max ao qual é atribuido o valor
L[k]. No final, max serd o maior valor da lista.

(%i53) L:[5, -3, 1, 4, 7, 19, 200, -100, 12, 17, -4, 8]$
(%154) max: L[1]$
(%155) for k from 1 thru length(L) do
if max < L[k] then max: L[k]$
(%156) max;
(%,056) 200

Exemplo 7.21 Dada uma lista L, calcular o valor minimo de seus elementos.
Inicialmente, supomos que 0 menor elemento min é o primeiro elemento da lista,
ou seja, que min = L[1]. Percorremos toda a lista L com um for k ... e
comparamos min com o elemento L[k]. Sempre que for encontrado um L[]
menor do que min, é feita uma redefinicao de min ao qual é atribuido o valor
L[k]. No final, min serd o menor valor da lista.

(%i57) L:[-5,-3, 1,4, 7,19, 200, -100, 12, 17, -4, 8]%
(%i58) min: L[1]$
(%159) for k from 1 thru length(L) do
if min > L[k] then min: L[k] $
(%160) min;
(%060) =100

7.6 Bloco de comandos

Diversos comandos podem ser agrupados em um bloco e, depois, podem
ser executados se for chamado o nome do bloco ao qual ele é atribuido. Os
comandos precisam ser “envolvidos” por um block(...) da seguinte forma:
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block([variavel;, variavel,, ...], comando;, comando,, ...)

O bloco de comandos pode ter varidveis locais que sé sao conhecidas den-
tro do bloco se seus nomes estiverem entre colchetes no inicio do bloco. O
nome do bloco deve ter parametros (varidveis) e, na sua definicdo, deve ser
usado um operador “:=", semelhante a definicao de uma funcao. Por exemplo:
BlocoF(x, y) := block([z, w], z: log(x), w: 1log(y), z+w);
define um bloco com nome “BlocoF" que admite dois parametros x e y e que
possui duas varidveis locais z e w. Quando esse bloco é chamado, é calculado
o valor de log(x) e atribuido a z, é calculado log(y) e atribuido a w e, no final,
é calculada a soma de z+w que é o valor que esse bloco retorna para o lugar
de onde ele foi chamado. Ainda com relacdo a esse exemplo, se for usado um
comando M : BlocoF(2, 3), entdo o valor de M passard a ser log(2)+log(3)
depois da execucao do bloco.

O valor que um bloco retorna é sempre o ultimo valor calculado, a nao ser que
tenha um comando return(valor) no bloco. Nesse caso, o valor retornado é
0 que estiver especificado no return.

Exemplo 7.22 Definir um comando CalculaSoma () que solicite do usudrio dois
valores a e b e calcule a sua soma. Neste caso, a e b podem ser nimeros intei-
ros, reais ou complexos, polindmios ou expressoes algébricas, listas de mesmo
comprimento etc.

(%i61) CalculaSoma() := block(

[a, b, 5],
a: read("Valordea ="),
b: read("Valorde b ="),
s:a+ b,

print(" A soma dos valores € ', s))$
Utilizando agora o comando assim definido:

(%162) CalculaSoma();

Valor de a = 3 + 5*%:i;

Valor de b = 4 + 6*%i;

A soma dos valores € 11*%i + 7
11x%i+7

Exemplo 7.23 Definir um comando tabela(f, a, b) que construa uma ta-
bela de valores de f(x), com x variando de a a b.
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(hi61) tabela(f, a, b) := block([x],
if a > b then return(” ERRO: a deve ser menor ou igual a b"),
fpprintprec: 6,
print("x F(x) "),

print(" ========="),

for x from a thru b do print(x, float(f(x))),
print(" ========="),

fpprintprec: 0,

return(true))$

Depois de definido, esse comando pode ser utilizado. Para isso, basta usar o
nome de uma funcao conhecida como parametro, bem como as extremidades a
e b de um intervalo. Para reduzir o nimero de casas decimais impressas, ajus-
tamos a variavel global fpprintprec que controla a quantidade de algarismos
significativos mostrados. No final, o bloco de comandos retorna um valor true
se ele tiver sido completamente executado com sucesso.

(hi62)  f(x) := sqrt(x) /(1 + x"2);
(%163) tabela(f, 16, 10);
(%,063) ERRO: a deve ser menor ou igual a b

(%i64) tabela(f, 10, 16);

x F(x)

10 0.03131
11 0.02719
12 0.02389
13 0.02121
14 0.01899
15 0.01714
16 0.01556

(%064)  true

(%165) tabela(sin, 4, 10);



7.6. BLOCO DE COMANDQOS 181

9 0.4121
10 -0.544

(%065)  true

Exemplo 7.24 Definir um comando medias(x, y, z) em formato de bloco que
calcule as médias aritmética, geométrica e harmonica dos parametros x, y e z.

(%i66) medias(x, vy, z) := block(
[m, g, h],
fx<=0ory <=0o0rz<=0 then
return(" ERRO: X, y, z devem ser positivos™),
m: (x +y + 2)/3,
g: (x*y*z)"(1/3),
h: 1/((1/x + 1/y + 1/2)/3),
print(" A média aritmética de x, y, z€ ", m),
print(" A média geométrica de x,y, z€", g),
print(" A média harmdnica de x, y, z€", h))$

Depois de definido, o comando medias(x, y, z) pode ser utilizado.

(%167) medias(1, 4, -16);
(%067) ERRO: x, y, z devem ser positivos

(%i68) medias(1, 4, 16);

A média aritmética de x,y, zé 7
A média geométrica de x,y, z € 4
A média harmonica de x, vy, z é 1—76
(%o68) 18

(%169) m:;
(%069) m

(%i70) q;
(%o71) g
(%i72) h;
(%072) h

Os valores m, g, h que sao definidos como varidveis locais permanecem in-
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definidos fora do bloco.

7.7 Exemplos diversos

Exemplo 7.25 Entrar com 3 listas de comprimento 3 e, interpretando essas lis-
tas como vetores do R3, verificar se esses vetores s3o linearmente dependentes
ou Iindependentes. Para isso, definir uma matriz M cujas linhas sao as listas
fornecidas, calcular o determinante de M e verificar se esse determinante é nulo
ou Nnao.

(%i73) Base() := block(
[vl, v2, v3, det, M],
/* Entrada dos dados no formato de lista [a, b, c] */
vl: read("vetor 1 (lista) ="),
v2: read("vetor 2 (lista) = "),
v3: read("vetor 3 (lista) ="),
M: matrix(vl, v2, v3),
det: determinant(M),
/* Saida dos resultados */
print("Matriz M =", M, "det(M) =", det),
if det = O then
print(" Os vetores sdo LD")
else
print(" Os vetores sao LI"))$

Testando o comando Base() assim definido:

(%i74) Base();

vetor 1 (lista) = [1, 2, 3];

vetor 1 (lista) = [5, 4, 2];

vetor 1 (lista) = [1, 1, 1];
1 23

MatrizM = | 5 4 2 det(M) = —1
1 11

Os vetores sao LI

(%074)  Os vetores sao LI

Exemplo 7.26 Definir um comando eq2grau(a, b, c) que forneca as raizes
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de uma equacdo do segundo grau ax?> + bx + ¢ = 0 e outro comando
ResolveEquacao () que solicite do usuario os coeficientes da equacao e re-
passe a tarefa de calcular as raizes para o comando eq2grau(. . .).

(%175) eg2grau(a, b, c) := block(
/* variaveis locais: */ [Delta, x1, x2],
/* Resolucao de uma equacao do 2o0. grau */
if a = 0 then return(” ERRO: a deve ser diferente de zero.”),
Delta : b™2 - 4*a*c,
x1: (-b + sqrt(Delta))/(2*a),
x2: (-b - sqrt(Delta))/(2*a),
if Delta = 0 then

print(" Raizes iguais x1 = x2 =", x1)
elseif Delta > 0 then
print("” Raizes reais: x1 =", x1, ", x2 =", x2)
else
print(" Raizes complexas: x1 =", x1, ", x2 =", x2),

return(” fim”))$

(%176) ResolveEquacao() := block(
print(" Resolvendo uma equagao do segundo grau”),
a: read("” Forneca o valor de a: "),
b: read(” Forneca o valor de b: "),
c: read(" Forneca o valor de c: "),
eq2grau(a, b, ))$

Testando o comando eg2grau(a, b, c):

(%i77) eq2grau(l, 5, 6);
Raizes reais: x1 = =2, x2 = —3
(%o77)  fim

(%i78) eq2grau(0, 5, 6);
(%078) ERRO: a deve ser diferente de zero.

Testando agora o ResolveEquacao():

(%179) ResolveEquacao();
Resolvendo uma equacao do segundo grau
Forneca o valor de a: 1;
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Forneca o valor de b: b5;

Forneca o valor de c: -2;

Raizes reais: x1 = @ X2 = —V33-5
(%079)  fim

Exemplo 7.27 O método de Newton para determinacao de uma raiz da equacao
f(x) = 0 consiste em se determinar o limite da sequéncia definida por
Xpi1 = Xpn — % n=20,1,2,3,..., sendo xg uma aproximacao inicial da raiz.
Dados uma funcao em forma de expressao algébrica na varidvel x, uma apro-
ximacao Inicial da raiz x; e € > 0, calcular os termos da sequéncia até que
A = |x,1 — x4| <€, ou seja, enquanto A = |x,.1 — x,| > €. O Ultimo termo da
sequéncia calculado é considerado uma aproximagao para o limite da sequéncia
e também uma raiz aproximada da equacao.

(%173) newton(exp, x0, epsilon) := block(
[x, x1, delta: 1, f, df],
define(f(x), expr),
define(df(x), diff(expr, x)),
while (delta > epsilon) do (

x1: x0 - f(x0)/df(x0),

delta: abs(x1 - x0),

x0: float(x1)),
return(float(x1)))$

Podemos testar o bloco de comandos assim definido para determinar uma raiz
de cada uma das equacdes 2¥ — x2 =0 e cosx — x° +4 =0, usando x; = —1,
€ = le-10 = 10719 na primeira, e xp = 2, € = 1le-8 = 107® na segunda.

(%i74) newton(27°x - x"2, -1, 1e-10);
(Jo74) —0.76666469596212

(%175) newton(cos(x) - x"2 + 4, 2, 1e-8);
(%075)  1.914020619025985

Concluimos assim que uma raiz aproximada da equacdo 2¥ — x> = 0 é
—0.76666469596212 e da equacdo cosx — x° +4 =0 é 1.914020619025985.

Exemplo 7.28 Dada uma express3o algébrica do segundo grau ax®+ bx, “com-
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pletar o quadrado” dessa expressao significa determinar qual valor deve ser adi-
cionado para transforma-la em um quadrado de uma soma ou de uma diferenca.

Se a > 0 e o valor adicionado for igual a s = f—z, entdo temos ax’® + bx =
ax?+bx+s—s=(vVax++/(s))?—s,se b >0, e ax’>+ bx = (y/ax—/5)>—s,
se b < 0. Se a <0, entdo usamos que ax>+bx = —(—ax>—bx) e completamos

o quadrado de —ax? — bx. Vamos fornecer também um terceiro parametro m
que se for diferente de 0, entdo mostramos alguns detalhes dos cdlculos e se
m = 0 entao mostramos sé o resultado final.

(%i76) completaquadrado(a, b, m) := block(
[s, expr, X],
if a = 0 then return(" ERRO: a ndo deve ser nulo"),
if a < 0 then return( (-1)*completaquadrado(-a, -b, m)),
if m # 0 then print("” Completando o quadrado de ax™2 + bx"),
s: b"2/(4%*a),
if m # 0 then print(" Basta somar e subtrair o valor ", s),
if m # 0 then print("” A expressdo dada equivale a "),
if b > then expr: (sqrt(a)*x 4 sqrt(s))"2 - s
else expr: (sqrt(a)*x - sqrt(s))"2 - s,
return(expr));

Uma vez definido, vamos exemplificar a execucao desse bloco de comandos
completando os quadrados de x? 4 5x, de —x? — bx e de 3x? — 11x.

(%i77) completaquadrado(1, 5, 0);
o77)  (x+3)°—2

(%178) completaquadrado(-1, -5, 0);
(%078) % — (X + g)z

(%i79) completaquadrado(3, -11, 1);

Completando o quadrado de ax™2 + bx
Basta somar e subtrair o valor %

A expressao dada equivale a
2
0 11 121

Exemplo 7.29 Dados cinco pontos (x;, y;) do plano entre os quais ndo existem
trés colineares, a equacao da coOnica que passa por esses cinco pontos é dada
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por

Y2 Xy x y
)/12 X X1 1
X5 )/22 XYoo Xo V2
Y32 X33 X3 VY3
Yz% XaYs X4 Ya
Xg Y52 X5Ys5 X5 Vs

R G TS T T A G T

Interpretando cinco pontos do plano como sendo uma lista de listas no formato

L = [[x1. ], X2, yal, [x3, y3). [Xa, yal, [Xs, ys]],

construir um comando Conica5pontos(L, a, b) que determine a equagao da
conica que passa por esses pontos e desenhe o seu grafico com um comando
draw2d (..., implicit(equacdo, x, -a, a, y, -b, b)) do pacote draw.

(%180)  Conicabpontos(P, a, b) := block(
[det, eq, graf, x, y],
det: matrix([x"2, y~2, x*y, x, y, 1],
[1](1]72, P[1][2]"2, P{1][1]*P[1][2], P[1][1], P[1][2], 1],
2](1]72, P2][2]"2, P2][1]*P[2][2], P[2][1]. P[2][2], 1],
P[3][1]72, P[3][2]"2, P3][1]*P[3][2], P[3][1]. P[3][2], 1],
Pla][1]72, P[4][2]"2, P[4][1]*P[4][2], P[4][1]. P[4][2], 1],
P5][1]72, P[5][2]"2, P[5][1]*P[5][2], P[5][1]. P[5][2]. 1].
eq: expand(determinant(det) = 0),
print(" Equacdo da conica: ", eq),
graf: implicit(eq, x, -a, a, y, -b, b),
wxdraw2d(color = dark-blue, line_width = 3, graf) )$

P 2
P 2,
[ 2
[ 2
[

Depois de definido, podemos agora exemplificar o uso desse comando cons-
truindo uma conica que passa em uma lista de pontos E, e, depois, uma conica
que passa pelos pontos de H.

(%i81) load(draw)$

(%i82) E: [[-4,0], [4,0], [0,3], [0,-3], [5, 5]]$

(%183) Conicabpontos(E, 8, 6);

Equacdo da conica: 19200y? — 23088xy + 10800x% — 172800 = 0
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(7]

-8 -6 -4 -2 0 2 4 ] 8

(hi84) H: [[-4, 3], [-4, -3], [4, 3], [4, -3], [-1, -1]]%$
(%i85) Conicabpontos(H, 7, 5);
Equacdo da conica: 34560y° — 18432x° — 16128 =0

Exemplo 7.30 Toda fracdo positiva r = £ e menor do que 1 pode ser escrita

como uma soma de fragdes positivas distintas, com numeradores iguais a 1,
denominadas fracoes unitarias. Um algoritmo que sempre funciona nesse caso
€ 0 seqguinte:

(1) Calculamos g, o inverso multiplicativo do menor inteiro maior do que %
. . - l ~ L

ou seja, g = 1/ceiling(+). Essa fracdo g € uma das parcelgs da soma

procurada e guardamos o valor de g como coordenada de uma lista através

do comando cons(q, lista).

(2) Se r — g = 0, encerramos, senao redefinimos r como sendo r — g e retor-
namos ao item (1)

11 1 - -
Sis S—n]. Aplicamos a essa lista o

operador " +"para obter o somatério r = & + = +--- + .-. E preciso que a
n
varidvel global simp esteja ajustada como false para evitar que o somatorio

No final, obtemos uma lista do tipo |
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seja efetuado e simplificado.

(%186) unitaria(r) := block( [lista: [], q].
if ratnump(r) and r > 0 and r < 1 then
while r # 0 do (
q: 1/ceiling(1/r),
lista: cons(q, lista),
- a),
return(reverse(lista)))$

(%187) decomp(p) := block( [lista: unitaria(p)],
simp: false,
print(p, "=", apply("+", lista)),
simp: true)$

A funcao ratnump (r) resulta true se r for um ndmero racional e false em
caso contrdario. Ao se executar o bloco com um pardmetro que nao seja racional,
resulta uma lista vazia.

(%188) unitaria(6/7);
(%088) [l 11
" 2'3' 42

(%i89) decomp(6/7)%
6_1 1 1

772737 R
(%190) unitaria(50/101);

(%090) [1 L1 L
© 3'7' 54’ 2037 37376262

]

(%i91) decomp(50/101)%
50 1 1 1 1

101 3777542037 T 37376262

(%192) decomp(118/247)%

118 1 1 1 1 1 1

247 ~ 3777649673273 1133240658050 | 2568468778114060818946950




Apéndice A

Inequacoes e numeros complexos

A.1 Operadores relacionais e logicos

O Maxima possui varios operadores relacionais e 16gicos que podem ser usados
nas mais diversas situacoes. Quando é avaliada uma expressao que envolve esses
operadores, resulta em um valor true (verdadeiro) ou false (falso).

e = |gualdade. Exemplos: 3 = 3 resulta true, enquanto que 1 = 2 resulta
false.

e # Desigualdade. Exemplos: 3 # 3 resulta false, enquanto que 1 # 2
resulta true.

e < Menor do que ...Exemplos: 3 < 4 resulta true, enquanto que 5 < 5
resulta false.

e <= Menordoqueouiguala...: Exemplos: 5 <= 5 resulta true, enquanto
que 4 <= 3 resulta false.

e > Maior do que ...Exemplos: 9 > 7 resulta true, enquanto que 7 > 7
resulta false.

e >= Maior do que ou igual a ... Exemplos: 7 >= 7 resulta true, enquanto
que 7 > 9 resulta false.

e and Conectivo E. Uma expressao composta do tipo expressaol and ex-
pressao? é considerada true somente quando expressaol e expressao? fo-
rem ambas true. Exemplos: (4 # 5 and 1 < 3) resulta true, enquanto que
(2 =2 and 3 <= 0)) resulta false.

e or Conectivo OU. Uma expressao composta do tipo expressaol ou ex-
pressao? é considerada false somente quando expressaol e expressao?2 fo-
rem ambas false. Exemplos: (3 = 4 or 5 = 5) resulta true, enquanto que
(4 > 9 or 2 # 2) resulta false.

189
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e not Negacao. A negacao de true é false e a negacao de false é true.
Exemplos: not (3 = 5) resulta true, enquanto not (1 = 1) resulta false.

Assim como ocorre com a grande maioria dos nomes de comandos, variaveis
ou constantes, os operadores ldgicos and, or e not devem ser digitados em letras
minusculas.

Um comando is(expressdo) pode ser usado para avaliar determinada ex-
pressao, resultando sempre em um valor true, false ou unknown (desconhecido).

Um comando assume(hipotese) pode ser usado para acrescentar determi-
nada hipdtese a respeito do valor de uma expressao, um comando
forget(hipotese) pode ser usado para desfazer (esquecer) determinada hipdtese
e um facts() para mostrar as hipdteses acrescentadas.

Exemplo A.1 Avaliar se as seguintes expressoes sao verdadeiras ou falsas:

1 1 1
®*5<273

e 10! > 10°

e3£50rd4<1
e3#5and4<1

e not (1 > 3) or not (10 > 9)
e not (1 > 3) and not (10 > 9)

(%i1) is(1/6 <1/2-1/3);
(J01) false

(%i2) is (10! >= 1076 );
(%02) true

(%i3) is(3# 5o0r4d < 1);
(%03) true

(%id) is (3 # 5and 4 < 1);
(%04) false

(%i5) is (not (1 > 3 ) or not (10 > 9));
(%05) true

(%i6) is (not (1 > 3 ) and not (10 > 9));
(706) false
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Exemplo A.2 Supondo x > 5, avaliar se as sentencas x > 1, x >4 , x > 9,
x < 0 e x < 10 sao verdadeiras ou falsas.

(%i7) assume(x > 5);
(%o7)  [x > 5]

(%18) is (x > 1);
(%08) true

(%i9) is (x > 4);
(%09) true

(%110) is (x > 9);
(%010) unknown
(hi11) is (x < 0);
(%o11) false

(hi12) is (x < 10);
(%012) unknown

(%i13) facts();
(%013)  [x > 5]

(hi14) forget(x > 5);
(Jo1d) [x > 5]

(%i15) facts();
(%ho15) ]

Exemplo A.3 Supondo 1 < y < 5, avaliar se sao verdadeiras ou falsas as se-
guintes sentencas: 0 <y <6,2<y<4ely <0ouy>10]. Para o Maxima,
uma dupla desigualdade do tipo a < y < b é equivalente a duas desigualdades
[a<yey<bh.

(%i16) assume(l <y andy < 5);
(ho16) [y >1,y <5

(%i17) is(y >0andy < 6);
(ol7) true

(%i18) is (y < Qory > 10);
(L018) false

(%119) is(y>2andy < 4);
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(%019) unknown

A.2 Inequacoes

O Maxima possui dois comandos para resolver inequacoes:

e solve rat_ineq(inequagcdo) do pacote solve rat_ineq que resolve apenas
inequacdes polinomiais ou racionais (quocientes de polindmios) com uma
unica variavel;

e fourier_elim([inequacao, ...], [varidvel, ...]) do pacote fourier_elim
que admite inequacoes polinomiais, racionais, modulares ou sistemas de
Inequacoes, com uma ou varias variaveis.

O simbolo < deve ser digitado na linha de comando do Maxima na forma
<=, e > na forma >=.

Exemplo A.4 Resolver as inequacdes x° —5x +6 > 0, x> —5x +6 > 0,
x> —5x4+6 <0ex?—5x+6 <0. Convém criar um apelido para o nome do co-
mando

solve rat_ineq porque ele € um pouco longo.

(%120) load(solve_rat_ineq)$
(%121) alias(ineq, solve_ rat_ineq);
(ho21)  [ineq]

(%122) ineq(x"2 - 5*x + 6 > 0);
(%022)  [[x < 2], [x > 3]]

(%123) ineq(x"2 - 5%x + 6 >= 0);
(7023)  [[x <= 2], [x >= 3]]

(%124) ineq(x"2 - 5*x + 6 < 0);
(%024)  [[x >2,x < 3]]

(%125) ineq(x"2 - 5*x 4+ 6 <= 0);
(%025)  [[x >=2,x <= 3]

As solucoes apresentadas pelo solve_rat_eq sao em forma de lista de listas.
No caso deste exemplo, a solucoes de cada inequacao deve ser interpretada da
seguinte forma:



A2, INEQUACOES 193

o [[x < 2], [x > 3]] significa x <2 ou x >3
o [[x <= 2], [x >= 3]] significa x <2 ou x >3
o [[x > 2,x < 3]] significa x > 2 e x < 3 que equivale a2 < x < 3

o [[x >=2,x <= 3]] significa x>2e x <3 queequivalea2<x<3

. . 6x2 4+ 12x + 17
Exemplo A.5 Resolver a inequacao —2XJ2F—|— 7x+— z > —1.

(%126) load(solve_ rat_ineq)$

(%127) inequacao: (6*x"2 4 12*x + 17)/(-2*x"2 + 7*x - 5) >= -1;
6x2 + 12x + 17

%127 > —1

R v vy

(%128) solve_ rat_ineq(inequacao);

(4128) [[x >=—4,x <= =3],[x > 1,x < 2]]

A solucao mostrada significa x > —4 e x < —% oux>lex< g que € o
mesmo que —4 < x < -2 oul<x< 2.

Exemplo A.6 Determinar a solucdo de x* +2x3 — 13x? — 14x + 24 > 0 e inter-
pretar graficamente, destacando no grafico e no eixo dos x 0s pontos que sao
solucoes.

(%129) load(solve_ rat_ineq)$
(%130) f(x) :=x"4 4+ 2*x"3 -13*x"2 - 14*x + 24;
(%030)  f(x) :=x*+2x3+ (—=13)x> + (—14)x + 24

(%131) solve_rat_ineq(f(x) > 0);

(031)  [[x < 4], [x > =2, x < 1], [x > 3]]
(%i32) r(x) := if f(x) > 0 then f(x);
(%032)  r(x):=if f(x) > 0 then f(x)

(%i33) s(x) :=if f(x) > 0 then 0;
(%,033)  s(x):=if f(x) > 0 then 0

(%i34)  wxplot2d([f(x), s(x)], [x, -5, 5], [y, -50, 50], [style, [lines, 2], [lines,
41], [legend, false]);
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(%t34)

40 |

(%135)  wxplot2d([f(x), r(x)], [x, -5, 5], [y, -50, 50], [style, [lines, 2], [lines,
41], [legend, false]);

40 |

20 ¢

(%t35)
o0 |

40 |

(%136)  wxplot2d([f(x), r(x), s(x)], [x, -5, 5], [y, -50, 50], [style, [lines, 2],
[lines, 4], [lines, 4]], [legend, false]);

(%t36)

40 |

Exemplo A.7 Resolver x> — 6x +8 < 4 — x e interpretar graficamente.

(%137) f(x) :=x"2 - 6*x + 8%
(%138)  g(x) := 4-x$
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(%139) solve_rat_ineq(f(x) < g(x));
(%039)  [[x > 1,x < 4]]

(%i40) r(x) = if f(x) <= g(x) then 0%
(hid1) s(x) :=if f(x) < g(x) then g(x)$
(hid2)  wxplot2d([f(x), g(x), r(x), s(x)], [x,0,6], [y.-2,4],
[style, [lines,2,3], [lines,1,1], [lines,4,2], [lines,4,1]], [legend,false]);

(%t42)

Estao destacados no grafico os pontos da reta que estao acima da parabola,
com suas respectivas abscissas no eixo dos x. Esses pontos correspondem aos
que sao solucoes da inequacao dada.

Exemplo A.8 Resolver x°—6x+8 > —3x24-24x—45 e interpretar graficamente.

(%i43) alias(ineq, solve_rat_ineq)$
(%i44) load(ineq)$

(%i45) f(x) :=x"2 - 6*x + 8%

(%h146) g(x) := -3*x"2 + 24%x - 45%
(%i47) ineq(f(x) >= g(x));

(hodT)  [[x <= —¥YA3=15] [x >= VI3+15)]

(%i48) s(x) :=if f(x) >= g(x) then 0%
(%149)  wxplot2d([f(x), g(x), s(x)], [x,0,6], [y.-4.,4],
[style, [lines, 2,3], [lines, 2,1], [lines, 4,2]], [legend,false]);
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(%t49)
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Y
hdo v h o= o w ~

Estao destacados no eixo dos x os pontos que correspondem as solucoes.

Exemplo A.9 Resolver as inequagdes [4x — 3| > 1, |x 4+ |x|| > 7 e
Ix + 1] < =5 — x°.

Como essas Inequacoes sao modulares, entao a maneira de resolvé-las com
o Maxima é usando o comando fourier_elim do pacote de mesmo nome.

(%150)
(%i51)
(%051)

(%152)
(%052)
(%153)
(%053)

load(fourier_elim)$
fourier_elim([ abs(4*x - 3) > 1], [x]);
[x <3 V[l <x]

fourier_elim([ abs(x + abs(x)) > 7], [X]);
5 < «]

fourier_elim( [abs(x + 1) < -5-x"2], [x]);
emptyset

A.3 Numeros complexos

O Maxima possui varias funcoes bdsicas para efetuar calculos com nimeros
complexos a+ bi, onde a e b sao reaise | = +/—1.

e realpart(z) Parte real de z. Exemplo: realpart(a + bi) = a.

e imagpart(z) Parte imaginaria de z. Exemplo: imagpart(a+ bi) = b.

e rectform(z) Forma retangular de z. Resulta em a + b/ equivalente a z.

e polarform(z) Forma polar de z. Resulta em re® equivalente a z, onde r e
6 sao reals.
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e conjugate(z) Conjugado de z. Exemplo: conjugate(a+ bi) = a — bi.
e carg(z) Argumento de z que é um angulo 8 €] — 7, 7] tal que re’® = z.
Exemplo: carg(a + bi) = arctg g.

e cabs(z) Valor absoluto de z. Exemplo: cabs(a + bi) = Va2 + b2,

e exponentialize(expressao) Escreve as funcées trigonométricas e hiperbdlicas
que aparecerem na expressao no formato de exponencial complexa.

Se for atribuido o valor true a varidvel global demoivre, entao a exponencial
complexa e?*?" é transformada em e?(cos b+ isen b). O valor padrio (default)
da variavel demoivre é false. Se for atribuido um valor false a variavel global
%piargs, entao o cosseno e o seno de alguns angulos como %, r Iz I . ..nao

41 317D
sao calculados.

Exemplo A.10 Determinar a forma retangular dos seguintes numeros:

14\ 24+ 11/ 1+\*° /1-1\°® .
21:< ) ,22:—,Z3Z< > +< ) ez4:\/1+\/7.

V2 5+3i 1—1 1+

(hi54) z1: ((1 + %i)/sart(2))"2015;
(hosa)  bp—
(%i55)  rectform(zl);

0 1 %i
(%056) NG

(%157)  z2: (-2 + 11*%i)/(5 + 3*%i);

0 11%i-2
(RoST) Z5ivs

(%158)  rectform(z2);

(%ho58) 82 4 22

(%159)  z3: ((14+%i)/(1-%i))"16 + ((1-%i)/(1+%i))"8;
0 %i+1)10 —%i)?

(%059) 51—:21/;16 E‘}/O/H%S

(%160)  rectform(z3);

(%ho61) 2

(%i62) z4: sqrt(1 + sqrt(%i));
(%062)  /(=1)V4+1

(%163)  rectform(z4);

Wm_z_l%, WW%H
(%O63> \fQ + \E

(%i64) radcan(%);
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(%064) 2”‘%@\/@_\@—1%/9”‘*Wi\/@+ﬁ+1
0 2

Exemplo A.11 Determinar as partes real e imagindrias dos nlmeros
wi=3—-T7i)ew =1

(%i65) wl: (3-7*%i)"5 % w2: %i"%i %
(%166) realpart(wl);
(io66) 23028

(%i67) imagpart(wl);
(067) 11228

(%168) realpart(w2);
(%068)  %e?

(%169) imagpart(w2);
(%069) 0O

Exemplo A.12 Determinar as formas polares de z; = —% + i‘/7§ ez =4—-7I,

usando a variavel demoivre igual a false e, depois, igual a true.

(%i70)  z1: -1/2 + %i*sqrt(3)/2; z2: 4 - 7*%i;

(%ho71) YA _ 1

(%o072) 4 —T7%i

(%i73) demoivre: false$
(%1i74)  polarform(z1);

(%o74)  %e"3"
(%175)  polarform(z2);

(%o75) V65 %e 7 atn(a)

(%1i76) demoivre: true$
(%i77)  polarform(z1);

0 V3% 1
(%077) Tl — 5

(%i78)  polarform(z2);
0 4 7%i
<A7078> V 65(\/—6—5 - \/@)

Exemplo A.13 Atribuindo um valor false a varidvel global %piargs e um valor
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true a varidvel demoivre, determine as formas polares dos nimeros 141/, —1+1,
—+v/5 e 10/.

(%i79)  %piargs: false$ demoivre: true$
(%180) polarform( 1 4+ %i);
(%0801)  v2(%isin(%) + cos(%))

(%i81) polarform(-1 + %i);
(%081) ﬁ(%/sin((%ﬂ) + cos(%”))

(%,182)  polarform(-sqrt(5));
(%082)  /5(%i sin() + cos(m))

(%i83)  polarform(10*%i);
(%083)  10(%isin(%) 4 cos(%))

Exemplo A.14 Determinar z = x + iy que seja solucdo de z?> = —16 + 30/.

(%i84) z: x + %i*y$ a: -16 + %i*30%

(%185) eql: realpart(expand(z~2)) = realpart(a);
eq2: imagpart(expand(z~2)) = imagpart(a);

(%085) x*—y?=—16

(%ho86)  2xy = 30

(%i87) solve([eql, eq2], [x, ¥]);
(%087)  [[x = =5%i,y = 3%Ii],[x =5%i,y = =3%i],[x = =3,y = =5], [x =
3,y =15]]

Pela resposta do programa, percebe-se que a solucao do problema é —3 — 5/
ou 3+ 5/.

Uma solucao mais simples desse problema pode ser obtida da sequinte forma:
(%i88) sqrt(-16 + 30*%i);
(%088)  +/30%i — 16

(%189)  rectform(%);
(%089) 5%+ 3

Exemplo A.15 Se z; e 2z, sdo dois nimeros complexos quaisquer, entao mostre
que

21 — 2)* + |21 + 2 = 2(|z* + |2]?).
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(%190) zl1: al 4+ %i*bl: z2: a2 4+ %i*b2;
(%090)  %ibl + al

(%091)  %ib2 4 a2

(%192) exprl: cabs(zl - z2)"2 + cabs(zl + z2)"2;
(%092) (b2 4 b1)? 4 (b1 — b2)? + (a2 + al)? + (al — a2)?
(%193) expr2: 2*(cabs(z1)"2 + cabs(z2)"2);

(%093)  2(b2?% + b1%2 + a22 + al1?)

(%194) exprl: expand(exprl);
(%094) 2b2%2 +2bh12 4+ 2222 4+ 2312

(%195) expr2: expand(expr2);
(%095)  2b2% 4+ 2b1% 4 2a2? + 2312

(%196) exprl - expr2;
(%096) O

Exemplo A.16 Se z; e 2z, sdo niimeros complexos, entdao mostrar que € valida
a seqguinte igualdade:

11— 212 — |z — 2)° = (1 = |21 — |2]?).

(%197) zl: a + b*%i$ z2: ¢ + d*%i%
(%198) exprl: cabs(1 - z1*conjugate(z2))"2 - cabs(zl - z2)"2;
(%099) (=bd —ac+1)?+ (ad — bc)? — (b—d)?> — (a— c)?

(%1100) expr2: (1 - cabs(z1)"2)*(1 - cabs(z2)"2);
(%0100)  (=b?> —a®+1)(—d?> — c?+1)

(%1101) exprl: expand(exprl);

(%0101)  b?d’+ a%d?> — d?> + b?°c® + a°c®> —c> — b* — % + 1
(%1102) expr2: expand(expr2);

(%0102)  b?d?+ a%d® — d?> + b?’c?+ a°c> —c?—b*°—a*+1
(%1103) exprl - expr2;

(%0103) O

z

E lo A.17 Sendo z = p - 6+ i-senéb), t ——— € real

xempol endo z = p- (cosf + i - sen @), mostrar que 7 7 é real e
p—1i-2

p+i-z

que € iImaginario puro.
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(%i104)
(%0104)

(%1i105)
(%0105)

(%1106)
(%0106)

(%1107)
(%0107)

(%1108)
(%0108)

(%1109)
(%0109)

(%i110)
(%0110)

z: %rho*(cos(%theta) + %i*sin(%theta));
p(%i sin(6) + cos(6))
wl: z/(z°2 + %rho™2);

0(%i'sin(8)+cos(6))
0°(%i sin(8)+cos(8))?+p?

imagpart(wl);
p(sin(8)(p?(cos(6)?—sin(0)?)+p?)—2p% cos(0)? sin(H))
(p?(cos(8)?—sin(8)?)+p?)°+4p* cos(8)? sin(9)?

trigsimp(%);
0
w2: (%rho - %i*z) /(%rho + %i*z);

p—%ip(%i sin(6)+cos(6))
%ip(%i sin(0)+cos(6))+p

realpart(w2);

(p—psin(0))(psin(8)+p)—p? cos(6)?
(p—psin(6))?-+p* cos(6)?

trigsimp(%);

0

201

Fica mostrado dessa forma que a parte imaginaria de ZQLHQ e a parte real de

L2 530 nulas.

o+i-z

Exemplo A.18 Escrever na forma de exponencial complexa os nimeros cos%,
cos?2i, sen3, senh 3, tgh5 e cosa + i/ sen a.

(%i111)
(%0111)

(%i112)
(%0112)

(%1113)
(%0113)

(%i114)
(%o0114)

(%1115)
(%0115)

(%i116)
(%0116)

eprnenti;?I_ize( cos(%pi/7) );

s _%im
%e 7 +%e 7
2

exponentialize( cos(%i*2) );
%e’+%e?
2

exponentialize( sin(beta) );
 %i(%e"B—%e="%P)
2

exponentialize( sinh(3) );
%e3—%e 3
2

exponentialize( tanh(5) );
%e®—%e®
%e>+%e>

exponentialize( cos(alpha) + %i*sin(alpha) );

%e%ia_i_%ef%ia _|_ %e%ia_%ef%ia
2 2
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(%i117)  expand(%);
(%o117)  Yer'™

Exemplo A.19 Dado um ndmero complexo a, o lugar geométrico dos nimeros
complexos z que satisfazem a equacdo |z — a||z + a| = |a]® é denominado
lemniscata. Desenhar o grafico da lemniscata em que a = 2.

(%1118) z: x + %i*y;
(%0118) %Iy + x

(%1119) load(draw)$
(%1119) a: 2% graf: implicit(cabs(z-a)*cabs(z+a)=cabs(a)"2, x,-3,3, y,-2,2);

(%0119) imp/icit(\/y2 + (x — 2)? \/y2 +(x+2)2=4,x,-33,y,-2,2)
(%1120)  wxdraw2d(line_width=3, proportional_axes=xy, graf);

2
15 ¢
1 F
05 t+
(%t120) o
N5 t
L P
15
-2

-3 -2 -1 0 1 2 3




Apéndice B

Funcoes e operadores

B.1 Definicao de uma funcao

Uma funcao pode ser definida com um := ou com um define(...):
e funcao(variavel) := expressao Exemplo: f(x) := x"2 + 1;

e funcao(variavel 1, variavel 2, ...) := expressao
Exemplo: f(x, y, z) :=sqrt(x"2 + y~2 + z"2);

e define(funcao(variavel), expressao)
Exemplo: define(g(x), 3*x"2 - 5*x + 7);

e define(funcao(variavel 1, variavel 2, ...), expressao)
Exemplo: define(g(x, y, z), x/2 + y/3 + z/4);

O operador " :="nao deve ser confundido com ":", nem com "=". Uma linha
de comando como f(x) = x"2 + 1 ou f(x) : x"2 4+ 1 nao define uma funcao f
cujo valor em x é x2 + 1.

Uma funcao definida por varias sentencas pode ser definida utilizando-se um
comando do tipo:
funcao(variavel) := if condicao then expressao 1 else expressio 2;

Exemplo B.1 Definir uma funcdo f(x) = x> —5x+6 e calcular £(1), £(2), f(a)
f(a+h)—f(a)

(hi1) f(x) :==x"2 - 5*x + 6;
f(x) = =x*>—5bx+6
(%i2)  f(1);
2
(%13)  f(2);
0

203
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(hid) f(a);
(%04) a*>—5a+6
(%i5) (f(a + h) - f(a))/h;

0 (h+a)?—5(h+a)—a’+5
(/005) a - a a

Exemplo B.2 Escrever os 15 primeiros termos da progressao aritmética cujo
termo geral é dado por a, = 11n — 27.

(%i6) a(n) := 11*n - 27;
(%06) a(n) :=11n—27

(%1i7) makelist(a(n), n, 1, 15);
(%o7) [-16,-5,6,17,28,39,50,61,72,83,94, 105,116, 127, 138]

Exemplo B.3 Definir as sequintes funcdes g(x) = dd—;(tg x), h(x) = [ cos®xdx
e calcular g(1) e h(1).

(%18) define(g(x), diff(tan(x), x, 4));
(%08)  g(x) := 8sec(x)?tan(x)? + 16 sec(x)* tan(x)

(%19)  g(1);

(%09)  8sec(1)?tan(1)® + 16sec(1)*tan(1)
(%110)  define(h(x), integrate(cos(x)"5, x));
(%010)  h(x) = S'ngx)5 — 25'”3(X)3 + sin(x)
(%i11)  h(1);

(hot1) SR 28mLF 4 gin(1)

As funcoes deste exemplo ndao podem ser definidas usando-se o operador =
Por exemplo, se g(x) fosse definida por g(x) := diff(tan(x), x, 4), entdo teriamos
g(1) = diff(tan(1), 1, 4) que ndo pode ser calculado.

Exemplo B.4 Definir uma funcio F(p,0,¢) = p*cos(8)?sin(¢) e calcular
F(2,%. %)

(%112)  F(rho, theta, phi) := rho”4*cos(theta)”2*sin(phi);
(%012)  F(p, 0, @) := p*cos(6)?sin(¢)

(%i13)  F(2, %pi/4, %pi/3);



B.1. DEFINICAO DE UMA FUNCAO 205

(%013)  4y/3

Exemplo B.5 Definir a funcao

(5x>+4x—3 ,se x<0
5 , e 0<x<?2
f(x) =1« 15-5x ,se 2<x<6 ,
x>—Tx+6 ,se 6<x<8
L —2x+30 ,se x=>38

construir uma lista de valores [n, f(n)] com n variando de —2 a 10 e o grafico
no intervalo [—3, 11].

(hi14) f(x) :=if x < 0 then 5*x"2 + 4*x -3
else If 0 <= x and x < 2 then 5
else if 2 <= x and x < 6 then 15 - 5*x
else if 6 <=xand x < 8then x"2-7*x + 6

else -2*x 430 $
(%115)  makelist([n, f(n)], n, -2, 10);
(%o15)  [[-2,9],[-1,-2],]0,5],[1,5],[2, 5], [3.0], [4, —5], [5, —10], [6, O],

[7,6],[8,14],[9,12], [10, 10]]
(%hi16)  wxplot2d(f(x), [x, -3, 11], [style, [points, 1, 1, 1]], [nticks, 200]);

30
25 ¢
20 ¢
15

10 +
(%t16) g j '

51
0t
-15

x2—x—3 ,se x<4

Exemplo B.6 Definir as fungbes f(x) = { g(x—5) ,se x>4
(x) = dx4+7 ,se x<1
g\x) = f(x—3) ,se x>1"

ando nos inteiros de —8 a 8 e construir o grafico de f(x) com 0 < x < 30.

listar os valores de f(n) e g(n) com n vari-
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(%1i17) f(x) :=if x < 4 then x"2 - x - 3 else g(x - 5)%

(%i18) g(x) :=if x < 1 then 4*x + 7 else f(x - 3)$

(%119) makelist(f(n), n, -8, 8);

(%019) [69,53,39,27,17,9,3,—-1,-3,-3,-1,3,3,7,3, -1, =3]

(%120)  makelist(g(n), n, -8, 8);
(%021) [-25,-21,—-17,—-13,—-9,—5,-1,3,7,3,—-1,-3,-3,-1,3,3,7]

(%hi22)  wxplot2d(f(x), [x, 0, 30], [style, [points, 1, 1, 1]], [nticks, 200]);

W

(%t22)

ifx < 4 then x"2-x-3 else g(x-5)

Exemplo B.7 Definir a funcao

VI—x2—y?2 jse x2+y?2<4

g(x,y) = Xy 2 2
—_—— . Se X >4
1+ x2+4 y2 Y

e construir seu grafico no dominio —3 < x <3, -3<y <3,

(%123) f(x,y) =if x"2 4+ y"2 <=4 then sqrt(9 - x"2 - y"2)
else x*y/(1 + x"2 + y"2);
(%023)  f(x,y) = if x>+ y?> <=4 then /9 —x2—y? else e

(%hi24) plot3d(g(x, y), [x, -3, 3], [y. -3, 3], [grid, 60, 60]);
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[Z] Gnuplot (window id : 0) = | B |
B eHE@aald?

Function

(%t24)

view: 45.0000, 117.000 scale: 1.00000, 1.00000

Para verificar a lista de funcoes definidas, deve-se usar um comando
dispfun(all) ou consultar o valor da varidvel global functions. Para verificar
a definicdo de alguma fungdo, é sé digitar fundef(funcao).

(%i25) functions;
(%o26)  [f(x), g(x), h(x,y,z)]

(%127) fundef(h);
(%028)  h(x,y,z) =x+2y+4z+1

B.2 Definicao de um operador

Um operador é uma funcao cujo nome pode ser formado por um ou varios
caracteres simbdlicos. Pode ser do tipo prefixado, infixado ou pdsfixado, depen-
dendo dele ser usado antes, no meio ou depois da lista de parametros (varidveis).
Por exemplo, a negacao “=" ¢é prefixado porque é usado antes das varidveis ou
valores tais como -x, -3, etc. Ja a adicao "+"¢é infixado pois é usado no meio
(como a+b, 3+5, etc.) e o fatorial “I" é pdsfixado pois € usado depois do valor
(como n!, 5!, etc.). Além desses tipos, tem também o tipo delimitado (match-
fix) que usa a lista de varidveis entre delimitadores do tipo “abre e fecha”.

Para definir um operador, deve-se, antes de tudo, definir o seu tipo com um
comando

e prefix(”operador”),
e infix(” operador”),

e postfix(” operador”) ou
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e matchfix(” delimator esquerdo”, " delimitador direito”),

no caso do operador ser prefixado, infixado, pdsfixado ou do tipo delimitado,
respectivamente. Deve-se ter o cuidado de se colocar o nome do operador ou
dos delimitadores entre aspas.

Depois disso, define-se como o operador atua em um ponto usando-se um
comando do tipo

“operador” (lista de varidveis) := valor
ou
define( “operador” (lista de varidveis), valor),

semelhante a definicao de uma funcao. No caso do operador ser do tipo delimi-
tado, deve-se usar o delimitador esquerdo como sendo o seu nome na definicao
do seu valor em um ponto.

Exemplo B.8 Definir o operador " +x" infixado e tal para todo a e todo b sa-
tisfaca a sequinte equacao: a +x b = a+ b+ ab.

(%129) infix("+x");

(%029)  +x

(%i30) "+4x"(a, b) :=a + b + a*b;
(%030) a +xb:=a+b+axb

(%i31) 3 +x 4;
(%031) 19

(%132) x +x x;
(%033)  x%+2x

(%i34) a +x b +x ¢ +x d;
(%034) ((ab+b+a)c+c+ab+b+a)d+d+(ab+b+a)c+c+ab+b+a

Exemplo B.9 Definir os sequintes operadores " <<"e " >>"Iinfixados:

a<<b<& b—-a>100

a>>b& b<<a.
(%135) infix("<<");
(%035) <<
(%136) "<<"(a, b) :=is(b-a > 100);
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(,036) a<< b:=is(b—a>100)
(%i37) infix(">>");
(%ho37) >>

(%138) ">>"(a, b) :=b << a;
(%038) a>>b:=b<<a

(%139) 3 << 4
(%,039) false

(%140) 3 << 150
(041)  true

(%i42) 200 >> 199
(%042) false

(%143) 200 >>4
(%043) true

Exemplo B.10 Definir o seguinte operador pdsfixado "?": n? = n(n — 1).
(%id4) postfix("?");
(%o44) 7

(%145) "7?"(n) := n*(n-1);
(%045)  ?(n) :=n(n—1)

(%ide6) 107
(%o046) 90

(%1i47) 1077,
(o48) 8010

(%149) X777,
(7049) (x—=Dx((x—=1Dx—=1((x—1)x((x—1Dx—-1)—1)

Exemplo B.11 Definir um operador delimitado por "|"e "|"e que satisfaca o
seguinte: |x| = valor absoluto de x.

(%150)  matchfix(" ", " ");
(%o51) |

(%i52) """ (x) := abs(x);
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(%052)  (|x]) := abs(x)

(%i53) | —11|;
(%053) 11

(%i54) |1/4 - sqrt(3)];
(hob4) V3 —3

Uma definicao um pouco mais sofisticada do operador valor absoluto poderia
ser: "|"(x) := if imagpart(x) = 0 then abs(x) else cabs(x); Com essa definicao,
€ possivel calcular valor absoluto de reais e também de complexos.

Exemplo B.12 Sendo x e y duas listas de nimeros reais de comprimento 3,
definir o seguinte operador delimitado por "[{"e " }]":

[{x, v} = V(x[1] = y[1])? + (x[2] - y[2])? + (x[3] - y[3])?
Neste caso, x e y podem ser interpretados como coordenadas de pontos no
espaco e [{ x, y }] como a distancia entre eles.

(%i55) matchfix("[{", " }"):

(%055) [{

(5156)  "[{"(x, y) = sqrt((x[1]-y[1])"2 + (x[2]-y[2])"2 + (x[3]-y[3])"2);
(%056)  [{x,y}] = /(x[1] = y[1])? + (x[2] — y[2])? + (x[3] — y[3])?
(%i57) [{ [3, 4, 5], [1, 0, -3] }];

(%057)  24/21

(%158) [{ [a, b, c], [0, O, -2] }];
(%058)  +/(c+2)2 + b2+ a2

Para listar os operadores definidos, basta usar um dispfun(all):
(%159) dispfun(all);
(%t60) a +xb:=a+b+ab
(t61) a<< b:=is(b—a> 100)
(ht62) a>>b:=b<<a
(%t63)  ?(n):=n(n—1)
(ht64)  (|x]) := abs(x)
65)  [fxy)] = /I — y[ID? + (<2 — y21)2 + (<131 — v Bl
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[%1t60, %t61, %162, %t63, %t64, %t65]

Para apagar a definicdo de um operador, pode-se usar um comando
remfunction(” operador”) ou kill(” operador”).

B.3 Funcoes an6nimas

Um comando de um dos tipos mostrados a seguir:
e lambda([variavel], expressao)
e lambda([varidvel 1, varidvel 2, ...], expressao)

pode ser usado para criar uma funcao anénima.

Por exemplo, lambda([x], x"2) define uma funcao x — x<, ou seja, uma
funcio que associa a cada x o seu quadrado x2. Outro exemplo:
lambda([x, v, z], x"2 + y"2 + z"2) é a funcdo (x,y, z) — x% + y? + z°.

Uma funcao andnima pode ser usada como valor atribuido a uma variavel
e pode aparecer em qualquer lugar que uma funcao comum poderia aparecer.
Sendo assim, uma atribuicao do tipo

2

nome: lambda([varidvel], expressao)
é considerado equivalente a uma definicao de funcao do tipo
nome(varidvel) := expressao.

Exemplo B.13 Aplicar a funcao anénima x — v/x + 1 nos pontos 1, 2 e k.

(%i67) lambda([x], sqrt(x + 1))(1);

V2

(%i68) lambda([x], sqrt(x + 1))(2);
V3

(%i69) lambda([x], sqrt(x + 1))(k);
vk+1

. : —2)? 3y —2
Exemplo B.14 Definir a fungdo anénima (x, y) — (x+y—2)"+x+3y '

2
atribui-la a uma varidvel H e calcular H(2,3), H(4,7) e H(a, b).
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(%170)  H:lambda([x, y], ((x +y-2)"2 + x + 3*y -2)/2);

(%o071) lambda ([X v], (x+y2)22+x+3y2)

(%i72)  H(2, 3);
(%072) 9

(%5i73)  H(4, 7);
(%073) 52

(%i74) H(a, b);
0 b+a—2)24+3b+a—2
(%o74) {EFra=2

Exemplo B.15 Sendo L a lista [1,2,3,4,5,6], mapear as funcdes andnimas
x— 1/x, x — x* e x —> 10 — 3x nessa lista.

(%i75) L:[1,2,3,4,5, 6]%
(%176) map( lambda([x], 1/x), L);
(ho76) [1,%,%,2, % ¢

(%177) map( lambda([x], x"x), L);
(%078) [1,4,27,256,3125,46656]

(%i79) map( lambda([x], 10-3*x), L);
(%h079) [7,4,1,—2, -5, —§]

B.4 Funcao com numero variavel de argumentos

Se o ultimo ou Unico argumento de uma funcao definida com um define for
uma lista com um Unico elemento, entao a funcao admite um ndmero variavel
de argumentos.

Exemplo B.16 Definir uma funcao S que resulte no somatério dos seus argu-
mentos.

(%i80)  define(S([X]), "(apply("+", X)));
(%080)  S([X]) := apply(+, X)

(hi81) S(1, 2, 3);
(%081) 6

(%i82) S(a, b, c, d);
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(%082)
(%183)
(%1i84)
(%084)
(%185)
(%085)

d+c+b+a

ordergreat(a, b, ¢, d, e, f, g)$
S(a, b, ¢, d, e, f);
at+tb+c+d+e+f

S(a, a, b,a, g, f f cd b, b);
3a+3b+c+d+2f+g

E importante usar o apéstrofo antes do apply para retardar a execugao desse

comando.

Se nao tivesse o apdstrofo, o comando seria executado antes do

momento certo.

Exemplo B.17 Definir uma funcao R que admita pelo menos trés argumentos
e que seja definida pela raiz quadrada da soma dos quadrados dos trés primei-
ros argumentos, mais a soma das quartas poténcias dos demais argumentos (se

existirem), ou seja, R(a, b, ¢, xi, ..., X)) =vVal+ b +c2+x+ ... +xt
(%186) define(R(a, b, ¢, [x]), sqrt(a”2+b"24+c"2) + "(apply("+", x"4)));
(%087) R(a, b, c,[x]) :=vc2+ b2+ a2+ apply(+, x*)

(%i88) R(r, s, p);

(%088)  4/s2+ r2 + p2

(%i89) R(r, s, p, u);

(%089)  u*+ \/s2 + r2 + p2

(%190) R(r, s, p, u, v, w, X, Y, Z);

(%090)  Z* 4y Xt wh vt /2 4 2 4 p2

Exemplo B.18 Definir uma funcao M que resulte na média aritmética dos seus

argumentos: M(a1, as, . . ., a,) = A+ % J; o an.
(%i91) define(l\/l([A])/, ’(aAppIy(”—l—”, a)/length(A)));
(%091)  M([A]) := Feald)
(%192) M(3, 6);
(%092) 3
(%193)  M(a, b, ¢, d);

d+c+b+a

(%093)

4
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(%194)  M(M(r, s, t), M(u, v, w, X, Y, 2));

zhybxtwhviu | tbstr

(%094) T 3

Exemplo B.19 Definir uma funcao G que resulte na média geométrica dos seus
argumentos: G(ay, as, ..., ap) =</ar-ax- ... -an

(%195)  define(G([X]), "(apply(" *", X)~(1/length(X))));
(%095)  G([X]) := app/y(*,X)m

(%i96) G(3, 7);
(%096) /21

(%197) G(a, b, ¢);
(%097)  al/3pt/3cl/3

(%198)  G(r, r, w, W, W, X, Y, Z, 2);
(%098> 1’2/9W1/3X1/9y1/922/9

B.5 Propriedades de funcoes e operadores

As funcoes, operadores, varidveis, constantes e todo objeto que faz parte do
Maxima possuem propriedades relacionadas com eles. Para verificar que propri-
edades sdo essas, basta usar um comando properties(objeto):

(%199) properties(fpprec);
(7,099)  [system value, assign property]

(%1100)  properties(%pi);
(%,0100) [database info, numer]

(%i101) properties(” +");
(%0101)  [mirror symmetry, nary, rule, operator]

Uma propriedade ou uma lista de propriedades pode ser atribuida a um objeto
através do comando declare(objeto, propriedade) ou declare(objeto, [lista de
propriedades]). Por exemplo, declare(f, linear) atribui a propriedade "linear” ao
objeto "f".

As principais propriedades reconhecidas pelo Maxima sao:

e additive Se uma funcao f de uma varidvel for declarada aditiva (additive),
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entdo f(x + y) serd simplificado para f(x) + f(y). Se a funcao f possuir varias
varidveis, entao a proriedade additive afeta apenas a primeira coordenada:
f(a + b, y) serd simplificado para f(a, y) + f(b, y).

multiplicative Se uma funcao f de uma varidvel for declarada multiplicativa
(multiplicative), entdo f(x*y) serd simplificado para f(x)*f(y). Se a funcao
f possuir vdrias varidveis, entao a proriedade multiplicative afeta apenas a
primeira coordenada: f(a*b, y) serd simplificado para f(a, y) * f(b, y).

outative Se uma funcao f de uma varidvel for declarada outative, entao
f(a*x) sera simplificado para a*f(x), onde a é uma constante. Se a funcao f
possulir varias variaveis, entao a proriedade outative afeta apenas a primeira
coordenada: f(x, y) serd simplificado para x * f(1, y).

linear Equivale as propriedades additive e outative.

symmetric Se uma funcao f de vdrias varidveis for declarada simétrica
(symmetric), entdo a ordem dos pardmetros pode ser trocada que o valor
da funcdo nao se altera: f(z, x, y) = f(x, y, z) = f(z, y, x) etc.

antisymmetric Se uma funcao f de varias varidveis for declarada anti-
simétrica (antisymmetric), entdo a cada troca de dois parametros o valor
da funcdo troca de sinal: f(z, x, y) = -f(x, z, y), f(x, z, y) = -f(x, vy, z) etc.

commutative E o mesmo que symmetric.

evenfun Uma funcao f de uma varidvel declarada evenfun é uma funcao
par: f(-x) = f(x).

oddfun Uma funcao f de uma varidvel declarada oddfun é uma funcao
impar: f(-x) = -f(x).

lassociative Associatividade a esquerda: f(a, b, c) = f(f(a, b), ¢)
rassociative Associatividade a direita: f(a, b, ¢) = f(a, f(b, ¢))

nary Aplicar vdrias vezes uma funcao nary é o mesmo que aplicar apenas
uma unica vez: f(f(x)) = f(x), f(f(a, b), f(c, d)) = f(a, b, c, d) etc.

Exemplo B.20 Declarar uma funcao f como aditiva e calcular seu valor nos
pontos a4+ b+ ce x+4.

(%i102) f(a + b + ¢);

f(c+b+a)

(%1103)  declare(f, additive);

done
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(%i104)
(%0104)

(%1i105)
(%0105)

(%1106)
(%0106)

f(a+ b + ¢);
f(c)+ f(b)+ f(a)

f(4 + x)

f(x)+f(4)

properties(f)
[additive]

APENDICE B. FUNCOES E OPERADORES

Exemplo B.21 Declarar uma funcao g como multiplicativa e calcular seu valor

em alguns pontos como abc e 2y.

(%1i107)
(%0107)

(%1108)
(%0108)

(%1109)
(%0109)

(%i110)
(%0110)

(%i111)
(%0111)

g(a*b*c);
g(abc)

declare(g, multiplicative);

done

g(a*b*c);

g(a)g(b)g(c)

g(2*y)
a(2)g(y)

properties(g);
[multiplicative]

Exemplo B.22 Declarar uma funcao h como antisimétrica e calcular seu valor
nos pontos (v, x,z), (x,z,y), (v,z,x), (x,x,2) e (x,y,y).

(%i112)
(%0112)

(%1113)
(%0113)

(%i114)
(%o0114)

(%1115)
(%0115)

(%i116)
(%0116)

h(y, x, z);
h(y, x, z)

declare(h, antisymmetric);

done

h(y, X, 2);

—h(x,y, z)
h(x, z, y);
—h(x,y, z)

h(x, X, 2);
0
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(%i117)  h(x, vy, y);
(%o0117) O
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