GEOMETRIA ANALITICA E ALGEBRA LINEAR
PARTE |

Reginaldo J. Santos
Departamento de Matematica
Instituto de Ciéncias Exatas
Universidade Federal de Minas Gerais
http://www.mat.ufmg.br/ "regi
regi@mat.ufmg.br

19 de agosto de 2000




Geometria Analitica e Algebra Linear
Copyright (©) 2000 by Reginaldo de Jesus Santos

Nenhuma parte desta publicacdo podera ser reproduzida por qualquer meio sem a prévia
autorizacao, por escrito, do autor.

Editor, Coordenador de Revisdo, Supervisor de Producdo, Capa e llustracdes:
Reginaldo J. Santos

ISBN 85-7470-006-1

Ficha Catalografica

Santos, Reginaldo J.
S237g Geometria Analitica e Algebra Linear / Reginaldo J. Santos - Belo
Horizonte: Imprensa Universitaria da UFMG, 2000.

1. Algebra Linear 2. Geometria Analitica |. Titulo

CDD: 5125
516.3




Conteudo

Prefacio viii
I Matrizes, Vetores e Geometria Analitica 1
1 Matrizes e Sistemas Lineares 3
1.1 Matrizes . . . . . . . e 3
1.1.1 Operagdes com Matrizes . . . . . . . . . . . ... 5

1.1.2  Propriedades da Algebra Matricial . . . . . . . ... o 9
Apéndice |: Notacdo de Somatdrio . . . . . . . . . . ... ... ... 24

1.2 Sistemas de Equagbes Lineares . . . . . . . . ... 26
1.2.1 Método de Gauss-Jordan . . . . . . .. ... 29

1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas . . . . . ... ... ... ... .. .... 38

1.2.3 Sistemas Lineares Homogéneos . . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 40

1.2.4 Matrizes Elementares . . . . . . . . ... ... 42



Conteudo

2 Inversao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matrizlnversa . . . . .. ... ...
2.1.1 Propriedadesda Inversa . . . . ... ... ...
2.1.2 Matrizes Elementares e Inversdo . . . . . . . ..
2.1.3 Método para Inversao de Matrizes . . . . . . . .

2.2 Determinantes . . . . . . . ... ... ... ...
2.2.1 Propriedades do Determinante . . . . . . . . ..

2.2.2 Matrizes Elementares e o Determinante

2.2.3 Matriz Adjunta e lnversao . . . . . .. ... ..
Apéndice |I: Demonstracdao do Teorema 2.12 . . . . . .

3 Vetores no Plano e no Espaco

3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar . . . . . .
3.2 Produtosde Vetores . . . . . .. .. ... ... ....
3.2.1 Norma e Produto Escalar . . . . ... ... ..
3.2.2 Projegdo Ortogonal . . . . ... .. ... ...
3.2.3 Produto Vetorial . . . . . . ... ... ... ..
3.24 ProdutoMisto . . ... ... ... ... .. ..

4 Retas e Planos

4.1 Equagdes de RetasePlanos . . . . . . ... ... ...
411 EquagagodoPlano . . . .. ... ... ... ...
412 EquacbesdaReta . ... ............

4.2 Angulos eDisténcias . . . . . .. ...
421 Angulos .....................
422 Distancias . . . .. ... oo

4.3 Posices Relativas . . . . .. ..o

Geometria Analitica e Algebra Linear

19 de agosto de 2000



Contetdo

5 Conicas e Quadricas

51 Conicas . . . . . . ..
511 Elipse. . . . . ...
5.1.2 Hipérbole . . . . . .. ... ... ... ...
513 Pardbola . . ... .. ... ... .. .. ...

5.2 Superficies Quadricas . . . . . ... ... ... ..
52.1 Elipséide . . . . . ... ... L.
5.2.2 Hiperboldéide . . . .. ... ... .......
5.2.3 Paraboléide . ... ... ... ... .....
524 ConeEliptico. . . . ... ... .. ... ...
5.2.5 Cilindro Quadrico . . . . . ... .. ... ..

5.3 Mudanga de Coordenadas . . . . . ... ... ....
531 Rotacdo . ... ... ... ... ... ....
532 Translagdo . . . . .. ... ...

Respostas dos Exercicios da Parte |

Il Algebra Linear

6 Espacos Vetoriais

6.1 Definicdo e Exemplos . . . . ... ...
6.1.1 OsEspacosR-n . . ... ... .. ......
6.1.2 Espacos Vetoriais Abstratos . . . . . . . . ..

6.2 Subespagos . . . . ... ...
6.2.1 Soma e Intersecdo de Subespacos . . . . . ..
6.2.2 Conjunto de Geradores . . . . . . . ... ...

6.3 Dependéncia Linear . . . . . . ... ... ... ...

19 de agosto de 2000

Reginaldo J. Santos



vi

Conteudo

6.4

Espacos com Produto Interno
7.1 Produto Escalar e Norma
7.1.1 Produto Interno

712 Normas. . ... ...........
Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais
7.2.1 Bases Ortonormais
7.2.2 Aplicagao: Polinémios de Legendre
7.2.3 Complemento Ortogonal
7.2.4 Aplicacdo: Distancia de um Ponto a um Subespago

7.2

Transformacoes Lineares
8.1 Matriz de uma Transformacgao Linear
8.1.1 Definicdo e Exemplos

8.2

8.3

6.3.1 O Wronskiano
Basee Dimensdao . . . . . . ... ... ...
641 Base ... ... .. ... ......
6.4.2 Dimensao . . . . . ... ... ...

8.1.2 Propriedades

8.1.3 Matriz Mudanca de Base
8.1.4 Aplicagao: Matriz Jacobiana

A Imagem e o Nicleo

8.2.1 Espaco Linha e Espaco Coluna
8.2.2 Injetividade e Sobrejetividade
Composicdo de Transformacdes Lineares

8.3.1 Invertibilidade
8.3.2 Semelhanca

8.3.3 Aplicacdo as Equagdes Diferenciais Lineares

Geometria Analitica e Algebra Linear

19 de agosto de 2000



Contetdo vii

8.4 AAdjunta . ... 445
8.4.1 Aplicagdo ao Problema de Quadrados Minimos . . . . . . ... .. ... .. 451

9 Diagonalizacao 462
9.1 Diagonalizagdo de Operadores . . . . . . . . . . . . . ... ... 462
9.1.1 Motivagdo: Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares . . . . . .. .. .. 462

9.1.2 Operadores e Matrizes Diagonalizaveis . . . . . . . .. ... ... ..... 464

9.1.3 Autovalores e Autovetores . . . . . . . ... 467

9.1.4 Subespacos Invariantes e o Teorema de Cayley-Hamilton . . . . . . . . . .. 479

9.1.5 Aplicagdo no Calculo das Poténcias de uma Matriz . . . . . ... .. .. .. 483

9.2 Operadores Auto-adjuntos e Normais . . . . . . . . . . . ... ... ... 496
9.3 Aplicacdo na ldentificacdo de Conicas . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... 511
9.4 Forma Canbnicade Jordan. . . . . . . . . ... ... 523
9.4.1 Autoespaco Generalizado . . . . . . . . ... ... ... .. 524

9.42 Ciclos de Autovetores Generalizados . . . . . . . .. .. .. ... ...... 534

9.43 Aplicagdo: Fungdes de Matrizes e Sistemas de Equacgdes Diferenciais Lineares 542
Respostas dos Exercicios da Parte Il 555
Bibliografia 602
indice Alfabético 606

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



Prefacio

Este texto cobre o material para cursos de Geometria Analitica e Algebra Linear ministrados para
estudantes da area de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas nao é necessario, ser acompanhado do
programa MATLAB*.

O conteldo é dividido em nove capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares.
Aqui todas as propriedades da algebra matricial sio demonstradas. A resolucao de sistemas lineares é
feita usando somente o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma
escalonada reduzida). Este método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando
a matriz, apenas, até que ela esteja na forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também
é usado no estudo da inversao de matrizes no Capitulo 2. Neste Capitulo é também estudado o
determinante, que é definido usando cofatores. As subse¢des 2.2.2 e 2.2.3 sdo independentes entre
si. As demonstracdes dos resultados deste capitulo podem ser, a critério do leitor, feitas somente
para matrizes 3 X 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espaco. Os vetores sdo definidos de forma ge-
ométrica, assim como a soma e a multiplicacdo por escalar. S3o provadas algumas propriedades

*MATLAB é marca registrada de The Mathworks, Inc.
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Contetdo iX

geometricamente. Depois s3o introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a ne-
cessidade da definicdo de base. Os produtos escalar e vetorial sdo definidos geometricamente. O
Capitulo 4 trata de retas e planos no espaco. S3o estudados angulos, distancias e posi¢des relativas
de retas e planos. O Capitulo 5 traz um estudo das conicas e das superficies quadricas. Traz também
mudanca de coordenadas, rotacdo e translagdo.

Espacos vetoriais abstratos sdo tratados no Capitulo 6. Dependéncia linear, conjunto de gerado-
res e base sdo definidos o mais geral possivel de forma a incluir espagos que possuem bases infinitas
como o conjunto dos polindmios. Por outro lado é explicitada a interpretacao geométrica para os
espacos R? e R3. Exemplos do R? s3o acompanhados de figuras que ilustram os conceitos.

No Capitulo 7 sdo estudados os espagos com produto interno, bases ortonormais, complemento
ortogonal. Fazemos uma aplicacdo aos polinémios de Legendre que aparecem, por exemplo, no
estudo de equacdes diferenciais.

O Capitulo 8 aborda transformagoes lineares. Aqui apresentamos uma abordagem bastante
geométrica deste tema. A matriz mudanca de base aparece de maneira natural como a matriz
da transformacdo identidade em relacdo a duas bases. Como aplicacdo encontramos a matriz
jacobiana. Estudamos também a a adjunta de uma transformacgdo linear e quadrados minimos como
uma aplicacdo dos conceitos apresentados anteriormente.

O Capitulo 9 traz um estudo da diagonalizagcdo de operadores, incluindo a diagonalizagdo de
operadores normais a auto-adjuntos e uma aplicacdo ao estudo das se¢des conicas. A ultima se¢do
traz a forma candnica de Jordan. Apresentamos uma forma de encontrar uma base de autovetores
generalizados, através da qual se determina a forma candnica de Jordan.

Dependendo da énfase adotada, alguns caminhos podem ser seguidos dentro do texto. Em um
curso de Matrizes, Vetores e Geometria Analitica, podem ser estudados apenas os Capitulos 1,2,3,
4 e 5. Para um curso de Algebra Linear, podem ser estudados apenas os Capitulos 6, 7, 8 € 9.

Os exercicios estao agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios
que sao resolvidos fazendo calculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de
uma maquina de calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demons-
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X Conteudo

tracdes. Alguns sdo simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria
e geralmente sdo acompanhados de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB", que contém
exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB ou outro software. Os comandos necessarios a
resolucdo destes exercicios sao também fornecidos juntamente com uma explicacao rapida do uso.
Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a resolucdo dos outros, depende do nivel e
dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB é um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB = MATrix LA-
Boratory). Os comandos do MATLAB s3o muito préximos da forma como escrevemos expressdes
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas, pa-
cotes para calculos especificos. Um pacote chamado gaal com fun¢des que sao direcionadas para
o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introdugdao ao MATLAB e ins-
trugdes de como instalar o pacote gaal. Mais informagdes sobre o que o MATLAB é capaz, podem
ser obtidas em [4, 28].

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus
conhecimentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB est3o resolvidos apds
o ultimo capitulo utilizando o MATLAB. Desta forma o leitor que nao estiver interessado em usar o
software pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse,
pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB e do pacote
gaal.

O programa MATLAB pode ser adquirido gratuitamente na compra do Guia do Usudrio [28].
Por exemplo, o Guia do Usudrio ja foi adquirido, através da internet, na livraria Blackwell’'s na
Inglaterra (http://bookshop.blackwell.co.uk), por US$ 61,00, acompanhado de um CD com
o programa.

Gostaria de agradecer a todos os professores que nos Ultimos trés anos adotaram edi¢cdes an-

teriores deste texto, em particular aos professores Renato Pedrosa da UNICAMP, Rosa Maria S.
B. Chaves da USP-SP, Lana Mara R. dos Santos da UFV e Ana Tucci de Carvalho da PUC-MG.
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Gostaria de agradecer também aos professores que colaboraram apresentando correcdes, criticas e
sugestoes, entre eles Dan Avritzer, Joana Darc A. S. da Cruz, Francisco Dutenhefner, Jorge Sa-
batucci, Seme Gebara, Alexandre Washington, Vivaldo R. Filho, Hamilton P. Bueno, Paulo A. F.
Machado, Helder C. Rodrigues, Flaviana A. Ribeiro, Cristina Marques, Rogério S. Mol, Maria Laura
M. Gomes, Maria Cristina C. Ferreira, Paulo C. de Lima, José Barbosa Gomes, Moacir G. dos Anjos
e Daniel C. de Morais Filho.
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xii Prefacio

Sugestao de Cronogramas

Um Semestre de Matrizes, Vetores e Geometria Analitica

Capitulo 1 Secdes 1.1 e 1.2 4 aulas
Capitulo 2 Secbes 2.1 € 2.2 4 aulas
Capitulo 3 Sec¢bes 3.1 e 3.2 6 aulas
Capitulo 4 SecGes 4.1 a 4.3 7 aulas
Capitulo 5 Secbes 5.1 a 5.3 7 aulas

Total 28 aulas

Um Semestre de Algebra Linear

Capitulo 6 Secdes 6.1 a 6.4 7 aulas
Capitulo 7 Segbes 7.1 e 7.2 4 aulas
Capitulo 8 Secdes 8.1 a 8.4 9 aulas
Capitulo 9 Sec¢des 9.1 a 9.4 8 aulas

Total 28 aulas
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Matrizes, Vetores e Geometria Analitica






Capitulo 1

Matrizes e Sistemas Lineares

1.1 Matrizes

Operando com matrizes estamos utilizando uma forma compacta de fazermos operagdes com varios
numeros simultaneamente. Vamos definir operacdes matriciais andlogas as operacdes com nimeros
e provar as propriedades que sao validas para essas operacdes. Depois disto, o estudo envolvendo
operacdes com varios niimeros pode ser simplificado fazendo operacdes com as matrizes e usando as
propriedades que ja foram demonstradas. Por exemplo, veremos que um sistema de vérias equagoes
lineares pode ser escrito em termos de uma Unica equagdo matricial.

Uma matriz A, m x n (m por n), é uma tabela de mn nidmeros dispostos em m linhas e n

3



4 Matrizes e Sistemas Lineares

colunas
a1 a2 ... QA1np
a921 22 ... Ao,
A=
Am1 Am2 ... Qmn
A i-ésima linha de A é
[a'il Q2 ... Clm]a
parai=1,...,m e a j-ésima coluna de A é
alj
A2;
. 7
amj
para j = 1,...,n. Usamos também a notagdo A = (a;j)mxn. Dizemos que a;; ou [A];; é o
elemento ou a entrada de posicdo 7,j da matriz A. Se m = n, dizemos que A é uma matriz
quadrada de ordem n e os elementos a1, ass, . . ., a,, formam a chamada diagonal (principal)

de A.

Exemplo 1.1. Considere as seguintes matrizes:

1 2 -2 1 1 3 0
A_[?) 4}’ B_{ 03]’ C_{Qél —21’

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 5

As matrizes Ae Bsao2x2. AmatrizCé2x3, Dé1lx3 Fé3x1leFé1lx1. Deacordo
com a notagdo que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das matrizes dadas acima sao
12 = 2, Co3 — —2, €1 — 4, [A]QQ == 4, [D]lg = 3.

Duas matrizes sdo consideradas iguais se elas tém o mesmo tamanho e os elementos correspon-
dentes sdo iguais, ou seja, A = (a;j)mxn € B = (bij)pxq S30 iguais se m = p, n = q e a;; = b;;
parati=1,....mej=1,...,n.

Vamos, agora, introduzir as operagdes matriciais.

1.1.1 Operacoes com Matrizes

Definicao 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn €
definida como sendo a matriz C' = (¢;;)mx, obtida somando-se os elementos correspondentes de A
e B, ou segja,

Cij = aij + by,

parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos C = A+ B e [A+ Bl;; = a;; + b;;.

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 =3 -2 1 5
=[5 i) o=

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



6 Matrizes e Sistemas Lineares

Se chamamos de C' a soma das duas matrizes A e B, ent3do

C— A+ DB 1+(-2) 241 =345 }:{—1 3 2}

340 443 0+ (—4) 3 7 —4

Definicao 1.2. A multiplicacdo de uma matriz A = (a;;)x, por um escalar (nimero) « é
definida pela matriz B = (b;;)mxn obtida multiplicando-se cada elemento da matriz pelo escalar, ou
seja,

bij = a a;j
parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos B = aA e [aA];; = a a;;. Dizemos que a matriz
B é um miiltiplo escalar da matriz A.
—2 1
Exemplo 1.3. O produto da matriz A = 0 3 | pelo escalar —3 é dado por
5 —4
(=3)(=2) (=3)1 6 —3
—-3A= (=3)0 (—=3)3 = 0 -9
(=3)5  (=3)(—4) —15 12

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 7

Definicao 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira matriz
é igual ao nimero de linhas da segunda, A = (a;;)mxp € B = (bij)pxn € definido pela matriz
C' = (Cij)mxn oObtida da seguinte forma:

Cj = aﬂblj + (ligbgj +...+ Clipbpj (].].)
p
k=1

p
parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos C' = AB e [AB];; = Zaikbkj.
k=1

A equagdo (1.1) esta dizendo que o elemento ¢, j do produto é igual a soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B.

ay; a2 ... A1p
: b1 blj bin
C11 Cin
ba1 . sz - bon . )
;1 Q2 ... Aip . . . = : Cij
' . ' Cml - Coon
bpl bpj bpn
L Gm1 Qm2 .. Qmp

Na equagdo (1.2) estamos usando a notacao de somatdrio para escrever a equagdo (1.1) de

p
forma compacta. O simbolo E significa que estamos fazendo uma soma em que o indice k esta

k=1
variando de k =1 até k = p.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



8 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

1 2 =3
a=[5 070 8-

Tt O N

1 0
3 0
4 0
Se chamamos de C' o produto das duas matrizes A e B, entdo

1(=2)4+2-04(=3)5 1-1+42-3+(=3)(=4) 0}:[—17 19 0}‘

Observacao. No exemplo anterior o produto BA n3o esta definido (por que?). Entretanto, mesmo
quando ele estd definido, BA pode ndo ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes nao é
comutativo, como mostra o exemplo seguinte.

. 1 2 -2 1 -
Exemplo 1.5. Sejam A = {3 4] e B= { 0 3 } Ent3o,

-2 7 1 0
w2 7] e man[l o).

Definicao 1.4. A transposta de uma matriz A = (a;;)mxn é definida pela matriz B = (b;;)nxm
obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,

bij = aji,

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos B = A" e [AY];; = a;;.

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 9

Exemplo 1.6. As transpostas das matrizes

1 2 -2 1 1 3 0 "
A:{34], B:[ 03} e C:[24 _2] s3o

1 2
Atz[;ﬂ, Bt:[_fg} e C'=|3 4
0 —2

A seguir, mostraremos as propriedades que sdo vélidas para a dlgebra matricial. Varias proprie-
dades sao semelhantes aquelas que sao validas para os niimeros reais, mas deve-se tomar cuidado
com as diferencas. Uma propriedade importante que é vélida para os nlmeros reais, mas ndo é
valida para as matrizes é a comutatividade do produto, como foi mostrado no Exemplo 1.5. Por
ser compacta, usaremos a notacao de somatdrio na demonstracao de varias propriedades. Algumas
propriedades desta notacao estao explicadas no Apéndice | na pagina 24.

1.1.2 Propriedades da Algebra Matricial

Teorema 1.1. Sejam A, B e C' matrizes com tamanhos apropriados, o e 3 escalares. S3o validas
as seguintes propriedades para as operagbes matriciais:

(a) (comutatividade da soma) A+ B = B + A;

(b) (associatividade da soma) A+ (B+C) =(A+ B)+C;

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos
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Matrizes e Sistemas Lineares

(c) (elemento neutro da soma) Existe uma tnica matriz 0, m X n, tal que

A+0=A,

para toda matriz A, m x n. A matriz 0 é chamada matriz nula m x n.

(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma dnica matriz B, tal que

A+ B=0.

Representamos B por —A.
(e) (associatividade) a(GA) = (af)A
(f) (distributividade) (o + 5)A = aA + BA;
(g) (distributividade) o(A+ B) = a A+ aB;

(h) (associatividade do produto) A(BC) = (AB)C;

(i) (distributividade) A(B+ C) = AB+ AC e (B+ C)A= BA+ CA;

(j) a(AB) = (aA)B = A(aB);

(k) (A")' =
() (A+ B)' = A' + BY;
(m) (AB)" = B' A,
(n) (@A)t = o A,

Geometria Analitica e Algebra Linear
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1.1 Matrizes 11

(o) A matriz, n X n,

1 0 . 0

0o 1 . 0
]n: )

0 0 . 1

chamada matriz identidade ¢ tal que
Al,=A, paratoda matriz A= (a;;)mxn €

I, B= B, paratoda matriz B = (bi;)nxm-

Demonstracao. Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elementos da matriz
do lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito. Serdo usadas
varias propriedades dos niimeros sem cita-las explicitamente.

(a) [A+ Blij = aij + bij = bij + ai; = [B + Alyj;

(b) [A+(B+C))ij = ai; +[B+ Clij = ai; + (biy + ciy) = (aij + big) + i = [A+ Blyy +¢;5 =

(c) Seja X uma matriz m x n tal que
A+ X =A (1.3)

para qualquer matriz A, m x n. Comparando os elementos correspondentes, temos que
Aij + Ty = gy,

ouseja, x;; =0, parai=1...,me j=1...,n Portanto, a Unica matriz que satisfaz (1.3)
€ a matriz em que todos os seus elementos s3o iguais a zero. Denotamos a matriz X por 0.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



12

Matrizes e Sistemas Lineares

(d) Dada uma matriz A, m x n, seja X uma matriz m x n, tal que
A+X=0.
Comparando os elementos correspondentes, temos que

a;j + x5 =0,

(1.4)

ou seja, xj; = —a;;, parat = 1...,me j = 1...,n. Portanto, a tinica matriz que satisfaz
(1.4) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais aos simétricos dos elementos de
A. Denotamos a matriz X por —A.
(e) [a(BA)];; = alBA]; = a(Bai;) = (aB)ay = [(af)Al;;.
(f) [(a+B)Ali; = (o + Bay = (aay) + (Bay;) = [aAl;; + [BA];; = [aA + BA];;.
(&) [«(A+B)y = alA+ Bl = alay +by) = aay + aby = [aA]; + [aBj;
= [OZA + O-/B]ij-

(h) A demonstraco deste item é a mais trabalhosa. Sejam A, B e C' matrizes m X p, p X q e

q X n respectivamente. A notacdo de somatdrio aqui pode ser

compacta.
[A(BC)]” = Zazk BC Zalk Zbklclj
k=1 =1

= ZZ azkbkl Cl] ZZ @zkbkl Cz;
k=1 I=1 =1 k=1
q

= ) [ABJuc; = [(AB)C]
=1

muito atil, pelo fato de ser

q

p
E E ik bklcl]

k=1 l=1

>

=1 k=1

aikbkl)clj =

Geometria Analitica e Algebra Linear
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1.1 Matrizes 13

p p

() [AB+O); = Y aw[B+Cly=> ailbe +cr) = > (@b + aincr;) =
k=1 k=1

k=1
p p
= D aabiy + ) awcy; = [ABy; +[AC; = [AB + ACY;;.
k=1 k=1

=

A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.

() [@(AB)]i; = a ) awbi; = > (aau)b; = [(«A)Bl;; e

k=

[@(AB))ij = a Y anby; = > an(aby) = [A(aB));.

(k) [(AY)']i; = [A'5i = aij.
() [(A+ B)'ij = [A+ Blji = aji + b = [A']y; + [B']5.

(m) [(AB)'];; = [ABl;i = Y ajbri = Y [A;[B'ix = Y _[B'[A'lx; = [B'A';;.

(n) [(ad)i; = [@A]ji = aaj; = a[A"];; = [aA"];.

(o) A demonstragdo deste item é simples e deixamos como exercicio.

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por

A—B=A+(-B),
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14 Matrizes e Sistemas Lineares

ou seja, é a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.

Sejam A uma matriz n X n e p um inteiro positivo. Definimos a poténcia p de A, por A? =
A...A E parap=0, definimos A = I,,.
——

p vezes

Exemplo 1.7. Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+ B)(A— B) = A> - B (1.5)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos

(A+B)YA-B) = (A+B)A+ (A+ B)(-B)
= AA+ BA— AB—- BB = A>+ BA— AB — B?

Assim, (A + B)(A — B) = A? — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e somente se,
AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a conclusdo é que a igualdade (1.5),
nao vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta tomarmos duas matrizes que n3o

comutem entre si. Sejam
00 10
A_{l 1] € B—[1 0}'
Para estas matrizes

10 L [-10 s . [0 0 ., [10
A+B_[2 1}, A B_{ ! 1}, A_A_L 1}, B_B_[l O}.

Assim,

(A+B)(A—B):{:; (1)] #{—(1) (1)] _ 2B

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 15

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 242)

6 9 -7
) C: )
[ 7 -3 —2]

1.1.1. Considere as seguintes matrizes

2 0 0 4
A= , B=
[6 7] [2 -8

-6 4 0 6 9 -9
D = 1 1 4 e FE=| -1 0 —4
-6 0 6 -6 0 —1
Se for possivel, calcule:
(a) AB — BA; (b) 2C — D; (c) (2D' — 3EY)Y, (d) D* — DE.
1.1.2. Sejam
3
1 -3 0
A= [ 0 4 _9 } e X = ;

Verifique que 34; + 245 + 5A3 = AX, em que A; é a j-ésima coluna de A.

1.1.3. Encontre um valor de x tal que AB! = 0, em que

A=[z 4 —2] e B=[2 -3 5].

1.1.4. Sejam
4 3 -9 -9 -3 -7
A= 9 -2 2 e B=| -4 8 4
-4 =5 5 -5 =2 1
Encontre:
(a) a 12 linha de AB; (c) a 2? linha de A'BY;
(b) a 3? coluna de AB; (d) a 22 coluna de A*B?.
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16 Matrizes e Sistemas Lineares
: 1 1/y ) . « o
1.1.5. Mostre que as matrizes A = | |+ em que y € uma nimero real nao nulo, verificam a
equacio X? = 2X.
~ . . 0 1 .
1.1.6. Mostre que se A e B sao matrizes que comutam com a matriz M = 10l entdo
AB = BA.

Exercicios usando o MATLAB

Uma vez inicializado o MATLAB, aparecerd na janela de comandos um prompt >> ou EDU>>.
O prompt significa que o MATLAB estd esperando um comando. Todo comando deve ser
finalizado teclando-se Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos
novamente usando as teclas T e |. Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode
ser corrigido usando as teclas <+, —, Delete e Backspace. O MATLAB faz diferenca entre
letras maidisculas e mindsculas.

No MATLAB, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou fun¢do. O comando

>> help

(sem o prompt >>) mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um
pacote especifico ou sobre um comando ou fun¢ao especifica pode ser obtida com o comando
>> help nome,

(sem a virgula e sem o prompt >>) em que nome pode ser o nome de um pacote ou o nome
de um comando ou funcdo.

Além dos comandos e fungdes pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal
com fungdes especificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Li-
near.  Este pacote pode ser obtido gratuitamente através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introdu¢ao ao MATLAB
e instrucdes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote ser devidamente instalado,
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1.1 Matrizes 17

o comando help gaal no prompt do MATLAB d4 informagdes sobre este pacote.
Mais informagdes sobre as capacidades do MATLAB podem ser obtidas em [4, 28].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipulagdo de matrizes.
Outros comandos serdo introduzidos a medida que forem necessarios.

>> syms x y z diz ao MATLAB que as varidveis x y e z sao simbdlicas.

>> A=[all,al12,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel de nome A. Por exemplo, >>
. ) 1 2 3
A=[1,2,3;4,5,6 triz A = :
L ] cria a matriz {4 5 6}

>> I=eye(n) cria a matriz identidade n por n e a armazena numa varidvel I;

>> O=zeros(n) ou >> O=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n ou m por n, respectiva-
mente, e a armazena numa variavel 0;

>> A+B é a soma de A e B, >> A-B ¢é a diferenca A menos B,
>> Ax*B é o produto de A por B, >> num*A é o produto do escalar num por A,
>> A.’ é a transposta de A, >> A"k é a poténcia A elevado a k.

>> A(:,j) é acoluna j da matriz A, >> A(i,:) é a linha 7 da matriz A.

>> diag([d1,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sao iguais
aos elementos da matriz [d1,...,dn], ou seja, sdo d1,...,dn.

>> format rat muda a exibicdo dos niimeros para o formato racional. O comando help
format mostra outras possibilidades.

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=O0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solu¢des da equacio 2% — 4 = 0;

Comando do pacote GAAL:
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1.1.7.

1.1.8.

1.1.9.

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatdrios entre —5 e 5.

Use o MATLAB para calcular alguns membros da seqiiéncia A, A2, ... A% ... para

oa-[3 12 oa-[P 1]

A sequiéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?

Use o formato racional de exibicio de nimeros, >> format rat. Calcule as poténcias das
matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!) o menor inteiro k > 1
tal que:

(a) A% =13, em que (b) A* = A, em que (c) Ak =0, em que
0 01 0100 0100
A=|100]; | -1000] loo1o0
01 0 A=1 900 1| A=10001
0010 0000

Vamos fazer um experimento no MATLAB para tentar ter uma idéia do qudo comum é
encontrar matrizes cujo produto comuta. No prompt do MATLAB digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3) ;if (A*xB==B*A),c=c+1;end,end,c
(ndo esquega das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB
fazer é o seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir as varidveis A e B, 1000 matrizes 3 X 3 com entradas inteiras e aleatdrias entre
—5eb.

e Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, ent3o o contador c é acrescido de 1.
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1.1  Matrizes 19
e No final o valor existente na varidvel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.10. Faga um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes
¢é diagonal, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta
para cima | para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB de
forma a obter algo semelhante a linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if(

Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.11. Faga um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que uma das matrizes é
diagonal. Use a seta para cima T para obter novamente a linha digitada e edite a linha no
prompt do MATLAB de forma a obter a seguinte linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3)) ;B=randi(3);if (AxB==B*A),c=c+1;A,B,end,end,c
Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a conclus3o que vocé tira
deste experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

1.1.12. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos.

Exercicios Tedricos
1.1.13. Seja D = (d;ij)nxn uma matriz diagonal, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo

iguais a zero. Sejam d;; = \; os elementos da diagonal de D. Seja A = (a;;)nxn.
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20 Matrizes e Sistemas Lineares

(a) Mostre que o produto AD é obtido da matriz A multiplicando-se cada coluna j por A;,
alj

ouseja,se A=A Ay ... A, ], em que A; = : é a coluna j de A, entdo

an]-

AD = [ MA; Ay .. MA, ).

(b) Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha i por

Ay
Ay
i, ou seja, se A = |, emque A; = [ aj1 ... a;, | é a linha i de A, ent3o
A,
AMA
Ao A
DA — 2. 2
)\nAn

1.1.14. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente.

(a) Mostre que a j-ésima coluna do produto AB ¢ igual ao produto AB;, em que B; =

blj
: é a j-ésima coluna de B, ou seja, se B = [ By ... B, ], entdo AB =
bpj

(b) Mostre que a i-ésima linha do produto AB é igual ao produto A;B, em que A; =
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1.1 Matrizes 21

Al AlB
. . . AQ AQB
[ai1 ... a; | éai-ésima linha de A, ou seja, se A = _ , entdo AB = _
Am A B
Iy
1.1.15. Seja A uma matriz m x n e X = ; uma matriz n x 1. Prove que
Tn

AX = ijAj, em que A; é a j-ésima coluna de A. (Sugestdo: Desenvolva o lado di-
j=1
reito e chegue ao lado esquerdo.)

—
=)
e}

T n
1.1.16. Sejam X = LY = Sl Er =L | By =

Tn Yn

(@)
I
)

o B, = ] matrizes
0 0 1
nx1
(a) Mostre que XY = zyy1 +... + 2y, = leyz Em particular, X*E; = z;, E/E; = 0,
i=1
sei#£je E!E;=1,parai,j=1,...,n.
T1Y1 e T1Yn
(b) Mostre que XY* = : o : . Em particular, E;Y" é uma matriz n x n,
TpYi .. Tpln

cuja Unica linha possivelmente n3o nula é a linha 7, que é igual a Y' e EZE; é a matriz
n X n cujo Unico elemento n3o nulo é o elemento i, j, que éiguala 1, parai,j =1,...,n.
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22 Matrizes e Sistemas Lineares
(c) Mostre que se A é uma matriz m x n, entdo AE; € igual a coluna j da matriz A e se
A é uma matriz n x m, entdo E!A é igual a linha i da matriz A.
1.1.17. (a) Mostre que se A é uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1,
entdo A = 0. (Sugestdo: Use o item (c) do exercicio anterior.)
(b) Sejam B e C matrizes m x n, tais BX = C'X, para todo X, n x 1. Mostre que B = C.
(Sugestdo: Use o item anterior.)
1.1.18. Mostre que a matriz identidade I,, é a tnica matriz tal que AI, = I,,A = A para qualquer
matriz A, n x n. (Sugestdo: Seja J,, uma matriz tal que AJ, = J, A = A. Mostre que
In = 1,.)
1.1.19. Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)P = APBP.
1.1.20. Sejam A, B e C' matrizes n X n.
(a) (A+ B)> = A2+ 2AB + B?? E se AB = BA? Justifique.
(b) (AB)C = C(AB)? Ese AC =CA e BC = CB? Justifique.
(Sugestdo: Veja o Exemplo 1.7 na pagina 14.)
1.1.21. (a) Se A e B sio duas matrizes tais que AB =0, entdo A =0 ou B = 0? Justifique.
(b) Se AB =0, entdao BA = 07 Justifique.
(c) Se A é uma matriz tal que A? =0, entdo A = 0? Justifique.
1.1.22. Dizemos que uma matriz A, n x n, é simétrica se A’ = A e é anti-simétrica se A’ = —A.

(a) Mostre que se A é simétrica, entdo a;; = aj;, para i,j = 1,...n e que se A é anti-
simétrica, entdo a;; = —aj;, para ¢,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal
principal de uma matriz anti-simétrica sao iguais a zero.
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(b) Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo A+ B e aA sdo simétricas, para todo escalar
a.
(c) Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.
(d) Mostre que se A e B sdo anti-simétricas, entdo A + B e oA sdo anti-simétricas, para
todo escalar «.
(e) Mostre que para toda matriz A, n x n, A+ A" é simétrica e A — A" é anti-simétrica.
(f) Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz
simétrica e uma anti-simétrica. (Sugestdo: Observe o resultado da soma de A+ A’ com
A—AY)
1.1.23. Para matrizes quadradas A = (a;;)nxn definimos o traco de A como sendo a soma dos
elementos da diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = Zau.
(a) Mostre que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
(b) Mostre que tr(aA) = atr(A).
(c) Mostre que tr(A*) = tr(A).
(d) Mostre que tr(AB) = tr(BA). (Sugestdo: Prove inicialmente para matrizes 2 x 2.)
1.1.24. Seja A uma matriz n X n. Mostre que se AA' =0, entdo A = 0. (Sugestdo: Use o traco.)
E se a matriz A for m x n, com m # n?
1.1.25. Ja vimos que o produto de matrizes ndo é comutativo. Entretanto, certos conjuntos de

matrizes sao comutativos. Mostre que:

(a) Se Dy e Dy sdo matrizes diagonais n x n, entdo Dy Dy = Dy D;.
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(b) Se A é uma matrizn X n e
B = Cloln —+ CL1A —+ CL2A2 + ...+ (ZkAk,
em que ao, ..., a; sao escalares, entdo AB = BA.

1.1.26. (a) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais que comutam com toda matriz B,
2 X 2, ou seja, tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

(b) Determine todas as matrizes A, 2 X 2, que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja,
tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Apéndice I: Notacao de Somatério
S3o validas algumas propriedades para a notacdao de somatério:

(a) O indice do somatério é uma varidvel muda que pode ser substituida por qualquer letra:
n n
> =) 1
i=1 j=1

(b) O somatério de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatérios:

Zfﬁgz ZmZgz
Pois,
Z(fﬁgi):<f1+gl)+...+<fn+gn>:<f1+...+fn> (gr+.--+0gn) = wazgz

=1
Aqm foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa da soma de numeros
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(c) Se no termo geral do somatério aparece um produto, em que um fator ndo depende do indice
do somatério, entdo este fator pode “sair” do somatério:

Y figk=gk > I
=1 =1

Pois,
Zfigk = figk + .-+ fogr = g(fi + ...+ fn) = ngfi. Aqui foram aplicadas as
=1 =1

propriedades distributiva e comutativa do produto em relacdo a soma de nimeros.

(d) Num somatério duplo, a ordem dos somatdrios pode ser trocada:

Zn:ifwzzm:ifm

i=1 j=1 j=1 i=1

Pois,

SN fi=) (fatt fim) =t fim) o Fa ot fam) = (fu .+

i=1 j=1 i=1

fo)+ oot (fim+ o fom) = Z(flj + .t frg) = szij' Aqui foram aplicadas as
j=1 j=1 i=1

propriedades comutativa e associativa da soma de nimeros.
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1.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Muitos problemas em vdrias dreas da Ciéncia recaem na solu¢do de sistemas lineares. Vamos ver
como a dlgebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.
Uma equacao linear em n varidveis x1, zs, ..., x, € uma equacao da forma

a1r1 + asxo + ...+ apx, = b,

em que ai,ds,...,a, € b sdo constantes reais;
Um sistema de equacoes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de
equacoes lineares, ou seja, é um conjunto de equacdes da forma

ai1ry + @122 + Ce +  anr, = bl

a21T1 + Q92xy + ce +  Qopt, = bz

Am1T1 +  QmaTs + cee + apnTn = bm
em que a;; e by sdo constantes reais, para i,k =1,...,mej=1,...,n.

Usando as operacbes matriciais que definimos na secdo anterior, o sistema linear acima pode ser

escrito como uma equacao matricial
AX =B,

em que
a1 aip ... (050% T b1
921 929 Cen A9y, T2 b2
A= . X = e B=
Am1 Am2 .- Qmn Tn bm
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S1
~ . . , . 52 - .
Uma solucao de um sistema linear é uma matriz S = . tal que as equacdes do sistema
Sn,
sao satisfeitas quando substituimos x1 = s1, 29 = $9,...,2T, = S,. O conjunto de todas as solugdes

do sistema é chamado conjunto solucao ou solucao geral do sistema. A matriz A é chamada
matriz do sistema linear.

Exemplo 1.8. O sistema linear de duas equacdes e duas incégnitas

r + 2y =1
2 + y = 0

BN

pode ser escrito como

A solugdo (geral) do sistema acima é v = —1/3 e y = 2/3 (verifique!) ou
_ | —L3
=[]

Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que tenha o
mesmo conjunto solu¢do do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O outro sistema é obtido
depois de aplicar sucessivamente uma série de operacoes sobre as equagdes. As operacdes que sao
usadas s3o:

e Trocar a posicao de duas equagdes do sistema;
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28 Matrizes e Sistemas Lineares

e Multiplicar uma equacgdo por um escalar diferente de zero;
e Somar a uma equacdo outra equacdo multiplicada por um escalar.

Estas operacdes sdo chamadas de operacoes elementares. Quando aplicamos operacdes ele-
mentares sobre as equacoes de um sistema linear somente os coeficientes do sistema s3o alterados,
assim podemos aplicar as operacoes sobre a matriz de coeficientes do sistema, que chamamos de
matriz aumentada, ou seja, a matriz

ail Q1o A A1n E bl

as1 G99 . Qopn | Do
[A| B] = -

m1  Am2 Qmn : bm

Definicao 1.5. Uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das seguintes
operacoes:

(a) Trocar a posicdo de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um muiltiplo escalar de outra linha.

O préximo teorema garante que ao aplicarmos operacdes elementares as equagdes de um sistema
o conjunto solu¢do ndo ¢ alterado.
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1.2 Sistemas de Equacoes Lineares 29

Teorema 1.2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, s3o tais que a matriz aumentada
[C'| D] € obtida de [A | B] aplicando-se uma operacdo elementar, entdo os dois sistemas possuem
as mesmas solugdes.

Demonstracao. A demonstracdo deste teorema segue de duas observacoes:

(a) Se X é solugdo de um sistema, entdo X também é solugdo do sistema obtido aplicando-se
uma opera¢do elementar sobre suas equagdes (verifique!).

(b) Se o sistema C'X = D, pode ser obtido de AX = B aplicando-se uma opera¢do elementar
as suas equacdes (ou equivalentemente as linhas da matriz aumentada), entdo o sistema
AX = B também pode ser obtido de C'X = D aplicando-se uma operagao elementar, pois
cada operacao elementar possui uma operacdo elementar inversa do mesmo tipo, que desfaz
o que a anterior fez (verifique!).

Pela observagdo (b), AX = B e CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-se uma
operagdo elementar sobre as suas equagdes. E pela observagdo (a), os dois possuem as mesmas
solucdes. O

Dois sistemas que possuem o mesmo conjunto solu¢do siao chamados sistemas equivalentes.
Portanto, segue do Teorema 1.2 que aplicando-se operagoes elementares as equagdes de um sistema
linear obtemos sistemas equivalentes.

1.2.1 Método de Gauss-Jordan

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacdo de operacdes ele-
mentares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenhamos uma matriz numa forma

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



30 Matrizes e Sistemas Lineares

em que o sistema associado a esta matriz seja de facil resolucdo. Vamos procurar obter uma matriz
numa forma em que todas as linhas ndo nulas possuam como primeiro elemento n3o nulo o niimero
1 (chamado de pivd). Além disso, se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros
elementos terdo que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte como conseguimos isso.

Exemplo 1.9. Considere o seguinte sistema

o + Oy = 15
2z + 4y + 2z = 10
3r + 4y = 11

A sua matriz aumentada é

® 5 0115
2 4 1:10
3 4011

1? eliminacao:

Vamos procurar para pivd da 12 linha um elemento n3o nulo da primeira coluna no nula (se for o
caso, podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira linha). Precisamos “fazé-lo”
igual a um, para isto, multiplicamos a 12 linha por 1/5.

@ 103
1/5 x 12 linha — 22 linha 2 4 1:10
3 4 0011

Agora, precisamos ‘“zerar’ os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna do pivo, para isto,

adicionamos a 22 linha, —2 vezes a 12 linha e adicionamos a 32 linha, —3 vezes a 1? linha.
1 1

'3
4
2

—2x12 linha + 22 linha — 12 linha 0 9
—3x%1? linha + 3?2 linha — 32 linha 0 @

0
1
0
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2?2 eliminacao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivdé um elemento
diferente de zero na 1? coluna n3o nula desta sub-matriz. Como temos que “fazer” o pivd igual
a um, vamos escolher o elemento de posicdo 3,2. Precisamos “coloca-lo” na 2? linha, para isto,
trocamos a 3? linha com a 2°.

N W

11 0;
22 linha «—— 37 linha | 0 @D 0;
0 2 1.

Agora, precisamos ‘“zerar’ os outros elementos da 2 coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
somamos a 3? linha, —2 vezes a 2? e somamos a 1? linha, —1 vezes a 2°.

“2x2° linha + 37 linha — 3° linha L0 0l
—1x2? linha + 12 linha — 1? linha 010 2
00 1:0
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
T =1
Y 2
z = 0
que possui solucao geral dada por
T 1
X=|y|=]2
z 0

A (ltima matriz que obtivemos estd na forma que chamamos de escalonada reduzida.
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Definicao 1.6. Uma matriz A = (a;;)mxn estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as
seguintes condicdes:

(a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas ndo nulas;
(b) O primeiro elemento n3o nulo de cada linha ndo nula, chamado pivé, € igual a 1;
(c) O pivé da linha i + 1 ocorre a direita do pivé da linha 4, parai=1,...,m — 1.

(d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros elementos s3o iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d), dizemos
que ela estad na forma escalonada.

Exemplo 1.10. As matrizes

1 3 0 0 5 0o 1 0 0 -3 100
o 0 1 0 =21, 0 01 0 -1|e|]01O0
o 0 0 1 2 0O 0 0 1 5 0 01

sao escalonadas reduzidas, enquanto

2 3 0 1 5 0 5 0 -3 4 0 3
o 0 1 4 =21, 0 01 0 —-1|e]030
o 0 0 1 2 0 0 1 5 0 0 2

s3o escalonadas, mas nao s3o escalonadas reduzidas.
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Este método de resolucao de sistemas, que consiste em aplicar operacoes elementares as linhas
da matriz aumentada até que ela esteja na forma escalonada reduzida, é conhecido como método
de Gauss-Jordan.

Exemplo 1.11. Considere o seguinte sistema

32 — Yw = 6
S5r + 15y — 10z + 40w = —45
dr + 12y — 2z + ldw = -24
r + 3y - z 4+ dw = =T

A sua matriz aumentada é

0 0 3 —9@ 6
5 15 —10 40:—45
4 12 -2 14 -24

® 3 -1 5. -7

1? eliminacao:
Como temos que ‘fazer” o pivo igual a um, escolhemos para pivdo o elemento de posicdo
4,1. Precisamos ‘“coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 4? linha com a 17 .

» 3 -1 5 -7
12 linha < 42 linha] 5 15 —10 40;—45
4 12 -2 14 -24
0 0 3 -9 6

Agora, precisamos ‘“zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna do pivo, pa-
ra isto, adicionamos a 27 linha, —5 vezes a 1? e adicionamos a 3? linha, —4 vezes a 1°.
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. . . 1 3 -1 5. =7
T inbe 1 3 ik o3 ik | [0 0 € 15110
—4x1? linha + 3? linha — 32 linha 00 2 —g¢; A

00 3 -9. 6

22 eliminacao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivé um elemento
diferente de zero na 1? coluna n3o nula desta sub-matriz. Escolhemos o elemento 2,3. Como temos
que fazer o pivd igual a 1, multiplicamos a 22 linha por —1/5.

13 -1 5.-7
| —(1/5)x2? linha — 2? linha 00 @O -3 2
00 2 —-6: 4
00 3 -9: 6
Agora, precisamos ‘“zerar’ os outros elementos da 2? coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
adicionamos a 12 linha a 2? , adicionamos a 32 linha, —2 vezes a 2% e a 4? linha, —3 vezes a 2°.
1 3 0 2:-5
00 1 =3 2
000 0: 0
000 0: 0

Esta matriz é escalonada reduzida. Portanto o sistema dado € equivalente ao sistema seguinte

22 linha + 12 linha — 12 linha
—2x%2? linha + 3?2 linha — 32 linha
—3x%x2? linha + 42 linha — 42 linha

r + 3y + 2w = =5
z — 3w = 2.

A matriz deste sistema possui duas colunas sem pivos. As varidveis que nao estao associadas
a pivos podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem assumir valores arbitrarios. Vamos
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considerar as varidveis y e w varidveis livres. Sejam w = « e y = 3. As varidveis associadas aos
pivls terdo os seus valores dependentes das varidveis livres, z = 2+ 3a, x = —5 — 2a — 3. Assim,
a solucdo geral do sistema é

-5 —2a — 30

24+ 3a

x
X = ‘Z = s para todos os valores de v e (3 reais.
w Q@

Exemplo 1.12. Considere o seguinte sistema

r + 3Jy + 13z = 9
y + 5z = 2
—2y — 10z = =8

A sua matriz aumentada é .
» 3 13 9
0 1 5 2
0 -2 -10; -8

1? eliminacao:
Como o pivo da 1? linha € igual a 1 e os outros elementos da 1? coluna s3o iguais a zero, ndo ha
nada o que fazer na 1? eliminacgao.

1 3 13: 9

0 @D 5. 2

0 -2 —10: -8
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2?2 eliminacao:

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivé um elemento n3o
nulo da 1? coluna n3o nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posicdo 2,2. Como ele é igual
a 1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da coluna do pivo. Para isto somamos a 1?2
linha, —3 vezes a 2? e somamos a 3? linha, 2 vezes a 22.

—3x2? linha + 12 linha — 17 linha 10 -2 3
2%2? linha + 3? linha — 3? linha 01 5 2
00 0:—-4

Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
T —2z = 3
y + 5z = 2
0 = —4

que nao possui solucdo. Em geral, um sistema linear ndo tem solucdo se, e somente se, a ultima

linha ndo nula da forma escalonada reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0|0/, ],
/

com b, # 0.

Observacao. Para se encontrar a solucdo de um sistema linear ndo é necessdrio transformar a
matriz aumentada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz esta nesta forma,
o sistema associado é o mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares
consiste em, através da aplicacao de operacdes elementares a matriz aumentada do sistema, se
chegar a uma matriz que é somente escalonada (isto é, uma matriz que satisfaz as condi¢des (a) e
(c), mas n3o necessariamente (b) e (d) da Definicdo 1.6). Este método é conhecido como método
de Gauss.
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Proposicao 1.3. Sejam A uma matrizm xn e B uma matrizm x 1. Se o sistema linear AX = B
possui duas solugées distintas X # X1, entdo ele tem infinitas solugdes.

Demonstracao. Seja
Xy=(1-MNXo+ Xy, paraXeR.

Vamos mostrar que X, € solucdo do sistema AX = B, para qualquer A\ € R. Para isto vamos
mostrar que A X, = B.
Aplicando as propriedades (i), (j) das operagdes matriciais (Teorema 1.1 na pagina 9) obtemos

AX)=A1-NXo+XX1] = A0 - NXo+ ANX; = (1 - NMA X, + A X,
Como X e X; sdo solugdes de A X = B, entdo A Xg= B e AX; = B, portanto
AXy=(1-NB+AB=[1-))+\B=B5,

pela propriedade (f) do Teorema 1.1.

Assim o sistema A X = B tem infinitas solucdes, pois para todo valor de A € R, X, é solucao
e X) — Xy = (A= XN)(X1 — Xp), ou seja, Xy # Xy, para A # X. Observe que para A = 0,
X\ =Xp paraA=1, X, = Xy, para A = 1/2, X, = 1 X+ 5X;, para A = 3, X, = —2X,, +3X,
e para A = —2, X, = 3X, — 2X;. O

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operacdes elementares a matriz aumentada do
sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.
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1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas

Definicao 1.7. Uma matriz A = (@ij)mxn é equivalente por linhas a uma matriz B = (b;;)mxn,
se B pode ser obtida de A aplicando-se uma sequiéncia de operacdes elementares sobre as suas
linhas.

Exemplo 1.13. Observando os Exemplos 1.9, 1.11 e 1.12, vemos que as matrizes

0 0 3—9@6

o 0 5 15 —10 40| —45 L3 B
2 4 1,10 |, 4129 -9 14:-94 | 0 1 5. 2
34011 1 3 1 55_7 0 -2 —-10:-8
sao equivalentes por linhas as matrizes
1001 (1) g ?_gi_g 10 -2 3
010:2], 0 0 0 05 NE 01 5. 21,
00 1:0 00 0 0 0 00 0:—-4

respectivamente. Matrizes estas que s3o escalonadas reduzidas. Cuidado: elas s3o equivalentes
por linhas, nao sao iguais!

A relacao “ser equivalente por linha" satisfaz as seguintes propriedades, cuja verificacdo deixamos
como exercicio para o leitor:
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e Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é equivalente
por linhas a C' (transitividade).

Em geral, qualquer matriz é equivalente por linhas a uma matriz escalonada reduzida e a demons-
tracdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma forma que fizemos no caso particular das matrizes
aumentadas dos Exemplos 1.9, 1.11 e 1.12. Além disso, a forma escalonada reduzida de uma matriz
é Unica, pois se existissem duas, pelas propriedades da equivaléncia por linhas apresentadas acima, as
duas seriam equivalentes por linha, ou seja, poderiamos obter uma da outra aplicando-se opera¢des
elementares. Mas, se aplicarmos qualquer operacao elementar, que modifique uma matriz escalo-
nada reduzida, a matriz obtida ndo serd mais escalonada reduzida. Portanto, a forma escalonada
reduzida é Unica.

Teorema 1.4. Toda matriz A = (aij)mxn € equivalente por linhas a uma tnica matriz escalonada
reduzida R = (1) mxn.

O préximo resultado sera de utilidade no estudo da inversdo de matrizes.

Proposicao 1.5. Seja R uma matriz n X n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,, entdo R
tem uma linha nula.
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Demonstracao. Observe que o pivdé de uma linha ¢ estd sempre numa coluna j com j > .
Portanto, ou a dltima linha de R é nula ou o pivo da linha n estd na posicao n,n. Mas, neste
caso todas as linhas anteriores sao nao nulas e os pivés de cada linha ¢ estd na coluna ¢, ou seja,
R=1,. O

1.2.3 Sistemas Lineares Homogéneos

Um sistema linear da forma

aj1ry + a12xe + e +  apr, = 0
a21r1  + ax2ry + e + agr, = 0

(1.6)
Am1T1 + Qma®s —+ . + ampntn, = 0

é chamado sistema homogéneo. O sistema (1.6) pode ser escrito como A X = 0. Todo sistema

T 0
A . ~ x2 ~ ..
homogéneo admite pelo menos a solugdo X = _ = | . | chamada de solucao trivial.
Ty 0

Portanto, todo sistema homogéneo tem solucao.

Observacao. Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A
do sistema, ja que sob a acdo de uma operacao elementar a coluna de zeros n3o é alterada. Mas, é
preciso ficar atento quando se escreve o sistema linear associado a matriz resultante das operacdes
elementares, para se levar em consideracdo esta coluna de zeros que nao vimos escrevendo.
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Teorema 1.6. Se A = (aij)mxn, € tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem
solugdo diferente da solugdo trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equagdes do que
incégnitas tem infinitas solugdes.

Demonstracdao. Como o sistema tem menos equagdes do que incdgnitas (m < n), o ndmero de
linhas n3o nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema também ¢é tal que
r < n. Assim, temos 7 pivos e n — r incégnitas livres, que podem assumir todos os valores reais.
Logo, o sistema admite solucao nao trivial. O

Exemplo 1.14. O conjunto solugdo de um sistema linear homogéneo satisfaz duas propriedades
interessantes:

(a) Se X e Y sdo solucdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo AX =0 e AY = 0 e portanto
X +Y também é solu¢do pois, A(X +Y) = AX + AY =0+ 0=0;

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o é, pois A(aX) =
aAX = a0 =0.

Portanto, se X e Y sdo solugdes de um sistema homogéneo, entdao X +Y e aX também o s3o. Estas
propriedades ndo sao validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo, considere o sistema linear
AX = B,emque A =[1] e B=/[l]. Asolugdo deste sistema é X = [1]. Mas, X + X =2X =2,
nao é solucao do sistema.
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1.2.4 Matrizes Elementares

Definicao 1.8. Uma matriz elementar n x n é uma matriz obtida da matriz identidade [,
aplicando-se uma, e somente uma, operacao elementar.

Vamos denotar por E;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha 7 com a linha j da matriz
I,,, E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha ¢ da matriz I,, pelo escalar & # 0 e
Ei,j(oz) a matriz elementar obtida da matriz I,,, somando-se a linha j, « vezes a linha 1.

L0 e 0] 10 - - - . 0
0o . )
. 1 . 0
: 0 ... 1 o . 1
By= | . T B = | - o e
1 0 S . 1 .
1
. 0
0 0 (1)_ | 0 0 1
1 0 0]
0
1 i
e Eij(a)= :
a 1 —J
SR
| 0 0 1|
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Exemplo 1.15. As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:

0
E1,2:E2,1:{1 O}’ El(a):{o 1},E2(a):[0 a],coma;«éo,

a 1
[ 1 0 0
) 0 1 0 )
Sejam E; = | LBy = ..., E,= | matrizes m x 1.
0 0 1
As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes E; como
- B _ B -
E;; = : , Eia)= | aE} | <1 e Ej(a)= :
Et | ) : El+aFE! | <]
. Et :
Et ) ) Et

Aplicar uma operacao elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz a esquerda
por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.7. Sejam E uma matriz elementar m x m e A uma matriz qualquer m x n. Entdo,
E A € igual a matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operagcdo elementar que originou E.
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Demonstracao. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA ¢é igual a B; A, em que B;
é a i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.14 na pagina 20) e EfA = A;, em que A; é a linha ¢
da matriz A (Exercicio 1.1.16 (c) na pagina 21), entdo:

[ Bl ] [ A [ AT
1— E; E;-A —j Aj |
I E EIA | A |
| E7, | B} A A, |
[ Bt [ BiA T [ A ]
| Bl | ELA | A
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[ E! i i EtA ] [ A |
71— £} EiA —1 A; —1
. B | ELA | An

0l

Assim, aplicar uma sequiéncia de operacdes elementares em uma matriz, corresponde a multiplicar
a matriz a esquerda por um produto de matrizes elementares.

Exemplo 1.16. Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema do Exemplo 1.9
na pagina 30, aplicamos uma sequéncia de opera¢des elementares na matriz aumentada do sistema.
Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

55 0115
[A|B]=12 41 + 10
34 011
a esquerda pelas matrizes elementares
é 0 0 100 1 00
Ei(1/5)=0 1 0|, Ei20-2)=| -2 1 0], E3-3)= 0 10|,
0 01 0 01 -3 01
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1 00 1 0 0 1 -1 0
E273 == 0 0 ]_ , E273(—2) = 0 ]_ 0 5 E271(—1) - O 1 0 y
010 0 -2 1 0 0 1
ou seja,
1 0 0:1
Es1(—1) Ey3(—2) Eas Ey3(—3) E12(—2) E4(1/5) [A|B]=]0 1 0:2
00 1:0
Exercicios Numéricos (respostas na pagina 244)
1.2.1. Quais das seguintes matrizes estao na forma escalonada reduzida:
10 0 0 3 [0 1 0 0 —4
A=10 0 1 0 —4{, B=|0 01 0 5
| 00 0 1 2 00 0 -1 2
1.0 0 0 3 0 0 0 0 0
00100 0 01 2 —4
¢= 0001 2 b= 0 0 0 1 0
|00 000 | 00 0 0 0

1.2.2. Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando
operac¢oes elementares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspondente.
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()

O = O
_ o O

(b)

cCoo~ OO~
|
oo oo

OO = O

SO OO = W

O O = W

(d)

coo—m o
o~ o
oo o
N e =)
co R~ o
N e =)
O OO v o
|
o w o
o © Ul w

1.2.3. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

ry + )
(a) -7 — 2.732
3[L’1 — 71‘2
21’1 + 21’2
(b) ¢ —2x1 + 5o
81’1 + To
— 2512'2
(c) 3r;1 + 6x9
61‘1 + 61’2

—+ 2%3
+ 31’3
—f- 41’3

—+ 2%3
+ 2.T3
+ 4[)33

+ 3%3
- 3.%3
+ 3ZE3

8
1
10

1.2.4. Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de
Gauss-Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo escalo-
nando a matriz aumentada [A | B | B2 ].

1 — 2?[)2 + r3 = 1 1 — 2372 + r3 = 2
(a) 201 — bxy + a3 = —2; (b) 207 — bry + x3 = —1 .
31’1 — 71’2 -+ 21'3 = -1 31’1 — 733'2 + 2.1'3 = 2
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1 0 5
1.25. Seja A= 1 1 1
0 1 —4

0;

(a) Encontre a solugdo geral do sistema (—415 — A)X

(b) Encontre a solucdo geral do sistema (213 — A)X = 0.

1.2.6. Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema ndo
tem solucdo, tem solucdo tnica e tem infinitas solucdes:

r + 2y — 3z = 4
(@) § 3z — y + bz = 2 ;
4o+ y + (a*—14)z = a+2
r + y + z = 2
(b) ¢ 2z + 3y + 2z =5 :
20 + 3y + (a*—1)z = a+1

1.2.7. Uma industria produz trés produtos, A, B e C, utilizando dois tipos de insumo, X e Y. Para a
manufatura de cada kg de A sdo utilizados 1 grama do insumo X e 2 gramas do insumo Y;
para cada kg de B, 1 grama de insumo X e 1 grama de insumo Y e, para cada kg de C, 1
grama de X e 4 gramas de Y. O preco de venda do kg de cada um dos produtos A, B e C é
R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00, respectivamente. Com a venda de toda a producio de A, B e C
manufaturada com 1 kg de X e 2 kg de Y, essa industria arrecadou R$ 2500,00. Determine
quantos kg de cada um dos produtos A, B e C foram vendidos.

1.2.8. Determine os coeficientes a,b,c e d da fun¢do polinomial p(z) = ax® + bz* + cx + d, cujo
grafico passa pelos pontos P, = (0,10), P, = (1,7), Py = (3, —11) e P, = (4, —14).
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1.2.9. Determine coeficientes a, b e ¢ da equacio do circulo, 22 + y? + ax + by + ¢ = 0, que passa
pelos pontos P, = (—2,7), P, = (—4,5) e P3 = (4,—3).

1.2.10. Encontre condi¢des sobre os b;'s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto €,

tenha solugdo):
rT — 2372 + 5ZL‘3
(a) 4xry — bry + 8ug
—31’1 + 3372 — 31’3

by
by ;
bs

L1
(b) —41'1
—41’1

+
+

21‘2 — r3 = b1
5.’132 + 21’3 = bQ .
71’2 -+ 41’3 = b3
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1.2.11. (Relativo a sub-se¢do 1.2.4) Considere a matriz

o 1 7 8
A= 1 3 3 8
-2 -5 1 -8

Encontre matrizes elementares E, F, G e H tais que R = FFGHA é uma matriz escalonada
reduzida. (Sugestdo: veja o Exemplo 1.16 na pagina 45.)

Exercicios usando o MATLAB
Comandos do MATLAB:

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> expr=subs (expr,x,num) substitui na expressao expr a varidvel x por num.
>> clf limpa a figura ativa.
Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou >> oe(alpha,i,A)faz a operagdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou >> oe(alpha,i,j,A) faz a operagdo elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

>> B=opel(A,i,j) ou >> oe(A,i,j) faz a troca da linha ¢ com a linha j da matriz A e
armazena a matriz resultante em B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena
a matriz resultante na varidvel B.
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>> matvand(P,k) obtem a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1;...;xn] e a
matriz de Vandermonde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].

>> po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1),...,(xk,yk).

>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo dada pela expressdao simbdlica £ no inter-

valo [a,b].

>> plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o grafico da curva dada implicitamente pela expressao
f (x,y)=0 na regido do plano [a,b]x[c,d].

>> eixos desenha os eixos coordenados.

1.2.12. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

(
x

T
X1
31‘1

(a)

\

p
g

2[131

++ o+t

+

. 21’1

1.2.13. Considere a matriz A =

21}2
21’2
2372
69

31’2
61’2

633'2

+

— 3xy + x5 =
r3 — 3x4 + x5 + 26 =
- 3274 + 2.I5 + Tg —
I3 — 91’4 + 4.175 + 3[E6 =
2[E3 + 2[[‘5
51’3 - 21‘4 + 4(135 - 3!136
53 + 1024 + 15z
+ 8xs + 4dxs + 18xg
1 1 1 1
1 3 —2 a
2 2a—2 —a—2 3a-—1
3 a+2 -3 2a+1

O = W N

sistema AX = B, em que B =[4316]", para todos os valores de a.

1.2.14. Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas s3o:

. Determine o conjunto solugdo do
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1.2.15.

1.2.16.

(b)

()
(b)

[1 2 3 1 8

1 3 01 7/1; 1 2 3 0
|10 21 3 1 110
101 3 -3 0 @11 120
0 2 1 =3 3 |; 13320
|1 0 2 -1 -1

Use o comando P=randi(4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatédrias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB para tentar encontrar os coeficientes a,b,c e d da fungdo polinomial
p(x) = az®+br?+ cx+d cujo gréfico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz P.
A matriz A=matvand(P(:,1),3) pode ser (til na solucdo deste problema, assim como
a matriz B=P(:,2). Se n3o conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode n3o ser
possivel?

Desenhe os pontos e o grafico do polinbmio com os comandos
clf,po(P) syms x, plotfl(a*x"3+bxx~2+c*x+d, [-5,5]), em que a,b,c e d sdo os
coeficientes encontrados no item anterior.

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatdrias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB para tentar encontrar os coeficientes a,b,c,d,e e f da conica, curva
de equacdo ax?® + bry + cy? + dx + ey + f = 0, cujo gréfico passa pelos pontos cujas
coordenadas sao dadas pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand(P,2) pode ser
atil na solugdo deste problema. Se n3o conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode
nao ser possivel?
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(c) Desenhe os pontos e a cnica com os comandos
clf,po(P), syms x y, plotci(a*x”2+b*x*xy+c*xy~2+d*xx+exy+f,[-5,5],[-5,5]),
em que a,b,c,d,e e f sdo os coeficientes encontrados no item anterior.
(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

1.2.17. Use o MATLAB e resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.2.3.
Exercicios Tedricos

1.2.18. Suponha que [C' | D] é obtida de [A | B] aplicando-se uma operagdo elementar sobre suas
linhas. Mostre que X é solucdo do sistema linear A X = B se, e somente se, X também ¢
solucdode C X = D,

1.2.19. Mostre que toda operacdo elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada
operacao elementar existe uma outra operacao elementar do mesmo tipo que desfaz o que a
operacdo anterior fez.

1.2.20. Prove que: (a)Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma; (b)Se A é equivalente por
linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A; (c)Se A é equivalente por linhas a B e B
é equivalente por linhas a ', entdo A é equivalente por linhas a C'.

1.2.21. Sejam X, e X, solucdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + X5 é solucio,
para quaisquer escalares « e 3. Mostre que a afirmacdo anterior ndo é verdadeira para sistemas
lineares em geral. (Sugestdo: Ver o Exemplo 1.14.)

1.2.22. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1.

(a) Mostre que se X; é uma solugdo do sistema AX = B e Y7 é uma solugdo do sistema
homogéneo associado AX = 0, entdo X; + Y] é solucdo de AX = B.
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(b) Seja X, solugdo particular do sistema AX = B. Mostre que toda solugdo X do sistema
AX = B, pode ser escrita como X = Xy + Y, em que Y é uma solu¢do do sistema
homogéneo associado, AX = 0. Assim, a soluco geral do sistema AX = B é a soma
de uma solucdo particular de AX = B com a solu¢do geral do sistema homogéneo
associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = X + (X — X;) e mostre que X — X é
solucdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Teste do Capitulo

solucdo, tem solucdo tnica e tem infinitas solucdes:

r + 2y + z = 3
r + Yy - z =
r + y + (¢*=5)z = a

\)

. Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nao tem

Se possivel, encontre os valores de x,y e z tais que:

1 2 3 —40 16 =z 100
2 5 3 13 -5 y|[=]10120
1 0 8 > —2 =z 0 01

Sejam

D:{l 0}' . P:{ cos Sene}'

0 —1 —senf cost

Sabendo-se que A = P!DP, calcule D?, PP! e A2

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:

(a) Se A% = —2A*, entdo (I, + A*) (I, — 2A?) = I,;;
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b) Se A = P!DP, onde D ¢ uma matriz diagonal, entdo Al = A;

d) Se B = AA?, entio B = B'.

(b)
(c) Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
(d)
(e) Se B e A sio tais que A= A" e B = B', entdo C' = AB, é tal que C' = C.
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Capitulo 2

Inversao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Todo niimero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe um niimero b, tal
que ab = ba = 1. Este niimero é tnico e o denotamos por a~!. Apesar da algebra matricial ser
semelhante a dlgebra dos nimeros reais, nem todas as matrizes A ndo nulas possuem inversa, ou
seja, nem sempre existe uma matriz B tal que A B = B A = I,,. De inicio, para que os produtos AB
e BA estejam definidos e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto,
somente as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos niimeros reais, em
que todo niimero nao nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas, muitas ndao possuem

inversa.

57
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Definicao 2.1. Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € invertivel ou ndo singular, se existe uma
matriz B = (b;j)nxn tal que
AB=BA=1,, (2.1)

em que [, é a matriz identidade. A matriz B é chamada de inversa de A. Se A n3o tem inversa,
dizemos que A é singular ou nao invertivel.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes

[ 3] o[ )

A matriz B é a inversa da matriz A, pois AB=BA=1I,.

Teorema 2.1. Se uma matriz A = (a;j)nxn poOSsui inversa, entdo a inversa € tnica.

Demonstracao. Suponhamos que B e C' sejam inversas de A. Entdo, AB = BA=1, = AC =
CA e assim,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C.

O

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~!. Devemos chamar atenc3o para o fato
de que o indice superior —1, aqui, nao significa uma poténcia, tdo pouco uma divisao. Assim como
no caso da transposta, em que A’ significa a transposta de A, aqui, A~! significa a inversa de A.
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2.1.1 Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (a) Se A é invertivel, entdo A~' também o € e

(b) Se A= (a;j)nxn € B = (bij)nxn S0 matrizes invertiveis, entdo AB € invertivel e

(AB) ' =B1'A";

(c) Se A = (aij)nxn € invertivel, entdo A* também é invertivel e

(A = (A7)

Demonstracao. Se queremos mostrar que uma matriz € a inversa de uma outra, temos que mostrar
que os produtos das duas matrizes sdo iguais a matriz identidade.

(a) Uma matriz B é a inversa de A™! se
A'B=BA'=1,.
Mas, como A™! é a inversa de A, entdo
AAT T =ATTA=1T,.

Como a inversa é dnica, entdo B = A é a inversa de A™!, ou seja, (A7!)~! = A.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



60 Inversao de Matrizes e Determinantes

(b) Temos que mostrar que a inversa de AB é B™'A~!, ou seja, mostrar que os produtos
(AB)(B7'A™') e (B"'A7')AB s3o iguais a matriz identidade. Mas,

(AB)(B™'A™) = A(BBHA™' = ALLA™' = AA™" = I,
(B'A"WAB =B YA 'A)B=B'I,B=B'B = I,
(c) Queremos mostrar que a inversa de A® é (A~1)!. Assim,
AA Y = AT A =1 = 1,
(AN)A =AY =1, = I,
U

O teorema seguinte, cuja demonstragdo serd omitida no momento (Subsegdo 2.1.2), garante que
basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se uma matriz é a inversa de
outra.

Teorema 2.3. Sejam A e B matrizes n X n.
(a) Se BA=1,, entdo AB = I,,;
(b) Se AB = 1I,,, entdo BA = I,

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B que é candidata
a inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar se um deles é igual a I,,. O
préoximo exemplo ilustra este fato.
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Exemplo 2.2. Seja A = (a;j)nx, uma matriz tal que A*> = 0 (A pode n3o ser a matriz nula!).
Vamos mostrar que a inversa de I, — A é I, + A + A2 Para provar isto, devemos multiplicar a
matriz I,, — A, pela matriz que possivelmente seja a inversa dela, aqui I + A + A2, e verificar se o
produto das duas € igual a matriz identidade I,,.

(I, —A)Y I, + A+ A = L,(I, + A+ A?) — AL, + A+ A =1, + A+ A2 - A—-A? - A> =1,

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (o) do Teorema 1.1 na pagina 9.

2.1.2 Matrizes Elementares e Inversao

As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversao de matrizes e da solucdo
de sistemas lineares.

Proposicao 2.4. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa é também uma matriz elementar.
Usando a notagao introduzida na pagina 42, temos:

(a) E;j = Eji = Eij;
(b) Ei(a)™' = Ei(1/a), para o # 0,

(c) Eij(a)™! = Eij(—a).

Demonstracao. Seja £ uma matriz elementar. Esta matriz é obtida de /,, aplicando-se uma
operacdo elementar. Seja F' a matriz elementar correspondente a operacdo que transforma E de
volta em [,,. Agora, pelo Teorema 1.7 na pagina 43, temos que F' ' = E F = I,,. Portanto, F' é a
inversa de F. O
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Teorema 2.5. Sejam A e B matrizes n X n. As seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(a) BA=1,.
(b) A matriz A € equivalente por linhas a matriz identidade, I, .

(c) A matriz A é invertivel e B € a sua inversa.

Demonstracido. (a)=(b) Se BA = I,,, entdo o sistema A X = 0 tem somente a soluc3o trivial,
pois X = I, X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz A é equivalente por linhas a
matriz identidade I,,, pois caso contrario a forma escalonada reduzida de A teria uma linha
nula (Proposicdo 1.5 na pégina 39).

(b)=-(c) A matriz A ser equivalente por linhas a [, significa, pelo Teorema 1.7 na pagina 43, que

existem matrizes elementares F1, ..., Ey, tais que
E... 1A = 1, (2.2)
(Ey'. . E;YEy..EByA = E'. B
A = E'EN (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares s3o invertiveis (Proposi¢do 2.4). Portanto,
A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

(c)=(a) Claramente.
U

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



2.1 Matriz Inversa 63

Se A ¢é invertivel, entdo multiplicando-se ambos os membros de (2.2) a direita por A~! obtemos
E....BE,=A"

Assim, a mesma seqiiéncia de operacdes elementares que transforma a matriz A na matriz identidade
I,, transforma também I,, em A~

A demonstracao do Teorema 2.3 na pagina 60, agora, é uma simples consequiéncia do Teorema
anterior.

Demonstracao do Teorema 2.3. Vamos mostrar que se vale uma das relacbes BA = I,, ou
AB = 1,,, entdo A é invertivel e B = A",

(a) Se BA = I, ent3o pelo Teorema 2.5, A é invertivel e B = BI,, = BAA ' =[,A71 = AL

(b) Se AB = I, entdo pelo item anterior B é invertivel e B~' = A. Portanto A é invertivel,
pois A=1I,(B™') e A~ = (B~!)"! = B (Teorema 2.2 (b) e (a) na pagina 59). O

Segue da demonstragdo, do Teorema 2.5 (equagdo (2.3)) o resultado seguinte.

Teorema 2.6. Uma matriz A € invertivel se, e somente se, ela é o produto de matrizes elementares.

Exemplo 2.3. Vamos escrever a matriz A do Exemplo 2.5 na pagina 67 como o produto de matrizes
elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, aplicamos uma seqiiéncia de operacdes
elementares em [ A | I3] até que encontramos a matriz [ 13| A~!]. Como as opera¢des so por linha,
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esta mesma seqliéncia de operacdes elementares transforma A em I,,. Isto corresponde a multiplicar
1 2 3

amatrizA= | 1 1 2 | a esquerda pelas matrizes elementares
01 2
1 00 1 00 1 -2 0
Eis(-1)=1| -1 1 0|, Ey(-1)=]0 -1 0|, Ey:(-2)=|0 1 0],
0 01 0 01 0 01
1 00 1 0 -1 10 0
E273<—1) = 0 ]_ O 5 Eg’l(—l) - O ]_ 0 5 E372(—1) - O 1 —1 y
0 -1 1 00 1 00 1
ou seja,

Es5(—1) Es1(—1) Ey3(—1) Eo1(—2) Ex(—1) E15(—1) A= I;.
Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes obtemos
A — E372(1) Eg’l(l) E2’3<1> E271(2) EQ(—l) El’g(l).

2.1.3 Método para Inversao de Matrizes

A demonstracdo do préximo teorema fornece uma maneira de encontrar a inversa de uma matriz,
se ela existir. O exemplo seguinte faz 0 mesmo no caso particular em que a matriz é 2 x 2.

: a
Exemplo 2.4. Seja A = [ e d

b } Devemos procurar uma matriz B = [ z 3} } tal que AB = I,

ou seja,
ar + bz =
cr + dz =
ay + bw =
cy + dw =

_ o O =
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Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a mesma matriz,
que é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto, basta escalonarmos a matriz

aumentada big
a '1:0

Os dois sistemas tém solugdo Unica se, e somente se, a forma escalonada reduzida da matriz [A | I5 |

1 0:s:t
fordaforma [I2|S] = {0 1 " y
reduzida da matriz A n3o for igual a I,). Neste caso, x = s,z =u ey =t,w = v, ou seja, a matriz

A possuird inversa, A7l = B =5 = [ st ]
u v

(verifique, observando o que acontece se a forma escalonada

Teorema 2.7. Uma matriz A, n X n, € invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a
matriz identidade 1,,.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.3, para verificarmos se uma matriz A, n x n, € invertivel, basta
verificarmos se existe uma matriz B, tal que

AB=1,.
Vamos denotar as colunas de B por X1, Xs,..., X, ouseja, B=[X; ... X, ], em que
T1 T12 Tin
Xo= | = | L x|
Tnl ) Tnn
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Vamos denotar as colunas da matriz identidade I, por F, Es, ..., E,. Desta forma,
1 0 0
0 1 0
El = . 3 E2 = . ) ottty En =
0 0 1

A j-ésima coluna do produto AB ¢é igual a AX, (Exercicio 1.1.14 na pagina 20). Assim,
analisando coluna a coluna a igualdade matricial

AB=1,
vemos que encontrar B é equivalente a resolver n sistemas lineares
AX;=FE; paraj=1...,n

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para isso, formariamos
as matrizes aumentadas [A | Ey], [A | Es),...,[A | E,]. Entretanto, como as matrizes dos sistemas
sdo todas iguais a A, podemos resolver todos os sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

(A| E\Ey...E,] = [A] L.

Transformando [ A | I,,] na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por [ R | S|, vamos
chegar a duas situagbes possiveis: ou a matriz R é a matriz identidade, ou nao é.

e Se R = I, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | [,,] é da forma [, | S]. Se
escrevemos a matriz S em termos das suas colunas S = [S1 Ss ... S, ], entdo as solugBes dos
sistemas AX; = E; sdo X, = S e assim B = S é tal que AB = I, e pelo Teorema 2.3 A
é invertivel.
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e Se R # I,, entdo a matriz A n3o é equivalente por linhas a matriz identidade [,,. Entao, pela
Proposi¢cdo 1.5 na pagina 39 a matriz R tem uma linha nula. O que implica que os sistemas
A X, = E; ndo tenham solugdo tnica. Isto implica que a matriz A ndo tem inversa, pois as
colunas da (dnica) inversa seriam X, para j =1,...n. O

Observacao. Da demonstracdo do Teorema 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se
uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou
seja, escalonamos a matriz [A | [,,] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]|. Se
R = I, entdo a matriz A é invertivel e a inversa A~' = S. Caso contrério, a matriz A n3o é
invertivel. Vejamos os exemplos seguintes.

Exemplo 2.5. Vamos encontrar, se existir, a inversa de

1? eliminacao:
O pivo da 1? linha é igual a 1. Logo, precisamos apenas “zerar’ os outros elementos da coluna do
pivoe. Para isto, somamos a 2° linha, —1 vezes a 1? linha.
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1 2 3: 100
| —1x12 linha + 22 linha — 22 linha 0 -1 -1 -11 0
0 1 2 00 1

2? eliminacao:

Olhamos para a submatriz obtida eliminando-se a 1? linha da matriz. Escolhemos como pivd um
elemento n3o nulo da 12 coluna nao nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posicdo 2,2.
Como temos que “fazé-lo" igual a 1, multiplicamos a 22 linha por —1.

2 31 00

D 1:1 -1 0

1 2:0 01

Precisamos “zerar” os outros elementos da coluna do piv6. Para isto, somamos a 1?2 linha, —2 vezes
a 2? e a 32 linha, somamos —1 vezes a 2°.

|—1x 22 linha — 22 linha

OO =

—2x%x2? linha 4+ 12 linha — 12 linha

1 0 1: -1 20
—1%2? linha 4+ 3?2 linha — 32 linha 0 1
0

1 1 -1 0

0 M -1 1

3?2 eliminacao:

Olhamos para a submatriz obtida eliminando-se as duas primeiras linhas. Escolhemos para pivé um
elemento nao nulo da primeira coluna ndo nula da submatriz. Este elemento é o elemento de posicao
3,3. Como ele é igual a 1, precisamos apenas “zerar” os outros elementos da coluna do pivd. Para
isto, somamos a 1? linha, —1 vezes a 3? linha e somamos a 22 linha, —1 vezes a 32.

—1x3? linha + 12 linha — 12 linha 100 0 1 —1
—1x3? linha + 27 linha — 22 linha 010 2 -2 -1
00 1:=1 1 1
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Assim, a matriz [A | I5] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma [I5 | S], portanto
a matriz A é invertivel e a sua inversa é a matriz .S, ou segja,

0 1 -1
A7l = 2 —2 -1
-1 1 1

Exemplo 2.6. Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz

A:

O =
— =
— N W

Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

123@100
[AlI]=|1 12010
01 1:001

1? eliminacao:
O pivo da 1?2 linha é igual a 1. Logo, precisamos apenas “zerar” os outros elementos da coluna do
pive. Para isto, somamos a 22 linha, —1 vezes a 1? linha.

1231 0
| —1x1? linha + 2 linha — 22 linha 01 1:1 -10
0110 01

2? eliminacao:

Olhamos para a submatriz obtida eliminando-se a 1? linha da matriz. Escolhemos como pivd um
elemento n3o nulo da 1? coluna n3o nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posicdo 2,2.
Como temos que “fazé-lo" igual a 1, multiplicamos a 2? linha por —1.
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1 2 3:1 00

0 @D 1:1 -1 0

0 1 1:0 01

Precisamos ‘“zerar” os outros elementos da coluna do piv6. Para isto, somamos a 1? linha, —2 vezes
a 2? e a 32 linha, somamos —1 vezes a 2°.

‘—1><2‘f‘ linha — 22 linha

—2%2? linha + 12 linha — 12 linha 1 01 —1 2 0
—1x%2? linha + 3?2 linha — 3?2 linha 011 1 -1 0
0 0 0:-1 1 1

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma [R | S], com
R # I3. Assim, a matriz A ndo é equivalente por linhas a matriz identidade e portanto nao é
invertivel.

Se um sistema linear A X = B tem o nimero de equacodes igual ao nimero de incégnitas,
ent3o o conhecimento da inversa da matriz do sistema A~!, reduz o problema de resolver o sistema
a simplesmente fazer um produto de matrizes, como esta enunciado no préximo teorema.

Teorema 2.8. Seja A uma matrizn X n.

(a) O sistema associado AX = B tem solugdo tnica se, e somente se, A € invertivel. Neste caso
a solucdo é X = A~'B;

(b) O sistema homogéneo A X = () tem solucdo ndo trivial se, e somente se, A € singular.
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Demonstracdo. (a) Se amatriz A é invertivel, entdo multiplicando A X = B por A~! a esquerda
em ambos os membros obtemos

AN AX) = A'B
(A'A)X = A'B
I,X = A'B
X = A'B.

Aqui foram usadas as proprideades (h) e (o) do Teorema 1.1 na péagina 9. Portanto, X =
A71B é a lnica solucio do sistema A X = B. Por outro lado, se o sistema A X = B possui
solugdo Unica, entdo a forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema [A | B]
é da forma [R | C], em que R = I,,. Pois a matriz A é quadrada e caso R fosse diferente
da identidade possuiria uma linha de zeros (Proposi¢do 1.5 na pagina 39) o que levaria a que
o sistema A X = B ou ndo tivesse solugdo ou tivesse infinitas solu¢des. Logo, a matriz A é
equivalente por linhas a matriz identidade o que pelo Teorema 2.7 na pagina 65 implica que
A é invertivel.

(b) Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solugdo trivial. Pelo item anterior, esta serd a
tnica solucdo se, e somente se, A é invertivel. OJ

Exemplo 2.7. Suponha que temos um processo em que para uma matriz de saida B, a matriz de
entrada X é obtida pela solucdo do sistema A X = B.

1 2
Se a matriz A é a do Exemplo 2.5 e as matrizes de saidasio B= | 2 | e(C = | =5 | , entdo
3 3
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as matrizes de entrada serao

0o 1 —1 1 -1
X=A"B=| 2 -2 -1 2| =] -5 e
-1 1 1 3 4
0o 1 -1 2 -8
Y=A""C=| 2 -2 -1 -5 |=] 1
-1 1 1 3 —4
Exemplo 2.8 (Interpolacdo Polinomial). Sejam P, = (z1,41),...,Pn = (Zn,ys), com
Z1,...,%T, nimeros distintos. Considere o problema de encontrar um polindmio de grau n — 1

p(z) = aiz"t Fax™ 4.+ ay,

que interpola os dados, no sentido de que p(x;) = y;, para ¢ = 1,...,n. O Exercicio 1.2.8 na
pagina 48 é um caso particular deste problema em que os pontos sdo P; = (0,10), P, = (1,7), P3 =
(3,—11), Py = (4, —14) e o polindmio é de grau 3.

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que
interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no polindmio p(x), obtemos
um sistema linear AX = B, em que

n—1 n—2

aq Y1 xq Ty a1
n—1 n—2

ao Yo T T4 o.oxg 1
X = , B=1" e A= . .
n—1 n—2

an, Un il T, R O |

A matriz A é chamada matriz de Vandermonde. Pelo Teorema 2.8 na pdgina 70, um sistema
de n equacdes e n incognitas AX = B tem solucdo Unica se, e somente se, o sistema homogéneo
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associado, AX = 0, tem somente a solucdo trivial. Vamos mostrar que AX = 0 tem somente a
solucao trivial. X é solucdo do sistema homogéneo se, e somente se, o polindomio de grau n — 1 se
anula em n pontos distintos. O que implica que o polindmio p(x) é o polindmio com todos os seus
coeficientes iguais a zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = 0 tem somente a soluc3o trivial.
Isto prova que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que interpola
n pontos, com abscissas distintas.

Vamos mostrar a reciproca do item (b) do Teorema 2.2 na pégina 59.

Proposicao 2.9. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B s3o invertiveis.

Demonstracdo. Considere o sistema (AB)X = 0. Se B ndo fosse invertivel, ent3o existiria X # 0,
tal que B X = 0 (Teorema 2.8 na pégina 70). Multiplicando-se por A, teriamos AB X = 0, o que,
novamente pelo Teorema 2.8 na péagina 70, contradiz o fato de AB ser invertivel. Portanto, B é
invertivel. Agora, se B e AB sdo invertiveis, entdo A também ¢ invertivel, pois A = (AB)B™1, que
é o produto de duas matrizes invertiveis. O

Exercicios Numéricos (respostas pagina 252)

1
2.1.1. Seja A uma matriz 3 x 3. Suponha que X = | —2 | é solucdo do sistema homogéneo
3
AX = 0. A matriz A é singular ou n3o? Justifique.
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2.1.2. Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:
[1 2 3] [1 2 3]
(@) [ 1 1 2 |; (d |0 2 3];
01 2| |12 4|
(1 2 2 (1 2 3]
(b) {1 3 11|; (e) |1 1 2
|13 2| 0011
[ 1 1 11 (1 1 1
1 -1 2 1 3 1 2
O R O 112 1
1 3 3 2 |59 16
1 10
2.1.3. Encontre todos os valores de a para os quaisamatrizA= | 1 0 0 | tem inversa.
1 2 a
2.1.4. Se
413 2 412 5
A { 13 ¢ P =3 2
encontre (A B)~L.
. 1 2 3 5
2.1.5. Resolva o sistema AX =B, se A~ = 41]¢ B = 3 |-
2.1.6. (Relativo a Subsecdo 2.1.2) Encontre matrizes elementares F, ..., Ej taisque A = E; ... Ey,
para
1 2 3
A=12 1 2
01 2
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2.1.7.

2.1.8.

Exercicios usando o MATLAB

>> M=[A,B] atribui a matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> M=A(:,k:1) atribui a matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da
matriz A.

Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou B=oe(alpha,i,A)faz a operagdo elementar
alpha*linha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou B=oe(alpha,i,j,A) faz a operagio elementar
alpha*linha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena a matriz resultante na
variadvel B.

>> B=opel(A,i,j) ou B=oe(A,i,j) faz a troca da linha ¢« com a linha j da matriz A e
armazena a matriz resultante na variavel B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena
a matriz resultante na varidvel B.
Resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.2 usando o MATLAB.

Exercicios Teoricos

a

c d

1 d —b
Al = .
ad — be { —c a}

Mostre que a matriz A = { ] é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste caso a

inversa é dada por
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2.1.9.

2.1.10.

2.1.11.

2.1.12.

2.1.13.

2.1.14.

(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [A| I3 ].)

Sugestao para os préximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz A é invertivel,
quando temos uma matriz B que é candidata a inversa de A, basta fazer um dos produtos
AB ou BA e verificar se um deles é igual a I,,.

Se A é uma matriz n x n e A¥ =0, para k um inteiro positivo, mostre que

(I, —A) =1+ A+ A4 .+ AL

Seja A uma matriz diagonal, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal s3o iguais a zero
(a;; =0, parai # j). Sea; # 0, parai=1,...,n, mostre que A € invertivel e a sua inversa
é também uma matriz diagonal com elementos na diagonal dados por 1/ay1,1/ass, ..., 1/an,.

Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A+ B e A forem invertiveis, entdo

(A+B)'=A"11,+BA L

Seja J,, a matriz n X n, cujas entradas sdo iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo

1

IL,—J)'=1,—- —

In.

(Sugestdo: Observe que J2 = nJ,.)

Mostre que se B é uma matriz invertivel, entdio AB~! = B~'A se, e somente se, AB = BA.
(Sugestdo: multiplique a equagcdo AB = BA por B71))

Mostre que se A é uma matriz invertivel, entdo A+ B e I,, + BA~! s3o ambas invertiveis ou
ambas n3o invertiveis. (Sugestdo: multiplique A + B por A™1))
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2.1.15. Mostre que se A nao é invertivel, entdo AB também ndo o é.
2.1.16. Mostre que se A e B sdo matrizes n x n, invertiveis, entdo A e B sdo equivalentes por linhas.

2.1.17. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n x m, com n < m. Mostre que AB ndo é
invertivel. (Sugestdo: Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solug3o n3o trivial.)
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2.2 Determinantes

Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz A = [a] definimos o
determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a. Vamos, agora, definir o determinante
de matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 X 2,
associamos um ndmero real, denominado determinante de A, por:

det(A) = det M2 G agy — arpag.
Q21 A22

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o que sao os
menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (a;;)nxn, © menor do elemento a;;, denotado por
A;j, é a submatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna

de A, que tem o seguinte aspecto:

ay; ... o Qip

(0 ... App
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Exemplo 2.9. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

a11 Qa2 13

1 aix aig
A23 = —
azy asz

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)3x3. O cofator do elemento
a;j, denotado por A;;, é definido por

Ay = (1) det(Ay),

ou seja, o cofator A;;, do elemento a;; é igual a mais ou menos o determinante do menor A;;, sendo
0 mais e o menos determinados pela seguinte disposi¢ao:

+ -+

Exemplo 2.10. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

11 a2 13

Q12
a32

A23 = (—1)2+3 det(/igg) = —det

] = a31012 — A11G32

Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

11 a2 13

A:

Q21 d22 Q23 ’
31 dzz G33
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entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 12 linha pelos seus
cofatores.

det(A) = an A+ anAip + aizAss
Q22 A23 21 Q23 Q21 Q22
= dal det — 19 det + a13 det
32 A33 a31 ass a31 a3z
= Q11022033 — A11A32023 — G12021033 — G12031023 T A13021G32 — A13031022-

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o determinante de
matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas de ordem maior. Supondo que
sabemos como calcular o determinante de matrizes (n — 1) X (n — 1) vamos definir o determinante
de matrizes n X n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)nxn. O cofator do
elemento a;;, denotado por A;;, é definido por

Ayy = (=1)"" det(Ay),
ou seja, o cofator A;;, do elemento a;; é igual a mais ou menos o determinante do menor flij, sendo
0 mais e o menos determinados pela seguinte disposicao:
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Definicao 2.2. Seja A = (a;;)nxn. O determinante de A, denotado por det(A), é definido por
det(A) = CLHAH + a12A12 + ...+ alnAln = Z alelj, (24)
j=1

em que A;; = (—1)"7 det fll- é o cofator do elemento a;;. A expressao (2.4) é chamada desen-
J J J

volvimento em cofatores do determinante de A em termos da 12 linha.

Exemplo 2.11. Seja

00 0 -3

A— 1 2 3 4

-1 3 25

21 =20

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

1 2 3
det(A) = 041, + 0412 + 0Ay3 + (—=3)(=1)'""*det(B), emque B=| _] 3 9
2 1 =2

Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,
det(B) = 1By +2Bj2 + 3Bi3
= 1(=1)"det(Byy) 4 2(—1)"*2 det(Byy) + 3(—1)*3 det(Bys)
= detﬁ’ _Z}—zdetl_é _;:|+3det|:_; i’]
= —8—-2(-2)+3(-7)
—25
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Portanto, det(A) = 3det(B) = —75.

Exemplo 2.12. Usando a definicao de determinante, vamos mostrar que o determinante de uma
matriz triangular inferior (isto é, os elementos situados acima da diagonal principal s3o iguais a
zero) é o produto dos elementos da diagonal principal. Vamos mostrar inicialmente para matrizes
3 x 3. Seja

a1y 0 0

az az 0

A:

az1 Aazz2 A3s3
Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

det(A) = aq; det [ azz 0

= a11022G33.
as2 a33]

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior, o
determinante é o produto dos elementos da diagonal principal. Entdao vamos provar que isto também
vale para matrizes n X n. Seja

a1 0 . 0

A= a21  a22 0
: 0
Qn1 QAnp

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

922 0 e e 0
0 :
det(A) = aq; det a?’Q Ga3 = 11G92 - . . pn,
[(07%) e Appy
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pois o determinante acima é de uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior. Em particular, o
determinante da matriz identidade I, é igual a 1 (det(Z,,) = 1).

Teorema 2.10. Seja A = (a;;)nxn €scrita em termos das suas linhas, denotadas por A;, ou seja,
A; = [apai...a;]. Se para algum k, a linha Ay = oX + Y, em que X = [z1...2,],
Y =[yi1...yn] e @ e 3 sdo escalares, entio:

[ Ay 1 [ A ] [ A ]
A Ag A
det | aX +8Y | = adet X + [ det Y
Api1 Apsa Ak
i A, i | A, ] | A,

Aqui, Ak = OKX"—ﬁY = [06.771 +6y1 Oéxn""ﬁyn]

Demonstracao. E facil ver que para matrizes 2 x 2 o resultado é verdadeiro (verifique!). Supondo
que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar para matrizes n X n.
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Sejam
[ Ay i [ A ] [ A ]
Ak—l Ak—l Ak—l
A= | aX+06Y |, B= X e C= Y
Api1 A1 Apa
L A L An L An
Deixamos como exercicio o caso em que k = 1. Suponha que kK = 2,...,n. As matrizes fllj, Blj

e élj s6 diferem na (k — 1)-ésima linha (lembre-se que a primeira linha é retirada!). Além disso,
a (k — 1)-ésima linha de fllj é igual a o vezes a linha correspondente de Blj mais (3 vezes a linha
correspondente de C‘lj (esta é a relagdo que vale para a k-ésima linha de A). Como estamos supondo
o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo det(A;;) = adet(By;) + Bdet(Cy;).
Assim,

n

det(A) = Z<—1)l+ja1j det(Ay;)

j=1
= > (—=D)"ay, [Oé det(Bi;) + 5det(élj)]
j=1
= Z(_1>1+jb1j det(élj) —+ ﬁ Z(—l)lJerlj det(élj)
j=1 j=1
= adet(B)+ fdet(C),
pois a1; = byj = ¢y, para j =1,...,n. O
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Exemplo 2.13. O célculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da seguinte forma:

a 0 0 a 0 0 a 0 0
det b c d =det | b ¢ d|+3det | b ¢ d | =alcg—df)
e+3h f+3c g+3d e f g h ¢ d

Corolario 2.11. Se uma matriz A, n X n, possui uma linha formada inteiramente por zeros, entdo

det(A) = 0.

Demonstracao. Seja A uma matriz que tem uma linha nula. Multiplicando-se a linha nula por
qualquer escalar «, obtemos pelo Teorema 2.10 que det(A) = adet(A), para qualquer escalar «,
ou seja, det(A) = 0. O

Pela definicdo de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o desenvolvimen-
to em cofatores segundo a 1? linha. O préximo resultado, que ndo vamos provar neste momento
(Apéndice Il na pagina 105), afirma que o determinante pode ser calculado fazendo-se o desenvol-
vimento em cofatores segundo qualquer linha.

Teorema 2.12. Seja A uma matrizn x n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o

desenvolvimento em cofatores segundo qualquer linha. Ou seja, parai=1,...,n,
det(A) = aﬂAﬂ + CL,QA@Q 4+ ...+ amAm = Z a,-inj, (25)
j=1

em que A;; = (—1)""7 det(A;;) € o cofator do elemento a;;. A expressio (2.4) é chamada desen-
volvimento em cofatores do determinante de A em termos da i-ésima linha.
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Corolario 2.13. Seja A uma matrizn x n. Se A possui duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.

Demonstracao. O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo que o resultado
seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes
n X n. Suponhamos que as linhas k e [ sejam iguais, para k # [. Desenvolvendo o determinante de
A em termos de uma linha i, com i # k, [, obtemos

n n

det(A) = Z(liinj = Z(_l)“_jaij det(flw)
j=1 j=1
Mas, cada A;; é uma matriz (n—1) x (n—1) com duas linhas iguais. Como estamos supondo que o

resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(A;;) = 0. Isto implica que det(4) =0. O

2.2.1 Propriedades do Determinante

Teorema 2.14. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Se B € obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entdo

det(B) = adet(A);
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(b) Se B resulta de A pela troca da posicio relativa de duas linhas, entdo

det(B) = —det(A);

(c) Se B € obtida de A substituindo a linha i por ela somada a um muiltiplo escalar de uma linha
j, J # 1, entdo
det(B) = det(A);
(d) Os determinantes de A e de sua transposta A' sdo iguals,

det(A) = det(A");

(e) O determinante do produto de A por B é igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B) .

Demonstracao. Vamos demonstrar, agora, apenas os itens (a), (b) e (c) deste teorema.

(a) Segue diretamente do Teorema 2.10 na pagina 83.

(b) Sejam
F AT C AT
Ak Ay
A= : e B= :
Ay Ay,
- An - - An -
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Agora, pelo Teorema 2.10 na péagina 83 e o Corolario 2.13, temos que

Al Al Al Al Al
Ap+ 4 Ag Ag Ay Ay
0 = det : = det : + det : + det : + det :
Ak + Al Ak Al Ak Al
A, | A, | A, | A, | A,

— 0+ det(A) + det(B) + 0.
Portanto, det(A) = — det(B).

(c) Novamente, pelo Teorema 2.10 na pagina 83, temos que

Al Al Al Al
Ap Ap Ap Ap
det : = det : + adet : = det
Al + OéAk Al Ak Al
| AL | An | | An | | An |
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Observacao. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta
(Teorema 2.14 (d)), segue que todas as propriedades que se referem a linhas sdo vélidas com
relacdo as colunas.

Exemplo 2.14. Vamos calcular o determinante da matriz

A:

N W O
— O Ot

1
—6
6

usando operacles elementares para transforma-la numa matriz triangular superior e aplicando o
Teorema 2.14 na pagina 86.

3 6 9
det(A) = —det | 0 1 5 12 linha «—— 22 linha |
2 6 1
(1 -2 3]
= —3det| 0 1 5 1/3x1? linha — 12 linha
2 6 1
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5| |-2x1?linha+3? linha — 3? linha|
0 10 —5
1 -2 3]
= —3det | 0 1 5| |—10x2? linha+3? linha —> 3? linha|
0 0 —55

= (=3)(=55) = 165
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Para se calcular o determinante de uma matriz n X n pela expansao em cofatores, precisamos
fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) X (n — 1), que por sua vez vai
precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo s3o necessérios n! produtos. Para
se calcular o determinante de uma matriz 20 x 20, é necessario se realizar 20! ~ 10'® produtos. Os
computadores pessoais realizam da ordem de 10® produtos por segundo. Portanto, um computador
pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10% anos para calcular o determinante de uma
matriz 20 x 20 usando a expansdo em cofatores. Enquanto, o calculo do determinante pelo método
apresentado no exemplo anterior é necessdrio apenas da ordem de n? produtos para se calcular o
determinante.

O resultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis e os sistemas
lineares homogéneos que possuem solugcao nao trivial.

Teorema 2.15. Seja A uma matriz n X n.
(a) A matriz A € invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstracdo. (a) Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A,

A demonstracdo deste item segue de trés observacgoes:

e Pelo Teorema 2.14 na pégina 86, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

e Pela Proposicao 1.5 da péagina 39, ou R = [,, ou a matriz R tem uma linha nula. Assim,
det(A) # 0 se, e somente se, R = [,,.

e Pelo Teorema 2.7 na pagina 65, R = I, se, e somente se, A é invertivel.
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(b) Pelo Teorema 2.8 na pagina 70, o sistema homogéneo AX = 0 tem solucdo nio trivial se, e
somente se, a matriz A n3o é invertivel. E pelo item anterior, a matriz A é n3o invertivel se,

e somente se, det(A) = 0.
O

Exemplo 2.15. Seja A = (aij)nxn- Vamos mostrar que se A é invertivel, entdo

1
~ det(A)

det(A™1)

Como A A~' = [,,, aplicando-se o determinante a ambos os membros desta igualdade e usando
a propriedade (e) do Teorema 2.14 na pagina 86, obtemos

det(A) det(A™') = det(I,).

Mas, det(I,,) = 1 (Exemplo 2.12 na péagina 82, a matriz identidade também é triangular inferior!).
Logo, det(A™1)

~ det(A)

Exemplo 2.16. Se uma matriz quadrada é tal que A? = A™!, ent3o vamos mostrar que det(A) = 1.
Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade acima, e usando novamente a
propriedade (e) do Teorema 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obtemos

1
 det(A)

(det(A))?

Logo, (det(A))? = 1. Portanto, det(A) = 1.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



92 Inversao de Matrizes e Determinantes

2.2.2 Matrizes Elementares e o Determinante

Relembramos que uma matriz elementar é uma matriz que se obtem aplicando-se uma operacao
elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se os itens (a), (b) e (c) do Teorema 2.14 na
pagina 86 obtemos o resultado seguinte.

Proposicao 2.16. (a) Se E;; € a matriz elementar obtida trocando-se as linhas i e j da matriz
identidade, entdo det(E; ;) = —1.

(b) Se E;(a)) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha i por «,
entdo det(E;(a)) = a.

(c) Se E; j(a) € a matriz elementar obtida da matriz identidade, somando-se a linha j, o vezes a
linha i, entdo det(E; ;(a)) = 1.

Lembramos também que uma matriz é invertivel se, e somente se, ela é o produto de matrizes
elementares (Teorema 2.6 na pagina 63). Além disso, o resultado da aplicacdo de uma operagdo
elementar em uma matriz é o mesmo que multiplicar a matriz a esquerda pela matriz elementar
correspondente. Usando matrizes elementares podemos provar os itens (d) (det(A") = det(A)) e
(e) (det(AB) = det(A) det(B)) do Teorema 2.14 na pagina 86.

Demonstracao dos itens (d) e (e) do Teorema 2.14.
(e) Vamos dividir a demonstra¢do deste item em trés casos:

Caso 1: Se A = E é uma matriz elementar. Este caso segue diretamente da proposicdo anterior e
dos itens (a), (b) e (c) do Teorema 2.14 na pagina 86.
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Caso 2: Se A é invertivel, entdo pelo Teorema 2.6 na pagina 63 ela é o produto de matrizes
elementares, A = F; ... E). Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes, obtemos

det(AB) = det(E)) . ..det(Ey) det(B) = det(E; ... Ex) det(B) = det(A) det(B).
Caso 3: Se A é singular, pela Proposicao 2.9 na pagina 73, AB também é singular. Logo,
det(AB) =0 =0 det(B) = det(A) det(B).
(d) Vamos dividir a demonstragdo deste item em dois casos.

Caso 1: Se A é uma matriz invertivel, pelo Teorema 2.6 na pagina 63 ela é o produto de matrizes
elementares, A = E; ... Ey. E fécil ver que se E' é uma matriz elementar, entdo det(E) = det(E")
(verifique!). Assim,

det(A") = det(EL) ... det(E) = det(Ey) ... det(E)) = det(E; ... Ey) = det(A).

Caso 2: Se A n3o é invertivel, entdo A’ também n3o o é, pois caso contrario, pelo Teorema 2.2 na
pagina 59, também A = (A")" seria invertivel. Assim neste caso, det(A’) = 0 = det(A). O

2.2.3 Matriz Adjunta e Inversao

Vamos definir a adjunta de uma matriz quadrada e em seguida enunciar e provar um teorema sobre a
adjunta que permite provar varios resultados sobre matrizes, entre eles um que fornece uma férmula
para a inversa de uma matriz e também a regra de Cramer. Tanto a adjunta quanto os resultados
que vem a seguir sao de importancia tedrica.
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Definicao 2.3. Seja A uma matriz n x n. Definimos a matriz adjunta (classica) de A, denotada
por adj(A), como a transposta da matriz formada pelos cofatores de A, ou seja,

t
A A ... A A An . Anm
adj(A) _ A.21 A22 o e A.2?’L _ A.12 A22 oo A:)’L2 ’
Al Ane ... A Ay Asn .. Ann
em que, A;; = (—1)" det(flij) é o cofator do elemento a;;, parai,j =1,...,n.
Exemplo 2.17. Seja
12 3
B=|-13 2
2 1 =2
Vamos calcular a adjunta de B.
3 2 -1 2
Bll = (—1)1+1 det |: 1 -9 :| = —8; B12 = (—1)1+2 det |: 9 _9 :| = 2;
-1 3 2 3
B3 = (—1)1+3det{ 5 1 } =—T7; By = (—1)"""det { | _2} =7;
1 3 1 2
Byy = (—1)*"*det { 5 o } = —8; By =(—1)*"det { 5 1 } =3;
2 3 1 3
Bs; = (—1)* det { 3 9 } = —5; By = (—1)*"det { 19 } =-5;
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B33 = (—1)3+3 det |: L2 :| = 5,

Assim, a adjunta de B é

t

-8 2 -7 -8 7 —5
adj(By=| 7 -8 3| =| 2 -8 —5
—5 =5 5 -7 3 5

Na definicido do determinante s3o multiplicados os elementos de uma linha pelos cofatores da
mesma linha. O teorema seguinte diz o que acontece se somamos os produtos dos elementos de
uma linha com os cofatores de outra linha ou se somamos os produtos dos elementos de uma coluna
com os cofatores de outra coluna.

Lema 2.17. Se A é uma matriz n X n, entdo

aklAﬂ + akQAZ‘Q + ...+ a;mAm = 0 sek 7& i,’ (26)
alkAlj + anAgj + ...+ ankAnj = 0 sek 7é j,' (27)
em que, A;; = (—1)" det(A,;) € o cofator do elemento a;j, parai,j =1,...,n.

Demonstracdo. Para demonstrar a equagdo (2.6), definimos a matriz A* como sendo a matriz
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obtida de A substituindo a i-ésima linha de A por sua k-ésima linha, ou seja,

F AT
A

Ak

_An -

—k

A" =

Ay
Ak

Ak

Ay

—k

Assim, A* possui duas linhas iguais e pelo Coroldrio 2.13 na pagina 86, det(A*) = 0. Mas, o
determinante de A* desenvolvido segundo a sua i-ésima linha é exatamente a equagdo (2.6).
A demonstragdo de (2.7) é feita de forma andloga, mas usando o item (d) do Teorema 2.14, ou

seja, que det(A) = det(A").

0l

Teorema 2.18. Se A é uma matriz n X n, entdo

A(adj(4)) = (adj(A))A = det(A) 1,

Demonstracao. O produto da matriz A pela matriz adjunta de A é dada por

11 Q12 Q1n
Qi1 Q42 Qin
[ Gn1 Qn2 Anp

All
A12

Aln

Ajl
Ajg

Ajp

Anl
An2

Ann

Geometria Analitica e Algebra Linear
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O elemento de posi¢do i,j de A adj(A) é
(A adJ(A))U = Z aikAjk = a,-lAjl + a,iQAjg + ... amAjn .
k=1
Pelo Lema 2.17, equagdo (2.6) e do Teorema 2.12 na pagina 85 segue que

(Aadj(A)); = { get(A) 1=

se i #£ 7.
Assim,
det(A) 0 . 0
0 det(A) ... 0
Aadj(A) = _ _ = det(A)I, .
0 0 .. det(A)
Analogamente, usando Lema 2.17, equagdo (2.7), se prova que adj(A) A = det(A)L,. O

Exemplo 2.18. Vamos mostrar que se uma matriz A é singular, entdo adj(A) também é singular.
Vamos separar em dois casos.

(a) Se A =0, entdo adj(A) também é a matriz nula, que é singular.

(b) Se A # 0, ent3o pelo Teorema 2.18 na pégina 96, adj(A) A = 0. Mas, ent3o, se adj(A) fosse
invertivel, entdo A seria igual a matriz nula (por que?), que estamos assumindo n3o ser este
o caso. Portanto, adj(A) tem que ser singular.
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Corolario 2.19. Seja A uma matrizn x n. Se det(A) # 0, entdo

—1 _ . .
Demonstracdo. Se det(A) # 0, entdo definindo B = detl(A) adj(A), pelo Teorema 2.18 temos
que
AB = A( ! dj(A)) ! (A adj(A)) ! det(A), =1
— = — (§] — .
det(A) det(A) Y det(A) n =i

Aqui, usamos a propriedade (j) do Teorema 1.1 na pagina 9. Portanto, A é invertivel e B é a inversa

de A. O
12 3
Exemplo 2.19. Vamos calcular a inversa da matriz do Exemplo 2.11, B= | =1 3 2 A
sua adjunta foi calculada no Exemplo 2.17. Assim, S
1 1 -8 7 =5 8/25 —7/25 1/5
T~ | 2 || e
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Corolario 2.20 (Regra de Cramer). Se o sistema linear AX = B € tal que a matriz A é n X n
e invertivel, entdo a solucdo do sistema é dada por

det(A;) det(Ay) det(A,)
T det(A) 2T det(A) T det(A)
em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, para j =
1,...,n.

T

Demonstracao. Como A ¢é invertivel, pelo Corolario 2.19

1
X=A"'B= dj(A)B.
der(A) )

A entrada x; é dada por

1 det(A,)

= —(Ayibi+ ...+ A b)) = —2
i = Gena) bt Awbn) = G500

em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, para j =
1,...,n e det(A;) foi calculado fazendo o desenvolvimento em cofatores em relagdo a j-ésima
coluna de A;. O

Se a matriz A n3o é invertivel, entdo a regra de Cramer n3o pode ser aplicada. Pode ocorrer
que det(A) = det(A;) =0, para j = 1,...,n e o sistema ndo tenha solugdo (verifique!). A regra
de Cramer tem um valor tedrico, por fornecer uma férmula para a solucdo de um sistema linear,
quando a matriz do sistema é quadrada e invertivel.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 252)

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



100

Inversao de Matrizes e Determinantes

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

2.2.5.

2.2.6.

Se det(A) = —3, encontre
(a) det(A?); (b) det(A3); (c) det(A™Y); (d) det(AY);

Se A e B s3o matrizes n X n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A*B™1).

Seja A = (a;j)3x3 tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:

ajp @iz Q13 + a2 a1 + a2 a1;p — a2 a3
(a) Qo1 Q22 Qo3 + G222 |, (b) Qo1 + Qg2 G21 — Q22 Q23
a3y Gz a3z + 432 a31 + a3z az1 — a3z  A33

Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operacdes elementares
para transforma-las em matrizes triangulares superiores.

1 —2 3 1 21 3 1
5 -9 6 3 101 1
@ | 1 o ¢ ol G 1210
2 8 6 1 012 3

Determine todos os valores de \ para os quais det(A — A\I,,) = 0, em que

01 2 1 0 0
(@) A=|0 0 3 (b)) A=| -1 3 0
1000 3 2 -2
(2 -2 3 (2 2 3
() A=1]0 3 —2 dA=]1 2 1
0 -1 2 2 2 1

Ache os valores de A, para os quais o sistema linear (A — AI,,) X = 0 tem solug¢o nio trivial,
em que
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2.2.7.

2.2.8.

2 00 2 3 0
(a) A=|3 -1 0 b) A=|0 1 0
0 43 (0 0 2
(1 2 3 4 (2 2 3 4
0 -1 3 2 023 2
@A=10 o 3 3 dA=1001 1
(0 0 0 2 (000 1

Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A\ encontrados, encontre a solucao geral
do sistema homogéneo (A — \I,,) X = 0.
Exercicios usando o MATLAB
Comandos do MATLAB:
>> det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL:
>> detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operacdes elementares até que a
matriz esteja na forma triangular superior.
Vamos fazer um experimento no MATLAB para tentar ter uma idéia do qudao comum é
encontrar matrizes invertiveis. No prompt do MATLAB digite a seguinte linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c
(ndo esquega das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB
fazer é o seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir a variavel A, 1000 matrizes 2 x 2 com entradas inteiras aleatdrias entre —5 e 5.
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e Se det(A) # 0, entdo o contador ¢ é acrescido de 1.

e No final o valor existente na varidvel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na variavel c?

2.2.9. O pacote gaal contem alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para deci-
fra-las. Use os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as varidveis correspondentes,
uma mensagem criptografada e a uma chave para decifra-la.
>> menc=lerarq(’mencl’), key=lerarq(’key’)

Aqui sdo lidos os arquivos mencl e key. Para converter a mensagem criptografada e a chave
para matrizes numéricas use os comandos do pacote gaal:

>> y=char2num(menc), M=char2num(key)

A mensagem criptografada, y, foi obtida multiplicando-se a matriz M pela mensagem original
(convertida para nimeros), x. Determine x. Descubra a mensagem usando o comando do
pacote gaal, num2char (x). Decifre as mensagens que estao nos arquivos menc2 e menc3.
Como deve ser a matriz M para que ela possa ser uma matriz chave na criptografia?

2.2.10. Resolva, com o MATLAB, os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 2.2.4.
Exercicios Tedricos

2.2.11. Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B ¢ singular.

2.2.12. O determinante de AB é igual ao determinante de BA? Justifique.

2.2.13. Mostre que se A é uma matriz n3o singular tal que A% = A, entdo det(A) = 1.

2.2.14. Mostre que se A¥ =0, para algum k inteiro positivo, ent3o A é singular.

2.2.15. Mostre que se A = A™1, entdo det(A) = +1;
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2.2.16. Mostre que se v é um escalar e A é uma matriz n X n, entdo det(ad) = a" det(A).
2.2.17. Mostre que A, n x n, é invertivel se, e somente se, A'A € invertivel.

2.2.18. Sejam A e P matrizes n x n, sendo P invertivel. Mostre que det(P~*AP) = det(A).
2.2.19. Mostre que se uma matriz A = (a;;)nx, € triangular superior, (isto é, os elementos situados
abaixo da diagonal sdo iguais a zero) entdo det(A) = aj1a92 . . . Apy.
b . . e
2.2.20. (a) Mostre que se A = J } entdo det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é miiltiplo
escalar da outra. E se A for uma matriz n x n?
(b) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = a Ay + BA,;,
para « e [3 escalares e i # k, [, entdo det(A) = 0.
(c) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = Zk# opAg,
para «v, ..., a4 escalares, entdo det(A) = 0.
2.2.21. Mostre que o determinante de Vandermonde ¢ dado por

2 n—1
1 o =7 ... 2]
1 oxy 22 ... ay!
V., = det o : ZH(%—%‘)‘
Do ; y
2 n—1
1 2, x2 ... x)

A expressao a direita significa o produto de todos os termos x; — x; tais que 1 > j e i,j =
1,...,n. (Sugestdo: Mostre primeiro que V3 = (z3 — x9)(x2 — x1)(x3 — 21). Supondo
que o resultado é verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que
o resultado é verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n. Faca as seguintes
operacdes nas colunas da matriz, —21C;_1 + C; — C;, parai = n,...,2. Obtenha V,, =
(JTn — $1) c. (IQ — ZL‘l)Vn_l.)
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2.2.22.

2.2.23.

2.2.24.

2.2.25.

Sejam A, B e D matrizes p x p, p X (n —p) e (n — p) X (n — p), respectivamente. Mostre
que
A B
det | = = det(A) det(D).
5 D] et

(Sugestdo: O resultado é claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja
verdadeiro para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos
da 1? coluna, escreva o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que
o resultado é verdadeiro para matrizes de ordem n.)

(Relativo a Subse¢do 2.2.3) Mostre, usando determinantes, que a matriz A = [ Z Z } é

invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste caso a inversa é dada por
A1 1 d —b
ad—bc| —¢c a

(Relativo a Subse¢do 2.2.3) Seja A uma matriz n X n.

(a) Prove que det(adj(A)) = [det(A)]""!. (Sugestdo: separe em dois casos, det(A) =0 e
det(A) # 0, e use o Teorema 2.18 na pégina 96.)

(b) Prove que se A é invertivel e n > 2, entdo adj(adj(A)) = det(A)"2A.

(Relativo a sub-se¢do 2.2.3) Dé um exemplo de sistema linear de 3 equagdes e 3 incdgnitas,
AX = B, em que det(A) = det(A;) = det(Ay) = det(A3) = 0 e o sistema ndo tenha
solugdo, em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por
B,paraj=1,...,n.
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Apéndice Il: Demonstracao do Teorema 2.12 na pagina 85

Lema 2.21. Sejam E; = [10...0]", By = [010...0],,...,E, = [0...01]". Se A é uma
matriz n X n, cuja i-ésima linha é igual a E}, para algum k (1 < k <n), entdo

det(A) = (—1)7** det(Ay).

Demonstracdo. E ficil ver que para matrizes 2 X 2 o lema é verdadeiro. Suponha que ele seja
verdadeiro para matrizes (n — 1) X (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes n X n.
Podemos supor que 1 < i < n.

Seja B;j a matriz (n — 2) x (n — 2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as colunas j e
k, paral <j <n.

Para j < k, a matriz A;; é uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha é igual a
E. . Para j >k, a matriz Aj; é uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha é igual a
E}. Como estamos supondo o lema verdadeiro para estas matrizes e como pelo Corolario 2.11 na
pagina 85 det(A;;,) = 0, segue que

i (=1)E=D+E=D det(B;) se j < k,
det(Alj) = 0 se ] = k, (28)
(—=1)E=D+k det(B;) se j > k.

Usando (2.8), obtemos

n

det(A) = Z(—1)1+ja1j det(Ay)

J=1
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n

= > (=1)"ay(=1)VTED det(B +Z 1) ary(=1)" V4 det(B))

i<k >k

Por outro lado, temos que

(_1)l+k det(zzizk) = (_1>Z+k Z(—l)“jmj det + Z 1+ G- 1)(11 det(B )

<k 7>k

E simples a verificacao de que as duas expressoes acima sao iguais. O

Demonstracdo do Teorema 2.12 na pagina 85. Sejam E; = [10... 0], E, = [010 ... 0],

., B, =10... 01]". Observe que a linha i de A pode ser escrita como A; = > 7 a;; E}. Seja B;
a matriz obtida de A substituindo-se a linha 7 por E; Pelo Teorema 2.10 na pagina 83 e o Lema
2.21 segue que

n

det(A) = iazj det(B;) = > (—1)"a;; det(Aj).

J=1
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Teste do Capitulo

1. Calcule o determinante da matriz seguinte usando operagdes elementares para transforma-la
em uma matriz triangular superior.

1 3 97
2 3 2 5
0 3 41
4 6 91
2. Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:
1 0 0 2
01 00
0010
2 0 0 2

3. Encontre todos os valores de A\ para os quais a matriz A — A\, tem inversa, onde

20 00
20 00
A= 1 2 10
3 2 -1 2
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4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:

a) Se A? = —2A% entdo (I + A?)~! =1 — 2A%

b) Se A = —A? e A é n3o singular, entdo determinante de A é -1;
c) Se B=AA'A", entdo det(A) = det(B).
)

(
(
(
(d) det(A+ B) = det A+ det B
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Capitulo 3

Vetores no Plano e no Espaco

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e impulso, para serem completa-
mente identificadas, precisam, além da magnitude, da direcdo e do sentido. Estas grandezas sdo
chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos (de retas) orientados (segmentos
de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espacgo. A ponta da seta do segmento orientado
é chamada ponto final ou extremidade e o outro ponto extremo é chamado de ponto inicial ou
origem do segmento orientado. A direcao e o sentido do segmento orientado identifica a direcao e
o sentido do vetor. O comprimento do segmento orientado representa a magnitude do vetor.

Um vetor poder ser representado por varios segmentos orientados. Este fato é andlogo ao que
ocorre com os nimeros racionais e as fragdes. Duas fragGes representam o mesmo ndmero racional
se o numerador e o denominador de cada uma delas estiverem na mesma proporcdo. Por exemplo,
as fragdes 1/2, 2/4 e 3/6 representam o mesmo nimero racional. De forma andloga, dizemos que
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110 Vetores no Plano e no Espaco

dois segmentos orientados representam o mesmo vetor se possuem o0 mesmo comprimento, a mesma
direcdo e o mesmo sentido. A definicdo de igualdade de vetores também é andloga a igualdade de
ndmeros racionais. Dois niimeros racionais a/b e ¢/d sdo iguais, quando ad = bc. Analogamente,
dizemos que dois vetores s3o iguais se eles possuem o mesmo comprimento, a mesma direcdo e o
mesmo sentido.

Na Figura 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que representam
0 mesmo vetor, ou seja, sdo considerados como vetores iguais, pois possuem a mesma direcdo, mesmo
sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V' é A e o ponto final é B, ent3o escrevemos

. AB B
V =AB
A
3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar
A soma, V + W, de dois vetores V' e IV é determinada da seguinte forma:
e tome um segmento orientado que representa V;

e tome um segmento orientado que representa I, com origem na extremidade de V;

e o vetor V' + W € representado pelo segmento orientado que vai da origem de V' até a extre-
midade de V.

Da Figura 3.2, deduzimos que a soma de vetores é comutativa, ou seja,

VAW =W+V, (3.1)
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3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar 111

para quaisquer vetores V e W. Observamos também que a soma V + W estd na diagonal do
paralelogramo determinado por V' e W, quando estdo representados com a mesma origem.
Da Figura 3.3, deduzimos que a soma de vetores é associativa, ou seja,

V+W+U)=V+W)+U, (3.2)

para quaisquer vetores V', W e U.
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor nulo e

denotado por 0. Segue ent3o, que
V4+0=0+V=V, (33)

para todo vetor V.
Para qualquer vetor V', o simétrico de V/, denotado por —V/, é o vetor que tem mesmo com-
primento, mesma direc3o e sentido contrario ao de V. Segue entdo, que

V+(=V)=0. (3.4)
Definimos a diferenca W menos V/, por
W—-V=W+(-V).
Segue desta defini¢do, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
WAV -W)=V-W)+W=V4(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca V' — W é um vetor que somado a W da V/, portanto ele vai da extremidade de
W até a extremidade de V/, desde que V' e W estejam representados por segmentos orientados com
a mesma origem.

A multiplicacao de um vetor V' por um escalar o, a V, é determinada pelo vetor que possui
as seguintes caracteristicas:
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112 Vetores no Plano e no Espaco

(a) é o vetor nulo,se a =0o0uV = 0,
(b) caso contrario,

(i) tem comprimento |«| vezes o comprimento de V/,
(i) a direcdo é a mesma de V' (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),

(iii) tem o mesmo sentido de V,se a« >0 e
tem o sentido contrdrio ao de V', se o« < 0.

As propriedades da multiplicacdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se W = aV,
dizemos que W é um miultiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores ndo nulos sao paralelos
(ou colineares) se, e somente se, um é um multiplo escalar do outro.

As operacdes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordenadas retan-
gulares. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no plano.

Seja V' um vetor no plano. Definimos as componentes de IV como sendo as coordenadas (vy, v5)
do ponto final do representante de V' que tem ponto inicial na origem. Escrevemos simplesmente

V = (Ul,Ug).

—

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP, que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0). Em termos
das componentes, podemos realizar facilmente as operacbes: soma de vetores e multiplicacao de
vetor por escalar.

e Como ilustrado na Figura 3.8, a soma de dois vetores V' = (vy,v2) e W = (wy,ws) é dada
por

V+W: (’01+U)1,1)2+w2>;
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e Como ilustrado na Figura 3.9, a multiplicagcdo de um vetor V' = (vy,v2) por um escalar a é
dada por

aV = (av,ave).

Definimos as componentes de um vetor no espaco de forma analoga a que fizemos com
vetores no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas retangulares no espaco.
Para isto, escolhemos um ponto como origem O e como eixos coordenados, trés retas orientadas
(com sentido de percurso definido), passando pela origem, perpendiculares entre si. Estes serdo os
eixos 7,y e z. O eixo z é o eixo vertical. Os eixos x e y sdo horizontais e satisfazem a seguinte
propriedade. Suponha que giramos o eixo = pelo menor dngulo até que coincida com o eixo y. Se
os dedos da m3o direita apontam na diregdo do semi-eixo = positivo de forma que o semi-eixo y
positivo esteja do lado da palma da mao, entdo o polegar aponta no sentido do semi-eixo z positivo.
Cada par de eixos determina um plano chamado de plano coordenado. Portanto os trés planos
coordenados sao: xy, yz € xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de nimeros (z,y, z), chamado de coordenadas
do ponto P como segue.

e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e A intersecao do plano paralelo ao plano zy, passando por P, com o eixo z determina a
coordenada z.

e A intersecao do plano paralelo ao plano zz, passando por P, com o eixo y determina a
coordenada y

e A intersecao do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com o eixo x determina a
coordenada .

Alternativamente, podemos encontrar as coordenadas de um ponto P como segue.
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114 Vetores no Plano e no Espaco

e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o ponto P’. As
coordenadas de P’, (z,y), no sistema de coordenadas zy sdo as duas primeiras coordenadas
de P.

e A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP’, se P estiver acima do plano
xy e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se P estiver abaixo do plano

zy.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas também nas
operacgdes de vetores no espaco. Seja V' um vetor no espaco. Como no caso de vetores do pla-
no, definimos as componentes de 1V como sendo as coordenadas (vy,v2,v3) do ponto final do
representante de V' que tem ponto inicial na origem. Escrevemos simplesmente

V = (Ul,vgﬂjg).

—

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor O P que vai da origem
do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0,0). Assim como
fizemos para vetores no plano, para vetores no espaco a soma de vetores e a multiplicacdo de vetor
por escalar podem ser realizadas em termos das componentes.

e Se V = (v1,v9,v3) € W = (wq, wq, w3), entdo a adicdo de V' com W é dada por

V+W: (vl+w1,vg+w2,vg+w3);
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e Se V = (v1,vy,v3) € v é um escalar, entdo a multiplicagdo de V' por « é dada por

aV = (avy,avy, avs).

Exemplo 3.1. Se V = (1,-2,3), W = (2,4, —1), ent3o
V4+W=(1+2,-2+4,3+(-1))=(3,2,2), 3V=(3-1,3(-2),3-3)=(3,-6,9).
Quando um vetor V' estad representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da

origem (Figura 3.13), digamos em P = (x1,yi, 21), € ponto final em Q@ = (22,2, 22), entdo as
componentes do vetor V' sdo dadas por

V =PQ=0Q — OP= (v2 — T1,Y2 — Y1, 22 — 21).

Portanto, as componentes de 1 sdo obtidas subtraindo-se as coordenadas do ponto () (extre-
midade) das do ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.

Exemplo 3.2. As componentes do vetor V' que tem um representante com ponto inicial P =
(5/2,1,2) e ponto final @ = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V =PQ=(0-5/2,5/21,5/2~2) = (~5/2.3/2,1/2).

Observacao. O vetor é “livre”, ele ndo tem posicdo fixa, ao contrario do ponto e do segmento
orientado. Por exemplo, o vetor V' = (—5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por
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116 Vetores no Plano e no Espaco

um segmento orientado com a origem no ponto P = (5/2,1,2). Mas, poderia ser representado por
um segmento orientado cujo ponto inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espago V' = (v1, vz, v3) pode também ser escrito na notagdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

U1
V=1 v ou V:[Ul Vg 'Ug}.
U3

Estas notacbes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

1 w1 V1 + wy V1 vy
V4AW=]wv |+ | w | =] vt+w |, aV=al| v | =] av
U3 Ws Vs + w3 Vg QU3

ou
V+W: [’Ul Vg Vs } —|—|:U)1 Wo W3 } = [vl+w1 V9 + Wo 'U3—|—UJ3 ],
aV:a[vl Vg U3 } = [ av; Qg avg]
produzem os mesmos resultados que as operacoes vetoriais
Vv + W = (1)1,1]2, Ug) + (wl,w2, w;;) = (Ul -+ W1, Vg + Wwa, U3 + ’LU3),
aV = a(vy,ve,v3) = (avy, ave, avs).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e multi-
plicacdo de vetores por escalar.
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Teorema 3.1. Sejam U,V e W vetores e o e 3 escalares. S3o validas as seguintes propriedades:

(a) U+V =V 4+ U; (e) a(pU) = (af)U;

(b)) U+V)+W=U+(V+W), (f) «(U+V)=alU+aV,
(c) U+0="U; (g) (a+ B)U = aU + pU;
(d) U+ (=U)=0; (h) 1U =U.

Demonstracao. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pégina
9). O

Exemplo 3.3. Vamos usar vetores e as suas propriedades para provar um resultado conhecido
de geometria plana. Seja um tridangulo ABC e sejam M e N os pontos médios de AC' e BC,
respectivamente. Vamos provar que M N é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do
comprimento de AB.

Devemos provar que /\
— — M,
MN= - AB . X

Agora, a partir da figura ao lado temos que

N —

MN=MC + CN .
Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entdo

J\T(J:%IO e 67\[:%(,79.
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Logo,

z\ﬁvz%,@%(ﬁ?:%(@+ﬁ3)z AB.

DN =

Exemplo 3.4. Dados quatro pontos A B, C e X tais que AX A AB vamos escrever C’X como
uma soma de muItlpIos escalares de CA e C’B chamada de combinacao linear de CA e CB

Como AX: A AB, entdo os vetores AX e AB s3o paralelos e portanto o ponto X sé pode estar
na reta definida por A e B. Vamos desenhi-lo entre A e B, mas isto n3o vai representar nenhuma

restricao.
O vetor que vai de C' para X, pode ser A

escrito como uma soma de um vetor que
vai de C' para A com um vetor que vai de
A para X,

CX= CA + AX c B
Agora, , por hlpotese AX A AB 0o quein implica que CX CA +A AB
Mas, AB=CB — C’A, portanto CX=CA +)\(C’B CA). Logo,

OX=(1-\) CA+)NCB.

Observe que para A = 0, 67(26’74 para A = 1, CTXzC@ para A = 1/2, C’?(z % 54 + % C%
para A =1/3, CX= % CA —i—% CB.

Exemplo 3.5. Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento que une os

pontos A = (z1,y1,21) € B = (21,ys, 20) é M = (£1f22 di2 2tz
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O ponto M é o ponto médio de AB se, e somente se, AM= % AB. Entdo, aplicando o

exemplo anterior (com o ponto C' sendo a origem O), OM= % OA —|—% OB. Como as coordenadas
de um ponto sdo iguais as componentes do vetor que vai da origem até aquele ponto, segue que

— T+ + z1+ 2
OM= %(5517.@1,21)4‘%(%2,92,22)eM:( - S tn et 2)-

2 72 72

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 256)

3.1.1. Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U).

) 6X — 2Y = U
3.1.2. Determine o vetor X, tal que{3X LY - U+v

3.1.3. Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor
V' = (3,0,—3), sabendo-se que sua origem estd no ponto P = (2,3, —5).
3.1.4. Quais sdo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0, 3) em relacdo ao ponto
M = (1,2,—1)? (Sugestdo: o ponto P’ ¢ tal que o vetor M P'= — MP)
3.1.5. Verifique se os pontos dados a seguir sdo colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta:
(a) A=(5,1,-3), B=1(0,3,4) e C =(0,3,-5);
(b) A=(-1,1,3), B=(4,2,-3) e C = (14,4, —15);

3.1.6. Dados os pontos A = (1,—2,-3), B =(—5,2,—1) e C = (4,0,—1). Determine o ponto D
tal que A, B, C' e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.
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3.1.7. Verifique se o vetor U é combinag3o linear (soma de miiltiplos escalares) de V' e W:

(a) V =(9,—-12,—6),W = (=1,7,1) e U = (-4, —6,2);
(b) V = (5,4,-3),W = (2,1,1) e U = (=3, -4, 1);

Exercicios usando o MATLAB

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas v1, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2, 3);

>> V+W é a soma de V e W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> num*V é o produto do vetor
V pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solucao da equagao expr=0;

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0,0, 0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2. >> tex(P,’texto’) co-
loca o texto no ponto P.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala. >> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura. >> rota faz uma rotacdo em torno do eixo
z. >> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.
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3.1.8. Coloque em duas varidveis V e W dois vetores do plano ou do espaco a seu critério
(a) Use a fungdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.
(b) Coloque em uma varidvel a um nimero e use a fungdo ilav(a,V) para visualizar a
multiplicacdo do vetor V pelo escalar a.
3.1.9. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.3.
Exercicios Tedricos
3.1.10. Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados n3o paralelos de um trapézio
é paralelo as bases, e sua medida é a média aritmética das medidas das bases. (Sugest3o:
mostre que M N= %(AB + DC) e depois conclua que M N é um miiltiplo escalar de AB.
Revise o Exemplo 3.3 na pagina 117)
D c
M, \x
A B
3.1.11. Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestdo: Sejam M
e N os pontos médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor M N= 0,
entdo conclua que M = N.)
3.1.12. Sejam A, B e C pontos quaisquer com A # B. Prove que:
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(a) Um ponto X pertence a reta determinada por A e B se, e somente se,
CX=aCA+pCB, com a+p=1.
(b) Um ponto X pertence ao segmento AB se, e somente se,
CX=aCA+5CB, com a>0,08>0 e a+p=1.
(c) Um ponto X é um ponto interior ao tridngulo ABC' se, e somente se,
CX=aCA+pCB, com a>0 >0 e a+p0f<]l1.

3.1.13. Mostre que se aV =0, entdo a = 0 ou V = 0.
3.1.14. SeaU =aV,entao U=V 7 Esea #07
3.1.15. SeaV =04V, entdioa =02 Ese V #£07?
3.1.16. Mostre que 2V =V + V.
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Figura 3.1: Segmentos orientados representando o mesmo vetor

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



124 Vetores no Plano e no Espaco

W
U
v
)
e\
Figura 3.2: V 4+ W =W +V Figura33: V4+ (W +U)=(V+W)+U
Vow
v v V-w
N W w
- - -

Figura 3.4: A diferenca V — W
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125

3V

-2V

[
<

Figura 3.5: Multiplicacao de vetor por escalar

[

Figura 3.6: As componentes do vetor V/
no plano

Figura 3.7: As coordenadas de P sao

iguais as componentes de OP
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y y
VW
Votw2 oV
wo avy :
v
v2
1%
v2
w2
W
U1 X
X V1 vy
v1 w1 v twi
Figura 3.8: A soma de dois vetores no Figura 3.9: A multiplicagao de vetor por
plano escalar no plano

y X

Figura 3.10: As coordenadas de um ponto no espaco
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Z z
v3 z
e V= (’Ulﬂ’.l__}.i,ll‘}g) . . .P : (x»yyz)
¢ opr

Figura 3.11: As componentes de um vetor Figura 3.12: As coordenadjs de P sao
no espaco iguais as componentes de OP
4
. Q
P

Figura 3.13: V =00 — OP

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



128 Vetores no Plano e no Espaco

3.2 Produtos de Vetores

3.2.1 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V' é definido como sendo o comprimento de qualquer
um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do vetor V' também é chamado
de norma de V' e é denotado(a) por ||V||. Segue do Teorema de Pitdgoras que a norma de um

vetor é dada por
VIl = v/vi + 3,

no caso em que V = (vy,v,) é um vetor no plano, e por

V| = /v + v3 + 03,

no caso em que V' = (v1, v, v3) é um vetor no espago (verifique usando as Figuras 3.14 e 3.15).
Um vetor de norma igual a 1 é chamado de vetor unitario.
A distancia entre dois pontos P = (z1,y1,21) € Q = (22,¥2, 22) é igual a norma do vetor
PQ (Figura 3.13 na péagina 127). Como PQ=0Q — OP= (x3 — x1,Y2 — Y1, 22 — 21), entdo a
distancia de P a () é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = \/(e2 — 1) + (s — 1) + (22 — 21)°.

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (x1,7;) € Q = (z2,y2) no plano ¢ igual a

norma do vetor P(), que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(@2 — 212 + (2 — v1)".
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V = (v1,v2)

v

2

v1

Figura 3.14: A norma de um vetor V' no Figura 3.15: A norma de um vetor V' no
plano espaco

Exemplo 3.6. A norma do vetor V = (1,—-2,3) é

V]| =12+ (—2)2 + 3% = V14,

A distancia entre os pontos P = (2,-3,1) e Q = (—1,4,5) é

dist(P,Q) = | PQ || = [[(~1 — 2,4~ (~3),5 — || = [|(-3,7,4)[| = V(3 + 7 + £ = V/7d.

Se V = (vy1,v2,v3) e @ é um escalar, entdo da definicdo da multiplicagdo de vetor por escalar e
da norma de um vetor segue que

oV || = [[(avr, ave, avs)l| = V/{@ur? + (@wa)? + (avs)? = /a2 (v} + 3 +03).
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ou seja,

oV = Jaf [[V]]. (3.5)

i G

é um vetor unitario na direcdao de V/, pois por (3.5), temos que

Dado um vetor V nao nulo, o vetor

U]l = \||V||=1.

o

Exemplo 3.7. Um vetor unitdrio na diregdo do vetor V' = (1, —2,3) é o vetor

O angulo entre dois vetores n3o nulos, V' e W, é definido pelo angulo 6 determinado por V' e
W que satisfaz 0 < # < 7, quando eles estdo representados com a mesma origem.

Quando o angulo # entre dois vetores V e W é reto (6 = 90°), ou um deles é o vetor nulo,
dizemos que os vetores V' e IV sao ortogonais ou perpendiculares entre si.

Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um escalar. Por isso ele
é chamado produto escalar. Este produto tem aplicacdo, por exemplo, em Fisica: o trabalho
realizado por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo vetor deslocamento, quando a forca
aplicada é constante.
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Figura 3.16: Angulo entre dois vetores

Definicao 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V e W é definido por

0, se V ou W é o vetor nulo,
I|V|| [[W]| cos@,  caso contrario,

v ={

em que 6 é o angulo entre eles.

Quando os vetores sdo dados em termos das suas componentes ndo sabemos diretamente o
angulo entre eles. Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto escalar que ndo necessite

do angulo entre os vetores.
Se V e W sdo dois vetores n3o nulos e # é o angulo entre eles, ent3o pela lei dos cossenos,

1V =W =[IVI* +[[W]* = 20[V][ [[W]] cos .
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Figura 3.17: Angulo entre dois vetores e a diferenca entre eles

Assim, .
VW= |[VI[[[Wlcost = 5 (IVIP+ WP =V = W[]). (3.6)

Ja temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende diretamente do angulo
entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6) obtemos uma expressdo mais simples
para o calculo do produto interno.

Por exemplo, se V = (v, v2,v3) e W = (wy, we, w3) sdo vetores no espacgo, entdo substituindo-
se |[[V||? = vi+vi+0, |[[W]]? = w?+wi+wiel||lV-WI|]?= (vi —wi)*+ (v — wa)? + (v3 —w3)?
em (3.6) os termos v? e w? sdo cancelados e obtemos

V-W = V1W1 + vawo + V3Ws3.
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Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vetores é dado por
V- W = vjwi + vows,
se V = (vy,v9) e W = (wy,wy) sdo vetores no plano e como
V- W = vjwy + vows + vsws,

se V = (vy,v9,v3) e W = (wy,wsy, w3) sdo vetores no espago.

Exemplo 3.8. Sejam V' =(0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V' por W é dado por

V-W:vlw1+vgw2+v3w3:O-2+1-2+0-3:2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o angulo entre dois vetores n3o nulos, Ve W. O
cosseno do angulo entre V e W ¢, entao, dado por

cosf= W

IVIHIWI

Se V' e W sdo vetores nao nulos e 0 é o angulo entre eles, entdo
(a) 6 é agudo (0 < 60 < 90°) se, e somente se, V - W > 0,
(b) 6 é reto (6 =90°) se, e somentese, V-W =0e

(c) 6 é obtuso (90° < § < 180°) se, e somente se, V - W < 0.
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Exemplo 3.9. Vamos determinar o angulo entre uma diagonal de um cubo e uma de suas arestas.
Sejam Vi = (1,0,0),V2 = (0,1,0) e V3 = (0,0,1) (Figura 3.18). Uma diagonal do cubo é
representada pelo vetor D dado por

D=Vi+Vo+V3=(1,1,1).

Entdo o angulo entre D e V; satisfaz

D -V 1.1+01+0.1 1

DI~ VET s )(VEL R+ V3

cosf =

ou seja,

0 = arccos(—=) ~ 54°.

€
V3

Teorema 3.3. Sejam U,V e W vetores e a um escalar. Sao validas as seguintes propriedades:
(a) (comutatividade) U -V =V - U ;
(b) (distributividade) U - (V +W)=U -V +U-W;
(c) (associatividade) a(U - V) = (aU) -V =U - (aV),
(d) V-V =||V|]>>0, paratodoV eV -V = 0 se, e somente se, V = 0.
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N

(0,0,1)

Figura 3.18: Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas

y

Demonstracao. Sejam U = (uy,ug,uz), V = (v1,v2,v3) € W = (wy, wa, w3).
(a) U -V =wujv; + ugvy + uzvs = vyuy + vaug + vsuz = V - U;

(b) U-(V+W) = (uq, ug, ug)-(v1+wr, vo+ws, v3+ws) = ug (v1+wq ) +ug(vetws)+uz(vs+ws) =
(u1v1 Furwy) 4 (ugva +usws) 4 (uzvs+usws) = (Uyv1 +ugve +uzvs) 4 (U wy +uswy +ugws) =

uv-v+U-W,
(c) a(U-V) = a(ujvy + ugvy + ugvs) = (aug)vy + (qug)ve + (aus)vs = (aU) - V;

(d) V-V =||V]|? é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a zero e é zero
se, e somente se, todas as parcelas s3o iguais a zero. O
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3.2.2 Projecao Ortogonal

Podemos decompor um vetor V' em uma soma de dois vetores, V; e V5, sendo V; na direcao de um
vetor W e V; perpendicular a W (Figura 3.19).

\V N \
Va : v Va

\%1 W Vi w
L » - |

Figura 3.19: Decomposicao de V' em uma soma Vj + V5, em que V; é paralelo a W

O vetor V; é chamado projecao ortogonal de 1V sobre 1 e é denotado por projy, V.

Proposicao 3.4. Seja W um vetor ndo nulo. Entdo, a projecdo ortogonal de um vetor V.em W é

dada por
V-w
projy V = ( ) W
v W12
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Demonstracao. Sejam V; = projyV e Vo = V — projy, V. Como V; é paralelo a W, entdo
Vi =aW. Assim,

V=Vi+Vo=alW +V;.
Multiplicando-se escalarmente V' por W e usando o Teorema 3.3 (d) obtemos

VW =alW|?+ VoW, (3.7)
Mas, V5, é perpendicular a W, entdo V5 - W = 0. Portanto, de (3.7) obtemos

VW
Wi

(67

0l

Exemplo 3.10. Sejam V = (2,—1,3) e W = (4,—1,2). Vamos encontrar dois vetores V; e V,
tais que V =V, + V4, V; é paralelo a W e V5 é perpendicular a W (Figura 3.19). Temos que

V-W=2-44(-1)(-1)+3-2=15

[[W]]? = 4> + (—=1)* + 2> = 21.

VW) 15 20 5 10
Vi=projyV=—2|W=[=)4-1,2)=(=,-2,—
1 Projw (||W||2> (21)( ) ) ) (77 77 7)

20 5 10 6 2 11

‘/QZV_%:<2’_173)_(7’_?77) :(_?a_?a7)
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3.2.3 Produto Vetorial

Vamos, agora, definir um produto entre dois vetores, cujo resultado é um vetor. Por isso, ele é
chamado produto vetorial. Este produto tem aplicacdo, por exemplo, em Fisica: a forca exercida
sobre uma particula carregada mergulhada num campo magnético é o produto vetorial do vetor
velocidade da particula pelo vetor campo magnético, desde que o campo seja constante e a carga
seja unitaria.

iy,
Ch=|W||sens

>

idl

Figura 3.20: Area de um paralelogramo

Definicao 3.2. Sejam V e W dois vetores no espago. Definimos o produto vetorial, V' x W,
como sendo o vetor com as seguintes caracteristicas:
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(a) Tem comprimento dado por
IV > W = [[VI[[IW]|sen,
ou seja, a norma de V x W ¢é igual a area do paralelogramo determinado por V e W.
(b) Tem dire¢do perpendicular a V e a W,
(c) Tem o sentido dado pela regra da mao direita (Figura 3.21): Se o angulo entre V e W é 6,

giramos o vetor V' de um angulo 6 até que coincida com W e acompanhamos este movimento
com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de V' x W.

Figura 3.21: Regra da mao direita
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Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu célculo, mas as propriedades que
apresentaremos a seguir possibilitardo obter uma férmula para o produto vetorial em termos das
componentes dos vetores.

Teorema 3.5. Sejam V,W e U vetores no espaco e o um escalar. S3o validas as seguintes propri-
edades:

(a) VxW = —(W x V), isto € o produto vetorial é anti-comutativo.
(b)) VxW = 0 se, e somente se, V =aW ou W = aV.

(c) V- (VXW)=W- -(VxW)=0.

(d) a(VxW)=(aV)xW =V x (alV).

(e) (V xW)-U > 0 se, e somente se, V., W e U satisfazem a regra da m3o direita, isto €, se
o angulo entre Ve W é 6, giramos o vetor V de um angulo 6 até que coincida com W e
acompanhamos este movimento com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no
sentido de U.

(f) (V. x W) -U]| € igual ao volume do paralelepipedo determinado por V,W e U (Figura 3.22
na pagina 143).

(g) (VxW)-U=V.-(W xU), ou seja, pode-se trocar os sinais x e - em (V x W) -U.

(h) Vx(W+U)=VxW+VxUe(V4+W)xU=VxU+W xU (Distributividade em
relagdo a soma de vetores).
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Demonstracdo. (a) Trocando-se V' por W troca-se o sentido de V' x W (Figura 3.21).

(b) ||V x W|| = 0 se, e somente se, um deles é o vetor nulo ou senf = 0, em que 6 é o angulo
entre V e W, ou seja, V e W sdo paralelos. Assim, V' x W = 0 se, e somente se, V = aW
ou W =aV.

(c) Segue imediatamente da defini¢do do produto vetorial.

(d) Segue facilmente da definicdo do produto vetorial, por isso deixamos como exercicio para o
leitor.

(e) Como vemos na Figura 3.22 V,W e U satisfazem a regra da m3o direita se, e somente se,
0<6<m/20ucosf >0, em que 0 é o angulo entre Vx W e U. Como, (V xW)-U =

|V x W||||U]|| cos 0, entdo V,W e U satisfazem a regra da mio direita se, e somente se,
(V x W)-U > 0.

(f) O volume do paralelepipedo determinado por V, W e U é igual a drea da base vezes a altura,
ou seja, pela definicao do produto vetorial, o volume é dado por

Volume = ||V x W|| h.
Mas, como vemos na Figura 3.22 a altura é h = ||U]||| cos 8|, o que implica que

Volume = ||V x W||||U]||cos 8| = |U - (V x W)].

(g) Como o produto escalar é comutativo, pelo item (f), [(V x W) -U| = |V - (W x U)|. Agora,
pelo item (e), (V xW)-U eV - (W x U) tém o mesmo sinal, pois V,WW e U satisfazem a
regra da mao direita se, e somente se, W, U e V também satisfazem.
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(h) Vamos provar a primeira igualdade e deixamos como exercicio para o leitor a demonstragdo
da segunda. Vamos mostrar que o vetor Y =V x (W +U) =V x W —V x U é o vetor
nulo. Para isso, vamos mostrar que para qualquer vetor X no espago X - Y = 0.

Pela distributividade do produto escalar, Teorema 3.3 item (b) na pagina 134, temos que
X Y=X-Vx(W+U)=X-(VxW)=X-(VxU).
Pelo item (g), temos que

XY = XxV) W+U)—(XxV)-W—-(XxV)-U
= XxV)- W4+U)—(XxV)-W+U)=0

Assim, XY = 0, para todo vetor X, em particular para X =Y, temos que Y-Y = ||Y]|? = 0.
Portanto, Y =0, ouseja, Vx (W +U)=V xW +V x U,
U

Os vetores canoOnicos

i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1)

sdo vetores unitdrios (de norma igual a um) paralelos aos eixos coordenados. Todo vetor V' =

(v1, v9,v3) pode ser escrito em termos de uma soma de mdltiplos escalares de i, j e k (combinagdo
linear), pois

V= (Ul,UQ,Ug) = (U17070) + (07U270) + (0707U3) -
= U1(170,0)+Ug(0,1,0)+U3(0,0,1) =
= U1;+ 'UQ;"_ U3 E (38)
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= [|U]] | cos ]

D
B

Figura 3.22: Volume do paralelepipedo determinado por V', W e U

Da definicdo de produto vetorial podemos obter facilmente as seguintes relacdes:

ixi=0, jxj=0, kxk=0,
ixj=Fk Jxk=1i, kxi=]j
Fxi=—k, kxj=—i, ixk=—J.

Agora, estamos prontos para obter uma férmula que dé o produto vetorial de dois vetores em
termos das sua componentes.
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k
P
X/ \ , ,
Figura 3.23: Vetores i ] ek Figura 3.24: V = V17 + 'z)gj+ 7)3!?,

Teorema 3.6. Sejfam V' = (vy,vq,v3) e W = (wy, ws,ws) vetores no espaco. Entdo, o produto
vetorial V- x W é dado por

V><W=<det{02 s ],—det[vl s },det[vl v2 D (3.9)
Wy W3 wy, Ws w; Wa

Demonstracao. De (3.8) segue que podemos escrever V' = v, i+ vy f+ U3 keW = w1+ u@j’—l—
ws k. Assim, pela distributividade do produto vetorial em relacdo a soma temos que

VW = <U1;+U25+ U3E> X (w1;+ U)gj—i- U)g];)

= vlwl(fx ;) + vlwg(;x 5) -+ vlwg(ZX ];) -+

+v9wq (; X ;) + ,UQ'UJQ(; X j) + Ugwg(j X k’) +
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+U3’LU1<]; X ;) + Ugwg(/; X j) + 1)3?1)3(]2 X E)

= (UQ’LUg — Ugwg);—i— (Ulwg — Ug’wl)j—}— (Ulwg — 'Ugwl)/{?

- det{w v }Z—detl”l o }f—l—det{vl v ]IZ
Wy W3 w1 wWs w1 W2

_ (det[w “ﬂ,_detlvl }dt[ D
Wo W3 w1 W3 wy W2

Para obter as componentes do produto vetorial V' x W podemos proceder como segue:
e Escreva as componentes de V' acima das componentes de W
U1 Vg Vs .
w1 Wy W3 ’
e Para calcular a primeira componente de V' x W, elimine a primeira coluna da matriz acima e
calcule o determinante da sub-matriz resultante. A segunda componente é obtida, eliminando-

se a segunda coluna e calculando-se o determinante da sub-matriz resultante com o sinal
trocado. A terceira é obtida como a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

Exemplo 3.11. Sejam V = (1,2,-2) e W = (3,0, 1).
1 2 =2
3 0 1
2 =2 1 -2 1 2
o= (a2 2] a2} 2]) =m0

Reginaldo J. Santos
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Usando os vetores f, j eko produto vetorial V' x W, pode ser escrito em termos do determinante

simbdlico
i j k vy U3 |~ v v - v v -
VxW=det| v, vy wv3 :det{ 20 ]i—det[ Lo ]j+det[ Lo ]k:
Wo W3 w1 wWs w; W2
wr w2 w3
z
R:(—»l,O_,_2)‘. E
% Q=1(0,4,3)
P:(2,2’0>\;
X y
Figura 3.25: Area do tridngulo PQR
Exemplo 3.12. Vamos calcular a drea do tridngulo determinado pelos pontos P = (2,2,0),Q =

(0,4,3) e R = (—1,0,2) (Figura 3.25). Sejam
V=PQ=(0-2,4—2,3—0)=(-2,2,3)
19 de agosto de 2000
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W =PR=(-1-2,0-2,2—0) = (-3,-2,2).

Ent3o,
15

. 1
V xW =(10,-5,10) e Area= §||V x W|| = 5

3.2.4 Produto Misto

Teorema 3.7. Sejam U,V e W vetores no espaco. Entao,

u;y Uz U3
U-(VxW)=det | vy vy wvs
wp Wy ws

Demonstracao. Sejam U = (uq,uz,u3),V = (v1,v2,v3) € W = (wq, wq, w3). Segue do Teorema
3.2 na pagina 133, do Teorema 3.6 na pagina 144 e da definicio de determinante de uma matriz

que

U-(VxW) = (ula“%Us)-(det[W vs :|7_det|iU1 vs },det[vl vy })
Wy W3 w1 W3 w1 Wy

= uldet{v2 3 }—ugdet{vl s }4—u3det[v1 UQ}
wp w

Wy W3 3 w1, Wae
Uy U2 U3
= det V1 Vg Vg ;
w; W2 w3
O
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O produto U - (V' x W) é chamado de produto misto de U, V e W.

Exemplo 3.13. O produto misto dos vetores U = 2i — j + 3k, V =—i+ 4}+l§ eW =5i4j— 2k
é

U Uz Us 2 —1 3
U-(VxW)=det | v vg w3 [ =det| -1 4 1| =-84.
wp W2 W3 5) 1 -2

Pelo Teorema 3.5 item (f) na pagina 140 o volume de um paralelepipedo determinado por trés
vetores é igual ao valor absoluto do produto misto destes vetores.

Exemplo 3.14. Sejam U = —3i + 2] + 5E,V =i+45 — dke W = 37 + 2k. O volume de um
paralelepipedo com arestas determinadas por U,V e W é dado por

32 5
U-(VxW)|=|det| 1 4 —4 ||=]|—49) =49.
0 3 2

Segue imediatamente do Teorema 3.7 e do Teorema 3.5 item (f) na pagina 140 um critério para
saber se trés vetores sao paralelos a um mesmo plano.

Corolario 3.8. Sejam U,V e W vetores no espaco. Estes vetores sio coplanares (isto €, sdo
paralelos a um mesmo plano) ou dois deles s3o colineares (paralelos) ou um deles é o vetor nulo se,
e somente se,
Uy Uz U
U(VXW):det V1 Vg Vs =0.

w1, Wy W3
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Exemplo 3.15. Vamos verificar que os pontos P = (0,1,1), @ = (1,0,2), R = (1,-2,0)
e S = (—2,2,—2) sdo coplanares, isto é, pertencem a um mesmo plano. Com estes pontos
podemos construir os vetores

PQ=(1-0,0-1,2—1)=(1,-1,1),

PR=(1-0,—2—1,0—1)=(1,-3,-1) e

PS=(-2-0,2—-1,-2—1) = (-2,1,-3)

_— —

Os pontos P, (), R e S pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores P(), PR e

—
PS s3o coplanares. E isto acontece se, e somente se, o produto misto entre eles é zero. Assim,
P.Q), R e S sao coplanares, pois

1 -1 1

PQ-(PRxPS)=det| 1 -3 —1|=o.
2 1 -3

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 256)

3.2.1. Sejam V =i +2j — 3keW = 2+ — 2k. Determine vetores unitarios paralelos aos vetores
@ V+WwW, (b)V-W,; (c)2V —3W.
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3.2.2. Ache o vetor unitario da bissetriz do angulo entre os vetores V' = 25+25'—H§ elW = 65+2;‘—3l§.
(Sugest3o: observe que a soma de dois vetores estd na direcdo da bissetriz se, e somente se, os
dois tiverem o mesmo comprimento. Portanto, tome mudiltiplos escalares de V' e W de forma
que eles tenham o mesmo comprimento e tome o vetor unitdrio na direcdo da soma deles.)

3.2.3. Determine o valor de z para o qual os vetores V = zi + 35 + dke W = 30+ i+ 2k s3o
perpendiculares.

3.2.4. Demonstre que n3o existe z tal que os vetores V = zi + 2j + dke W = zi — 27 + 3k s3o
perpendiculares.

3.2.5. Ache o dngulo entre os seguintes pares de vetores:
(a)2+jej—k (b)i+j+ke—2]—2k (c)3i+3je2i+j—2k

3.2.6. Decomponha W = (—1,—3,2) como a soma de dois vetores W; e Wy, com W, paralelo ao
vetor (0,1, 3) e W, ortogonal a este ltimo. (Sugestdo: revise o Exemplo 3.10 na pagina 137)

3.2.7. Verifique se os seguintes pontos pertencem a um mesmo plano:

(a) A=1(2,2,1),B=(3,1,2),C =(2,3,0) e D =(2,3,2);
(b) A=(2,0,2),B=(3,2,0),C =(0,2,1) e D = (10,-2,1);

Y

3.2.8. Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1,6) e os trés
vértices adjacentes nos pontos B = (4,1,3),C = (1,3,2) e D = (1,2,1).

3.2.9. Calcule a area do paralelogramo em que trés vértices consecutivos sio A = (1,0,1),B =
(2,1,3) e C = (3,2,4).

3.2.10. Calcule a area do tridngulo com vértices A = (1,2,1), B =(3,0,4) e C = (5,1, 3).
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3.2.11.
3.2.12.

3.2.13.

Ache X tal que X x (i + k) =2(i+j — k) e || X]| = V6.

Sabe-se que o vetor X é ortogonal a (1,1,0) ea (—1,0, 1), tem norma /3 e sendo 6 o angulo
entre X e (0,1,0), tem-se cosf > 0. Ache X.

Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) e C = (8,1,—1) sdo vértices de um tridngulo
retangulo. Em qual dos vértices estd o angulo reto?

Exercicios usando o MATLAB

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas v1, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2, 3);

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solu¢do da equagdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> V=randi (1,3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;
>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0,0,0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



152

Vetores no Plano e no Espaco

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.

eixos desenha os eixos coordenados.

box desenha uma caixa em volta da figura.
axiss reescala os eixos com a mesma escala.
rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.
zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

tex (P, ’texto’) coloca o texto no ponto P.

3.2.14. Digite no prompt

demog?21,

(sem a virgula!). Esta fungdo demonstra as fungdes gréficas para vetores.

3.2.15. Coloque em duas varidveis V e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu
critério.

(a) Use a fungdo i1vijk (V) para visualizar o vetor V.como uma soma de mdltiplos escalares

(combinagio linear) dos vetores i, j e k.

(b) Use a fungdo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V' x W.

(c) Use a fung¢do ilproj(W,V) para visualizar a projecdo de V em W.

3.2.16. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos

3.217. Se V- W =V - U, entao W = U?

Geometria Analitica e Algebra Linear
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3.2.18. Mostre que se V' é ortogonal a W; e W5, entdo V' é ortogonal a ay; W7 + axWs.

3.2.19. Demonstre que as diagonais de um losango sdo perpendiculares. (Sugestdo: mostre que
AC - BD= 0, usando o fato de que AB=DC' e || AB || = || BC'||.)

3.2.20. Sejam V um vetor n3o nulo no espacgo e «, 3 e v os angulos que V' forma com os vetores i, j
e k, respectivamente. Demonstre que

cos? o + cos? B+ cos®y = 1.

(Sugestdo: cosa = HV‘\/W cos 3 =

__VvJ V-k )
VI

€ COS = =
RTIIE

3.2.21. Demonstre que, se V' e W sdo vetores quaisquer, entdo:

1
(2) V- W =2 (IV+ W= ||V = W[]");

() [[VIP+ WP =5 (IIV + WI[*+ [V = W[?).

N | —

(Sugestdo:  desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
VWP =V+W)- (V+W)el|V-W[?=(V-W)-(V-W)

3.2.22. Demonstre que se V' e W sdo vetores quaisquer, entdo:

@) V- W <|[VIHWI;

(b) [V + W[ < [[VI[ + [[W]];
(Sugestdo: mostre que ||V +W||> = (V+W) - (V+W) < (||[V]|+||W]])?, usando o
item anterior)
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3.2.23.

3.2.24.

3.2.25.

3.2.26.

3.2.27.

3.2.28.

© [IVI= W] < v =wl
(Sugestdo: defina U =V — W e aplique o item anterior a U e W)

O produto vetorial é associativo? Justifique a sua resposta. (Sugestdo: experimente com os
vetores i, J, k)

Demonstre que se V' e W sdo vetores quaisquer no espago, entao
[V x W< [[V][{[W]].

Se U, V e W sdo vetores no espago, prove que U - (V x W)| < [|U|| |[|[V]| [|W]]. (Sugest3o:
use o Teorema 3.2 na pagina 133 e o exercicio anterior)

Mostre que U - (V x W) =V - (W xU) =W - (U x V). (Sugestdo: use as propriedades do
determinante)

Mostre que

(@) (aUy +BU2) - (VxW)=aU, - (Vx W)+ Uy - (V x W),
(b) U-[(aVi+ Vo) x W] =aU - (Vi x W)+ U - (Vo x W),
(c) U-[Vx (aWy+ W) =aU - (VxWy)+pU - (V x W2).
d)U-(VxW)=U-[(V+aU+ W) x W].

(Sugestdo: use as propriedades dos produtos escalar e vetorial)

Prove a identidade de Lagrange

[V x W = [IVIP[IW]* = (V- W)™
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3.2.29. Mostre que a drea do triangulo com vértices (x;,y;), para ¢ = 1,2,3 é igual a |det(A)|/2, em
que
T oy 1
A = T2 Y2 1
r3 ys 1
(Sugestdo: Marque os pontos Py = (71,y1,1), Po = (¥2,92,1), P35 = (73,93,1) e P| =
(x1,91,0). O volume do paralelepipedo determinado por P;, P, P3 e P| é dado por | P, P|
- PPy, x Py P;|. Mas, a altura deste paralelepipedo é igual a 1. Assim, o seu volume é igual
a drea da base que é o paralelogramo determinado por P;, P, e P3. Observe que OP{, P, P,
e P, P3 sdo paralelos ao plano xy.)
3.2.30. Sejam Uj, U, e U; trés vetores unitdrios mutuamente ortogonais. Se A = [ Uy Uy Us | é

uma matriz 3 X 3 cujas colunas sio os vetores U, U, e Us, entdo A é invertivel e A™1 = A’
(Sugestdo: mostre que A'A = I3.)
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Teste do Capitulo

1. Mostre que os pontos A = (4,0,1), B=(5,1,3), C = (3,2,5), D = (2,1, 3) sdo vértices de
um paralelogramo. Calcule a sua érea.

2. Dado o tridngulo de vértices A = (0,1,—1), B = (=2,0,1) e C' = (1,—2,0), determine a
medida da altura relativa ao lado BC.

3. Sejam U e V vetores no espago, com V' # 0.

(a) Determine o nimero «, tal que U — oV seja ortogonal a V.
(b) Mostre que (U+ V) x (U—-V)=2V xU.

4. Determine x para que A = (z,1,2), B = (2,-2,-3), C = (5,—1,1) e D = (3,—-2,-2)
sejam coplanares.
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Capitulo 4

Retas e Planos

4.1 Equacoes de Retas e Planos

4.1.1 Equacao do Plano

Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano no espaco. No plano, a equacdo de uma
reta é determinada se forem dados sua inclinacdo e um de seus pontos. No espaco, a inclinagdo de
um plano é dada por um vetor perpendicular a ele e a equacdo de um plano é determinada se sao
dados um vetor perpendicular a ele e um de seus pontos.

Proposicao 4.1. A equagdo de um plano m que passa por um ponto Py = (xo, 3o, 20) € € perpen-
dicular ao vetor N = (a,b,c) é
ar+by+cz+d=0, (4.1)

157
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Figura 4.1: Plano perpendicular a N = (a, b, ¢) e que passa por Py = (zo, Yo, 20)

em que d = —(axg+ byo + czo). A equacdo (4.1) é chamada equacao geral do plano 7 e o vetor
N € chamado vetor normal do plano.

—_—

Demonstracdao. Um ponto P = (z,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor PP for
perpendicular ao vetor N, ou seja,
N- PyP=0. (4.2)

—_—

Como, PyP= (x — x0,y — Yo, 2 — 20), @ equagao (4.2) pode ser reescrita como
a(r —xo) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0,

ou seja,
ar + by + cz — (axo + byo + cz9) = 0.
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O
g
g
g
g
g
g
y X y
Figura 4.3: cz = —d Figura 4.4: by = —d
y
Figura 4.5: az+by=—d Figura 4.6: az+cz=—d Figura 4.7: by+cz=—d
Exemplo 4.1. Vamos encontrar a equa¢do do plano m que passa pelo ponto Py = (3,—1,7) e é

perpendicular ao vetor N = (4,2, —5). Da proposi¢do anterior, a equagdo do plano é da forma

ar+by+cz+d=0,
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Figura 4.8: ax +by+cz =0 Figura 4.9: ar+by+cz+d=0
em que os coeficientes de z, y e z s3o as componentes do vetor normal, ou seja, a =4, b =2 e
¢ = —5. Assim, a equacdo de 7 é da forma
dr 4+ 2y —5z+d=0.

Para determinar o coeficiente d, basta usarmos o fato de que Py = (3, —1,7) pertence a . Mas, o
ponto P, pertence a 7 se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacdo de 7, ou seja,

4-342(-1)—-5-7+d=0.
Logo, d = —12 + 2 + 35 = 25. Finalmente, a equag¢ao do plano 7 é
dr +2y —H52+25=0.

No plano, a equagdo de uma reta é determinada se forem dados dois pontos da reta. Analoga-
mente, no espaco, a equacdo de um plano é determinada se sdo dados trés pontos P;, P, e P;3 ndo
colineares (isto €, ndo pertencentes a uma mesma reta). Com os trés pontos podemos “formar” os

vetores P}z e PTPg (Figura 4.10).
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Neste caso temos pelo menos duas maneiras de encontrarmos a equacao do plano. Uma delas

— —
é observando que o produto vetorial PP, x P;P3 é perpendicular ao plano, ou seja, é um vetor
— —_—
normal ao plano. Assim, podemos tomar N =P, P, x P;P;. Desta forma temos um ponto
do plano e um vetor normal ao plano e aplicamos a técnica do exemplo anterior. A outra, é
observando que com um ponto P = (z,y, z) qualquer do plano, temos trés vetores paralelos ao
—

—

plano: PiP= (x — 21,y —y1,2 — 1), P1P» e P P;. Como vimos anteriormente (Corolario 3.8 na
pagina 148), os trés vetores sdo coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles é zero, ou
seja,

. . . r—T Y—Yy1 z2— 2z

P1P< 1P2 X P1P3) = det To — X1 Y — Y1 29— 21 :0, (43)

T3 —T1 Ys— WY 23— 21

. -
em que (T2 — 1,2 — Y1, 22 — 21) =P1Py e (v3 — 21,y3 — Y1, 23 — 21) =P P5. Assim, um ponto
P = (z,y, z) pertence a um plano 7 que passa pelos pontos P; = (z1,y1,21), Po = (22,Y2, 22)
e Py = (x3,y3, 23) (ndo colineares) se, e somente se, a equagdo (4.3) é verdadeira. Isto pode ser
usado para determinar a equacdo de um plano como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 4.2. Vamos encontrar a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos P, = (1,2,—1),

Py, =1(2,3,1) e P; = (3,—1,2). Com os trés pontos podemos “formar”’ os vetores P, P, e P, Ps.
Pelo Corolario 3.8 na pagina 148, um ponto P = (x,y, z) pertence a 7 se, e somente se,

—

Plp( ?PQ XP}g):O
Mas,

—

PlP: (l’— 17y_2’2_ (_1))7
PTPEQ: (]-> 172)7
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AN =P.P> x P Ps

Figura 4.10: Plano que passa por trés pontos

P1P3: (2, —3, 3)
Entdo, a equacgao do plano é
r—1 y—2 241
det 1 1 2 =9z -1)+(y—2)-5(r+1)=9%+y—52—-16=0.
2 -3 3

Alternativamente, podemos encontrar a equa¢do do plano da seguinte forma. O vetor
N =P/P, x PP;= (9,1,—5) é um vetor normal ao plano. Assim, a equa¢do do plano é da
forma

9z 4+y—52+d =0,

em que os coeficientes de x,y e z sao as componentes do vetor N. Para determinar o coeficiente d,
vamos usar o fato de que o ponto P; = (1,2, —1) pertence ao plano w. Mas, o ponto P, pertence
a 7 se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacdo de 7, ou seja,

9-141-2=5-(=1)+d=0.
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Logo, d = —9 — 2 — 5 = —16. Finalmente, a equacao do plano 7 é 9x +y — 52 — 16 = 0.

A equacado do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos, forem dados
um ponto P; e dois vetores paralelos ao plano, V' = (vy,v9,v3) e W = (wy, wy, w3), desde que eles
sejam nao paralelos entre si.

Neste caso temos novamente pelo menos duas maneiras de encontrarmos a equac¢ao do plano.
Uma delas é observando que o vetor N =V x W é um vetor normal ao plano. Desta forma temos
um ponto do plano e um vetor normal ao plano. A outra é observando que temos trés vetores

—

paralelos ao plano: P\ P= (x — x1,y —y1,2 — 2z1), V e W. Como vimos anteriormente (Corolario
3.8 na pégina 148), os trés vetores sdo coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles é
zero, ou seja,

— T—Tr Y—Y 22— 2

P1P . (V X W) = det V1 (%) Vs =0. (44)

w1 W2 ws

Assim, um ponto P = (z,y, z) pertence a um plano 7 que passa pelo ponto P, = (1,y1, 21)
e é paralelo aos vetores V = (v1,vz,v3) e W = (wy, ws, ws) (ndo paralelos) se, e somente se, a
equacgdo (4.4) é verdadeira.

Observacao. Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um
plano é um conjunto de pontos e por outro, os vetores sao “livres”, podem ser “colocados”’ em
qualquer ponto. O correto é dizer que um vetor é paralelo a um plano.

4.1.2 Equacoes da Reta

Vamos supor que uma reta r é paralela a um vetor V' = (a, b, ¢) ndo nulo e que passa por um ponto
—_—

Py = (x0,Y0,20). Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente se, o vetor Py P é paralelo
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—

ao vetor V, isto é, se o vetor Py P é um miltiplo escalar de V/, ou seja,
PP=tV. (4.5)
Em termos de componentes, (4.5) pode ser escrito como
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) = (ta, tb,tc).

Logo, x —xg=ta,y—yo=1tbe z— zy=tc. Isto prova o resultado seguinte.

Proposicao 4.2. As equacées

r = x9+ta
y = Yo+1tb paratodot e R (4.6)
z = zy+tc

sdo de uma reta r que passa por um ponto Py = (x, Yo, 20) € € paralela ao vetor V = (a,b,c). As
equagdes (4.6) sdo chamadas equagdes paramétricas da reta . O vetor V = (a, b, ¢) é chamado
vetor diretor da reta r.

O parametro ¢t pode ser interpretado como o instante de tempo, se o ponto P = (z,y,2)
descreve o movimento de uma particula em movimento retilineo uniforme com vetor velocidade
V = (a,b,c). Observe que para t = 1, P = (z,y,2) = (xo + a,yo + b, 20 + ¢), para t = 2,
P = (x,y,2) = (xo + 2a,yo + 2b, zo + 2¢) e assim por diante.

As equagbes (4.6), podem ser reescritas como (z,y, 2) = (xo + at, yo + bt, 2o + ct).
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V =(a,b,c)

Ps= (x0, %0, 20

y X

Figura 4.11: Reta paralela ao vetor V' = (a, b, ¢)

Observacao. Nao faz sentido dizer que o vetor estd contido na reta. Por um lado, a reta é um
conjunto de pontos e por outro um vetor ndo tem posicdo fixa.

Exemplo 4.3. A reta que passa por Py = (1,2, 3) e é paralela ao vetor V' = (4,5, —7) tem equagdes
paramétricas

r = 1+4t
y = 245t paratodote R
z = 3-Tt

Se todas componentes do vetor diretor da reta r sdo n3o nulos, podemos resolver cada equagdo
em (4.6) para t e igualar os resultados obtendo o que chamamos de equagdes na forma simétrica
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de r:

T—To  Y—Y _ 22— %0

a b c

No Exemplo 4.3 as equag¢bes de r na forma simétrica sao:

/ P=(z,y,2)

/2 = (2,2, 22)

Py = (z1,y1,21)

y X

Figura 4.12: Reta que passa pelos pontos Py = (z1,y1,21) € Po = (%2, 9o, 22)

Exemplo 4.4. Vamos encontrar as equacoes paramétricas da reta r que passa pelos pontos P; =
(2,4,—1) e P, =(5,0,7). O vetor
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é paralelo a 7 e o ponto P, = (2,4, —1) pertence a r. Portanto, as equa¢des paramétricas de r sdo

r = 2+3t
y = 4—4t paratodot e R.
z = —1+8t

Podemos também encontrar a intersecdo da reta r» com os planos coordenados =y, yz e zz. A
equacdo do plano zy é z =0, do plano yz é x = 0 e do plano zz é y = 0. Substituindo z = 0 nas

equacgoes de r, obtemos t = %, xr = % ey = % ou seja, o ponto de intersecao de r com o plano
xy é

(x,y,2) = (19/8,7/2,0).
De forma andloga, encontramos que (z,y,z) = (0, ?, —%) é o ponto de intersecdao de r com o

plano yz e (z,y,z) = (5,0,7) é o ponto de intersecdo de r com o plano zz.

Exemplo 4.5. Vamos encontrar as equacbes paramétricas da reta r, intersecao dos planos

m o dr—y+z =0,
M r+2y—z =1.

Os vetores normais destes planos sdo
Ny =(3,-1,1) e Ny=(1,2,-1).

A reta r estd contida em ambos os planos, portanto é perpendicular a ambos os vetores normais
(Figura 4.13). Assim, a reta r € paralela ao produto vetorial Ny x Ny (Teorema 3.5 (c) na pégina

140).
leNgz(det[_; _H,—detﬁ’ _”,det{g :”):(—1,4,7).
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Figura 4.13: Reta intersecao de dois planos

Assim, V' = N; x Ny = (—1,4,7) é um vetor diretor de r. Agora, precisamos encontrar um ponto
da reta . Este ponto é uma solucdo particular do sistema

3r. — y + z=0
{ r + 2y — z=1 (4.7)

para isto, atribuimos um valor a uma das incégnitas (neste exemplo podemos fazer z = 0) e
resolvemos o sistema obtido, que é de duas equagdes e duas incégnitas

-y + z=0
2 — z=1

Obtemos entdo, y = 1 e z = 1, ou seja, o ponto Py = (0,1,1) é um ponto da reta r, pois é uma
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solugdo particular do sistema (4.7). Assim, as equages paramétricas de r sdo
r = 0+ (1)t = —t
y = 1+ 4t = 1+4t paratodot € R. (4.8)
z = 1+ Tt = 14Tt
Alternativamente, podemos encontrar as equagoes paramétricas de r determinando a solugdo
geral do sistema (4.7). Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (4.7):

@ 2 4]

Vamos escolher para pivé o elemento de posicdo 2 1. Precisamos “coloca-lo” na primeira linha, para
isto, trocamos a 2? linha com a 13.
O 2 -1:1
12 linha +—— 22 linha -
| | 32110
Agora, precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
adicionamos a 22 linha, -3 vezes a 1? linha.

. : . 1 2 -1 1
‘—3*1‘?’ linha 4+ 22 linha — 22 Imha‘ [ 0 _7 4 _3 }
Agora, ja podemos obter facilmente a soluc3o geral do sistema dado, j3 que ele é equivalente ao
sistema
r + 2y — z = 1
{ Ty + 4z = -3

A varidvel z é uma varidvel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos ¢, para t € R
qualquer. Assim, a solu¢do geral do sistema dado é

v = bk
y = 242t paratodoteR. (4.9)
z = 13
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Estas equagdes sdo diferentes das equagdes (4.8), mas representam a mesma reta, pois os vetores
diretores obtidos das duas equagdes sdo paralelos e o ponto Py = (0,1, 1) satisfaz também as
equacdes (4.9). Poderiamos dizer que (4.8) e (4.9) representam retas coincidentes.

4.1.1.
4.1.2.

4.1.3.

4.1.4.

4.1.5.

4.1.6.

4.1.7.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 258)
Ache a equacdo do plano paralelo ao plano 2z —y+5z—3 = 0 e que passa por P = (1, —2,1).

Encontre a equa¢do do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos
r4+2y—324+42=0e22—-y+42—-1=0.

Encontrar a equagdo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e @ = (1,0,1) e é
perpendicular ao plano y = z.

Dadas as retas

5 :5:2 e str—2=y=z,
obtenha uma equacao geral para o plano determinado por r e s.
Sejam P=(4,1,—-1)er: (z,y,2) = (2,4,1) +t(1,—1,2).

(a) Mostre que P & r;

(b) Obtenha uma equag¢&o geral do plano determinado por r e P.

Dados os planos 7y :  —y+2+1=0em: x+y—2—1 =0, determine o plano que
contém 71 N 7y e € ortogonal ao vetor (1,1,1).

Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?
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4.1.8.

4.1.9.

4.1.10.

4.1.11.

4.1.12.

(@) x4+2y—3z2—4=0ex—4y+22+1=0;
(b) 22 —y+4z+3=0e 4z —2y+ 8z =0;
(c)z—y=0ex+2=0.

Encontre as equagdes da reta que passa pelo ponto Q = (1,2,1) e é perpendicular ao plano
r—y+2z—1=0.

Ache a equac¢do da reta que passa pelo ponto P = (1,0, 1) e é paralela aos planos 2z + 3y +
z+1=0exz—-—y+2=0.

Seja r a reta determinada pela intersecdo dos planos x +y —z2=0e 2z —y+32—1=0.
Ache a equagdo do plano que passa por A = (1,0,—1) e contém a reta r.

Sejam r e s retas reversas passando por A = (0,1,0) e B=(1,1,0) e por C' = (—3,1,—4)
e D = (—1,2,—7), respectivamente. Obtenha uma equagdo da reta concorrente com r e s e
paralela ao vetor V' = (1, -5, —1).

(a) Mostre que os planos 2x —y + 2z = 0 e x + 2y — z = 1 se interceptam segundo uma
reta r;

(b) Ache a equagdo da reta que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e intercepta a reta r ortogo-
nalmente.

Exercicios usando o MATLAB

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas v1, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2, 3);

>> V+W é a soma de V e W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> num*V é o produto do vetor
V pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num,) substitui x por num na expressio expr;
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>> solve(expr) determina a solu¢iao da equacao expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> no(V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> 1in(P,V) desenha a reta que passa por P com direcdo V.

>> 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, direcoes V1, V2.
>> plan(P,N) desenha o plano que passa por P com normal N.

>> plan(P1,N1,P2,N2) desenha planos que passam por P1, P2, normais N1, N2.

>> plan(P1,N1,P2,N2,P3,N3) desenha planos que passam por P1, P2 e P3 com normais
N1, N2 e N3.

>> poplan(P1,P2,N2) desenha ponto P1 e plano passando por P2 com normal N2.
>> poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com dire¢ao V2.

>> lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com direcdo V1 e plano passando
por P2 com normal N2.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.
>> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.

4.1.13. Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta funcdo demonstra as fun¢des graficas para
visualizacdo de retas e planos.
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4.1.14. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicio Teorico

4.1.15. Seja ax + by + cz + d = 0 a equagdo de um plano 7 que n3o passa pela origem e corta os
trés eixos.
(a) Determine a intersecdo de m com os eixos;
(b) Se P, = (p1,0,0), P, = (0,ps,0) e P3 = (0,0, p3) sdo as interse¢des de m com os €ixos,
a equacao de m pode ser posta sob a forma

xXr z
—+£—|——:1.
Pr P2 Pp3
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4.2 Angulos e Distancias

4.2.1 Angulos

Angulo entre Retas

Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
(a) As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sio concorrentes;
(b) As retas sdo paralelas (ou coincidentes);
(c) As retas s3o reversas, isto é, ndo sdo paralelas mas também n&o se interceptam.

Se as retas se interceptam, entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo
vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes angulos.

Se as retas 11 e 1y sdo reversas, entdo por um ponto P de ry passa um reta 7, que ¢ paralela a
9. O @ngulo entre 7, e ry é definido como sendo o angulo entre r; e 74 (Figura 4.14).

Se as retas sdo paralelas o angulo entre elas € igual a zero.

Em qualquer dos casos, se V; e V5 sao vetores paralelos a r; e ry respectivamente, entdo o
cosseno do angulo entre elas é

cos(ry,rg) = |cos|,

em que 0 é o angulo entre V; e V5.
Lembrando que da defini¢do de produto escalar (Definicdo 3.1 na pagina 131), podemos encontrar
o cosseno do angulo entre dois vetores, ou seja,

Vi-Vs

cosf) = ————— .
[[Va[[ ][ Val]
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N

T2

rh
Vo
/
0
« 4/%3 y y
T1

Figura 4.14: O Angulo entre duas retas reversas 1 € 79

Isto prova o resultado seguinte.

Proposicao 4.3. Sejam duas retas

r = x1+tag r = Zo+tas
rio: y = y1+1tbh ro : Yo +1by paratodot € R.
2 = xn+ta z = zg+1tcy

<
I

O cosseno do angulo entre ry e o €

V- Vs

cos(ry,r2) = |cosb] = [VAllT[Vall”
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em que ‘/1 = (alablvcl) € ‘/2 = <a27b2702)-

Exemplo 4.6. Encontrar o angulo entre a reta
{ r + vy — 2z + 1 =0
r -

20 — y + =z =0
e a reta
r = 2t
ro y = 1—t paratodoteR.
z = 243t

Vamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta r; é dada como a intersecdo de pois
planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos é paralelo a r;.

Nl - (1717_1>a
Ny = (2,—1,1),

1 -1 1 -1 1 1
V1:N1><N2:(det{_1 1},—det{2 1},det[2 _1]):(0,—3,—3)

é paralelo a r; e Vo = (2,—1,3) é paralelo a ry. Assim,

cos(rry) = Vel 102+ (=9 + (33
S A Y e e e Ve e
-6 1

VIS V14 VT
Portanto, o angulo entre ry e ry é

arccos (—=) ~ 67°.

Sl
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Angulo entre Planos

Sejam 7, e Ty dois planos com vetores normais Ny = (ay, b1, ¢1) € No = (as, b, ¢o), respectivamente.
O angulo entre m; e my é definido como o angulo entre duas retas perpendiculares a eles. Como
toda reta perpendicular a m; tem N; como vetor diretor e toda reta perpendicular a 5 tem Ny
como vetor diretor, entao o cosseno do angulo entre eles é dado por

cos(my, ) = | cos b,

em que 6 é o angulo entre os vetores normais Ny e N, de m; e 7y, respectivamente (Figura 4.15).

N, - N
Portanto, o cosseno do angulo entre m; e my é cos(my, mp) = m O que prova o
1 2

resultado seguinte.

Proposicao 4.4. Sejam dois planos
™ amrx+byt+cz+d =0,
Ty @ Aok +byy+coz+dy =0.
O cosseno do angulo entre 7w e my €

|N1 - No
|| N1[[ || Na||

em que Ny = (ay,b1,¢1) e Ny = (ag, by, ¢o) sdo os vetores normais de my e my, respectivamente.

cos(my, o) =

Dois planos m; e 7y ou sdo paralelos ou se cortam segundo um reta. Eles sdo paralelos se, e
somente se, os vetores normais de m; e 7o, sao paralelos, ou seja, um vetor é um multiplo escalar
do outro. Assim, 7 e 7, sao paralelos se, e somente se, o angulo entre eles é igual a zero.
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Figura 4.15: Angulo entre dois planos

Exemplo 4.7. Determinar o angulo entre os planos cujas equag¢des sao
m: rz+y+z =0,
M x—y—z =0.
Os vetores normais a estes planos sdo os vetores cujas componentes sdo os coeficientes de x, y
e z nas equacoes dos planos, ou seja,

Ny =(1,1,1) e Ny = (1,—1,-1).

Assim, o cosseno do angulo entre m; e my é
[Ny - No 1 1

cos(my, o) = = =—.
(mm2) = TNl = V3. v3 3
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Portanto, o angulo entre eles é
1
arccos (g) ~ 70°.
O proximo exemplo mostra como encontrar a equacao da reta que é perpendicular a duas retas
reversas.

Exemplo 4.8. Achar as equacgdes da reta r que intercepta as retas

r = 1+t
ry o y = 2+3t paratodot e R.
z = 4t
© 1 242
Yy — z
: l="——= .
T2 T + ) 3

e é perpendicular a ambas.
Um ponto qualquer da reta r; é descrito por P,, = (1+t,2+3t,4t) e um ponto qualquer da reta

ro édaforma P, = (—1+s,142s,—2+3s). O vetor P, P.,= (—2+s—t, —14+25—3t, —2+3s—4t)
“liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de r,. Vamos determinar ¢ e s tais que o

vetor P, P,, seja perpendicular ao vetor diretor de 1, Vi = (1,3,4), e ao vetor diretor de 7o,
Vo = (1,2,3), ou seja, temos que resolver o sistema

P.P,-V; = —134+19s—26t = 0

P.P,V, = —10+14s—-19t = 0

A solugdo deste sistema ét = 8/3, s = 13/3. Logo P,, = (11/3,10,32/3) e P,, = (10/3,29/3,11)
e as equacoes paramétricas da reta procurada sao

r = 11/3—t
rsy : y = 10—t para todo t € R.
z = 32/3+t
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4.2.2 Distancias
Distancia de Um Ponto a Um Plano

Sejam Py = (xo, Yo, 20) um ponto qualquer e 7 : az + by + cz +d = 0 um plano. A distancia de
Py a w é definida como sendo a distancia de F, até o ponto de m mais préximo de F.

Dado um ponto P; = (z1,y1,21) de m, podemos decompor o vetor P, P, em duas parcelas,
uma na direcdo do vetor normal de m, N = (a, b, ¢) e outra perpendicular a ele. A componente na

direcdo do vetor N é a projecao ortogonal de P, Py em N. Como vemos na Figura 4.16, a distancia
de Fy a m é igual a norma da projecao, ou seja,

diSt(P(),’YT) = ||pI‘OjN P1P0 || .
Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 136, temos que

PTPO'N N _|P}0'N|
[INT[? NI

|Iprojy Py || = H(

O que prova o resultado seguinte.

Proposicao 4.5. Sejam Py = (¢, yo, 20) um ponto qualquer e  : azx +by+cz+d = 0 um plano.
A distancia de Py a w é

, R PPy -N
dist(Py, m) = ||projy PPy || = W,

em que N = (a,b,c) e P, = (x1,y1,21) € um ponto de m (isto é, um ponto que satisfaz a equacdo
de 7).
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Figura 4.16: Distancia de um ponto Py = (g, %o, 20) @ um plano 7

Exemplo 4.9. Calcular a distancia entre o ponto Py = (1,2, 3) ao plano
Tir—2y+2—1=0.

Fazendo z = 0 e y = 0 na equagdo de 7, obtemos x = 1. Assim, o ponto P; = (1,0, 0) pertence
am.

PiPy=(1—-1,2—0,3—0)=(0,2,3)

N=(1,-21).
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Assim,

diSt(Po,ﬂ') = HpI'OjN P1P0 || =

| PPy Nl J0-1+2(-2)+3-1] [-1] 1

Distancia de Um Ponto a Uma Reta

NI TP+ (—22+12 V6 V6

Sejam Py = (xo, Yo, 20) um ponto qualquer e r uma reta. A distancia de Py a r é definida como a

distancia de F ao ponto de r mais préximo de F.

—

Dado um ponto qualquer P, = (z1,y,2;) de r podemos decompor o vetor P, P, em duas
parcelas, uma na direcdo do vetor diretor V' de r e outra perpendicular a ele. A componente na

direcdo do vetor V' é a projecao ortogonal de P, Fy em V. Como vemos na Figura 4.17,

(dist(Po,))* + ||projy PRy || = || PPy |7,
ou seja,

(dist(Py, 7)) = || PR ||* — [[projy PPy |7

Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 136, temos que

2

— PPy -V (PLPy V)2
||projy P1 Py ||2 = — V|| = ———.
v [[V]]2 [[V]]2

(4.10)

Geometria Analitica e Algebra Linear
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_Po = (20,0, 20)

Cdist(Py,r)

" P = (z1,y1,21) projy PLPy 7] V = (a,b,c)

Figura 4.17: Distancia de um ponto Py = (g, Yo, 20) @ uma reta r

Substituindo esta expressdo em (4.10) e usando a definicdo do produto escalar na pagina 131 e da
norma do produto vetorial na pagina 138 obtemos

(PLPy-V)2 || PRy PV = (PP V)2

) 2 2
(dist(Fo,7))” = || Ak [|” — i V]2
_ LA PIVIE — Il Ay [PV costd
V]2
L PRy PV Psen®e || Py <V
V]2 V][?

Isto prova o resultado seguinte.
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Proposicao 4.6. Sejam Py = (xo, Yo, 20) um ponto qualquer e

r = x1+ta
ro y = Yy +1tb paratodot e R
z = z1+tc
uma reta. A distancia de Py ar é
P_ﬁ xV
dist(Pg,r):—H 1-0 I

V]

em que V = (a,b,c) é um vetor diretor e P; = (1,y1,21) € um ponto da reta r.

Exemplo 4.10. Calcular a distdncia do ponto Py = (1, —1,2) a reta

r = 142t
ro y = —t para todo t € R.
z = 2-—3t

Um vetor diretor da reta 7 é V = (2, —1,—3) e um ponto de r é P, = (1,0,2). Assim,
PiPy=(1—1,-1-0,2—2) = (0,-1,0),
PPy xV = (3,0,2),
| PPy x V|| = VI3 e ||V = VI4.

Portanto,
dist(Py,r) = ————— =/ — .
V]| 14
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Distancia entre Dois Planos

Figura 4.18: Distancia entre dois planos

Sejam dois planos 7; e w5 quaisquer. A distancia entre 7, e 7y é definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de m; e outro de 7.

Se os seus vetores normais nao sdo paralelos, entdo os planos sdo concorrentes e neste caso a
distancia entre eles é zero. Se os seus vetores normais sdo paralelos, entdo os planos sdo paralelos
(ou coincidentes) e a distincia entre 7; e my € igual a distdncia entre um ponto de um deles, por
exemplo P, de 73, e o ponto de 7, mais préximo de P, (Figura 4.18). Mas, esta distancia é igual
a distancia de P, a ;. Vamos ver isto em um exemplo.
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Exemplo 4.11. Os planos 71 : ©+2y —2z—3=0e my : 20 + 4y — 42z — 7 = 0 sdo paralelos,
pois os seus vetores normais N1 = (1,2, —2) e Ny = (2,4, —4) sdo paralelos (um é miltiplo escalar
do outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.

Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendo z = 0 e y = 0 em ambas
as equagdes obtemos 77 = 3 e x5 = 7/2. Assim, P, = (3,0,0) pertence a m; e P, = (7/2,0,0)
pertence a m,. Portanto, pela Proposicao 4.5 temos que

dist(m, m) = dist(my, P) = ||projy, P1P2||:W
1

(7/2-3,0-0,0-0)- (1,2,-2)] [(1/2)-1+0-2+0(-2)] 1

VIZ+ 22+ (—2)2 V9 6

Distancia entre Duas Retas

Sejam 1 e ry duas retas quaisquer. A distancia entre r; e ry é definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de r; e outro de r5.
Para calcular a distancia entre duas retas, vamos dividir em dois casos:

(a) Se os vetores diretores sao paralelos, entdo as retas r; e 75 sdo paralelas (ou coincidentes).
Neste caso, a distancia entre elas é igual a distancia entre um ponto de 75 e a reta ry, ou
vice-versa, entre um ponto de 7 e a reta ro (Figura 4.19). Assim, pela Proposi¢do 4.6 na
pagina 184, temos que

PP, xVi
dist (11, 79) = dist(Py, 73) = W (4.11)
2

em que P, e P, sd3o pontosde r e 5 e V} e V5 sdo vetores diretores de 1 e 79, respectivamente.
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T2 Py
—
B
- S
i
-
SN
R
-8
e
r Pi /projy, PiPs Vi
vy 182 .

Figura 4.19: Distancia entre duas retas paralelas

(b) Se os vetores diretores nao sao paralelos, entdo elas sio reversas ou concorrentes. Os dois

casos podem ser resolvidos da mesma forma. Estas retas definem dois planos paralelos (que
podem ser coincidentes, no caso em que elas sdo concorrentes). Um é o plano que contém 7
e é paralelo a ry, vamos chama-lo de m;. O outro, contém ry e é paralelo a 1, mo. O vetor
N =Vj x V4, é normal (ou perpendicular) a ambos os planos, em que V; e V; sdo os vetores
diretores de r; e ry respectivamente. Assim, a distancia entre as retas é igual a distancia entre
estes dois planos (Figura 4.20), ou seja,

. | | PP, -N| | PP (Vi x Vi
dist(ry, 7o) = dist(my, mo) = dist(my, P) = | |1|]\?|| | — | 1||§/ (><1V|| 2)| (4.12)
1 X Va

em que P, e P, sao pontos de 1 e 5 e V] e V5 sdo vetores diretores de ry e ry, respectivamente.
—

Observe que se as retas sdo concorrentes a distancia entre elas é zero, pois os vetores P Ps,
V1 e V, sdo coplanares e PP - (Vy x V) = 0 (Corolario 3.8 na pagina 148).
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Figura 4.20: Distancia entre duas retas reversas

Exemplo 4.12. Vamos determinar a distancia entre as retas

r—1 y+1 =2-2
4 =2 =6

T

r = 1+2t
ro : y = —t para todo t € R.
z = 2-—3t

As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V; = (4, -2, —6) e Vo = (2, —1, —3) (Exemplo
4.3 na pégina 165) sdo paralelos (um é um mudltiplo escalar do outro, ou ainda as componentes
correspondentes s3o proporcionais). Além disso, o ponto P; = (1,—1,2) pertence a reta ;. Como
dissemos acima, a distancia de 7 a 75 é igual a disténcia entre um ponto de 75 € a reta r (Figura
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4.19). Assim, pela Proposicdo 4.6 na pagina 184, temos que

PP, xVi 13
diSt(Tl,TQ) = diSt(Pl,Tg) = % = ﬁ .
2

As contas sao as mesmas do Exemplo 4.10 na pdgina 184.

Exemplo 4.13. Determinar a distancia entre as retas

r+1 y—1
T =—=12z.
3 2
e
r =t
ro : y = 2t para qualquer t € R.
z = 1—1

As retas 11 e ry s3o paralelas aos vetores V; = (3,2,1) e V5 = (1,2, —1) e passam pelos pontos
P = (-1,1,0) e P, = (0,0,1), respectivamente. As retas ndo sdo paralelas, pois seus vetores
diretores n3o sdo paralelos (observe que a 12 componente de V7 é 3 vezes a 1? componente de V5,
mas as 2?'s componentes s3o iguais). Logo,

PP=(0—(~1),0-1,1-0) = (1, -1,1).
Um vetor perpendicular a ambas as retas é

N =V, xVy=(—4,4,4).
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Este vetor é normal aos planos 7 (que contém 7 e é paralelo a 73) e 73 (que contém 75 e € paralelo
ar1) (veja a Figura 4.20). Assim,

PPy N
diSt(Tla T2> = diSt(’]T177T2) = dist(ﬂ'17 P2> — %
1(—4)+ (~1)-4+1-4] |—4 1

5|

V(—4)2 +42 + 42 43

4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4.

4.2.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 259)

Considere os vetores V = 7 + 37 + 2k, W = 2i — i+ keU=1- 2. Seja m um plano
paralelo aos vetores W e U e r uma reta perpendicular ao plano 7. Ache a projecao ortogonal
do vetor V sobre a reta r, ou seja, a projecao ortogonal de V' sobre o vetor diretor da reta r.

Encontrar o dngulo entre o plano 2z —y+ z = 0 e o plano que passa pelo ponto P = (1,2, 3)
e é perpendicular ao vetor i— 2}+ k.

Seja m o plano que passa pelos pontos A = (1,1,1), B = (1,0,1), C = (1,1,0) e 73 0
plano que passa pelos pontos P = (0,0,1) e @ = (0,0,0) e é paralelo ao vetor i + j. Ache
o angulo entre m; e 7.

Ache uma reta que passa pelo ponto (1, —2,3) e que forma angulos de 45° e 60° com os eixos
T e Yy respectivamente.

Obtenha os vértices B e C' do triangulo equildtero ABC, sendo A = (1,1,0) e sabendo que
o lado BC' esta contido na reta 7 : (x,y,2) =t (0,1, —1). (Sugestdo: Determine os pontos

—

P, da reta r tais que P, A faz angulo de 60° e 120° com o vetor diretor da reta r)
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4.2.6. Seja 7 o plano que passa pela origem e é perpendicular a reta que une os pontos A = (1,0, 0)
e B=(0,1,0). Encontre a distancia do ponto C' = (1,0, 1) ao plano .
4.2.7. Seja r; a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,2,0), e ry a reta
y—3 z—-4
—2="——= .
v 2 3
(a) Encontre as equa¢des da reta perpendicular as retas r e ro;
(b) Calcule a disténcia entre 7, e 5.
4.2.8. Dados A = (0,2,1), r: X = (0,2, —2)+1(1,—1,2), ache os pontos de r que distam /3 de
A. A distancia do ponto A a reta r é maior, menor ou igual a V/3? Por que?
4.2.9. Dada aretar: X = (1,0,0) +¢(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1) e B = (0,0, 1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.
4.2.10. Encontre a equagdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes de A = (1,—1,2) e B =
(4,3,1). Este plano passa pelo ponto médio de AB? Ele é perpendicular ao segmento AB?
4.2.11. Considere as retas (z,y,2) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4,—6). Encontre a
equacao geral do plano que contem estas duas retas.
4.2.12. Ache as equagdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam V/3 do ponto
(1,1,1).
4.2.13. Obtenha uma equag¢ao geral do plano 7, que contém a reta

- r — 2y + 22 =0
"1 3 — 5y + 7z =0

e forma com o plano 7 : © + 2z = 0 um angulo de 60 graus.
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Retas e Planos

4.2.14.

4.2.15.

4.2.16.

4.2.17.

4.2.18.

Obtenha equacdes paramétricas da reta paralela ao plano 7 : z = 0, que dista 3 dele, e é
concorrente com as retas

r: X =(1,-1,-1)+1t(1,2,4)

) T — Yy = 0
5 3z — 22 + 6 = 0

Exercicios usando o MATLAB

Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numeéricos

Exercicios Teoricos

Prove que o lugar geométrico dos pontos do espago que equidistam de dois pontos distintos
A = (z1,y1,21) € B = (23,2, 22) é um plano que passa pelo ponto médio do segmento AB
e é perpendicular a ele. Esse plano é chamado plano mediador do segmento AB.

Mostre que a distancia de um ponto Py = (o, Yo, 20) a um plano 7 : ax +by+cz+d =048

. |(1ZEO + byo + czp + d|

diSt(Po,ﬂ') = \/m

Mostre que a distancia entre dois planos paralelos m; : ax + by +cz +dy = 0 e my :
ar +by+cz+dy =068
|d> — di|

Va2 +i2+2

diSt(T('l, 7T2) =
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4.2.19. Mostre que a distancia entre duas retas ndo paralelas ry : (z,y, z) = (z1+tay, y1+tby, z1+tcy)
ery: (z,y,2) = (x2 + tag, ys + thy, 29 + tey) €

To—T1 Y2—Y1 22— 21
det ay by c1
a2 by Co

Sl o) (o o ]) s (s 2 ])
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4.3 Posicoes Relativas
Posicoes Relativas de Duas Retas

Consideremos duas retas quaisquer 71 : (x,y,2) =OP=0P; +tVy ery : (z,y,2) =OP=0P, +tV5.
Para estudar a posicdo relativa destas retas, vamos dividir em dois casos:

(a) Se os vetores diretores sdao paralelos, entdo as retas sdo paralelas ou coincidentes (Figu-
ra 4.19 na pagina 187). Além de paralelas, elas s3o coincidentes se, e somente se, um ponto

—
de uma reta pertence a outra reta. Portanto, se, e somente se, P, P, ¢ paralelo a V] (e a V4,
pois V; e V5 sdo paralelos).

(b) Se os vetores diretores nao sao paralelos, entdo as retas sdo reversas ou concorrentes
(Figura 4.20 na pagina 188).
(i) Se os vetores P P,, V; e V5 sdo coplanares, ou seja, se Pi P - (V; x V3) = 0 (Corolario
3.8 na pagina 148), entdo as retas sdo concorrentes.

— —

(i) Se os vetores PiP,, V; e V5 ndo sd3o coplanares, ou seja, se PPy, - (V7 x V) # 0
(Corolario 3.8 na pagina 148), entdo as retas sdo reversas.

Posicoes Relativas de Dois Planos

Sejam dois planos m : a1z + by +c1z+dy =0 e my: asr + byy + ¢z + dy = 0 quaisquer.

(a) Se os seus vetores normais Ny = (aq,by,¢1) € Ny = (ag, b, c2) ndo sdo paralelos, entdo os
planos sdo concorrentes (Figura 4.21).
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Figura 4.21: Dois planos que se interceptam Figura 4.22: Dois planos paralelos
segundo uma reta

(b) Se os seus vetores normais s3o paralelos, ou seja, se Ny = [Ny, entdo os planos sdo paralelos
distintos (Figura 4.22) ou coincidentes. Além de paralelos, eles sdo coincidentes se, e somente
se, todo ponto que satisfaz a equacdo de 7y, satisfaz também a equacdo de ms.

Suponha que 7 e w3 sdo coincidentes, com N, = aNq, entdo

s +boy+coz+ds = aayr+abiy+aciz+dy = a(az+by+ci1z)+dy = a(—dy)+dy = 0.
Portanto, dos = ad; e as equacdes de m; e 7 sao proporcionais. Reciprocamente, se as
equagbes de 7 e mp sao proporcionais, entdo claramente os dois planos sdo coincidentes.
Portanto, dois planos sao coincidentes se, e somente se, além dos vetores normais serem
paralelos, as suas equagdes sao proporcionais.
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Figura 4.23: Trés planos que se interceptam segundo um ponto

Posicoes Relativas de Trés Planos
Consideremos trés planos 71, 7, e w3 dados pelas equacdes:

T - alx—i-bly—i-clz:dl
Ty : o + by + coz = do (4.13)
w3 azr + b3y + c3z = d3

Os vetores N; = (a;, b;, ¢;) sdo normais aos planos 7;, para ¢ = 1,2,3. Os trés vetores sdo
coplanares ou nao sao coplanares.

(a) Se os vetores Ny, Ny e N3 ndo sdo coplanares, entdo vamos mostrar que os planos se inter-
ceptam dois a dois segundo retas que se interceptam em um ponto. As retas r = m N 7y
e s = m N3 estdo no plano 7. Vamos mostrar que elas sdo concorrentes. Sejam A e B

dois pontos distintos da reta . O vetor AB é perpendicular a N; e a Ny. Se as retas r e s
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— —_—

fossem paralelas, entdo AB seria perpendicular também a N3, ou seja, AB seria perpendicular
—

a trés vetores nao coplanares o que implicaria que AB= 0. Os vetores N1, N, e N3 n3o sao
coplanares se, e somente se,

det(A) # 0,
a by
emque A= | as by co |. Neste caso o sistema tem solugdo tnica (Figura 4.23).
az by c3

Figura 4.24: Trés planos paralelos Figura 4.25: Planos interceptando-se 2 a 2

(b) Se os trés vetores normais sdo coplanares, entdo pode ocorrer uma das seguintes situagdes:

(i) Os vetores normais sdo paralelos, ou seja, Ny = aN,, Ny = N3 e Ny = vN3. Neste
caso, os planos sao paralelos.
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Figura 4.26: Trés planos, sendo 2 paralelos Figura 4.27: Reta intersecao de 3 planos

Se além disso, exatamente duas das equacdes s3o proporcionais, entdo exatamente dois
planos sdo coincidentes e o sistema n3o tem solugdo. Se as trés equagdes s3o proporci-
onais, entdo os trés planos sdo coincidentes e o sistema tem infinitas solu¢des. Se n3o
ocorre nenhuma destas situagoes, os planos sao paralelos e distintos e o sistema ndo tem
solugdo (Figura 4.24).

(i) Exatamente dois vetores normais sdo paralelos, ou seja, vale uma, e somente uma,
equacgao entre: N; = alNy, Ny = aN3, Ny = aN3. Neste caso, exatamente dois planos
sao paralelos.

Se além de exatamente dois vetores normais serem paralelos, as equacgdes correspondentes
forem proporcionais, entdo dois planos sao coincidentes e o terceiro corta os dois segundo

uma reta. Neste caso o sistema tem infinitas soluces. Se isto ndo acontece, ent3o os
planos paralelos sdo distintos e o sistema ndo tem solugdo (Figura 4.26).

(iii) Os vetores normais sdo coplanares e quaisquer dois vetores normais ndo sdo paralelos,
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ou seja, det(A) = 0 e quaisquer dois vetores normais ndo sdo multiplos escalares. Neste
caso, quaisquer dois planos se interceptam segundo retas que sio paralelas. Com estas
condicoes podem ocorrer dois casos: os trés planos se interceptem segundo uma
reta, (Figura 4.27) ou os planos se interceptem, dois a dois, segundo retas dis-
tintas (Figura 4.25). No primeiro caso, o sistema (4.13) tem infinitas solugdes. No
segundo caso, o sistema nao tem solugao.
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Teste do Capitulo

1. Ache os pontos do plano 7 : y = = que equidistam dos pontos A = (1,1,0) e B = (0,1,1).

2. Quais sdo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0,0) em relagdo a reta
r: (x,y,2) =1t(1,1,1)?

3. (a) Encontre a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B =(0,1,0) e
C =(1,0,1).

(b) Encontre a distancia da origem ao plano 7.

4. (a) Mostre que os planos © —y =0 e y — z = 1 se interceptam segundo uma reta r.

(b) Ache a equag¢do do plano que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é perpendicular a reta
r.
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Capitulo 5

Conicas e Quadricas

5.1 Conicas

Nesta se¢do estudaremos as (se¢des) conicas, curvas planas que sdo obtidas da intersecdo de um
cone circular com um plano. Vamos estudar a elipse, a hipérbole e a pardbola, que sdo chamadas de
conicas nao degeneradas. Vamos defini-las em termos de lugares geométricos. As outras conicas,
que incluem um dnico ponto, um par de retas, sio chamadas conicas degeneradas.

5.1.1 Elipse

Definicao 5.1. Uma elipse é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano tais que a soma das
distancias de P a dois pontos fixos F; e F» (focos) é constante, ou seja, se dist(Fy, ) = 2,
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202 Conicas e Quadricas

ent3o a elipse é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, Fy) + dist(P, F3) = 2a,

onde a > c.
y A y
Ao
Fy
Ba
Ay Az By B _
P Fy X X
By
Ay =(—a,0) Az = (a,0) Ay = (0, —a) ) Az =(0,a)
B = (~b,0) By = (b,0) B1 = (~b,0) By = (b,0)
Fy = (=c¢,0) Fy = (c,0) Fy = (0,—c) A1 Fy =(0,¢)
Figura 5.1: Elipse com focos nos pontos £ = Figura 5.2: Elipse com focos nos pontos £ =
(—¢,0) e Fy = (c,0) (0,—c) e F5, = (0,¢)
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Proposicao 5.1. (a) A equacdo de uma elipse cujos focos sdo F = (—c,0) e F; = (¢,0) €
2?2
= + i 1, (5.1)

onde b = v/a? — c2.

(b) A equacido de uma elipse cujos focos sdo Fy = (0,—c) e [, = (0,c) é

onde b = v/a? — 2.

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a de-
monstracdo da segunda parte. A elipse é o conjunto dos pontos (x,y) tais que

dlSt(P, Fl) + dlSt(P, Fg) = 2(1,

ou seja,
| PFy (| + || PFy || = 2a,

que neste caso é

VE+e)?2+y2+ (@ —c)?2+1y2=2a
ou
(x+e)+y2=2a—+/(v—c)2+y2.

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
av/(r—c)2+y2=a’>—cx.
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Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos
(a® — ) a? + a*y? = a*(a® — &)

Como a > ¢, entdo a? — c? > 0. Assim, podemos definir b = v/a? — ¢? e dividir e equacio acima
por a’b? = a*(a* — ¢*), obtendo (5.1). O

Figura 5.3: Hipérbole obtida seccionando-se Figura 5.4: Elipse obtida seccionando-se um
um cone com um plano cone com um plano

Os pontos A;, Ay, By e By sdao chamados vértices da elipse. Os segmentos A; A, e By B5 sdo
chamados eixos da elipse. A excentricidade da elipse é o niimero ¢ = —. Como, ¢ < a, a

a
excentricidade de uma elipse é um nimero real ndo negativo menor que 1. Observe que se I} = F5,
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entdo a elipse reduz-se ao circulo de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo e = 0. Assim, um
circulo é uma elipse de excentricidade nula.

A elipse é a curva que se obtem seccionando-se um cone com um plano que n3o passa pelo
vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do eixo do cone de forma a
gera-lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie.

5.1.2 Hipérbole

Definicao 5.2. Uma hiperbdle é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano tais que o médulo
da diferenca entre as distancias de P a dois pontos fixos F} e F, (focos) é constante, ou seja, se
dist(Fy, F») = 2c¢, entdo a hiperbdle é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

|dist(P, Fy) — dist(P, Fy)| = 2a,

onde a < c.

Proposicao 5.2. (a) A equacdo de uma hipérbole cujos focos sdo I} = (—c,0) e F5 = (¢,0) é

2 2
=Yy, (5.3)

a? b2

onde b = +/c? — a?.
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A A
y y=-Lz Y y=2a
y=—4¢=z y= g
Fo
Az
Ay Az
X Fq Fy X
Ay
F1
Ay =(0,—a) Az = (0,a) Ay = (—a,0) Az = (a,0)
=0~ | =0 Fi = (=¢,0) Fy = (c,0)

Figura 5.5: Hipérbole com focos nos pontos Figura 5.6: Hipérbole com focos nos pontos
Fy =(0,—c) e F, =(0,¢) Fy = (—¢,0) e Fy, =(c,0)
2
(5.4)

2
v
a? b2

(b) A equacido de uma hipérbole cujos focos sdo Fy = (0, —c) e Fy = (0,¢) €

Y

onde b = +/c2 — a?.

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a de-
monstracdo da segunda parte. A hipérbole é o conjunto dos pontos (z,y) tais que

dist(P, F) — dist(P, Fy) = +2a,
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ou seja,
| PFy || = || PFy || = £2a,

que neste caso é

VE+e)24+y2— (- +y2=+2a

ou

VE+o2+y2 =22+ (x— )2+ 2.

Elevando ao quadrado e simplificando, temos
tay/(r —c)2+1y2 =a’ —czx.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos

(CL2 _ 02)1,2 +a2y2 — a2(a2 o 02)

Como a < ¢, entdo ¢ — a® > 0. Assim, podemos definir b = v/c2 — a2 e dividir e equagio acima

por —a?b? = a*(a® — ¢?), obtendo (5.3).

0

Os pontos A; e Ay sdo chamdos vértices da hipérbole. A excentricidade da hipérbole é o
c

nimero e = —. Como, ¢ > a, a excentricidade de uma hipérbole é um nimero real ndo negativo

a
maior que 1. A hipérbole é a curva que se obtem seccionando-se um cone por um plano paralelo ao

seu eixo que ndo passa pelo vértice.
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Figura 5.7: Parabola obtida seccionando-se um cone com um plano

5.1.3 Parabola

Definicao 5.3. Uma parabola é o conjunto dos pontos P = (x,y) do plano equidistantes de uma
reta r (diretriz) e de um ponto F' (foco), ndo pertencente a r, ou seja, a pardbola é o conjunto
dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, F') = dist(P,r) .
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y vy
T
Il
14 F
F = (0,p)
vV =(0,0) v
F = (p,0)
r:y=-—p VvV =(0,0)
Figura 5.8: Pardbola com foco no ponto F' = Figura 5.9: Pardbola com foco no ponto F' =
(0,p)ep >0 (p,0)ep>0
Proposicao 5.3. (a) A equacdo de uma parabola com foco F' = (p,0) e reta diretrizr : © = —p
é
y* = dpz . (5.5)
(b) A equacdo de uma parabola com foco F' = (0,p) e reta diretrizr: y= —p é
r? = dpy. (5.6)

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



210 Conicas e Quadricas

y y A &
i y=—p Il
v . “
F
Vv F
F = (0,p) F = (p,0)
VvV = (0,0) VvV =(0,0)
Figura 5.10: Pardbola com foco no ponto F' = Figura 5.11: Pardbola com foco no ponto F' =
(0,p)ep <0 (p,0)ep <0

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a de-
monstracdo da segunda parte. A parabola é o conjunto dos pontos (x,y) tais que

dist(P, F) = dist(P,r),

que neste caso é
(x —p)*+y* =z +pl,

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (5.5). O

O ponto V é o ponto da pardbola mais préximo da reta diretriz e é chamado de vértice da
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parabola. A pardbola é a curva que se obtem seccionando-se um cone por um plano paralelo a
uma reta geratriz do cone.

5.1.1.

5.1.2.

5.1.3.

5.1.4.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 262)

Reduzir cada uma das equacdes de forma a identificar a conica que ela representa e faca um
esboco do seu grafico:
a) 422 +2y2 =1
() ) Yy (C) 1.2_9y2:9

(b) z*+y =0

Escreva as equacgoes das seguintes elipses:

(a) Os focos sdo F} = (—1,2) e Fy = (3,2) e satisfaz dist(P, F;) + dist(P, Fy) = 6;
(b) Os focos sdo F} = (—1,—1) e F, = (1,1) e satisfaz dist(P, Fy) + dist(P, Fy) = 4;
Escreva as equagdes das seguintes hipérboles:

(a) Os focos sdo Fy = (3,—1) e I, = (3,4) e satisfaz |dist(P, Fy) — dist(P, F3)| = 3;
(b) Os focos sdo Fy = (—1,—1) e Fy = (1,1) e satisfaz |dist(P, F}) — dist(P, Fy)| = 2;
Escreva as equacgoes das seguintes pardbolas:

(a) O foco é F = (0,2) e diretrizy = —2;

(b) O foco é F' = (0,0) e diretriz x + y = 2;
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5.2 Superficies Quadricas

Nesta secao estudaremos as superficies que podem ser representadas pelas equacoes quadraticas
nas variaveis x, y e z, ou seja, da forma

ar? +by? + et +dey +exz+ fyz+gr+hy+iz+5=0,

onde a,b,c,d,e, f,qg,h,i,5 € R, com a,b,c,d, e, f ndo simultaneamente nulos. Vamos nos limitar
aqui ao estudo de casos especiais da equacao acima.

5.2.1 Elipsoide

Um elipséide é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satisfaz a equacao

1’2 y2 22

?—F——l—g:l, (5.7)
onde a,b e ¢ s3o numeros reais positivos.
Observe que o elipséide é simétrico em relacdo aos planos coordenados, aos eixos coordenados
e a origem. Pois, o 1° membro de (5.7) ndo se altera se substituimos  por —x, y por —y e/ou z
por —z.
Se |k| < ¢, o plano z = k intercepta a superficie segundo a elipse

332 y2

2(1-8) - g)

Observe que os eixos da elipse diminuem a medida que |k| aumenta. As intersecBes da superficie
com o plano x = k, para |k| < a e com o plano y = k, para |k| < b, sdo também elipses. Se
a =b=c, o elipséide é uma esfera.

=1, z=k.
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Figura 5.12: Elipséide

5.2.2 Hiperboloéide
Hiperboldide de Uma Folha

Um hiperboléide de uma folha é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

172 y2 22

—+5-—==1 5.8
onde a,b e ¢ s3o nlmeros reais positivos.
Observe que o hiperboldide de uma folha é simétrico em relacdo aos planos coordenados, aos

eixos coordenados e a origem. Pois, o 1° membro de (5.8) ndo se altera se substituimos = por —z,
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y por —y e/ou z por —z.
O plano z = k intercepta a superficie segundo a elipse

1'2 y2

+ =1, z=k.
a?(1+5)  »2(1+5)
Observe que os eixos da elipse aumentam a medida que |k| cresce.
O plano y = k intercepta a superficie segundo uma curva cuja equagdo é

2?22 k2
2 @ lTpy=h
Se |k/b|] # 1, entdo a intersecdo é uma hipérbole e se |k/b| = 1, entdo a interse¢do é um par de
retas concorrentes. Consideracdes semelhantes s3o vélidas para a intersecdo da superficie com o
plano =z = k.
As equacgdes

2 2 2
vy 2
a? b2 2
€ 2 2 2
x z
|

também representam hiperboldides de uma folha.

Hiperboldide de Duas Folhas

Um hiperboléide de duas folhas é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

1’2 y2 2’2

SR ) (5.9)

a? b2 2
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Figura 5.13: Hiperboldéide de uma folha Figura 5.14: Hiperboldide de duas folhas

onde a,b e ¢ sdo nimeros reais positivos.
Observe que o hiperboldide de duas folhas é simétrico em relagdo aos planos coordenados, aos
eixos coordenados e a origem. Pois, o 1° membro de (5.9) n3o se altera se substituimos z por —z,
y por —y e/ou z por —z.
O plano z = k intercepta a superficie segundo a hipérbole
22 . y?
2 2
a?(1+%) »(1+5%)

=1, z=k.

A intersecdo da superficie com o plano x = k£ é também uma hipérbole.
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O plano y = k, para |k| > b, intercepta a superficie segundo a elipse

1’2 22
n — 1, y=k
eE-n eE-y
As equacgdes
l‘2 y2 22
2 v 2!
€ 2 2 2
_m_Q Y E
a b2 2

também representam hiperboldides de duas folhas.

5.2.3 Paraboldide
Paraboldéide Eliptico

Um paraboldide eliptico é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satisfaz
a equacao
2 2
T Y
onde a e b s3o nlimeros reais positivos.
O paraboldide eliptico é simétrico em relagdo aos planos zz e yz. Pois, 0 2° membro de (5.10)
nao se altera se substituimos y por —y, x por —z.

A intersecdo da superficie com o plano z = k, para k > 0, é a elipse

3:2 y2
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A intersecdo da superficie com plano x = k é uma parabola, o mesmo acontecendo com y = k.

As equacoes
2 2 2 2
Yy Z _ () 4
Tyt ”"(ﬁ*?)

_a? 2P _ x2 22
Cete vt \e e

também representam paraboldides elipticos.

z

A

N g

7580,
il
Ui

Figura 5.15: Paraboldide eliptico Figura 5.16: Paraboldide hiperbdlico
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Parabolédide Hiperbdlico

Um paraboléide hiperbdlico é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao
2 2
T Y
Z——¥+b—2, (511)
onde a e b sao numeros reais positivos.
O paraboldide hiperbdlico é simétrico em relacdo aos planos xz e yz. Pois, o 2° membro de
(5.11) n3o se altera se substituimos y por —y, x por —zx.
A intersecdo do plano z = k com a superficie é dada por
2 2
T Y
—? + ﬁ = k, Z = ]f,
que representa uma hipérbole, se k # 0 e um par de retas, se £ = 0. A intersecdo da superficie com
plano y = k é a parabola
_ iL‘2 k’2 _
Pttt YT
que tem concavidade para baixo. A intersecdo da superficie com plano = = k é a pardbola
y2 k2
z2 ==

o Uk

que tem concavidade para cima. O paraboldide hiperbdlico é também chamado de sela.
As equacdes

2 2 2 2
R e R 2
:)32+22 x? 22
Yy=——77T—= Yy=———=
a? 2’ a? 2
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2 g
e z7=——=
a? b2

também representam paraboldides hiperbdlicos.

5.2.4 Cone Eliptico

Um cone eliptico é um conjunto de pontos que satisfaz a equagdo

2 2
2= 4L (5.12)
a b?
onde a e b s3o nlimeros reais positivos, em algum sistema de coordenadas.
O cone eliptico é simétrico em relacdo aos planos coordenados, aos eixos coordenados e a origem.
Pois, a equagdo (5.12) ndo se altera se substituimos x por —x, y por —y e/ou z por —z.

A intersecdo da superficie com o plano z = k, para k # 0, é a elipse

.732 y2

2 e

=1, z=k.

Observe que os eixos da elipse crescem a medida que |k| aumenta.
Os planos zz e yz cortam a superficie segundo as retas

r=2az, y=0 e y==xbz, x =0,

respectivamente.
A intersecdo da superficie com o plano y = k, para k # 0, é a hipérbole

22 22

- =1
k2 a2 /k2

y=k.
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A intersecdo da superficie com o plano x = k, para k # 0, é a hipérbole

2

< Y
a?/k*  a?b?/k?
As equacoes
2 2
2 _ Y Z
xr = b_2 + g e

também representam cones elipticos.

Figura 5.17: Cone Eliptico
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Figura 5.18: Cilindro Quadrico
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5.2.5 Cilindro Quadrico

Um cilindro quadrico é um conjunto de pontos do espa¢o, que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

flz,y)=0 (5.13)
onde f(z,y) = 0 é a equagdo de uma conica no plano zy. Temos, um cilindro eliptico, parabdlico
ou hiperbdlico, conforme a conica de equacdo f(x,y) = 0 seja uma elipse, uma parabola ou uma
hipérbole, respectivamente. Por exemplo, a equacio z? + 2y? = 1 representa uma elipse no plano,
enquanto representa um cilindro eliptico no espaco.

Se a equagdo f(x,k) = 0 tem m de solugdes (m = 0, 1 ou 2), entdo o plano y = k intercepta a
superficie segundo m retas de equa¢des f(z, k) =0, y = k. Consideragdes semelhantes sdo vélidas
para a intersecdo com o plano = = k. As equacdes

g(x,z) =0 e h(y,z)=0

também representam cilindros quadricos desde que g(x,z) = 0 e h(y,z) = 0 sejam equacgdes de
conicas nos planos xz e yz, respectivamente.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 263)

5.2.1. Reduzir cada uma das equacgdes de forma a identificar a quadrica que ela representa e faca
um esboco do seu grafico:
(a) 42? — 22 + 22 =1 (c) 22 —9y* =9
(b) 2> +y+22=0 (d) 422 — 9y? — 362 =0

5.2.2. Obtenha a equacdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes do plano 7 : = = 2 e do
ponto P = (—2,0,0). Que conjunto é este?
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5.2.3. Obtenha uma equagdo do lugar geométrico dos pontos que equidistam das retas r : (z,y, 2) =
t(1,0,0) e s: (z,y,2) = (0,1,0) +£(0,0,1). Que lugar geométrico é este?

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



5.3 Mudanca de Coordenadas 223

5.3 Mudanca de Coordenadas

: g - - Figura 5.20: Dois sistemas de coordenadas
Figura 5.19: OP=xi+yj + zk {OZ; ];;} e {0, U1,Us, Uy}

J4 vimos (equacdo (3.8) na pagina 142) que se as coordenadas de um ponto P no espago sdo
(x,y, 2), entdo
OP= zi +yj + 2k,
onde i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0, 1) sdo os vetores candnicos, ou seja, as coordenadas de
um ponto P s3o iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos O P como uma soma de miltiplos
escalares (combinag3o linear) dos vetores candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores i, j e
k determinam um sistema de coordenadas (cartesiano), {O, ¢, 7, k}. Para resolver alguns problemas

geométricos é necessario usarmos um segundo sistema de coordenadas determinado por uma origem
O’ e por vetores U;, U, e Us unitdrios e mutuamente ortogonais. Por exemplo, se O’ = (2,3/2,3/2),
bl )
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Uy = (v3/2,1/2,0), Uy = (—1/2,v/3/2,0) e U3 = (0,0,1) = k, entdo {O’, U;, Uy, Us} determina
um novo sistema de coordenadas: aquele com origem no ponto O’, cujos eixos z’,y' e 2z’ sdo retas
que passam por O orientadas com os sentidos e direcdes de Uy, U, e Us, respectivamente. As
coordenadas de um ponto P neste sistema de coordenadas é definido como sendo os escalares que

aparecem ao escrevermos O’'P como combinacgdo linear (soma de miiltiplos escalares) dos vetores
Uy, U; e Us, ou seja, se
.
O/P: l’/Ul + y/U2 -+ Z/Ug,
ent3o as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Uy, Us} sdo dadas por
/

X
/

[P]{O’,U1,U2,U3} = Yy
o

Pode-se mostrar que desta forma as coordenadas de um ponto estdo bem definidas, ou seja, que z’,
y' e 2 estdo unicamente determinados (Exercicio 5.3.10 na pagina 240).

Dadas as coordenadas de um ponto P no sistema original {O, Z,j, IZ} precisamos saber deter-
minar as coordenadas de P no novo sistema de coordenadas {O’, Uy, Us, Us}.

Também no plano temos o mesmo tipo de situacdo que é tratada de forma inteiramente andloga.
As coordenadas de um ponto P no plano em relagdo a um sistema de coordenadas {O’, Uy, U, },
onde U; e U, s3o vetores unitdrios e ortogonais, é definido como sendo os escalares que aparecem

ao escrevermos O’ P como combinacdo linear de Uy e Us.
Vamos considerar inicialmente, o caso em que O’ = O.

Exemplo 5.1. Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e U; = (v/3/2,1/2)
elUs = (—1/2,4/3/2). Se P = (2,4), vamos determinar as coordenadas de P em relagio ao novo
sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e ¢/ tais que

$,U1 + y,Uz :O—PE .
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A equagdo acima é equivalente ao sistema linear
(V322 —  (1/2)y =2
(1/2)a" + (V3/2)y =4

ou

AX =P,

onde A = [U; Us] com Uy, U, e P escritos como matrizes colunas. A matriz aumentada do sistema

é dada por
V3/2 —1/212
1/2 V/3/2:4
somando-se a 2% linha —\/§/3 vezes a 1? linha obtemos
V32 -1/2 2
0 2v3/3:2/3(6-V3) |

Assim, as coordenadas de P em relacdao ao novo sistema de coordenadas sao

[Pliouv,v2y = l 22\;%\131 } .

Exemplo 5.2. Considere o mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior, mas agora seja
P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagdo ao
novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e 3/ tais que

$,U1 + y,Uz :O—PE .
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Figura 5.21: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas

A equacado acima é equivalente ao sistema linear

{(\/3/2)93’ - (12 =z
(1/2)z" + (V3/2)y' =y

ou
AX =P

Y

V3/2 —1/2
1/2 V/3/2

ao numero de incdgnitas e tem solucdo Unica, pois a matriz € invertivel. Portanto, pelo Teorema

onde A= [U;, Uy = { } eP= [ z } . Este sistema tem o nimero de equagdes igual
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2.8 na pagina 70 a solugdo é dada por

/
-0

Exemplo 5.3. Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados nos exemplos
anteriores. Suponha que sejam validas as seguintes equacgdes

¥=x+y
y' =42y
/
entre as coordenadas { i, } de um ponto P = (x,y) em relagdo a um sistema de coordenadas

{O, Uy, Uy} e as coordenadas de P, [ ;j } , em relagdo ao sistema de coordenadas original {O, E; =

(1,0), E5 = (0,1)}. Queremos determinar quais sdo os vetores U; e Us.
Das equac¢des acima, deduzimos que

HEEH

Agora, os vetores U; e U, possuem coordenadas em relagdao ao novo sistema de coordenadas
dadas por [ (1) } e [ (1) } respectivamente. Pois, Uy = 1U; + 00Uy e Uy = 0U; + 1U,. Queremos

saber quais as coordenadas destes vetores em relacdo ao sistema de coordenadas original. Logo,

o-[03 ] [o]- 12 -1 4]
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R HEERIHE

5.3.1 Rotacao

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O, Uy, U} seja obtido do sistema origianal {O, E; =
(1,0), E5 = (0,1)} por uma rotagdo de um angulo 6. Observando a Figura 5.22, obtemos

U = (cosf,send)
Uy = (—senf,cosb)

seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagdo
ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar ' e ¢’ tais que

.Z‘/Ul + g/UQ 207) .

A equacado acima é equivalente ao sistema linear

cosf)r’ — (senf)y ==z
{ ((senﬁgx’ + Ecos@%gy/’ =y (5.14)
ou
RyX = P,
onde Ry = [ cost —sen 6 } e P = [ v ] Este sistema tem o nimero de equacgdes igual ao
senf)  cosf Y

numero de incégnitas e tem solucdo Unica, pois a matriz Ry é invertivel. Portanto, pelo Teorema
2.8 na pégina 70 a solucao é dada por

[x’] :Re_lszéP:[ cos sen&} [x]
y '

—sen@ cos6 Y
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Os sistemas de coordenadas que aparecem nos dois primeiros exemplos desta secio podem ser
obtidos por uma rota¢do de um angulo # = 7/6 em relagdo ao sistema original.

A matriz Ry é chamada matriz de rotacao. Observe que a matriz Ry satisfaz, RQ_1 = R},
Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada de matriz ortogonal.

Exemplo 5.4. Vamos determinar um angulo # tal que uma rotacdo de € elimina o termo zy na
equacao
az® +bxy + cy? +dr +ey+ f =0. (5.15)

Substituindo-se x e y dados em (5.14) na equagdo (5.15) desenvolvendo-se e fazendo-se as simpli-
ficacGes necessarias, obtemos a equacao

dz’? + Vi'y +dy +da + ey + f =0, (5.16)
onde
/ 2 b 2
a = acos «9+§sen26+csen 0 (5.17)
V' = (c—a)sen26+ bcos26 (5.18)
d = asen’d — g sen 26 + ccos® (5.19)
d = dcosf+esenf (5.20)
¢ = ecosf —dsenf (5.21)
= f (5.22)

Pode-se mostrar (Exercicio 5.3.8 na pagina 239) que escolhido 6 de forma que V' = 0, ent3o os
coeficientes a’ e ¢’ sdo as raizes da equacdo de 2° grau

p(A) = det { “JQA be QA } =0 (5.23)
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Pode-se mostrar também (Exercicio 5.3.9 na pagina 239) que encontrados @’ e ¢ raizes da
equacgdo (5.23), o adngulo 6 estd determinado pela equagdo

a—=c

cos 20 = (5.24)

a — ¢
e também por
b
tan20 = ——, se a # c. (5.25)

b b
Se a = ¢, entdo segue de (5.17) que ' = a + o sendo 0 = /4, se ' = a + o e =—m/4, se

b
a =a— .
2

Exemplo 5.5. Vamos eliminar o termo xy na equacao
52 — day + 8y* — 36 =0 (5.26)
através de uma rotacdo. Pelo exemplo anterior, a’ e ¢’ s3o as raizes da equacdo

B 5-X =2 | B
p()\)—det[ D 8_)\}—>\—1Z’>/\+36—0.
Assim, podemos tomar @’ =4 e ¢ = 9. O angulo 0 estd determinado pela equagdo

a—c _5—8
a—c 4-9

cos 260 = =3/5,

o que da duas possiveis escolhas para 20 uma no 1° quadrante outra no 4° quadrante. Mas, como
tan 20 = a%c =4/3 > 0, entdo 20 tem que estar no 1° quadrante e assim também 6 tem que estar
no 1° quadrante.
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—sen @ cos B x= Ll
754 3 2 1 0 1 2 3 4
Figura 5.22: Rotacdo de um angulo 6 Figura 5.23: Elipse do Exemplo 5.5

Portanto a mudanca de coordenadas dada pela rotacdo de § = % arccos(3/5) aplicada na equagio
(5.26) fornece a equagdo

42" + 9y” = 36,
que é a equagdo de uma elipse. Segue das equagdes (5.20) e (5.21) que quando d = e = 0, ent3o

d=¢=0.
Como cos 26 = 2cos?> @ — 1, entdo

1 2 1
cosf = +4/-(cos20+1) = —= e se 0 =4+vV1—cos?2f=—.
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Assim, os vetores U; e U; que determinam os novos eixos sao dados por

Uy = (cosf,sen) = (2/v5,1/V5)
Uy = (—senf,cosf) = (—1/v5,2/V5)

Para fazer o esbogo do gréfico, em primeiro lugar temos tragar os eixos x’ e y’. Os eixo x’
passa pela origem, é paralelo e possui o mesmo sentido do vetor U; e o eixo y' passa pela origem,
é paralelo e possui 0 mesmo sentido que Us (Figura 5.23 na pagina 231).

5.3.2 Translacao

Vamos considerar, agora, o caso em que O’ # O, ou seja, em que ocorre uma translacdo dos eixos
coordenados.
Observando a Figura 5.24, obtemos

0'P=0P — 00" . (5.27)
Assim, se 00'= (h, k), entdo
O'P=(2,y) = (x,y) — (h, k) = (x — h,y — k)

Logo, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema sao dadas por

] = Plose = | 1] (5.28)

O eixo x’ tem equacdo ' = 0, ou seja, y = k e o eixo y/, ' =0, ou seja, x = h.
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Figura 5.24: Coordenadas de um ponto P

em dois sistemas (translacio) Figura 5.25: Elipse do Exemplo 5.6

Exemplo 5.6. Considere a cOnica cuja equacgao é dada por

5% — day + Sy* + —x - — =0. (5.29)
V5 f

Vamos eliminar o termo xy através de uma rotacdo. Os coeficientes a,b e ¢ sdo os mesmos do
exemplo anterior. Pelo exemplo anterior, a’ =4 e =9. O angulo 6 esta determinado pela equagio

a—c 5—38
20 = = =3/5
o a—c 4-9 /5
e por tan 20 = % =4/3 > 0, entdo 20 e portanto também 6 tem que estar no 1° quadrante.
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Como cos 26 = 2cos? 6 — 1, entdo

1 2 1
cos@ = +4/=(cos20+1)=— e senf =+vV1—cos?2 =—.
5! )= V5

Assim, os vetores U; e Us; que determinam os novos eixos sao dados por

Uy = (cosf,senf) = (2/v5,1/V/5)
Uy, = (—senb,cosf) = (—1/v5,2/V5)

|

Portanto a mudanca de coordenadas dada pela rotagdo de = % arccos(3/5) aplicada na equagido
(5.29) fornece a equagdo

Segue das equagdes (5.20) e (5.21) que

[d ] =[d c]R=|

S
S

[\~
enl=
[o9]
leli=

]:[—8 -36 |.

42" + 9y — 82’ — 36y’ +4 = 0.
Ou ainda,
4(2" = 22) +9(y? — 4y ) +4 =0

Completando os quadrados, obtemos
4[(x? =22 +1) = 1]+ 9[(y* — 4y +4) — 4] +4=0

ou
4(2" —1)* +9(y — 2)* — 36 = 0.
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Fazendo mais uma mudanca de varidveis

= 1 —1ce (5.30)
y' o=y -2 (5.31)
obtemos
4‘7/_//2 + 9y//2 o 36 — O
ou , ,
x// y//
TN A |
9 * 4

que é a equacdo de uma elipse cujo esbogco é mostrado na Figura 9.3. Para fazer o esbog¢o do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x” e y”, que por sua vez s3o translacdes dos
eixos x' e y’. O eixo x’ tem a direcdo e o sentido do vetor U;. O eixo y’ tem a direcdo e o sentido
do vetor U,. O eixo x” tem equagdo y” = 0. Usando a equagdo (5.30) obtemos 3/ = 2. O eixo y”
tem equagdo z” = 0. Usando a equagdo (5.31) obtemos 2/ = 1 (Figura 5.25 na pagina 233).

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 264)

5.3.1. Encontre as coordenadas do ponto P com relagdo ao sistema de coordenadas S, nos seguintes
casos:

(a) S= {07 (1/\/5’ _1/\/5)7 (1/\/57 1/\/5)} e P = (173);
(b) S ={0,(1/v2,-1/4/2,0),(0,0,1),(1/v/2,1//2,0)} e P = (2, —1,2);
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5.3.2. Encontre o ponto P, se as coordenadas de P em relagdo ao sistema de coordenadas S, [P]s,
sao:
) _
@) (Pls = | 1] onde s = {0.(-UVELVE OVELVED. 0) 1Pl = | 1|
2
onde S = {0, (0,1/v2,—1/+/2),(1,0,0),(0,1//2,1/v/2)};
x
5.3.3. Sejam [P]g = | y | as coordenadas de um ponto P em relagdo ao sistema de co-
z
x/
ordenadas R = {0,7,j,k} e [Pls = | 4/ |, em relacio ao sistema de coordenadas
Z/
S ={0,U;,U,,Us}. Suponha que temos a seguinte relagdo:
x 1 0 0 i
y =10 1/2 =32 ||
z 0 V3/2 1/2 2
Quais sao os vetores Uy, Uy e Us?
5.3.4. Determine qual a rotacao do plano em que as coordenadas do ponto P = (\/g, 1) sdo 1l
5.3.5. Identificar a cOnica, achar a equagdo no Ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um

esboco do grafico.

(a) 922 — 4zy + 6y* = 30;
(b) 3z* — 8zy — 12y + 81 = 0;
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c) 2x% —day — y? = —24;

Exercicios usando o MATLAB

Comandos do pacote GAAL:

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressao expr as varidveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse i—i + g—j =1.

>> elipse(a,b, [Ul U2]) desenha a elipse fl—z + %2 =1, em que 2’ e ' sdo as coordenadas

em relacdo a base ortonormal U1l e U2.
J:”Q

>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse 5 + y;—f = 1, em que 2" e y” sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

>> hiperbx(a,b) desenha a hiperbdle 2—22, — z—j =1
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7

>> hiperbx(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole “;422 — 3{)—22 =1, em que 2’ e ¥’ sdo as coor-
denadas em relacao a base ortonormal U1l e U2.

>> hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole %,2 — # =1, em que z” e y” sdo as

b
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

2

>> hiperby(a,b) desenha a hiperbdle Z—z — =1

>> hiperby(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole %22 — %22 =1, em que 2’ e ' sdo as coor-
denadas em relaciao a base ortonormal U1 e U2.

y//2 m//2

>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole £ — %5 =1, em que x" ey’ sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

>> parabx(p) desenha a pardbola y? = 4pz.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a pardbola y'? = 4pz’, em que 2’ e 3/’ sdo as coordenadas
em relagcdo a base ortonormal U1l e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola 4" = 4pz”, em que 2" e 3y’ s3o as coorde-
nadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por
XO0.

>> paraby(p) desenha a pardbola 2% = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a pardbola 2> = 4py’, em que 2’ e 3/ sdo as coordenadas
em relacao a base ortonormal Ul e U2.

>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola 2" = 4py”, em que 2" e " sdo as coorde-
nadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1l e U2 e por
XO0.
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5.3.6. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Tedricos
5.3.7. Prove as equagdes de (5.17) a (5.22) na pagina 229.

5.3.8. (a) Mostre que a equagdo (5.15) na péagina 229 pode ser escrita da forma

XAX+KX+ f=0, (5.32)
a b/2 x
ondeA:[b/2 C],K:[d e]eX:[y].

(b) Mostre que fazendo a mudanga de coordenadas dada por (5.14) na pagina 228 (ou seja,
/

X = RyX’, onde X' = [ z, }) em (5.32) obtemos a equagio

X'"BX'+ K' X'+ f =0,
onde B = R)ARy e K' = KRy.

(c) Mostre que det(B — Al,) = det(A — AL), onde I — { é ; ] |
a 0
(d) O angulo 6 é tal que b’ = 0 se, somente se, B = [ 0 } Mostre que a’ e ¢’ s3o
raizes de p(\) = det(A — Aly), ou seja, raizes de (5.23) na pagina 229.

5.3.9. (a) Mostre a partir de (5.18) na pagina 229 que b’ = 0 se, e somente se,

cos20 = 0, para ¢ = a,

b .
tan20 = , para ¢ # a. (5.33)
a—c
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(b) Mostre que de (5.17) e de (5.19) na pagina 229 segue que
a' — ¢ = cos26(a — c) + bsen 260 (5.34)

(c) Mostre que encontrados @’ e ¢ raizes da equagdo (5.23), o dngulo 6 estd determinado

pela equagao
cos 20 = i

a —c’
e também por

b
tan20 = ——, se a # c.

b
Se a = ¢, entdo segue de (5.17) que ' = a + 3 sendo 0 = 7w/4, se a' = a + 3 e
b
0=—7/4, sea’:a—§.

5.3.10. As coordenadas de um ponto P em um sistema de coordenadas {O’, Uy, Us,, U3}, onde os
vetores Uy, Us e Us sao mutuamente ortogonais de norma igual a um, é definido como sendo

os escalares que aparecem ao escrevermos (' P como combinagdo linear (soma de miiltiplos
escalares) dos vetores Uy, U, e Us, ou seja, se

O/P: I/Ul —+ le2 + Z/Ug, (535)

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Uy, Us} sdo dadas por

:C/

[P]{O',U1,U27U3} = y/
o
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Mostre que desta forma as coordenadas de um ponto estdo bem definidas, ou seja, que z’, v/
e 2/ estdo unicamente determinados. (Sugestdo: A equagdo vetorial (5.35) é equivalente ao
sistema linear cuja matriz é A = [U; U, Us], com U; escritos como colunas. Mostre que esta

matriz é ortogonal, ou seja, que A~ = At)
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1.1. Matrizes (pagina 15) -3
-2
1.1.1. > A=[2,0;6,71; B=[0,4;2,-8]; C=[-6,9,-7;7,-3,-2]; 7> 3HAC,1¥2A(:, 245, D)
>> D=[-6,4,0;1,1,4;-6,0,6]; E=[6,9,-9;-1,0,-4;-6,0,-1]; 5
>> A*B-B*A
-24 -20
58 24 1.1.3. >> syms x
>> 2xC-D >> A=[x,4,-2]; B=[2,-3,5];
??? Erro usando ==> - >> solve(A*B.?)
Dimensdes das matrizes 11

ndo s8o iguais.
1.1.4. >> A(1,:)=B

i Te . ig. 9:
Usando as propriedades (I) e (n) do Teorema 1.1 na pag. 9 3 30 -5

>> :
>> 2xD-3*E fzg( ¥
-30 -19 27 -69
5 2 20 13
6 0 15 >> (B*A(:,2)).°

14 -48 -16

Usando a propriedade (i) do Teorema 1.1 na pag. 9: >> (B(2,:)*A).”

>> D*(D-E) —ig
80 34 -22 72
-10 -4 45
72 30 -12
1.1.5. >> syms
>> A=[1,1/y;y,1];
1.1.2. >> A=[1,-3,0;0,4,-2]; X=[3;2;5]; >> AT2-2%A
>> A*X [ 0, 0]

242
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[0, 0]

1.1.6. >> syms x y z w

>> X=[x,y;z,w]; M=[0,1;-1,0];

>> X*kM-M*X

[ -y-z, x-w]
[ x-w, =z+yl
>> syms abcd

>> A=[x,y;-y,x]; B=[a,b;-b,al;

>> A*B-B*A
[ 0, 0]
[ 0, 0]

1.1.7. (a) > a=[1,1/2;0,1/3]
A=

1.0000  0.5000
0  0.3333
>> A"2,A"3,A°4,A°5
ans =
1.0000  0.6667
0 0.1111
ans =
1.0000  0.7222
0  0.0370
ans =
1.0000  0.7407
0  0.0123
ans =
1.0000  0.7469
0 0.0041
>> A"6,A"7,A"8,A"9
ans =
1.0000  0.7490
0  0.0014
ans =
1.0000  0.7497
0  0.0005
ans =
1.0000  0.7499
0 0.0002
ans =
1.0000  0.7500
0 0.0001

A seqliéncia parece estar conergindo para a matriz

1 075
0 (A

(b) >> A=[1/2,1/3;0,-1/5]

A seqliéncia parece estar conergindo para a matriz

A =
0.5000 0.3333
0 -0.2000
>> A"2,A"3,A°4,A"5
ans =
0.2500 0.1000
0 0.0400
ans =
0.1250 0.0633
0 -0.0080
ans =
0.0625 0.0290
0 0.0016
ans =
0.0312 0.0150
0 -0.0003
>> A"6,A"7,A"8,A79
ans =
0.0156 0.0074
0 0.0001
ans =
0.0078 0.0037
0 0.0000
ans =
0.0039 0.0019
0 0.0000
ans =
0.0020 0.0009
0 0.0000
nula 00
0 0

>> format rat

A

0

1

0
>> A"2,A"3
ans =

0

0

1
ans =

1

0

0

0
0
1

[eNeN

[eN T Ne]

>> A=[0,0,1;1,0,0;0,1,0]

[eXeN

= OO
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(c)

Para k = 3, Ak = I3.

>> A"2,A"3,A4,A"5
ans =

OO RO OO O

OO O

0
-1
0
0

Para k =5, Ak = A.

>> A=[0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0]
A=

[oNeoNeoNeo)

>> A"2,A"3,A74
ans =

0
0
0
0
ans =
0
0
0
0
ans =
0
0
0
0

Para k = 4, Ak =0.

OO RO OO O o

OO O

[eNeNeoNe) [eNeoNoNe) OO O

[eNeNeoNe)

[N NeNe) —OOO [N NeNe)

= OOO

[oNeNeoNe) O OO O OO

[eNeNeoNe)

or OO ¢

0

Concluimos que é muito raro encontrar matrizes cujo pro-
duto comute.

Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam.
Pode-se mostrar que elas sempre comutam (Exercicio 1.25
na pagina 23).

Se a matriz A for diagonal, ent3o o produto comuta, se os
elementos da diagonal de A s3o iguais. (ver Exercicio 1.13
na pagina 19). A probabilidade de um tal par de matrizes
comute é aproximadamente igual a probabilidade de que a
primeira matriz tenha os elementos da sua diagonal iguais,
ou seja, 11/113 = 1/11% = 1%.

8.2. Sistemas Lineares (pagina 46)

4.01.

O OO

1.2.2.

O OO

OO RO

O OO

1.2.3.

O O OO

As matrizes que est3o na forma reduzida escalonada sio A
eC

T 8+ Ta
_ Yy _ 2 —3«a
@ X=| 2 |=| 25, | VeeR
| w «a
o —2— 30 +63
T2 B
(b) X=| 23 | = 7 —da , Va, 8 € R.
T4 8 — ba
| =5 a
[z 6
_| v _ 3
() X=| 7 |=| 9 4 | Vaer
| w «a
Mz —-34+8a—T70
@ B
(d) X=| =3 | = 5 — 6o , Va, g € R.
T4 9 — 3«
L x5 a

(a) > A=[1,1,2,8;-1,-2,3,1;3,-7,4,10];
>> escalona(A)
[ 1, 1, 2, 8]
[-1, -2, 3, 1]
[ 3, -7, 4, 10]
eliminagdo 1:
1*linha 1 + linha 2 ==> linha 2

Geometria Analitica e Algebra Linear
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-3*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 2, 8]

[ o, -1, 5, 9]

[ 0, -10, -2, -14]

eliminagdo 2:

-1%1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 2, 8]

[ o, 1, -5, -9]

[ 0, -10, -2, -14]

-1*%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
10*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 7, 17]
[ o, 1, -5, -9]
[ o, 0, -52, -104]

eliminag&o 3:

-1/52%1linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 7, 17]

[ o, 1, -5, -9]

[ o, o, 1, 2]

-7*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
6%linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[1, 0, 0, 3]

[0, 1,0,1]

[0, 0,1, 2]

~[3]-11]

>> A=[2,2,2,0;-2,5,2,1;8,1,4,-1];
>> escalona(A)

[ 2, 2, 2, 0]

[-2, 5, 2, 1]

[ 8 1, 4, -1]

eliminagdo 1:

1/2*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 1, 1, o]

[-2, 5, 2, 1]

[ 8 1, 4, -1]

2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2

-8+linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, o]

[ o, 7, 4, 1]

[ o, -7, -4, -1]

eliminagdo 2:

1/7*1inha 2 ==> linha 2

L 1 1, 1, 0]

[ o, 1, 4/7, 1/7]

L o, -7, -4, -1]

-1*%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1

1.2.4.

7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 3/7, -1/7]
[ 0, 1, 4/7, 1/7]
[ 0, 0, 0, 0]
0] [ ko
X=| z2 | = 1_4, ,Va € R.
7 7
3 o

(c) >> A=[0,-2,3,1;3,6,-3,-2;6,6,3,5]
>> escalona(A)
[ o, -2, 3, 1]
[ 3, 6, -3, -2]
[ 6, 6, 3, 5]
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
[ 3, 6, -3, -2]
[ o, -2, 3, 1]
[ 6, 6, 3, 5]
1/3*1linha 1 ==> linha 1

L 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, -2, 3, 1]
[ 6, 6, 3, 5]
-6*%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, -2, 3, 1]
[ 0, -6, 9, 9]

eliminagdo 2:
-1/2*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ 0, -6, 9, 9]

-2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
6*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 2, 1/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ 0, 0, 0, 6]

O sistema nao tem solug3do!

>> A=[1,-2,1;2,-5,1;3,-7,2];
>> B1=[1;-2;-1]1;B2=[2;-1;2];
>> escalona([A,B1,B2])
[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ 2, -5, 1, -2, -1]

L 3 -7, 2,-1, 2]
eliminagdo 1:

-2x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
L1, -2, 1, 1, 2]
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1.2.5.

[ 0, -1, -1, -4, -5]

[ o, -1, -1, -4, -4]
eliminagdo 2:

-1*%1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ o, 1, 1, 4, 5]

[ 0, -1, -1, -4, -4]

2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, 3, 9, 12]

[ o, 1, 1, 4, 5]

[ o, o, 0, 0, 1]

1 9 — 3«
(a) X{zz}{ 4—a },VaeR.

T3 «

(b) O sistema ndo tem solug&o!

(a) > A=[1,0,5;1,1,1;0,1,-4];
>> B=-4xeye(3)-A;
>> escalona([B,zeros(3,1)])
[-5, 0, -5, 0]
[ -1, -5, -1, 0]
[ o, -1, 0, 0]
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
[-1, -5, -1, 0]
[ -5, 0, -5, 0]
[ o, -1, 0, 0]
—1%1linha 1 ==> linha 1
[ 1, 5, 1, 0]
[-5, 0, -5, 0]
[ 0, -1, 0, 0]

5%linha 1 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 5, 1, 0]
[ 0, 25, 0, O]
[ o,-1, 0, 0]

eliminagdo 2:
linha 3 <==> linha 2

[ 1, 5, 1, 0]
[ 0, -1, 0, 0]
[ 0,25, 0, 0]
—i%linha 2 ==> linha 2
[ 1, 5, 1, 0]
[ o, 1, 0, O]
[ 0, 25, 0, O]

-6%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1

1.2.6.

(b)

-26*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[1, 0, 1, 0]
[0, 1, 0, 0]
[0, 0,0, 0]
x —Q
X=|vy|= 0 |,VaeR.
z o

>> B=2xeye(3)-4A;

>> escalona([B,zeros(3,1)])

[ 1, 0, -5, 0]

[-1, 1, -1, 0]

[ o, -1, 6, 0]

eliminagdo 1:

1*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, -5, 0]

[ o, 1, -6, 0]

[ o, -1, 6, 0]

eliminagdo 2:

1*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -5, 0]

[ o, 1, -6, 0]

[ o, o, o, 0]
T 5o

X=|vy |=| 6a |,VaeR.
z «

>> syms a

>> A=[1,2,-3,4;3,-1,5,2;4,1,a"2-14,a+2] ;

>> escalona(A)

[ 1, 2, -3, 4]
[ 3, -1, 5, 2]
[ 4, 1, a~2-14, a+2]

eliminagdo 1:
-3*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 2, -3, 4]
[ 0, -7, 14, -10]
[ 0, -7, a”2-2, a-14]
eliminagdo 2:

-1/7*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -3, 4]
[ 0, 1, -2, 10/7]
[ 0, -7, a“2-2, a-14]

-2%1inha 2 + linha 1 ==> linha 1

Geometria Analitica e Algebra Linear
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1.2.7.

7*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

1 0 1 8/7

0 1 -2 10/7

0 0 a2—-16 a—4

Sea? —-16=0ea—4 =0, entdo o sistema
tem infinitas solugbes. Neste caso, a = 4;
Sea? —16=0e a—4 # 0, entdo o sistema
n3o tem solugdo. Neste caso, a = —4;

Se a2 — 16 # 0, entdo o sistema tem solugio
tnica. Neste caso, a # 14;

(b) > a=[1,1,1,2;2,3,2,5;2,3,a"2-1,a+1];
>> escalona(A)

[ 1, 1, 1, 2]
L 2, 3, 2, 5]
[ 2, 3, a”2-1, a+1]
eliminagdo 1:
-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-2%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, 2]
[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, 1, a~2-3, a-3]
eliminagdo 2:
-1*%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 a>-3 a—4

Sea?—3=0ea—4=0, entdo o sistema
tem infinitas solu¢cdes. Este caso n3o pode
ocorrer;

Sea? —3=0ea—4#0, entdo o sistema
n3o tem solugdo. Neste caso, a = +V3;

Se a? — 3 # 0, entdo o sistema tem solucio
tnica. Neste caso, a # +/3;

>> A=[2,3,5,2500;1,1,1,1000;2,1,4,2000] ;
>> escalona(A)

[
[
[

2,
1,
2,

3, 5, 2500]
1, 1, 1000]
1, 4, 2000]

eliminagdo 1:

1.2.8.

linha 2 <==> linha 1
[ 1, 1, 1,
[ 2, 3,
L 2, 1,

1000]
5, 2500]
4, 2000]

-2x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-2%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 1, 1,
[ 0, 1, 3,
L 0, -1, 2,
eliminagdo 2:

-1*linha 2 + linha 1

1000]
500]

==> linha 1

1*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -2, 500]
[ o, 1, 3, 500]
[ o, 0, 5, 500]

eliminagdo 3:

1/5%1inha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -2, 500]
[ o, 1, 3, 500]
[ o 0, 1, 100]

2xlinha 3 + linha 1 ==> linha 1
-3*linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, o0, 0, 700]
L o0, 1, 0, 200]
[ o, o0, 1, 100]

Foram vendidos 700 kg do produto A, 200 kg do produto

B e 100 kg do produto C.

Substituindo os pontos na fun¢do obtemos:

a + b +
270 + 9% + 3c
64a + 16b + 4c

d = 10
+ d = 7
+ d = -11
+ d = -14

Substituindo d = 10 nas outras equagdes e escalonando a
matriz aumentada do sistema correspondente:

>> escalona(C)

1, 1, 1, -3]
L 27, 9, 3, -21]
[ 64, 16, 4, -24]

eliminagédo 1:
-27*linha 1 + linha 2
-64*linha 1 + linha 3

[ 1, 1, 1, -3]
[ o0, -18, -24, 60]
[ 0, -48, -60, 168]

eliminagdo 2:

==> linha 2
==> linha 3
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-1/18%*1linha 2 ==> linha 2

L 1, 1, 1, -3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, -48, -60, 168]

-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
48x1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 4, 8]
eliminacgdo 3:

1/4%1linha 3 ==> linha 3

L 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 1, 2]

1/3*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
-4/3*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 1]
[ o, 1, 0, -6]
[ o, o, 1, 2]

Assim, os coeficientes sio a = 1,b=—6,c=2ed=10e

o polindmio p(z) = 3 — 622 + 2z + 10.

1.2.9. Substituindo os pontos na equacgdo do circulo obtemos:

—2a 4+ T 4+ ¢ = —[(-2)2+77
—4a + 50 + ¢ = —[(—4)%+52]
4a — 3b + ¢ =

>> A=[-2,7,1,-53;-4,5,1,-41;4,-3,1,-25];

>> escalona(A)

[ -2, 7, 1, -53]

[ -4, 5, 1, -41]

[ 4, -3, 1, -25]
eliminagdo 1:

-1/2*linha 1 ==> linha 1

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ -4, 5, 1, -41]

[ 4, -3, 1, -25]
4xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ 0, -9, -1, 65]

[ 0, 11, 3, -131]
eliminagdo 2:

-1/9%1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

—[4% + 37

-53
—41
—25

[ 0, 1, 1/9, -65/9]

[ 0, 11, 3, -131]
7/2*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-11*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
L 0, 0, 16/9, -464/9]
eliminagédo 3:

9/16*1linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/9, 11/9]

[ 0, 1, 1/9, -65/9]

L 0, 0, 1, -29]

1/9*%1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
-1/9*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o, o0, -2]
[ o, 1, 0, -4]
[ 0, 0, 1, -29]

Os coeficientes sdo a = —2,b = —4 e ¢ = —29 e a equacgdo

do circulo é 2 + y2 — 2z — 4y — 29 = 0.

(a) > A=[1,-2,5,b1;4,-5,8,b2;-3,3,-3,b3];
>> escalona(A)
[ 1, -2, 5, bi]
[ 4, -5, 8, b2]
[ -3, 3, -3, b3]
eliminagdo 1:
-4x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
3*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1, -2, 5, b1]
[ 0, 3, -12, b2-4xb1]
[ 0, -3, 12, b3+3xb1]
eliminag8o 2:
1/3%linha 2 ==> linha 2

[1, -2, 5, bi]
[0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
[ o0, -3, 12, b3+3*b1]

2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -3, -5/3%b1+2/3%b2]
[0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
[0, 0, O, b3-b1+b2]

O sistema é consistente se, e somente se, b3 — b1 +

by = 0.

(b) >> syms bl b2 b3
>> A=[1,-2,-1,b1;-4,5,2,b2;-4,7,4,b3];
>> escalona(A)
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[ 1, -2, -1, bi] [ o, 1, 0ol [ o, 1, 0]
[ -4, 5, 2, b2] [ o,-1, 11 [ o, o0, 1]
[ -4, 7, 4, b3] G=[1, 0, 0]JH =[ 0, 1, 0]
eliminagdo 1: (o,1,0 [1,0,0]
4xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2 [2, 0,1 [0, 0, 1]
4xlinha 1 + linha 3 ==> linha 3 >> EXF*G*H*A
[1, -2, -1, b1l [ 1, o0, -18, -16]
[ 0, -3, -2, b2+4%bi] L o, 1, 7, 8]
[ 0, -1, 0, b3+4*bi] [ o, o0, o0, 0]
eliminagdo 2:
linha 3 <==> linha 2 1.2.12.  (a) >> A=[1,2,0,-3,1,0,2;1,2,1,-3,1,2,3;
[1, -2, -1, bi] 1,2,0,-3,2,1,4;3,6,1,-9,4,3,9]
[ 0, -1, 0, b3+4xbil] >> escalona(A)
[0, -3, -2, b2+4%xb1] [ 1, 2, 0, -3, 0, -1, 0]
—-1*linha 2 ==> linha 2 [ o, o, 1, 0, 0, 2, 1]
[1, -2, -1, bi] [ o, o, 0, 0, 1, 1, 2]
[0, 1, 0, -b3-4x%bi] [ o 0 0 0 0 0 0]
[ 0, -3, -2, b2+4%bi] o) 7
2#linha 2 + linha 1 ==> linha 1 T1 + 2x2 — 3z4 - T6=2
3%linha 2 + linha 3 ==> linha 3 x3 + 2ze=1
[ 1, 0, -1, -T*b1-2%b3] 5+ w6 =2
[o,1, o, -b3-4%b1] X =[2+a+36-2y v 1-2a B 2-a o
[ 0, 0, -2, b2-8%b1-3%b3] Vo, 8,7 €R
O sistema é consistente para todos os valores reais (b) >> a=[1,3,-2,0,2,0,0;2,6,-5,-2,4,-3,-1; ...
de b1, b2 e bs. 0,0,5,10,0,15,5;2,6,0,8,4,18,6]
>> escalona(A)
1.2.11. >> A=[0,1,7,8;1,3,3,8;-2,-5,1,-8]; 1, 3, 0, 4, 2, 0, 0]
>> escalona(A) [ o, o, 1, 2, 0, 0, 0]
[ o, 1, 7, 8] [ o, o, o0, o0, 0, 1, 1/3]
E é 2 i) g% [ o, o, o0, o0, O, O, o0]
eliminagdo 1: 1+ 3z2 +42114 + 25 :8
linha 2 <==> linha 1 r3 +2a4 B
[ 1, 3, 3, 8] T6 = 3
[ o, 1, 7, 8] X=[2a—48-3y v —-28 B8 o 1/3],
[ -2, -5, 1, -8] Vo, B,7 € R
2*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
(1,3, 3, 8] 1.2.13. >> syms a, B=[4,3,1,6]";
Lo, 1,7, 8l >> A=[1,1,1,1;1,3,-2,a;
(o,1,7, 8] 2,2%a-2,-a-2,3%a-1;3,a+2,-3,2%a+1]
eliminagdo 2: ] >> escalona([A,B])
-3*linha 2 + linha 1 ==> linha 1 [1, 0, 0, 0, (4*a-11)/(a-5)]
-1*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3 [ 0, 1, O, 0, -4/ (a-5)]
[ 1, 0, -18, ~16] [0, 0, 1, o, -4/(a-5)]
L o 1, 7, 8] [o, o, o, 1, -1/(a-5)]
[ o, o, o0, o] >> solve(-3/2«a+5/4+1/4*a"2,a)
>> I=eye(3);E=o0e(-1,2,3,I),... ans = [ 11[ 5]

F=o0e(-3,2,1,I),G=0e(2,1,3,I),H=0e(I,1,2)

E=[ 1,

0, OIJF =[

1, -3, 0]

Sea#1lea#5, entdo X =

[4&*11 —4 —4 —1 }t
a—5 a—5 a—5 a—5
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>> C=subs(A,a,1) [1, 1, 2, 0]
>> escalona([C,B]) [1, 3,3, 0]
[1, 0, 0, 1, 2]
[0, 1,0,0,1] [1, 0, 0, 0]
[o0,0,1,0,1] [0, 1,0,0]
[o0,0,0,0,0] [0, 0,1, 0]
[0, 0, 0, 0]
Sea=1,entdo X = [2—a,1,1,a]' Va € R.
>> D=subs(A,a,5)
>> escalona([D,B]) {(0,0,0)}
[ 1, 0, 5/2, -1, 0]
L 0, 1, -3/2, 2, 0]
[ o, 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
Se a = 5, ent3o o sistema n3o tem soluc3o. 1.2.15. 1>)>=P=gandi(i,2)
-3 3
1.2.14.  (a) > A=[1,2,3,1,8;1,3,0,1,7;1,0,2,1,3]; 1 o
>> escalona(A) 0 -5
E 1 g 8’ i 3% >> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)
> 9, U, 1, A =125 25 5
[1, 0, 2,1, 3] —27 9 -3 1
1 1 1 1
[ 1) 0, O) 1’ 1] O O O 1
[o0,1, 0,0, 2] B= 4
[0, 0,1, 0, 1] 3
0
{1-a,2,1,0) |« € R} -5
>> R=escalona([A,B])
(b) >> A=[1,1,3,-3,0;0,2,1,-3,3;1,0,2,-1,-1]; [ 125, 25, 5, 1, 4]
>> escalona(A) [ -27, 9, -3, 1, 3]
[ 1, 1, 38, -3, 0] L 1+, 1, 1, 1, 0]
[ o, 2, 1, -3, 3] [ o, o, o0, 1, -5]
[ 1, 0, 2, -1, -1] R =[1, 0, 0, O, -163/480]
[o, 1, 0, O, 99/801]
[ 1, o, o, 1, 1] [o, 0, 1, 0, 1969/480]
[ o, 1, 0, -1, 2] [0, 0, 0, 1, -5]
[ o, o, 1, -1, -1]

{I-a,24+a,-1+a,a) | a € R}

(c) >> a=[1,2,3,0;1,1,1,0;1,1,2,0;1,3,3,0];
>> escalona(A)
[1, 2, 3, 0]
[1, 1, 1, 0]

>> a=R(1,5) ;b=R(2,5);c=R(3,5);d=R(4,5);
>> clf,po(P),syms x,plotfl(axx~3+b*x"2+c*x+d, [-5,5])
>> eixos

Pode n3o ser possivel encontrar o polinémio, se mais de um
ponto tiver a mesma ordenada y;.
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1.2.16.

Observacdo. A sua resposta pode ser diferente da que esta
aqui.

>>
P

>>
A

P=randi(5,2)

a=-R(1,6);b=-R(2,6);c=-R(3,6);
d=-R(4,6) ;e=-R(5,6) ;f=1;

clf,po(P),syms x

eixos

Y

3 2
-1 -3
1 -1
3 4
4 4
A=matvand (P,2)
9 6 4 3 2
1 3 9 -1 -3
1 -1 1 1 -1
9 12 16 3 4
16 16 16 4 4
R=escalona([A,zeros(5,1)])
9, 6, 4, 3, , 1, 0]
1, 3, 9, -1, -3, , 0]
1, -1, 1, 1, -1, 1, 0]
9, 12, 16, 3, 4, 1, 0]
16, 16, 16, 4, 4, 1, 0]
=1, 0, 0, 0,
0, 1, 0, 0,
0, 0, 1, 0,
0, 0, 0, 1,
0, 0, 0, 0,

i

-35/8,
45/8,

65/8:
-39/8,

plotci(axx~2+b*xxy+cky 2+d*x+exy+f, [-5,5], [-5,5])

Observacdo. A sua resposta pode ser diferente da que estd

aqui.
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2.1. Matriz Inversa (pagina 73) 2.1.4. >> invA=[3,2;1,3]; invB=[2,5;3,-2];
>> invAB=invB*invA
invAB = 11 19

2.1.1. A matriz é singular, pois o sistema homogéneo tem solug3o 7 0

n3o trivial (Teorema 2.8 na pégina 70).
2.1.5. >> invA=[2,3;4,1]; B=[5;3];

212, (a) >> A=[1,2,3;1,1,2;0,1,2]; >> X=invA*B
>> B=[A,eye(3)]; X = 19
>> escalona(B) 23
(1, 0, 0, 0, 1,-1]
[0, 1, 0, 2,-2,-1] 2.2. Determinantes (péagina 100
[0, 0, 1,-1, 1, 1] (pée )
(b) [1, 0, 0, 3, 2,-4] 2.2.1. det(A?) = 9; det(A3) = —27; det(A™1) = —1/3;
[o, 1, 0,-1, 0, 1] ty
0. 0 1 0-1. 1] det(A?) = —3.
() [, o, 0, o0, 7/3,-1/3,-1/3,-2/3] 2.2.2. det(A*B~1) = det(A)/det(B) = —2/3.
[o, 1, o, 0, 4/9,-1/9,-4/9, 1/9]
[0, 0, 1, 0,-1/9,-2/9, 1/9, 2/9] C a1 ae ais -+ ais
[0, 0, 0, 1,-5/3, 2/3, 2/3, 1/3] 223, () det| ah iz a1sdan } _
(d) [, 0, 0, 1, -1, 0] L @31 @32 a3z +as2
[o, 1, 0,3/2,1/2,-3/2] ail a2 ai3
[o, o, 1, -1, o0, 1] det | a21 a2 a23 |+
a a a
() L1 01 1 0 -2] aﬁ ai’i afi
Eg (1) (1) _? (1) i% det | a21 a22 a22 :| =det(A)+0=3
| a31 a3z asz
Continua ? (s/n) n [ a11 +a12 a1 —ai2 ai3
b) det | a21 +a2e a2 —a2e a3 | =
(f) [t, o, 0,1/4, 5/4,-3/4, 1/2, 0] ( _
[0, 1, 0,1/2.-1/2, 1/2, 0, 0] [ os1Fasz dsisda ds3
[0, 0, 1,1/4, 1/4, 1/4,-1/2, 0] dot | vy asi  ass | +
0, 0, 0, 0, -2, -1, -2, 1] B
o, (a1 —a12 a3 |
Continua ? (s/n) n det | az1 —aos a2z | +
a3l —asz2 ass
2.1.3. >> syms a [ a12 a1 a1z |
>> A=[1,1,0;1,0,0;1,2,al; det | a22 a21 a23 |+
>> escalona(A) | az2 a31 as3 |
[ a12 —ai12 ai13 ]
1 det | az2 —a22 a2z | = —2det(A) = —6
|: 0 0 :| a a a
0 1 0 | as2 —as2 33 |
0 0 a
2.2.4. (a) >> a=[1,-2,3,1;5,-9,6,3;-1,2,-6,-2;2,8,6,1];
Continua ? (s/n) n >> detopelp(A)
Para valores de a diferentes de zero a matriz A tem inversa. [ 1, -2, 3, 1]
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(b)

[ 5, -9, 6, 3]

[ -1, 2, -6, -2]

[ 2, 8, 6, 1]

eliminagdo 1:

-6%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
-2%linha 1 + linha 4 ==> linha 4

[ 1, -2, 3, 1]
Lo, 1,-9,-2]
[ o, o0,-3,-1]
[ 0,12, 0, -1]

eliminagdo 2:

-12%1inha 2 + linha 4 ==> linha 4

L 1, -2, 3, 1]

L o 1, -9, -2]

[ o, o, -3 -1]

[ o, 0, 108, 23]

eliminagdo 3:

-1/3*linha 3 ==> linha 3

L 1, -2, 3, 1]

L o, 1, -9, -2]

[ o, o0, 1, 1/3] 2.2.5.
[ o, 0, 108, 23]

det(A) = -3*det(A)

-108*1linha 3 + linha 4 ==> linha 4

[ 1, -2, 3, 1]

[ o, 1, -9, -2]

L o, o, 1,1/3]

[ o, o, o0, -13]

ans = 39

>> A=[2,1,3,1;1,0,1,1;0,2,1,0;0,1,2,3];
>> detopelp(A) 2.2.6.
[2,1, 3, 1]

[1,0,1, 1]

[0, 2,1, 0]

[o, 1, 2, 3]

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[1,0,1, 1]

[2,1,3,1]

[o0,2,1,0]

[o, 1,2, 3]

det(A) = (-1)*det(A)

-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2 2.2.7.
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 2, 1, 0]

[ o, 1, 2, 3]

(c)
(d)

(a)

eliminagdo 2:

-2%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
-1%1linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]
[ o, 0, -1, 2]
[ o, o, 1, 4]

eliminagdo 3:
-1%linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 0, 1, -2]

[ 0o, 0, 1, 4]

det(4) = (-1)*(-1)*det(A)
-1*1inha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ 0o, 0, 1, -2]

[ o, o, o, 6]

>> 4=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> p=det (A-x*eye(3))

p =-x"3

>> solve(p)

[01[0]1[0]

p =(1-x)*(3-x)*(-2-x) [ 11[ 3]1[-2]
p =(2-x)*x(4-5*x+x~2) [2][4][1]
p =-8-2x+b*x"2-x~3 [ 2][ 41[-1]

>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3);

>> p=det(B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)

>> solve(p)

[ 21[-11[ 3]

p =(2-x)"2x(1-x) [2][2][1]

p =(1-x)*(2-x)*(-1-x)*(3-x) [ 11[ 21[-11[ 3]
p =(2-x)"2*(1-x)"2 [2]1[2]1[1]1[1]

>> Bml=subs(B,x,-1);

>> escalona(Bml)

[1, 0, 0]

o, 1, 1]
o, o, o]
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0
W_1={|: —a } |o € R}.
«a
>> B2=subs(B,x,2);
>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]
[0, 1, 1/4]
[0, 0, o0
—a
We={| —a ||a€eR}
%

>> B3=subs(B,x,3);
>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

(b) [1, 3, 0]
[0, 0, 1]
[0, 0

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

() 1, 1,
[o, o,
[0, 0, 0, 1]
[o, o,

W_i={-a a 0 0] |acR}.

(d)

[0, 1, 0, O]
[o, o, 1, 0]
fo, o, 0, 1]
[0, 0, 0, O]
Wi ={[ «
[1, 0, 0, 29/3]
[0, 1, 0, 7/3]
[0, o, 1, 3]
[0, 0, O, 0]
Wo = {[ —29%
[1, 0, -9/4, 0]
[0, 1, -3/4, 0]
[o, O, 0, 1]
[o, o, 0, 0]
W3={[ 9o 3a
[1, 0, -3, 0]
[0, 1, 3, 0]
[0, 0, o0, 1]
[0, 0, o0, 0]
Wi ={[ 3«
[0, 1, 0, 0]
[0, 0, 1, 0]
[o, o, o, 1l
[o, o, 0, 0]
Wo ={[ a

0 0 0] |acR}).

~7a  —9a 3a ]! |a€R}.

da 0 1" |a €R}.

0 0 0] |acR}.

2.2.8. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.

2.2.9. >> menc=lerarq(’mencl’); key=lerarq(’key’);
>> y=char2num(menc) ; M=char2num(key) ;
>> N=escalona([M,eye(5)])

[ 37,

12,

1, 0, 0, 0, O]
0, 1, 0, 0, 0]
0, 0, 1, 0, 0]
0, 0, 0, 1, 0]
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[18, 6, 6, 2, 1, 0, 0, O, 0, 1]

N =[1,0,0,0,0, 1, O, O, 182, -93]
[0,1,0,0,0, 0, 1, 3, -1, 0]
f0,0,1,0,0,-3, 0, 1,-546, 279]
[0,0,0,1,0, 0,-3,-12, 4, 0]
[o,0,0,0,1, 0, 0, 0, -2, 1]

>> N=N(:,6:10)

N =

[ 1, 0, 0, 182, -93]

[ 0, 1, 3, -1, 0]

[ -3, 0, 1, -546, 279]

[ 0, -3, -12, 4, 0]

[ 0, 0, 0, -2, 1]

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans = Desejo boa sorte a todos que estudam Algebra Linear !
>> menc=lerarq(’menc2’);

>> y=char2num(menc) ;

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans = Buda tinha este nome por que vivia setado!

Deve ser uma matriz com entradas entre 0 e 158 com deter-
minante igual a =1, para que exista inversa e a sua inversa
seja uma matriz com entradas inteiras.
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3.1. Soma de Vetores e Multiplicagdo por Escalar (pagina 119)

3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

3.1.7.

A equagdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a
3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V ob-
temos —15X + 3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U
multiplicando-se por —% obtemos

_ 5 1
x=5%v-1v.

Multiplicando-se a segunda equagdo por 2 e somando-se

a primeira, obtemos 12X = 3U 4 2V ou X = %U + éV.
Substituindo-se X na primeira equa¢do obtemos, %U+V7
2Y =Uou2Y =2U+VouY =1U+1V.

>> op=[ 2, 3, -51; v=[ 3, 0, -31;

>> 0Q=0P+V

0qQ = 5 3 -8
As coordenadas da extremidade do segmento orientado s3o
(5,3, —8).

>> 0P=[1,0,3];
>> MP=0P-0M;

OPlinha =
As coordenadas de P’ sao (1, 4 —5).

oM=[1,2,-1];
0P11nha—OM MP

(a) >> 0A=[5,1,-3];0B=[0,3,4];0C=[0,3,-5];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = -5 2 7
AC = -5 2 -2
Os pontos n3o s3o colineares, pois AC# A AB

(b) >> 0A=[-1,1,3];0B=[4,2,-3];0C=[14,4,-15];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = 5 1 -6
AC = 15 3 -18

Os pontos s3o colineares, pois AC= 3 AB

>> 0A=[1,-2,-3];0B=[-5,2,
>> DC=0B-0A, 0D=0C-DC
DC = -6 4 2

-4 -3
(10, —4, =3).

-1];0C=[4,0,-1];

= 10
O ponto é D =

(a) A equagdo zV + yW = U é equivalente ao siste-

9r - y = -4
ma —12z 4+ Ty = —6 ,cuja matriz au-
—6x + Yy = 2

mentada é a matriz que tem colunas V,W e U.

>> V=[9,-12,-61;W=[-1,7,1];U=[-4,-6,2];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -2/3]
[ 0, 1, -2]
[ 0, 0, 0]

Assim, U— —2/3V —2W.

>> v=[5,4,-3];W=[2,1,1];U=[-3,-4,1];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -5/3]

[ 0, 1, 8/3]

Assim, ?f nio éoc’orﬁ%(l)r(asg'éo linear de V e W.

(b)

3.2. Produtos de Vetores (pagina 149)

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

>> V=[1,2,-3]; w=[2,1,-2];
>> Va=(V+W) /no (V+W), Vb=(V-W)/no(V-W),...
>> Ve=(2%V-3*W) /no (2*V-3*W)

Vv [3 43 33\/ZE *%\/‘E]

[~1V3 4V 33
[*%f #VIT 0]
>> v=[2,2,1]; w=[6,2,-3];

>> X=V/no(V)+W/no (W), U=X/no(X)
X=[32/21, 20/21, -2/21]

[ 50 VITV2D g VITV2L
>> syms X

>> V=[x,3,4];w=[3,1,2];
>> solve(pe(V,W))

Q O“ Q
Il
QJIH

— 557 VITV2L |

-11/3 .
Para z = —11/3, V e W s3o perpendiculares.

>> V=[x,2,4];Ww=[x,-2,3];
>> pe(V,W)
X248
A equacio x2 + 8 n3o tem solugdo real.

>> Va=[2,1,0] ;Wa=[0,1,-1];Vb=[1,1,1];

>> Wb=[0,-2,-2];Vc=[3,3,0];Wc=[2,1,-2];
>> cosVaWa=pe(Va,Wa)/(no(Va)*no(Wa)),...
>> cosVbWb=pe (Vb,Wb) / (no (Vb) *no (Wb)),

>> cochWc =pe(Vc,Wc)/(no (Vc) *no (Wc))

cosVaWa—l—O \/_\/5 costWb——— \/_\/5 cochWc—— \/_
O angulo entre Vae Wa é arccos(\/ 0/10) entre Vbe Wb
é arccos(—+/6/3) e entre Vc e We é arccos(v/2/2) = w/4.
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3.2.6.

3.2.7.

3.2.8.

3.2.9.

3.2.10.

3.2.11.

>> w=[-1,-3,2]; v=[0,1,3];
>> Wi=(pe(W,V)/pe(V,V))*V, W2=W-W1l
Wil = 0 3/10

= 9/10
w2 = -1 -33/10

11/10

>> A=[2,2,1];B=[3,1,2];C=[2,3,0];D=[2,3,2];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M 1 -1 1

0 1 -1

0 1 1 detM=2
>> A=[2,0,2];B=[3,2,0];C=[0,2,1];D=[10,-2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)
M= 1 2 -2

-2 2 -1

8 -2 -1 detM=0

No item (a) os pontos ndo s3o coplanares e no item (b)
eles sdo coplanares.

>> A=[2,1,6];B=[4,1,3];C=[1,3,2];D=[1,2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det (M)

M= 2 0 -3
-1 2 -4
-1 1 -5 detM=-15

O volume do paralelepipedo é 15 unids. de vol.

>> A=[1,0,1];B=[2,1,3];C=[3,2,4];

>> V=pv(A-B,C-B), norma=no (V)

AD = 1 -1 0
norma=\/§

A érea do paralelogramo é v/2 unidades de 3rea.

>> A=[1,2,1]1;B=[3,0,41;C=[5,1,3];
>> V=pv(B-A,C-A), norma=no(V)

AD = -1 8 6
norma=+/101

A drea do tridngulo é v/101/2 unidades de &rea.

>> syms Xy 2

>> X=[x,y,z]; v=[1,0,1]; w=[2,2,-2];

>> exprl=pv(X,V)-W, expr2=pe(X,X)-6

exprl = y-2, z-x-2, -y+2]

expr2 = x"2+y~2+z72-6

>> S=solve(expri(1l),expri(2),expri(3),expr2)
S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> S.x, S.y, S.z

ans =[ -1][ -1] ans =[ 2][ 2] ans =[ 1]1[ 1]
Logo, X = (—1,2,1).

3.2.12.

3.2.13.

>> X=[x,y,z]; v=[1,1,0]; w=[-1,0,1]; U=[0,1,0];
>> expri=pe(X,V), expr2=pe(X,W),...

>> expr3=pe(X,X)-3, expréd=pe(X,U)
exprl=x+y,expr2=z-x,expr3=x"2+y~2+z"2-3, expri=y
>> solve(exprl,expr2,expr3)

S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] z: [2x1 sym]
>> S8.x, S.y, S.z
ans =[ -1][ 1] ans =[ 11[ -1] ans =[ -11[ 1]

Como y tem que ser maior que zero, X = (—1,1,—1).

>> A=[3,0,2];B=[4,3,0];C=[8,1,-1];

>> pe(B-A,C-A), pe(A-B,C-B), pe(A-C,B-C)
14,0,21

Portanto o dngulo reto estd no vértice B.
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4.1. Equacdes de Retas e Planos (pagina 170)

41.1. >> syms x y z
>> N=[2,-1,5]; P=[1,-2,1]; X=[x,y,z];
>> PX=X-P; expr=pe(PX,N)
expr =2*x-9-y+5%z

A equagdo do plano é 2x —y + 52 — 9 =0.

4.1.2. > X=[x,y,z]; P=[2,1,0]; PX=X-P
PX =[x-2, y-1, z]
>> M=[PX;1,2,-3;2,-1,4], expr=det(M)
M =[x-2, y-1, z]
1, ~ 2,-3]
[ 2, -1, 4]

A equagdo do plano é 5z — 10y — 5z = 0.

expr = 5*x-10%y-5%z

4.1.3. > P=[1,0,0]; Q=[1,0,1]; Ni=[0,1,-1];
>> X=[x,y,z]; PQ=Q-P, PX=X-P
pPQ =[0, 0, 1],PX =[x-1, y, z]
>> M=[PX;PQ;N1], expr=det(M)
M =[x-1, y, z]
[ 0,0, 1]
[ 0, 1,-1] expr = -x+1

A equagdo do plano é —x 4+ 1 = 0.

4.1.4. >> vi=[2,2,1]; v2=[1,1,1]; P1=[2,0,0];
>> X=[x,y,z]; P1X=X-P1
P1X =[x-2, y, z]
>> M=[P1X;V1;V2], expr=det(M)
M =[x-2, y, z]
[ 2,2, 1]
[ 1, 1, 1] expr = x-2-y

A equagdo do plano é z —y — 2 =0.
4.1.5. (a) >> solve(’4=2+t’), solve(’1=4-t’),...

>> solve(’-1=1+2x%t’)
ans = 2 ans = 3 ans = -1

Logo n3o existe um valor de ¢ tal que P = (2,4,1)+

(1, —1,2).

(b) >> pP=[4,1,-11; Q=[2,4,1]1; V=[1,-1,2];
>> X=[x,y,z];
>> PX=X-P, PQ=Q-P
PX = [x-4, y-1, z+1] PQ = [-2, 3, 2]
>> M=[PX;PQ;V], expr=dete(M)

4.1.10.

M =[x-4,y-1,z+1]
[ -2, 3, 2]
[ 1, -1, 2] expr = 8*x-39+6*y-z

A equagdo do plano é 8x + 6y — z — 39 = 0.

Fazendo z = 0 nas equag¢des dos planos 71 e o e resol-
vendo o sistema resultante, obtemos

>> expril=x-y+1;expr2=x+y-1;
>> S=solve(exprl,expr2)

>> S.x, S.y

ans = 0 ans = 1

Portanto, o ponto P = (0,1,0) pertence a 71 € a 2.

>> P=[0,1,0]; N=[1,1,1]; X=[x,y,z];
>> PX=X-P, expr=pe(PX,N)
PX =[x, y-1, z] expr = xt+y-1+z

A equagdo do planoéxz+y+2—1=0.

(a) > N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,N2)
V= -8 -5 -6
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo
vetor diretor é V = (=8, -5, —6).

(b) > Ni=[2,-1,4]; N2=[4,-2,8]; V=pv(N1,N2)
V= 0 0 0
Os planos s3o paralelos.

(c) > Ni=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)
V= -1 -1 1
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo

vetor diretor é V = (—1,—1,1)
(%y» Z) = (172’ 1) + t(l’ _172)'
>> pv([2,3,1],[1,-1,1])

4 -1 -5
(mvyvz) = (1707 1) + t(47 717 75)
>> escalona([1,1,-1,0;2,-1,3,1])

1 0 2/3 1/3
0 1 -5/3 -1/3

A reta intersecdo dos planos é (z,y,2) = (1/3,—1/3,0) +
t(—2/3,5/3,1).
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4.1.11.

4.1.12.

>> A=[1,0,-1]; P=[1/3,-1/3,0];
>> V=[- 2/3,5/3,1]; X=[x,y,z];
>> AX=X-A, AP=P-A
AX = [x-1, y, z+1] AP = [-2/3, -1/3, 1]
>> M=[AX;AP;V], expr=dete(M)
M =[ x-1, y, z+1]
[-2/3, -1/3, 1]
[-2/3, 5/3, 1]  expr = -2%x+2/3-4/3%z

A equagdo do plano é 6x +4z —2 = 0.

>> s
>> A ;B=[1,1,0];C=[-3,1,-4];D=[-1,2,-7];
B D-C; Pr—A+t*BA Ps C+s*CD

Ps = [-3+2*s, 1+s,-4-3%*s]

>>
Pr

I—‘Ilw

m ponto qualquer da reta r e Ps = (—3+
s) é um ponto qualquer da reta s.

>> PrPs=Ps-Pr, expr=pv(PrPs,[1,-5,-1])
PrPs = [-3+2%s-t, s, -4-3%*s]

expr = [-16%s-20,-7-s-t,15-11*s+5%t]
>> S=solve(expr(1),expr(2),expr(3))

>> S.t, S.s

ans = -23/4, ans = -5/4
>> PrO=subs(Pr,t,-23/4),
>> V=PsO-Pr0O

PsO=subs(Ps,s,-5/4),

Pr0 = [-23/4, 1, 0]
PsO = [-11/2, -1/4, -1/4]
vV = [1/4, -5/4, -1/4]

A equagdo dareta é (z,y, z) = (—23/4,1,0)+t(1, -5, —1).

(a) > N1=[2,-1,1]; N2=[1,2,-1]; V=pv(N1i,N2)
v=-1 5

3

Os planos se interceptam segundo uma reta que tem
vetor diretor V = (—1,3,5

>> P0=[1/5,2/5,0]; Pr=PO+t*V

Pr = [1/5-t, 2/5+3*t, 5*t]

Um ponto qualquerdaretar é P. = (1/5—¢,2/5+
3t,5t). Vamos determinar o valor de t tal que AP,
é perpendicular ao vetor diretor da reta r.

>> A=[1,0,1]; APr=Pr-A, expr=pe(APr,V)
APr = [-4/5-t, 2/5+3xt, b*t-1]
expr = -3+3bxt
>> solve(expr)

= 3/35
>> APrO=subs (APr,t,3/35), expr=A+t*APr0
APr0O [-31/35, 23/35, -4/7]
expr [1-31/35*t, 23/35%t,

1-4/7*t]

A equacdo da reta é (z,y,2) =
1-

(1 — (31/35)t, (23/35)t, 1 — (4/7)t).

4.2. Angulos e Distancias (pagina 190)

4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4,

>> v=[1,3,2];wW=[2,-1,1];U=[1,-2,0];

>> N=pv(W,U), projecao=(pe(V,N)/pe(N,N))*N
N =2 1 -3 projecao = -1/7 -1/14 3/14
>> N1=[2,-1,1]; N2=[1,-2,1];

>> costh—pe(Nl N2)/(no(N1)*no(N2))

costh = 5/6

O angulo é arccos(5/6).

>> A=[1,1,1];B=[1,0,1];C=[1,1,0];

>> p=[0,0,1];Q=[0,0,0]1;V=[1,1,0];

>> N1=pv(B-A,C-4), N2=pv(Q-P,V),

>> costh—pe(Nl N2)/(no(N1)*no(N2))

N1 =1 0 0, N2 =1 -1 0,
costh = 1/2%27(1/2)

O angulo é arccos(v/2/2) = 45°.

O vetor diretor da reta procurada V = (a, b, ¢) faz dngulo

de 45° com o vetor i e 60° com o vetor j. Podemos tomar
o vetor V com norma igual a 1.

>> syms a b ¢

>> P=[1,-2,3]; I=[1,0,0]; J=[0,1,0];

>> V=[a,b,c]; expri=pe(V,I),expr2=pe(V,J)
exprl = a expr2 =

>> S=solve(’a=2"(1/2)/2’,
>> S.a, S.b, S.c

'b=1/27,7a"2+b 2+c"2=1")

ans = [ 1/2%27(1/2)1 [ 1/2%2"(1/2)]
ans = [ 1/2] [ 1/2]
ans = [ 1/2] [ -1/2]
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4.2.5.

4.2.6.

4.2.7.

4.2.8.

Existem duas retas que passam pelo ponto P = (1, -2, 3),
elas sio (z,y,2) = (1,-2,3) + t(v/2/2,1/2,1/2) e
(z,9,2) = (1,-2,3) + t(v2/2,1/2,-1/2).

>> syms t, A=[1,1,0]; V=[0,1,-1]; Pr=[0,t,-t];
>> PrA=A-Pr, exprl=pe(PrA,V)

PrA = [1, 1-t, t] exprl = 1-2%t

expr2 = 2x(1-t+t~2)"(1/2)

>> expr2=no(PrA)*no (V)

>> solve((exprl/expr2)~2-1/4)

[010[1]

>> B=subs(Pr,t,0), C=subs(Pr,t,1)

B = [0, 0,0 C=1[0,1, -1]

>> A=[1,0,0]; B=[0,1,0]; C=[1,0,1]; 0=[0,0,0];
>> N=B-A; dist=abs(pe(N,C-0))/no(N)
dist =1/2"(1/2)

>> syms t s

>> A=[1,0,0]; B=[0,2,0]; V2=[1,2,3]; P2=[2,3,4];
>> Pri=A+t*(B-A), Pr2=P2+s*V2

Pr1 = [1-t, 2%t, 0] Pr2 = [2+s, 3+2%s, 4+3x*s]

Pr, = (1 —¢,2¢,0) é um ponto qualquer da reta 71 e
Py, = (245,34 25,4+ 3s) é um ponto qualquer da reta

—
r2. Devemos determinar t e s tais que o vetor P, Pr, seja
perpendicular aos vetores diretores de r1 e de ra.

>> Pri1Pr2=Pr2-Pril

PriPr2 = [1+s+t, 3+2%s-2%t, 4+3*s]

>> expri=pe(PriPr2,B-A), expr2=pe(PriPr2,V2)

exprl = B5+3%s-5*%t expr2 = 19+14*s-3%t

>> S=solve(’5+3*s-5*xt’,’19+14*s-3*t’)

>> S.t, S.s

t = 13/61, s = -80/61

>> Pr10=subs(Pr1,t,13/61), Pr20=subs(Pr2,s,-80/61)
Pr10 = [48/61, 26/61, 0] Pr20 = [42/61, 23/61, 4/6
>> V=Pr20-Pr10, expr=Pr10+t*xV

v = [-6/61, -3/61, 4/61]

expr = [48/61-6/61%t, 26/61-3/61%t, 4/61*t]

A equagdo da reta é (z,y, z) = (48/61 — (6/61)t,26/61 —
(3/61)t, (4/61)t).

>> A=[0,2,1]; Pr=[t,2-t,-2+2*t];
>> APr=Pr-A, dist=no(APr)
APr = [t, -t, -3+2x%t]

4.2.9.

4.2.10.

42.11.

dist = 37(1/2)*(2xt~2+3-4%t) "~ (1/2)
>> solve(dist~2-3)

[1101]

>> P=subs(Pr,t,1)

P =11, 1, 0]

A distancia de A até a reta r é igual a /3.

>> syms t

>> A=[1,1,1]; B=[0,0,1]; Pr=[1+t,t,t];

>> APr=Pr-A, BPr=Pr-B

APr = [t, -1+t, -1+t] BPr = [1+t, t, -1+t]
>> distlq=pe(APr,APr), dist2q=pe(BPr,BPr)
distlq = 3*t"2+2-4%t dist2q = 2+3*t~2

>> solve(distlq-dist2q)

t=0
>> subs(Pr,t,0)
[1, 0, 0]

O ponto P = (1,0,0) é equidistante de A e B.

>> A=[1,-1,2]; B=[4,3,1]; X=[x,y,z];

>> AX=X-A, BX=X-B,

AX = [x-1, y+1, z-2] BX = [x-4, y-3, z-1]

>> distiq=pe(AX,AX), dist2qg=pe(BX,BX)

distlq = X72-2%x+6+y 2+2%y+z"2-4%z

dist2q = x72-8%x+26+y 2-6*y+z"2-2%z

>> expr=distlq-dist2q

expr = 6*x-20+8%y-2%z

A equag¢do do lugar geométrico é 6x + 8y — 2z — 20 = 0.
Este plano passa pelo ponto médio de AB, pois o ponto

médio de AB é M =OM= 1/2(0A + (_)E) (Exercicio
1.12 na péagina 121) satisfaz a equagdo do plano. O plano
é perpendicular ao segmento AB, pois N = (6,8, —2) é

paralelo a 14—B): (3,4,-1).

>> v1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];

>> v2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];

>> pv(V1,V2)

ans = 0 0 0

>> syms x y z; X=[x,y,z];

>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)

M=[ x, y, =z
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7xx-2xy+z

Como o produto vetorial de Vi e V5 (os dois vetores dire-
tores das retas) é igual ao vetor nulo, ent3o as retas s3o
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4.2.12.

4.2.13.

—
paralelas. Neste caso, os vetores V] e P; P sdo n3o coline-
ares e paralelos ao plano procurado. Assim, T —2y+2z =0
é a equacgao do plano.

>> syms x y zd

>> expril=2*x+2*y+2xz+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs (pe (P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 + d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 22 4+ 2y +2z = 0e2x+2y+22—12 =0
satisfazem as condicdes do exercicio.

>> N2=[1,-2,2];N3=[3,-5,7];

>> V=pv(N2,N3)

V= -4 -1 1

>> syms a b ¢, N=[a,b,c];

>> expri=pe(N,V)

exprl = -4*a-b+c

>> expr2=no(N)-1

expr2 = (a"2+b"2+c"2)"(1/2)-1

>> expr3=abs(pe(N,N1)/no(N1))-cos(pi/3)

expr3 = 1/2x27(1/2)*abs(at+c)-1/2

>> S=solve(exprl,expr2,expr3,’a,b,c’)

>> S.a,S.b,S.c

a = b = c =

L 0]L 1/2%27(1/2)10  1/2%27(1/2)]

[ 2/9%2~(1/2)1[ -11/18%2~(1/2)1[ 5/18*27(1/2)]
010 -1/2%x27(1/2)]1[ -1/2%2"(1/2)]

[ -2/9%2~(1/2)]1[ 11/18%2~(1/2)1[ -5/18*2~(1/2)]

Os planos y + z = 0 e 4o — 11y + 5z = 0 satisfazem as

condigdes do exercicio
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5.1. Cénicas (pagina 211) y
2 2
5.1.1.  (a) 42242y = 1 pode ser reescrita como Tatim= o
1, que é a equacdo de uma elipse com focos em o2
(0, £c), em que c = \/1/4 + 1/2 = v/3/2. 0 -
-0.4
1 y
-0.6
08
-0.8
0.6
04 o
-12
X
-0.2
-0.4
06 Elevando novamente ao quadrado e simplificando,
s obtemos
o 2 2
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 5% 4+ 9y” — 10z — 36y —4 = 0.

(b) VE+1)2+@y+1)2+y/(@—-1)2+(y-12=4

(b) 22 +y = 0 pode ser reescrita como y = —z2, que é 5 2 _ 4 1\2 12
a equagio de uma pardbola com foco em (0, —1/4) \/(CE t2+(y+1)=4 \/(I D2+ -1

e reta diretriz y = 1/4.
5 5 Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
(c) Dividindo 2 —9y? = 9 por 9 obtemos £~ — %~ =1,

9 1
que é a equagdo de uma hipérbole com focos em B 2. e
(£c,0), em que ¢ = /9 + 1 = /10. A-(@+y) = 2\/(96 —D*P+ -1
5 3 3 3 _ Elevando novamente ao quadrado e simplificando,
512 (a) V(@+1)2+(y—22+/(@—-32+(y—-2)2=6 obtemos
2 2 _ 2 2 322 4 3y? — 22y — 16 = 0.
(z+1)24+(y—2)2=6—/(z—3)2+ (y—2)2. Y Y
Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos 513. (a) VE@—-32+y+1)2—/(z—3)2+ (y—4)2=43
-2z + 11 = 3\/(x +1)2+ (y — 2)2. \/(m -3)2+(y+1)2= :i:3+\/(:v —3)2 4+ (y —4)2.

Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



Capitulo 5. Conicas e Quadricas

263

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

5y — 12 = :|:3\/(x—3)2 + (y—4)2.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando,
obtemos

16y% — 922 + 54z — 48y — 81 = 0.

(b) VE+1)2+y+1)2-/(z - 12+ (y - 1)2=+2

Ja@r12 @2 =240/ @12+ (g - 1)2.

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

@ty) —1=+/@@— 12+ @12

Elevando novamente ao quadrado e simplificando,
obtemos
2zy —1=0.

5.1.4.

(a) V22 + (y —2)2 = |y + 2|. Elevando ao quadrado
e simplificando obtemos

x2—4y:0
_lz+y—2

©) V@@= 02+ -0 = T

quadrado e simplificando obtemos

. Elevando ao

:v2—233y+y2+4z—|—4y—4:0.

5.2. Quadricas (pagina 221)

5.2.1.

(a) 4x? —2y? + 22 = 1 pode ser reescrita como

2 2
x Yy 2
zr Y =1,
i 12

que é um hiperboldide de uma folha.
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(b) 22 +y + 22 = 0 pode ser reescrita como
y=—(2%+27),
que é a equacgdo de um paraboldide eliptico.
(c) Dividindo 2 — 9y = 9 por 9, obtemos
2

T y?
1

z =1,
9

que é a equacgdo de um cilindro quadrico.
(d) Dividindo 422 — 9y2 — 362z = 0 por 36 obtemos

2

T y2?

z=— — =

9 4

que é a equacgdo de paraboldide hiperbdlico.

5.3. Mudanga de Coordenadas (pagina 235)

5.3.1.

(a) >> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> p=[1,3];
>> A=[v1;v2;p].’
>> escalona(A)

[1, 0, -27(1/2)]
[o, 1, 2%27(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relagdo ao sistema
S sdo:
-2
2v2

(b) >> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2),01);
>> v2=sym([0,0,11);
>> v3=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2),0]);
>> p=[2,-1,2]; A=[v1;v2;v3;pl.’;
>> escalona(A)

[1, 0, 0, 3/2x2°(1/2)]
[o, 1, 0, 2]
[ o, o, 1, 1/2%2°(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relagdo ao sistema
S sdo:

3v/2/2

2
V2/2
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5.3.2.

5.3.3.

‘ ‘\\
‘\‘\\“\

(a) >> vi=sym([-1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> v=2*xv1+v2

[ —v2/2 3v2/2 ]

(b) >> vi=sym([0,1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1,0,0]);
>> v3=sym([0,1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v=-v1+v2+2%v3

v = 3 1 3
[1 v2/2 3v2/2 ]
As coordenadas de U;,Us e Uz em relagio ao
sistema S = {O,U,,U2,U3} sdo dadas por
1 0 0
01,1 e 0 respectivamente. Assim,
0 0 1
1 0 0 1 1
U, = 0 1/2 —/3/2 { 0 } = 0 }
0 +/3/2 1/2 0 0
1 0 0 0 0
Uy = |0 1/2  —+/3/2 [ 1} = { 1/2 } e
0 V3/2 1/2 0 V3/2

5.3.4.

5.3.5.

1 0 0 0 0
Us=| 0 1/2 ﬁ/z}{o}:[\/ﬁp]
0 3/2 1/2 1 1/2

>> p=sym([sqrt(3),11).’; pr=sym([sqrt(3),-11).7;
>> A=[cos(th),-sin(th);sin(th),cos(th)];
>> expr=A*pr-p
expr = [ cos(th)*37(1/2)+sin(th)-3"(1/2)]
[ sin(th)*3~(1/2)-cos(th)-1]
>> solve(expr(1,1),expr(2,1),th)
ans = 1/3*pi

A rotacio é de /3.

(a) >> a=sym(9) ;b=sym(-4);c=sym(6);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> syms X
>> p=det (A-x*eye(2))
p = 50-15%x+x"2
>> solve(p)
= [ 5[ 10]
>> al=5;c1=10;
>> cos2th=(a-c)/(al-c1)

cos2th = -3/5
>> tan2th=b/(a-c)
tan2th = -4/3

260 estd no 20. quadrante, o que implica que 6 estd
no lo. quadrante.

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 1/5%57(1/2)
>> senth=sqrt(l-costh~2)

senth = 2/5%57(1/2)
>> P=[costh,-senth;senth,costh]

P V5/5  —2v/5/5
Tl 2v5/5 V55

>> expr=al*x1~2+cl*y172-30
5212 +10y12 — 30
>> expr=expr/30

€1?/6 +y1%/3 -1
>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)
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4 v >> expr=al*x17~2+clxy172+81
—13212 + 4412 + 81
3l
>> expr=expr/81
2k
13,2, 4 .2
y —sp it gt +1
i
>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)
0 -
X
alb .
y A
2 61
-3 L L L L L J ar X
4 -3 -2 -1 0 1 2 3
2r y
0 L
X
(b) >> a=sym(3) ;b=sym(-8) ;c=sym(-12); 2
>> A=[a,b/2;b/2,c]; —
>> p=det (A-x*eye(2))
P = —52+9*x+x"2 -ar
>> solve(p)
ans = [ -13]1[ 4] -6
>> al=-13;cl1=4;
>> cos2th=(a-c)/(al-cl) ‘ ‘ ‘ ‘ ) ) )

cos2th = -15/17 = -6 -4 -2 ) 2 4 6 8
>> tan2th=b/(a-c)
tan2th = -8/15

20 estd no 20. quadrante, o que implica que 6 esta
no lo. quadrante. (c) >> a=sym(2);b=sym(-4);c=sym(-1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> costh=sqrt ((cos2th+1)/2) >> p=det (A-x*eye(2))
costh = 1/17%17°(1/2) p = —6-x+x"2
>> senth=sqrt(1-costh~2) >> solve(p)
senth = 4/17*%17°(1/2) ans = [ -2][ 3]
>> P=[costh,-senth;senth,costh] >> al=-2;c1=3;
>> cos2th=(a-c)/(al-c1)

o VIT/IT  —4TT/17 cos2th = :3/5

= warr i >> tan2th=b/(a-c)
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(d)

tan2th = -4/3

260 estd no 20. quadrante, o que implica que 6 esta
no lo. quadrante

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 1/5%5"(1/2)

>> senth=sqrt(1-costh”2)

senth = 2/5%57(1/2)

>> P=[costh,-senth;senth,costh]

P V5/5  —2v5/5
| 2v5/5  1V5/5

>> expr=al*x1~2+clx*yl1~2+24
—221% +3y1° + 24

>> expr=expr/24

—x12/124+112/8 + 1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)

>> a=sym(21) ;b=sym(6) ;c=sym(13);
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

P = 264-34xx+x"2

>> solve(p)

ans = [ 12][ 22]

>> al=12;c1=22;

>> cos2th=(a-c)/(al-cl)
cos2th = -4/5

>> tan2th=b/(a-c)
tan2th = 3/4

20 estd no 30. quadrante, o que implica que 6 esta
no 4o. (se escolhermos 6 negativo) ou no 20. qua-
drante (se escolhermos 6 positivo). Vamos tomar 6
no 4o0. quadrante

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 1/10%10~(1/2)

>> senth=-sqrt(1-costh”2)
senth = -3/10%x10°(1/2)

>> P=[costh,-senth;senth,costh]

P v10/10  3+/10/10
~ | =-3V10/10 V10/10

y

a4

6

(e)

>> expr=al*x1~2+clxyl172-132
12212 + 22912 — 132

>> expr=expr/132
x12/11+y12/6 — 1

>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)

>> a=sym(4) ;b=sym(-20) ;c=sym(25) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —29%x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 0][ 29]

>> al1=0;c1=29;

>> cos2th=(a-c)/(al-cl)

cos2th = 21/29

>> tan2th=b/(a-c)

tan2th = 20/21

20 estd no lo. quadrante, o que implica que 6
também estd no lo. quadrante.
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s

2L

3L

a4t

>y

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 5/29%29°(1/2)

>> senth=sqrt(1-costh~2)

senth = 2/29%29°(1/2)

>> P=[costh,-senth;senth,costh]

5 2

55 V29 —55 V29
P=| % 29

35 V29 35 V29
>> e=-15;f=-6;
>> [e,f]*P
ans = [ -3%297(1/2), 0]

>> el=ans(1,1);fl=ans(1,2);
>> expr=al*x1~2+cl*yl~2+elxx1+f1x*yl

29412 — 329z

>> expr=expr/29

y12 — 23—9 V29z1

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)

()

>> a=sym(9) ;b=sym(6) ;c=sym(1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
= -10%x+x"2
>> solve(p)
ans = [ 0][ 10]
>> al1=0;c1=10;
>> cos2th=(a-c)/(al-cl)
cos2th = -4/5
>> tan2th=b/(a-c)
tan2th = 3/4

26 estd no 30. quadrante, o que implica que 6 estd
no 4o. (se escolhermos 0 negativo) ou no 20. qua-
drante (se escolhermos 6 positivo). Vamos tomar 6
no 4o. quadrante.

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 1/10%10°(1/2)

>> senth=-sqrt(1-costh~2)
senth = -3/10%10"(1/2)

>> P=[costh,-senth;senth,costh]
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()

p_ [ V10/10  3v10/10
~ | -3V10/10 V/10/10

>> e=-10*sqrt (10) ;£=10*sqrt (10);

>> [e,f]*P

ans = [ -40, -20]

>> el=ans(1,1);fl=ans(1,2);

>> expr=al*x1~2+cl*yl~2+el*x1+f1%y1+90

10912 —20y; — 4021 + 90

>> syms x2 y2
>> expr=subst(expr,yl,y2+1)

10y22 + 80 — 4021

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10y22 — 4022

>> expr=expr/10

y2? —4my

>> paraby(1,P, [2;1])

>> a=sym(5) ;b=sym(-6) ; c=sym(5) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = 16-10%x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 2][ 8]

>> al=2;c1=8;

>> cos2th=(a-c)/(al-c1)

cos2th = 0

Como a = c, entdo 0 éigual a 7/4 (se a’ = a+b/2)
ou —7/4 (se a’ = a—b/2). Neste caso a’ = a+b/2,

o que implica que 6 = 7/4.

>> costh=sqrt(2)/2;senth=sqrt(2)/2;
>> P=[costh,-senth;senth,costh]

po| V22 —v2/2
Tl V272 V2)/2

>> e=-30*sqrt(2) ;f=18*sqrt(2);

>> [e,f]*P

ans = [-12, 48]

>> el=-12;f1=48;

>> expr=al*x1”2+cl*yl”2+elxx1+f1%y1+82

-2

y

>y

2212 4+ 8412 — 1221 + 48y + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2122 — 8+ 8y3?
>> expr=expr/8
22% /4 — 1+ y2?
>> elipse(2,1,P,X0)

>> a=sym(5) ;b=sym(12) ; c=sym(0) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = -5*x+x72-36

>> solve(p)

ans = [ -4][ 9]

>> al=-4;c1=9;

>> cos2th=(a-c)/(al-c1)

cos2th = -5/13

>> tan2th=b/(a-c)
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tan2th = 12/5

20 estd no 30. quadrante, o que implica que 6 esta
no 4o. (se escolhermos 6 negativo) ou no 2o0. qua-
drante (se escolhermos 6 positivo). Vamos tomar 6
no 4o. quadrante.

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 2/13*13°(1/2)

>> senth=-sqrt(1-costh”2)
senth = -3/13%13"(1/2)

>> P=[costh,-senth;senth, costh]

p_| 2/V13  3/V13

~ | -3/V13 2/V13
>> e=-12*sqrt(13);£=0;
>> [e,f]*P

ans = [ -24, -36]
>> el=-24;f1=-36;
>> expr=al*x1~2+cl*yl~2+elxx1+f1%y1-36

—4x124+9y1%2 —24x1 — 36y — 36

-2

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—41x92 — 364 9y2
>> expr=expr/36
7.%22/97 1 +y22/4

>> hiperby(2,3,P,X0)

-6

-4 -2 0 2 4 6

(i) >> a=sym(6) ;b=sym(-4);c=sym(9);

>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = 50-156*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 5][ 10]

>> al=5;c1=10;

>> cos2th=(a-c)/(al-cl)

cos2th = 3/5
>> tan2th=b/(a-c)
tan2th = 4/3
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20 estd no lo. quadrante, o que implica que 6

também estd no lo. quadrante. 7 v
y
>> costh=sqrt((cos2th+1)/2) or
costh = 2/5%57(1/2) o
>> senth=sqrt(i-costh~2) 5T
senth = 1/5%57(1/2)
>> P=[costh,-senth;senth,costh] Ty
al
p_ 2/v5  —1/5 x
1/vV/5  2/V5 2 W
>> e=-4*sqrt(5) ;£=-18*sqrt(5) ; il
>> [e,f]1*P o -
ans = [ -26, -32] X
>> el1=-26;f1=-32; b
>> expr=al*x1~2+cl*yl~2+el*x1+f1%yl1-5
b
512+ 10412 — 2621 —32y1 — 5 2 1 o 1z 3 4 5 o 1 s
>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)
2 _ 322 2
522° — 5= + 1042 >> a=sym(1) ;b=sym(2*sqrt(3));c=sym(-1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> expr=expr*5/322 >> p=det (A-xxeye(2))
p = —4+x72
>> solve(p)
25 .. 2 25 . 2
35 ¥2° — 1+ {57 v2 ans = [ 2][ -2]
>> al=2;cl=-2;
>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0) >> cos2th=(a-c)/(al-c1)
cos2th = 1/2
>> tan2th=b/(a-c)
() >> a=sym(1);b=sym(2*sqrt(3));c=sym(-1); tan2th = 37(1/2)
>> A=[a,t(>/2;b/2,?]);) >> P=[costh,-senth;senth,costh]
>> p=det (A-x*eye (2
p = -4+x"2 P V3/2 —1/2
>> solve(p) - 1/2  V/3/2

ans = [ 2][ -2]

>> al=2;cl1=-2;
> > >> = +
5> cos2th=(a-0)/(al-c1) >> costheeqrt({cos2tirt1)/2)

cos2th = 1/2 >> senth=sqrt(1-costh~2)

>> tan2th=b/(a-c) =
h=1/2
tan2th = 37(1/2) §EDZ=6'f=(/)'
20 estd no lo. quadrante, o que implica que 6 >> [e,f]*P
também estd no lo. quadrante. ans = [ 3*37(1/2), -3]
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>> el1=3%sqrt(3);f1=-3; >> al=0;c1=16;
>> expr=al*x1~2+clxyl~2+elxx1+f1xyl >> cos2th=(a-c)/(al-c1)
cos2th = 0
2212 — 2912 +3v3x1 — 31 Como a = ¢, entdo 0 é igual a /4 (se a’ = a+b/2)

ou —7/4 (se a’ = a—b/2). Neste caso a’ = a+b/2,

>> X0=[-3x3"(1/2)/4;-3/4]; o que implica que 0 = /4.

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)
>> costh=sqrt(2)/2;senth=sqrt(2)/2;

292 — 9/4 — 21992 >> P=[costh,-senth;senth,costh]
>> expr=expr*4/9 _

g2 —1—35u2

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0) ;i T;S?;zgrt (2);8=-31xsqrt (2);

ans = [ 2, -641]
>> el=2;f1=-64;
>> expr=al*x1”2+cl*yl~2+elxx1+f1xy1+70

y Y 16y12+2z1—64y1+70
1 . >> expr=subst (expr,yl,y2+2)
. 16422 +6 + 221
° X . X >> expr=subst (expr,x1,x2-3)
L 16y22 + 222

>> expr=expr/16

2L

yo? +2/8
>> parabx(-1/32,P, [-3;2])

(k) >> a=sym(8);b=sym(-16) ;c=sym(8);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = —16%x+x72
>> solve(p)
ans = [ 0][ 16]
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