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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de um semestre de Geometria Analitica e Algebra Linear
ministrado nos primeiros semestres para estudantes da drea de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas
nao é necessdrio, ser acompanhado do programa MATLAB*.

O conteddo ¢é dividido em seis capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares.
Aqui todas as propriedades da algebra matricial s3o demonstradas. A resolucdo de sistemas lineares
é feita usando somente o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja
na forma escalonada reduzida). Este método requer mais trabalho do que o método de Gauss
(transformando a matriz, apenas, até que ela esteja na forma escalonada). Ele foi o escolhido, por
que também é usado no estudo da inversdo de matrizes no Capitulo 2. Neste Capitulo é também
estudado o determinante, que é definido usando cofatores. As demonstracdes dos resultados deste
capitulo podem ser, a critério do leitor, feitas somente para matrizes 3 x 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espago. Os vetores sdo definidos de forma ge-
ométrica, assim como a soma e a multiplicagdo por escalar. S3o provadas algumas propriedades
geometricamente. Depois sdo introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a neces-

*MATLAB é marca registrada de The Mathworks, Inc.
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viii Conteudo

sidade da definicdo de base. Os produtos escalar e vetorial sdo definidos também geometricamente.
O Capitulo 4 trata de retas e planos no espaco. S3o estudados angulos e distancias entre retas e
planos.

O Capitulo 5 cobre a teoria dos espacos euclidianos. O conceito de dependéncia e independéncia
linear é introduzido de forma algébrica, acompanhado da interpretacao geométrica para os casos de
R? e R3. Aqui sdo estudadas as posicdes relativas de retas e planos como uma aplicacio do conceito
de dependéncia linear. S3o também tratados os conceitos de subespacos e de base de subespacos.
S3o abordados também o produto escalar e bases ortonormais.

O Capitulo 6 traz um estudo da diagonalizacdo de matrizes em geral e a diagonalizacdo de
matrizes simétricas através de um matriz ortogonal. E feita uma aplicagdo ao estudo das secdes
conicas.

Os exercicios estao agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios
que sao resolvidos fazendo célculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de
uma maquina de calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demons-
tracoes. Alguns s3o simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria
e geralmente s3o acompanhados de sugestoes. Os “Exercicios usando o MATLAB", que contém
exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB ou outro software. Os comandos necessarios a
resolucdo destes exercicios sdo também fornecidos juntamente com uma explicacdo rapida do uso.
Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a resolu¢do dos outros, depende do nivel e
dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB é um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB = MATrix LA-
Boratory). Os comandos do MATLAB sdo muito préximos da forma como escrevemos expressdes
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas, pa-
cotes para calculos especificos. Um pacote chamado gaal com fungdes que sio direcionadas para
o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introducdo ao MATLAB e ins-
trucdes de como instalar o pacote gaal. Mais informacdes sobre o que o MATLAB é capaz, podem

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



Prefacio iX

ser obtidas em [4, 27].

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus
conhecimentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB estdo resolvidos apds
o ultimo capitulo utilizando o MATLAB. Desta forma o leitor que n3o estiver interessado em usar o
software pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse,
pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB e do pacote
gaal.

O programa MATLAB pode ser adquirido gratuitamente na compra do Guia do Usudrio [27].
Por exemplo, o Guia do Usudrio ja foi adquirido, através da internet, na livraria Blackwell’s na
Inglaterra (http://bookshop.blackwell.co.uk), por US$ 61,00, acompanhado de um CD com
o programa.

Gostaria de agradecer a todos os professores que nos lltimos trés anos adotaram edi¢cOes anterio-
res deste texto em particular aos professores Renato Pedrosa da UNICAMP, Rosa Maria S. B. Chaves
da USP-SP, Lana Mara R. dos Santos da UFV e Ana Tucci de Carvalho da PUC-MG. Gostaria de
agradecer também aos professores que colaboraram apresentando correcGes, criticas e sugestdes,
entre eles Dan Avritzer, Joana Darc A. S. da Cruz, Francisco Dutenhefner, Jorge Sabatucci, Seme
Gebara, Alexandre Washington, Vivaldo R. Filho, Hamilton P. Bueno, Paulo A. F. Machado, Helder
C. Rodrigues, Flaviana A. Ribeiro, Cristina Marques, Rogério S. Mol, Denise Burgarelli, Maria Laura
M. Gomes, Maria Cristina C. Ferreira, Paulo C. de Lima, José Barbosa Gomes, Moacir G. dos Anjos
e Daniel C. de Morais Filho.
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Sugestao de Cronograma

Capitulo 1 4 aulas
Capitulo 2 4 aulas
Capitulo 3 4 aulas
Capitulo 4 4 aulas
Capitulo 5 8 aulas
Capitulo 6 6 aulas

Total 30 aulas
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Capitulo 1

Matrizes e Sistemas Lineares

1.1 Matrizes

Operando com matrizes estamos utilizando uma forma compacta de fazermos operagdes com varios
numeros simultaneamente. Vamos definir operacdes matriciais andlogas as operacdes com nimeros
e provar as propriedades que sao validas para essas operacdes. Depois disto, o estudo envolvendo
operacdes com varios niimeros pode ser simplificado fazendo operacdes com as matrizes e usando as
propriedades que ja foram demonstradas. Por exemplo, veremos que um sistema de vérias equagoes
lineares pode ser escrito em termos de uma Unica equagdo matricial.

Uma matriz A, m x n (m por n), é uma tabela de mn nidmeros dispostos em m linhas e n



2 Matrizes e Sistemas Lineares

colunas
a1 a2 ... QA1np
a921 22 ... Ao,
A —
m1 Am2 ... Amn
A i-ésima linha de A é
[a'il Q2 ... Clm]a
parai=1,...,m e a j-ésima coluna de A é
alj
A2;
. 7
amj
para j = 1,...,n. Usamos também a notagdo A = (a;j)mxn. Dizemos que a;; ou [A];; é o
elemento ou a entrada de posicdo 7,j da matriz A. Se m = n, dizemos que A é uma matriz
quadrada de ordem n e os elementos a1, ass, . . ., a,, formam a chamada diagonal (principal)

de A.

Exemplo 1.1. Considere as seguintes matrizes:

1 2 -2 1 1 3 0
A_[?) 4}’ B_{ 03]’ C_{Qél —21’

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 3

As matrizes Ae Bsao2x2. AmatrizCé2x3, Dé1lx3 Fé3x1leFé1lx1. Deacordo
com a notagdo que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das matrizes dadas acima sao
12 = 2, Co3 — —2, €1 — 4, [A]QQ == 4, [D]lg = 3.

Duas matrizes sdo consideradas iguais se elas tém o mesmo tamanho e os elementos correspon-
dentes sdo iguais, ou seja, A = (a;j)mxn € B = (bij)pxq S30 iguais se m = p, n = q e a;; = b;;
parati=1,....mej=1,...,n.

Vamos, agora, introduzir as operagdes matriciais.

1.1.1 Operacoes com Matrizes

Definicao 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn €
definida como sendo a matriz C' = (¢;;)mx, obtida somando-se os elementos correspondentes de A
e B, ou segja,

Cij = aij + by,

parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos C = A+ B e [A+ Bl;; = a;; + b;;.

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 =3 -2 1 5
=[5 i) o=

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



4 Matrizes e Sistemas Lineares

Se chamamos de C' a soma das duas matrizes A e B, ent3do

C— A+ DB 1+(-2) 241 =345 }:{—1 3 2}

340 443 0+ (—4) 3 7 —4

Definicao 1.2. A multiplicacdo de uma matriz A = (a;;)x, por um escalar (nimero) « é
definida pela matriz B = (b;;)mxn obtida multiplicando-se cada elemento da matriz pelo escalar, ou
seja,

bij = a a;j
parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos B = oA e [aA];; = o a;;. Dizemos que a matriz B
é um multiplo escalar da matriz A.
—2 1
Exemplo 1.3. O produto da matriz A = 0 3 | pelo escalar —3 é dado por
5 —4
(=3)(=2) (=3)1 6 —3
—-3A= (=3)0 (—=3)3 = 0 -9
(=3)5  (=3)(—4) —15 12

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 5

Definicao 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira matriz
é igual ao nimero de linhas da segunda, A = (a;;)mxp € B = (bij)pxn € definido pela matriz
C' = (Cij)mxn oObtida da seguinte forma:

Cj = aﬂblj + (ligbgj +...+ Clipbpj (].].)
p
k=1

p
parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos C' = AB e [AB];; = Zaikbkj.
k=1

A equagdo (1.1) esta dizendo que o elemento ¢, j do produto é igual a soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B.

ay; a2 ... A1p
: b1 blj bin
C11 Cin
ba1 . sz - bon . )
;1 Q2 ... Aip . . . = : Cij
' . ' Cml - Coon
bpl bpj bpn
L Gm1 Qm2 .. Qmp

Na equagdo (1.2) estamos usando a notacao de somatdrio para escrever a equagdo (1.1) de

p
forma compacta. O simbolo E significa que estamos fazendo uma soma em que o indice k esta

k=1
variando de k =1 até k = p.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



6 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

1 2 =3
a=[5 070 8-

Tt O N

1 0
3 0
4 0
Se chamamos de C' o produto das duas matrizes A e B, entdo

C:AB:{1(—2)+2.0+(—3)5 1-142-34(=3)(—4) 0}:[—17 19 0}‘

3(=2)+4-0+0-5 3-1+4-3+0(—4) 0 —6 15 0

Observacao. No exemplo anterior o produto BA n3o esta definido (por que?). Entretanto, mesmo
quando ele estd definido, BA pode ndo ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes nao é
comutativo, como mostra o exemplo seguinte.

. 1 2 -2 1 -
Exemplo 1.5. Sejam A = {3 4] e B= { 0 3 } Ent3o,

-2 7 1 0
w2 7] e man[l o).

Definicao 1.4. A transposta de uma matriz A = (a;;)mxn é definida pela matriz B = (b;;)nxm
obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,

bij = aji,

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos B = A" e [AY];; = a;;.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 7

Exemplo 1.6. As transpostas das matrizes

1 2 -2 1 1 3 0 "
A:{34], B:[ 03} e C:[24 _2] s3o

1 2
Atz[;ﬂ, Bt:[_fg} e C'=|3 4
0 —2

A seguir, mostraremos as propriedades que sdo vélidas para a dlgebra matricial. Varias proprie-
dades sao semelhantes aquelas que sao validas para os niimeros reais, mas deve-se tomar cuidado
com as diferencas. Uma propriedade importante que é vélida para os nlmeros reais, mas ndo é
valida para as matrizes é a comutatividade do produto, como foi mostrado no Exemplo 1.5. Por
ser compacta, usaremos a notacao de somatdrio na demonstracao de varias propriedades. Algumas
propriedades desta notacao estao explicadas no Apéndice | na pagina 22.

1.1.2 Propriedades da Algebra Matricial

Teorema 1.1. Sejam A, B e C' matrizes com tamanhos apropriados, o e 3 escalares. S3o validas
as seguintes propriedades para as operagbes matriciais:

(a) (comutatividade da soma) A+ B = B + A;

(b) (associatividade da soma) A+ (B+C) =(A+ B)+C;

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



8 Matrizes e Sistemas Lineares

(c) (elemento neutro da soma) Existe uma tnica matriz 0, m X n, tal que
A+0=A,
para toda matriz A, m x n. A matriz 0 é chamada matriz nula m x n.
(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma dnica matriz B, tal que
A+ B=0.
Representamos B por —A.
(e) (associatividade) a(BA) = (af)A;
(f) (distributividade) (o + 5)A = aA + BA;
(g) (distributividade) o(A+ B) = a A+ aB;
(h) (associatividade do produto) A(BC) = (AB)C;
(i) (distributividade) A(B+ C) = AB+ AC e (B+ C)A= BA+ CA;
(j) a(AB) = (aA)B = A(aB);

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 9

(o) A matriz, n X n,

1 0 . 0

0o 1 . 0
]n: )

0 0 . 1

chamada matriz identidade ¢ tal que
Al,=A, paratoda matriz A= (a;;)mxn €

I, B= B, paratoda matriz B = (bi;)nxm-

Demonstracao. Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elementos da matriz
do lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito. Serdo usadas
varias propriedades dos niimeros sem cita-las explicitamente.

(a) [A+ Blij = aij + bij = bij + ai; = [B + Alyj;

(b) [A+(B+C))ij = ai; +[B+ Clij = ai; + (biy + ciy) = (aij + big) + i = [A+ Blyy +¢;5 =

(c) Seja X uma matriz m x n tal que
A+ X =A (1.3)

para qualquer matriz A, m x n. Comparando os elementos correspondentes, temos que
Aij + Ty = gy,

ouseja, x;; =0, parai=1...,me j=1...,n Portanto, a Unica matriz que satisfaz (1.3)
€ a matriz em que todos os seus elementos s3o iguais a zero. Denotamos a matriz X por 0.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos
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(d) Dada uma matriz A, m x n, seja X uma matriz m x n, tal que
A+X=0.
Comparando os elementos correspondentes, temos que

a;j + x5 =0,

(1.4)

ou seja, xj; = —a;;, parat = 1...,me j = 1...,n. Portanto, a tinica matriz que satisfaz
(1.4) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais aos simétricos dos elementos de
A. Denotamos a matriz X por —A.
(e) [a(BA)];; = alBA]; = a(Bai;) = (aB)ay = [(af)Al;;.
(f) [(a+B)Ali; = (o + Bay = (aay) + (Bay;) = [aAl;; + [BA];; = [aA + BA];;.
(&) [«(A+B)y = alA+ Bl = alay +by) = aay + aby = [aA]; + [aBj;
= [OZA + O-/B]ij-

(h) A demonstraco deste item é a mais trabalhosa. Sejam A, B e C' matrizes m X p, p X q e

q X n respectivamente. A notacdo de somatdrio aqui pode ser

compacta.
[A(BC)]” = Zazk BC Zalk Zbklclj
k=1 =1

= ZZ azkbkl Cl] ZZ @zkbkl Cz;
k=1 I=1 =1 k=1
q

= ) [ABJuc; = [(AB)C]
=1

muito atil, pelo fato de ser

q

p
E E ik bklcl]

k=1 l=1

>

=1 k=1

aikbkl)clj =

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear
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1.1 Matrizes 11

p p

() [AB+O); = Y aw[B+Cly=> ailbe +cr) = > (@b + aincr;) =
k=1 k=1

k=1
p p
= D aabiy + ) awcy; = [ABy; +[AC; = [AB + ACY;;.
k=1 k=1

=

A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.

() [@(AB)]i; = a ) awbi; = > (aau)b; = [(«A)Bl;; e

k=

[@(AB))ij = a Y anby; = > an(aby) = [A(aB));.

(k) [(AY)']i; = [A'5i = aij.
() [(A+ B)'ij = [A+ Blji = aji + b = [A']y; + [B']5.

(m) [(AB)'];; = [ABl;i = Y ajbri = Y [A;[B'ix = Y _[B'[A'lx; = [B'A';;.

(n) [(ad)i; = [@A]ji = aaj; = a[A"];; = [aA"];.

(o) A demonstragdo deste item é simples e deixamos como exercicio.

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por

A—B=A+(-B),

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



12 Matrizes e Sistemas Lineares

ou seja, é a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.
Sejam A uma matriz n X n e p um inteiro positivo. Definimos a poténcia p de A, por A? =
A...A E parap=0, definimos A = I,,.

p vezes

Exemplo 1.7. Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+ B)(A— B) = A> - B (1.5)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos

(A+B)(A-B) = (A+B)A+ (A+ B)(—B)
= AA+BA—-—AB—-BB=A*+BA—- AB - B?
Assim, (A + B)(A — B) = A? — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e somente se,

AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a conclusdo é que a igualdade (1.5),
nao vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta tomarmos duas matrizes que n3o

comutem entre si. Sejam
00 10
A_{l 1] € B—[1 0}'
Para estas matrizes

10 L [-10 s . [0 0 ., [10
A+B_[2 1}, A B_{ ! 1}, A_A_L 1}, B_B_[l O}.

Assim,

(A+B)(A—B):{:; (1)] #{—(1) (1)] _ 2B

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 13

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 312)

6 9 -7
) C: )
[ 7 -3 —2]

1.1.1. Considere as seguintes matrizes

2 0 0 4
A= , B=
[6 7] [2 -8

-6 4 0 6 9 -9
D = 1 1 4 e FE=| -1 0 —4
-6 0 6 -6 0 —1
Se for possivel, calcule:
(a) AB — BA; (b) 2C — D; (c) (2D' — 3EY)Y, (d) D* — DE.
1.1.2. Sejam
3
1 -3 0
A= [ 0 4 _9 } e X = ;

Verifique que 34, + 24, + 5A3 = AX, onde A; é a j-ésima coluna de A.

1.1.3. Encontre um valor de x tal que AB! = 0, onde
A:[x 4 —2} e B:[2 -3 5}.

1.1.4. Sejam
4 3 -9 -9 -3 -7
A= 9 -2 2 e B=| -4 8 4
-4 =5 5 -5 =2 1
Encontre:
(a) a 12 linha de AB; (c) a 2? linha de A'BY,
(b) a 3? coluna de AB; (d) a 22 coluna de A*B?.
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14 Matrizes e Sistemas Lineares
. 1 1/y . . « o
1.1.5. Mostre que as matrizes A = 1 onde y é uma nlmero real ndo nulo, verificam a
equacdo X? = 2X.
~ . . 0 1 ~
1.1.6. Mostre que se A e B sao matrizes que comutam com a matriz M = 10| entdo

AB = BA.
Exercicios usando o MATLAB

Uma vez inicializado o MATLAB, aparecerd na janela de comandos um prompt >> ou EDU>>.
O prompt significa que o MATLAB estd esperando um comando. Todo comando deve ser
finalizado teclando-se Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos
novamente usando as teclas T e |. Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode
ser corrigido usando as teclas <+, —, Delete e Backspace. O MATLAB faz diferenca entre
letras maidisculas e mindsculas.

No MATLAB, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou fun¢do. O comando

>> help

(sem o prompt >>) mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um
pacote especifico ou sobre um comando ou fun¢ao especifica pode ser obtida com o comando
>> help nome,

(sem a virgula e sem o prompt >>) onde nome pode ser o nome de um pacote ou o nome de
um comando ou funcdo.

Além dos comandos e fungdes pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal
com fungdes especificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Li-
near.  Este pacote pode ser obtido gratuitamente através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introdu¢ao ao MATLAB
e instrucdes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote ser devidamente instalado,

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1 Matrizes 15

o comando help gaal no prompt do MATLAB d4 informagdes sobre este pacote.
Mais informagdes sobre as capacidades do MATLAB podem ser obtidas em [4, 27].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipulagdo de matrizes.
Outros comandos serdo introduzidos a medida que forem necessarios.

>> syms x y z diz ao MATLAB que as varidveis x y e z sao simbdlicas.

>> A=[all,al12,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel de nome A. Por exemplo, >>
. ) 1 2 3
A=[1,2,3;4,5,6 triz A = :
L ] cria a matriz {4 5 6}

>> I=eye(n) cria a matriz identidade n por n e a armazena numa varidvel I;

>> O=zeros(n) ou >> O=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n ou m por n, respectiva-
mente, e a armazena numa variavel 0;

>> A+B é a soma de A e B, >> A-B ¢é a diferenca A menos B,
>> Ax*B é o produto de A por B, >> num*A é o produto do escalar num por A,
>> A.’ é a transposta de A, >> A"k é a poténcia A elevado a k.

>> A(:,j) é acoluna j da matriz A, >> A(i,:) é a linha 7 da matriz A.

>> diag([d1,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sao iguais
aos elementos da matriz [d1,...,dn], ou seja, sdo d1,...,dn.

>> format rat muda a exibicdo dos niimeros para o formato racional. O comando help
format mostra outras possibilidades.

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=O0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solu¢des da equacio 2% — 4 = 0;

Comando do pacote GAAL:
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1.1.7.

1.1.8.

1.1.9.

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatdrios entre —5 e 5.

Use o MATLAB para calcular alguns membros da seqiiéncia A, A2, ... A% ... para

oa-[3 12 oa-[P 1]

A sequiéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?

Use o formato racional de exibicio de nimeros, >> format rat. Calcule as poténcias das
matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!) o menor inteiro k > 1
tal que:

(a) A* = I3, onde (b) A* = A, onde (c) AF =0, onde
0 01 01 00 0100
A=|100]; | -1000] loo1o0
01 0 A=1 9001| A=10001
0010 0000

Vamos fazer um experimento no MATLAB para tentar ter uma idéia do qudo comum é
encontrar matrizes cujo produto comuta. No prompt do MATLAB digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3) ;if (AxB==B*A),c=c+1;end,end,c
(ndo esquega das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB
fazer é o seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir as varidveis A e B, 1000 matrizes 3 X 3 com entradas inteiras e aleatdrias entre
—5eb.

e Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, ent3o o contador c é acrescido de 1.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.1  Matrizes 17
e No final o valor existente na varidvel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.10. Faga um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes
¢é diagonal, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta
para cima | para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB de
forma a obter algo semelhante a linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if(

Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.11. Faga um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que uma das matrizes é
diagonal. Use a seta para cima T para obter novamente a linha digitada e edite a linha no
prompt do MATLAB de forma a obter a seguinte linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3)) ;B=randi(3);if (AxB==B*A),c=c+1;A,B,end,end,c
Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a conclus3o que vocé tira
deste experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

1.1.12. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos.

Exercicios Tedricos
1.1.13. Seja D = (d;ij)nxn uma matriz diagonal, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo

iguais a zero. Sejam d;; = \; os elementos da diagonal de D. Seja A = (a;;)nxn.
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18 Matrizes e Sistemas Lineares

(a) Mostre que o produto AD é obtido da matriz A multiplicando-se cada coluna j por
Q1
Aj, ouseja, se A=A Ay ... A, ] onde A; = : é a coluna j de A, entdo

Clnj

AD = [ MA; Ay .0 AL
(b) Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha ¢ por \;, ou

Ay MA,

. 2 L N A2 As
seja, se A = . |,onde A; =[a; ... a;, | éalinhaide A, entdo DA = _

A, A,

1.1.14. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente.

blj
(a) Mostre que a j-ésima coluna do produto AB ¢é igual ao produto AB;, onde B; = :
by,

é a j-ésima coluna de B, ouseja,se B=[DB; ... B, |, entdo AB=[ABy ... AB, |,
(b) Mostre que a i-ésima linha do produto AB é igual ao produto A;B, onde A, =

Al AlB
o . Ay AyB
[ @i1 ... a;y | é ai-ésima linha de A, ou seja, se A = _ , entio AB = _
A, A,,B
T
1.1.15. Seja A uma matriz m x n e X = : uma matriz n x 1. Prove que
T
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1.1 Matrizes 19

AX = ijAj, onde A; é a j-ésima coluna de A. (Sugestdo: Desenvolva o lado direi-
j=1
to e chegue ao lado esquerdo.)

1 0 0
1 h 0 1 0

1.1.16. Sejam X = S, Y = |, B = | LBy = R Y ] matrizes
n Yn 0 0 1

n x 1.

n

(a) Mostre que X'Y = zyy1 +... + 2oy, = szyz Em particular, X*E; = ;, EIE; =0,
i=1

sei#£jeElE;, =1, parai,j=1,...,n.

T1Y1 T1Yn

(b) Mostre que XY* = : o : . Em particular, E;Y* é uma matrizn x n,
TpY1 oo TpUn

cuja tnica linha possivelmente n3o nula é a linha 7, que é igual a Y' e EZEj é a matriz

n X n cujo Unico elemento nao nulo é o elemento ¢, j, que éiguala 1, parai,j =1,...,n.

(c) Mostre que se A é uma matriz m x n, entdo AE; € igual a coluna j da matriz A e se
A é uma matriz n X m, entdo E!A é igual a linha 7 da matriz A.

1.1.17. (a) Mostre que se A é uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1,
entdo A = 0. (Sugestdo: Use o item (c) do exercicio anterior.)

(b) Sejam B e C' matrizes m x n, tais BX = CX, para todo X, nx 1. Mostre que B = C.
(Sugestdo: Use o item anterior.)
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20 Matrizes e Sistemas Lineares

1.1.18. Mostre que a matriz identidade I,, é a lnica matriz tal que AI, = [,A = A para qualquer
matriz A, n X n. (Sugestdo: Seja J,, uma matriz tal que AJ, = J, A = A. Mostre que
Jn =1,.)

1.1.19. Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)? = A?BP.
1.1.20. Sejam A, B e C' matrizes n X n.

(a) (A+ B)? = A2 + 2AB + B?? E se AB = BA? Justifique.
(b) (AB)C' = C(AB)? Ese AC = CA e BC = (CB? Justifique.

(Sugestdo: Veja o Exemplo 1.7 na pagina 12.)

1.1.21. (a) Se A e B s3o duas matrizes tais que AB =0, entdo A =0 ou B = 0? Justifique.
(b) Se AB =0, entdo BA = 07 Justifique.
(c) Se A é uma matriz tal que A% =0, entdo A = 07 Justifique.

1.1.22. Dizemos que uma matriz A, n x n, é simétrica se A’ = A e é anti-simétrica se A = —A.

(a) Mostre que se A é simétrica, entdo a;; = aj;, para i,j = 1,...n e que se A é anti-
simétrica, entdo a;; = —aj;, para ¢,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal
principal de uma matriz anti-simétrica sao iguais a zero.

(b) Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo A+ B e aA sdo simétricas, para todo escalar
o.

(c) Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.

(d) Mostre que se A e B sdo anti-simétricas, entdo A + B e oA sdo anti-simétricas, para
todo escalar .
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1.1 Matrizes 21

(e) Mostre que para toda matriz A, n x n, A+ A" é simétrica e A — A" é anti-simétrica.

(f) Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz
simétrica e uma anti-simétrica. (Sugestdo: Observe o resultado da soma de A+ A’ com
A— A%)

1.1.23. Para matrizes quadradas A = (a;;)nxn definimos o traco de A como sendo a soma dos

elementos da diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = Zaii.
i=1

Mostre que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
ad) = atr(A).
A') = tr(A).

Mostre que tr(AB) = tr(BA). (Sugestdo: Prove inicialmente para matrizes 2 x 2.)

(a
(b
(
(

)

) Mostre que tr
c) Mostre que tr

)

(
(
(
d (

1.1.24. Seja A uma matriz n X n. Mostre que se AA' =0, entdo A = 0. (Sugestdo: Use o traco.)
E se a matriz A for m x n, com m # n?

1.1.25. Ja vimos que o produto de matrizes ndo é comutativo. Entretanto, certos conjuntos de
matrizes sao comutativos. Mostre que:

(a) Se Dy e Dy sdo matrizes diagonais n x n, entdo Dy Dy = Dy D;.

(b) Se A é uma matrizn X n e
B = agl, + a1 A + as A% + ... + a, AF,

onde ay, ..., a; sao escalares, entao AB = BA.
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1.1.26. (a) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais que comutam com toda matriz B,
2 X 2, ou seja, tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

(b) Determine todas as matrizes A, 2 X 2, que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja,
tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Apéndice I: Notacao de Somatério

Sdo validas algumas propriedades para a notacdo de somatério:

(a) O indice do somatério é uma varidvel muda que pode ser substituida por qualquer letra:
n n
> fi=> fir
i=1 j=1

(b) O somatdrio de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatdrios:

> (fi+ ) Zfﬁngz
=1

Pois,
n

Z(fwgi) = (fitg)+ A (fatg) = (it H L)+ (@+. . +g.) = Zfﬂrzgz
=1
Aqw foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa da soma de numeros

(c) Se no termo geral do somatério aparece um produto, em que um fator ndo depende do indice
do somatério, entdo este fator pode “sair” do somatério:
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Y fige=o Y fi
im1 im1

Pois,
Zfigk = figk+ .-+ fogk = g(fi + ...+ fn) = ngfi. Aqui foram aplicadas as
i=1 i=1

propriedades distributiva e comutativa do produto em relacao a soma de niimeros.

(d) Num somatério duplo, a ordem dos somatdrios pode ser trocada:

iiﬁj:iiﬁj-

i—1 j—1 J=1 =1

Pois,

ZZfij :Z<fi1+---+fim) =(fm+...+fim)+ F(fat+ A+ fom) =+ +

i=1 j—1 i—1

fo)+ oot (fim+ o+ fam) = Z(flj + .t fog) = szij' Aqui foram aplicadas as
=1 =1 =1

propriedades comutativa e associativa da soma de nimeros.
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1.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Muitos problemas em vdrias areas da Ciéncia recaem na solucdo de sistemas lineares. Vamos ver
como a algebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.
Uma equacao linear em n varidveis x1, s, ..., x, € uma equacao da forma

a1r1 + asxo + ...+ apx, =0,

onde aq,as,...,a, e b sdo constantes reais;
Um sistema de equacoes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de
equacdes lineares, ou seja, é um conjunto de equagdes da forma

a11r1 + Q1oxy + ce + AT, = b1
a1y + a9exry + e + aonTy, — bg
Am1iT1 + GmaTs + . + ApnTn = bm
onde a;; e b, sdo constantes reais, parai,k=1,.... mej=1,...,n.
¥ ) ) ) 9 )

Usando as operagdes matriciais que definimos na se¢ao anterior, o sistema linear acima pode ser

escrito como uma equagao matricial

onde
a1 aip ... Q1n T bl
921 ao9 ... Qon i) b2
A= . X = e B=
Am1 Am2 .- Qmn Tn bm

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



1.2 Sistemas de Equacoes Lineares 25

S1
~ . . , . 52 - .
Uma solucao de um sistema linear é uma matriz S = . tal que as equacdes do sistema
Sn,
sao satisfeitas quando substituimos x1 = s1, 29 = $9,...,2T, = S,. O conjunto de todas as solugdes

do sistema é chamado conjunto solucao ou solucao geral do sistema. A matriz A é chamada
matriz do sistema linear.

Exemplo 1.8. O sistema linear de duas equacdes e duas incégnitas

r + 2y =1
2 + y = 0

BN

pode ser escrito como

A solugdo (geral) do sistema acima é v = —1/3 e y = 2/3 (verifique!) ou
_ | —L3
=[]

Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que tenha o
mesmo conjunto solu¢do do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O outro sistema é obtido
depois de aplicar sucessivamente uma série de operacoes sobre as equagdes. As operacdes que sao
usadas s3o:

e Trocar a posicao de duas equagdes do sistema;
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26 Matrizes e Sistemas Lineares

e Multiplicar uma equacgdo por um escalar diferente de zero;
e Somar a uma equacdo outra equacdo multiplicada por um escalar.

Estas operacdes sdo chamadas de operacoes elementares. Quando aplicamos operacdes ele-
mentares sobre as equacoes de um sistema linear somente os coeficientes do sistema s3o alterados,
assim podemos aplicar as operacoes sobre a matriz de coeficientes do sistema, que chamamos de
matriz aumentada, ou seja, a matriz

ail Q1o A A1n E bl

as1 G99 . Qopn | Do
[A| B] = -

m1  Am2 Qmn : bm

Definicao 1.5. Uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das seguintes
operacoes:

(a) Trocar a posicdo de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um muiltiplo escalar de outra linha.

O préximo teorema garante que ao aplicarmos operacdes elementares as equagdes de um sistema
o conjunto solu¢do ndo ¢ alterado.
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1.2 Sistemas de Equacoes Lineares 27

Teorema 1.2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, s3o tais que a matriz aumentada
[C'| D] € obtida de [A | B] aplicando-se uma operacdo elementar, entdo os dois sistemas possuem
as mesmas solugdes.

Demonstracao. A demonstracdo deste teorema segue de duas observacoes:

(a) Se X é solugdo de um sistema, entdo X também é solugdo do sistema obtido aplicando-se
uma opera¢do elementar sobre suas equagdes (verifique!).

(b) Se o sistema C'X = D, pode ser obtido de AX = B aplicando-se uma opera¢do elementar
as suas equacdes (ou equivalentemente as linhas da matriz aumentada), entdo o sistema
AX = B também pode ser obtido de C'X = D aplicando-se uma operagao elementar, pois
cada operacao elementar possui uma operacdo elementar inversa do mesmo tipo, que desfaz
o que a anterior fez (verifique!).

Pela observagdo (b), AX = B e CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-se uma
operagdo elementar sobre as suas equagdes. E pela observagdo (a), os dois possuem as mesmas
solucdes. O

Dois sistemas que possuem o mesmo conjunto solu¢do siao chamados sistemas equivalentes.
Portanto, segue do Teorema 1.2 que aplicando-se operagoes elementares as equagdes de um sistema
linear obtemos sistemas equivalentes.

1.2.1 Método de Gauss-Jordan

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacdo de operacdes ele-
mentares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenhamos uma matriz numa forma
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em que o sistema associado a esta matriz seja de facil resolucdo. Vamos procurar obter uma matriz
numa forma em que todas as linhas ndo nulas possuam como primeiro elemento n3o nulo o niimero
1 (chamado de pivd). Além disso, se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros
elementos terdo que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte como conseguimos isso.

Exemplo 1.9. Considere o seguinte sistema

o + Oy = 15
2z + 4y + 2z = 10
3r + 4y = 11

A sua matriz aumentada é

® 5 0115
2 4 1:10
3 4011

1? eliminacao:

Vamos procurar para pivd da 12 linha um elemento n3o nulo da primeira coluna no nula (se for o
caso, podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira linha). Precisamos “fazé-lo”
igual a um, para isto, multiplicamos a 12 linha por 1/5.

@ 103
1/5 x 12 linha — 22 linha 2 4 1:10
3 4 0011

Agora, precisamos ‘“zerar’ os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
adicionamos a 22 linha, —2 vezes a 1? linha e adicionamos a 3? linha, —3 vezes a 1? linha.
1 1

'3
4
2

—2x12 linha + 22 linha — 12 linha 0 9
—3x%1? linha + 3?2 linha — 32 linha 0 @

0
1
0
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2?2 eliminacao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivdé um elemento
diferente de zero na 1? coluna n3o nula desta sub-matriz. Como temos que “fazer” o pivd igual
a um, vamos escolher o elemento de posicdo 3,2. Precisamos “coloca-lo” na 2? linha, para isto,
trocamos a 3? linha com a 2°.

N W

11 0;
22 linha «—— 37 linha | 0 @D 0;
0 2 1.

Agora, precisamos ‘“zerar’ os outros elementos da 2 coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
somamos a 3? linha, —2 vezes a 2? e somamos a 1? linha, —1 vezes a 2°.

“2x2° linha + 37 linha — 3° linha L0 0l
—1x2? linha + 12 linha — 1? linha 010 2
00 1:0
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
T =1
Y 2
z = 0
que possui solucao geral dada por
T 1
X=|y|=]2
z 0

A (ltima matriz que obtivemos estd na forma que chamamos de escalonada reduzida.
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Definicao 1.6. Uma matriz A = (a;;)mxn estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as
seguintes condicdes:

a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas ndo nulas;

b) O primeiro elemento n3o nulo de cada linha n3o nula, chamado pivo, é igual a 1;

(a)
(b)
(c) O pivé da linha i + 1 ocorre a direita do pivé da linha 4, parai=1,...,m — 1.
(d)

d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros elementos sdo iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d), dizemos
que ela estad na forma escalonada.

Exemplo 1.10. As matrizes

1 3 0 0 5 0o 1 0 0 -3 100
o 0 1 0 =21, 0 01 0 -1|e|]01O0
o 0 0 1 2 0O 0 0 1 5 0 01

sao escalonadas reduzidas, enquanto

2 3 0 1 5 0 5 4 0 -3 4 0 3
o 0 1 4 =21, 0 01 0 —-1|e]030
o 0 0 1 2 0O 0 0 1 5 0 0 2

s3o escalonadas, mas nao s3o escalonadas reduzidas.
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Este método de resolucao de sistemas, que consiste em aplicar operacoes elementares as linhas
da matriz aumentada até que ela esteja na forma escalonada reduzida, é conhecido como método
de Gauss-Jordan.

Exemplo 1.11. Considere o seguinte sistema

32 — Yw = 6
S5r + 15y — 10z + 40w = —45
dr + 12y — 2z + ldw = -24
r + 3y - z 4+ dw = =T

A sua matriz aumentada é

0 0 3 —9@ 6
5 15 —10 40:—45
4 12 -2 14 -24

® 3 -1 5. -7

1? eliminacao:
Como temos que ‘fazer” o pivo igual a um, escolhemos para pivdo o elemento de posicdo
4,1. Precisamos ‘“coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 4? linha com a 17 .

» 3 -1 5 -7
12 linha < 42 linha] 5 15 —10 40;—45
4 12 -2 14 -24
0 0 3 -9 6

Agora, precisamos ‘“zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna do pivo, pa-
ra isto, adicionamos a 27 linha, —5 vezes a 1? e adicionamos a 3? linha, —4 vezes a 1°.
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. . . 1 3 -1 5. =7
T inbe 1 3 ik o3 ik | [0 0 € 15110
—4x1? linha + 3? linha — 32 linha 00 2 —g¢; A

00 3 -9. 6

22 eliminacao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivé um elemento
diferente de zero na 1? coluna n3o nula desta sub-matriz. Escolhemos o elemento 2,3. Como temos
que fazer o pivd igual a 1, multiplicamos a 22 linha por —1/5.

13 -1 5.-7
| —(1/5)x2? linha — 2? linha 00 @O -3 2
00 2 —-6: 4
00 3 -9: 6
Agora, precisamos ‘“zerar’ os outros elementos da 2? coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
adicionamos a 12 linha a 2? , adicionamos a 32 linha, —2 vezes a 2% e a 4? linha, —3 vezes a 2°.
1 3 0 2:-5
00 1 =3 2
000 0: 0
000 0: 0

Esta matriz é escalonada reduzida. Portanto o sistema dado € equivalente ao sistema seguinte

22 linha + 12 linha — 12 linha
—2x%2? linha + 3?2 linha — 32 linha
—3x%x2? linha + 42 linha — 42 linha

r + 3y + 2w = =5
z — 3w = 2.

A matriz deste sistema possui duas colunas sem pivos. As varidveis que nao estao associadas
a pivos podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem assumir valores arbitrarios. Vamos
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considerar as varidveis y e w varidveis livres. Sejam w = « e y = 3. As varidveis associadas aos
pivls terdo os seus valores dependentes das varidveis livres, z = 2+ 3a, x = —5 — 2a — 3. Assim,
a solucdo geral do sistema é

-5 —2a — 30

24+ 3a

x
X = ‘Z = s para todos os valores de v e (3 reais.
w Q@

Exemplo 1.12. Considere o seguinte sistema

r + 3Jy + 13z = 9
y + 5z = 2
—2y — 10z = =8

A sua matriz aumentada é .
» 3 13 9
0 1 5 2
0 -2 -10; -8

1? eliminacao:
Como o pivo da 1? linha € igual a 1 e os outros elementos da 1? coluna s3o iguais a zero, ndo ha
nada o que fazer na 1? eliminacgao.

1 3 13: 9

0 @D 5. 2

0 -2 —10: -8

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



34 Matrizes e Sistemas Lineares

2?2 eliminacao:

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivé um elemento n3o
nulo da 1? coluna n3o nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posicdo 2,2. Como ele é igual
a 1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da coluna do pivo. Para isto somamos a 1?2
linha, —3 vezes a 2? e somamos a 3? linha, 2 vezes a 22.

—3x2? linha + 12 linha — 17 linha 10 -2 3
2%2? linha + 3? linha — 3? linha 01 5 2
00 0:—-4

Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
T —2z = 3
y + 5z = 2
0 = —4

que nao possui solucdo. Em geral, um sistema linear ndo tem solucdo se, e somente se, a ultima

linha ndo nula da forma escalonada reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0|0/, ],
/

com b, # 0.

Observacao. Para se encontrar a solucdo de um sistema linear ndo é necessdrio transformar a
matriz aumentada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz esta nesta forma,
o sistema associado é o mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares
consiste em, através da aplicacao de operacdes elementares a matriz aumentada do sistema, se
chegar a uma matriz que é somente escalonada (isto é, uma matriz que satisfaz as condi¢des (a) e
(c), mas n3o necessariamente (b) e (d) da Definicdo 1.6). Este método é conhecido como método
de Gauss.
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Proposicao 1.3. Sejam A uma matrizm xn e B uma matrizm x 1. Se o sistema linear AX = B
possui duas solugées distintas X # X1, entdo ele tem infinitas solugdes.

Demonstracao. Seja
Xy=(1-MNXo+ Xy, paraXeR.

Vamos mostrar que X, € solucdo do sistema AX = B, para qualquer A\ € R. Para isto vamos
mostrar que A X, = B.
Aplicando as propriedades (i), (j) das operagdes matriciais (Teorema 1.1 na pagina 7) obtemos

AX)=A1-NXo+XX1] = A0 - NXo+ ANX; = (1 - NMA X, + A X,
Como X e X; sdo solugdes de A X = B, entdo A Xg= B e AX; = B, portanto
AXy=(1-NB+AB=[1-))+\B=B5,

pela propriedade (f) do Teorema 1.1.

Assim o sistema A X = B tem infinitas solucdes, pois para todo valor de A € R, X, é solucao
e X) — Xy = (A= XN)(X1 — Xp), ou seja, Xy # Xy, para A # X. Observe que para A = 0,
X\ =Xp paraA=1, X, = Xy, para A = 1/2, X, = 1 X+ 5X;, para A = 3, X, = —2X,, +3X,
e para A = —2, X, = 3X, — 2X;. O

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operacdes elementares a matriz aumentada do
sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.
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1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas

Definicao 1.7. Uma matriz A = (@ij)mxn é equivalente por linhas a uma matriz B = (b;;)mxn,
se B pode ser obtida de A aplicando-se uma sequiéncia de operacdes elementares sobre as suas
linhas.

Exemplo 1.13. Observando os Exemplos 1.9, 1.11 e 1.12, vemos que as matrizes

0 0 3—9@6

o 0 5 15 —10 40| —45 L3 B
2 4 1,10 |, 4129 -9 14:-94 | 0 1 5. 2
34011 1 3 1 55_7 0 -2 —-10:-8
sao equivalentes por linhas as matrizes
1001 (1) g ?_gi_g 10 -2 3
010:2], 0 0 0 05 NE 01 5. 21,
00 1:0 00 0 0 0 00 0:—-4

respectivamente. Matrizes estas que s3o escalonadas reduzidas. Cuidado: elas s3o equivalentes
por linhas, nao sao iguais!

A relacao “ser equivalente por linha" satisfaz as seguintes propriedades, cuja verificacdo deixamos
como exercicio para o leitor:
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e Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é equivalente
por linhas a C' (transitividade).

Em geral, qualquer matriz é equivalente por linhas a uma matriz escalonada reduzida e a demons-
tracdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma forma que fizemos no caso particular das matrizes
aumentadas dos Exemplos 1.9, 1.11 e 1.12. Além disso, a forma escalonada reduzida de uma matriz
é Unica, pois se existissem duas, pelas propriedades da equivaléncia por linhas apresentadas acima, as
duas seriam equivalentes por linha, ou seja, poderiamos obter uma da outra aplicando-se opera¢des
elementares. Mas, se aplicarmos qualquer operacao elementar, que modifique uma matriz escalo-
nada reduzida, a matriz obtida ndo serd mais escalonada reduzida. Portanto, a forma escalonada
reduzida é Unica.

Teorema 1.4. Toda matriz A = (aij)mxn € equivalente por linhas a uma tnica matriz escalonada
reduzida R = (1) mxn.

O préximo resultado sera de utilidade no estudo da inversdo de matrizes.

Proposicao 1.5. Seja R uma matriz n X n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,, entdo R
tem uma linha nula.
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Demonstracao. Observe que o pivdé de uma linha ¢ estd sempre numa coluna j com j > .
Portanto, ou a dltima linha de R é nula ou o pivo da linha n estd na posicao n,n. Mas, neste
caso todas as linhas anteriores sao nao nulas e os pivés de cada linha ¢ estd na coluna ¢, ou seja,
R=1,. O

1.2.3 Sistemas Lineares Homogéneos

Um sistema linear da forma

aj1ry + a12xe + e +  apr, = 0
a21r1  + ax2ry + e + agr, = 0

(1.6)
Am1T1 + Qma®s —+ . + ampntn, = 0

é chamado sistema homogéneo. O sistema (1.6) pode ser escrito como A X = 0. Todo sistema

T 0
A . ~ x2 ~ ..
homogéneo admite pelo menos a solugdo X = _ = | . | chamada de solucao trivial.
Ty 0

Portanto, todo sistema homogéneo tem solucao.

Observacao. Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A
do sistema, ja que sob a acdo de uma operacao elementar a coluna de zeros n3o é alterada. Mas, é
preciso ficar atento quando se escreve o sistema linear associado a matriz resultante das operacdes
elementares, para se levar em consideracdo esta coluna de zeros que nao vimos escrevendo.
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Teorema 1.6. Se A = (aij)mxn, € tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem
solugdo diferente da solugdo trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equagdes do que
incégnitas tem infinitas solugdes.

Demonstracdao. Como o sistema tem menos equagdes do que incdgnitas (m < n), o ndmero de
linhas n3o nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema também ¢é tal que
r < n. Assim, temos 7 pivos e n — r incégnitas livres, que podem assumir todos os valores reais.
Logo, o sistema admite solucao nao trivial. O

Exemplo 1.14. O conjunto solugdo de um sistema linear homogéneo satisfaz duas propriedades
interessantes:

(a) Se X e Y sdo solucdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo AX =0 e AY = 0 e portanto
X +Y também é solu¢do pois, A(X +Y) = AX + AY =0+ 0=0;

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o é, pois A(aX) =
aAX = a0 =0.

Portanto, se X e Y sdo solugdes de um sistema homogéneo, entdao X +Y e aX também o s3o. Estas
propriedades ndo sao validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo, considere o sistema linear
AX = B, onde A=[1] e B=[1]. A solugdo deste sistema é X = [1]. Mas, X + X =2X =2,
nao é solucao do sistema.
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1.2.4 Matrizes Elementares (opcional)

Definicao 1.8. Uma matriz elementar n x n é uma matriz obtida da matriz identidade [,
aplicando-se uma, e somente uma, operacao elementar.

Vamos denotar por E;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha 7 com a linha j da matriz
I,,, E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha ¢ da matriz I,, pelo escalar & # 0 e
Ei,j(oz) a matriz elementar obtida da matriz I,,, somando-se a linha j, « vezes a linha 1.

Lij =

ri1

0

0 - - .« .« - . 017
1
0 1 —i
: : L Ei()
1 0 =
1
o
0 1 |
1 0
0
1
e EZ'J‘(OZ):
(0%
| 0

—1

—J

0

—1
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Exemplo 1.15. As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:

0
E1,2:E2,1:{1 O}’ El(a):{o 1},E2(a):[0 a],coma;«éo,

a 1
[ 1 0 0
) 0 1 0 )
Sejam E; = | LBy = ..., E,= | matrizes m x 1.
0 0 1
As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes E; como
- B _ B -
E;; = : , Eia)= | aE} | <1 e Ej(a)= :
Et | ) : El+aFE! | <]
. Et :
Et ) ) Et

Aplicar uma operacao elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz a esquerda
por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.7. Sejam E uma matriz elementar m x m e A uma matriz qualquer m x n. Entdo,
E A € igual a matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operagcdo elementar que originou E.
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Demonstracao. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B;A, onde B; é
a i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.14 na pagina 18) e EfA = A;, onde A; é a linha i da
matriz A (Exercicio 1.1.16 (c) na pagina 19), ent3o:

[ Bl ] [ A [ AT
1— E; E;-A —j Aj |
I E EIA | A |
| E7, | B} A A, |
[ Bt [ BiA T [ A ]
| Bl | ELA | A
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[ E! i i EtA ] [ A |
71— £} EiA —1 A; —1
. B | ELA | An

0l

Assim, aplicar uma sequiéncia de operacdes elementares em uma matriz, corresponde a multiplicar
a matriz a esquerda por um produto de matrizes elementares.

Exemplo 1.16. Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema do Exemplo 1.9
na pagina 28, aplicamos uma sequéncia de opera¢des elementares na matriz aumentada do sistema.
Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

55 0115
[A|B]=12 41 + 10
34 011
a esquerda pelas matrizes elementares
é 0 0 100 1 00
Ei(1/5)=0 1 0|, Ei20-2)=| -2 1 0], E3-3)= 0 10|,
0 01 0 01 -3 01
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1 00 1 0 0 1 -1 0
E273 == 0 0 ]_ , E273(—2) = 0 ]_ 0 5 E271(—1) - O 1 0 y
010 0 -2 1 0 0 1
ou seja,
1 0 0:1
Es1(—1) Ey3(—2) Eas Ey3(—3) E12(—2) E4(1/5) [A|B]=]0 1 0:2
00 1:0
Exercicios Numéricos (respostas na pagina 314)
1.2.1. Quais das seguintes matrizes estao na forma escalonada reduzida:
10 0 0 3 [0 1 0 0 —4
A=10 0 1 0 —4{, B=|0 01 0 5
| 00 0 1 2 00 0 -1 2
1.0 0 0 3 0 0 0 0 0
00100 0 01 2 —4
¢= 0001 2 b= 0 0 0 1 0
|00 000 | 00 0 0 0

1.2.2. Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando
operac¢oes elementares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspondente.
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()

O = O
_ o O

(b)

cCoo~ OO~
|
oo oo

OO = O

SO OO = W

O O = W

(d)

coo—m o
o~ o
oo o
N e =)
co R~ o
N e =)
O OO v o
|
o w o
o © Ul w

1.2.3. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

ry + )
(a) -7 — 2.732
3[L’1 — 71‘2
21’1 + 21’2
(b) ¢ —2x1 + 5o
81’1 + To
— 2512'2
(c) 3r;1 + 6x9
61‘1 + 61’2

—+ 2%3
+ 31’3
—f- 41’3

—+ 2%3
+ 2.T3
+ 4[)33

+ 3%3
- 3.%3
+ 3ZE3

8
1
10

1.2.4. Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de
Gauss-Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo escalo-
nando a matriz aumentada [A | B | B2 ].

1 — 2?[)2 + r3 = 1 1 — 2372 + r3 = 2
(a) 201 — bxy + a3 = —2; (b) 207 — bry + x3 = —1 .
31’1 — 71’2 -+ 21'3 = -1 31’1 — 733'2 + 2.1'3 = 2
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1 0 5
1.25. Seja A= 1 1 1
0 1 —4

0;

(a) Encontre a solugdo geral do sistema (—415 — A)X

(b) Encontre a solucdo geral do sistema (213 — A)X = 0.

1.2.6. Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema ndo
tem solucdo, tem solucdo tnica e tem infinitas solucdes:

r + 2y — 3z = 4
(@) § 3z — y + bz = 2 ;
4o+ y + (a*—14)z = a+2
r + y + z = 2
(b) ¢ 2z + 3y + 2z =5 :
20 + 3y + (a*—1)z = a+1

1.2.7. Uma industria produz trés produtos, A, B e C, utilizando dois tipos de insumo, X e Y. Para a
manufatura de cada kg de A sdo utilizados 1 grama do insumo X e 2 gramas do insumo Y;
para cada kg de B, 1 grama de insumo X e 1 grama de insumo Y e, para cada kg de C, 1
grama de X e 4 gramas de Y. O preco de venda do kg de cada um dos produtos A, B e C é
R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00, respectivamente. Com a venda de toda a producio de A, B e C
manufaturada com 1 kg de X e 2 kg de Y, essa industria arrecadou R$ 2500,00. Determine
quantos kg de cada um dos produtos A, B e C foram vendidos.

1.2.8. Determine os coeficientes a,b,c e d da fun¢do polinomial p(z) = ax® + bz* + cx + d, cujo
grafico passa pelos pontos P, = (0,10), P, = (1,7), Py = (3, —11) e P, = (4, —14).
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1.2.9. Determine coeficientes a, b e ¢ da equacio do circulo, 22 + y? + ax + by + ¢ = 0, que passa
pelos pontos P, = (—2,7), P, = (—4,5) e P3 = (4,—3).

1.2.10. Encontre condi¢des sobre os b;'s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto €,

tenha solugdo):
rT — 2372 + 5ZL‘3
(a) 4xry — bry + 8ug
—31’1 + 3372 — 31’3

by
by ;
bs

L1
(b) —41'1
—41’1

+
+

21‘2 — r3 = b1
5.’132 + 21’3 = bQ .
71’2 -+ 41’3 = b3
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1.2.11. (Relativo a sub-se¢do 1.2.4) Considere a matriz

o 1 7 8
A= 1 3 3 8
-2 -5 1 -8

Encontre matrizes elementares E, F, G e H tais que R = FFGHA é uma matriz escalonada
reduzida. (Sugestdo: veja o Exemplo 1.16 na pagina 43.)

Exercicios usando o MATLAB
Comandos do MATLAB:

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> expr=subs (expr,x,num) substitui na expressao expr a varidvel x por num.
>> clf limpa a figura ativa.
Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou >> oe(alpha,i,A)faz a operagdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou >> oe(alpha,i,j,A) faz a operagdo elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

>> B=opel(A,i,j) ou >> oe(A,i,j) faz a troca da linha ¢ com a linha j da matriz A e
armazena a matriz resultante em B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena
a matriz resultante na varidvel B.
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>> matvand(P,k) obtem a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1;...;xn] e a
matriz de Vandermonde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].

>> po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1),...,(xk,yk).

>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo dada pela expressdao simbdlica £ no inter-

valo [a,b].

>> plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o grafico da curva dada implicitamente pela expressao
f (x,y)=0 na regido do plano [a,b]x[c,d].

>> eixos desenha os eixos coordenados.

1.2.12. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

(
x

T
X1
31‘1

(a)

\

p
g

2[131

++ o+t

+

. 21’1

1.2.13. Considere a matriz A =

sistema AX = B, onde B=[4316]", para todos os valores de a.

21}2
21’2
2372
69

31’2
61’2

633'2

+

— 3xy + x5 =
r3 — 3x4 + x5 + 26 =
- 3274 + 2.I5 + Tg —
I3 — 91’4 + 4.175 + 3[E6 =
2[E3 + 2[[‘5
51’3 - 21‘4 + 4(135 - 3!136
53 + 1024 + 15z
+ 8xs + 4dxs + 18xg
1 1 1 1
1 3 —2 a
2 2a—2 —a—2 3a-—1
3 a+2 -3 2a+1

1.2.14. Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas so:

O = W N

. Determine o conjunto solugdo do
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1.2.15.

1.2.16.

(b)

()
(b)

[1 2 3 1 8

1 3 01 7/1; 1 2 3 0
|10 21 3 1 110
101 3 -3 0 @11 120
0 2 1 =3 3 |; 13320
|1 0 2 -1 -1

Use o comando P=randi(4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatédrias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB para tentar encontrar os coeficientes a,b,c e d da fungdo polinomial
p(x) = az®+br?+ cx+d cujo gréfico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz P.
A matriz A=matvand(P(:,1),3) pode ser (til na solucdo deste problema, assim como
a matriz B=P(:,2). Se n3o conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode n3o ser
possivel?

Desenhe os pontos e o grafico do polinbmio com os comandos
clf,po(P) syms x, plotfl(a*x"3+bxx"~2+c*x+d, [-5,5]), onde a,b,c e d sdo os
coeficientes encontrados no item anterior.

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatdrias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB para tentar encontrar os coeficientes a,b,c,d,e e f da cbnica, curva
de equacdo ax?® + bry + cy? + dx + ey + f = 0, cujo gréfico passa pelos pontos cujas
coordenadas sao dadas pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand(P,2) pode ser
atil na solugdo deste problema. Se n3o conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode
nao ser possivel?
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(c) Desenhe os pontos e a cnica com os comandos
clf,po(P), syms x y, plotci(a*x”2+b*x*xy+c*xy~2+d*xx+exy+f,[-5,5],[-5,5]),
onde a,b,c,d,e e f s3o os coeficientes encontrados no item anterior.
(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

1.2.17. Use o MATLAB e resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.2.3.
Exercicios Tedricos

1.2.18. Suponha que [C' | D] é obtida de [A | B] aplicando-se uma operagdo elementar sobre suas
linhas. Mostre que X é solucdo do sistema linear A X = B se, e somente se, X também ¢
solucdode C X = D,

1.2.19. Mostre que toda operacdo elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada
operacao elementar existe uma outra operacao elementar do mesmo tipo que desfaz o que a
operacdo anterior fez.

1.2.20. Prove que: (a)Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma; (b)Se A é equivalente por
linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A; (c)Se A é equivalente por linhas a B e B
é equivalente por linhas a ', entdo A é equivalente por linhas a C'.

1.2.21. Sejam X, e X, solucdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + X5 é solucio,
para quaisquer escalares « e 3. Mostre que a afirmacdo anterior ndo é verdadeira para sistemas
lineares em geral. (Sugestdo: Ver o Exemplo 1.14.)

1.2.22. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1.

(a) Mostre que se X; é uma solugdo do sistema AX = B e Y7 é uma solugdo do sistema
homogéneo associado AX = 0, entdo X; + Y] é solucdo de AX = B.
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(b) Seja X, solugdo particular do sistema AX = B. Mostre que toda solugdo X do sistema
AX = B, pode ser escrita como X = Xy + Y, onde Y é uma solucdo do sistema
homogéneo associado, AX = 0. Assim, a solucdo geral do sistema AX = B é a soma
de uma solucdo particular de AX = B com a solu¢do geral do sistema homogéneo
associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = X + (X — X;) e mostre que X — X é
solucdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Teste do Capitulo

solucdo, tem solucdo tnica e tem infinitas solucdes:

r + 2y + z = 3
r + Yy - z =
r + y + (¢*=5)z = a

\)

. Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nao tem

Se possivel, encontre os valores de x,y e z tais que:

1 2 3 —40 16 =z 100
2 5 3 13 -5 y|[=]10120
1 0 8 > —2 =z 0 01

Sejam

D:{l 0}' . P:{ cos Sene}'

0 —1 —senf cost

Sabendo-se que A = P!DP, calcule D?, PP! e A2

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:

(a) Se A% = —2A*, entdo (I, + A*) (I, — 2A?) = I,;;
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b) Se A = P!DP, onde D ¢ uma matriz diagonal, entdo Al = A;

d) Se B = AA?, entio B = B'.

(b)
(c) Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
(d)
(e) Se B e A sio tais que A= A" e B = B', entdo C' = AB, é tal que C' = C.
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Capitulo 2

Inversao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Todo niimero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe um niimero b, tal
que ab = ba = 1. Este niimero é tnico e o denotamos por a~!. Apesar da algebra matricial ser
semelhante a dlgebra dos nimeros reais, nem todas as matrizes A ndo nulas possuem inversa, ou
seja, nem sempre existe uma matriz B tal que A B = B A = I,,. De inicio, para que os produtos AB
e BA estejam definidos e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto,
somente as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos nimeros reais,
onde todo nldmero ndo nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas, muitas ndo possuem

inversa.
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Definicao 2.1. Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € invertivel ou ndo singular, se existe uma
matriz B = (b;j)nxn tal que
AB=BA=1,, (2.1)

onde I, é a matriz identidade. A matriz B é chamada de inversa de A. Se A n3o tem inversa,
dizemos que A é singular ou nao invertivel.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes

[ 3] o[ )

A matriz B é a inversa da matriz A, pois AB=BA=1I,.

Teorema 2.1. Se uma matriz A = (a;j)nxn poOSsui inversa, entdo a inversa € tnica.

Demonstracao. Suponhamos que B e C' sejam inversas de A. Entdo, AB = BA=1, = AC =
CA e assim,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C.

O

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~!. Devemos chamar atenc3o para o fato
de que o indice superior —1, aqui, nao significa uma poténcia, tdo pouco uma divisao. Assim como
no caso da transposta, em que A’ significa a transposta de A, aqui, A~! significa a inversa de A.
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2.1.1 Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (a) Se A é invertivel, entdo A~' também o € e

(b) Se A= (a;j)nxn € B = (bij)nxn S0 matrizes invertiveis, entdo AB € invertivel e

(AB) ' =B1'A";

(c) Se A = (aij)nxn € invertivel, entdo A* também é invertivel e

(A = (A7)

Demonstracao. Se queremos mostrar que uma matriz € a inversa de uma outra, temos que mostrar
que os produtos das duas matrizes sdo iguais a matriz identidade.

(a) Uma matriz B é a inversa de A™! se
A'B=BA'=1,.
Mas, como A™! é a inversa de A, entdo
AAT T =ATTA=1T,.

Como a inversa é dnica, entdo B = A é a inversa de A™!, ou seja, (A7!)~! = A.
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(b) Temos que mostrar que a inversa de AB é B™'A~!, ou seja, mostrar que os produtos
(AB)(B7'A™') e (B"'A7')AB s3o iguais a matriz identidade. Mas,

(AB)(B™'A™) = A(BBHA™' = ALLA™' = AA™" = I,
(B'A"WAB =B YA 'A)B=B'I,B=B'B = I,
(c) Queremos mostrar que a inversa de A® é (A~1)!. Assim,
AA Y = AT A =1 = 1,
(AN)A =AY =1, = I,
U

O teorema seguinte, cuja demonstragdo serd omitida no momento (Subsegdo 2.1.2), garante que
basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se uma matriz é a inversa de
outra.

Teorema 2.3. Sejam A e B matrizes n X n.
(a) Se BA=1,, entdo AB = I,,;
(b) Se AB = 1I,,, entdo BA = I,

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B que é candidata
a inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar se um deles é igual a I,,. O
préoximo exemplo ilustra este fato.
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Exemplo 2.2. Seja A = (a;j)nx, uma matriz tal que A*> = 0 (A pode n3o ser a matriz nula!).
Vamos mostrar que a inversa de I, — A é I, + A + A2 Para provar isto, devemos multiplicar a
matriz I,, — A, pela matriz que possivelmente seja a inversa dela, aqui I + A + A2, e verificar se o
produto das duas € igual a matriz identidade I,,.

(I, —A)Y I, + A+ A = L,(I, + A+ A?) — AL, + A+ A =1, + A+ A2 - A—-A? - A> =1,

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (o) do Teorema 1.1 na pagina 7.

2.1.2 Matrizes Elementares e Inversao (opcional)

As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversao de matrizes e da solucdo
de sistemas lineares.

Proposicao 2.4. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa é também uma matriz elementar.
Usando a notacdo introduzida na pagina 40, temos:

(a) E;j = Eji = Eij;
(b) Ei(a)™' = Ei(1/a), para o # 0,

(c) Eij(a)™! = Eij(—a).

Demonstracao. Seja £ uma matriz elementar. Esta matriz é obtida de /,, aplicando-se uma
operacdo elementar. Seja F' a matriz elementar correspondente a operacdo que transforma E de
volta em [,,. Agora, pelo Teorema 1.7 na pagina 41, temos que FF £ = EF F = I,,. Portanto, F' é a
inversa de F. O
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Teorema 2.5. Sejam A e B matrizes n X n. As seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(a) BA=1,.
(b) A matriz A € equivalente por linhas a matriz identidade, I, .

(c) A matriz A é invertivel e B € a sua inversa.

Demonstracido. (a)=(b) Se BA = I,,, entdo o sistema A X = 0 tem somente a soluc3o trivial,
pois X = I, X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz A é equivalente por linhas a
matriz identidade I,,, pois caso contrario a forma escalonada reduzida de A teria uma linha
nula (Proposicdo 1.5 na pégina 37).

(b)=-(c) A matriz A ser equivalente por linhas a [, significa, pelo Teorema 1.7 na pagina 41, que

existem matrizes elementares F1, ..., Ey, tais que
E... 1A = 1, (2.2)
(Ey'. . E;YEy..EByA = E'. B
A = E'EN (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares s3o invertiveis (Proposi¢do 2.4). Portanto,
A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

(c)=(a) Claramente.
U
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Se A ¢é invertivel, entdo multiplicando-se ambos os membros de (2.2) a direita por A~! obtemos
E....BE,=A"

Assim, a mesma seqiiéncia de operacdes elementares que transforma a matriz A na matriz identidade
I,, transforma também I,, em A~

A demonstracao do Teorema 2.3 na pagina 58, agora, é uma simples consequiéncia do Teorema
anterior.

Demonstracao do Teorema 2.3. Vamos mostrar que se vale uma das relacbes BA = I,, ou
AB = 1,,, entdo A é invertivel e B = A",

(a) Se BA = I, ent3o pelo Teorema 2.5, A é invertivel e B = BI,, = BAA ' =[,A71 = AL

(b) Se AB = I, entdo pelo item anterior B é invertivel e B~' = A. Portanto A é invertivel,
pois A=1I,(B™') e A~ = (B !)"! = B (Teorema 2.2 (b) e (a) na pagina 57). O

Segue da demonstragdo, do Teorema 2.5 (equagdo (2.3)) o resultado seguinte.

Teorema 2.6. Uma matriz A € invertivel se, e somente se, ela é o produto de matrizes elementares.

Exemplo 2.3. Vamos escrever a matriz A do Exemplo 2.5 na pagina 65 como o produto de matrizes
elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, aplicamos uma seqiiéncia de operacdes
elementares em [ A | I3] até que encontramos a matriz [ 13| A~!]. Como as opera¢des so por linha,
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esta mesma seqliéncia de operacdes elementares transforma A em I,,. Isto corresponde a multiplicar
1 2 3

amatrizA= | 1 1 2 | a esquerda pelas matrizes elementares
01 2
1 00 1 00 1 -2 0
Eis(-1)=1| -1 1 0|, Ey(-1)=]0 -1 0|, Ey:(-2)=|0 1 0],
0 01 0 01 0 01
1 00 1 0 -1 10 0
E273<—1) = 0 ]_ O 5 Eg’l(—l) - O ]_ 0 5 E372(—1) - O 1 —1 y
0 -1 1 00 1 00 1
ou seja,

Es5(—1) Es1(—1) Ey3(—1) Eo1(—2) Ex(—1) E15(—1) A= I;.
Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes obtemos
A — E372(1) Eg’l(l) E2’3<1> E271(2) EQ(—l) El’g(l).

2.1.3 Método para Inversao de Matrizes

A demonstracdo do préximo teorema fornece uma maneira de encontrar a inversa de uma matriz,
se ela existir. O exemplo seguinte faz 0 mesmo no caso particular em que a matriz é 2 x 2.

: a
Exemplo 2.4. Seja A = [ e d

b } Devemos procurar uma matriz B = [ z 3} } tal que AB = I,

ou seja,
ar + bz =
cr + dz =
ay + bw =
cy + dw =

_ o O =
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Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a mesma matriz,
que é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto, basta escalonarmos a matriz

aumentada big
a '1:0

Os dois sistemas tém solugdo Unica se, e somente se, a forma escalonada reduzida da matriz [A | I5 |

1 0:s:t
fordaforma [I2|S] = {0 1 " y
reduzida da matriz A n3o for igual a I,). Neste caso, x = s,z =u ey =t,w = v, ou seja, a matriz

A possuird inversa, A7l = B =5 = [ st ]
u v

(verifique, observando o que acontece se a forma escalonada

Teorema 2.7. Uma matriz A, n X n, € invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a
matriz identidade 1,,.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.3, para verificarmos se uma matriz A, n x n, € invertivel, basta
verificarmos se existe uma matriz B, tal que

AB=1,.

Vamos denotar as colunas de B por X1, Xs,..., X, ouseja, B=[X; ... X,,], onde

T11 X112 Tin

T21 X22 Ton
Xl - . 5 XQ = . y ey Xn =

Tnl Tn2 Tnn
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Vamos denotar as colunas da matriz identidade I, por F, Es, ..., E,. Desta forma,
1 0 0
0 1 0
El = . 3 E2 = . ) ottty En =
0 0 1

A j-ésima coluna do produto AB ¢é igual a AX, (Exercicio 1.1.14 na péagina 18). Assim,
analisando coluna a coluna a igualdade matricial

AB=1,
vemos que encontrar B é equivalente a resolver n sistemas lineares
AX;=FE; paraj=1...,n

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para isso, formariamos
as matrizes aumentadas [A | Ey], [A | Es),...,[A | E,]. Entretanto, como as matrizes dos sistemas
sdo todas iguais a A, podemos resolver todos os sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

(A| E\Ey...E,] = [A] L.

Transformando [ A | I,,] na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por [ R | S|, vamos
chegar a duas situagbes possiveis: ou a matriz R é a matriz identidade, ou nao é.

e Se R = I, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | [,,] é da forma [, | S]. Se
escrevemos a matriz S em termos das suas colunas S = [S1 Ss ... S, ], entdo as solugBes dos
sistemas AX; = E; sdo X, = S e assim B = S é tal que AB = I, e pelo Teorema 2.3 A
é invertivel.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



2.1 Matriz Inversa 65

e Se R # I,, entdo a matriz A n3o é equivalente por linhas a matriz identidade [,,. Entao, pela
Proposi¢cdo 1.5 na pagina 37 a matriz R tem uma linha nula. O que implica que os sistemas
A X, = E; ndo tenham solugdo tnica. Isto implica que a matriz A ndo tem inversa, pois as
colunas da (dnica) inversa seriam X, para j =1,...n. O

Observacao. Da demonstracdo do Teorema 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se
uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou
seja, escalonamos a matriz [A | [,,] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]|. Se
R = I, entdo a matriz A é invertivel e a inversa A~' = S. Caso contrério, a matriz A n3o é
invertivel. Vejamos os exemplos seguintes.

Exemplo 2.5. Vamos encontrar, se existir, a inversa de

1? eliminacao:
O pivo da 1? linha é igual a 1. Logo, precisamos apenas “zerar’ os outros elementos da coluna do
pivoe. Para isto, somamos a 2° linha, —1 vezes a 1? linha.

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



66 Inversao de Matrizes e Determinantes

1 2 3: 100
| —1x12 linha + 22 linha — 22 linha 0 -1 -1 -11 0
0 1 2 00 1

2? eliminacao:

Olhamos para a submatriz obtida eliminando-se a 1? linha da matriz. Escolhemos como pivd um
elemento n3o nulo da 12 coluna nao nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posicdo 2,2.
Como temos que “fazé-lo" igual a 1, multiplicamos a 22 linha por —1.

2 31 00

D 1:1 -1 0

1 2:0 01

Precisamos “zerar” os outros elementos da coluna do piv6. Para isto, somamos a 1?2 linha, —2 vezes
a 2? e a 32 linha, somamos —1 vezes a 2°.

|—1x 22 linha — 22 linha

OO =

—2x%x2? linha 4+ 12 linha — 12 linha

1 0 1: -1 20
—1%2? linha 4+ 3?2 linha — 32 linha 0 1
0

1 1 -1 0

0 M -1 1

3?2 eliminacao:

Olhamos para a submatriz obtida eliminando-se as duas primeiras linhas. Escolhemos para pivé um
elemento nao nulo da primeira coluna ndo nula da submatriz. Este elemento é o elemento de posicao
3,3. Como ele é igual a 1, precisamos apenas “zerar” os outros elementos da coluna do pivd. Para
isto, somamos a 1? linha, —1 vezes a 3? linha e somamos a 22 linha, —1 vezes a 32.

—1x3? linha + 12 linha — 12 linha 100 0 1 —1
—1x3? linha + 27 linha — 22 linha 010 2 -2 -1
00 1:=1 1 1
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Assim, a matriz [A | I5] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma [I5 | S], portanto
a matriz A é invertivel e a sua inversa é a matriz .S, ou segja,

0 1 -1
A7l = 2 —2 -1
-1 1 1

Exemplo 2.6. Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz

A:

O =
— =
— N W

Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

123@100
[AlI]=|1 12010
01 1:001

1? eliminacao:
O pivo da 1?2 linha é igual a 1. Logo, precisamos apenas “zerar” os outros elementos da coluna do
pive. Para isto, somamos a 22 linha, —1 vezes a 1? linha.

1231 0
| —1x1? linha + 2 linha — 22 linha 01 1:1 -10
0110 01

2? eliminacao:

Olhamos para a submatriz obtida eliminando-se a 1? linha da matriz. Escolhemos como pivd um
elemento n3o nulo da 1? coluna n3o nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posicdo 2,2.
Como temos que “fazé-lo" igual a 1, multiplicamos a 2? linha por —1.
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1 2 3:1 00

0 @D 1:1 -1 0

0 1 1:0 01

Precisamos ‘“zerar” os outros elementos da coluna do piv6. Para isto, somamos a 1? linha, —2 vezes
a 2? e a 32 linha, somamos —1 vezes a 2°.

‘—1><2‘f‘ linha — 22 linha

—2%2? linha + 12 linha — 12 linha 1 01 —1 2 0
—1x%2? linha + 3?2 linha — 3?2 linha 011 1 -1 0
0 0 0:-1 1 1

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma [R | S], com
R # I3. Assim, a matriz A ndo é equivalente por linhas a matriz identidade e portanto nao é
invertivel.

Se um sistema linear A X = B tem o nimero de equacodes igual ao nimero de incégnitas,
ent3o o conhecimento da inversa da matriz do sistema A~!, reduz o problema de resolver o sistema
a simplesmente fazer um produto de matrizes, como esta enunciado no préximo teorema.

Teorema 2.8. Seja A uma matrizn X n.

(a) O sistema associado AX = B tem solugdo tnica se, e somente se, A € invertivel. Neste caso
a solucdo é X = A~'B;

(b) O sistema homogéneo A X = () tem solucdo ndo trivial se, e somente se, A € singular.
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Demonstracdo. (a) Se amatriz A é invertivel, entdo multiplicando A X = B por A~! a esquerda
em ambos os membros obtemos

AN AX) = A'B
(A'A)X = A'B
I,X = A'B
X = A'B.

Aqui foram usadas as proprideades (h) e (o) do Teorema 1.1 na péagina 7. Portanto, X =
A71B é a lnica solucio do sistema A X = B. Por outro lado, se o sistema A X = B possui
solugdo Unica, entdo a forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema [A | B]
é da forma [R | C], onde R = I,,. Pois a matriz A é quadrada e caso R fosse diferente da
identidade possuiria uma linha de zeros (Proposicdo 1.5 na pégina 37) o que levaria a que o
sistema A X = B ou n3o tivesse solu¢ao ou tivesse infinitas solucdes. Logo, a matriz A é
equivalente por linhas a matriz identidade o que pelo Teorema 2.7 na pagina 63 implica que
A é invertivel.

(b) Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solugdo trivial. Pelo item anterior, esta serd a
tnica solucdo se, e somente se, A é invertivel. OJ

Exemplo 2.7. Suponha que temos um processo em que para uma matriz de saida B, a matriz de
entrada X é obtida pela solucdo do sistema A X = B.

1 2
Se a matriz A é a do Exemplo 2.5 e as matrizes de saidasio B= | 2 | e(C = | =5 | , entdo
3 3
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as matrizes de entrada serao

0o 1 -1 1 -1
X=A"'"B=| 2 -2 -1 2 | =| -5 e
-1 1 1 3 4
0o 1 -1 2 -8
Y=A""C=| 2 -2 -1 -5 =] 11
-1 1 1 3 —4
Exemplo 2.8 (Interpolacdo Polinomial). Sejam P, = (z1,%1),.-.,Pn = (Zn,ysn), com
x1,..., %, nimeros distintos. Considere o problema de encontrar um polindmio de grau n — 1

p(z) = a1x" Tt Far" P+ .+ ap,

que interpola os dados, no sentido de que p(x;) = v;, para i = 1,...,n. O Exercicio 1.2.8 na
pagina 46 é um caso particular deste problema em que os pontos sdo P; = (0,10), P, = (1,7), P =
(3,—11), P, = (4, —14) e o polinémio é de grau 3.

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que
interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no polindmio p(z), obtemos
um sistema linear AX = B, onde

n—1 n—2

ai Y1 Ty i oooxp 1
n—1 n—2
as Yo T4 T4 co.oxo 1
X=| .|, B=]| . e A= . .
an Un L O |

A matriz A é chamada matriz de Vandermonde. Pelo Teorema 2.8 na pdgina 68, um sistema
de n equacdes e n incognitas AX = B tem solucdo Unica se, e somente se, o sistema homogéneo
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associado, AX = 0, tem somente a solucdo trivial. Vamos mostrar que AX = 0 tem somente a
solucao trivial. X é solucdo do sistema homogéneo se, e somente se, o polindomio de grau n — 1 se
anula em n pontos distintos. O que implica que o polindmio p(x) é o polindmio com todos os seus
coeficientes iguais a zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = 0 tem somente a soluc3o trivial.
Isto prova que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que interpola
n pontos, com abscissas distintas.

Vamos mostrar a reciproca do item (b) do Teorema 2.2 na pégina 57.

Proposicao 2.9. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B s3o invertiveis.

Demonstracdo. Considere o sistema (AB)X = 0. Se B ndo fosse invertivel, ent3o existiria X # 0,
tal que B X = 0 (Teorema 2.8 na pagina 68). Multiplicando-se por A, teriamos AB X = 0, o que,
novamente pelo Teorema 2.8 na péagina 68, contradiz o fato de AB ser invertivel. Portanto, B é
invertivel. Agora, se B e AB sdo invertiveis, entdo A também ¢ invertivel, pois A = (AB)B™1, que
é o produto de duas matrizes invertiveis. O

Exercicios Numéricos (respostas pagina 322)

1
2.1.1. Seja A uma matriz 3 x 3. Suponha que X = | —2 | é solucdo do sistema homogéneo
3
AX = 0. A matriz A é singular ou n3o? Justifique.
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2.1.2.

2.1.3.

2.1.4.

2.1.5.

2.1.6.

Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:

1 2 3 1 2 3
(@) [ 1 1 2 |; (d |0 2 3];
01 2| |12 4|
(1 2 2] [1 2 3]
(b) {1 3 11|; (e) |1 1 2
|13 2| (001 1|
[ 1 1 11 [ 1 1 1
1 -1 2 1 3 1 2
© 11 -1 9 ® 112 211
1 3 3 2 |59 16
1 10
Encontre todos os valores de a para os quaisa matrizA= | 1 0 0 | tem inversa.
1 2 a
Se
4|3 2 412 5
A {1 3] ¢ B =5 2
encontre (A B)~L.
. 1 2 3 5
Resolva o sistema AX = B, se A~ = e B= )
4 1 3
(Relativo a Subsegdo 2.1.2) Encontre matrizes elementares F, ..., Ej taisque A = E; ... Ey,
para
1 2 3
A=12 1 2
01 2
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2.1.7.

2.1.8.

Exercicios usando o MATLAB

>> M=[A,B] atribui a matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> M=A(:,k:1) atribui a matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da
matriz A.

Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou B=oe(alpha,i,A)faz a operagdo elementar
alpha*linha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou B=oe(alpha,i,j,A) faz a operagio elementar
alpha*linha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena a matriz resultante na
variadvel B.

>> B=opel(A,i,j) ou B=oe(A,i,j) faz a troca da linha ¢« com a linha j da matriz A e
armazena a matriz resultante na variavel B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena
a matriz resultante na varidvel B.
Resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.2 usando o MATLAB.

Exercicios Teoricos

a

c d

1 d —b
Al = .
ad — be { —c a}

Mostre que a matriz A = { ] é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste caso a

inversa é dada por
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2.1.9.

2.1.10.

2.1.11.

2.1.12.

2.1.13.

2.1.14.

(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [A| I3 ].)

Sugestao para os préximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz A é invertivel,
quando temos uma matriz B que é candidata a inversa de A, basta fazer um dos produtos
AB ou BA e verificar se um deles é igual a I,,.

Se A é uma matriz n x n e A¥ =0, para k um inteiro positivo, mostre que

(I, —A) =1+ A+ A4 .+ AL

Seja A uma matriz diagonal, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal s3o iguais a zero
(a;; =0, parai # j). Sea; # 0, parai=1,...,n, mostre que A € invertivel e a sua inversa
é também uma matriz diagonal com elementos na diagonal dados por 1/ay1,1/ass, ..., 1/an,.

Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A+ B e A forem invertiveis, entdo

(A+B)'=A"11,+BA L

Seja J,, a matriz n X n, cujas entradas sdo iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo

1

IL,—J)'=1,—- —

In.

(Sugestdo: Observe que J2 = nJ,.)

Mostre que se B é uma matriz invertivel, entdio AB~! = B~'A se, e somente se, AB = BA.
(Sugestdo: multiplique a equagcdo AB = BA por B71))

Mostre que se A é uma matriz invertivel, entdo A+ B e I,, + BA~! s3o ambas invertiveis ou
ambas n3o invertiveis. (Sugestdo: multiplique A + B por A™1))
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2.1.15. Mostre que se A nao é invertivel, entdo AB também ndo o é.
2.1.16. Mostre que se A e B sdo matrizes n x n, invertiveis, entdo A e B sdo equivalentes por linhas.

2.1.17. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n x m, com n < m. Mostre que AB ndo é
invertivel. (Sugestdo: Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solug3o n3o trivial.)
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2.2 Determinantes

Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz A = [a] definimos o
determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a. Vamos, agora, definir o determinante
de matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 X 2,
associamos um ndmero real, denominado determinante de A, por:

det(A) = det M2 G agy — arpag.
Q21 Q22

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o que sao os
menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (a;;)nxn, © menor do elemento a;;, denotado por
A;j, é a submatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna

de A, que tem o seguinte aspecto:

ay; ... o Qip

(0 ... App
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Exemplo 2.9. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

a11 Qa2 13

1 aix aig
A23 = —
azy asz

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)3x3. O cofator do elemento
a;j, denotado por A;;, é definido por

Ay = (1) det(Ay),

ou seja, o cofator A;;, do elemento a;; é igual a mais ou menos o determinante do menor A;;, sendo
0 mais e o menos determinados pela seguinte disposi¢ao:

+ -+

Exemplo 2.10. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

11 a2 13

Q12
a32

A23 = (—1)2+3 det(/igg) = —det

] = a31012 — A11G32

Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

11 a2 13

A:

Q21 d22 Q23 ’
31 dzz G33
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entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 12 linha pelos seus
cofatores.

det(A) = an A+ anAip + aizAss
Q22 A23 21 Q23 Q21 Q22
= dal det — 19 det + a13 det
32 A33 a31 ass a31 a3z
= Q11022033 — A11A32023 — G12021033 — G12031023 T A13021G32 — A13031022-

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o determinante de
matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas de ordem maior. Supondo que
sabemos como calcular o determinante de matrizes (n — 1) X (n — 1) vamos definir o determinante
de matrizes n X n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)nxn. O cofator do
elemento a;;, denotado por A;;, é definido por

Ayy = (=1)"" det(Ay),
ou seja, o cofator A;;, do elemento a;; é igual a mais ou menos o determinante do menor flij, sendo
0 mais e o menos determinados pela seguinte disposicao:
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Definicao 2.2. Seja A = (a;;)nxn. O determinante de A, denotado por det(A), é definido por

det(A) = CLHAH + a12A12 + ...+ alnAln = Z alelj, (24)
j=1

onde A;; = (—1)"*/ det(Ay;) é o cofator do elemento a;;. A expressio (2.4) é chamada desen-
volvimento em cofatores do determinante de A em termos da 1?2 linha.

Exemplo 2.11. Seja

00 0 -3

A— 1 2 3 4

-1 3 25

21 =20

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

1 2 3
det(A) = 041, + 0412 + 0Ay3 + (=3)(=1)""*det(B), onde B=| 1 3 2
2 1 =2

Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,
det(B) = 1By +2Bj2 + 3Bi3
= 1(=1)"det(Byy) 4 2(—1)"*2 det(Byy) + 3(—1)*3 det(Bys)
= detﬁ’ _Z}—zdetl_é _;:|+3det|:_; i’]
= —8—-2(-2)+3(-7)
—25
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Portanto, det(A) = 3det(B) = —75.

Exemplo 2.12. Usando a definicao de determinante, vamos mostrar que o determinante de uma
matriz triangular inferior (isto é, os elementos situados acima da diagonal principal s3o iguais a
zero) é o produto dos elementos da diagonal principal. Vamos mostrar inicialmente para matrizes

3 x 3. Seja

a1y 0 0

az az 0

A=
az1 Aazz2 A3s3
Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

det(A) = aq; det [ azz 0

= a11022G33.
as2 a33]

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior, o
determinante é o produto dos elementos da diagonal principal. Entdao vamos provar que isto também

vale para matrizes n X n. Seja

a1 0 . 0

A= a21  a22 0
: 0
Qn1 QAnp

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos
922 0 e e 0

asy asz 0O

det(A) = aq; det _ : = 11G92 - . . pn,

[(07%) e Appy
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pois o determinante acima é de uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior. Em particular, o
determinante da matriz identidade I, é igual a 1 (det(Z,,) = 1).

Teorema 2.10. Seja A = (a;;)nxn €scrita em termos das suas linhas, denotadas por A;, ou seja,
A; = [ap aig...ay]. Se para algum k, a linha Ay = aX + Y, onde X = [x;...2,], Y =
[y1...9yn] e e B sdo escalares, entdo:

[ Ay 1 [ A ] [ A ]
A A A
det | aX +38Y | = adet X + [ det Y
Ap1 Ak Ak
i A, i | A, ] | A,

Aqui, Ak = OKX"—ﬁY = [Oél'l +6y1 Oéxn""ﬁyn]

Demonstracao. E facil ver que para matrizes 2 x 2 o resultado é verdadeiro (verifique!). Supondo
que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar para matrizes n X n.
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Sejam
[ Ay i [ A ] [ A ]
Ak—l Ak—l Ak—l
A= | aX+06Y |, B= X e C= Y
Api1 A1 Apa
L A L An L An
Deixamos como exercicio o caso em que k = 1. Suponha que kK = 2,...,n. As matrizes fllj, Blj

e élj s6 diferem na (k — 1)-ésima linha (lembre-se que a primeira linha é retirada!). Além disso,
a (k — 1)-ésima linha de fllj é igual a o vezes a linha correspondente de Blj mais (3 vezes a linha
correspondente de C‘lj (esta é a relagdo que vale para a k-ésima linha de A). Como estamos supondo
o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo det(A;;) = adet(By;) + Bdet(Cy;).
Assim,

n

det(A) = Z<—1)l+ja1j det(Ay;)

j=1
= > (—=D)"ay, [Oé det(Bi;) + 5det(élj)]
j=1
= Z(_1>1+jb1j det(élj) —+ ﬁ Z(—l)lJerlj det(élj)
j=1 j=1
= adet(B)+ fdet(C),
pois a1; = byj = ¢y, para j =1,...,n. O
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Exemplo 2.13. O célculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da seguinte forma:

a 0 0 a 0 0 a 0 0
det b c d =det | b ¢ d|+3det | b ¢ d | =alcg—df)
e+3h f+3c g+3d e f g h ¢ d

Corolario 2.11. Se uma matriz A, n X n, possui uma linha formada inteiramente por zeros, entdo

det(A) = 0.

Demonstracao. Seja A uma matriz que tem uma linha nula. Multiplicando-se a linha nula por
qualquer escalar «, obtemos pelo Teorema 2.10 que det(A) = adet(A), para qualquer escalar «,
ou seja, det(A) = 0. O

Pela definicdo de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o desenvolvimen-
to em cofatores segundo a 1? linha. O préximo resultado, que ndo vamos provar neste momento
(Apéndice Il na pagina 96), afirma que o determinante pode ser calculado fazendo-se o desenvolvi-
mento em cofatores segundo qualquer linha.

Teorema 2.12. Seja A uma matrizn x n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o

desenvolvimento em cofatores segundo qualquer linha. Ou seja, parai=1,...,n,
det(A) = aﬂAﬂ + CL,QA@Q 4+ ...+ amAm = Z a,-inj, (25)
j=1

onde A;; = (—1)"*7 det(A;;) € o cofator do elemento a;;. A expressio (2.4) é chamada desenvol-
vimento em cofatores do determinante de A em termos da i-ésima linha.
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Corolario 2.13. Seja A uma matrizn x n. Se A possui duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.

Demonstracao. O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo que o resultado
seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes
n X n. Suponhamos que as linhas k e [ sejam iguais, para k # [. Desenvolvendo o determinante de
A em termos de uma linha i, com i # k, [, obtemos

n n

det(A) = Z(liinj = Z(_l)“_jaij det(flw)
j=1 j=1
Mas, cada A;; é uma matriz (n—1) x (n—1) com duas linhas iguais. Como estamos supondo que o

resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(A;;) = 0. Isto implica que det(4) =0. O

2.2.1 Propriedades do Determinante

Teorema 2.14. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Se B € obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entdo

det(B) = adet(A);
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(b) Se B resulta de A pela troca da posicio relativa de duas linhas, entdo

det(B) = —det(A);

(c) Se B € obtida de A substituindo a linha i por ela somada a um muiltiplo escalar de uma linha
j, J # 1, entdo
det(B) = det(A);
(d) Os determinantes de A e de sua transposta A' sdo iguals,

det(A) = det(A");

(e) O determinante do produto de A por B é igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B) .

Demonstracao. Vamos demonstrar, agora, apenas os itens (a), (b) e (c) deste teorema.

(a) Segue diretamente do Teorema 2.10 na pagina 81.

(b) Sejam
F AT C AT
Ak Ay
A= : e B= :
Ay Ay,
- An - - An -
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Agora, pelo Teorema 2.10 na péagina 81 e o Corolario 2.13, temos que

A1 Al Al Al Al
Ap+ 4 Ag Ag Ay Ay
0 = det : = det : + det : + det : + det :
Ak + Al Ak Al Ak Al
A, | A, | A, | A, | A,

— 0+ det(A) + det(B) + 0.
Portanto, det(A) = — det(B).

(c) Novamente, pelo Teorema 2.10 na pagina 81, temos que

Ay Ay Ay Ay
det : = det : + adet : = det
A+ aAyg A Ap Ay
L A | An | An | A
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Observacao. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta
(Teorema 2.14 (d)), segue que todas as propriedades que se referem a linhas sdo vélidas com
relacdo as colunas.

Exemplo 2.14. Vamos calcular o determinante da matriz

A:

N W O
— O Ot

1
—6
6

usando operacles elementares para transforma-la numa matriz triangular superior e aplicando o
Teorema 2.14 na pagina 84.

3 6 9
det(A) = —det | 0 1 5 12 linha «—— 22 linha |
2 6 1
(1 -2 3]
= —3det| 0 1 5 1/3x1? linha — 12 linha
2 6 1
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5| |-2x1?linha+3? linha — 3? linha|
0 10 —5
1 -2 3]
= —3det | 0 1 5| |—10x2? linha+3? linha —> 3? linha|
0 0 —55

= (=3)(=55) = 165
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Para se calcular o determinante de uma matriz n X n pela expansao em cofatores, precisamos
fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) X (n — 1), que por sua vez vai
precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo s3o necessérios n! produtos. Para
se calcular o determinante de uma matriz 20 x 20, é necessario se realizar 20! ~ 10'® produtos. Os
computadores pessoais realizam da ordem de 10® produtos por segundo. Portanto, um computador
pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10% anos para calcular o determinante de uma
matriz 20 x 20 usando a expansdo em cofatores. Enquanto, o calculo do determinante pelo método
apresentado no exemplo anterior é necessdrio apenas da ordem de n? produtos para se calcular o
determinante.

O resultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis e os sistemas
lineares homogéneos que possuem solugcao nao trivial.

Teorema 2.15. Seja A uma matriz n X n.
(a) A matriz A € invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstracdo. (a) Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A,

A demonstracdo deste item segue de trés observacgoes:

e Pelo Teorema 2.14 na pégina 84, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

e Pela Proposicao 1.5 da péagina 37, ou R = [,, ou a matriz R tem uma linha nula. Assim,
det(A) # 0 se, e somente se, R = [,,.

e Pelo Teorema 2.7 na pagina 63, R = I, se, e somente se, A é invertivel.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



2.2 Determinantes 89

(b) Pelo Teorema 2.8 na pagina 68, o sistema homogéneo AX = 0 tem soluco nio trivial se, e
somente se, a matriz A n3o é invertivel. E pelo item anterior, a matriz A é n3o invertivel se,

e somente se, det(A) = 0.
O

Exemplo 2.15. Seja A = (aij)nxn- Vamos mostrar que se A é invertivel, entdo

1
~ det(A)

det(A™1)

Como A A~' = [,,, aplicando-se o determinante a ambos os membros desta igualdade e usando
a propriedade (e) do Teorema 2.14 na pagina 84, obtemos

det(A) det(A™') = det(I,).

Mas, det(I,,) = 1 (Exemplo 2.12 na péagina 80, a matriz identidade também é triangular inferior!).
Logo, det(A™1)

~ det(A)

Exemplo 2.16. Se uma matriz quadrada é tal que A? = A™!, ent3o vamos mostrar que det(A) = 1.
Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade acima, e usando novamente a
propriedade (e) do Teorema 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obtemos

1
 det(A)

(det(A))?

De onde segue que (det(A))? = 1. Portanto, det(A) = 1.
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2.2.2 Matrizes Elementares e o Determinante (opcional)

Relembramos que uma matriz elementar é uma matriz que se obtem aplicando-se uma operacao
elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se os itens (a), (b) e (c) do Teorema 2.14 na
pagina 84 obtemos o resultado seguinte.

Proposicao 2.16. (a) Se E;; € a matriz elementar obtida trocando-se as linhas i e j da matriz
identidade, entdo det(E; ;) = —1.

(b) Se E;(a)) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha i por «,
entdo det(E;(a)) = a.

(c) Se E; j(a) € a matriz elementar obtida da matriz identidade, somando-se a linha j, o vezes a
linha i, entdo det(E; ;(a)) = 1.

Lembramos também que uma matriz é invertivel se, e somente se, ela é o produto de matrizes
elementares (Teorema 2.6 na pagina 61). Além disso, o resultado da aplicacdo de uma operagdo
elementar em uma matriz é o mesmo que multiplicar a matriz a esquerda pela matriz elementar
correspondente. Usando matrizes elementares podemos provar os itens (d) (det(A") = det(A)) e
(e) (det(AB) = det(A) det(B)) do Teorema 2.14 na pagina 84.

Demonstracao dos itens (d) e (e) do Teorema 2.14.
(e) Vamos dividir a demonstra¢do deste item em trés casos:

Caso 1: Se A = E é uma matriz elementar. Este caso segue diretamente da proposicdo anterior e
dos itens (a), (b) e (c) do Teorema 2.14 na pagina 84.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



2.2 Determinantes 91

Caso 2: Se A é invertivel, entdo pelo Teorema 2.6 na pagina 61 ela é o produto de matrizes
elementares, A = F; ... E). Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes, obtemos

det(AB) = det(E)) ...det(Ey) det(B) = det(E ... Ey) det(B) = det(A) det(B).
Caso 3: Se A é singular, pela Proposicao 2.9 na pagina 71, AB também é singular. Logo,
det(AB) =0 =0 det(B) = det(A) det(B).
(d) Vamos dividir a demonstragdo deste item em dois casos.

Caso 1: Se A é uma matriz invertivel, pelo Teorema 2.6 na pagina 61 ela é o produto de matrizes
elementares, A = F ... Ey. E facil ver que se E é uma matriz elementar, entdo det(F) = det(E")
(verifique!). Assim,

det(A") = det(EL)...det(E) = det(Ey) ... det(E)) = det(E; ... Ey,) = det(A).

Caso 2: Se A n3o é invertivel, entdo A’ também n3o o é, pois caso contrério, pelo Teorema 2.2 na
pagina 57, também A = (A")! seria invertivel. Assim neste caso, det(A") = 0 = det(A). O

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 322)

2.2.1. Se det(A) = —3, encontre
(a) det(A?); (b) det(A3); (c) det(A™1); (d) det(AY);

2.2.2. Se A e B s3o matrizes n x n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A'B™1).
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2.2.3. Seja A = (a;j)3x3 tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:

air Qa2 a13 + a2 a1y + a2 G — a2 Q13
(a) Q21 G2 Qo3+ Qo2 |; (b) Qo1 + Qg2 G321 — Q22 Q23
asy Gz a3z + a3 a3 + azy az1 — Gz  A33

2.2.4. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operacdes elementares
para transformd-las em matrizes triangulares superiores.

1 -2 3 1 21 3 1
5 -9 6 3| 101 1
@ | 1 o g 2l G210
2 8 6 1 012 3

2.2.5. Determine todos os valores de A para os quais det(A — AI,,) = 0, onde

[0 1 2 1 0 0
@) A=1]0 0 3 by A=] -1 3 0
000 3 2 =2
[2 —2 3 [2 2 3
(c) A=|0 3 =2 d)A=|1 2 1
0 -1 2 2 -2 1

2.2.6. Ache os valores de ), para os quais o sistema linear (A — \I,,)X = 0 tem solugdo nio trivial,
onde

2 00 2 3 0
() A= |3 -1 0 |; (b) A=]0 1 0
0 4 3 00 2
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1 2 3 4 2 2 3 4
0 -1 3 2 0 2 3 2
©A=1y o 3 3| A=100 11
0O 0 0 2 00 01
2.2.7. Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A encontrados, encontre a solucdo geral
do sistema homogéneo (A — \I,,)X = 0.
Exercicios usando o MATLAB
Comandos do MATLAB:
>> det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL:
>> detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operacdes elementares até que a
matriz esteja na forma triangular superior.
2.2.8. Vamos fazer um experimento no MATLAB para tentar ter uma idéia do qudo comum é

encontrar matrizes invertiveis. No prompt do MATLAB digite a seguinte linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c
(ndo esquecga das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB
fazer é o seguinte:
e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.
e Atribuir a varidvel A, 1000 matrizes 2 X 2 com entradas inteiras aleatdrias entre —5 e 5.
e Se det(A) # 0, entdo o contador c é acrescido de 1.

e No final o valor existente na variavel c é escrito.
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Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

2.2.9. O pacote gaal contem alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para deci-
fra-las. Use os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as varidveis correspondentes,
uma mensagem criptografada e a uma chave para decifra-la.
>> menc=lerarq(’mencl’), key=lerarq(’key’)

Aqui sdo lidos os arquivos mencl e key. Para converter a mensagem criptografada e a chave
para matrizes numéricas use os comandos do pacote gaal:

>> y=char2num(menc), M=char2num(key)

A mensagem criptografada, y, foi obtida multiplicando-se a matriz M pela mensagem original
(convertida para nimeros), x. Determine x. Descubra a mensagem usando o comando do
pacote gaal, num2char (x). Decifre as mensagens que estdo nos arquivos menc2 e menc3.
Como deve ser a matriz M para que ela possa ser uma matriz chave na criptografia?

2.2.10. Resolva, com o MATLAB, os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 2.2.4.
Exercicios Tedricos

2.2.11. Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B é singular.

2.2.12. O determinante de AB é igual ao determinante de BA? Justifique.

2.2.13. Mostre que se A é uma matriz n3o singular tal que A% = A, entdo det(A) = 1.

2.2.14. Mostre que se A¥ =0, para algum k inteiro positivo, entdo A é singular.

2.2.15. Mostre que se A" = A™!, entdo det(A) = +1;

2.2.16. Mostre que se o é um escalar e A é uma matriz n X n, entdo det(ad) = " det(A).

2.2.17. Mostre que A, n X n, é invertivel se, e somente se, A*A é invertivel.
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2.2.18. Sejam A e P matrizes n x n, sendo P invertivel. Mostre que det(P~*AP) = det(A).

2.2.19. Mostre que se uma matriz A = (a;j)nxn € triangular superior, (isto é, os elementos situados
abaixo da diagonal s3o iguais a zero) entdo det(A) = aj1a9s . . . Apy.

2.2.20. (a) Mostre que se A = [ CCL b } entdo det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é miltiplo

d
escalar da outra. E se A for uma matriz n x n?

(b) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = a Ay + SA,;,
para « e [3 escalares e i # k, [, entdo det(A) = 0.

(c) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = Zk# oAy,
para av, ..., a4 escalares, entdo det(A) = 0.

2.2.21. Mostre que o determinante de Vandermonde ¢ dado por

2 n—1
1z 27 ... o X
1 @z 23 ... by~
Vo=det | . . : :H(l“i—fl?j)-
C i>j
2 n—1
1z, z;, ...

A expressao a direita significa o produto de todos os termos x; — x; tais que 1 > j e i,j =
1,...,n. (Sugestdo: Mostre primeiro que V3 = (x5 — x9)(z2 — x1)(x3 — 21). Supondo
que o resultado é verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que
o resultado é verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n. Faca as seguintes
operacdes nas colunas da matriz, —z,:C;_1 + C; — C;, parai = n,...,2. Obtenha V,, =
(X —x1) .. (22 — 1) Vpo1)
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2.2.22. Sejam A, B e D matrizes p X p, p X (n —p) e (n — p) X (n — p), respectivamente. Mostre
que
A B
det [ i D } = det(A) det(D).
(Sugestdo: O resultado € claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja
verdadeiro para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos
da 1? coluna, escreva o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que
o resultado é verdadeiro para matrizes de ordem n.)

Apéndice Il: Demonstracao do Teorema 2.12 na pagina 83

Lema 2.17. Sejam E; = [10...0]", B, = [010...0],...,E, = [0...01]". Se A é uma
matriz n X n, cuja i-ésima linha € igual a E}, para algum k (1 < k < n), entdo

det(A) = (—1)"* det(A;).

Demonstracao. E facil ver que para matrizes 2 X 2 o lema é verdadeiro. Suponha que ele seja
verdadeiro para matrizes (n — 1) X (n— 1) e vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes n x n.
Podemos supor que 1 < i < n.

Seja B; a matriz (n — 2) x (n — 2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as colunas j e
k,paral <j <n.

Para j < k, a matriz A;; é uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha é igual a
E. . Para j >k, a matriz Aj; é uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha é igual a
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E}. Como estamos supondo o lema verdadeiro para estas matrizes e como pelo Coroldrio 2.11 na
pagina 83 det(A;x) = 0, segue que
) (=)= det(B;) se j < k,
det(Alj) = 0 se j = l{, (26)
(—=1)=V+k det(B;) se j > k.

Usando (2.6), obtemos

n

det(A) = Z(—l)IHGU det(Ay)

j=1
— Z(_1)1+ja1j(_1)(i—1)+(1€—1) det(B;) + Z 1)Hay;(— 1)(-D+k det(B;)
i<k j>k

Por outro lado, temos que
(1) det(Ay) = (—1)"™ | > "(=1)"ay; det(B;) + Z ) HUDg, . det(B;)

i<k i>k
E simples a verificacao de que as duas expressoes acima sao iguais. O

Demonstracdo do Teorema 2.12 na pagina 83. Sejam E; = [10 ... 0], E, = [010 ... 0],

., B, =10...01]". Observe que a linha i de A pode ser escrita como A; = > ", a;; E}. Seja B;
a matriz obtida de A substituindo-se a linha 7 por E; Pelo Teorema 2.10 na pagina 81 e o Lema
2.17 segue que

n

det(A Zaw det(B Z(—l)i”aij det(flij).

J=1

0l
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Teste do Capitulo

1. Calcule o determinante da matriz seguinte usando operagdes elementares para transforma-la
em uma matriz triangular superior.

1 3 97
2 3 2 5
0 3 41
4 6 91
2. Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:
1 0 0 2
01 00
0010
2 0 0 2

3. Encontre todos os valores de A\ para os quais a matriz A — A\, tem inversa, onde

20 00
20 00
A= 1 2 10
3 2 -1 2
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4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:

(a) Se A? = —2A% entdo ([ + A?)~' =1 —2A%

(b) Se A® = —A? e A é n3o singular, entdo determinante de A é -1;
(c) Se B= AA'A™!, entdo det(A) = det(B).

(d) det(A+ B) = det A+ det B

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



Capitulo 3

Vetores no Plano e no Espaco

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e impulso, para serem completa-
mente identificadas, precisam, além da magnitude, da direcdo e do sentido. Estas grandezas sdo
chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos (de retas) orientados (segmentos
de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espacgo. A ponta da seta do segmento orientado
é chamada ponto final ou extremidade e o outro ponto extremo é chamado de ponto inicial ou
origem do segmento orientado. A direcao e o sentido do segmento orientado identifica a direcao e
o sentido do vetor. O comprimento do segmento orientado representa a magnitude do vetor.

Um vetor poder ser representado por varios segmentos orientados. Este fato é andlogo ao que
ocorre com os nimeros racionais e as fragdes. Duas fragGes representam o mesmo ndmero racional
se o numerador e o denominador de cada uma delas estiverem na mesma proporcdo. Por exemplo,
as fragdes 1/2, 2/4 e 3/6 representam o mesmo nimero racional. De forma andloga, dizemos que
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3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar 101

dois segmentos orientados representam o mesmo vetor se possuem o0 mesmo comprimento, a mesma
direcdo e o mesmo sentido. A definicdo de igualdade de vetores também é andloga a igualdade de
ndmeros racionais. Dois niimeros racionais a/b e ¢/d sdo iguais, quando ad = bc. Analogamente,
dizemos que dois vetores s3o iguais se eles possuem o mesmo comprimento, a mesma direcdo e o
mesmo sentido.

Na Figura 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que representam
0 mesmo vetor, ou seja, sdo considerados como vetores iguais, pois possuem a mesma direcdo, mesmo
sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V' é A e o ponto final é B, ent3o escrevemos

. AB B
V =AB
A
3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar
A soma, V + W, de dois vetores V' e IV é determinada da seguinte forma:
e tome um segmento orientado que representa V;

e tome um segmento orientado que representa I, com origem na extremidade de V;

e o vetor V' + W € representado pelo segmento orientado que vai da origem de V' até a extre-
midade de V.

Da Figura 3.2, deduzimos que a soma de vetores é comutativa, ou seja,

VAW =W+V, (3.1)
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para quaisquer vetores V e W. Observamos também que a soma V + W estd na diagonal do
paralelogramo determinado por V' e W, quando estdo representados com a mesma origem.
Da Figura 3.3, deduzimos que a soma de vetores é associativa, ou seja,

V+W+U)=V+W)+U, (3.2)

para quaisquer vetores V', W e U.
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor nulo e

denotado por 0. Segue ent3o, que
V4+0=0+V=V, (33)

para todo vetor V.
Para qualquer vetor V', o simétrico de V/, denotado por —V/, é o vetor que tem mesmo com-
primento, mesma direc3o e sentido contrario ao de V. Segue entdo, que

V+(=V)=0. (3.4)
Definimos a diferenca W menos V/, por
W—-V=W+(-V).
Segue desta defini¢do, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
WAV -W)=V-W)+W=V4(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca V' — W é um vetor que somado a W da V/, portanto ele vai da extremidade de
W até a extremidade de V/, desde que V' e W estejam representados por segmentos orientados com
a mesma origem.

A multiplicacao de um vetor V' por um escalar o, a V, é determinada pelo vetor que possui
as seguintes caracteristicas:
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(a) é o vetor nulo,se a =0o0uV = 0,
(b) caso contrario,

(i) tem comprimento |«| vezes o comprimento de V/,
(i) a direcdo é a mesma de V' (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),

(iii) tem o mesmo sentido de V,se a« >0 e
tem o sentido contrdrio ao de V', se o« < 0.

As propriedades da multiplicacdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se W = aV,
dizemos que W é um miultiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores ndo nulos sao paralelos
(ou colineares) se, e somente se, um é um multiplo escalar do outro.

As operacdes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordenadas retan-
gulares. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no plano.

Seja V' um vetor no plano. Definimos as componentes de IV como sendo as coordenadas (vy, v5)
do ponto final do representante de V' que tem ponto inicial na origem. Escrevemos simplesmente

V = (Ul,Ug).

—

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP, que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0). Em termos
das componentes, podemos realizar facilmente as operacbes: soma de vetores e multiplicacao de
vetor por escalar.

e Como ilustrado na Figura 3.8, a soma de dois vetores V = (vy,v2) e W = (wy,ws) é dada
por

V+W: (’01+U)1,1)2+w2>;
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e Como ilustrado na Figura 3.9, a multiplicagcdo de um vetor V' = (vy,v2) por um escalar a é
dada por

aV = (av,ave).

Definimos as componentes de um vetor no espaco de forma analoga a que fizemos com
vetores no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas retangulares no espaco.
Para isto, escolhemos um ponto como origem O e como eixos coordenados, trés retas orientadas
(com sentido de percurso definido), passando pela origem, perpendiculares entre si. Estes serdo os
eixos 7,y e z. O eixo z é o eixo vertical. Os eixos x e y sdo horizontais e satisfazem a seguinte
propriedade. Suponha que giramos o eixo = pelo menor dngulo até que coincida com o eixo y. Se
os dedos da m3o direita apontam na diregdo do semi-eixo = positivo de forma que o semi-eixo y
positivo esteja do lado da palma da mao, entdo o polegar aponta no sentido do semi-eixo z positivo.
Cada par de eixos determina um plano chamado de plano coordenado. Portanto os trés planos
coordenados sao: xy, yz € xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de nimeros (z,y, z), chamado de coordenadas
do ponto P como segue.

e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e A intersecao do plano paralelo ao plano zy, passando por P, com o eixo z determina a
coordenada z.

e A intersecao do plano paralelo ao plano zz, passando por P, com o eixo y determina a
coordenada y

e A intersecao do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com o eixo x determina a
coordenada .

Alternativamente, podemos encontrar as coordenadas de um ponto P como segue.
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e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o ponto P’. As
coordenadas de P’, (z,y), no sistema de coordenadas zy sdo as duas primeiras coordenadas
de P.

e A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP’, se P estiver acima do plano
xy e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se P estiver abaixo do plano

zy.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas também nas
operacgdes de vetores no espaco. Seja V' um vetor no espaco. Como no caso de vetores do pla-
no, definimos as componentes de 1V como sendo as coordenadas (vy,v2,v3) do ponto final do
representante de V' que tem ponto inicial na origem. Escrevemos simplesmente

V = (U17U27U3).

—

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor O P que vai da origem
do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0,0). Assim como
fizemos para vetores no plano, para vetores no espaco a soma de vetores e a multiplicacdo de vetor
por escalar podem ser realizadas em termos das componentes.

e Se V = (v1,v9,v3) € W = (wq, wq, w3), entdo a adicdo de V' com W é dada por

V+W: (vl+w1,vg+w2,vg+w3);
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e Se V = (v1,vy,v3) € v é um escalar, entdo a multiplicagdo de V' por « é dada por

aV = (avy,avy, avs).

Exemplo 3.1. Se V = (1,-2,3), W = (2,4, —1), ent3o
V4+W=(1+2,-2+4,3+(-1))=(3,2,2), 3V=(3-1,3(-2),3-3)=(3,-6,9).
Quando um vetor V' estad representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da

origem (Figura 3.13), digamos em P = (x1,yi, 21), € ponto final em Q@ = (22,2, 22), entdo as
componentes do vetor V' sdo dadas por

V =PQ=0Q — OP= (v2 — T1,Y2 — Y1, 22 — 21).

Portanto, as componentes de 1 sdo obtidas subtraindo-se as coordenadas do ponto () (extre-
midade) das do ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.

Exemplo 3.2. As componentes do vetor V' que tem um representante com ponto inicial P =
(5/2,1,2) e ponto final @ = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V =PQ=(0-5/2,5/21,5/2~2) = (~5/2.3/2,1/2).

Observacao. O vetor é “livre”, ele ndo tem posicdo fixa, ao contrario do ponto e do segmento
orientado. Por exemplo, o vetor V' = (—5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por
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um segmento orientado com a origem no ponto P = (5/2,1,2). Mas, poderia ser representado por
um segmento orientado cujo ponto inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espago V' = (v1, vz, v3) pode também ser escrito na notagdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

U1
V=1 v ou V:[Ul Vg 'Ug}.
U3

Estas notacbes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

1 w1 V1 + wy V1 vy
V4AW=]wv |+ | w | =] vt+w |, aV=al| v | =] av
U3 Ws Vs + w3 Vg QU3

ou
V—i—W:[’Ul Vo U3}+|:w1 W9 wg}:[vljtwl V9 + Wo ’U3—|—UJ3],
aV:a[vl Vg 'Ug}:[Oﬂ}l Vg avg]

produzem os mesmos resultados que as operacoes vetoriais
V —+ W = (1}1, Vo, Ug) + (wl, Wa, IU3> = (Ul + W1, Vg + Wa, U3 + ’LU3),

aV = a(vy,ve,v3) = (avy, ave, avs).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e multi-
plicacdo de vetores por escalar.
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Teorema 3.1. Sejam U,V e W vetores e o e 3 escalares. S3o validas as seguintes propriedades:

(a) U+V =V 4+ U; (e) a(pU) = (af)U;

(b)) U+V)+W=U+(V+W), (f) «(U+V)=alU+aV,
(c) U+0="U; (g) (a+ B)U = aU + pU;
(d) U+ (=U)=0; (h) 1U =U.

Demonstracao. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pégina
7). O

Exemplo 3.3. Vamos usar vetores e as suas propriedades para provar um resultado conhecido
de geometria plana. Seja um tridangulo ABC e sejam M e N os pontos médios de AC' e BC,
respectivamente. Vamos provar que M N é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do
comprimento de AB.

Devemos provar que /\
— — M,
MN= - AB . X

Agora, a partir da figura ao lado temos que

N —

MN=MC + CN .
Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entdo

J\T(J:%IO e 67\[:%(,79.
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Logo,

z\ﬁvz%,@%(ﬁ?:%(@+ﬁ3)z AB.

DN =

Exemplo 3.4. Dados quatro pontos A B, C e X tais que AX A AB vamos escrever C’X como
uma soma de muItlpIos escalares de CA e C’B chamada de combinacao linear de CA e CB

Como AX: A AB, entdo os vetores AX e AB s3o paralelos e portanto o ponto X sé pode estar
na reta definida por A e B. Vamos desenhi-lo entre A e B, mas isto n3o vai representar nenhuma

restricao.
O vetor que vai de C' para X, pode ser A

escrito como uma soma de um vetor que
vai de C' para A com um vetor que vai de
A para X,

CX= CA + AX c B
Agora, , por hlpotese AX A AB 0o quein implica que CX CA +A AB
Mas, AB=CB — C’A, portanto CX=CA +)\(C’B CA). Logo,

OX=(1-\) CA+)NCB.

Observe que para A = 0, 67(26’74 para A = 1, CTXzC@ para A = 1/2, C’?(z % 54 + % C%
para A =1/3, CX= % CA —i—% CB.

Exemplo 3.5. Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento que une os

pontos A = (z1,y1,21) € B = (21,ys, 20) é M = (£1f22 di2 2tz
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O ponto M é o ponto médio de AB se, e somente se, AM= % AB. Entdo, aplicando o

exemplo anterior (com o ponto C' sendo a origem O), OM= % OA —|—% OB. Como as coordenadas
de um ponto sdo iguais as componentes do vetor que vai da origem até aquele ponto, segue que

OM= %(xlvylazl) + %(@792,22) e M = (

3.1.1.
3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

T1+ Ty Y1+ Y2 21+ 2
2 ’ 2 7 2 '

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 326)

Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X —U).

Determine o vetor X, tal que 6X — 2¥ = U
ineov A 3 4+ v = U4V

Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor
V' = (3,0,—3), sabendo-se que sua origem estd no ponto P = (2,3, —5).

Quais sdo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0, 3) em relagdo ao ponto
M = (1,2,—1)? (Sugestdo: o ponto P’ ¢ tal que o vetor M P'= — MP)
Verifique se os pontos dados a seguir s3o colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta:
(a) A=(5,1,-3), B=1(0,3,4) e C =(0,3,-5);
(b) A=(-1,1,3), B=(4,2,-3) e C = (14,4, —15);

Dados os pontos A = (1,—2,—3), B =(—5,2,—1) e C = (4,0, —1). Determine o ponto D
tal que A, B, C' e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.
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3.1.7. Verifique se o vetor U é combinag3o linear (soma de miiltiplos escalares) de V' e W:

(a) V =(9,—-12,—6),W = (=1,7,1) e U = (-4, —6,2);
(b) V = (5,4,-3),W = (2,1,1) e U = (=3, -4, 1);

Exercicios usando o MATLAB

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas v1, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2, 3);

>> V+W é a soma de V e W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> num*V é o produto do vetor
V pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solucao da equagao expr=0;

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0,0, 0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2. >> tex(P,’texto’) co-
loca o texto no ponto P.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala. >> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura. >> rota faz uma rotacdo em torno do eixo
z. >> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.
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3.1.8. Coloque em duas varidveis V e W dois vetores do plano ou do espaco a seu critério
(a) Use a fungdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.
(b) Coloque em uma varidvel a um nimero e use a fungdo ilav(a,V) para visualizar a
multiplicacdo do vetor V pelo escalar a.
3.1.9. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.3.
Exercicios Tedricos
3.1.10. Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados n3o paralelos de um trapézio
é paralelo as bases, e sua medida é a média aritmética das medidas das bases. (Sugest3o:
mostre que M N= %(AB + DC) e depois conclua que M N é um miiltiplo escalar de AB.
Revise o Exemplo 3.3 na pégina 108)
D c
M, \x
A B
3.1.11. Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestdo: Sejam M
e N os pontos médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor M N= 0,
entdo conclua que M = N.)
3.1.12. Sejam A, B e C pontos quaisquer com A # B. Prove que:
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(a) Um ponto X pertence a reta determinada por A e B se, e somente se,
C—)%:&C—zzl—l—ﬁCTB, com a+ (=1
(b) Um ponto X pertence ao segmento AB se, e somente se,
Cf)(:aaél—i—ﬁﬁ?, com a>0,6>0 e a+p=1.
(c) Um ponto X é um ponto interior ao tridngulo ABC' se, e somente se,
&:a(ﬁw@, com a>0,6>0 e a+p<1.

3.1.13. Mostre que se aV =0, entdo a = 0 ou V = 0.
3.1.14. SeaU =aV,entao U=V 7 Esea #07
3.1.15. SeaV =04V, entdioa =02 Ese V #£07?
3.1.16. Mostre que 2V =V + V.
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Figura 3.1: Segmentos orientados representando o mesmo vetor
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w
U
v
)
e\
Figura 3.2: V+W =W +V Figura33: V+ (W +U)=(V+W)+U
Vow
v v V-w
; W w w
- g -

Figura 3.4: A diferenca V' — W
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v2

Figura 3.5:

Figura 3.6: As componentes do vetor V

no plano

3V

-2V

[
<

Multiplicagdo de vetor por escalar

Figura 3.7: As coordenadas de P sao

iguais as componentes de OP
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y y
VW
votw2 oV
wo avy :
v
v2
1%
v2
w2
W
U1 X
X V1 vy
v1 w1 v twi
Figura 3.8: A soma de dois vetores no Figura 3.9: A multiplicacao de vetor por
plano escalar no plano
z z

y X

Figura 3.10: As coordenadas de um ponto no espaco
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Z z
v3 z
V= (o102, 0) | P
¢ opr

y y
Figura 3.11: As componentes de um vetor Figura 3.12: As coordenadjs de P sao
no espaco iguais as componentes de O P
4
Q
\4
P

Figura 3.13: V :O—Q — Cﬁ
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3.2 Produtos de Vetores

3.2.1 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V' é definido como sendo o comprimento de qualquer
um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do vetor V' também é chamado
de norma de V' e é denotado(a) por ||V||. Segue do Teorema de Pitdgoras que a norma de um

vetor é dada por
VIl = v/vi + 3,

no caso em que V = (vy,v,) é um vetor no plano, e por

V| = /v + v3 + 03,

no caso em que V' = (v1, v, v3) é um vetor no espago (verifique usando as Figuras 3.14 e 3.15).
Um vetor de norma igual a 1 é chamado de vetor unitario.
A distancia entre dois pontos P = (z1,y1,21) € Q = (22,¥2, 22) é igual a norma do vetor
PQ (Figura 3.13 na péagina 118). Como PQ=0Q — OP= (x3 — x1,Y2 — Y1, 22 — 21), entdo a
distancia de P a () é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = \/(e2 — 1) + (s — 1) + (22 — 21)°.

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (x1,7;) € Q = (z2,y2) no plano ¢ igual a

norma do vetor P(), que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(@2 — 212 + (2 — v1)".
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Y
v3
V:(lfl,w) 'Y:(Uhv%vg)
¢
v :
L2
X
v1
y
Figura 3.14: A norma de um vetor V' no Figura 3.15: A norma de um vetor V' no
plano espaco

Exemplo 3.6. A norma do vetor V = (1,—-2,3) é

V]| =12+ (—2)2 + 3% = V14,

A distancia entre os pontos P = (2,-3,1) e Q = (—1,4,5) é

dist(P,Q) = | PQ || = [[(~1 — 2,4~ (~3),5 — || = [|(-3,7,4)[| = V(3 + 7 + £ = V/7d.

Se V = (v1,v2,v3) € a é um escalar, entdo da definicio da multiplicagdo de vetor por escalar e
da norma de um vetor segue que

oV || = [[(avr, ave, avs)l| = V/{@ur? + (@wa)? + (avs)? = /a2 (v} + 3 +03).
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ou seja,

oV = Jaf [[V]]. (3.5)

i G

é um vetor unitario na direcdao de V/, pois por (3.5), temos que

Dado um vetor V nao nulo, o vetor

U]l = \||V||=1.

o

Exemplo 3.7. Um vetor unitdrio na diregdo do vetor V' = (1, —2,3) é o vetor

O angulo entre dois vetores n3o nulos, V' e W, é definido pelo angulo 6 determinado por V' e
W que satisfaz 0 < # < 7, quando eles estdo representados com a mesma origem.

Quando o angulo # entre dois vetores V e W é reto (6 = 90°), ou um deles é o vetor nulo,
dizemos que os vetores V' e IV sao ortogonais ou perpendiculares entre si.

Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um escalar. Por isso ele
é chamado produto escalar. Este produto tem aplicacdo, por exemplo, em Fisica: o trabalho
realizado por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo vetor deslocamento, quando a forca
aplicada é constante.
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Figura 3.16: Angulo entre dois vetores

Definicao 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V e W é definido por

0, se V ou W é o vetor nulo,
I|V|| [[W]| cos@,  caso contrario,

v ={

em que 6 é o angulo entre eles.

Quando os vetores sdo dados em termos das suas componentes ndo sabemos diretamente o
angulo entre eles. Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto escalar que ndo necessite

do angulo entre os vetores.
Se V e W sdo dois vetores n3o nulos e # é o angulo entre eles, ent3o pela lei dos cossenos,

1V =W =[IVI* +[[W]* = 20[V][ [[W]] cos .
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Figura 3.17: Angulo entre dois vetores e a diferenca entre eles

Assim, .
VW= |[VI[[[Wlcost = 5 (IVIP+ WP =V = W[]). (3.6)

Ja temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende diretamente do angulo
entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6) obtemos uma expressdo mais simples
para o calculo do produto interno.

Por exemplo, se V = (v, v2,v3) e W = (wy, we, w3) sdo vetores no espacgo, entdo substituindo-
se |[[V||? = vi+vi+0, |[[W]]? = w?+wi+wiel||lV-WI|]?= (vi —wi)*+ (v — wa)? + (v3 —w3)?
em (3.6) os termos v? e w? sdo cancelados e obtemos

V-W = V1W1 + vawo + V3Ws3.
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Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vetores é dado por
V- W = vjwi + vows,
se V = (vy,v9) e W = (wy,wy) sdo vetores no plano e por
V- W = vjwy + vowsy + vsws,

se V = (vi,vq9,v3) e W = (wy,wsy, w3) sdo vetores no espago.

Exemplo 3.8. Sejam V' =(0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V' por W é dado por

V-W:v1w1+vgw2+v3w3:O-2+1-2+0-3:2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o angulo entre dois vetores n3o nulos, Ve W. O
cosseno do angulo entre V e W ¢, entao, dado por

cosf= W

IVIHIWI

Se V' e W sdo vetores nao nulos e 0 é o angulo entre eles, entdo
(a) 6 é agudo (0 < 60 < 90°) se, e somente se, V - W > 0,
(b) 6 é reto (6 =90°) se, e somentese, V-W =0e

(c) 6 é obtuso (90° < § < 180°) se, e somente se, V - W < 0.
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Exemplo 3.9. Vamos determinar o angulo entre uma diagonal de um cubo e uma de suas arestas.
Sejam Vi = (1,0,0),V2 = (0,1,0) e V3 = (0,0,1) (Figura 3.18). Uma diagonal do cubo é
representada pelo vetor D dado por

D=Vi+Vo+V3=(1,1,1).

Entdo o angulo entre D e V; satisfaz

D -V 1.1+01+0.1 1

DI~ VET T (V2L 02103 V3

cosf =

ou seja,

0 = arccos(—=) ~ 54°.

€
V3

Teorema 3.3. Sejam U,V e W vetores e a um escalar. Sao validas as seguintes propriedades:
(a) (comutatividade) U -V =V - U ;
(b) (distributividade) U - (V +W)=U -V +U-W;
(c) (associatividade) a(U - V) = (aU) -V =U - (aV),
(d) V-V =||V|]>>0, paratodoV eV -V = 0 se, e somente se, V = 0.
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N

(0,0,1)

Figura 3.18: Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas

y

Demonstracao. Sejam U = (uy,ug,uz), V = (v1,v2,v3) € W = (wy, wa, w3).
(a) U -V =wujv; + ugvy + uzvs = vyuy + vaug + vsuz = V - U;

(b) U-(V+W) = (uq, ug, ug)-(v1+wr, vo+ws, v3+ws) = ug (v1+wq ) +ug(vetws)+uz(vs+ws) =
(u1v1 Furwy) 4 (ugva +usws) 4 (uzvs+usws) = (Uyv1 +ugve +uzvs) 4 (U wy +uswy +ugws) =

uv-v+U-W,
(c) a(U-V) = a(ujvy + ugvy + ugvs) = (aug)vy + (qug)ve + (aus)vs = (aU) - V;

(d) V-V =||V]|? é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a zero e é zero
se, e somente se, todas as parcelas s3o iguais a zero. O
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3.2.2 Projecao Ortogonal

Podemos decompor um vetor V' em uma soma de dois vetores, V; e V5, sendo V; na direcao de um
vetor W e V; perpendicular a W (Figura 3.19).

\V ............. A
Va 14 Va

1% w 1% w
B — -

Figura 3.19: Decomposicao de V' em uma soma Vj + V5, em que V; é paralelo a W

O vetor V; é chamado projecao ortogonal de 1V sobre 1 e é denotado por projy, V.

Proposicao 3.4. Seja W um vetor ndo nulo. Entdo, a projecdo ortogonal de um vetor V.em W é

dada por
V-w
projy V = ( ) W
v W12
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Demonstracao. Sejam V; = projyV e Vo = V — projy, V. Como V; é paralelo a W, entdo
Vi =aW. Assim,
V=WV+Veo=aW+V,.

Multiplicando-se escalarmente V' por W e usando o Teorema 3.3 (d) obtemos
VW =alW|?+ VoW, (3.7)
Mas, V5, é perpendicular a W, entdo V5 - W = 0. Portanto, de (3.7) obtemos

VW
Wi

(67

0l

Exemplo 3.10. Sejam V = (2,—1,3) e W = (4,—1,2). Vamos encontrar dois vetores V; e V,
tais que V =V 4+ V4, V; é paralelo a W e V5 é perpendicular a W (Figura 3.19). Temos que

V-W=2-44(-1)(-1)+3-2=15

[[W]|? =4+ (—1)* +2? = 21.

VW) 15 20 5 10
1 Projw (||W||2> (21)( ) ) ) (77 77 7)

20 5 10 6 2 11

) =0y
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3.2.3 Produto Vetorial

Vamos, agora, definir um produto entre dois vetores, cujo resultado é um vetor. Por isso, ele é
chamado produto vetorial. Este produto tem aplicacdo, por exemplo, em Fisica: a forca exercida
sobre uma particula carregada mergulhada num campo magnético é o produto vetorial do vetor
velocidade da particula pelo vetor campo magnético, desde que o campo seja constante e a carga
seja unitaria.

iy,
Ch=|W||sens

>

idl

Figura 3.20: Area de um paralelogramo

Definicao 3.2. Sejam V e W dois vetores no espago. Definimos o produto vetorial, V' x W,
como sendo o vetor com as seguintes caracteristicas:
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(a) Tem comprimento dado por
IV > W = [[VI[[IW]|sen,
ou seja, a norma de V x W ¢é igual a area do paralelogramo determinado por V e W.
(b) Tem dire¢do perpendicular a V e a W,
(c) Tem o sentido dado pela regra da mao direita (Figura 3.21): Se o angulo entre V e W é 6,

giramos o vetor V' de um angulo 6 até que coincida com W e acompanhamos este movimento
com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de V' x W.

Figura 3.21: Regra da mao direita
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Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu célculo, mas as propriedades que
apresentaremos a seguir possibilitardo obter uma férmula para o produto vetorial em termos das
componentes dos vetores.

Teorema 3.5. Sejam V,W e U vetores no espaco e o um escalar. S3o validas as seguintes propri-
edades:

(a) VxW = —(W x V), isto € o produto vetorial é anti-comutativo.
(b)) VxW = 0 se, e somente se, V =aW ou W = aV.

(c) V- (VXW)=W- -(VxW)=0.

(d) a(VxW)=(aV)xW =V x (alV).

(e) (V xW)-U > 0 se, e somente se, V., W e U satisfazem a regra da m3o direita, isto €, se
o angulo entre Ve W é 6, giramos o vetor V de um angulo 6 até que coincida com W e
acompanhamos este movimento com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no
sentido de U.

(f) (V. x W) -U| € igual ao volume do paralelepipedo determinado por V,W e U (Figura 3.22
na pagina 134).

(g) (VxW)-U=V.-(W xU), ou seja, pode-se trocar os sinais x e - em (V x W) -U.

(h) Vx(W+U)=VxW+VxUe(V4+W)xU=VxU+W xU (Distributividade em
relagdo a soma de vetores).

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



132 Vetores no Plano e no Espaco

Demonstracdo. (a) Trocando-se V' por W troca-se o sentido de V' x W (Figura 3.21).

(b) ||V x W|| = 0 se, e somente se, um deles é o vetor nulo ou senf = 0, em que 6 é o angulo
entre V e W, ou seja, V e W sdo paralelos. Assim, V' x W = 0 se, e somente se, V = aW
ou W =aV.

(c) Segue imediatamente da defini¢do do produto vetorial.

(d) Segue facilmente da definicdo do produto vetorial, por isso deixamos como exercicio para o
leitor.

(e) Como vemos na Figura 3.22 V,W e U satisfazem a regra da m3o direita se, e somente se,
0<6<m/20ucosf >0, em que 0 é o angulo entre Vx W e U. Como, (V xW)-U =

|V x W||||U]|| cos 0, entdo V,W e U satisfazem a regra da mio direita se, e somente se,
(V x W)-U > 0.

(f) O volume do paralelepipedo determinado por V, W e U é igual a drea da base vezes a altura,
ou seja, pela definicao do produto vetorial, o volume é dado por

Volume = ||V x W|| h.
Mas, como vemos na Figura 3.22 a altura é h = ||U]||| cos 8|, o que implica que

Volume = ||V x W||||U]||cos 8| = |U - (V x W)].

(g) Como o produto escalar é comutativo, pelo item (f), [(V x W) -U| = |V - (W x U)|. Agora,
pelo item (e), (V xW)-U eV - (W x U) tém o mesmo sinal, pois V,WW e U satisfazem a
regra da mao direita se, e somente se, W, U e V também satisfazem.
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(h) Vamos provar a primeira igualdade e deixamos como exercicio para o leitor a demonstragdo
da segunda. Vamos mostrar que o vetor Y =V x (W +U) =V x W —V x U é o vetor
nulo. Para isso, vamos mostrar que para qualquer vetor X no espago X - Y = 0.

Pela distributividade do produto escalar, Teorema 3.3 item (b) na pagina 125, temos que
X Y=X-Vx(W+U)=X-(VxW)=X-(VxU).
Pelo item (g), temos que

XY = XxV) W+U)—(XxV)-W—-(XxV)-U
= XxV)- W4+U)—(XxV)-W+U)=0

Assim, XY = 0, para todo vetor X, em particular para X =Y, temos que Y-Y = ||Y]|? = 0.
Portanto, Y =0, ouseja, Vx (W +U)=V xW +V x U,
U

Os vetores canoOnicos

i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1)

sdo vetores unitdrios (de norma igual a um) paralelos aos eixos coordenados. Todo vetor V' =

(v1, v9,v3) pode ser escrito em termos de uma soma de mdltiplos escalares de i, j e k (combinagdo
linear), pois

V = (v1,v3,v3) = (v1,0,0) + (0,v2,0) + (0,0, v3) =
= U1(170,0)+Ug(0,1,0)+@3(0,0,1) =
= U1;+ 'UQ;"_ U3 E (38)

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



134 Vetores no Plano e no Espaco

CRE (U] cos 8]

Figura 3.22: Volume do paralelepipedo determinado por V', W e U

Da definicdo de produto vetorial podemos obter facilmente as seguintes relacdes:

ixi=0, jxj=0, kxk=0,
ixj=Fk jxk=1i, kxi=]j,
Fxi=—k, kxj=—i, ixk=-]

Agora, estamos prontos para obter uma férmula que dé o produto vetorial de dois vetores em
termos das sua componentes.
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=

k
i
x/

J

y

Figura 3.23: Vetores i ] ek Figura 3.24: V = V17 + 1)J+ 7)3!?,

Teorema 3.6. Sejfam V' = (vy,vq,v3) e W = (wy, ws,ws) vetores no espaco. Entdo, o produto
vetorial V- x W é dado por

V><W=<det{02 s ],—det[vl s },det[vl v2 D (3.9)
Wy W3 wy, Ws w; Wa

Demonstracao. De (3.8) segue que podemos escrever V' = v, i+ vy f+ U3 keW = w1+ u&j’—l—
ws k. Assim, pela distributividade do produto vetorial em relacdo a soma temos que

VxW = <U1;+U25+U3E>X(wlZ_')—l-ng—l-ng)
= 'U1U)1<Z_">< ;) + vlwg(;x 5) -+ vlwg(ZX ];) -+

-

+v9wq (j X ;) + vsz(f X j) + Ugwg(j X k’) +
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+U3’LU1<I; X ;) + Ugwg(lg X j) + ’U3U)3(E X E)

= (UQ’LUg — v3w2)27+ (Ulwg — Ug’wl)j—i— (Ulwg — 'Ugwl)/{?

- det{w v }Z—detl”l o }f—l—det{vl v ]IZ
Wy W3 w1 wWs w1 W2

_ (det[w “ﬂ,_detlvl }dt[ D
W2 W3 w1 W3 wy W2

Para obter as componentes do produto vetorial V' x W podemos proceder como segue:
e Escreva as componentes de V' acima das componentes de W
U1 U2 U3 .
w1 Wy W3 ’
e Para calcular a primeira componente de V' x W, elimine a primeira coluna da matriz acima e
calcule o determinante da sub-matriz resultante. A segunda componente é obtida, eliminando-

se a segunda coluna e calculando-se o determinante da sub-matriz resultante com o sinal
trocado. A terceira é obtida como a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

Exemplo 3.11. Sejam V = (1,2,-2) e W = (3,0, 1).
1 2 =2
3 0 1
2 =2 1 -2 1 2
o= (a2 2] a2} 2]) =m0

19 de agosto de 2000
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Usando os vetores 7, j e k o produto vetorial IV x W, pode ser escrito em termos do determinante

simbdlico
i j k vy U3 |~ v v - v v -
VxW=det| v, vy wv3 :det[ 20 ]i—det{ Lo ]j+det[ Lo ]k;
Wy w3 wr ws wr W
w; W2 W3
z
R:(—»l,O_,_Z)‘. E
% Q=1(0,4,3)
P:(2,2’0>\;
X y
Figura 3.25: Area do tridngulo PQR
Exemplo 3.12. Vamos calcular a drea do tridngulo determinado pelos pontos P = (2,2,0),Q =

(0,4,3) e R = (—1,0,2) (Figura 3.25). Sejam
V=PQ=(0—2,4—2,3—0)=(-2,2,3)
Reginaldo J. Santos
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W =PR=(-1-2,0-2,2—0) = (-3,-2,2).

Ent3o, . e
VXW:ﬂmﬁw)eAm:?wawri

3.2.4 Produto Misto

Teorema 3.7. Sejam U,V e W vetores no espaco. Entao,

U U2 Us
U-(VxW)=det | vy vy wvs

w1 Wy W3

Demonstracao. Sejam U = (uq,uz,u3),V = (v1,v2,v3) € W = (wq, wq, w3). Segue do Teorema
3.2 na pagina 124, do Teorema 3.6 na pagina 135 e da definicdo de determinante de uma matriz
que

U-(VxW) = (ula“%Us)-(det[W vs :|7_det|iU1 vs },det[vl vy })
Wy W3 w1 W3 w1 Wy

= uldet{v2 3 }—ugdet{vl s }4—u3det[v1 Uz}
wp w

W2 W3 3 w1, Wae

Uy Uz U3
= det V1 Vg Vg ;
w; W2 w3

0
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O produto U - (V' x W) é chamado de produto misto de U, V e W.

Exemplo 3.13. O produto misto dos vetores U = 2i — j + 3k, V =—i+ 4}+l§ eW =5i4j— 2k

é
up Uz U 2 —1 3
U-(VxW)=det | v vg w3 [ =det| -1 4 1| =-84.
wp W2 W3 5) 1 -2

Pelo Teorema 3.5 item (f) na pagina 131 o volume de um paralelepipedo determinado por trés
vetores é igual ao valor absoluto do produto misto destes vetores.

Exemplo 3.14. Sejam U = —3i + 2] + 5E,V =i+45 — dke W = 37 + 2k. O volume de um
paralelepipedo com arestas determinadas por U,V e W é dado por

32 5
U-(VxW)|=|det| 1 4 —4 ||=]|—49) =49.
0 3 2

Segue imediatamente do Teorema 3.7 e do Teorema 3.5 item (f) na pagina 131 um critério para
saber se trés vetores sao paralelos a um mesmo plano.

Corolario 3.8. Sejam U,V e W vetores no espaco. Estes vetores sio coplanares (isto €, sdo
paralelos a um mesmo plano) ou dois deles s3o colineares (paralelos) ou um deles é o vetor nulo se,
e somente se,
Uy Uz U
U(VXW):det V1 Vg Vs =0.

w1, Wy W3
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Exemplo 3.15. Vamos verificar que os pontos P = (0,1,1), @ = (1,0,2), R = (1,-2,0)
e S = (—2,2,—2) sdo coplanares, isto é, pertencem a um mesmo plano. Com estes pontos
podemos construir os vetores

PQ=(1-0,0-1,2—1)=(1,-1,1),

PR=(1-0,—2—1,0—1)=(1,-3,-1) e

PS=(-2-0,2—-1,-2—1) = (-2,1,-3)

Os pontos P, (), R e S pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores P(), PR e

—
PS s3o coplanares. E isto acontece se, e somente se, o produto misto entre eles é zero. Assim,
P.Q), R e S sao coplanares, pois

1 -1 1
PQ-(PRx PS)=det| 1 -3 —1|=0.
—2 1 -3

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 326)

3.2.1. Sejam V =i +2j — 3keW = 2+ — 2k. Determine vetores unitarios paralelos aos vetores
@ V+WwW, (b)V-W,; (c)2V —3W.
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3.2.2. Ache o vetor unitario da bissetriz do angulo entre os vetores V' = 25+25'—H§ elW = 65+2j‘—3l§.
(Sugest3o: observe que a soma de dois vetores estd na direcdo da bissetriz se, e somente se, os
dois tiverem o mesmo comprimento. Portanto, tome mudiltiplos escalares de V' e W de forma
que eles tenham o mesmo comprimento e tome o vetor unitdrio na direcdo da soma deles.)

3.2.3. Determine o valor de z para o qual os vetores V = zi + 35 + dke W = 30+ i+ 2k s3o
perpendiculares.

3.2.4. Demonstre que ndo existe z tal que os vetores V = a7 + 2}'+ Ak e W = xi — 2}—1— 3k s3o
perpendiculares.

3.2.5. Ache o dngulo entre os seguintes pares de vetores:
(a)2+jej—k (b)i+j+ke—2]—2k (c)3i+3je2i+j—2k

3.2.6. Decomponha W = (—1,—3,2) como a soma de dois vetores W; e Wy, com W, paralelo ao
vetor (0,1, 3) e W, ortogonal a este tltimo. (Sugestdo: revise o Exemplo 3.10 na pagina 128)

3.2.7. Verifique se os seguintes pontos pertencem a um mesmo plano:

(a) A=1(2,2,1),B=(3,1,2),C =(2,3,0) e D =(2,3,2);
(b) A=(2,0,2),B=(3,2,0),C =(0,2,1) e D = (10,-2,1);

3.2.8. Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1,6) e os trés
vértices adjacentes nos pontos B = (4,1,3),C = (1,3,2) e D = (1,2,1).

3.2.9. Calcule a area do paralelogramo em que trés vértices consecutivos sio A = (1,0,1),B =
(2,1,3) e C = (3,2,4).

3.2.10. Calcule a area do tridngulo com vértices A = (1,2,1), B =(3,0,4) e C = (5,1, 3).

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



142

Vetores no Plano e no Espaco

3.2.11.
3.2.12.

3.2.13.

Ache X tal que X x (i + k) =2(i+j — k) e || X]| = V6.

Sabe-se que o vetor X é ortogonal a (1,1,0) ea (—1,0, 1), tem norma /3 e sendo 6 o angulo
entre X e (0,1,0), tem-se cosf > 0. Ache X.

Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) e C = (8,1,—1) sdo vértices de um tridngulo
retangulo. Em qual dos vértices estd o angulo reto?

Exercicios usando o MATLAB

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas v1, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2, 3);

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solu¢do da equagdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> V=randi (1,3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;
>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0,0,0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
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3.2.14.

3.2.15.

3.2.16.

3.2.17.

>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
>> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.

>> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.

>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

>> tex(P,’texto’) coloca o texto no ponto P.

Digite no prompt
demog?21,

(sem a virgula!). Esta fungdo demonstra as fungdes gréficas para vetores.

Coloque em duas varidveis V e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu
critério.

(a) Use a fungdo i1vijk (V) para visualizar o vetor V.como uma soma de mdltiplos escalares
(combinagio linear) dos vetores i, j e k.

(b) Use a fungdo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V' x W.

(c) Use a fung¢do ilproj(W,V) para visualizar a projecdo de V em W.

Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos
SeV - W=V.U,entao W =U?
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3.2.18. Mostre que se V' é ortogonal a W; e W5, entdo V' é ortogonal a ay; W7 + axWs.
3.2.19. Demonstre que as diagonais de um losango sdo perpendiculares. (Sugestdo: mostre que
AC - BD= 0, usando o fato de que AB=DC' e || AB || = || BC'||.)
3.2.20. Sejam V um vetor n3o nulo no espaco e , 3 e v os angulos que V forma com os vetores 7, ]
e k, respectivamente. Demonstre que
cos? o + cos? B+ cos®y = 1.
5. _ Vi _ Vi _ _Vik
(Sugestdo: cos o = qyiiin, cos = iz € cosy = i)
3.2.21. Demonstre que, se V' e W sdo vetores quaisquer, entdo:
1
() VW = (I[V + W[ = [V = W[[);
1
(B) [IVIP + WP =5 (IV+WIP + [V = WIP).
(Sugestdo:  desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
[V+W[P=V+W) - (V+W)e|[V-W[2=(V-W) (V-W))
3.2.22. Demonstre que se V' e W sdo vetores quaisquer, entdo:

@) V- W <|[VIHWI;

(b) [V + W[ < [[VI[ + [[W]];
(Sugestdo: mostre que ||V +W||> = (V+W) - (V+W) < (||[V]|+||W]])?, usando o
item anterior)
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3.2.23.

3.2.24.

3.2.25.

3.2.26.

3.2.27.

3.2.28.

© [IVI= W] < v =wl
(Sugestdo: defina U =V — W e aplique o item anterior a U e W)

O produto vetorial é associativo? Justifique a sua resposta. (Sugestdo: experimente com os
vetores i, J, k)

Demonstre que se V' e W sdo vetores quaisquer no espago, entao

[V x W < [[VI[[W]].

Se U, V e W sdo vetores no espago, prove que U - (V x W)| < [|U|| |[|[V]| [|W]]. (Sugest3o:
use o Teorema 3.2 na pagina 124 e o exercicio anterior)

Mostre que U - (V x W) =V - (W xU) =W - (U x V). (Sugestdo: use as propriedades do
determinante)

Mostre que

(@) (aUy +BU2) - (VxW)=aU, - (Vx W)+ Uy - (V x W),
(b) U-[(aVi+ Vo) x W] =aU - (Vi x W)+ U - (Vo x W),
(c) U-[Vx (aWy+ W) =aU - (VxWy)+pU - (V x W2).
d)U-(VxW)=U-[(V+aU+ W) x W].

(Sugestdo: use as propriedades dos produtos escalar e vetorial)

Prove a identidade de Lagrange

[V x W = [IVIP[IW]* = (V- W)™
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3.2.29.

3.2.30.

Mostre que a drea do tridngulo com vértices (z;,y;), parai = 1,2,3 é igual a |det(A)|/2, em
que

T oy 1
A= 2 1 1
x3 Yz 1

(Sugestdo: Marque os pontos Py = (z1,y1,1), Po = (22,0,1), P35 = (23,93,1) e P| =
(x1,91,0). O volume do paralelepipedo determinado por P;, P, P3 e P| é dado por | P, P|

- PPy, x Py P;|. Mas, a altura deste paralelepipedo é igual a 1. Assim, o seu volume é igual

—

a drea da base que é o paralelogramo determinado por P;, P, e P3. Observe que OP{, P, P,

—

e P, P3 sdo paralelos ao plano xy.)

Sejam Uj, U, e Us trés vetores unitdrios mutuamente ortogonais. Se A = [ Uy Uy Us | é
uma matriz 3 X 3 cujas colunas sio os vetores U, U, e Us, entdo A é invertivel e A™1 = A’
(Sugestdo: mostre que A'A = I3.)
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Teste do Capitulo

1. Mostre que os pontos A = (4,0,1), B=(5,1,3), C = (3,2,5), D = (2,1, 3) sdo vértices de
um paralelogramo. Calcule a sua érea.

2. Dado o tridngulo de vértices A = (0,1,—1), B = (=2,0,1) e C' = (1,—2,0), determine a
medida da altura relativa ao lado BC.

3. Sejam U e V vetores no espago, com V' # 0.

(a) Determine o nimero «, tal que U — oV seja ortogonal a V.
(b) Mostre que (U+ V) x (U—-V)=2V xU.

4. Determine x para que A = (z,1,2), B = (2,-2,-3), C = (5,—1,1) e D = (3,—-2,-2)
sejam coplanares.
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Capitulo 4

Retas e Planos

4.1 Equacoes de Retas e Planos

4.1.1 Equacao do Plano

Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano no espaco. No plano, a equacdo de uma
reta é determinada se forem dados sua inclinacdo e um de seus pontos. No espaco, a inclinagdo de
um plano é dada por um vetor perpendicular a ele e a equacdo de um plano é determinada se sao
dados um vetor perpendicular a ele e um de seus pontos.

Proposicao 4.1. A equagdo de um plano m que passa por um ponto Py = (xo, 3o, 20) € € perpen-
dicular ao vetor N = (a,b,c) é
ar+by+cz+d=0, (4.1)
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Figura 4.1: Plano perpendicular a N = (a, b, ¢) e que passa por Py = (zo, Yo, 20)

em que d = —(axg+ byo + czo). A equacdo (4.1) é chamada equacao geral do plano 7 e o vetor
N € chamado vetor normal do plano.

—

Demonstracdao. Um ponto P = (z,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor PP for
perpendicular ao vetor N, ou seja,
N- PyP=0. (4.2)

—

Como, PyP= (x — x0,y — Yo, 2 — 20), @ equagao (4.2) pode ser reescrita como
a(r —xo) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0,

ou seja,
ar + by + cz — (axo + byo + cz9) = 0.
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O

Exemplo 4.1. Vamos encontrar a equa¢do do plano 7 que passa pelo ponto Py = (3,—1,7) e é
perpendicular ao vetor N = (4,2, —5). Da proposi¢do anterior, a equagdo do plano é da forma

ar+by+cz+d=0,

em que os coeficientes de z, y e z s3o as componentes do vetor normal, ou seja, a =4, b =2 e
¢ = —5. Assim, a equacdo de 7 é da forma

dr +2y —52+d=0.

Para determinar o coeficiente d, basta usarmos o fato de que Py = (3, —1,7) pertence a . Mas, o
ponto P, pertence a 7 se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacdo de 7, ou seja,

4-342(-1)—-5-7+d=0.
Logo, d = —12 + 2 + 35 = 25. Finalmente, a equag¢ao do plano 7 é

dr +2y —H2+25=0.

No plano, a equagao de uma reta é determinada se forem dados dois pontos da reta. Analoga-
mente, no espaco, a equagao de um plano é determinada se sao dados trés pontos P, P» e P; ndo
colineares (isto é, ndo pertencentes a uma mesma reta). Com os trés pontos podemos “formar” os

— —
vetores P, P, e P, P3 (Figura 4.2).
Neste caso temos pelo menos duas maneiras de encontrarmos a equac¢ao do plano. Uma delas

— —

é observando que o produto vetorial PP, x P;P3; é perpendicular ao plano, ou seja, é um vetor
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— —

normal ao plano. Assim, podemos tomar N =P, P, x P;P;. Desta forma temos um ponto

do plano e um vetor normal ao plano e aplicamos a técnica do exemplo anterior. A outra, é

observando que com um ponto P = (z,y, z) qualquer do plano, temos trés vetores paralelos ao
— —

—

plano: PiP= (x — 21,y —y1,2 — z1), P1P» e P, P;. Como vimos anteriormente (Corolario 3.8 na
pagina 139), os trés vetores sdo coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles é zero, ou
seja,
. . . r—T Y—Yy1 z2— 2z
PP (PP, x PPy)=det | zo—21 yo—11 22—2 | =0, (4.3)
T3 —T1 Ys—WY1 23—~

em que ([EQ — T1,Y2 — Y1,22 — Zl) :Plpg € ([Eg — T1,Ys — Y1,23 — Zl) :P1P3. Assim, um pOﬂtO
P = (x,y, z) pertence a um plano 7 que passa pelos pontos P; = (x1,91,21), Po» = (2,Y2, 22)
e Py = (23,93, 23) (ndo colineares) se, e somente se, a equagdo (4.3) é verdadeira. Isto pode ser
usado para determinar a equacao de um plano como mostra o préximo exemplo.

AN :P_J% X P1733

Figura 4.2: Plano que passa por trés pontos

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



152 Retas e Planos

Exemplo 4.2. Vamos encontrar a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos P, = (1,2,—1),

Py, =1(2,3,1) e P; = (3,—1,2). Com os trés pontos podemos “formar”’ os vetores P, P, e P, P;.
Pelo Corolario 3.8 na pagina 139, um ponto P = (x,y, z) pertence a 7 se, e somente se,

P1P( ?PQ XP}g):O
Mas,

—

PP=(x—1,y—22z—(-1)),
PiPy=(1,1,2),
P Py= (2,-3,3).
Entao, a equacao do plano é

r—1 y—2 241
det 1 1 2 =9z -1)+(y—2)-5(r+1)=9%+y—52—-16=0.
2 -3 3

Alternativamente, podemos encontrar a equa¢do do plano da seguinte forma. O vetor

N =P, P, x PiPs;= (9,1,—5) é um vetor normal ao plano. Assim, a equa¢do do plano é da
forma
9r4+y —52+d =0,

em que os coeficientes de x,y e z sao as componentes do vetor N. Para determinar o coeficiente d,
vamos usar o fato de que o ponto P; = (1,2, —1) pertence ao plano w. Mas, o ponto P, pertence
a 7 se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacdo de 7, ou seja,

9-141-2—-5-(=1)+d=0.

Logo, d = —9 — 2 — 5 = —16. Finalmente, a equa¢ao do plano 7 é 92 +y — 52 — 16 = 0.
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A equacdo do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos, forem dados
um ponto P; e dois vetores paralelos ao plano, V' = (v1,v9,v3) € W = (wq, wy, w3), desde que eles
sejam nao paralelos entre si.

Neste caso temos novamente pelo menos duas maneiras de encontrarmos a equac¢do do plano.
Uma delas é observando que o vetor N =V x W é um vetor normal ao plano. Desta forma temos
um ponto do plano e um vetor normal ao plano. A outra é observando que temos trés vetores

—

paralelos ao plano: PiP= (x — x1,y — y1,2 — 2z1), V e W. Como vimos anteriormente (Corolario
3.8 na pégina 139), os trés vetores sdo coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles é
Zero, ou seja,
. rT—T1 Y—lh =2—%
PP - (VxW)=det vy Vg U3 =0. (4.4)
wq Wa w3

Assim, um ponto P = (z,y, z) pertence a um plano m que passa pelo ponto P; = (x1, 1, 21)
e ¢ paralelo aos vetores V' = (v1,vs,v3) e W = (wy, we, ws) (ndo paralelos) se, e somente se, a
equagdo (4.4) é verdadeira.

Observacao. Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um
plano é um conjunto de pontos e por outro, os vetores sao “livres”, podem ser “colocados” em
qualquer ponto. O correto é dizer que um vetor é paralelo a um plano.

4.1.2 Equacoes da Reta

Vamos supor que uma reta 7 é paralela a um vetor V' = (a, b, ¢) ndo nulo e que passa por um ponto
—_—

Py = (x0,Y0,20). Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente se, o vetor Py P é paralelo
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Figura 4.3: Plano az = —d Figura 4.4: Plano cz = —d Figura 4.5: Plano by = —d

—

ao vetor V, isto é, se o vetor Py P é um miltiplo escalar de V/, ou seja,
PP=tV. (4.5)
Em termos de componentes, (4.5) pode ser escrito como
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) = (ta, tb,tc).

Logo, x —xg=ta, y—yo=1tbe z— zy =tc. Isto prova o resultado seguinte.

Proposicao 4.2. As equacdes

r = x9+ta
y = Yo+1tb paratodot e R (4.6)
z = zy+tc

sdo de uma reta r que passa por um ponto Py = (xo, Yo, 20) € € paralela ao vetor V = (a,b,c). As
equagdes (4.6) sdo chamadas equacdes paramétricas da reta r. O vetor V = (a, b, c) é chamado
vetor diretor da reta r.
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i
Xﬁ" |

Figura 4.6: Plano axrt+by=—d  Figura 4.7: Plano artcz=—d

Figura 4.8: Plano by+cz =
—d

O pardmetro ¢ pode ser interpretado como o instante de tempo, se o ponto P = (x,y,2)
descreve o movimento de uma particula em movimento retilineo uniforme com vetor velocidade
V = (a,b,c). Observe que parat = 1, P = (x,y,2) = (xo + a,yo + b, 20 + ¢), para t = 2,
P =(x,y,z) = (zo + 2a,yo + 2b, zo + 2¢) e assim por diante.

As equagbes (4.6), podem ser reescritas como (z,y, z) = (xg + at, yo + bt, 2o + ct).

Observacao. N3o faz sentido dizer que o vetor estd contido na reta. Por um lado, a reta é um
conjunto de pontos e por outro um vetor ndo tem posicado fixa.

Exemplo 4.3. A reta que passa por Py = (1,2, 3) e é paralela ao vetor V' = (4,5, —7) tem equagdes
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y X y

Figura 4.9: Plano az + by +cz =10 Figura 4.10: Plano ax +by +cz+d =0

paramétricas
r = 1+4t
y = 245t paratodote R
z = 37Tt

Se todas componentes do vetor diretor da reta r sdo ndo nulos, podemos resolver cada equagao
em (4.6) para t e igualar os resultados obtendo o que chamamos de equagdes na forma simétrica
de r:

T—To Y—Y 22— %20
a b c

No Exemplo 4.3 as equag¢des de r na forma simétrica s3o:

r—1 y—2 33—z
4 5 7T
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V =(a,b,c)

Ps= (x0, %0, 20

y

Figura 4.11: Reta paralela ao vetor V' = (a, b, ¢)

Exemplo 4.4. Vamos encontrar as equacoes paramétricas da reta r que passa pelos pontos P; =
(2,4,—1) e P, =(5,0,7). O vetor

é paralelo a 7 e 0 ponto P, = (2,4, —1) pertence a r. Portanto, as equa¢les paramétricas de r sdo

r = 243t
y = 4—4t paratodot e R.
2 = —1+8¢

Podemos também encontrar a intersecao da reta r com os planos coordenados zy, yz e zz. A
equagdo do plano zy é z =0, do plano yz é x = 0 e do plano zz é y = 0. Substituindo z = 0 nas
equacoes de r, obtemos t = %, r = % ey = % ou seja, o ponto de intersecao de r com o plano
Ty é

(x,y,2) =(19/8,7/2,0).
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/ P=(z,y,2)

/2 = (x2,¥2,22)

Py = (z1,y1,21)

y X y
Figura 4.12: Reta que passa pelos pontos P, = (x1,41,21) € Py = (22, y2, 29)
De forma andloga, encontramos que (z,y,z) = (0, ?, —%) é o ponto de intersecao de r com o

plano yz e (z,y,z) = (5,0,7) é o ponto de intersecdo de r com o plano zz.

Exemplo 4.5. Vamos encontrar as equag¢des paramétricas da reta r, intersecao dos planos

m: 3rxr—y+z =0,
M rx+2y—z =1.

Os vetores normais destes planos sdo
Ny =(3,-1,1) e Ny=(1,2,-1).

A reta r esta contida em ambos os planos, portanto é perpendicular a ambos os vetores normais
(Figura 4.13). Assim, a reta r € paralela ao produto vetorial Ny x Ny (Teorema 3.5 (c) na pégina
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Figura 4.13: Reta intersecao de dois planos

131).

—1 1 3 1 3 —1
v (a0 a2 [ 1)) nan.

Assim, V = Ny x Ny = (—1,4,7) é um vetor diretor de r. Agora, precisamos encontrar um ponto
da reta r. Este ponto é uma solugado particular do sistema

3r — y + z=0
{ r 4+ 2y — z=1 (4.7)

para isto, atribuimos um valor a uma das incégnitas (neste exemplo podemos fazer z = 0) e
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resolvemos o sistema obtido, que é de duas equacoes e duas incégnitas

-y + z=0
2y — z=1

Obtemos entdo, y = 1 e z = 1, ou seja, o ponto Py = (0,1,1) é um ponto da reta r, pois é uma
solugdo particular do sistema (4.7). Assim, as equagdes paramétricas de r sdo

r = 04+ (=)t = —t
y = 1+ 4t = 1+ 4t paratodot € R. (4.8)
z = 1+ o= 1+Tt

Alternativamente, podemos encontrar as equacdes paramétricas de r determinando a solucdo
geral do sistema (4.7). Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (4.7):

07 4]

Vamos escolher para pivo o elemento de posicdo 2 1. Precisamos “coloca-lo" na primeira linha, para
isto, trocamos a 2? linha com a 12.
O 2 -1:1
[ 3 -1 1:0 ]

Agora, precisamos “zerar” o outro elemento da 17 coluna, que é a coluna do pivd, para isto,
adicionamos a 22 linha, -3 vezes a 1? linha.

12 linha «—— 22 linha |

. : . 1 2 -1 1
—3+12 linha + 22 linha — 22 linha] 0 7 43
Agora, j& podemos obter facilmente a solucdo geral do sistema dado, ja que ele é equivalente ao
sistema
r + 2y — z = 1
{ Ty + 42 = -3
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A variavel z é uma varidvel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos ¢, para t € R
qualquer. Assim, a solucdo geral do sistema dado é

R
y = 2432t paratodoteR. (4.9)
z = t

Estas equagdes sdo diferentes das equagdes (4.8), mas representam a mesma reta, pois os vetores
diretores obtidos das duas equagdes sdo paralelos e o ponto Py = (0,1,1) satisfaz também as
equagdes (4.9). Poderiamos dizer que (4.8) e (4.9) representam retas coincidentes.

4.1.1.
4.1.2.

4.1.3.

4.1.4.

4.1.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 328)
Ache a equagdo do plano paralelo ao plano 2z —y+5z—3 = 0 e que passa por P = (1, -2, 1).

Encontre a equagdo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos
r4+2y—324+42=0e22—-y+42-1=0.

Encontrar a equacdo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e @ = (1,0,1) e é
perpendicular ao plano y = z.

Dadas as retas
r—2 gy

===z e str—2=y==z2,
2 2

obtenha uma equacao geral para o plano determinado por r e s.

T

Sejam P=(4,1,—1)er: (z,y,2) = (2,4,1) +t(1,—1,2).
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4.1.6.

4.1.7.

4.1.8.

4.1.9.

4.1.10.

4.1.11.

4.1.12.

(a) Mostre que P & r;
(b) Obtenha uma equag¢do geral do plano determinado por r e P.

Dados os planos m : © —y+z2+1=0em: x+y—2—1 =0, determine o plano que
contém m; N 79 e é ortogonal ao vetor (1,1,1).

Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?
(@) x4+2y—3z2—4=0ex—4y+22+1=0;

(b) 2x —y+4z+3=0e4dx —2y+ 8z =0;
(c)z—y=0ex+2=0.

Encontre as equagdes da reta que passa pelo ponto Q = (1,2,1) e é perpendicular ao plano
r—y+2z—1=0.

Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto P = (1,0, 1) e é paralela aos planos 2z + 3y +
z+1=0ezxz—-—y+2=0.

Seja r a reta determinada pela intersecdo dos planos x +y —2=0e2x —y+32—1=0.
Ache a equa¢do do plano que passa por A = (1,0,—1) e contém a reta r.

Sejam 7 e s retas reversas passando por A = (0,1,0) e B=(1,1,0) e por C = (—3,1,—4)
e D =(—1,2,—T7), respectivamente. Obtenha uma equagdo da reta concorrente com r e s e
paralela ao vetor V' = (1, =5, —1).

(a) Mostre que os planos 2x —y + 2z =0 e x 4+ 2y — z = 1 se interceptam segundo uma
reta r;

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



4.1 Equacoes de Retas e Planos 163

(b) Ache a equagdo da reta que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e intercepta a reta r ortogo-
nalmente.

Exercicios usando o MATLAB

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas v1, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2, 3);

>> V+W é a soma de V e W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> numxV é o produto do vetor
V pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num,) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solu¢do da equacdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> no(V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> 1in(P,V) desenha a reta que passa por P com direcdo V.

>> 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, direcOes V1, V2.
>> plan(P,N) desenha o plano que passa por P com normal N.

>> plan(P1,N1,P2,N2) desenha planos que passam por P1, P2, normais N1, N2.

>> plan(P1,N1,P2,N2,P3,N3) desenha planos que passam por P1, P2 e P3 com normais
N1, N2 e N3.

>> poplan(P1,P2,N2) desenha ponto P1 e plano passando por P2 com normal N2.
>> poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com direcao V2.
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>> lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com dire¢iao V1 e plano passando
por P2 com normal N2.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.
>> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.

4.1.13. Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta fungdo demonstra as fun¢des graficas para
visualizacao de retas e planos.

4.1.14. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicio Teorico

4.1.15. Seja ax + by + cz + d = 0 a equagdo de um plano 7 que n3o passa pela origem e corta os
trés eixos.
(a) Determine a intersecdo de m com os eixos;

(b) Se P, = (p1,0,0), P, = (0,ps,0) e P3 = (0,0, p3) sdo as intersecdes de m com os eixos,
a equacgao de 7w pode ser posta sob a forma
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4.2 Angulos e Distancias

4.2.1 Angulos

Angulo entre Retas

Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
(a) As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sio concorrentes;
(b) As retas sdo paralelas (ou coincidentes);
(c) As retas s3o reversas, isto é, ndo sdo paralelas mas também n&o se interceptam.

Se as retas se interceptam, entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo
vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes angulos.

Se as retas 11 e 1y sdo reversas, entdo por um ponto P de ry passa um reta 7, que ¢ paralela a
9. O @ngulo entre 1 e ry é definido como sendo o angulo entre r; e 7 (Figura 4.14).

Se as retas sdo paralelas o angulo entre elas € igual a zero.

Em qualquer dos casos, se V; e V5 sao vetores paralelos a r; e ry respectivamente, entdo o
cosseno do angulo entre elas é

cos(ry,rg) = |cos|,

em que 0 é o angulo entre V; e V5.
Lembrando que da defini¢do de produto escalar (Definicdo 3.1 na pagina 122), podemos encontrar
o cosseno do angulo entre dois vetores, ou seja,

Vi-Vs

cosf) = ————— .
[[Va[[ ][ Val]
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N

T2

rh
Vo
/
0
« 4/%3 y y
T1

Figura 4.14: O Angulo entre duas retas reversas 1 € 79

Isto prova o resultado seguinte.

Proposicao 4.3. Sejam duas retas

r = x1+tag r = Zo+tas
rio: y = y1+1tbh ro : Yo +1by paratodot € R.
2 = xn+ta z = zg+1tcy

<
I

O cosseno do angulo entre ry e o €

V- Vs

cos(ry,r2) = |cosb] = [VAllT[Vall”
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em que ‘/1 = (alablvcl) € ‘/2 = <a27b2702)-

Exemplo 4.6. Encontrar o angulo entre a reta

e a reta

{x+y—z+1:0
r -

20 — y + =z =0
r = 2t

ro y = 1—t paratodoteR.
z = 243t

Vamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta r; é dada como a intersecdo de pois
planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos é paralelo a r;.

Nl - (1717_1>a
Ny = (2,—1,1),

1 -1 1 -1 1 1
V1:N1><N2:(det{_1 1},—det{2 1},det[2 _1]):(0,—3,—3)

é paralelo a r; e Vo = (2,—1,3) é paralelo a ry. Assim,

cos(rry) = Vel 102+ (=9 + (33
S A Y e e e Ve e
-6 1

VIB- V4 VT

Portanto, o angulo entre ry e ry é

arccos (—=) ~ 67°.

Sl
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Angulo entre Planos

Sejam 7, e Ty dois planos com vetores normais Ny = (ay, b1, ¢1) € No = (as, b, ¢o), respectivamente.
O angulo entre m; e my é definido como o angulo entre duas retas perpendiculares a eles. Como
toda reta perpendicular a m; tem N; como vetor diretor e toda reta perpendicular a 5 tem Ny
como vetor diretor, entao o cosseno do angulo entre eles é dado por

cos(my, ) = | cos b,

em que 6 é o angulo entre os vetores normais Ny e Ny de m; e 7y, respectivamente (Figura 4.15).

N, - N
Portanto, o cosseno do angulo entre m; e my é cos(my, mp) = m O que prova o
1 2

resultado seguinte.

Proposicao 4.4. Sejam dois planos
™ amrx+byt+cz+d =0,
Ty @ Aok +byy+coz+dy =0.

O cosseno do angulo entre 7w e my €
[ N1 - Ny
[N | Ne ]

em que Ny = (ay,b1,¢1) e Ny = (ag, by, ¢o) sdo os vetores normais de my e my, respectivamente.

cos(my, o) =

Dois planos m; e 7y ou sdo paralelos ou se cortam segundo um reta. Eles sdo paralelos se, e
somente se, os vetores normais de m; e 7o, sao paralelos, ou seja, um vetor é um multiplo escalar
do outro. Assim, 7 e 7, sao paralelos se, e somente se, o angulo entre eles é igual a zero.
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Figura 4.15: Angulo entre dois planos

Exemplo 4.7. Determinar o angulo entre os planos cujas equag¢des sao
m: rz+y+z =0,
M x—y—z =0.
Os vetores normais a estes planos sdo os vetores cujas componentes sdo os coeficientes de x, y
e z nas equacoes dos planos, ou seja,

Ny =(1,1,1) e Ny = (1,—1,-1).

Assim, o cosseno do angulo entre m; e my é
[Ny - No 1 1

cos(my, o) = = =—.
(mm2) = TNl = V3. v3 3

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



170 Retas e Planos

Portanto, o angulo entre eles é
1
arccos (g) ~ 70°.
O proximo exemplo mostra como encontrar a equacao da reta que é perpendicular a duas retas
reversas.

Exemplo 4.8. Achar as equacgdes da reta r que intercepta as retas

r = 1+t
ry o y = 2+3t paratodot e R.
z = 4t
© 1 242
Yy — z
: l="——= .
T2 T + ) 3

e é perpendicular a ambas.
Um ponto qualquer da reta r; é descrito por P,, = (1+t,2+3t,4t) e um ponto qualquer da reta

ro édaforma P, = (—1+s,142s,—2+3s). O vetor P, P.,= (—2+s—t, —14+25—3t, —2+3s—4t)
“liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de r,. Vamos determinar ¢ e s tais que o

vetor P, P,, seja perpendicular ao vetor diretor de 1, Vi = (1,3,4), e ao vetor diretor de 7o,
Vo = (1,2,3), ou seja, temos que resolver o sistema

P.P,-V; = —134+19s—26t = 0

P.P,V, = —10+14s—-19t = 0

A solugdo deste sistema ét = 8/3, s = 13/3. Logo P,, = (11/3,10,32/3) e P,, = (10/3,29/3,11)
e as equacoes paramétricas da reta procurada sao

r = 11/3—t
rsy : y = 10—t para todo t € R.
z = 32/3+t
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4.2.2 Distancias
Distancia de Um Ponto a Um Plano

Sejam Py = (xo, Yo, 20) um ponto qualquer e 7 : az + by + cz +d = 0 um plano. A distancia de
Py a w é definida como sendo a distancia de F, até o ponto de m mais préximo de F.

Dado um ponto P; = (z1,y1,21) de m, podemos decompor o vetor P, P, em duas parcelas,
uma na direcdo do vetor normal de m, N = (a, b, ¢) e outra perpendicular a ele. A componente na

direcdo do vetor N é a projecao ortogonal de P, Py em N. Como vemos na Figura 4.16, a distancia
de Fy a m é igual a norma da projecao, ou seja,

diSt(P(),’YT) = ||pI‘OjN P1P0 ||

Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 127, temos que

PTPO'N N _|P}0'N|
[INT[? NI

|Iprojy Py || = H(

O que prova o resultado seguinte.

Proposicao 4.5. Sejam Py = (¢, yo, 20) um ponto qualquer e  : azx +by+cz+d = 0 um plano.
A distancia de Py a w é

, R PPy -N
dist(Py, m) = ||projy PPy || = W,

em que N = (a,b,c) e P, = (x1,y1,21) € um ponto de m (isto é, um ponto que satisfaz a equacdo
de 7).

19 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



172 Retas e Planos

Figura 4.16: Distancia de um ponto Py = (g, %o, z0) @ um plano 7

Exemplo 4.9. Calcular a distancia entre o ponto Py = (1,2, 3) ao plano
Tir—2y+2—1=0.

Fazendo z = 0 e y = 0 na equagdo de 7, obtemos x = 1. Assim, o ponto P; = (1,0, 0) pertence
aT.
P1P0: (]_ - 1,2—0,3—0) — (0,2,3)

N=(1,-21).
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Assim,

| PP N| 0-1+2(-2)+3-1] |—1 1
[|V]] VI (22 12 NG

diSt(Po,ﬂ') = HpI'OjN P1P0 || =

Distancia de Um Ponto a Uma Reta

Sejam Py = (xo, Yo, 20) um ponto qualquer e r uma reta. A distancia de Py a r é definida como a
distancia de F ao ponto de r mais préximo de F.

—

Dado um ponto qualquer P, = (z1,y,2;) de r podemos decompor o vetor P, P, em duas
parcelas, uma na direcdo do vetor diretor V' de r e outra perpendicular a ele. A componente na

direcdo do vetor V' é a projecao ortogonal de P, Py em V. Como vemos na Figura 4.17,
(dist(Po,))* + ||projy PRy || = || PPy |7,
ou seja,

(dist(Py,7))* = || PPy ||> — ||projy PiPs |*. (4.10)

Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 127, temos que

2

— PPy -V (PLPy V)2
|lprojy, PiPy ||* = VI = ——m—
v [[V]]2 [[V]]2
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_Po = (20,0, 20)

Cdist(Py,r)

" P = (z1,y1,21) projy PLPy 7] V = (a,b,c)

Figura 4.17: Distancia de um ponto Py = (g, Yo, 20) @ uma reta r

Substituindo esta expressdo em (4.10) e usando a definicdo do produto escalar na pagina 122 e da
norma do produto vetorial na pagina 129 obtemos

(PLPy-V)2 || PRy PV = (PP V)2

) 2 2
(dist(Fo,7))” = || Ak [|” — i V]2
_ LA PIVIE — Il Ay [PV costd
V]2
L PRy PV Psen®e || Py <V
V]2 V][?

Isto prova o resultado seguinte.
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Proposicao 4.6. Sejam Py = (xo, Yo, 20) um ponto qualquer e

r = x1+ta
ro y = Yy +1tb paratodot e R
z = z1+tc
uma reta. A distancia de Py ar é
P_ﬁ xV
dist(Pg,r):—H 1-0 I

V]

em que V = (a,b,c) é um vetor diretor e P; = (1,y1,21) € um ponto da reta r.

Exemplo 4.10. Calcular a distdncia do ponto Py = (1, —1,2) a reta

r = 142t
ro y = —t para todo t € R.
z = 2-—3t

Um vetor diretor da reta 7 é V = (2, —1,—3) e um ponto de r é P, = (1,0,2). Assim,
PiPy=(1—1,-1-0,2—2) = (0,-1,0),
PPy xV = (3,0,2),
| PPy x V|| = VI3 e ||V = VI4.

Portanto,
dist(Py,r) = ————— =/ — .
V]| 14
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Distancia entre Dois Planos

Figura 4.18: Distancia entre dois planos

Sejam dois planos 7; e w5 quaisquer. A distancia entre 7, e 7y é definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de m; e outro de 7.

Se os seus vetores normais nao sdo paralelos, entdo os planos sdo concorrentes e neste caso a
distancia entre eles é zero. Se os seus vetores normais sdo paralelos, entdo os planos sdo paralelos
(ou coincidentes) e a distincia entre 7; e my € igual a distdncia entre um ponto de um deles, por
exemplo P, de 73, e o ponto de 7, mais préximo de P, (Figura 4.18). Mas, esta distancia € igual
a distancia de P, a ;. Vamos ver isto em um exemplo.
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Exemplo 4.11. Os planos 71 : ©+2y —2z—3=0e my : 20 + 4y — 42z — 7 = 0 sdo paralelos,
pois os seus vetores normais N1 = (1,2, —2) e Ny = (2,4, —4) sdo paralelos (um é miltiplo escalar
do outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.

Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendo z = 0 e y = 0 em ambas
as equagdes obtemos 77 = 3 e x5 = 7/2. Assim, P, = (3,0,0) pertence a m; e P, = (7/2,0,0)
pertence a m,. Portanto, pela Proposicao 4.5 temos que

dist(my, m) = dist(m, ) = ||projy, P1P2||:W
1

(7/2=3,0-0,0—0)- (1,2,—-2)] [(1/2)-14+0-2+0(-2)] 1

JIZ+ 22+ (—2)2 NG 6

Distancia entre Duas Retas

Sejam 1 e ry duas retas quaisquer. A distancia entre r; e ry é definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de r; e outro de r5.
Para calcular a distancia entre duas retas, vamos dividir em dois casos:

(a) Se os vetores diretores sao paralelos, entdo as retas r; e 75 sdo paralelas (ou coincidentes).
Neste caso, a distancia entre elas é igual a distancia entre um ponto de 75 e a reta ry, ou
vice-versa, entre um ponto de 7 e a reta ro (Figura 4.19). Assim, pela Proposi¢do 4.6 na
pagina 175, temos que

PP, xVi
dist (11, 79) = dist(Py, 73) = W (4.11)
2

em que P, e P, sdo pontosde 71 e 5 e V] e V5 sdo vetores diretores de 11 e 79, respectivamente.
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T2 Py
—
B
- S
i
-
SN
R
-8
e
r Pi /projy, PiPs Vi
vy 182 .

Figura 4.19: Distancia entre duas retas paralelas

(b) Se os vetores diretores nao sao paralelos, entdo elas sio reversas ou concorrentes. Os dois

casos podem ser resolvidos da mesma forma. Estas retas definem dois planos paralelos (que
podem ser coincidentes, no caso em que elas sdo concorrentes). Um é o plano que contém 7
e é paralelo a ry, vamos chama-lo de m;. O outro, contém ry e é paralelo a 1, mo. O vetor
N =Vj x V4, é normal (ou perpendicular) a ambos os planos, em que V; e V; sdo os vetores
diretores de r; e ry respectivamente. Assim, a distancia entre as retas é igual a distancia entre
estes dois planos (Figura 4.20), ou seja,

. | | PP, -N| | PP (Vi x Vi
dist(ry, 7o) = dist(my, mo) = dist(my, P) = | |1|]\?|| | — | 1||§/ (><1V|| 2)| (4.12)
1 X Va

em que P, e P, sao pontos de 1 e 5 e V] e V5 sdo vetores diretores de ry e ry, respectivamente.
—

Observe que se as retas sdo concorrentes a distancia entre elas é zero, pois os vetores P Ps,
V1 e V, sd3o coplanares e PP - (Vy x V) = 0 (Corolario 3.8 na pagina 139).
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Figura 4.20: Distancia entre duas retas reversas

Exemplo 4.12. Vamos determinar a distancia entre as retas

r—1 y+1 =2-2
4 =2 =6

T

r = 1+2t
ro : y = —t para todo t € R.
z = 2-—3t

As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V; = (4, -2, —6) e Vo = (2, —1, —3) (Exemplo
4.3 na pégina 155) sdo paralelos (um é um mudltiplo escalar do outro, ou ainda as componentes
correspondentes s3o proporcionais). Além disso, o ponto P; = (1,—1,2) pertence a reta ;. Como
dissemos acima, a distancia de 7 a 75 é igual a disténcia entre um ponto de 75 € a reta r (Figura
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4.19). Assim, pela Proposicdo 4.6 na pagina 175, temos que

PP, xVi 13
diSt(Tl,TQ) = diSt(Pl,Tg) = % = ﬁ .
2

As contas sao as mesmas do Exemplo 4.10 na péagina 175.

Exemplo 4.13. Determinar a distancia entre as retas

r+1 y—1
T =—=12z.
3 2
e
r =t
ro : y = 2t para qualquer t € R.
z = 1—1

As retas 11 e ry s3o paralelas aos vetores V; = (3,2,1) e V5 = (1,2, —1) e passam pelos pontos
P = (-1,1,0) e P, = (0,0,1), respectivamente. As retas ndo sdo paralelas, pois seus vetores
diretores n3o sdo paralelos (observe que a 12 componente de V7 é 3 vezes a 1? componente de V5,
mas as 2?'s componentes s3o iguais). Logo,

PP=(0—(~1),0-1,1-0) = (1, -1,1).
Um vetor perpendicular a ambas as retas é

N =V, xVy=(—4,4,4).
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Este vetor é normal aos planos 7 (que contém 7 e é paralelo a 73) e 73 (que contém 75 e € paralelo
a 1) (veja a Figura 4.20). Assim,

PPy N
diSt(Tla T2> = dist(’ﬂl,’ﬂ'Q) = dist(ﬂ'17 P2> — %
1(—4)+ (~1)-4+1-4] |—4 1

5|

V(—4)2 +42 + 42 43

4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4.

4.2.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 329)

Considere os vetores V = 7 + 37 + 2k, W = 2i — i+ keU=1- 2. Seja m um plano
paralelo aos vetores W e U e r uma reta perpendicular ao plano 7. Ache a projecao ortogonal
do vetor V sobre a reta r, ou seja, a projecao ortogonal de V' sobre o vetor diretor da reta r.

Encontrar o dngulo entre o plano 2z —y+ z = 0 e o plano que passa pelo ponto P = (1,2, 3)
e é perpendicular ao vetor i— 2}+ k.

Seja m o plano que passa pelos pontos A = (1,1,1), B = (1,0,1), C = (1,1,0) e 73 0
plano que passa pelos pontos P = (0,0,1) e @ = (0,0,0) e é paralelo ao vetor i + j. Ache
o angulo entre m; e 7.

Ache uma reta que passa pelo ponto (1, —2,3) e que forma angulos de 45° e 60° com os eixos
X ey respectivamente.

Obtenha os vértices B e C' do triangulo equildtero ABC, sendo A = (1,1,0) e sabendo que
o lado BC' esta contido na reta 7 : (x,y,2) =t (0,1, —1). (Sugestdo: Determine os pontos

—

P, da reta r tais que P, A faz angulo de 60° e 120° com o vetor diretor da reta r)
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4.2.6.

4.2.7.

4.2.8.

4.2.9.

4.2.10.

4.2.11.

4.2.12.

4.2.13.

Seja m o plano que passa pela origem e é perpendicular a reta que une os pontos A = (1,0,0)
e B=(0,1,0). Encontre a distancia do ponto C' = (1,0, 1) ao plano .

Seja 71 a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,2,0), e 75 a reta

y—3 z—4

_9
v 2 3

(a) Encontre as equagdes da reta perpendicular as retas r; e r;

(b) Calcule a distancia entre 71 e ro.

Dados A = (0,2,1), r: X = (0,2, —2) +1(1,—1,2), ache os pontos de r que distam /3 de
A. A distancia do ponto A a reta r é maior, menor ou igual a v/3? Por que?

Dadaaretar: X =(1,0,0)+¢(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1) e B = (0,0, 1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.

Encontre a equagdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes de A = (1,—1,2) e B =
(4,3,1). Este plano passa pelo ponto médio de AB? Ele é perpendicular ao segmento AB?

Considere as retas (z,y,2) = t(1,2,—-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4,—6). Encontre a
equacao geral do plano que contem estas duas retas.

Ache as equacdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam V/3 do ponto
(1,1,1).

Obtenha uma equagdo geral do plano 7, que contém a reta

. r — 2y + 22 =0
" 3r — by + 7z =0
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e forma com o plano 7 : z 4+ 2z = 0 um angulo de 60°.
Exercicios usando o MATLAB
4.2.14. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos
Exercicios Tedricos
4.2.15. Prove que o lugar geométrico dos pontos do espaco que equidistam de dois pontos distintos
A = (z1,y1,21) € B = (22,2, 22) € um plano que passa pelo ponto médio do segmento AB
e é perpendicular a ele. Esse plano é chamado plano mediador do segmento AB.
4.2.16. Mostre que a distancia de um ponto Py = (xo, %o, 20) @ um plano 7 : ax +by+cz+d=0¢é
b d
dist(Py, ) = 1270 £ b+ czo £},
Va2 +b% 4+ ¢
4.2.17. Mostre que a distancia entre dois planos paralelos 71 : ax +by +cz+dy = 0 e m :
ar +by+cz+dy =08
dy — d
diSt(ﬂ'l, 7T2> = M .
Va2 4+ b2+ c?
4.2.18. Mostre que a distancia entre duas retas ndo paralelas ry : (z,y, 2) = (x1+tay, y1+tby, z1+tcy)

ery: (z,y,2) = (x2 + tag, yo + thy, 29 + tcy) €

Tog —T1 Y2—Y1 22— 21
det aq b1 C1
a2 by Co

oo ]) e (s o)) o (a2 2 ])
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Teste do Capitulo

1. Ache os pontos do plano 7 : y = = que equidistam dos pontos A = (1,1,0) e B = (0,1,1).

2. Quais s3o as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0,0) em relagcdo a reta
r: (x,y,2) =1t(1,1,1)?

3. (a) Encontre a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B =(0,1,0) e
C =(1,0,1).

(b) Encontre a distancia da origem ao plano 7.

4. (a) Mostre que os planos © —y =0 e y — z = 1 se interceptam segundo uma reta r.

(b) Ache a equag¢do do plano que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é perpendicular a reta
r.
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Capitulo 5

Espacos Euclidianos

5.1 Independéncia Linear

Ja vimos que os vetores no plano sao definidos por pares ordenados de nimeros reais e que vetores
no espaco sao definidos por ternos ordenados de nidmeros reais. Muito do que estudamos sobre
vetores no Capitulo 3 pode ser estendido para n-uplas de nimeros reais, em que n pode ser um
nimero inteiro positivo. Para cada n, o conjunto das n-uplas de nimeros reais é chamado espaco
euclidiano.

5.1.1 Os Espacos R-n

185
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Definicao 5.1. Para cada inteiro positivo n, o espaco euclidiano R™ é definido pelo conjunto de
todas as n-uplas ordenadas X = (xy,...,2,) de nimeros reais.

Figura 5.1: Coordenadas (z,v, 2) Figura 5.2: Componentes (z,v, 2)

O conjunto R! é simplesmente o conjunto dos nimeros reais. O conjunto R? é o conjunto dos
pares de nimeros reais e o R? é o conjunto dos ternos de niimeros reais.

No R? o terno de ndmeros (1, 72, x3) pode ser interpretado geometricamente de duas maneiras:
pode ser visto como um ponto, neste caso xj, To € x3 sdo as coordenadas do ponto (Figura 5.1),
ou como um vetor, neste caso x1, T3 € x3 sdo as componentes do vetor (Figura 5.2). Também no
R™ uma n-tpla pode ser pensada como um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintupla
X = (1,-2,3,5,4) pode ser pensada como um ponto no R®, quando consideramos X como um
elemento do conjunto R®, ou como um vetor do R®, quando fazemos operacdes com X, como as
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que iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R™ de pontos ou de vetores dependendo
da situacao.

Dois vetores V' = (vy,...,v,) € W = (wy,...,w,) no R" sdo considerados iguais se
v, = Wwi,...,v, = w,. As operacdes de soma de vetores e multiplicacio de vetor por esca-
lar no R™ sdo definidas de maneira analoga ao que fizemos no plano e no espaco.

Definicao 5.2. (a) A soma de dois vetores V = (vy,...,v,) e W = (wy,...,w,) do R" é
definida por
V4+W= (v +wy,...,0,+wy); (5.1)
(b) A multiplicagdo de um vetor V' = (vy,...,v,) do R™ por um escalar « é definida por
aV = (avy,...,auv,). (5.2)

O vetor nulo do R™ é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se V = (vy,...,v,) é um
vetor do R", entdo o simétrico de V' é denotado por —V e é definido por =V = (—vy,..., —vy).
A diferenca de dois vetores no R" é definida por V. —W =V 4 (—W). Se V e W s&o vetores do
R™ tais que W = oV, para algum escalar «, entdo dizemos que W é um muiltiplo escalar de V.

Um vetor V. = (vy,...,v,) do R" pode também ser escrito na notacdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

U1
V=] : ou V=[v ... v,].

Un
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Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 w1 V1 + Wy (1 vy
V+W= : + : = : , aV=a]| : =
Un Wy, Uy, + Wy Un Uy,
ou
V—i—W:[vl vn]+[w1 wn]:[vl—l—wl vn—i—wn},
aV:a[vl vn}:[owl own]

produzem os mesmos resultados que as operacoes vetoriais
VAW = (v1,...,0) + (wr,...,w,) = (1 +w1,...,0, +wy)
aV =a(vy,...,v,) = (avy, ..., au).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e multi-
plicacao de vetores por escalar no R".

Teorema 5.1. Sejfam U = (uy,...,uy,), V = (v1,...,v,) e W = (wy,...,w,) vetores do R" e «
e 3 escalares. S3o validas as seguintes propriedades:

(a) U+V =V +U; (e) a(BU) = (ap)U;

(b)) U+V)+W =U+(V+W), (f) a(U+V)=aU+aV;

(c) U+0=U; (g) (a+ B)U = U + pU;

(d) U+ (-U)=0; (h) 1U =U.

Demonstracdo. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pégina
7). O
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5.1.2 Combinacao Linear

Uma combinacao linear de vetores Vi,...,V}, é simplesmente uma soma de miltiplos escalares de
Vi,oo, Vi

Definicao 5.3. Um vetor V' é uma combinacao linear dos vetores V7, ..., V}, se a equacdo vetorial
o Vi+zVot. ..+ V=V (5.3)

possui soluc3o, ou seja, se existem escalares 1, . .., x; que satisfazem a equacdo (5.3). Neste caso,
dizemos também que V' pode ser escrito como uma combinacdo linear de Vi, ..., V.

Se k =1, entdo a equagdo (5.3) se reduz a x;V; =V, ou seja, V' é uma combinagdo linear de
Vi se, e somente se, V' é um multiplo escalar de V;.

Exemplo 5.1. Sejam V; = (1,0,0) e V5 = (1,1,0), vetores de R3. O vetor V = (2,3,2) ndo é
uma combinacao linear de V; e V5, pois a equacgao

Vi + 2V =V, (5.4)

que pode ser escrita como
21(1,0,0) + 22(1,1,0) = (2,3,2),

ou ainda,
(21 4 x2,72,0) = (2,3,2),
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é equivalente ao sistema
rT + X9 = 2

Ty = 3
0 = 2
que nao possui solucao.
Vi = (1,0,0)
/ Yo THRLY
y x y
& =1(2,3,0)

Figura 5.3: O vetor V nao é combinagdo Figura 5.4: O vetor V' é combina¢ao linear
linear de V; e V, de Vi eV,

Exemplo 5.2. O vetor V = (2,3,0) é uma combinacgdo linear de V; = (1,0,0) e Vo, = (1,1,0),
pois a equacao

ou
21(1,0,0) + z5(1,1,0) = (2,3,0)
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ou ainda,
(131 + T2, T2, 0) = (27 37 0)7

é equivalente ao sistema
Ty + Ty = 2

To = 3
0 =0
que possui solucao.
Exemplo 5.3. O vetor nulo 0 é sempre combinac3o linear de quaisquer vetores Vi, ..., Vj, pois

0=0V] + ...+ 0V,

Exemplo 5.4. Todo vetor V = (a,b,c) do R3 é uma combinagio linear de
i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1).
Pois,

(a,b,¢) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) = ai + bj + ck.

Para verificarmos se um vetor B é combinagdo linear de um conjunto de vetores {A;,..., A,},
escrevemos a equacao vetorial

11 A + x9As + ...+ 2,A, =B, (5.6)
e verificamos se ela tem solu¢do. Se A;,..., A, sdo vetores do R™, a equa¢do (5.6), pode ser
escrita como
an Q1n by
X1 : +...t+x, : =
A1 Amn b
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Figura 5.5: (a.b,¢) = ai +bj + ck

que € equivalente ao sistema linear

AX =B,
em que as colunas de A sdo os vetores A; escritos como matrizes colunas, ou seja, A = [A4; ... A,)]
L1
e X = © |. Isto prova o seguinte resultado.
Tn

Proposicao 5.2. Sejam A uma matriz m x n e B uma matrizm x 1. O vetor B é combinagdo
linear das colunas de A se, e somente se, o sistema AX = B tem soluc3o.
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5.1.3 Independéncia Linear

Definicao 5.4. Dizemos que um conjunto & = {V4,..., Vi } de vetores é linearmente indepen-
dente (L.l.) se a equagio vetorial

e Vi+aVo+ ... +x,Vi =0 (5.7)

s6 possui a solucdo trivial, ou seja, se a uUnica forma de escrever o vetor nulo como combinacdo
linear dos vetores V7, ..., V) é aquela em que todos os escalares sdo iguais a zero. Caso contrario,

isto é, se (5.7) possui solu¢do nao trivial, dizemos que o conjunto S é linearmente dependente
(L.D.).

Exemplo 5.5. Um conjunto finito que contém o vetor nulo é L.D., pois se {V1,...,V,} é tal que
V; =0, para algum j, entdo OV; + ...+ 0V, + 1V; + OV + ... + V4 = 0.

Exemplo 5.6. Um conjunto formado por um dnico vetor, {V;}, ndo nulo é L.I., pois 1V} = 0é
equivalente a z; = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto z; = 0.

Exemplo 5.7. Se {V4,...,Vi} é um conjunto de vetores L.D., ent3o qualquer conjunto finito de
vetores que contenha Vi,...,V, é também L.D., pois a equagao

o Vi+ . 4+ Ve +0W +...+0W,, =0

admite solu¢do nao trivial.
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Exemplo 5.8. Um conjunto formado por dois vetores, {V7,V,} é L.D. se, e somente se, a equagdo
21 Vi 4+ 25V5 = 0 possui solucdo n3o trivial. Mas se isto acontece, entdo um dos escalares z; ou
pode ser diferente de zero. Se z1 # 0, entdo Vi = (—xy/x1)Va e se x5 # 0, entdo Vo = (—x1/22) V7.
Ou seja, se {V4,V52} é L.D., entdo um dos vetores é miltilplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor é muiiltiplo escalar do outro, digamos se V; = al,, entdo 1V —
aVs = 0 e assim eles s3o L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores s3o L.D. se, e somente se,
um é um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {V;,V5}, em que V; = (1,0,1) e Vo, = (0,1, 1), é L.I., pois um
vetor ndo é miltiplo escalar do outro.

z z
A [
Va
4
Vi
Vi g
\ K\
X y X y
Figura 5.6: Dois vetores linearmente de- Figura 5.7: Dois vetores linearmente inde-
pendentes pendentes

Exemplo 5.9. Um conjunto formado por trés vetores, {Vi, V5, V3} é L.D. se, e somente se, a
equacao x1V; + x9Vo + x3V3 = 0 possui solucdo ndo trivial. Mas se isto acontece, entdo um
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Figura 5.8: Trés vetores linearmente de- Figura 5.9: Trés vetores linearmente depen-
pendentes (paralelos) dentes (dois paralelos)

dos escalares x; ou x5 ou z3 pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo V} = (—xzo/x1)Va +
(—x3/x1)V3, ou seja, o vetor V; é combinagdo linear de V; e V3. De forma semelhante, se xo # 0,
entdo V5 é combinagdo linear de V; e V3 e se 3 # 0, entdo V3 é combinagao linear de V; e V5.
Assim, se trés vetores V;, V5 e V53 do R™ s3ao L.D., entdao um deles é uma combinacao linear dos
outros dois, ou seja, em deles é uma soma de muiltiplos escalares dos outros dois. No R? temos que
se trés vetores ndo nulos sdo L.D., entdo ou os trés sdo paralelos (Figura 5.8), ou dois deles sdo
paralelos (Figura 5.9) ou os trés sdo coplanares, isto é, sdo paralelos a um mesmo plano (Figura
5.10).

Reciprocamente, se um vetor é uma combinac¢ao linear dos outros dois, digamos se V| = aV, +
BV3, entdo 1 V) —aVo — 3V3 = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, podemos dizer que trés vetores s3o
L.D. se, e somente se, um deles é uma combinac3o linear dos outros dois. No R?, se trés vetores
sdo L.l., entdo eles ndo sdo coplanares (Figura 5.11).
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Figura 5.10: Trés vetores linearmente de- Figura 5.11: Trés vetores linearmente inde-
pendentes (coplanares) pendentes

Exemplo 5.10. Vamos mostrar que os vetores F; = (1,0,...,0), Es = (0,1,0,...,0), ..., E, =
(0,...,0,1) sdo L.I. em particular os vetores 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) = (0,0,1) sdo L.I. A
equacao

pode ser escrita como
21(1,0,...,0) + ...+ 2,(0,...,0,1) = (0,...,0).
Logo, (x1,...,2,) = (0,...,0), que é equivalente ao sistema

1'1:0, ey xn:O.
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Para descobrir se um conjunto de vetores {A;,..., A,} é L.l. precisamos saber se a equagido
vetorial

IlAl + ZL’QAQ + ...+ ZL‘nAn = 6 (58)

tem somente a solugdo trivial. Se A;,..., A, sdo vetores do R, a equagdo (5.8), pode ser escrita
como

11 Q1n 0
1 + ...+, =
Am1 Amn O

que é equivalente ao sistema linear homogéneo AX = 0, em que as colunas de A s3o os vetores
T

A; escritos como matrizes colunas, ou seja, A = [A;...A,] e X = : | . Isto prova o seguinte
xn

resultado.

Proposicao 5.3. Seja A uma matrizm X n.

(a) As colunas de A sdo linearmente independentes se, e somente se, o sistema AX = 0 tem
somente a solucao trivial.

(b) Se m = n, entdo as colunas de A sdo linearmente independentes se, e somente se, det(A) # 0.
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Exemplo 5.11. Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R? e mais de
n vetores no R™ s3o sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles sdo ou ndo L.I.
leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que equacdes, que pelo Teorema 1.6
na pagina 39 tem sempre solu¢iao nao trivial.

Exemplo 5.12. Considere os vetores X; = (1,0,1), Xo = (0,1,1) e X3 = (1,1,1) de R3. Para
sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equagdo

1X1 + 29X + 23 X3 = 0.

Esta equacdo vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

1
A=[X, X, X3]=| 0
1

[ )

1
1
1
Escalonando a matriz [ A | 0] podemos obter a sua forma escalonada reduzida

1
[RI0] = | 0
0

O = O
= O O
o O O

Concluimos, ent3o que o sistema A X = 0 possui somente a solucdo trivial z; = 25 = 3 = 0.
Portanto os vetores X, X5 e X3 sdo L.I.

Exemplo 5.13. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R?. Para
sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equagao

$1‘/1 + ZEQVQ + $3‘/3 = (_) (59)
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Esta equacdo vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

17 1
A=V Wl=|2 -1 -1
5 5 —1

A matriz [ A| 0] é equivalente por linhas & matriz escalonada reduzida

10 —2/5:0
[RIO]=]0 1 1/5:0 |. (5.10)
0 0 0:0

Assim a variavel x3 pode ser uma varidvel livre que pode, portanto, assumir qualquer valor. Con-
cluimos que o sistema A X = 0 e a equag¢do vetorial (5.9) tém solugdo ndo trivial. Portanto, Vi, V;
e V3 sdo L.D.

A expressao “linearmente dependente” sugere que os vetores dependem uns dos outros em algum
sentido. O teorema seguinte mostra que este realmente é o caso.

Teorema 5.4. Um conjunto S={Vy,...,Vi} (k > 1) de vetores é linearmente dependente (L.D.)
se, e somente se, pelo menos um dos vetores, V;, for combinacdo linear dos outros vetores de S.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:
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(a) Se V; é uma combinagdo linear dos demais vetores do conjunto S, isto &, se existem escalares
1y OG_1, Qg1 - - ., O tals que

atVi+...+aaViagt+anVia+.. oV =V,
entdo somando-se —V; a ambos os membros ficamos com
Ckl‘/1+...+05j,1‘/j,1 —‘/}+Oéj+1‘/}+1+...+akv;€ :(_) (511)

Isto implica que a equagdo 1V, +...+z; Vi = 0 admite solucdo n3o trivial, pois o coeficiente
de V; em (5.11) é —1. Portanto, S é L.D.

(b) Se S é L.D., entdo a equagdo
xl\/1+x2‘/2+...+xkvk:0 (512)

admite solugdo ndo trivial, o que significa que pelo menos um z; é diferente de zero. Entdo,

multiplicando-se a equagdo (5.12) por 1/z; e subtraindo-se (2)V} 4 ... + (3£)V}, obtemos
J J
z Ti_ T z
Vj:_(_1>v1—...—( J 1)14_1— (J—“)V}H—...— (—k)Vk.
L L L €
Portanto, um vetor V; é combinagdo linear dos outros vetores de S. OJ

Observacao. Na demonstracdo da segunda parte, vemos que o vetor, cujo escalar na combinagdo
linear, puder ser diferente de zero, pode ser escrito como combinac3o linear dos outros.
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Exemplo 5.14. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1, —1, —1) vetores do R3. Vamos
escrever um dos vetores como combinacao linear dos outros dois. Vimos no Exemplo 5.13 que estes
vetores sdo L.D. De (5.10) segue que

21Vi + x9Va + 23V3 =0

se, e somente se, r1 = (2/5)a, 12 = —(1/5)a e x5 = «, para todo o € R. Substituindo-se os
valores de x1, x5 € x3 na equacdo acima, ficamos com

(2/5)aVy — (1/5)aVy +alVs =0
Tomando-se a = 1, obtemos
(2/5)Vi — (1/5)Va + Vs =

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V + 5V3, temos que Vo = 2V; + 5V35. Observe que, neste
exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinagdo linear dos outros. O préximo
exemplo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 5.15. Sejam V} = (=2,-2,2), Vo, = (—3,3/2,0) e V3 = (—2,1,0). {V4,V,,V3} é LD,
mas V) ndo é combinagdo linear de V; e V5 (Figura 5.9 na pagina 195).

5.1.4 Posicoes Relativas de Retas e Planos
Posicoes Relativas de Duas Retas

Vamos estudar a posicdo relativa de duas retas, usando a dependéncia linear de vetores. Sejam
rc (z,y,2) = (21 +ta,yn +thy, 2 Hter) e rgy o (2,y,2) = (T2 + tag, ya + thy, 22 + tey) as
equacgoes de duas retas.
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(a) Se os vetores diretores V; = (ay,b1,¢1) e Vo = (ag, by, c2) sdo L.D., entdo as retas sdo
paralelas ou coincidentes. Além de paralelas elas sao coincidentes, se um ponto de uma delas
pertence a outra, por exemplo se P, = (x1,y1,21) pertence a 75 ou se P, = (x2,ys, 29)
pertence a 7.

(i) Se Vi, Vs e P}EQ sdo L.D. (com V; e V5 L.D.), entdo elas sdo coincidentes.
(i) Se Vi, Va e P}Q sdo L.I. (com V; e V3 L.D.), entdo elas sdo paralelas distintas.

(b) Se os vetores diretores V; = (aj,bi,c1) e Vo = (ag,bs, o) sdo L.l. entdo as retas sdo
reversas ou concorrentes.

(i) Se PiP,, V; e Vo sdo L.D. (com V; e V5 L.I.), entdo as retas sdo concorrentes.

(i) Se PP, V; e V5 sdo L.I., entdo as retas sdo reversas (Figura 5.12).

Figura 5.12: Duas retas reversas
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Posicoes Relativas de Dois Planos

Vamos estudar a posicdo relativa dos dois planos usando a dependéncia linear de vetores. Sejam
T a1+ by +ciz+dy =0e m:asx + by + oz + dy = 0 as equagoes de dois planos.

Figura 5.13: Dois planos que se interceptam Figura 5.14: Dois planos paralelos
segundo uma reta

(a) Se os vetores normais N; = (aj,b;,c1) € Ny = (ag,bs,c2) sao L.D., entdo os planos sdo
paralelos distintos ou coincidentes. Além de paralelos, eles sdo coincidentes se, e somente se,
todo ponto que satisfaz a equagdo de um deles, satisfaz também a equac¢ao do outro.

(i) Se os vetores (aq, by, c1,dy) € (ag, by, c2, dz) sdo L.D., entdo as equacdes sdo proporcionais
e os planos sdo coincidentes.

(ii) Se os vetores (aq,b1,cq,dy) e (ag, by, ca,ds) sdo L.I. (com Ny e Ny L.D.), entdo os planos
sdo paralelos distintos (Figura 5.14).
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(b) Se os vetores normais N; = (a1,b1,c1) € Ny = (ag, by, ¢2) s@ao L.l., entdo os planos sdo

5.1.1.

5.1.2.

5.1.3.

5.1.4.

5.1.5.

concorrentes (Figura 5.13).

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 332)

Quais dos seguintes vetores sdo combinacdo linear de X; = (4,2,-3), Xy = (2,1,-2) e
X3 =(-2,-1,0)?

(a) (17]-7]-); (C) (_27_171);

(b) (472’_6); (d) (_17273)'
Sejam 7y : (z,y,2) = (1 +2t,t,2+ 3t) e ro : (z,y,2) = (t,1 + mt, —1 4+ 2mt) duas retas.

(a) Determine m para que as retas sejam coplanares (ndo sejam reversas).
(b) Para o valor de m encontrado, determine a posi¢do relativa entre r; e 7.

(c) Determine a equacgdo do plano determinado por 71 e 5.

Quais dos seguintes conjuntos de vetores s3o linearmente dependentes?
(a) {(1,1,2),(1,0,0),(4,6,12)}; (c) {(1,1,1),(2,3,1),(3,1,2)};
(b) {(17 _27 3)7 (_2’ 47 _6)}; (d) {(47 27 _1)7 (67 57 _5)7 (27 _17 3)}

Para quais valores de A o conjunto de vetores {(3,1,0), (A% +2,2,0)} é L.D.?
Exercicios Tedricos

Suponha que S = {X7, X5, X3} é um conjunto linearmente independente de vetores do R”".
Responda se T' = {Y7, Y, Y3} é linearmente dependente ou independente nos seguintes casos:

(a) Y1:X1+X2,Y2:X1—|—X3GYE;:X2+X3;
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5.1.6.

5.1.7.
5.1.8.

5.1.9.

b)) i=X1, Vo=X; +XseY5 =X+ Xy + X;.

Suponha que {X;, Xs,..., X,,} é um conjunto de vetores do R" linearmente independente.
Mostre que se A é uma matriz n X n ndo singular, entdo {AX;, AXs,..., AX,,} também é
um conjunto linearmente independente.

Se os vetores ndo nulos U, V e W sdo L.D., entdo W é uma combinagdo linear de U e V7

Sejam 7y : a;x+biy+c1z+dy =0 a equagdo de uma plano ey @ (x,y, 2) = (z3+tas, yo +
thy, 2o + tco) a equagdo de uma reta. Estude a posicdo relativa entre o plano e a reta usando
a dependéncia linear de vetores.

Considere um plano @, um ponto Py = (zo,¥o,20) pertencente a 7 e dois vetores V| =
(a1,b1,c1) e Vo = (a9, be, c2) L.I. paralelos a . Mostre que um ponto P = (z,y, z) pertence
a 7 se, e somente se, satisfaz as equacoes

T = xo+tay + sas
y = Yo +th + sby para todos ¢, s € R.
z = zg+tcg + scy

Estas equacdes sdo chamadas equacoes paramétricas do plano.
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5.2 Subespacos

Alguns subconjuntos do espaco R™ se comportam como se fossem eles préprios espacos, no sentido
de que as operagbes de soma de vetores e multiplicagao por escalar s3o fechadas, ou seja, fazendo
quaisquer destas operacdes com elementos do subconjunto n3o saimos dele. Com relagdo a estas
operagoes, podemos ‘“viver' nele sem termos que sair. Por isso, eles sdo chamados de subespacos.

Definicao 5.5. Um subconjunto n3o vazio, W, do R" é um subespaco (vetorial) de R" se, e
somente se, as seguintes propriedades s3o satisfeitas:

(0) Se X, Y ¢ W, entdo X +Y € W,

(0") Se X € W e a é um escalar, entdo aX € W.

Se W é um subespaco de R™ que contém um vetor V' # 0, ent3o ele contém o conjunto
{X=aV |aeR}.

Assim, todo subespaco de R? ou R? que contenha um vetor V' # 0, contem a reta que passa pela
origem e tem vetor diretor igual a V.

Se W é um subespaco de R™ que contém dois vetores V' e W linearmente independentes, entdo
W contém o conjunto de todas as combina¢des lineares de V e W,

{X =aV +BW | a,8 €R}.

Assim, todo subespaco de R3 que contém dois vetores IV e W linearmente independentes, contém
o plano que passa pela origem e tem vetor normal N =V x W.
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w V4+W

Figura5.15: A={(z,y)e R*|z >0,y > 0} Figura 5.16: B = {(x,y) € R? | 2y > 0}

Exemplo 5.16. O conjunto R? ndo é um subespaco de R?, pois R? ndo é um subconjunto de R3.

Exemplo 5.17. Os subconjuntos A = {(z,y) € R* |z > 0,y > 0} e B = {(z,y) € R? | zy > 0}
nao sio subespacos de R?. Pois, para o primeiro, enquanto V = (1,1) € A, -V = (=1)V =
(—1,—1) ¢ A. Enquanto para o segundo, V' = (1,0),W = (0,-1) e B, V+W = (1,—-1) ¢ B.

Exemplo 5.18. O R™ é um subespaco dele mesmo. O subconjunto formado apenas pelo vetor
nulo, W = {0}, é claramente um subespaco de R".

Exemplo 5.19. Seja V = (a, b, c) um vetor do R? (fixado), entdo

que é uma reta que passa pela origem com vetor diretor V' = (a, b, ¢) é um subespaco do R3. Vamos
verificar as Propriedades (0) e (0'):
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z z
X1+Xo aX
X2
1 X
X y X y
Figura 5.17:  Soma de vetores da reta Figura 5.18: Multiplicacao de vetor por es-
(x,y,2) = (at,bt, ct) calar da reta (z,y, 2) = (at, bt, ct)

(0) Se X1 = ($1,y1,21> (S X2 = ($2,y2,22) pertencem a W, entao X1 = (atl,btl,ctl) (S X2 =
(atq, by, cty) para tq e to nimeros reais e portanto,

X1+ Xo = (aty + ata, bty + bto, cty + cta) = (a(ty + t2), b(t1 + ta), c(t1 + 2)) ,
que portanto pertencem a W.
(0') Se X = (x,y,z) pertence a W, entdo X = (at,bt, ct) para algum ¢ real. E portanto,
aX = alat,bt,ct) = (a(at),b(at), c(at))
que pertence a W.
Por outro lado, se uma reta com vetor diretor V' = (a, b, ¢),

W = {(z,9,2) = (0,0, 20) + t(a,b,c) | t € R},
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é um subespaco, entdo ela tem que passar pela origem e neste caso podemos tomar (xg, Yo, 20) =
(0,0,0).

Figura 5.19: Soma de vetores do plano Figura 5.20: Multiplicacao de vetor por es-
ar +by+cz=0 calar do plano ax + by + cz =0

Exemplo 5.20. Além das retas que passam pela origem, também os planos que passam pela origem
sdo subespacos do R?. Seja N = (a,b,c) um vetor ndo nulo do R? (fixado), entdo

W = {(z,y,2) € R*| ax + by +cz =0}

que é um plano que passa pela origem com vetor normal N = (a,b, c) é um subespaco do R3.
Vamos verificar as propriedades (0) e (0'):

(0) Se X7 = (z1,y1,21) € Xo = (xa,ys,22) pertencem a W, entdo ax; + by; + cz; = 0 e
azxs + bys + czo = 0 e portanto X + Xy = (1 + X2, Y1 + Yo, 21 + 22) também pertence a W,
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pois
a(zy + x2) +b(y1 +y2) + (21 + 22) = (axy + byy + ¢c21) + (ax2 +bys + c29) =0+0=0
(0") Se X = (z,y, z) pertence a W, entdo aX = (az, ay, az) também pertence a W, pois
alax) + blay) + c(az) = alar + by +cz) = a0 = 0.
Por outro lado, suponha que um plano que tem vetor normal N = (a, b, c),
W = {(z,y,2) € R® | ax + by + cz = d},

seja um subespaco. Se X € W, entdo 0.X = 0 também pertence a W, ou seja, o plano tem que
passar pela origem e substituindo-se 0 = (0,0, 0) na equacdo do plano, obtemos que d = 0.

O Exemplo 5.20 é um caso particular do que é tratado na proposicdo seguinte.

Proposicao 5.5. O conjunto solucdo de um sistema linear AX = B, em que

a1 a12 Ce A1y T b1
A= : : ;o X =1 e B=
Am1 Am2 .- Qmn Tn bm

é um subespaco de R" se, e somente se, B = 0, ou seja, se, e somente se, o sistema linear é
homogéneo.
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Demonstracdo. Suponhamos, em primeiro lugar, que B = 0. Podemos ver as matrizes colunas X
como elementos do R™ e assim, escrever o conjunto solu¢do do sistema homogéneo na forma

W={X=(21,...,2,) € R" | AX =0}.
Precisamos verificar as propriedades (0) e (0') da definicdo de subespaco:

(0) Se X e Y sdo solugdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo AX =0 e AY = 0 e portanto
X +Y também é solugdo pois, A(X +Y)=AX + AY =0+0=0.

(0') Se X é solucdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o é, pois A(aX) =
aAX = a0 =0.

Por outro lado, suponha que W = {X = (z1,...,2,) € R" | AX = B} é um subespaco.
Ent3o, W é n3o vazio e portanto existe X € W. Logo, 0X =0 € W, ouseja, B=A0=0eo
sistema linear tem que ser homogéneo. O

Exemplo 5.21. Considere os sistemas lineares

(1 -2 3 x 0 1 -2 3 x 0
(a) | 2 —4 6 y| =10 (b) | -3 7 -8 y|=10
_3 —6 9 z 0 —2 4 —6 z 0
1 -2 3 x 0
(c) | -3 7 -8 yl=10
| 4 1 2 z 0

Todos sdo sistemas homogéneos, portanto os conjuntos solucdo sio subespacos do R?.

(a) A solugio geral do primeiro sistema é x =2s — 3t, y =se z =t ou x = 2y — 3z, que é um
plano que passa pela origem, com vetor normal N = (1,—2,3) (verifique!);
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(b) A solugdo geral do segundo sistema é z = —5t,y = —t e z =t que € a equagdo de uma reta
que passa pela origem, com vetor diretor V. = (=5,—1,1).

(c) A solug3o do terceiro sistema é x = 0,y = 0 e 2 = 0, que é somente a origem {0}.

O conjunto solucdo de um sistema homogéneo também é chamado de espaco solucao do
sistema homogéneo.

5.2.1 Vetores Geradores

No Exemplo 5.4 na pagina 191 vimos que qualquer vetor do R? pode ser escrito como combinacio
linear de 7, j e k. Neste caso, dizemos quet, j e k geram o R3.

Definicao 5.6. Dizemos que um conjunto S = {Vj, ..., V}} de vetores de um subespaco W, gera
W, se qualquer vetor de W é combinacgao linear dos vetores de S, ou seja, se a equagao vetorial

Vit axVo+. .. +a, V=V

possui solugdo para todo V' em W. Notagdo: W = [S] ou W = [Vi,..., Vi]. Neste caso, dizemos
que W é o subespaco gerado por Vi, ... V.

Exemplo 5.22. Considere o subespaco de R?,

W= {(a,3,a+3) €R®|a,3 €R}.
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O conjunto S = {V},V2}, em que V; = (1,0,1) e V5 = (0,1,1), gera W, pois

ZL’1‘/1 + .TQ‘/Q = (Ck, ﬁ, o+ 5) (513)
é equivalente ao sistema
T = (6]
Ty = ﬁ

T1 + Ty = a+f

que possui solugdo para quaisquer «, 3 € R. Portanto, a equagdo (5.13) possui solugdo para
qualquer vetor (o, 3, + (3) de W. Portanto, W é um plano que passa pela origem e é paralelo aos
vetores V) e V5, pois ele é o conjunto das combinacdes lineares de V) e V5.

Exemplo 5.23. Vamos verificar que os vetores V; = (1,1,0), Vo, = (0,1,1), V5 = (1,0,1) e
Vi=(1,2,1) geram o R3. A equagio vetorial

$1‘/1 + Z’Q‘/Q + 133‘/3 + $4‘/4 = ((Z, b, C)
é equivalente ao sistema de equacdes lineares

Ty + 3 + x4y = a
T + X9 + 2x4 = b ,
T2 + Z3 + Ty =

cuja matriz aumentada é equivalente por linhas a matriz

1 0 0 1=
01 0 1%
00 1 09t

2

Portanto, V;, V5, Vs e V; geram o R3.
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Exemplo 5.24. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

1 1 0 2
A= -2 -2 1 =5
1 1 -1 3

Ja vimos que o conjunto solu¢do de um sistema homogéneo é um subespaco. Vamos encontrar um
conjunto de vetores que gere este subespaco. Escalonando a matriz aumentada do sistema acima,
obtemos a matriz escalonada reduzida

110 2
001 —1:
000 O

o O O

E assim a solucao geral do sistema pode ser escrita como
£E1:—O4—26, Ty = @, $3:67 $4:6
para todos os valores de a, 3 € R, ou seja, o conjunto solucdo do sistema AX =0 é

W= {(1’1,.1'2,1‘3,1’4) = (—Oé - 267a7676) | Ck,ﬁ € R} :

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma soma de vetores de W, sendo que
cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

(—Oé - 2ﬁa a76)6) = (—OZ,OK,0,0> + (_25707575) = (1(—1,1,0,0) +ﬁ<_2707171)

Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores X; = (—1,1,0,0)
e Xo = (—2,0,1,1) pertencentes a W (X; é obtido fazendo-se & = 1 e f = 0 e X», fazendo-se
a=0e (=1). Portanto, X; = (—1,1,0,0) e Xo = (—2,0,1,1) geram W que é um subespaco
do R%.
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Figura 5.21: Os subespacos W,V e VN'W do Exemplo 5.25

Exemplo 5.25. Sejam W o subespaco gerado por V; = (—1,1,0) e V5 = (—1,0,1), W = [V, V3],
e V o subespago gerado por V3 = (1,0,—4) e V, = (0,1, -2), V = [V3,Vy]. O conjunto W é um
plano que passa pela origem, paralelo aos vetores V; e V5 e V é um plano que passa pela origem
paralelo aos vetores V3 e V. Assim, o plano W tem vetor normal N; = V; x V5 = (1,1,1) e o plano
V tem vetor normal Ny = V3 x Vj = (—4,2,—1). A intersecdo W NV € a reta cujo vetor diretor é
V = Ny x Ny = (—1,3,—2) (Exemplo 4.5 na pagina 158) e que passa pela origem. Assim, a reta
que é a interse¢do, VN W, tem equagdo (x,y,z) = t(—1,3,—2), para todo ¢t € R, que é também
um subespaco. Isto ndo acontece com a unido, VU W (verifique!).

Alternativamente, podemos encontrar a intersecdo de V e W da seguinte forma. Devemos
encontrar os vetores que sao combinagdes lineares de V; e V5 que sdo também combinacdes lineares
de V3 e V4, ou seja, devemos encontrar vetores V' que satisfazem as duas equacgdes:

Vo= aVi+yVs (5.14)
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V o= 2V34+wV, (5.15)
Para isso, podemos resolver a equacao
$V1+?JV2:ZV3+UJV47 ou

aVi +yVa + 2(=V3) + w(=Vy) = 0.

Esta equacdo é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

-1 -1 -1 0
A= 1 0 0 -1
o 1 4 2

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada [A| 0] é

100 —1:0
010 2/30
00 1 1/30
Assim, a solu¢do do sistema linear é w = ¢,z = —t/3,y = —2t/3 e x = {, para todo t € R.

Substituindo-se = e y em (5.14), obtemos que a interse¢do V N'W é formada por vetores da forma
2t 2
V=tV — 51/2 =t(V; — §V2) =t(—-1/3,1,—2/3)
ou substituindo-se z e w em (5.15),

t 1
vV — —§V3 1V, = t(_gvg + Vi) =t(—-1/3,1,—2/3).
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5.2.1.

5.2.2.

5.2.3.

5.2.4.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 333)

Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles s3o subespacos de R3?
(a) (x,y,2); em que z = 3 (e) (z,y,2), em que x = z = 0;
(b) (z,y,2) (f) (z,y,2)
(c) (z,v,2), em que z > 0; (g) (z,y,2), em que y = 2z + 1;
(d) (z,y,2) (h) (z,y,2)

Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles s3o subespacos de R*?

, em que 2 = x + v, , em que T = —z;

,emque z=0e zy > 0; , em que 22 = 22 + 9%

x,y,z,w), em que T —y = 2;

T,Y,z,w),emque z =x =2yew =21z — 3y,

(
( )
(x,y,z,w), em que x =y = 0;
( )

T,y,z,w),emquex =0ey = —w;

Quais dos seguintes conjuntos de vetores geram o R3?

(a
(b
(c
(d

(1,0,0), (0,1,0) (1,1,1)};
(1,2,1),(1,1,-1),(2,3 O)}

(6 4 2)?( ’O)’< ) (5’67 _3)};
(1,1,0), (1, 1),(0 0, 1)}

~— ~— ~— ~—
st et W anten Wl g

Encontre um conjunto de vetores que gera o espaco solucdo do sistema homogéneo AX = 0,
em que
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010 112 —1
2 3 1] ; (b)) A=| 2 3 6 —2
131 -2 12 2

(a) A=

[ NSRS

5.2.5. Considere os seguintes subespacos de R3:
V= [(_1’ 2, 3)7 (17 374)] e W= [(17 2, _1)7 (07 1, 1)]

Encontre a equa¢do paramétrica da reta V.N'W. A notacdo [V;, V3] significa o subespaco
gerado por V; e V5, ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares de V; e V5.

Exercicios Teoricos

5.2.6. Sejam V e W vetores do R™. Mostre que o conjunto dos vetores da forma oV + W é um
subespaco do R".

5.2.7. Mostre que se uma reta em R? ou em R3 n3o passa pela origem, ent3o ela n3o é um subespaco.
(Sugestdo: se ela fosse um subespago, entdo ...)
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5.2.8.

5.2.9.

5.2.10.

5.2.11.

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Mostre que o conjunto dos vetores B
para os quais o sistema A X = B tem solu¢ao é um subespaco de R™. Ou seja, mostre que
o conjunto

IZ(A)={B € R"|B = AX,para algum X € R"}

€ um subespac¢o de R™.
Sejam Vi, V, e V3 vetores do R", tais que {Vj,V5} é linearmente independente. Mostre
que se V3 ndo pertence ao subespaco gerado por {Vi,V5}, entdo {V;, V3, V3} € linearmente

independente. (Sugestdo: Considere a equagdo x;V; + x9Vs + 23V3 = 0. Se x3 = 0, entdo
T1 = T = O)

Sejam Vi, ..., Vii1 vetores do R”, tais que {V1,...,Vi} é linearmente independente. Mostre
que se Vi1 ndo pertence ao subespago gerado por {Vi,...,Vi}, entdo {Vi,..., Viy1} €
linearmente independente. (Sugestdo: Considere a equagdo z1Vi + ... + 31 Vipr = O.
Separe em dois casos: xxy1 = 0 e 21 #0.)

Sejam W; e W, dois subespacos.

(a) Mostre que Wy N'W, é um subespaco.
(b) Mostre que Wy U W, é um subespaco se, e somente se, W; C W, ou Wy C Wy,

(c) Definimos a soma dos subespagos W, e W, por
W1+W2:{V1+V2|V1€W1eV2€W2}.

Mostre que W; + W5 é um subespaco que contém W; e W.
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5.3 Base e Dimensao

J4 vimos que um conjunto S = {V4,...,Vi} gera um subespaco W, se qualquer elemento de W
pode ser escrito como combinac¢3do linear dos vetores de S. Vimos também que se .S é um conjunto
linearmente dependente, entdo um dos vetores de S pode ser escrito como combinacdo linear dos
outros vetores de S. Portanto, se S é um conjunto linearmente dependente, entdo podemos tirar
um ou mais vetores do conjunto .S até que os que restarem sejam linearmente independentes. Este
conjunto é um conjunto minimo de vetores que gera o subespaco W e chamamos de base de W.

5.3.1 Base de Subespacos

Definicao 5.7. Dizemos que um subconjunto {V;,...,V;} de um subespaco W é uma base de
W, se

(@) {Vi,...,Vi} geraWe
(b) {Vi,...,Vi} éLL

Exemplo 5.26. Um vetor qualquer do R" é da forma V = (ay,...,a,) e pode ser escrito como
uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas de um
parametro, obtendo

V=(a,...,an) = (a1,0,...,0)+(0,a2,0,...,0)+...4+(0,...,0,a,)
= a1(1,0,...,0) +as(0,1,0,...,0) + ...+ an(0,...,0,1).
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Assim, os vetores F; = (1,0,...,0), Ey = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) geram o R".
Vimos no Exemplo 5.10 na pagina 196 que F,, F», ... E, sdo L.I._’Esses vetores formam a chamada
base candnica de R". No caso do R?, F, =1, Fy = j e B3 = k.

Exemplo 5.27. Seja V = {(a, 3,a + 3) |, 3 € R} um subespaco do R3. Qualquer elemento V'
de V pode ser escrito como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada parametro e cada
vetor depende apenas de um pardmetro, obtendo

V=(o,0,a+ ) =(a,0,a) + (0,5,8) = a(1,0,1) + 5(0,1,1).

Logo V4 = (1,0,1) e Vo = (0,1,1) geram V. Além disso, eles sdo L.I. pois um n3o é miiltiplo
escalar do outro. Portanto, {V/,V5} é uma base de V.

Exemplo 5.28. Seja W = {(z,y,2) = t(a,b,c) | t € R} uma reta que passa pela origem. Como o
vetor diretor V' = (a, b, ¢) é ndo nulo e gera todos os pontos da reta, entdo {V'} é uma base de W.

Exemplo 5.29. Seja W = {(z,y,2) € R? | az + by + cz = 0} um plano que passa pela origem.
Vamos supor que a # 0. Um ponto (x,y, z) satisfaz a equagdo ax + by + cz = 0 se, e somente se,

1
z=a,y=0p,x = ——(ca+bf), paratodos a,f € R.
a

Assim, o plano W pode ser descrito como W = {(—Ea — %ﬁ, B,a) | a, € R}. Assim, todo vetor
a

de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um para cada parametro, obtendo

b
(_ga - %57670[) = Oé(_g,o, 1) + B(_a’ 170)
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Assim, todo vetor de W pode ser escrito como uma combinagdo linear dos vetores V; = (—£,0,1)
e Vh = (—g, 1,0) pertencentes a W (V] é obtido fazendo-se « = 1 e =0 e V5, fazendo-se a = 0
e 3 =1). Portanto, V1 = (=£,0,1) e V5 = (—2,1,0) geram o plano W. Como V; e V5 sdo L.I,,
pois um n3o é mdltiplo escalar do outro, entdo {V7,V5} é uma base do plano W. Deixamos como
exercicio para o leitor encontrar uma base de W para o caso em que b # 0 e também para o caso
em que ¢ # 0.

Exemplo 5.30. Vamos determinar uma base para o espaco solucdo do sistema homogéneo

200 + 229 — x3 + x4 = 0
—x1 — Ty 4+ 223 + x4 = 0
x|, + To — 21’3 — Ty = 0

A matriz aumentada deste sistema é

2 2 -1 1:0
-1 -1 2 10
1 1 -2 —1:0

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss-Jordan, transformamos a matriz aumentada na sua
forma reduzida escalonada, obtendo

1 10 1:0
00110
0000:0
Portanto, o sistema dado € equivalente ao seguinte sistema:

Ty + X9 +l’4:0
r3 + xy = 0
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cuja solugdo é dada por (x1,z9, x3,24) = (—a — (3, , —3, 3), para todos os niimeros « e 3 reais.
Assim, o espaco solucdo do sistema é

V:{(—a—ﬂ,a,—ﬁ,ﬂ)]a,ﬁeR}.

Agora, vamos determinar uma base para este subespaco. Qualquer vetor V' de V pode ser escrito
como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas de
um parametro, obtendo

(_a - 67 «, _ﬁa ﬁ) - (—Oé, a, Oa O) + (_ﬁa 07 _ﬁa ﬁ)
=a(-1,1,0,0) + B(—1,0,—1,1)
Assim, todo vetor de V pode ser escrito como combinac¢3o linear dos vetores V; = (—1,1,0,0) e
Vo = (—1,0,—1,1) pertencentes a V (V7 é obtido fazendo-se « = 1 e 3 = 0 e V5, fazendo-se a = 0
e # =1). Portanto, V; = (—1,1,0,0) e V5 = (—1,0,—1,1) geram V. Além disso, eles sdo L.I.,
pois se
a(—=1,1,0,0) + 3(-1,0,-1,1) = (—a — §,a,—f, 3) = (0,0,0,0),

entdo @ = 0 e 3 = 0. Portanto, V; e V5, formam uma base de V.

Exemplo 5.31. Seja V= {(a+c,b+c,a+b+2c)|a,b,c € R} um subespaco de R3. Qualquer
elemento V' de V pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro
e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

V=(a+c¢bt+ca+b+2c) = (a,0,a)+(0,b,0)+ (c,c,2c)
= a(1,0,1) +5(0,1,1) + ¢(1,1,2).
Logo, definindo V; = (1,0,1), Vo = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), entdo {V;, V5, V3} gera V. Para
sabermos se {V1, V5, V3} é base de V, precisamos verificar se V;, V, e V3 sdo L.I. Para isto temos

que saber se a equacdo vetorial
aVi+yVa+2V3=0 (5.16)
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sé possui a soluc3o trivial, ou equivalentemente, se o sistema A X = 0 sé possui a solucdo trivial,
onde A = [V V; V3]. Escalonando a matriz [ A|0], obtemos

o O =
S = O
o O O

3
1
0

A solugdo de (5.16) é dada por x = —a,y = o e z = «, para todo a € R. Substiuindo-se esta
solugdo em (5.16) obtemos

—aVi+aVa+aly =0

Tomando-se @ = 1 e somando-se V; — V5 obtemos V3 = V5 + V;. Assim o vetor V3 pode ser
descartado na geracdo de V, pois ele é combinacdo linear dos outros dois. Logo, apenas Vi e V5
sdo suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V] e V5 sdo tais que um n3o é mdltiplo
escalar do outro, entdo eles sdo L.I. e portanto {V3,V,} é uma base de V.

Teorema 5.6. Seja {Vi,...,V,,} uma base de um subespaco W. Entdo, um conjunto com mais
de m vetores em W € L.D.

Demonstracao. Seja {Wy,...,W,} um subconjunto de W, com p > m. Vamos mostrar que
{Wh,...,W,} é L.D. Considere a combinagio linear nula de Wy,..., W,

ZL'1W1+112W2—|——|-[L'pr :(_) (517)
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Como {V4,...,V,,} é uma base, qualquer elemento do subespaco pode ser escrito como combinagdo
linear de V4, ..., V,,. Em particular,
VVj:alel—l—agj\/'g—f—...—kamij:Zaiﬂ/}, parajzl,...,p. (518)
i=1
Assim, substituindo (5.18) em (5.17) e agrupando os termos que contém V;, para i = 1,...,m,
obtemos
(@@ + ...+ aprp)Vi + oo+ (a1 + - o+ Q) Vi = 0. (5.19)
Como {Vi,...,V,,} ébase, Vi,...,V,, sdo L.l. e portanto os escalares na equa¢do (5.19) sdo iguais
a zero. Isto leva ao sistema linear
AX =0,
onde A = (@ij)mxp. Mas, este é um sistema homogéneo que tem mais incégnitas do que equagdes,
portanto possui solugdo ndo trivial, (Teorema 1.6 na pagina 39), como queriamos provar. O
Corolario 5.7. Se {V1,...,V,,} e {Wy,...,W,} sdo bases de um mesmo subespaco W, entdo
m = p.
Demonstracdo. Suponha por contradi¢do que p > m. Pelo Teorema 5.6, segue que {3, ..., W,}
é L.D., o que é impossivel. O caso p < m pode ser tratado de forma analoga. O
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5.3.2 Dimensao de Subespacos

Do coroldrio anterior segue que um subespaco vetorial W pode ter bases diferentes, mas todas pos-
suem o mesmo numero de elementos. Este niimero de elementos é uma caracteristica do subespaco
W e é chamado de dimensao de W.

Definicao 5.8. A dimensao de um subespaco W é o nimero de vetores de uma de suas bases.
A dimens3o do subespaco {0} ¢é igual a zero. A dimens3o de um subespaco W é denotada por
dim(W).

Exemplo 5.32. A dimens3do do R™ é n, pois como foi mostrado no Exemplo 5.26 na péagina 220,
E,=(1,0,...,0), B2 =(0,1,0,...,0), ..., E, =(0,...,0,1) formam uma base do R".

Exemplo 5.33. A dimens3o do subespaco V = {(a, 3,a + 3) | o, 3 € R} do R? é 2, pois como
foi mostrado no Exemplo 5.27 na pagina 221, {V; = (1,0,1),V, = (0,1,1)} é uma base para V.

Exemplo 5.34. A dimensdo do subespago V = {(a + ¢,b+ c,a+ b+ 2¢) | a,b,c € R} é 2 pois
como foi mostrado no Exemplo 5.31, {V; = (1,0,1), V5 = (0,1,1)} é uma base para V.

Exemplo 5.35. Pelo Exemplo 5.28 na pagina 221 uma reta que passa pela origem tem dimensao
1 e pelo Exemplo 5.29 na pédgina 221 um plano que passa pela origem tem dimensao 2.
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Teorema 5.8. Seja W um subespaco de dimensaom > 0. Se Vi, ..., V,, € W s3o L.I., entdo eles
geram o subespaco W e portanto formam uma base de W.

Demonstracao. Sejam V7, ..., V,, vetores L.l. e seja V um vetor qualquer do subespaco W. Vamos
mostrar que V' é combinac3o linear de Vi, ..., V,,. Considere a equacdo vetorial

Pelo Teorema 5.6, V4, ..., V,,,V sdo L.D., pois s3o m-+1 vetores em um subespaco de dimensao m.
Ent3o a equagdo (5.20) admite solugdo n3o trivial, ou seja, pelo menos um z; # 0. Mas, 2,41 # 0,
pois caso contrério, Vi,...,V,, seriam L.D. Entdo, multiplicando-se a equagdo (5.20) por 1/x,11
e subtraindo (z1/zpm1)Vi + (22/Tme1)Va+ ... + (T /T i) Vin, obtemos

V:—< 1 )m-...-(xm )vm.
Tm+1 Tm+1

Dos resultados anteriores, vemos que se a dimensdo de um subespaco, W, é m > 0, entao basta
conseguirmos m vetores L.I. em W, que teremos uma base (Teorema 5.8) e ndo podemos conseguir
mais que m vetores L.I. (Teorema 5.6).

0

Exemplo 5.36. Do Teorema 5.8 segue que n vetores L.I. do R™ formam uma base de R". Por
exemplo, 3 vetores L.I. do R? formam uma base de R3.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 334)
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5.3.1.

5.3.2.

5.3.3.

5.3.4.

5.3.5.

Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base para o R3?

(a) {(1,0,0),(O,l,O),(l,l,l)};
(b) {(17_170)7(37_172)};
(C) {(07071)7<_17171)7<17170)};

Encontre as dimensdes dos seguintes subespacos do R?:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c), onde b = q;
(b) Todos os vetores da forma (a, b, ), onde a = 0;

(c) Todos os vetores da forma (a — b, b+ ¢,2a — b+ c¢).
Encontre as dimensdes dos seguintes subespacos do R*:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde d = a + b;
(b) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde c=a—bed=a+0b;

(c) Todos os vetores da forma (a + ¢,a — b, b+ ¢, —a + b).

Determine os valores de a para os quais {(a?,0,1),(0,a,2),(1,0,1)} é

uma base do R3.

Encontre os valores de \ tais que o sistema homogéneo (A — A\I,,)X = 0 tem solu¢do n3o

trivial e para estes valores de \, encontre uma base para o espaco solu
A dadas:

cao, para as matrizes

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear
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[0 0 1 [ 1 1 -2
() A=|1 0 -3 () A=|-1 2 1
01 3 01 -1
[2 2 3 4 1 2 3 4
0 2 3 2 0 -1 3 2
(b)A_OOll' (d)A_0033
(000 1 (0 0 0 2
5.3.6. Sejam V; =(2,1,3), Vo = (3,—1,4) e V3 = (2,6,4).
(a) Mostre que Vi, V5 e V3 sdo L.D.
(b) Mostre que V7 e V; sdo L.I.
(c) Qual a dimens&o do subespago gerado por Vi, V, e V3, [V4, Vo, V3.
(d) D& uma interpretagdo geométrica para o subespago [V7, Vs, V3].
5.3.7. Dados V; = (1,1,1) e V5 = (3, —1,4):
(a) Os vetores V; e V, geram o R3? Justifique.
(b) Seja V3 um terceiro vetor do R?. Quais as condicdes sobre V3, para que {V7, V3, V3} seja
uma base de R3?
(c) Encontre um vetor V3 que complete junto com V; e V5 uma base do R3.
5.3.8. Seja W o plano = + 2y + 42 = 0. Obtenha uma base {V;, V5, V3} de R3 tal que V; e V,

pertencam a W.

Exercicios usando o MATLAB
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5.3.9.

5.3.10.

5.3.11.

5.3.12.

5.3.13.

5.3.14.

(a) Defina os vetores V1=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor
V=randi(3,1). Verifique se V é combinacdo linear de V1, V2 e V3.

(b) Defina M=randi(3,5). Verifique se os vetores definidos pelas colunas de M sdo combi-
nacao linear de V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

(c) Verifique se V1, V2 e V3 sdo linearmente independentes. Se eles forem linearmente
dependentes, escreva um deles como combinacdo linear dos outros e verifique o resultado.

Defina A=randi (3,2)*randi(2,5,2). Verifique se as colunas de A s3o linearmente indepen-
dentes. Se elas forem linearmente dependentes, escreva trés das colunas de A como combi-
nacao linear das outras duas.

Defina a matriz A=randi (4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespa¢o gerado pelas colunas
de A. Extraia das colunas de A uma base para este subespaco.

Defina a matriz A=randi (4,2). Verifique que as colunas de A sdo L.I. Considere o conjunto
formado pelas colunas de A. Complete este conjunto até obter uma base do R*.

(a) Defina a matriz A=randi(4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas
colunas de A. Obtenha uma base para este subespaco, cujo primeiro vetor é a soma das
duas primeiras colunas de A.

(b) Defina a matriz B=A*randi(5,2). Sejam V1, V2 as colunas de B, complete a uma base
do subespaco gerado pelas colunas de A.

Exercicios Teoricos

Se Vi, Vs, e V3 sdo vetores do R* e W é o subespaco gerado por Vi, V5 e Vi, entdo dimensdo
de W ¢é igual a 37
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5.3.15. Suponha que {X;, X5,..., X,,} é uma base do R™. Mostre que se A é uma matriz n X n ndo
singular, entdo {AX;, AX,,..., AX, } também é uma base de R". E se A for singular?

5.3.16. Mostre que se V e W sio subespacos do R? de dimens3o 2, entdo VNW = {0}. O mesmo seria
verdade se estes fossem subespacos do R*? (Sugestdo: x1V) + 2o = 1 Wi + 9. Wo € VW
se, e somente se, T, V) + 22Vo — 1y W — 1o = 0.)

5.3.17. Mostre que em um subespaco de dimens3do m, um conjunto de vetores L.I. tem no maximo
m vetores.
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5.4 Produto Escalar em R-n

5.4.1 Produto Interno

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacao de vetores por escalar para o R™. Podemos
estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.

Definicao 5.9. (a) Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (z1,...,x,)
eY = (y1,...,yn) €R" por

X'Y:$1y1+x2y2+-~+xnyn:inyi-
=1

(b) Definimos a norma de um vetor X = (z1,...,2,) € R™ por

T
Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores X = : e
Tn
Y1
Y = : pode ser escrito em termos do produto de matrizes como X - Y = X'V,
Yn

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



5.4 Produto Escalar em R-n 233

Exemplo 5.37. Sejam V = (1,-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1) vetores do R®>. O produto
escalar entre V e W é dado por

V- = (1)) + (=2)3) + (4)(=1) + 3)(=2) + (5)(1) = —6.

As normas de V' e W s3o dadas por

V]| = V12 + (=2)2 + 42 + 32 + 52 = /55,

W] = /52 + 32+ (—1)2 + (—2)2 + 12 = V/40.

S3o validas as seguintes propriedades para o produto escalar e a norma de vetores do R".

Proposicao 5.9. Se X,Y e Z sdo vetores de R" e o € um escalar, entdo
(a) ( X+Y)- Z=X-Z+Y - -Z;
(b) (aX) Y =a(X -Y)=X-(aY),
(c) X Y=Y X;
(d) X - X =||X|]*>>0e]||X]|| =0 se, e somente se, X =0,
(e) | X Y| <||X||||]Y|| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);
(f) |IX + Y| <||X|| +1||Y]|| (Desigualdade Triangular).
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Demonstracao. Sejam XY, Z € R" e a € R. Usando o fato de que se os vetores sdo escritos
como matrizes colunas, entdo o produto escalar pode ser escrito como o produto de matrizes,
X -Y = X'Y, e as propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pégina 7), temos que

Q) X - Y4+2)=X(Y+2)=XY+X'Z=X-Y+X-Z,

(b) a(X -Y) = a(XY) = (XY = (aX)'Y = (aX) - Y; a outra igualdade é inteiramente
analoga;

() X YV =XY =(XY)=Y'X =YX, pois X'Y é uma matriz 1 x 1 que é igual a sua
transposta.

(d) X - X é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a zero e é zero se, e
somente se, todas as parcelas sdo iguais a zero.

(e) A norma de A\X +Y é maior ou igual a zero, para qualquer A real. Assim,
0<S|PX+Y|P=0AX+Y) - AX +Y) = ([ X|P)A + 2X - V)X + [|Y]]%,

para qualquer A real. Logo, o discriminante deste trinOmio tem que ser menor ou igual a zero.
Ou seja, 4(X - Y)? — 4[| X[]*[[Y|]* < 0. Logo, X - Y < [[X[[|[Y]].

(f) Pelo item anterior temos que

IX+Y[P = (X+Y)-(X+Y)=||X|?+2X Y +]|[Y]|]
< [IXIP+21X Y +[Y]P
< [IXP -+ 21X Y]+ (Y]
< (IXI+ Y1)
Tomando a raiz quadrada, segue o resultado. O
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Podemos, agora, estender o conceito de dngulo entre vetores para vetores do R™. Definimos o
angulo entre dois vetores nao nulos X = (z1,...,z,)eY = (yi1,...,y,) como sendo o niimero
real 6 entre 0 e 7 tal que

XY
XYY
Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que o angulo 6 esta bem definido, ou seja, que existe
um tal ndmero real 6 e é tnico (verifique!).

cosf =

Dizemos que dois vetores X e Y s3o ortogonais se X - Y = (. As propriedades do produto
escalar permitem introduzir o conceito de bases ortogonais no R". Antes temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.10. Se Vi, ..., V} sdo vetores nao nulos de R" ortogonais, isto é V;-V; = 0, para
1# 7, entdo Vy,..., Vi sdo L.I.

Demonstracao. Considere a equacdo vetorial

o Vi+ .. 2.V =0. (5.21)
Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (5.21) com V;, i = 1,...,k e aplicando as
propriedades do produto escalar, obtemos
o (Vi-Vi)+ .o +x(Vi- Vi) + .o+ x (Vi - V) =0. (5.22)
Mas, V; - V; =0, se i # j. Assim, de (5.22) obtemos que
zil|[Vil[* = 0.
Mas, como V; # 0, entdo ||Vi|| #0 e z; =0, parai =1... k. O
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5.4.2 Bases Ortonormais

Definicao 5.10. Seja {Vi,...,V,,} uma base de um subespa¢o vetorial.

a) Dizemos que {V4,...,V,,} é uma base ortogonal, se V; - V; = 0, para i # j, ou seja , se
quaisquer dois vetores da base sdao ortogonais;

b) Dizemos que {Vi,...,V,,} é uma base ortonormal, se além de ser uma base ortogonal,
||Vi]| = 1, ou seja, o vetor V; é unitario, parai=1,...m.
Exemplo 5.38. A base candnica do R", que é formada pelos vetores F; = (1,0,...,0), Fy =

(0,1,0,...,0), ..., B, = (0,...,0,1) é uma base ortonormal do R™.

Vamos mostrar mais adiante que a partir de uma base qualquer de um subespaco do R", podemos
encontrar uma base deste subespaco que seja ortonormal. Para isto é fundamental a projecao
ortogonal de um vetor V' sobre um vetor nao nulo W, que definimos por

V.-w
projyV = <—) :
v W2

Observe que a projecdo ortogonal de um vetor V' sobre um vetor n3o nulo W é um miiltiplo
escalar do vetor . Além disso temos o seguinte resultado.
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Proposicao 5.11. Seja W € R™ um vetor ndo nulo. Entdo, V — projy,V é ortogonal a W, para
qualquer vetor V € R".

Demonstracao. Precisamos calcular o produto escalar de W com V' — projy, V:

V-w
Portanto, V' — projy, V' é ortogonal a 1. U
V. —projw V... Koo i
EV \4 V —projy V
projy V. W ) projy V' W

Figura 5.22: Projecao ortogonal do vetor V' sobre o vetor W

O préximo resultado é uma generalizacdo da Proposicdo 5.11.
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V—proleVjpfdj“/“,AQV' eV

Figura 5.23: V —projy, V —projy,V € ortogonal a W, e a W5

Proposicao 5.12. Sejam Wy, W5, ..., W) vetores ndo nulos do R", ortogonais entre si, entio para
qualquer vetor V., V. — projy, V — ... — projy, V' € ortogonal a W;, parai=1,... k.
Demonstracao. Vamos calcular o produto interno de V' — projy,V — ... — projy, V' com W,

para j =1,...,n.

~ . V-Wk> (ij)
V- rojy, V| W, =V -W, — = | W - W, =V - W, — | ——= | W, -W,; =0,
( 20 JWk) = v =3 (e wiews = v (e v w
pois Wy - W; =0, se j # k. O

Vamos mostrar a seguir, que a partir de uma base qualquer de um subespagco podemos encontrar
uma base ortonormal com a propriedade de que o primeiro vetor da nova base seja paralelo ao
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primeiro vetor da base anterior. Nas Figuras 5.24 e 5.25 vemos como isto é possivel no caso em que
o subespaco é o R?, ja que o R? é subespaco dele mesmo.

Teorema 5.13. Seja {V1,...,V,,} uma base de um subespaco W do R™. Entdo, existe uma base
1

{U1,...,Un} de W que € ortonormal e tal que U, = (W) V1.
1

Demonstracao. Usaremos o chamado processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para
construir uma base ortogonal. Depois “dividiremos” cada vetor da base encontrada pela sua norma,
de forma a obtermos vetores de norma igual a um e ortogonais.

(a) Sejam
Wl - ‘/17
WQ - ‘/2 - Projwlv2 )
Wi = V3 —projy, Vz — projy, Vs,
w,, = V,— projwlvm — projW2Vm .= prOijilvm.

Pela Proposicdo 5.11, segue que W, é ortogonal a W, e W, # 0, pois V; e V5 sdo L.I. Assim,
W1 e Wy formam uma base ortogonal do subespaco gerado por Vi e V5. Agora, supondo
que Wy, ..., W,,_1 seja uma base ortogonal do subespaco gerado por Vi,...,V,,_1, segue
da Proposicio 5.12, que W,, é ortogonal a Wy,...,W,,_1. W,, # 0, pois caso contrario,
Vin pertenceria ao subespaco [Wy,..., Wy, 1] = [V4,...,Vin_1]. Como Wiy,... W, sdo
ortogonais nao nulos, pela Proposicao 5.10 na pdagina 235, eles sao L.I. e portanto formam
uma base do subespaco W.
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(b) Sejam, agora

1 1 1
[[WA]| ’ |[W2]] ’ RN |1 1
Assim, {Uy,...,Uy,} é uma base ortonormal para o subespago W.
O
W3 =
Vs —proju,Va
| —proiw,Vs
1% ' V3
% 3
Wy =
Wi=W Vo —projy, Va2 Wa -
projw V2 & VQ prOjW1V3‘ prOJW2 8
projyy, V3 +projy, Vs
Figura 5.24: W, = Vi e Wy = V5 — Figura 5.25: W3 = V3 — projy, Vs —
Projy, Vo Projyy, Vs

Exemplo 5.39. Seja W = R?. Considere a base formada pelos vetores V; = (1,1,1), V5 = (0,0,1)
e V3 = (1,0,0). Vamos encontrar uma base ortonormal para V cujo primeiro vetor seja mdltiplo
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escalar de V;. Sejam

W, = Vi=(,1,1)

. Vo - W 1 1
[/LQ 2 prOle 2 2 (HVVIHQ) 1 ( ) ) 3( ) ) ( 37 3 )

W3 = V3 —projy, Vs — projy, Vs

(G ()

Wil Wl
— 0.0 - 501D - 552 = (G —5.0)
Como [[W[| = V3, [[1all = /273, [[W3]] = 1/V2, temos que
= () = 5D
v = () W= g D)
v = () V= 0550

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 341)
5.4.1. Sejam X = (1,1,—2) e Y = (a, —1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais?

5.4.2. Sejam X = (1//2,0,1/v/2) e Y = (a,1/+/2,—b). Para quais valores de a e b, o conjunto
{X,Y} é ortonormal?
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5.4.3. Use o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para
o subespaco de R* que tem como base {(1,1,—1,0),(0,2,0,1),(=1,0,0,1)}.

5.4.4. Use o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt para transformar a base do R?
{(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)} em uma base ortonormal do R3.

5.4.5. Encontre uma base ortonormal para o subespaco de R? que consiste de todos os vetores
(a,b,c) taisque a +b+c¢=0.

5.4.6. Encontre uma base ortonormal para o subespaco do R* que consiste de todos os vetores
(a,b,c,d) taisque a —b—2c+d = 0.

5.4.7. Encontre uma base ortonormal para o espa¢o solu¢cdo do sistema homogéneo

r + vy — 2z =0
2 + y + 2z = 0.

5.4.8. Considere as retas (z,y, z) = t(1,2,—-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4, —6) em R3. Encontre
a equacao geral do plano que contem estas duas retas e ache uma base ortonormal para este
plano. Complete esta base a uma base ortonormal de R?.

5.4.9. Ache as equacdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam /3 do ponto
(1,1,1). Estes planos sdo subespacos de R®? Caso afirmativo, encontre uma base para eles.

Exercicios Teoricos

5.4.10. Mostre que para todo vetor V € R" e todo escalar «,

aV| = lal[[V]].

5.4.11. Mostre que se V' é ortogonal a W, entdo V é ortogonal a aWW, para para todo escalar a.
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5.4.12. Mostre que se V' é ortogonal a W7, ..., W}, entdo V é ortogonal a qualquer combinac3o linear
de Wy, ..., Wy,

5.4.13. Sejam X, Y e Z vetores do R". Prove quese X -Y = X -7, entdo Y — Z é ortogonal a X.

5.4.14. Mostre que se W7, ..., W)}, sdo vetores n3o nulos ortogonais entresie X = ayWi+...+a, Wy,
entdo X = projy, X + ... + projy, X.

5.4.15. Sejam Vi, ..., V) vetores linearmente dependentes. Mostre que, aplicando-se o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores Vi, ..., V), se obtem um vetor W; que é nulo,
para algum ¢ = 1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [V4,..., V4] =
(Wi, ..., W;_1] e use o exercicio anterior.)

5.4.16. Seja S = {W,...,W,} uma base ortonormal do R"™. Mostre que um vetor qualquer V' do
R"™ pode ser escrito como V = a1 Wi + asWy + ... + a,W,,, em que o; = V - W;, para
1=1,...,n.

5.4.17. Mostre que o conjunto de todos os vetores do R™ ortogonais a um dado vetor V' = (aq, . .., a,),

W={X=(z1,...,2,) €eR"| X-V =0} é um subespago do R".

5.4.18. Demonstre que, se V e W s3o vetores quaisquer do R"™, entdo:

(@) V- W = 1[||[V 4+ W||> = ||V — W||?] (identidade polar);
(b)) |V +WI|2+ ||V =WI]*=2(||V]]* + ||W]|?) (lei do paralelogramo).

(Sugestdo:  desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
VWP =V+W)- (V+W)el|V-W[?=(V-W)-(V-W)
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5.4.19.

5.4.20.

Seja {Uy,...,U,} uma base ortonormal de R". Se A =[U; ... U, | é uma matrizn x n
cujas colunas s3o os vetores Uy, ..., U,, entdo A é invertivel e A~! = A’ (Sugest3o: mostre
que A'A=1,.)

Mostre que o angulo entre dois vetores ndo nulos X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,Yyn) de

R", que é definido como sendo o nimero real 6 entre 0 e 7 tal que

XY
XTI

cosf =

estd bem definido, ou seja, que existe um tal nimero real 6 e é Unico. (Sugestdo: mostre,

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que
<Y )
XY T
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Teste do Capitulo

1. Sejam S; e S5 subconjuntos finitos de um espaco vetorial V tais que S; seja um subconjunto
de Sy (51 # S2). Se S é linearmente dependente, entdo:

(a) S; pode ser linearmente dependente? Em caso afirmativo dé um exemplo.

(b) S; pode ser linearmente independente? Em caso afirmativo dé um exemplo.

2. Considere o seguinte subconjunto do R?
W={(a—c,a+bb+c)|ab,cecR}

(a) W é um subespago? Justifique.

(b) Em caso afirmativo, determine a dimensdo de W.

[

).

(a) Escolha f, de forma que S = {f1, f2} seja base ortonormal do R?. Mostre que S é base.

3. Considere o vetor f; = (%,

(b) Considere V = (1/3,3). Escreva V como combinac3o linear dos elementos de S.
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Capitulo 6

Diagonalizacao

6.1 Diagonalizacao de Matrizes

6.1.1 Motivacao

Vamos considerar o problema de encontrar as funcées que ddo a evolucao das populacdes de duas
espécies, S; e S5, convivendo em um mesmo ecossistema no tempo £ > (0. Vamos denotar as
populagdes das espécies S; e S, em um instante ¢ por z1(t) e xo(t), respectivamente.

Inicialmente vamos supor que a taxa de crescimento da populacdo de uma espécie ndo depende
do que ocorre com a outra espécie e que esta taxa é proporcional a sua populagdo existente (ou
equivalentemente que a taxa de crescimento relativa é constante). Ou seja, vamos supor que

de’l

iy (t) = e

(t) = axi(t)

246



6.1 Diagonalizacdao de Matrizes 247

balt) = 1) = das(t)
dt

em que a,d € R. Temos aqui um sistema de equacdes diferenciais, ou seja, um sistema de equacdes
que envolvem derivadas das fun¢des que sdo incégnitas. Neste caso as duas equagdes sdo desaco-
pladas, isto é, podem ser resolvidas independentemente. A solu¢do do sistema é x1(t) = x1(0)e™ e
T5(t) = 29(0)e®, para t > 0.

Vamos supor, agora, que as duas populacoes interagem de forma que a taxa de crescimento da
populacdo de uma espécie depende de forma linear ndo somente da sua populagdo existente, mas
também da populacdo existente da outra espécie. Ou seja, vamos supor que

ZEl(t) = a$1(t)+bl‘2(t)
$2<t) = C$1<t)+dl'2(t)

Por exemplo, se os individuos de uma espécie competem com os da outra por alimento (a,d > 0 e
b,c < 0), ou os individuos da espécie S; sdo predadores dos da outra (a,b,d > 0 e ¢ < 0). Neste
caso a solucdo de uma equacdo depende da outra. Podemos escrever este sistema na forma de uma
equacao diferencial matricial

X(t) = AX(t), (6.1)
em que X (t) = { (1) } A= [ . d } e X(t) = [ () | Vamos supor que existam matrizes
P e D tais que

A= PDP, (6.2)
A0 o
em que D = [ 0 ) } Substituindo-se (6.2) em (6.1) obtemos
2

X(t) = PDP7'X(¢).
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248 Diagonalizacao

Multiplicando-se 3 esquerda por P!, obtemos
PX(t) = DP'X(t).

Fazendo a mudanca de varidvel Y (1) = P~'X(t), obtemos

Y(t) = DY (1),
que pode ser escrito na forma

n(t) = My(t)
U2(t) = Aayalt)

Estas equacdes estdo desacopladas e tém solucdes dadas por y;(t) = y1(0)eM? e yo(t) = y2(0)e?.
Assim a solugdo da equacdo (6.1) é

X(t) = PY(t) = P { z;ggggij ] _Pp { eglt e;; } Y(0) = P { eglt eﬁ; } P1X(0).

Observe que o que possibilitou a resolucdo do sistema de equacdes foi a hipdtese feita de que a
matriz A pode ser escrita como A = PDP~! em que D é uma matriz diagonal.

Vamos descobrir como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem, tais que
A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P~'AP, com D sendo uma matriz diagonal. Chamamos
diagonalizacao ao processo de encontrar as matrizes P e D.

6.1.2 Matrizes Semelhantes
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6.1 Diagonalizacdao de Matrizes 249

Definicao 6.1. Dizemos que uma matriz B, n x n, é semelhante a uma matriz A, n X n, se
existir uma matriz P nao singular tal que

B=P AP

A relacao de semelhanca satisfaz as seguintes propriedades:

e toda matriz quadrada é semelhante a si mesma;
e se uma matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A e

o se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

Deixamos como exercicio a verificacdo destas propriedades.

Definicao 6.2. Dizemos que uma matriz A, n x n, é diagonalizavel, se ela é semelhante a uma
matriz diagonal. Ou seja, se existem matrizes Q e D tais que A = Q'D(Q, em que D é uma
matriz diagonal.

Exemplo 6.1. Toda matriz diagonal

A0 0
0 A 0
A= .
0 0 M\
é diagonalizavel, pois
A= (I,)AIL,
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250 Diagonalizacao

6.1.3 Autovalores e Autovetores

Se uma matriz A é diagonalizavel, entdo existe uma matriz P tal que
P 'AP =D, (6.3)

em que D é uma matriz diagonal. Multiplicando a esquerda por P ambos os membros da equagao
anterior, obtemos

AP =PD. (6.4)
Sejam
A0 ... 0
0 X ... 0
D: ) ) . eP:[Xl X2 XTL:|7
0 ... 0 X\,

em que X; é a coluna j de P. Observe que a j-ésima coluna de AP é AX; e que a j-ésima coluna
de PD é \;X; (Exercicios 1.1.14 e 1.1.13 na pagina 18). Assim, (6.4) pode ser reescrita como,

[AX) AXs ... AX, [=[MX1 AXe o MX, ]

Logo,

para j = 1,...n. Ou seja, as colunas de P, X, e os elementos da diagonal de D, );, satisfazem a
equacao
AX = )\ X.

Isto motiva a seguinte definigdo.
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Definicao 6.3. Seja A uma matriz n x n. Um nimero real A é chamado autovalor (real) de A,
U1

se existe um vetor ndo nulo V = : de R", tal que
Un

AV = AV (6.5)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (6.5), é chamado de autovetor de A.

AX = AX X X
X AX =AX
AX =AX_-7,

o o
A>1 0<A<l1 A <0
Observe que a equagdo (6.5) pode ser escrita como
AV = \LV
ou )
(A= X,V =0. (6.6)

Como os autovetores s3o vetores ndo nulos, os autovalores s3o os valores de \, para os quais o
sistema (A — AI,,)X = 0 tem solugdo ndo trivial. Mas, este sistema homogéneo tem solu¢do n3o
trivial se, e somente se, det(A — AI,,) = 0 (Teorema 2.15 na pégina 88). Assim temos um método
para encontrar os autovalores e os autovetores de uma matriz A.
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Proposicao 6.1. Seja A uma matrizn X n.

(a) Os autovalores de A sdo as raizes reais do polinémio
p(A\) =det(A — \1,) (6.7)

(b) Para cada autovalor \, os autovetores associados a A sdo os vetores ndo nulos da solucdo do

sistema
(A= X)X = 0. (6.8)

Definicao 6.4. Seja A uma matriz n X n. O polindmio
p(A\) = det(A — A1) (6.9)

é chamado polindmio caracteristico de A.

Assim, para determinarmos os autovalores de uma matriz A precisamos determinar as raizes
reais do seu polindmio caracteristico, que tem a forma p(\) = (=1)"A\"+a, A" 1 +. .. +a A\ +aqg.

Um resultado sobre polinomios que muitas vezes é util, é o que diz que se ag, ai,...,a,_1 Sao
inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo niimeros inteiros e divisores do coeficiente
do termo de grau zero ag. Por exemplo, se p(\) = =A% + 6)? — 11\ + 6, entdo as possiveis raizes
racionais sdo +1, 42, +3 e +6. Substituindo estes valores em p(\), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1 é
uma raiz de p()\). Finalmente, dividindo p(\) por A —1, obtemos que p(A) = (A—1)(—=A?+5\—6).
Como as raizes de —\? + 5\ — 6 s3o 2 e 3, entdo as raizes de p()\), sdo 1,2 e 3.
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Exemplo 6.2. Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz

=[50

Para esta matriz o polinémio caracteristico é

3—X -1

p(A) = det(A — Ay) = det [ 9 9

}:(3_A)(2_)\)_2:)\2—5A+4.

Como os autovalores de A sdo as raizes reais de p(\), temos que os autovalores de A sdo \; =1 e
/\2 =4,

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores \; = 1 e A\y = 4. Para isto
vamos resolver os sistemas (A — M\ 1,)X =0e (A — X\I5)X =0. Como

A—mz{ 2 ‘1},

-2 1
entao
(A—)\llg)X:()
é
2 -1 x| |0
-2 1 y| |0
ou

cuja solucao geral é
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que € o conjunto de todos os autovetores associados a \; = 1 acrescentado o vetor nulo. Agora,

(A - )\QIQ)X — (_)

cuja solucao geral é
VZ = {(—OJ,CY) ’ Q ER}?

que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 4 acrescentado o vetor nulo.

Exemplo 6.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz
2200
A=

S O N

2
0
0

NN O

0
2
2
Para esta matriz o polinbmio caracteristico é
2— A 2 0 0
2 2—X 0 0
0 0 2—\ 2
0 0 2 2—A
2—X 0 0 2
= (2—)\)det 0 2—A 2 —2det | 0 2—X 2
0 2 2—A 0
= 2=N[2=A)?—-4(2-N)]-2]2(2-))*-§]
= 2= 2=V 442N -4 =[2-N* -4

p(A) = det(A— \y) = det
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Portanto os autovalores de A sdo A\ =0 e \y = 4.
Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A\; e \,. Para isto vamos
resolver os sistemas (A — A1 1;)X =0e (A — X2Iy) X =0. Como

(A= MI)X =AX =0

2200 T 0
22 00 y| |0
00 2 2 z ! 10
00 2 2 w 0
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é
1 10 0;0
0011 0
0000 0
0000:0

Assim, a solucio geral do sistema AX =0 é

Vl = {(_5757 —Oé70é) | Oé7ﬁ € R}7
que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 0 acrescentado o vetor nulo. E

(A - )\214)X = (_)

-2 2 0 0 r 0
2 -2 0 0 y| |0
0 0 -2 2 z| |0
0O 0 2 -2 w 0
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A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

1 -1 0 0:0
0 01 —1:0
0 00 0:0
0 00 0:0

Assim a solucdo geral do sistema é

V? = {(avaaﬁaﬁ) | avﬂ € R}v
que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 4 acrescentado o vetor nulo.

Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos os autovetores associados a
ele. Podemos observar que para cada autovalor A, o conjunto dos autovalores associados a ele
acrescentado o vetor nulo é um subespaco, ja que é o conjunto solucdo de um sistema linear
homogéneo (A — AI,)X = 0. Este subespaco recebe o nome de autoespaco associado ao
autovalor \.

Vamos enunciar e demonstrar o resultado principal deste capitulo. Ja vimos que se uma matriz A
é diagonalizdvel, entdo as colunas da matriz P, que faz a diagonalizagdo, s3o autovetores associados
a autovalores, que por sua vez sdo elementos da matriz diagonal D. Como a matriz P é invertivel,
estes autovetores sdo L.I. Vamos mostrar, a seguir, que esta é uma condicao necessaria e suficiente
para que uma matriz seja diagonalizdvel.

Teorema 6.2. Uma matriz A, n X n, € diagonalizavel se, e somente se, ela possui n autovetores
linearmente independentes.
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Demonstracao. Vamos primeiro provar que se A é diagonalizavel, entdo ela possui n autovetores
L.l. Se a matriz A é diagonalizavel, ent3o existe uma matriz P tal que

P'AP =D, (6.10)

em que D é uma matriz diagonal. Multiplicando por P ambos os membros de (6.10), obtemos

AP =PD. (6.11)
Sejam
A0 ... 0
0 X ... 0
D = . . . eP:[Xl X2 Xn},
0 ... 0 X\,

em que X; é a coluna j de P. Assim, a j-ésima coluna de AP é AX, e que a j-ésima coluna de
PD é \;X; (Exercicios 1.1.14 e 1.1.13 na pagina 18). Portanto, de (6.11), temos que

Como a matriz P ¢é invertivel, pela Proposicdo 5.3 na pagina 197, os autovetores X,..., X, sao
L.l
Suponha, agora, que Xi,..., X, sdo n autovetores linearmente independentes associados a
A1, ..., A, respectivamente. Vamos definir as matrizes
A0 ... 0

0 X ... 0
P:[XlXQ,Xn] e D= . i .

0 ... 0 X\,
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Como AX; = \;Xj, para j =1,...,n, entdo

AP =PD. (6.12)
Como Xi,..., X, sdo L.l., a matriz P é invertivel. Assim, multiplicando por P! 4 esquerda em
(6.12) obtemos

D =P AP
Ou seja, A é semelhante a uma matriz diagonal e portanto é diagonalizavel. O

Assim, se uma matriz A é diagonalizdvel e D = P~'AP, ent3o os autovalores de A formam
a diagonal de D e n autovetores linearmente independentes associados aos autovalores formam as
colunas de P.

O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor, autovetores
L.I., entdo ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuarao sendo L.I.

Proposicao 6.3. Seja A uma matriz n x n. Se Vl(l), . .,Vn(ll) sdo autovetores L.I. associados
a A, Vl(z), e ,Vng) sdo autovetores L.l. associados a )\, ..., Vl(k), ey Vn(,]:) sdo autovetores L.I.
associados a A\, com Ay ...\ distintos, entdo {Vl(l), ey 7511), cee Vl(k), ey Vyff)} € um conjunto
L.l
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Demonstracao. Vamos demonstrar apenas para o caso em que temos dois autovalores diferentes.

O caso geral é inteiramente andlogo. Sejam Vl(l),...,Vn(ll) autovetores L.l. associados a A; e
1/1(2), cee Vn(? autovetores L.l. associados a A,. Precisamos mostrar que a Unica solucao da equagao
eV O PV 4 ePY® =0 (6.13)

é a solugdo trivial. Multiplicando a equagdo (6.13) por A e usando o fato de que os Vi(j) sao
autovetores, obtemos

MV 2O VO PV 4 2@ =0 (6.14)
Multiplicando a equagdo (6.13) por A;, obtemos
eIV OO PP @ v ® =0, (6.15)
Subtraindo a equag¢do (6.14) da equagdo (6.15), obtemos
e = MV 4 2@ - AV =0,

Como Vl(Q), .. .,Vn(f) sao L.I., temos que x?) =...= 9@(122) = 0. Agora, multiplicando a equagao

(6.13) por Ay e subtraindo da equagdo (6.15) obtemos

ngl)()@ )\1)‘/(1) o+ :C( ()\ )\1)V(1) —0.

Como Vl(l),...,Vn(ll) sao L.l., temos que xgl) = ... = %(111) = 0. O que prova que todos os

autovetores juntos sao L.I. O
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Exemplo 6.4. Considere a matriz

2 200

2 200

A= 00 2 2

00 2 2
j& vimos no Exemplo 6.3 na pdgina 254 que seu polindmio caracteristico é p(A) = [(2 —
A)? — 4]?, os seus autovalores sdo \; = 0 e Ay = 4 e os autoespacos correspondentes s3o

Vi = {(-5,6,—o,a) | a,p € R} e Vy = {(a,, 3,08) | o, € R}, respectivamente. Va-
mos encontrar, para cada autoespaco, o maior nimero possivel de autovetores L.l., ou seja, vamos
encontrar uma base para cada autoespaco. E o teorema anterior garante que se juntarmos todos
estes autovetores eles vao continuar sendo L.I.

Para V;, temos que

(=3,8, —a,a) = (—5,5,0,0) + (0,0, —, ) = B(—1,1,0,0) + (0,0, —1, 1).

Assim, V; = (—1,1,0,0) e V5 = (0,0, —1, 1) geram V; e como um n3o é mdltiplo escalar do outro,
eles sdo L.l. Portanto, formam uma base para V;. Assim, ndo podemos ter um niimero maior de
autovetores L.|. associados a A\; = 0 (Teorema 5.6 na pégina 224).

Para V,, temos que

(o, 0, 3,0) = a(1,1,0,0) + 5(0,0,1, 1).

Assim, V3 = (1,1,0,0) e V4, = (0,0,1,1) geram V5 e como um n3o é mdltiplo escalar do outro,
eles sao L.l. Portanto, formam uma base para V5. Assim, ndo podemos ter um ndmero maior de
autovetores L.|. associados a Ay = 4 (Teorema 5.6 na pégina 224).

Como V] e V5 sdo autovetores L.I. associados a A\ e V5 e V, sdo autovetores L.|. associados a
A2, entdo pela Proposicdo 6.3 na pagina 258 os autovetores juntos Vi, V5, V3 e V) sdo L.I. Assim, a
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matriz A é diagonalizdvel e as matrizes

A0 0 0 0000 -1 0 1 0
10 XA O O [O0O0O0O B B 1 0 1 0
D=149 0 xn o] |ooao]| & P=M0BWl=1 o 1 ¢
0 0 0 X 0 00 4 0 1 0 1
sao tais que
D =P AP
Exemplo 6.5. Considere a matriz
3 —1
A

J& vimos no Exemplo 6.2 na pagina 253 que o seu polindmio caracteristico é p(\) = det(A—Aly) =
A2 — 5\ + 4, que os seus autovalores s3o \; = 1 e Ay = 4 e que 0s autoespacos correspondentes
sdo V; = {(o,20) | a € R} e V3 = {(—a, ) | a € R}, respectivamante.

Para A\; = 1, temos que {V; = (1,2)} é uma base de V;. Assim, ndo podemos ter mais
autovetores L.I. associados a A\;. De forma andloga para Ay = 4, {V, = (—1,1)} é um conjunto
com o maior nimero possivel de autovetores L.l. associados a Ay. Assim, a matriz A é diagonalizavel

e as matrizes \
- 1 -1 - 1 0] |10
P=tivl=|, 3] e o= ][5 0]

D=P AP

sao tais que

Exemplo 6.6. Considere a matriz
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O seu polindmio caracteristico é p(\) = det(A — AIy) = A2, assim A possui um Utnico autovalor:

A1 = 0. O autoespacgo correspondente a A\; =0 é

Vi ={(a,0) | a € R}.

Assim, para A\; = 0, temos que {V; = (1,0)} é uma base de V;. Portanto, ndo podemos ter mais
autovetores L.l. associados a A\; e como sé temos um autovalor ndo podemos ter mais autovetores
L.I. Portanto, pelo Teorema 6.2 na pagina 256, a matriz A nao é diagonalizavel, ou seja, ndo existem

matrizes P e D tais que D = P~1AP.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 344)

6.1.1. Ache o polindbmio caracteristico, os autovalores e os autovetores de cada matriz:

(1 —1

B

[ 1 0 0
-1 3 0
3 2 =2
[2 2 3
1 2 1
2 -2 1

6.1.2. Ache bases para os auto-espacos associados a cada autovalor

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear
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2 00 2 30
(@) |3 -1 0 (b) | O 1 O
|0 43 | 0 0 2
[ 1 2 3 4 [2 2 3 4
0 -1 3 2 0 2 3 2
© 1o 03 3 10011
0 0 0 2 | 00 0 1
6.1.3. Verifique quais das matrizes sdo diagonalizaveis:
1 4 10
ONE )| 5
(1 1 -2 1 2 3
(c) |4 0 4 (d |0 -1 2
1 -1 4 0 0 2
6.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz n3o-singular P tal que P~* AP seja diagonal:
(11 2] 4 2 3
(a) |0 10 (b) 2 1 2
| 0 1 3 | -1 -2 0
[1 2 3] [ 3 -2 1
(c) 0O 10 (d |0 20
2 1 2 | 0 00

Exercicios usando o MATLAB

>> syms x y z diz ao MATLAB que as varidveis x, y e z sdo simbdlicas;

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel A;
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6.1.5.

6.1.6.

6.1.7.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagcdo expr=0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solugdes da equacio 2% — 4 = 0;

>> subs (expr,x,num) substitui na expressao expr a varidvel x por num.
>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
inv(A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos s3o armazenados no formato
simbdlico. A funcao numeric faz o processo inverso.

Comandos do pacote GAAL:

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatdrios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’ ,zeros(2,1) ;zeros(1,2) ,randi]. A ma-
triz A é diagonalizavel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine
o polindmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente
independentes com o maior ndmero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal)
tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e
compare com as matrizes que Vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine
o polindmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente
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6.1.8.

6.1.9.

6.1.10.

6.1.11.

6.1.12.

6.1.13.

independentes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal)
tais que inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e
compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2*b,a-b,2%b;b,0,a]). Determine o polindmio
caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independen-
tes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P)*AxP=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teodricos
Demonstre:

(a) A é semelhante a A;
(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C'.
Seja A um autovalor (fixo) de A. Demonstre que o conjunto formado por todos os autovetores

de A associados a A, juntamente com o vetor nulo, é um subespaco de R". Este subespaco
é chamado de autoespaco associado a .

Demonstre que se A e B sao semelhantes, entdo possuem os mesmos polinémios caracteristicos
e portanto os mesmos autovalores.

Demonstre que se A é uma matriz triangular superior, entdo os autovalores de A s3o os
elementos da diagonal principal de A.
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6.1.14.

6.1.15.

6.1.16.

6.1.17.

6.1.18.

6.1.19.

6.1.20.

Demonstre que A e A’ possuem os mesmos autovalores. O que podemos dizer sobre os
autovetores de A e A'?

Seja A um autovalor de A com autovetor associado X. Demonstre que \* é um autovalor de
AF = A ... A associado a X, em que k é um inteiro positivo.

Uma matriz A é chamada nilpotente se A* = 0, para algum inteiro positivo k. Demonstre
que se A é nilpotente, ent3o o Unico autovalor de A é 0. (Sugestdo: use o exercicio anterior)

Seja A uma matriz n X n.

(a) Mostre que o determinante de A é o produto de todas as raizes do polindmio caracteristico
de A; (Sugestdo: p(A) =det(A —A,,) = (=1)"(A = A1) ... (A= Apn).)

(b) Mostre que A é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de A.

Seja A um autovalor da matriz ndo-singular A com autovetor associado X. Mostre que 1/A
é um autovalor de A™! com autovetor associado X.

a b

Seja A = [ d } . Ache as condi¢Ges necessdrias e suficientes para que A seja diagonalizavel.
c

Se V' e W sdo autovetores associados a um autovalor A, entdo W — proj,, W é também um
autovetor associado a A\? E se V e W forem autovetores associados a autovalores diferentes?
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6.2 Diagonalizacao de Matrizes Simétricas

6.2.1 Motivacao

O problema da identificagdo de uma conica (curva no plano descrita por uma equagdo de 2° grau
em x e y) através da sua equagdo é facilmente resolvido se a equa¢do ndo possui um termo em
que aparece o produto das duas varidveis. Mas, ao contrdrio, se aparece este termo misto, temos
que fazer uma mudanca de sistema de coordenadas de forma que no novo sistema ele n3o apareca.
Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 6.7. Considere o problema de identificar uma conica representada pela equacdo
3% + 22y + 3y* = 4. (6.16)

Usando matrizes, esta equagao pode ser escrita como

3z +y x+3y]{z] =4

ou
3 1 T
s ][]
ou ainda,
X'AX =4, (6.17)
em que

3 1 T
A_[l 3} eX_M.
Como veremos adiante, podemos escrever

A= PDP*
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em que

P—

B

| en= { 2.0 ] |
V2 V2

Assim, a equagdo (6.17) pode ser escrita como

(X'P)D(P'X) = (P'X)'D(P'X) = 4.

Se fazemos a mudanca de varidveis (ou de coordenadas) X = PX’, entdo como P'P = I, a
equagdo (6.17) se transforma em
X"DX' =4

cafz ]3]

227 + 4y? =4,

ou

que pode ser reescrita como,

ou dividindo por 4, como
CL”Q N y/2 )
2 1
que é a equacao da elipse mostrada na Figura 6.1. Veremos na préxima secao como tracar esta

elipse.

A matriz P, tem a propriedade de que a sua inversa é simplesmente a sua transposta, P~ = P!
Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada de matriz ortogonal. O que possibilitou a
identificacdo da conica, no exemplo anterior, foi o fato de que a matriz A é diagonalizivel através
de uma matriz ortogonal P. Ou seja, existe uma matriz P tal que A = PDP~!'e P~ = P!,

J& vimos que nem toda matriz é diagonalizavel (Exemplo 6.6 na pagina 261). Vamos ver que se
uma matriz A é simétrica, entdo ela é diagonalizavel, isto é, existe uma matriz diagonal D e uma
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vy

Eo Wa

Eq

Y

Wi

Figura 6.1: Elipse do Exemplo 6.7

matriz invertivel P tal que D = P~'AP. Além disso, para matrizes simétricas, existe uma matriz P
tal que D = P'AP. Isto porque existe uma matriz ortogonal P que faz a diagonalizac3o, ou seja,
que tem a propriedade P~! = P!. Em algumas aplicacdes a diagonalizacio com uma tal matriz é
necessaria, como por exemplo na identificacdo de conicas.

Vamos em primeiro lugar, caracterizar as matrizes ortogonais.

6.2.2 Matrizes Ortogonais
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Definicdo 6.5. Uma matriz P tal que P~ = P! é chamada de matriz ortogonal.

Proposicao 6.4. Uma matriz P € ortogonal se, e somente se, as suas colunas formam um conjunto
ortonormal de vetores.

Demonstracdo. Vamos escrever P = [U; ... U,]. Ou seja, Uy, ..., U, sdo as colunas de P. A
inversa de P é P! se, e somente se, P!P = I,,. Mas,

- Uty U, ... UM,
! U, Ui, ... UL,
Ut . . .

n ULU, UU, ... ULU,

Logo, P'P = I, se, e somente se, UlU; = U; - U; = 0 para i # j e UU; = U; - U; = 1 para
i=1,...n. Ouseja, P'P = I, se, e somente se, Uy, ..., U, sdo ortonormais. O

Vamos supor que uma matriz A é diagonalizavel através de uma matriz ortogonal, ou seja,
que existe uma matriz P tal que D = P!AP ¢ uma matriz diagonal. Como a matriz P é uma
matriz cujas colunas s3o autovetores de A, deduzimos da proposicao anterior que uma matriz A é
diagonalizdvel através de uma matriz ortogonal se, e somente se, ela possui um conjunto ortonormal
de autovetores. Como veremos, as matrizes simétricas possuem esta caracteristica.
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Proposicao 6.5. Para uma matriz A simétrica, os autovetores associados a autovalores diferentes
sao ortogonais.

Demonstracao. Sejam V; e V, autovetores de A associados aos autovalores A\; e \g, respectiva-
mente, com \; # 9. Entdo, AV = A\ V] e AV, = A\ Vs,

Agora, se escrevemos os vetores como matrizes colunas, o produto escalar é simplesmente o
produto matricial da transposta da primeira matriz pela segunda. Assim,

AVL - Vo = (AV)' Vo = ViAWV, = Vi - AV, (6.18)
Como A é simétrica A = A e como V; e V5 sdo autovetores de A, temos de (6.18) que
MV Vo= XV1 - Vs

ou

Como A; # Ay, concluimos que V; - Vo = 0, ou seja, Vi, Vs sdo ortogonais. O

Como autovetores associados a autovalores diferentes jd sdo ortogonais, para diagonalizarmos
uma matriz simétrica A através de uma matriz P ortogonal, precisamos encontrar, para cada au-
tovalor, autovetores ortonormais associados a eles. Para isso, podemos aplicar o processo de or-
togonalizagdo de Gram-Schmidt a cada conjunto de autovetores L.|. associados a cada um dos
autovalores.

Exemplo 6.8. Considere a matriz

2

I
CIINCRN
SIS
NN
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Para esta matriz o polinémio caracteristico é
p(A) = det(A — \I3) = (A —2)%(8 — \)

Portanto os autovalores de A (raizes reais do polinémio caracteristico) sdo A\ =2 e Ay = 8.

Os autovetores associados aos autovalores A\; = 2 e \y = 8 s3o as solugdes de (A — A\ [3)X =0
e (A — \oI3) X = 0 respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2 2 2 1 11
A-2I3=1|2 2 2 é 000
2 2 2 000

Portanto o autoespaco associado a A\ =2 é

Wl :{<_O‘_ﬂaﬁva> | O‘aﬁER}a

Agora, (—a — f3,5,a) = a(—1,0,1) + 5(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e V5 =
(—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles sdo L.I. (um n&o é mdltiplo escalar do outro), entdo
eles formam uma base para Wj.

Para encontrar dois autovetores ortonormais associados a \; = 2 vamos usar o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores V; e V5.

Wy =V, =(-1,0,1); Wy =V, — projy, Vo = (=1/2,1,-1/2)

1
U, = (W) Wy = (—1/v2,0,1/v?2)

1
U, = (W) Wy = (—1/v/6,2/v6,—1//6)
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Com relacdo ao autovalor Ay = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz

4 2 2 1 0 -1
A—8L=| 2 -4 2| ¢ |0 1 -1
2 2 —4 00 0

Assim, o autoespaco associado a Ay = 8 é

Wy ={(o, 0, ) | @« € R}.

O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para Wy, pois como (a, a, ) = a(1,1,1), V5 gera Wy
e um vetor nao nulo é L.I. Assim, o vetor

1
Uy = (W) V= (1/V3,1/V3,1/V3)

forma uma base ortonormal para W,.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
Portanto, U;, U; e Us sao ortonormais e assim a matriz

—1/vV2 —1/v6 1/V3
P = [U,UyUs) = 0 2/v6 1/V3
1/vV2 —1/V/6 1/V3

satisfaz D = P'AP, em que

I
o ow
oo
w o o
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O préximo resultado, que n&o serd demonstrado no momento (Apéndice Il na pagina 276), ga-
rante que o procedimento acima sempre funciona, ou seja, que toda matriz simétrica é diagonalizavel
através de uma matriz ortogonal.

Teorema 6.6. Se A é uma matriz simétrica, entdo existe uma matriz P ortogonal e uma matriz
diagonal D tal que

D= P'AP.

Assim, se A é simétrica, entdo ela é diagonalizavel.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 353)

6.2.1. Diagonalize cada matriz dada A por meio de uma matriz ortogonal, ou seja, ache uma matriz
ortogonal P tal que P!AP seja diagonal:

) 2 1
@15 (b) 14 2}
[0 0 1] [0 0 0]
() {000 d [0 2 2
| 10 0] [0 2 2|
(11 0] (2 1 1]
() |1 10 M |1 21
(00 1 11 2]
[1 2 0 0 [0 0 00
210 0 0000
© 19012 M) 10001
(00 21 (0010
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Exercicios Tedricos
6.2.2. Mostre que se A é uma matriz ortogonal, entdo det(A) = £1.
6.2.3. Mostre que se A e B sdo matrizes ortogonais, entdo AB é ortogonal.

cosf —senf
sen 0 cos 6

6.2.4. (a) Verifique se a matriz { ] é ortogonal;

(b) Mostre que X = (z,y) é ortogonal a V' = (a,b) # 0 com || X|| = ||V]| se, e somente
se, X = (—=b,a) ou X = (b, —a).

(c) Mostre que se A é uma matriz ortogonal 2 X 2, entdo existe um niimero real 6 tal que

cosf) —sent cosf  senf
= ou A= .
senf)  cosf senf) —cos6
A primeira matriz tem determinante igual a 1 e é chamada matriz de rotacao.

Sugestdo: Comece com uma matriz (a;;)2x2 € use o fato de que as colunas s3o orto-
J

normais. Uma das equacdes serd a?; + a3, = 1. Faca a;; = cosf e ag; = send. Use o

item anterior.)

6.2.5. Mostre que se uma matriz A é diagonalizavel por uma matriz ortogonal (isto é, existem P e
D, com P~! = P! e D diagonal, tais que D = P'AP), entdo A é uma matriz simétrica.

6.2.6. Dizemos que uma matriz simétrica A, n x n, é (definida) positiva se X' AX > 0, para todo
X € R", X # 0, X escrito como matriz coluna. Mostre que s3o equivalentes as seguintes
afirmacoes:

(a) A matriz A é definida positiva.

(b) A é simétrica e todos os autovalores de A sdo positivos.
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(c) Existe uma matriz definida positiva B tal que A = B2 A matriz B é chamada a raiz
quadrada de A.

(Sugestdo: Mostre que (a)=(b)=-(c)=-(a). Na parte (b)=(c) faga primeiro o caso em que
A é uma matriz diagonal)

6.2.7. Seja A uma matriz invertivel n x n. Mostre que existe uma matriz simétrica definida positiva
P e uma matriz ortogonal U, tal que A = PU. Esta decomposicdao é unica chamada de
decomposicido polar de A. (Sugestio: Sejam P = (AA")Y/2 e U = P~'A. Mostre que
uuvt=1,.)

6.2.8. Seja A uma matrizn xn. Parak =1,...,n, seja Ay a submatriz obtida de A eliminando-se
as ultimas n — k linhas e colunas. Aj é chamada submatriz principal de A de ordem k.
Mostre que se A é uma matriz simétrica definida positiva n x n, entao

(a) A é n3o singular;
(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais Ay, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere
vetores X, tais que os dltimos n — k elementos sdo nulos.)

Apéndice Ill: Demonstracao do Teorema 6.6 na pagina 274

Vamos provar que toda matriz simétrica é diagonalizdvel através de uma matriz ortogonal. Para
isto, precisamos trabalhar com matrizes cujas entradas sao nimeros complexos. Vamos chamar o
conjunto das matrizes m X n cujas entradas sdo ndmeros complexos de M,,,,,(C).

Para uma matriz A = (a;;) € M,,,(C), definimos o conjugado da matriz A, denotado por A
como sendo a matriz B = (b;;) € M,,,,(C) dada por b;; = a;;, em que, se a;; = ;; + i3;;, entdo
dij = Q5 — ZBU
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Para as matrizes de M,,,,,(C) além das propriedades que ja foram demonstradas no Teorema 1.1
na pagina 7 sao validas as seguintes propriedades, cuja demonstracao deixamos a cargo do leitor:

(p) Se A € M,,y(C) e B € M,,(C), entdo

=
Sy
[

N
ol

(q) Se A€ M,,,(C) e a € C, entdo

=
s
g
]

Teorema 6.7. Toda matriz simétrica, cujas entradas sdo nimeros reais, possui autovalor (real).

Demonstracao. Seja A uma matriz simétrica, cujas entradas sdo nlimeros reais. Vamos mostrar
que as raizes do seu polindmio caracteristico sdo reais. Seja A uma raiz do polindmio caracteristico
de A. Entdo o sistema linear (A — \I,,)X = 0 tem solug3o n3o trivial X € M,,;(C). O que implica
que

AX = 2X.

Como A é uma matriz cujas entradas sdo nlimeros reais, temos que

AX —AX = (AX) = AX = A X.

Por um lado,

XAX =XAX =AX'X =2 |oif”

i=1
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Por outro lado "
XAX =X A'X = (AX)'X =AX X =2 |aif”
i=1

Logo, A = ), ou seja, que A é um nimero real. ]

Demonstracao do Teorema 6.6 na pagina 274. O resultado é obvio se n = 1. Vamos supor
que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro
para matrizes n X n. Pelo Teorema 6.7 a matriz A tem um autovalor \;. Isto significa que existe
autovetores associados a A;. Seja X; um autovetor de norma igual a 1 associado a A;. Sejam
Xo, ..., X, vetores tais que {Xj,..., X,,} é uma base ortonormal de R™ (isto pode ser conseguido
aplicando-se o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt a uma base de R™ que contenha
Xi.) Seja P =[X; ... X,,]. Como AX; = A\ X, e AXs, ..., AX,, sdo combinagdes lineares de
Xi,...,X,, temos que

AP, = [AXy ... AX, ]| = [ X1 ... X,]M = P, M, (6.19)

)\1 X ... 0k

emque M = | 0 5 . Multiplicando-se a esquerda (6.19) por P} obtemos M =
0

P{AP,. Mas, M' = (P{AP,)' = P'A'P, = P{AP, = M, ou seja, a matriz M é simétrica.
Portanto,
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com B uma matriz simétrica (n — 1) x (n — 1). Como estamos supondo o resultado verdadeiro
para matrizes (n — 1) X (n — 1), entdo existe uma matriz ortogonal P, (n — 1) x (n — 1), tal

1 0 ... 0
que Dy = PQtB]E’Q é diagonal. Seja P, = | 0 _ . Seja P = P, P,. P é ortogonal
: P
0
(verifique!) e pela equagdo (6.19)
Al 0 0
AP = (AP)P, = PLMP, =P, | 0 i
. BP2
0
Mas, BFN’Q = f)ng e assim,
A1 0 . 0
AP =Py | 0 - PD,
. D2
0
A1 0 0
emque D= | 0 . Multiplicando-se a esquerda por P! obtemos o resultado. [
: D,
0
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6.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas
Uma equacao quadratica nas varidveis = e y tem a forma
ax® +bxy +cy? +dov+ey+ f =0,

em que a,b,c,d,e e f sdo nimeros reais, com a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Esta equacdo
representa uma (se¢do) conica, por poder ser obtida da intersecdo de um cone circular com um
plano. As conicas mais importantes sao elipses, hiperbdles e pardbolas, que sao chamadas de conicas
nao degeneradas. As outras que incluem um tnico ponto, um par de retas, sdo chamadas conicas
degeneradas.

Dizemos que a equa¢ao de uma conica ndo degenerada esta na forma padrao se ela tem uma
das formas dadas na Figura 6.13 na pagina 290.

Nesta secdo veremos como a diagonalizagdo de matrizes simétricas pode ser usada na identi-
ficacdo das cbnicas cujas equagdes ndo estao na forma padrao. Antes, porem, vamos definir as
cdnicas como conjunto de pontos que satisfazem certas propriedades.

6.3.1 Elipse

Definicao 6.6. Uma elipse é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano tais que a soma das
distancias de P a dois pontos fixos F} e I, (focos) é constante, ou seja, se dist(Fy, ) = 2,
ent3o a elipse é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, Fy) + dist(P, F») = 2a,

em que a > c.
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y y i
<A2

B2

Ay Ag By Ba

x
x

I3 Fy

By

A1 = (~a,0) As = (a,0) A1 = (0,-a) Fl Az = (0,a)

By = (—b,0) By = (b,0) By = (-b,0) By = (b,0)

F1 = (—¢,0) Fy = (c,0) F1 = (0,—c) A1 Fz = (0,¢)
Figura 6.2: Elipse com focos nos pontos [} = Figura 6.3: Elipse com focos nos pontos [} =
(—¢,0) e Fy = (c,0) (0,—c) e F5, = (0,¢)

Proposicao 6.8. (a) A equacdo de uma elipse cujos focos sdo F = (—c,0) e F; = (¢,0) €

.7}2 y2
S+tE=1 (6.20)

em que b = \/a? — 2.
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(b) A equacido de uma elipse cujos focos sdo I} = (0, —c) e Fy = (0,c¢) €
— L=, (6.21)

em que b = \/a? — 2.

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a de-
monstragdo da segunda parte. A elipse é o conjunto dos pontos (x,y) tais que

dist(P, F) + dist(P, F3) = 2a,

ou seja,
| PEL [+ || PFY || = 2a,

que neste caso é

\/(x+c)2+y2+\/(a:—c)2+y2:2a
ou
(x+e)?+y2=2a—+/(xr—c)>+y%.

Elevando ao quadrado e simplificando, temos
Y/ s oy SR S
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(@ — A)a? + a¥y? = a?(a® — &3)

Como a > ¢, entdo a? — c? > 0. Assim, podemos definir b = v/a? — ¢? e dividir e equacido acima
por a’b? = a*(a* — ¢*), obtendo (6.20). O
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Figura 6.4: Hipérbole obtida seccionando-se Figura 6.5: Elipse obtida seccionando-se um
um cone com um plano cone com um plano

Os pontos Aq, Ay, By e By sdao chamados vértices da elipse. Os segmentos A; A, e By B5 sdo
chamados eixos da elipse. A excentricidade da elipse é o nimero ¢ = —. Como, ¢ < «, a

excentricidade de uma elipse é um nimero real ndo negativo menor que 1. Obsgrve que se Fy = F5,
entdo a elipse reduz-se ao circulo de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdao e = 0. Assim, um
circulo é uma elipse de excentricidade nula.

A elipse é a curva que se obtem seccionando-se um cone com um plano que n3o passa pelo
vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do eixo do cone de forma a
gera-lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie.
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6.3.2 Hipérbole

Definicao 6.7. Uma hiperbdle é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano tais que o médulo
da diferenca entre as distancias de P a dois pontos fixos F) e F;, (focos) é constante, ou seja, se
dist(Fy, F») = 2c¢, entdo a hiperbdle é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

|dist(P, Fy) — dist(P, Fy)| = 2a,

em que a < c.

Proposicao 6.9. (a) A equacdo de uma hipérbole cujos focos sdo I} = (—c,0) e [, = (¢,0) €

2 2
SE (6.22)

a? b2

2 2

em que b= +/c? — a?.

(b) A equacdo de uma hipérbole cujos focos sdo I} = (0, —c) e F» = (0,¢) é
LA (6.23)

em que b = \/c? — a?.
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y

Az

Fo

Ay =(0,—a)
Fy = (0, —¢)

F1

Ay = (0,a)
Fy =(0,¢)

Figura 6.6: Hipérbole com focos nos pontos
Fy =(0,—c) e Fr, = (0,¢)

A
y=-ta y y=La
Ay Az
Fy F3 X
Ay = (—a,0) Az = (a,0)
Fy = (—¢,0) Fz = (c,0)

Figura 6.7: Hipérbole com focos nos pontos
Fy = (—¢,0) e Fy, =(c,0)

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a de-
monstracdo da segunda parte. A hipérbole é o conjunto dos pontos (z,y) tais que

dlS)G(.P7 F1> — dlSt(P, Fg) = :]:2@,

ou seja,

que neste caso é

| PR =[] PEy || = £2a,

V(E+e)?+y2—/(r— ) +y2=+2
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ou
Vie+e)?+y?=22a+(xr—c)?+1y2.

Elevando ao quadrado e simplificando, temos
tay/ (v —c)2+y2 =a’ —cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(a® — )a? + a*y? = a*(a® — &)
Como a < ¢, entdo ¢ — a? > 0. Assim, podemos definir b = v/c2 — a2 e dividir e equacdo acima

por —a®b? = a*(a® — ¢?), obtendo (6.22). O

Os pontos A; e A, sdo chamdos vértices da hipérbole. A excentricidade da hipérbole é o
7’ C - - - 7 Ve 7 ~ -
numero ¢ = —. Como, ¢ > a, a excentricidade de uma hipérbole é um nimero real n3o negativo

a
maior que 1. A hipérbole é a curva que se obtem seccionando-se um cone por um plano paralelo ao
seu eixo que nao passa pelo vértice.

6.3.3 Parabola

Definicao 6.8. Uma parabola ¢ o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano equidistantes de uma
reta r (diretriz) e de um ponto F' (foco), ndo pertencente a r, ou seja, a pardbola é o conjunto
dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, F') = dist(P,r).
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Figura 6.8: Parabola obtida seccionando-se um cone com um plano

Proposicao 6.10. (a) A equacdo de uma parabola com foco F = (p,0) e reta diretrizr : = =

—pé

y? = dpx . (6.24)
(b) A equacdo de uma parabola com foco F' = (0,p) e reta diretrizr: y= —p é

z? = dpy. (6.25)
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y vy
v
Il
Vv F
F = (0,p)
vV =(0,0) v
F = (p,0)
r:y=-—p VvV =(0,0)
Figura 6.9: Pardbola com foco no ponto F' = Figura 6.10: Pardbola com foco no ponto F' =
(0,p)ep >0 (p,0)ep>0

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a de-
monstracdo da segunda parte. A parabola é o conjunto dos pontos (x,y) tais que

dist(P, F) = dist(P,r),

que neste caso é
(x —p)*+y* =z +pl,

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (6.24). O

O ponto V é o ponto da pardbola mais préximo da reta diretriz e é chamado de vértice da
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y y i &
i y=—p Il
v . “
T F
Vv F
F = (0,p) F=w0
V = (0,0) vV = (0,0)
Figura 6.11: Pardbola com foco no ponto F' = Figura 6.12: Pardbola com foco no ponto F' =
(0,p)ep <0 (p,0)ep <0

pardbola. A parabola é a curva que se obtem seccionando-se um cone por um plano paralelo a
uma reta geratriz do cone.

Vamos ver, agora, como a diagonalizagao de matrizes simétricas pode ser usada na identificacdo
das conicas cujas equacbes ndo estao na forma padrido.

Vamos estudar alguns exemplos.
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2 2 2 2
T Y . T Y
¥+¥—17a>b Elipse ¥+§—1,a<b
y y
(0.b)
(b,0)
(~a,0) (a,0) (=a,0) (,0)
(—b,0)
(0, —b)
2 2 2 2
Y . Y T
——==1 Hipérbole = ——==1
a? b2 a? b2
< y Y, y
D y
Ne 3 B o
@2 N\ mb//
N
&,
(0, 0)
(—a,0) (a, 0)
(0, —a)
y? = 4px,p > 0 Parabola 2% = 4py,p > 0
a Y y
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Exemplo 6.9. Considere a conica C' cuja equagdo é
5% — dxy + Sy* — 36 = 0.
Esta equacdo pode ser escrita como

X'AX —36=0, (6.26)

[ 3]

em que

O polindmio caracteristico de A é

S5—A =2

p(A) = det(A — Alp) = det [ L9 81

] =X\ — 13\ +36.

Logo, os autovalores de A sdo A\; =4 e \y = 9. Os autovetores associados a A\; = 4 sdo as solugdes

nao nulas do sistema
(A—41)X = 0

ERIMEHE
V, = {(20,0) | « € R},

Assim, Vi = (2,1) é uma base para V, pois gera Vi e é LI E W) = 7l = (Z,
ortonormal para V;.
Os autovetores associados a Ay = 9 s3o as solugcdes ndo nulas do sistema

ou

cuja solucao é

) é uma base

Sl
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=ML
V, = {(—a,2a) | @ € R}.

Assim, Vo = (—1,2) é uma base para V;, pois gera Vo e é LI E W, = HV2 = (
base ortonormal para V,. Portanto,

ou

cuja solucao é

&

D= P'AP

em que,

D:{ég},eP:WNM:[

S-S
kGl

Vamos fazer a mudanga de varidveis X = PX’, em que X' = [

Substituindo X = PX’ na equagdo (6.26), obtemos
X"(P'AP)X' — 36 = 0,

ou
X"DX'—36 =0,
ou
42" +9y? — 36 =0,
ou ainda

.T’2 y/2
— 4+ ==1 6.27
5 T2 (6.27)

que é a equagao de uma elipse cujo esboco é mostrado na Figura 6.14. Para fazer o esboco do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x’ e y’. O eixo x’ passa pela origem, é paralelo

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



6.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas 293

em relacdo ao sistema de

. . 1
e possui o mesmo sentido do vetor W, que tem coordenadas { 0

. 1 , . :
coordenadas x'y’. Assim, W; = P [ 0 } que é a primeira coluna de P. O eixo y’ passa pela
origem, é paralelo e possui o mesmo sentido de I, que tem coordenadas [ (1) } em relacdo ao
0 , : .
| |raueéa segunda coluna de P. Depois, a partir
da equagdo (6.27), verificamos na Figura 6.13 na pagina 290 a forma da curva em relacdo aos eixos
x ey

sistema de coordenadas x'y’. Assim, W, = P

Exemplo 6.10. Considere a conica cuja equacao é dada por

20 80
5% —day + 8y + —=2 — —(=y +4 = 0.

Vi V5

Esta equacao pode ser escrita como
X'AX + KX +4=0, (6.28)
em que
=[5 T ex=[8 5]
A matriz A é a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que

D= P'AP
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Figura 6.14: Elipse do Exemplo 6.9

em que,

D:[é 8} e P:[W1W2]=[

S-Sl
SIS

Vamos fazer a mudanca de varidveis X = PX’, em que X' = [

Substituindo X = PX’ na equagdo (6.28), obtemos

)

< 8

X" (P'AP)X' + KPX'+4=0
ou
X"DX'+ KPX' +4 =0,
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ou
4o + 9y”? — 82’ — 36y +4=0.
ou ainda,
4(2” = 22) + 9y — 4y ) +4 =0
Completando os quadrados, obtemos
4l(z? =22 +1) = 1]+ 9[(y* — 4y +4) — 4] +4=0
ou
4" =12+ 9y —2)* - 36 = 0.
Fazendo mais uma mudanca de varidveis
"= a2 —1ce (6.29)
"=y =2 (6.30)
obtemos
4‘7;//2 + 9y//2 o 36 — O
ou 12 "2
T Y
— 4+ =—=1 6.31
ot (6.31)

que é a equacgao de uma elipse cujo esboco é mostrado na Figura 6.15. Para fazer o esboco do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x” e y”, que por sua vez sio translacdes dos

. . . . 1 o
eixos x' e y'. O eixo x’ tem a dire¢do e o sentido do vetor W; = P [ 0 } (a primeira coluna de P).

O eixo y’ tem a direcdo e o sentido do vetor Wy = P [ 1

} (a segunda coluna de P). O eixo x”
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tem equagdo y” = 0. Usando a equagdo (6.29) obtemos 3/ = 2. O eixo y” tem equagdo z” = 0.
Usando a equagdo (6.30) obtemos =’ = 1. Depois, a partir da equagdo (6.31), verificamos na Figura
6.13 na pagina 290 a forma da curva em relagcdo aos eixos x” e y”.

Figura 6.15: Elipse do Exemplo 6.10

Os exemplos anteriores sdo casos particulares do préximo teorema, cuja demonstracdo é feita da
mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso deixamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 6.11. Considere a equagao

ar? +bry +cy’ +dr+ey+ f =0, (6.32)
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com a,b,c,d,e, f € R, sendo a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Ent3o existe um sistema de

coordenadas x'y’, em que a equagdo (6.32) tem a forma
Alx’2+)\2y'2+d’x'+e'y’+f:O,

em que A1, Ay S30 os autovalores de

2]

Mais ainda,
X =PX',

em que X' = { i, } X = [ 5 } e P é uma matriz ortogonal (P~ = P!).

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 359)

Identificar a coOnica, achar a equacdo no ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esboco

do grafico.

6.3.1. 922 — 4ay + 6y* = 30;

6.3.2. 322 — Sxy — 12y> + 81 = 0;

6.3.3. 222 — 4oy — oy = —24;

6.3.4. 212” + 6xy + 13y* — 132 = 0;
6.3.5. 422 — 202y + 25y% — 152 — 6y = 0;
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6.3.6.
6.3.7.
6.3.8.
6.3.9.
6.3.10.
6.3.11.
6.3.12.

922 + y2 + 62y — 10v/10z + 10v/10y 4+ 90 = 0;
522 + 5y2 — 6xy — 302z + 182y + 82 = 0;
522 + 122y — 124/13z = 36;

622 + 9y* — day — 45z — 18\/5y = 9;

x? — 12 + 2¢/3xy + 62 = 0;

8z% + 8y? — 16xy + 33v2x — 312y + 70 = 0;

2% — 6y — Ty  + 102+ 2y + 9 =0;
Exercicios usando o MATLAB

Comandos do pacote GAAL:

>> [P,D]=diagonal (A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, em que D é uma matriz
diagonal e P é uma matriz ortogonal.

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressao expr as varidveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse 2—2 Z—j =1.

>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse “Z—/j + %22 =1, em que =’ e iy sdo as coordenadas
em relacdo a base ortonormal Ul e U2.

212 112

>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse “3 + yb—2 = 1, em que 2" e y” sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.
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>> hiperbx(a,b) desenha a hiperbdle 2—; — Z—j =1.

22 /2

>> hiperbx(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole 7 — %> =1, em que 2’ e ' sdo as coor-

denadas em relacao a base ortonormal U1l e U2.
"2 "2

>> hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole “ — %)—2 =1, em que z” e y” sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e

U2 e pelo ponto XO.

>> hiperby(a,b) desenha a hiperbdle Z—z — ”If—; =1.

>> hiperby(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole %22 — 22— 1 em que 7’ e i’ sdo as coor-

b
denadas em relacao a base ortonormal Ul e U2.

y//2 x//2

>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole £ — %~ =1, em que 2" e 3" sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e

U2 e pelo ponto XO.
>> parabx(p) desenha a pardbola y* = 4pz.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a pardbola y'? = 4pz’, em que 2’ e 3/ sdo as coordenadas
em relacao a base ortonormal Ul e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y”? = 4pz”, em que 2" e " sdo as coorde-
nadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por
XO0.

>> paraby(p) desenha a pardbola 22 = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a pardbola z/? = 4py’, em que 2’ e i’ s3o as coordenadas
em relacdo a base ortonormal U1l e U2.

>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola 2" = 4py”, em que 2" e " sdo as coorde-
nadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por
XO0.
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6.3.13. Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Tedricos
6.3.14. Demonstre o Teorema 6.11 na pagina 296.

6.3.15. Seja C' o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacdo
az® +bxy 4+ cy? +dr +ey+ f =0.

a b/Q}

b2 . Sejam \ ey os autovalores de A.

Consideremos a matriz A = [

a) Mostre que A\ = ac — b?/4.

b) Mostre que se Au > 0, entdo C' é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

c)
)

d

Mostre que se A < 0, entdo C' é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

Mostre que se A = 0, ent3o temos duas possibilidades:

(
(
(
(

i. Se A # 0 ou pu # 0, entdo C' é uma paradbola, um par de retas paralelas, uma reta
ou o conjunto vazio.

i. Se A= pu =0, entdo C' é uma reta. Observe que neste caso C' ndo é uma conica
(por que?).

Apéndice IV: Mudanca de Coordenadas

J4 vimos (equagdo (3.8) na pégina 133) que se as coordenadas de um ponto P no espago sdo
(x,y, 2), entdo

OP= zi + y;—l— zlg,
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Figura 6.17: Dois sistemas de coordenadas

Figura 6.16: OP= xi + ;l/f#— 2k (0 . 7 /;} e (O, Uy, Uy, Us)

em que i = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) sdo os vetores candnicos, ou seja, as coordenadas

de um ponto P s3o iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos O P como uma combinagdo
linear dos vetores candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores i fe k determinam um
sistema de coordenadas (cartesiano), {O,Z,j, lg} Para resolver alguns problemas geométricos é
necessario usarmos um segundo sistema de coordenadas determinado por uma origem O’ e por
vetores Uy, Uy e Us que formam uma base ortonormal de R3. Por exemplo, se O’ = (2,3/2,3/2),
U = (vV3/2,1/2,0), Us = (—1/2,v/3/2,0) e U3 = (0,0,1) = k, entdo {O’, U;, Uy, U3} determina
um novo sistema de coordenadas: aquele com origem no ponto O’, cujos eixos z’,y' e 2z’ sdo retas
que passam por O orientadas com os sentidos e direcées de Uy, U, e Us, respectivamente. As
coordenadas de um ponto P neste sistema de coordenadas é definido como sendo os escalares que
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—

aparecem ao escrevermos O’ P como combinac¢do linear dos vetores Uy, U, e Us, ou seja, se

O/PI IIUl + y/U2 -+ Z/Ug,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Uy, Us} sdo dadas por

/

T
[Pliornvausy = | ¥
Z/
Como Uy, Uy e Uz formam uma base, entdo a matriz A = [U; Uy Us] é invertivel (A7 = A') e

desta forma as coordenadas de um ponto estdo bem definidas, ou seja, 2/, 3/ e 2’ estdo unicamente
determinados.

Dadas as coordenadas de um ponto P no sistema original {O,Z,f, E} precisamos saber deter-
minar as coordenadas de P no novo sistema de coordenadas {O’, Uy, Uy, Us}.

Também no plano temos o mesmo tipo de situacdo que é tratada de forma inteiramente andloga.
As coordenadas de um ponto P no plano em relagdo a um sistema de coordenadas {O’, Uy, Us }, em
que U; e U, sdo vetores unitdrios e ortogonais, é definido como sendo os escalares que aparecem ao

escrevermos O’ P como combinacio linear de U; e Us.
Vamos considerar inicialmente, o caso em que O’ = O.

Exemplo 6.11. Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e U; = (v/3/2,1/2)
elUs = (—1/2,v/3/2). Se P = (2,4), vamos determinar as coordenadas de P em relagio ao novo
sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar =’ e ¢ tais que

$,U1 + y,Uz :O—PE .
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A equagdo acima é equivalente ao sistema linear
(V3/2)2" - (1/2)y' =2
(1/2)a" + (V3/2)y' =

ou

AX =P,

em que A = [U; Uy] com Uy, Uy e P escritos como matrizes colunas. A matriz aumentada do

sistema é dada por
V3/2 —1/2:2
1/2 V/3/2:4
somando-se a 2% linha —\/§/3 vezes a 1? linha obtemos
V32 -1/2 2
0 2v3/3:2/3(6-V3) |

Assim, as coordenadas de P em relacdao ao novo sistema de coordenadas sao

[Pliouv,v2y = l 22\;%\131 } .

Exemplo 6.12. Considere o mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior, mas agora seja
P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagdo ao
novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e 3/ tais que

$,U1 + y,Uz :O—PE .
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yA

<
e

E>
v | O

<y

Figura 6.18: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas

A equacado acima é equivalente ao sistema linear

{(\/3/2)93’ - (12 =z
(1/2)z" + (V3/2)y' =y

ou
AX =P

Y

V3/2 —1/2
1/2 /3/2

igual ao nimero de incégnitas e tem solucdo Unica, pois a matriz € invertivel. Portanto, pelo

em que A = [U; U] = [ } e P= [ :; } Este sistema tem o nimero de equacdes
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Teorema 2.8 na pagina 68 a solucao é dada por

/
HEES
Y

Exemplo 6.13. Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados nos exemplos
anteriores. Suponha que sejam viélidas as seguintes equacdes

=x+y
Y =x+2y
!
entre as coordenadas [ ;;, } de um ponto P = (x,y) em relagdo a um sistema de coordenadas

{O, Uy, Us,} e as coordenadas de P, ‘; ] , em relagdo ao sistema de coordenadas original {O, £} =

(1,0), E5 = (0,1)}. Queremos determinar quais sdo os vetores U; e Us.
Das equacdes acima, deduzimos que

HEEH

1 0 -
Agora, os vetores U; e U, da nova base possuem coordenadas [ 0 e Ll em relacdo ao novo

sistema de coordenadas, respectivamente. Pois, Uy = 1U; + 0U; e Uy = 0U; + 1U;. Queremos
saber quais as coordenadas destes vetores em relagcao ao sistema de coordenadas original. Logo,

o= ] [o]- 12 -1 2]
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e
U_11*10_2—1 0] [ -1
T2 1| | -1 1||t] |1
yA
Es x
f
U2
0 Uy
) S
—sen 6 cos 6 E'I X
Figura 6.19: Rotacao de um angulo ¢
Rotacao

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O, Uy, U} seja obtido do sistema origianal {O, E; =
(1,0), E5 = (0,1)} por uma rotagdo de um angulo 6. Observando a Figura 6.19, obtemos

U = (cosf,send)
Uy = (—sen6,cosb)
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6.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas 307

seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagdo
ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar ' e ¢’ tais que

2’ Uy +y'Us :O—f’ )

A equacdo acima € equivalente ao sistema linear

(cosf)x’ — (senf)y ==z
{ (senf)z’ + (cosO)y =y (6.33)
ou
RyX = P,
cost) —send x . , .
em que Ry = senf  cosf | € P = y | Este sistema tem o nimero de equagdes igual ao

numero de incégnitas e tem solucdo Unica, pois a matriz Ry é invertivel. Portanto, pelo Teorema
2.8 na pagina 68 a solucdo é dada por

2 s ptp cosf senf x
[y'}R(’ PR@P[—Senﬁ cos 6 y |’

Os sistemas de coordenadas que aparecem nos dois primeiros exemplos desta secdo podem ser
obtidos por uma rotagdo de um angulo # = 7/6 em relagdo ao sistema original.

A matriz Ry é chamada matriz de rotacao. Observe que a matriz Ry satisfaz, R;l = R},
Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada de matriz ortogonal.

Translacao

Vamos considerar, agora, o caso em que O’ # O, ou seja, em que ocorre uma translacdo dos eixos
coordenados.
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y A
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yl| Y
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o @ X

Figura 6.20: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas (translagdo)

Observando a Figura 6.20, obtemos
0'P=0P — 00’ . (6.34)
Assim, se 00'= (h,k), entdo
O'P=(a',) = (5,) = (1 ) = (= b,y — )

Logo, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema sao dadas por

{ z: } = [Pl{o,p1.E2} = { :;:Z ] : (6.35)
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O eixo x’ tem equacdo ' =0, ou seja, y = k e o eixo y', 2’ =0, ou seja, x = h.
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310 Diagonalizacao

Teste do Capitulo

1. (a) Encontre matrizes P e D tais que

onde
8 -8
A= .
(b) Identificar a cbnica, achar a equagdo no Ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer

um esboco do gréfico.

8z2 + 8y — 16xy + 33v2x — 312y + 70 = 0

2. Verifique quais das matrizes seguintes sdo diagonalizaveis:

@ |5 0] CH

1 0
0 -1

(b) Sabendo-se que A = P~'DP, calcule A™.

3. (a) Seja D = [ } . Calcule D'
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6.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas 311

4. Diga se é verdadeiro ou falso cada item abaixo, justificando.

(a) Se A é uma matriz 2 x 2 com somente 1 autovalor, entdo A n3o é diagonalizavel;

(b) Se V' e W s&o autovetores associados a um autovalor A, entdo W — proj,, W é também
um autovetor associado a \.

(c) Se A ndo é singular, entdo 0 n3o é autovalor de A;

(d) As matrizes A e A* possuem 0os mesmos autovetores;
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Respostas dos Exercicios

1.1. Matrizes (pagina 13) -3
-2
1.1.1. > A=[2,0;6,71; B=[0,4;2,-8]; C=[-6,9,-7;7,-3,-2]; 7> 3HAC,1¥2A(:, 245, D)
>> D=[-6,4,0;1,1,4;-6,0,6]; E=[6,9,-9;-1,0,-4;-6,0,-1]; 5
>> A*B-B*A
-24 -20
58 24 1.1.3. >> syms x
>> 2xC-D >> A=[x,4,-2]; B=[2,-3,5];
??? Erro usando ==> - >> solve(A*B.?)
Dimensdes das matrizes 11

ndo s8o iguais.
1.1.4. >> A(1,:)=B

i Te . ig. Tt
Usando as propriedades (I) e (n) do Teorema 1.1 na pag. 7 3 30 -95

>> :
>> 2xD-3*E fzg( ¥
-30 -19 27 -69
5 2 20 13
6 0 15 >> (B*A(:,2)).°

14 -48 -16

Usando a propriedade (i) do Teorema 1.1 na pag. 7: >> (B(2,:)%A).”

>> Dx(D-E) —ig
80 34 -22 79
-10 -4 45
72 30 -12
1.1.5. >> syms
>> A=[1,1/y;y,1];
1.1.2. >> A=[1,-3,0;0,4,-2]; X=[3;2;5]; >> AT2-2%A
>> AxX [ 0, 0]

312
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[0, 0]

1.1.6. >> syms x y z w

>> X=[x,y;z,w]; M=[0,1;-1,0];

>> X*kM-M*X

[ -y-z, x-w]
[ x-w, =z+yl
>> syms abcd

>> A=[x,y;-y,x]; B=[a,b;-b,al;

>> A*B-B*A
[ 0, 0]
[ 0, 0]

1.1.7. (a) > a=[1,1/2;0,1/3]
A=

1.0000  0.5000
0  0.3333
>> A"2,A"3,A°4,A°5
ans =
1.0000  0.6667
0 0.1111
ans =
1.0000  0.7222
0  0.0370
ans =
1.0000  0.7407
0  0.0123
ans =
1.0000  0.7469
0 0.0041
>> A"6,A"7,A"8,A"9
ans =
1.0000  0.7490
0  0.0014
ans =
1.0000  0.7497
0  0.0005
ans =
1.0000  0.7499
0 0.0002
ans =
1.0000  0.7500
0 0.0001

A seqliéncia parece estar conergindo para a matriz

1 075
0 (A

(b) >> A=[1/2,1/3;0,-1/5]

A seqliéncia parece estar conergindo para a matriz

A =
0.5000 0.3333
0 -0.2000
>> A"2,A"3,A°4,A"5
ans =
0.2500 0.1000
0 0.0400
ans =
0.1250 0.0633
0 -0.0080
ans =
0.0625 0.0290
0 0.0016
ans =
0.0312 0.0150
0 -0.0003
>> A"6,A"7,A"8,A79
ans =
0.0156 0.0074
0 0.0001
ans =
0.0078 0.0037
0 0.0000
ans =
0.0039 0.0019
0 0.0000
ans =
0.0020 0.0009
0 0.0000
nula 00
0 0

>> format rat

A

0

1

0
>> A"2,A"3
ans =

0

0

1
ans =

1

0

0

0
0
1

[eNeN

[eN T Ne]

>> A=[0,0,1;1,0,0;0,1,0]

[eXeN

= OO
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(c)

Para k = 3, Ak = I3.

>> A"2,A"3,A4,A"5
ans =

OO RO OO O

OO O

0
-1
0
0

Para k =5, Ak = A.

>> A=[0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0]
A=

[oNeoNeoNeo)

>> A"2,A"3,A74
ans =

0
0
0
0
ans =
0
0
0
0
ans =
0
0
0
0

Para k = 4, Ak =0.

OO RO OO O o

OO O

[eNeNeoNe) [eNeoNoNe) OO O

[eNeNeoNe)

[N NeNe) —OOO [N NeNe)

= OOO

[oNeNeoNe) O OO O OO

[eNeNeoNe)

or OO ¢

0

Concluimos que é muito raro encontrar matrizes cujo pro-
duto comute.

Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam.
Pode-se mostrar que elas sempre comutam (Exercicio 1.25
na pagina 21).

Se a matriz A for diagonal, ent3o o produto comuta, se os
elementos da diagonal de A s3o iguais. (ver Exercicio 1.13
na pagina 17). A probabilidade de um tal par de matrizes
comute é aproximadamente igual a probabilidade de que a
primeira matriz tenha os elementos da sua diagonal iguais,
ou seja, 11/113 = 1/11% = 1%.

8.2. Sistemas Lineares (pagina 44)

4.01.

O OO

1.2.2.

O OO

OO RO

O OO

1.2.3.

O O OO

As matrizes que est3o na forma reduzida escalonada sio A
eC

T 8+ Ta
_ Yy _ 2 —3«a
@ X=| 2 |=| 25, | VeeR
| w «a
o —2— 30 +63
T2 B
(b) X=| 23 | = 7 —da , Va, 8 € R.
T4 8 — ba
| =5 a
[z 6
_| v _ 3
() X=| 7 |=| 9 4 | Vaer
| w «a
Mz —-34+8a—T70
@ B
(d) X=| =3 | = 5 — 6o , Va, g € R.
T4 9 — 3«
L x5 a

(a) > A=[1,1,2,8;-1,-2,3,1;3,-7,4,10];
>> escalona(A)
[ 1, 1, 2, 8]
[-1, -2, 3, 1]
[ 3, -7, 4, 10]
eliminagdo 1:
1*linha 1 + linha 2 ==> linha 2

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear
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-3*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 2, 8]

[ o, -1, 5, 9]

[ 0, -10, -2, -14]

eliminagdo 2:

-1%1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 2, 8]

[ o, 1, -5, -9]

[ 0, -10, -2, -14]

-1*%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
10*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 7, 17]
[ o, 1, -5, -9]
[ o, 0, -52, -104]

eliminag&o 3:

-1/52%1linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 7, 17]

[ o, 1, -5, -9]

[ o, o, 1, 2]

-7*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
6%linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[1, 0, 0, 3]

[0, 1,0,1]

[0, 0,1, 2]

~[3]-11]

>> A=[2,2,2,0;-2,5,2,1;8,1,4,-1];
>> escalona(A)

[ 2, 2, 2, 0]

[-2, 5, 2, 1]

[ 8 1, 4, -1]

eliminagdo 1:

1/2*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 1, 1, o]

[-2, 5, 2, 1]

[ 8 1, 4, -1]

2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2

-8+linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, o]

[ o, 7, 4, 1]

[ o, -7, -4, -1]

eliminagdo 2:

1/7*1inha 2 ==> linha 2

L 1 1, 1, 0]

[ o, 1, 4/7, 1/7]

L o, -7, -4, -1]

-1*%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1

1.2.4.

7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 3/7, -1/7]
[ 0, 1, 4/7, 1/7]
[ 0, 0, 0, 0]
0] [ ko
X=| z2 | = 1_4, ,Va € R.
7 7
3 o

(c) >> A=[0,-2,3,1;3,6,-3,-2;6,6,3,5]
>> escalona(A)
[ o, -2, 3, 1]
[ 3, 6, -3, -2]
[ 6, 6, 3, 5]
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
[ 3, 6, -3, -2]
[ o, -2, 3, 1]
[ 6, 6, 3, 5]
1/3*1linha 1 ==> linha 1

L 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, -2, 3, 1]
[ 6, 6, 3, 5]
-6*%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, -2, 3, 1]
[ 0, -6, 9, 9]

eliminagdo 2:
-1/2*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ 0, -6, 9, 9]

-2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
6*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 2, 1/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ 0, 0, 0, 6]

O sistema nao tem solug3do!

>> A=[1,-2,1;2,-5,1;3,-7,2];
>> B1=[1;-2;-1]1;B2=[2;-1;2];
>> escalona([A,B1,B2])
[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ 2, -5, 1, -2, -1]

L 3 -7, 2,-1, 2]
eliminagdo 1:

-2x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
L1, -2, 1, 1, 2]
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[ o, -1, -1, -4, -5] —25+linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 0, -1, -1, -4, -4] [1, 0, 1, O]
eliminag8o 2: [0, 1, 0, 0]
-1x1linha 2 ==> linha 2 [0, 0, 0, 0]
[ 1, -2, 1, 1, 2 - o
R x=[y]-] 8] vaen
2+linha 2 + linha 1 ==> linha 1 z o
1*linha 2 + linha 3 ==> linha 3 (b) >> B=2*eye(3)-A;
E (1): (1), :i: 2: 1%% >> escalona([B,zeros(3,1)])
B > s s [ 1, 0, -5, 0]
[ o, o, 0, 0, 1] [-1, 1, -1, 0]
[ o, -1, 6, 0]
o1 9_ 3a eliminag8o 1:
. o . 1*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(a)X{ii}{‘laa}»VaeR- [ 1, 0, -5, 0]

[ o, 1, -6, 0]

(b) O sistema ndo tem solug3o! L o, -1, 6, 0]

eliminagdo 2:

1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3

1.2.5. (a) > A=[1,0,5;1,1,1;0,1,-41; [ 1, 0, -5, 0]
>> B=-4xeye(3)-A; [ o, 1, -6, 0]
>> escalona([B,zeros(3,1)]) [ o, 0o, 0, 0]
[-5, 0, -5, 0] . so
[-1, -5, -1, 0] X{y:||:6a:|,Vo¢€R.
[ o, -1, 0, 0] e o

eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[ -1, -5, -1, 0] 1.2.6. (a) >> syms a

[ -5, 0, -5, 0] >> A=[1,2,-3,4;3,-1,5,2;4,1,a"2-14,a+2];
[ o, -1, 0, 0] >> escalona(A)

-1%linha 1 ==> linha 1 [ 1, 2, -3, 4]
[ 1, 5, 1, 0] [ 3, -1, 5, 2]
[ -5, 0, -5, 0] [ 4, 1, a~2-14, a+2]
[ 0, -1, 0o, O]

5%linha 1 + linha 2 ==> linha 2 eliminag8do 1:

[ 1, 5, 1, 0] -3*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 0, 25, 0, 0] -4x1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 0, -1, 0, 0] [ 1, 2, -3, 4]
eliminagdo 2: [ 0, -7, 14, -10]
linha 3 <==> linha 2 [ 0, -7, a"2-2, a-14]

[ 1, 5, 1, 0]

[ o, -1, 0, 0] eliminagdo 2:

[ o0, 25, 0, 0] -1/7*1inha 2 ==> linha 2
-1xlinha 2 ==> linha 2 [ 1, 2, -3, 4]

[ 1, 5, 1, 0] [ 0, 1, -2, 10/7]

[ o, 1, o0, 0] [ 0, -7, a”2-2, a-14]

[ 0, 25, 0, 0]

-6%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1 -2%1inha 2 + linha 1 ==> linha 1

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



Capitulo 1. Matrizes e Sistemas Lineares

317

1.2.7.

7*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

1 0 1 8/7

0 1 -2 10/7

0 0 a2—-16 a—4

Sea? —-16=0ea—4 =0, entdo o sistema
tem infinitas solugbes. Neste caso, a = 4;
Sea? —16=0e a—4 # 0, entdo o sistema
n3o tem solugdo. Neste caso, a = —4;

Se a2 — 16 # 0, entdo o sistema tem solugio
tnica. Neste caso, a # 14;

(b) > a=[1,1,1,2;2,3,2,5;2,3,a"2-1,a+1];
>> escalona(A)

[ 1, 1, 1, 2]
L 2, 3, 2, 5]
[ 2, 3, a”2-1, a+1]
eliminagdo 1:
-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-2%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, 2]
[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, 1, a~2-3, a-3]
eliminagdo 2:
-1*%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 a>-3 a—4

Sea?—3=0ea—4=0, entdo o sistema
tem infinitas solu¢cdes. Este caso n3o pode
ocorrer;

Sea? —3=0ea—4#0, entdo o sistema
n3o tem solugdo. Neste caso, a = +V3;

Se a? — 3 # 0, entdo o sistema tem solucio
tnica. Neste caso, a # +/3;

>> A=[2,3,5,2500;1,1,1,1000;2,1,4,2000] ;
>> escalona(A)

[
[
[

2,
1,
2,

3, 5, 2500]
1, 1, 1000]
1, 4, 2000]

eliminagdo 1:

1.2.8.

linha 2 <==> linha 1
[ 1, 1, 1,
[ 2, 3,
L 2, 1,

1000]
5, 2500]
4, 2000]

-2x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-2%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 1, 1,
[ 0, 1, 3,
L 0, -1, 2,
eliminagdo 2:

-1*linha 2 + linha 1

1000]
500]

==> linha 1

1*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -2, 500]
[ o, 1, 3, 500]
[ o, 0, 5, 500]

eliminagdo 3:

1/5%1inha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -2, 500]
[ o, 1, 3, 500]
[ o 0, 1, 100]

2xlinha 3 + linha 1 ==> linha 1
-3*linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, o0, 0, 700]
L o0, 1, 0, 200]
[ o, o0, 1, 100]

Foram vendidos 700 kg do produto A, 200 kg do produto

B e 100 kg do produto C.

Substituindo os pontos na fun¢do obtemos:

a + b +
270 + 9% + 3c
64a + 16b + 4c

d = 10
+ d = 7
+ d = -11
+ d = -14

Substituindo d = 10 nas outras equagdes e escalonando a
matriz aumentada do sistema correspondente:

>> escalona(C)

1, 1, 1, -3]
L 27, 9, 3, -21]
[ 64, 16, 4, -24]

eliminagédo 1:
-27*linha 1 + linha 2
-64*linha 1 + linha 3

[ 1, 1, 1, -3]
[ o0, -18, -24, 60]
[ 0, -48, -60, 168]

eliminagdo 2:

==> linha 2
==> linha 3
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-1/18%linha 2 ==> linha 2 [ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 1, 1, 1, -3] [ 0, 11, 3, -131]
[ o, 1, 4/3, -10/3] 7/2*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ o, -48, -60, 168] -11*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1 [ 1, 0, -1/9, 11/9]
48%linha 2 + linha 3 ==> linha 3 [ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 1, 0, -1/3, 1/31] [ 0, 0, 16/9, -464/9]
[ 0, 1, 4/3, -10/3] eliminagdo 3:
[ 0, 0, 4, 8] 9/16%linha 3 ==> linha 3
eliminag8o 3: [ 1, 0, -1/9, 11/9]
1/4*linha 3 ==> linha 3 [ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 1, 0, -1/3, 1/3] [ 0, o, 1, -29]
[ o, 1, 4/3, -10/3] 1/9*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
[ 0, 0, 1, 2] -1/9%1linha 3 + linha 2 ==> linha 2
1/3*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1 [ 1, 0, 0, -2]
-4/3%1linha 3 + linha 2 ==> linha 2 [ o, 1, o0, -4]
[ 1, 0o, o0, 1] [ 0, 0, 1, -29]
[ o, 1, 0, -6]
[ o, o, 1, 2]
Os coeficientes sdo a = —2,b = —4 e ¢ = —29 e a equacgdo
do circulo é 2 + y2 — 2z — 4y — 29 = 0.
Assim, os coeficientes sio a = 1,b=—6,c=2ed=10e
o polindmio p(z) = z* — 627 + 2z + 10. 1.2.10.  (a) >> A=[1,-2,5,b1;4,-5,8,b2;-3,3,-3,b3];
>> escalona(A)
1.2.9. Substituindo os pontos na equacgdo do circulo obtemos: [ 1, -2, 5, bi]
2 + T 4+ ¢ = —[(-2)2+72] = -53 [ 4, -5, 8, b2]
—da 4+ b 4+ ¢ = —[(-42+52] = -—41 [173f 5.3 b3]
da — 3 + ¢ = _[42 + 32] - _95 eliminacgdo 1:

>> A=[-2,7,1,-53;-4,5,1,-41;4,-3,1,-25];
>> escalona(A)

[ -2, 7, 1, -53]

[ -4, 5, 1, -41]

[ 4, -3, 1, -25]

eliminagdo 1:

-1/2*linha 1 ==> linha 1

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ -4, 5, 1, -41]

[ 4, -3, 1, -25]
4xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ 0, -9, -1, 65]

[ 0, 11, 3, -131]
eliminagdo 2:

-1/9%1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

-4xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2
3*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1, -2, 5, b1]

[ 0, 3, -12, b2-4xb1]

[ 0, -3, 12, b3+3*Dbi]
eliminag8o 2:

1/3%linha 2 ==> linha 2

[1, -2, 5, bi]
[0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
[ o0, -3, 12, b3+3*b1]

2xlinha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -3, -5/3%b1+2/3%b2]

[0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]

[0, 0, O, b3-b1+b2]

O sistema é consistente se, e somente se, b3 — b1 +
by = 0.

(b) >> syms bl b2 b3
>> A=[1,-2,-1,b1;-4,5,2,b2;-4,7,4,b3];
>> escalona(A)
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[ 1, -2, -1, bi] [ o, 1, 0ol [ o, 1, 0]
[ -4, 5, 2, b2] [ o,-1, 11 [ o, o0, 1]
[ -4, 7, 4, b3] G=[1, 0, 0]JH =[ 0, 1, 0]
eliminagdo 1: (o,1,0 [1,0,0]
4xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2 [2, 0,1 [0, 0, 1]
4xlinha 1 + linha 3 ==> linha 3 >> EXF*G*H*A
[1, -2, -1, b1l [ 1, o0, -18, -16]
[ 0, -3, -2, b2+4%bi] L o, 1, 7, 8]
[ 0, -1, 0, b3+4*bi] [ o, o0, o0, 0]
eliminagdo 2:
linha 3 <==> linha 2 1.2.12.  (a) >> A=[1,2,0,-3,1,0,2;1,2,1,-3,1,2,3;
[1, -2, -1, bi] 1,2,0,-3,2,1,4;3,6,1,-9,4,3,9]
[ 0, -1, 0, b3+4xbil] >> escalona(A)
[0, -3, -2, b2+4%xb1] [ 1, 2, 0, -3, 0, -1, 0]
—-1*linha 2 ==> linha 2 [ o, o, 1, 0, 0, 2, 1]
[1, -2, -1, bi] [ o, o, 0, 0, 1, 1, 2]
[0, 1, 0, -b3-4x%bi] [ o 0 0 0 0 0 0]
[ 0, -3, -2, b2+4%bi] o) 7
2#linha 2 + linha 1 ==> linha 1 T1 + 2x2 — 3z4 - T6=2
3%linha 2 + linha 3 ==> linha 3 x3 + 2ze=1
[ 1, 0, -1, -T*b1-2%b3] 5+ w6 =2
[o,1, o, -b3-4%b1] X =[2+a+36-2y v 1-2a B 2-a o
[ 0, 0, -2, b2-8%b1-3%b3] Vo, 8,7 €R
O sistema é consistente para todos os valores reais (b) >> a=[1,3,-2,0,2,0,0;2,6,-5,-2,4,-3,-1; ...
de b1, b2 e bs. 0,0,5,10,0,15,5;2,6,0,8,4,18,6]
>> escalona(A)
1.2.11. >> A=[0,1,7,8;1,3,3,8;-2,-5,1,-8]; 1, 3, 0, 4, 2, 0, 0]
>> escalona(A) [ o, o, 1, 2, 0, 0, 0]
[ o, 1, 7, 8] [ o, o, o0, o0, 0, 1, 1/3]
E é 2 i) g% [ o, o, o0, o0, O, O, o0]
eliminagdo 1: 1+ 3z2 +42114 + 25 :8
linha 2 <==> linha 1 r3 +2a4 B
[ 1, 3, 3, 8] T6 = 3
[ o, 1, 7, 8] X=[2a—48-3y v —-28 B8 o 1/3],
[ -2, -5, 1, -8] Vo, B,7 € R
2*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
(1,3, 3, 8] 1.2.13. >> syms a, B=[4,3,1,6]";
Lo, 1,7, 8l >> A=[1,1,1,1;1,3,-2,a;
(o,1,7, 8] 2,2%a-2,-a-2,3%a-1;3,a+2,-3,2%a+1]
eliminagdo 2: ] >> escalona([A,B])
-3*linha 2 + linha 1 ==> linha 1 [1, 0, 0, 0, (4*a-11)/(a-5)]
-1*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3 [ 0, 1, O, 0, -4/ (a-5)]
[ 1, 0, -18, ~16] [0, 0, 1, o, -4/(a-5)]
L o 1, 7, 8] [o, o, o, 1, -1/(a-5)]
[ o, o, o0, o] >> solve(-3/2«a+5/4+1/4*a"2,a)
>> I=eye(3);E=o0e(-1,2,3,I),... ans = [ 11[ 5]

F=o0e(-3,2,1,I),G=0e(2,1,3,I),H=0e(I,1,2)

E=[ 1,

0, OIJF =[

1, -3, 0]

Sea#1lea#5, entdo X =

[4&*11 —4 —4 —1 }t
a—5 a—5 a—5 a—5
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1.2.14.

>> C=subs(A,a,1)
>> escalona([C,B])

[1, 0, 0, 1, 2]
[o0,1,0,0,1]
[0, 0,1, 0, 1]
[0, 0, 0,0, 0]

Sea=1,entdo X = [2—a,1,1,a]' Va € R.

>> D=subs(A,a,5)
>> escalona([D,B])

L 1, 0, 5/2, -1, 0]
[ o, 1, -3/2, 2, 0]
[ o, 0, o, 0, 1]
L o, o, o, o, 0]

Se a = 5, ent3o o sistema n3o tem soluc3o.

(a) >> A=[1,2,3,1,8;1,3,0,1,7;1,0,2,1,3];
>> escalona(A)
[1, 2, 3, 1, 8]

[1, 3, 0, 1, 7]

[1,0, 2,1, 3]

[1, 0, 0, 1, 1]
[0, 1, 0, 0, 2]
[0, 0,1, 0, 1]

{1-o,2,1,) | « € R}

(b) >> a=[1,1,3,-3,0;0,2,1,-3,3;1,0,2,-1,-1]1;
>> escalona(A)
[ 1, 1, 38, -3, 0]
[ o, 2, 1, -3, 3]
[ 1, o, 2, -1, -1]

[ 1, o, o, 1, 1]
[ o, 1, 0, -1, 2]
[ o, o, 1, -1, -1]

{I-a,24+a,-1+a,a) | a € R}

(c) >> a=[1,2,3,0;1,1,1,0;1,1,2,0;1,3,3,0];
>> escalona(A)
[1, 2, 3, 0]
[1, 1, 1, 0]

1.2.15.

[1, 1, 2, 0]
[1, 3, 3, 0]
[1, 0, 0, O]
[0, 1,0, 0]
[0, 0,1, 0]
[o0,0,0,0]
{(0,0,0)}
>> P=randi(4,2)
P= 5 4
-3 3
1 0
0 -5
>> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)
A =125 25 5
=27 9 -3 1
1 1 1 1
0 0 0 1
B= 4
3
0
-5
>> R=escalona([A,B])
[ 125, 25, 5, 1, 4]
[-27, 9, -3, 1, 3]
L 1, 1, 1, 1, o]
[ o, o0, o, 1, -8]
R =[1, 0, 0, 0, -163/480]
[o, 1, O, O, 99/80]
[0, 0, 1, 0, 1969/480]
o, o, o, 1, -5]

>> a=R(1,5) ;b=R(2,5);c=R(3,5);d=R(4,5);
>> clf,po(P),syms x,plotfl(axx~3+b*x"2+c*x+d, [-5,5])
>> eixos

Pode n3o ser possivel encontrar o polinémio, se mais de um
ponto tiver a mesma ordenada y;.
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1.2.16.

Observacdo. A sua resposta pode ser diferente da que esta
aqui.

>>
P

>>
A

P=randi(5,2)

a=-R(1,6);b=-R(2,6);c=-R(3,6);
d=-R(4,6) ;e=-R(5,6) ;f=1;

clf,po(P),syms x

eixos

Y

3 2
-1 -3
1 -1
3 4
4 4
A=matvand (P,2)
9 6 4 3 2
1 3 9 -1 -3
1 -1 1 1 -1
9 12 16 3 4
16 16 16 4 4
R=escalona([A,zeros(5,1)])
9, 6, 4, 3, , 1, 0]
1, 3, 9, -1, -3, , 0]
1, -1, 1, 1, -1, 1, 0]
9, 12, 16, 3, 4, 1, 0]
16, 16, 16, 4, 4, 1, 0]
=1, 0, 0, 0,
0, 1, 0, 0,
0, 0, 1, 0,
0, 0, 0, 1,
0, 0, 0, 0,

i

-35/8,
45/8,

65/8:
-39/8,

plotci(axx~2+b*xxy+cky 2+d*x+exy+f, [-5,5], [-5,5])

Observacdo. A sua resposta pode ser diferente da que estd

aqui.
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2.1. Matriz Inversa (pagina 71) 2.1.4. >> invA=[3,2;1,3]; invB=[2,5;3,-2];
>> invAB=invB*invA
invAB = 11 19

2.1.1. A matriz é singular, pois o sistema homogéneo tem solugdo 7 0

n3o trivial (Teorema 2.8 na pagina 68).
2.1.5. >> invA=[2,3;4,1]; B=[5;3];

2.1.2.  (a) > A=[1,2,3;1,1,2;0,1,2]; >> X=invA*B
>> B=[A,eye(3)]; X = 19
>> escalona(B) 23
(1, 0, 0, 0, 1,-1]
o, 1, 0, 2,-2,-1] 2.2. Determinantes (pagina 91
fo, 0, 1,-1, 1, 1] (pdgina 91)
(b) [1, 0,0, 3, 2,-4] 2.2.1. det(A2) = 9; det(A3) = —27; det(A~1) = —1/3;
[0, 1, 0,-1, 0, 1] o
[0, 0, 1, 0,-1, 1] det(A") = —3.
(¢ &4, 0, 0, 0, 7/3,-1/3,-1/3,-2/3] 2.2.2. det(A*B~1) = det(A4)/ det(B) = —2/3.
[0, 1, o0, 0, 4/9,-1/9,-4/9, 1/9]
[o, o, 1, 0,-1/9,-2/9, 1/9, 2/91] C a1 a2 ai13 + aio
[0, 0, 0, 1.-5/3, 2/3, 2/3, 1/3] 223, (2) det| w2 aintar } _
(d) 1, 0, 0, 1, -1, 0] L @31 @32 a3z +as2
fo, 1, 0,3/2,1/2,-3/2] a1l ai2 ai13
fo, o, 1, -1, o, 1] det | a21 a2 a23 |+
a a a
() L1 01 1 0 -2] aﬁ a?i afz
o1 1 00 1] aot | a1 an am}—det(A)—l—O—?)
| as1 a3z as2
Continua ? (s/n) n [ a11 +a12 a11 —ai2 a3
b) det | a21 +a2e a2 —a2e a3 | =
(f) [1, 0, 0,1/4, 5/4,-3/4, 1/2, 0] ( -
[0, 1, 0,1/2,-1/2, 1/2, 0, 0] L gs1haszdsLzas a3
[0, o, 1,1/4, 1/4, 1/4,-1/2, 0] dot | amt ael gl n
o, 0, 0o, 0, -2, -1, -2, 1] o) g2 g2l 423
L as1 a3 asz |
Continua ? (s/n) n det gll 7212 313 +
e 21  —ag2 23
a31  —az2 as3
2.1.3. >> syms a [ a1z a1 aiz |
>> 4=[1,1,0;1,0,0;1,2,al; det | azs am;  azs | +
>> escalona(A) | as2 a3 a3z |
[ a12 —ai12 ai13 ]
1 0 0 det | a22 —a22 a2z | = —2det(A) = -6
{ 0 1 0 } | a32 —as2 as3 |
0 0 a
2.2.4, (a) >> A=[1,-2,3,1;5,-9,6,3;-1,2,-6,-2;2,8,6,1];
Continua ? (s/n) n >> detopelp(A)
Para valores de a diferentes de zero a matriz A tem inversa. [ 1, -2, 3, 1]

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



Capitulo 2. Inversao

de Matrizes e Determinantes

323

(b)

[ 5, -9, 6, 3]

[ -1, 2, -6, -2]

[ 2, 8, 6, 1]

eliminagdo 1:

-6%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
-2%linha 1 + linha 4 ==> linha 4

[ 1, -2, 3, 1]
Lo, 1,-9,-2]
[ o, o0,-3,-1]
[ 0,12, 0, -1]

eliminagdo 2:

-12%1inha 2 + linha 4 ==> linha 4

L 1, -2, 3, 1]

L o 1, -9, -2]

[ o, o, -3 -1]

[ o, 0, 108, 23]

eliminagdo 3:

-1/3*linha 3 ==> linha 3

L 1, -2, 3, 1]

L o, 1, -9, -2]

[ o, o0, 1, 1/3] 2.2.5.
[ o, 0, 108, 23]

det(A) = -3*det(A)

-108*1linha 3 + linha 4 ==> linha 4

[ 1, -2, 3, 1]

[ o, 1, -9, -2]

L o, o, 1,1/3]

[ o, o, o0, -13]

ans = 39

>> A=[2,1,3,1;1,0,1,1;0,2,1,0;0,1,2,3];
>> detopelp(A) 2.2.6.
[2,1, 3, 1]

[1,0,1, 1]

[0, 2,1, 0]

[o, 1, 2, 3]

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[1,0,1, 1]

[2,1,3,1]

[o0,2,1,0]

[o, 1,2, 3]

det(A) = (-1)*det(A)

-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2 2.2.7.
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 2, 1, 0]

[ o, 1, 2, 3]

(c)
(d)

(a)

eliminagdo 2:

-2%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
-1%1linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]
[ o, 0, -1, 2]
[ o, o, 1, 4]

eliminagdo 3:
-1%linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 0, 1, -2]

[ 0o, 0, 1, 4]

det(4) = (-1)*(-1)*det(A)
-1*1inha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ 0o, 0, 1, -2]

[ o, o, o, 6]

>> 4=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> p=det (A-x*eye(3))

p =-x"3

>> solve(p)

[01[0]1[0]

p =(1-x)*(3-x)*(-2-x) [ 11[ 3]1[-2]
p =(2-x)*x(4-5*x+x~2) [2][4][1]
p =-8-2x+b*x"2-x~3 [ 2][ 41[-1]

>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3);

>> p=det(B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)

>> solve(p)

[ 21[-11[ 3]

p =(2-x)"2x(1-x) [2][2][1]

p =(1-x)*(2-x)*(-1-x)*(3-x) [ 11[ 21[-11[ 3]
p =(2-x)"2*(1-x)"2 [2]1[2]1[1]1[1]

>> Bml=subs(B,x,-1);

>> escalona(Bml)

[1, 0, 0]

o, 1, 1]
o, o, o]
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[o, 1, o, 0]
0 [0, 0, 1, 0]
W_1={| —a ||aeR}. [0, 0, 0, 1]
«a [0, 0, 0, O]
>> B2=subs(B,x,2);
>> escalona(B2) Wi={a 0 0 0] |acR}).
[1, 0, 1/4]
[0, 1, 1/4] [1, 0, 0, 29/3]
[o, 0, 0] [0, 1, 0, 7/3]
[0, o, 1, 3]
[o, 0, O, 0]
—«
Wz—{|: —« } |oo € R}
da Wy ={] 29 —7a -9a 3a ]'|acR}.
>> B3=subs(B,x,3); [1, 0, -9/4, 0]
>> escalona(B3) [0; 1i _3/4: 0]
s 60
> 1, 0, 0, 0, 0
[0, 0, 0] [ !
Ws={ 9« 3a 4a 0 ]"|acR}.
0
d) [1, 0o, -3, 0]
W3={{0]|06R}v () [0, 1, 3, 0]
a [0, 0, o0, 1]
0, 0, 0,0
(b) [1, 3, 0] : !
[0, 0, 1]
[0, 0, 0]
Wi={3 -3¢ o 0]"|acR}
—3a
Wi={| o | Ja€cR} [0, 1, 0, 0]
[o, o, 1, 0]
0, 1, 0l [o, o, o, 1l
[0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0]
Wo={a 0 0 0] |acR}.
o
Wa = {[ g } | o, B € R} 2.2.8. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.
[1, 1, 0, 0] 2.2.9. >> menc=lerarq(’mencl’); key=lerarq(’key’);
(c) 0. 0 1. 0] >> y=char2num(menc); M=char2num(key) ;
SRS >> N=escalona([M,eye(5)])
[O’ O’ O’ 0] [ 37, 12, 12, 4,93, 1, 0, 0, O, O]
> [ o, 4, 0, 1, 0O, 0, 1, 0O, O, O]
. ( 3 o 1 o0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]
Wor={[ -« o 0 0] [acR} [ 9 3 3 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
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[18, 6, 6, 2, 1, 0, 0, O, O, 1]

N =[1,0,0,0,0, 1, O, 0, 182, -93]
[0,1,0,0,0, 0, 1, 3, -1, 0]
[0,0,1,0,0,-3, 0, 1,-546, 279]
[0,0,0,1,0, 0,-3,-12, 4, 0]
fo,0,0,0,1, 0, 0, 0, -2, 1]

>> N=N(:,6:10)

N =

[ 1, o, o0, 182, -93]

[ 0, 1, 3, -1, 0]

[ -3, 0, 1, -b46, 279]

[ o, -3, -12, 4, 0]

[ 0, 0, 0, -2, 1]

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans =
Desejo boa sorte a todos que estudam Algebra Linear !
>> menc=lerarq(’menc2’);

>> y=char2num(menc) ;

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans = Buda tinha este nome por que vivia setado!

Deve ser uma matriz com entradas entre 0 e 158 com deter-
minante igual a &1, para que exista inversa e a sua inversa
seja uma matriz com entradas inteiras.

19 de agosto de 2000

Reginaldo J. Santos



326

Respostas dos Exercicios

3.1. Soma de Vetores e Multiplicagdo por Escalar (pagina 110)

3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

3.1.7.

A equagdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a
3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V ob-
temos —15X + 3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U
multiplicando-se por —% obtemos

_ 5 1
x=5%v-1v.

Multiplicando-se a segunda equagdo por 2 e somando-se

a primeira, obtemos 12X = 3U 4 2V ou X = %U + éV.
Substituindo-se X na primeira equa¢do obtemos, %U+V7
2Y =Uou2Y =2U+VouY =1U+1V.

>> op=[ 2, 3, -51; v=[ 3, 0, -31;

>> 0Q=0P+V

0qQ = 5 3 -8
As coordenadas da extremidade do segmento orientado s3o
(5,3, —8).

>> 0P=[1,0,3];
>> MP=0P-0M;

OPlinha =
As coordenadas de P’ sao (1, 4 —5).

oM=[1,2,-1];
0P11nha—OM MP

(a) >> 0A=[5,1,-3];0B=[0,3,4];0C=[0,3,-5];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = -5 2 7
AC = -5 2 -2
Os pontos n3o s3o colineares, pois AC# A AB

(b) >> 0A=[-1,1,3];0B=[4,2,-3];0C=[14,4,-15];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = 5 1 -6
AC = 15 3 -18

Os pontos s3o colineares, pois AC= 3 AB

>> 0A=[1,-2,-3];0B=[-5,2,
>> DC=0B-0A, 0D=0C-DC
DC = -6 4 2

-4 -3
(10, —4, =3).

-1];0C=[4,0,-1];

= 10
O ponto é D =

(a) A equagdo zV + yW = U é equivalente ao siste-

9r - y = -4
ma —12z 4+ Ty = —6 ,cuja matriz au-
—6x + Yy = 2

mentada é a matriz que tem colunas V,W e U.

>> V=[9,-12,-61;W=[-1,7,1];U=[-4,-6,2];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -2/3]
[ 0, 1, -2]
[ 0, 0, 0]

Assim, U— —2/3V —2W.

>> v=[5,4,-3];W=[2,1,1];U=[-3,-4,1];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -5/3]

[ 0, 1, 8/3]

Assim, ?f nio éoc’orﬁ%(l)r(asg'éo linear de V e W.

(b)

3.2. Produtos de Vetores (pagina 140)

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

>> V=[1,2,-3]; w=[2,1,-2];
>> Va=(V+W) /no (V+W), Vb=(V-W)/no(V-W),...
>> Ve=(2%V-3*W) /no (2*V-3*W)

Vv [3 43 33\/ZE *%\/‘E]
[~1V3 4V 33
[*%f #VIT 0]
>> v=[2,2,1]; w=[6,2,-3];

>> X=V/no(V)+W/no (W), U=X/no(X)
X=[32/21, 20/21, -2/21]

[ 3 VITV21 32 VITV21

Q O“ Q
Il
QJIH

— 557 VITV2L |

>> syms X
>> V=[x,3,4];W=[3,1,2];
>> solve(pe(V,W))

-11/3 .
Para z = —11/3, V e W s3o perpendiculares.

>> V=[x,2,4];Ww=[x,-2,3];
>> pe(V,W)
X248
A equacio x2 + 8 n3o tem solugdo real.

>> Va=[2,1,0] ;Wa=[0,1,-1];Vb=[1,1,1];

>> Wb=[0,-2,-2];Vc=[3,3,0];Wc=[2,1,-2];
>> cosVaWa=pe(Va,Wa)/(no(Va)*no(Wa)),...
>> cosVbWb=pe (Vb,Wb) / (no (Vb) *no (Wb)),

>> cochWc =pe(Vc,Wc)/(no (Vc) *no (Wc))

cosVaWa—l—O \/_\/5 costWb——— \/_\/5 cochWc—— \/_
O angulo entre Vae Wa é arccos(\/ 0/10) entre Vbe Wb
é arccos(—+/6/3) e entre Vc e We é arccos(v/2/2) = w/4.
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3.2.6.

3.2.7.

3.2.8.

3.2.9.

3.2.10.

3.2.11.

>> w=[-1,-3,2]; v=[0,1,3];
>> Wi=(pe(W,V)/pe(V,V))*V, W2=W-W1l
Wil = 0 3/10

= 9/10
w2 = -1 -33/10

11/10

>> A=[2,2,1];B=[3,1,2];C=[2,3,0];D=[2,3,2];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M 1 -1 1

0 1 -1

0 1 1 detM=2
>> A=[2,0,2];B=[3,2,0];C=[0,2,1];D=[10,-2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)
M= 1 2 -2

-2 2 -1

8 -2 -1 detM=0

No item (a) os pontos ndo s3o coplanares e no item (b)
eles sdo coplanares.

>> A=[2,1,6];B=[4,1,3];C=[1,3,2];D=[1,2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det (M)

M= 2 0 -3
-1 2 -4
-1 1 -5 detM=-15

O volume do paralelepipedo é 15 unids. de vol.

>> A=[1,0,1];B=[2,1,3];C=[3,2,4];

>> V=pv(A-B,C-B), norma=no (V)

AD = 1 -1 0
norma=\/§

A érea do paralelogramo é v/2 unidades de 3rea.

>> A=[1,2,1]1;B=[3,0,41;C=[5,1,3];
>> V=pv(B-A,C-A), norma=no(V)

AD = -1 8 6
norma=+/101

A drea do tridngulo é v/101/2 unidades de &rea.

>> syms Xy 2

>> X=[x,y,z]; v=[1,0,1]; w=[2,2,-2];

>> exprl=pv(X,V)-W, expr2=pe(X,X)-6

exprl = y-2, z-x-2, -y+2]

expr2 = x"2+y~2+z72-6

>> S=solve(expri(1l),expri(2),expri(3),expr2)
S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> S.x, S.y, S.z

ans =[ -1][ -1] ans =[ 2][ 2] ans =[ 1]1[ 1]
Logo, X = (—1,2,1).

3.2.12.

3.2.13.

>> X=[x,y,z]; v=[1,1,0]; w=[-1,0,1]; U=[0,1,0];
>> expri=pe(X,V), expr2=pe(X,W),...

>> expr3=pe(X,X)-3, expréd=pe(X,U)
exprl=x+y,expr2=z-x,expr3=x"2+y~2+z"2-3, expri=y
>> solve(exprl,expr2,expr3)

S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] z: [2x1 sym]
>> S8.x, S.y, S.z
ans =[ -1][ 1] ans =[ 11[ -1] ans =[ -11[ 1]

Como y tem que ser maior que zero, X = (—1,1,—1).

>> A=[3,0,2];B=[4,3,0];C=[8,1,-1];

>> pe(B-A,C-A), pe(A-B,C-B), pe(A-C,B-C)
14,0,21

Portanto o dngulo reto estd no vértice B.
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4.1. Equacdes de Retas e Planos (pagina 161)

4.1.1.

4.1.2.

4.1.3.

4.1.4.

4.1.5.

>> syms X y 2

>> N=[2,-1,5]; P=[1,-2,1]; X=[x,y,z];
>> PX=X-P; expr=pe(PX,N)

expr =2*x-9-y+5%z

A equagdo do plano é 2x —y + 52 — 9 =0.

>> X=[x,y,z]; P=[2,1,0]; PX=X-P
PX =[x-2, y-1, z]
>> M=[PX;1,2,-3;2,-1,4], expr=det(M)
M =[x-2, y-1, z]
1, ~ 2,-3]
[ 2, -1, 4]

A equagdo do plano é 5z — 10y — 5z = 0.

expr = 5*x-10%y-5%z

>> P=[1,0,0]; Q=[1,0,1]; N1=[0,1,-1];
>> X=[x,y,z]; PQ=Q-P, PX=X-P
pPQ =[0, 0, 1],PX =[x-1, y, z]
>> M=[PX;PQ;N1], expr=det(M)
M =[x-1, y, z]
[ 0,0, 1]

[ 0, 1,-1] expr = -x+1

A equagdo do plano é —x 4+ 1 = 0.

>> V1=[2,2,1]; V2=[1,1,1]; P1=[2,0,0];
>> X=[x,y,z]; P1X=X-P1
P1X =[x-2, y, z]
>> M=[P1X;V1;V2], expr=det(M)
M =[x-2, y, z]
[ 2,2, 1]
[ 1, 1, 1] expr = x-2-y

A equagdo do plano é z —y — 2 =0.

(a) >> solve(’4=2+t’), solve(’1=4-t’),...
>> solve(’-1=1+2x%t’)

ans = 2 ans = 3 ans = -1
Logo n3o existe um valor de ¢ tal que P = (2,4,1)+
(1, —1,2).

(b) >> pP=[4,1,-11; Q=[2,4,1]1; V=[1,-1,2];

>> X=[x,y,z];

>> PX=X-P, PQ=Q-P

PX = [x-4, y-1, z+1] PQ = [-2, 3, 2]
>> M=[PX;PQ;V], expr=dete(M)

4.1.10.

M =[x-4,y-1,z+1]
[ -2, 3, 2]
[ 1, -1, 2] expr = 8*x-39+6*y-z

A equagdo do plano é 8x + 6y — z — 39 = 0.

Fazendo z = 0 nas equag¢des dos planos 71 e o e resol-
vendo o sistema resultante, obtemos

>> expril=x-y+1;expr2=x+y-1;

>> S=solve(exprl,expr2)

>> S.x, S.y

ans = 0 ans = 1

Portanto, o ponto P = (0,1,0) pertence a 71 € a 2.

>> P=[0,1,0]; N=[1,1,1]; X=[x,y,z];
>> PX=X-P, expr=pe(PX,N)
PX =[x, y-1, z] expr = xt+y-1+z

A equagdo do planoéxz+y+2—1=0.
(a) > N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,N2)
v= -8 -5 -6
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo

vetor diretor é V = (=8, -5, —6).
(b) >> Ni=[2,-1,4]; N2=[4,-2,8]; V=pv(N1,N2)
vV = 0 0 0

Os planos s3o paralelos.
>> Ni=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)
V= -1 -1 1

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo
vetor diretor é V = (—1,—1,1)

(c)

(%y» Z) = (172’ 1) + t(l’ _172)'
>> pv([2,3,1],[1,-1,1])
4 -1 -5
(mvyvz) = (1707 1) +t(47717 75)
>> escalona([1,1,-1,0;2,-1,3,1])

1 0 2/3 1/3
0 1 -5/3 -1/3

A reta intersecdo dos planos é (z,y,2) = (1/3,—1/3,0) +
t(—2/3,5/3,1).
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4.1.11.

4.1.12.

>> A=[1,0,-1]; P=[1/3,-1/3,0];
>> v=[-2/3,5/3,11; X=I[x,y,z];
>> AX=X-A, AP=P-A
AX = [x-1, y, z+1] AP = [-2/3, -1/3, 1]
>> M=[AX;AP;V], expr=dete(M)
M =[ x-1, y, z+1]
[-2/3, -1/3, 1]
[-2/3, 5/3, 1]  expr = -2%x+2/3-4/3%z

A equagdo do plano é 6x +4z —2 = 0.

>> s
>> A B=[1,1,0];C=[-3,1,-41;D=[-1,2,-7];
B =D-C; Pr=A+t*BA, Ps=C+s*CD
= ] Ps

= [-3+2%s, 1+s,-4-3%*s]

>>
Pr

m ponto qualquer da reta r e Ps = (—3+
s) é um ponto qualquer da reta s.

wCc

>> PrPs=Ps-Pr, expr=pv(PrPs,[1,-5,-1])

PrPs = [-3+2%s-t, s, -4-3%*s]

expr = [-16%s-20,-7-s-t,15-11*s+5%t]

>> S=solve(expr(1),expr(2),expr(3))

>> S.t, S.s

ans = -23/4, ans = -5/4

>> PrO=subs(Pr,t,-23/4), PsO=subs(Ps,s,-5/4),...
>> V=PsO-Pr0O

Pr0 = [-23/4, 1, 0]
PsO = [-11/2, -1/4, -1/4]
vV = [1/4, -5/4, -1/4]

A equagdo dareta é (z,y, z) = (—23/4,1,0)+t(1, -5, —1).

(a) > N1=[2,-1,1]; N2=[1,2,-1]; V=pv(N1i,N2)
v=-1 5

3
Os planos se interceptam segundo uma reta que tem
vetor diretor V = (-1, 3,5)

(b) >> P0=[1/5,2/5,0]; Pr=PO+t*V

Pr = [1/5-t, 2/5+3*t, 5*t]

Um ponto qualquerdaretar é P. = (1/5—¢,2/5+

3t,5t). Vamos determinar o valor de t tal que AP,

é perpendicular ao vetor diretor da reta r.

>> A=[1,0,1]; APr=Pr-A, expr=pe(APr,V)
APr = [-4/5-t, 2/5+3xt, b*t-1]

expr = -3+3bxt

>> solve(expr)

t = 3/35

>> APrO=subs (APr,t,3/35), expr=A+t*APr0
APr0O [-31/35, 23/35, -4/7]

expr [1-31/35*t, 23/35*t, 1-4/7*t]

A equagdo da reta é (z,y,z) =
(1—(31/35)t,(23/35)t,1 — (4/7)¢t).

4.2. Angulos e Distancias (péagina 181)

4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4,

>> v=[1,3,2];w=[2,-1,1];U=[1,-2,0];
>> N=pv(W,U), projecao=(pe(V,N)/pe(N,N))*N

N =2 1 -3 projecao = -1/7 -1/14 3/14
>> N1=[2,-1,1]; N2=[1,-2,1];

>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))

costh = 5/6

>> acos(5/6)*180/pi

ans = 33.5573

O angulo é arccos(5/6) ~ 33,5°.

>> A=[1,1,1];B=[1,0,1];C=[1,1,0];

>> P=[0,0,1];Q=[0,0,01;V=[1,1,0];

>> Ni=pv(B-A,C-A), N2=pv(Q-P,V),...

>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))

N1 =1 0 0, N2=1 -1 o,

costh = 1/2%2°(1/2)
O angulo é arccos(v/2/2) = 45°.

O vetor diretor da reta procurada V = (a, b, ¢) faz dngulo

de 45° com o vetor ¢ e 60° com o vetor j. Podemos fixar
arbitrariamente a norma do vetor V. Por exemplo, podemos
tomar o vetor V' com norma igual a 1.

>> syms a b ¢

>> p=[1,-2,3]; I=[1,0,0]; J=[0,1,0]; V=[a,b,c];
>> expl=abs(pe(V,I))-cos(pi/4)

expl = abs(a)-1/2%2"(1/2)

>> exp2=abs(pe(V,J))-cos(pi/3)

exp2 = abs(b)-1/2

>> exp3=no(V)-1

exp3 = (a"2+b~2+c~2)"(1/2)-1
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4.2.5.

4.2.6.

4.2.7.

>> S=solve(expl,exp2,exp3)
>> [S.a, S.b, S.cl

[ 1/2%27(1/2), 1/2, 1/2]
[ 1/2%27(1/2), 1/2, -1/2]
[ -1/2%2°(1/2), 1/2, 1/2]
[ -1/2%2~(1/2), 1/2, -1/2]
[ 1/2%2°(1/2), -1/2, 1/2]
[ 1/2%x2°(1/2), -1/2, -1/2]
[ -1/2%2~(1/2), -1/2, 1/2]1
[ -1/2%2~(1/2), -1/2, -1/2]

Existem oito retas que passam pelo ponto P = (1,-2,3)
e fazem angulo de 45° com o eixo x e 60° com o eixo y.

Elas sdo (z,y,2) = (1,-2,3) + t(£v?2/2, £1/2,+1/2).

>> syms t, A=[1,1,0]; V=[0,1,-1]; Pr=[0,t,-t];
>> PrA=A-Pr, expri=pe(PrA,V)

PrA = [1, 1-t, t] exprl = 1-2%t

expr2 = 2% (1-t+t"2)"(1/2)

>> expr2=no (PrA)*no (V)

>> solve((expri/expr2)~2-1/4)

[010[1]

>> B=subs(Pr,t,0), C=subs(Pr,t,1)

B=1[0,0, 0 C=I[0, 1, -1]

>> A=[1,0,0]; B=[0,1,0]; C=[1,0,1]; 0=[0,0,0];
>> N=B-A; dist=abs(pe(N,C-0))/no(N)
dist =1/2"(1/2)

>> syms t s

>> A=[1,0,0]; B=[0,2,0]; V2=[1,2,3]; P2=[2,3,4];
>> Pri=A+t*(B-A), Pr2=P2+s*V2

Prl = [1-t, 2*t, 0] Pr2 = [2+s, 3+2*s, 4+3%*s]

P, = (1 —¢,2¢,0) é um ponto qualquer da reta 71 e
Pr, = (24,34 2s,4+ 3s) é um ponto qualquer da reta

—
ro. Devemos determinar t e s tais que o vetor Py, Py, seja
perpendicular aos vetores diretores de 71 e de ra.

>> Pri1Pr2=Pr2-Pril

PriPr2 = [1+s+t, 3+2*%s-2xt, 4+3%s]

>> exprl=pe(Pr1Pr2,B-A), expr2=pe(PriPr2,V2)

exprl = 5+3*s-5%t expr2 = 19+14*s-3%t

>> S=solve (’5+3*s-5xt’,’19+14*s-3*t’)

>> S.t, S.s

t = 13/61, s = -80/61

>> Pr10=subs(Pri1,t,13/61), Pr20=subs(Pr2,s,-80/61)

4.2.8.

4.2.9.

4.2.10.

4.2.11.

Pr10 = [48/61, 26/61, 0]
>> V=Pr20-Pr10, expr=Pri10+tx*V

vV = [-6/61, -3/61, 4/61]

expr = [48/61-6/61*t, 26/61-3/61*t, 4/61xt]

A equagdo da reta é (z,y, z) = (48/61 — (6/61)t,26/61 —
(3/61)t, (4/61)1).

>> A=[0,2,1]; Pr=[t,2-t,-2+2%t];

>> APr=Pr-A, dist=no(APr)

APr = [t, -t, -3+2x*t]

dist = 37(1/2)*(2xt~2+3-4xt) " (1/2)
>> solve(dist~2-3)

[110[1]

>> P=subs(Pr,t,1)

P=1[1, 1, 0]

A distancia de A até a reta r é igual a V3.

>> syms t

>> A=[1,1,1]; B=[0,0,1]; Pr=[1+t,t,t];

>> APr=Pr-A, BPr=Pr-B

APr = [t, -1+t, -1+t] BPr = [1+t, t, -1+t]
>> distiq=pe(APr,APr), dist2q=pe(BPr,BPr)
distlq = 3*t"2+2-4%t dist2q = 2+3*t~2

>> solve(distlq-dist2q)

t=0
>> subs(Pr,t,0)
[1, 0, 0]

O ponto P = (1,0,0) é equidistante de A e B.

>> A=[1,-1,2]; B=[4,3,1]; X=[x,y,z];

>> AX=X-A, BX=X-B,

AX = [x-1, y+1, z-2] BX = [x-4, y-3, z-1]

>> distlq=pe(AX,AX), dist2q=pe(BX,BX)

distlq = x72-2%x+6+y 2+2%y+z"2-4%z

dist2q = x72-8%x+26+y 2-6*y+z"2-2%z

>> expr=distlq-dist2q

expr = 6*x-20+8%y-2%z

A equagado do lugar geométrico é 6x + 8y — 2z — 20 = 0.
Este plano passa pelo ponto médio de AB, pois o ponto

médio de AB é M =OM= 1/2(0OA 4+ OB) (Exercicio
1.12 na péagina 112) satisfaz a equag3o do plano. O plano
é perpendicular ao segmento AB, pois N = (6,8, —2) é

paralelo a AB= (3,4,-1).

>> V1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
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>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M= x, y, z]
[ 1, 2, -8]
[ 0, 1, 2] expr = 7*xx-2*y+z
Como o produto vetorial de Vi e Va (os dois vetores dire-
tores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo as retas sdo

—
paralelas. Neste caso, os vetores V] e P; P> sdo n3o coline-
ares e paralelos ao plano procurado. Assim, 7o —2y+2z =0
é a equacdo do plano.

4212, >> syms x y z d
>> expril=2%x+2*y+2xz+d;
>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs (pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 + d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0]J[ -12]

Os planos 2z + 2y +2z = 0e 2x +2y+22—12 =0
satisfazem as condi¢Ges do exercicio.

4.2.13. >> N2=[1,-2,2];N3=[3,-5,7];

>> V—pv(N2 NS)

V= -4 -1 1

>> syms a b ¢, N=[a,b,c];

>> expri=pe(N,V)

exprl = -4*a-b+c

>> expr2=no(N)-1

expr2 = (a"2+b"2+c"2)"(1/2)-1

>> expr3=abs(pe(N,N1)/no(N1))-cos(pi/3)

expr3 = 1/2%27(1/2)*abs(a+c)-1/2

>> S=solve(exprl,expr2,expr3,’a,b,c’)

>> S.a,S.b,S.c

a = b = =
0] [ 1/2%27 (1/2)][ 1/2%27(1/2)]

[ 2/9%27(1/2)1[ -11/18%27(1/2)]1[ 5/18%27(1/2)]
0][ -1/2x27(1/2)][ -1/2%2"(1/2)]

[ -2/9%2~(1/2)1[ 11/18%27(1/2)]1[ -5/18*2~(1/2)]

Os planos y + z = 0 e 4o — 11y + 5z = 0 satisfazem as
condigdes do exercicio
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5.1. Independéncia Linear (pagina 204)

5.1.1.

5.1.2.

>> x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2];x3=[-2,-1,0];

>> x=[1,1,1];
>> A=[x1;x2;x3;x].’

4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
>> R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0

>> x=[4,2,-6]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4

2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
>> R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0

>> x=[-2,-1,11;
>> A=[x1;x2;x3;x].’

4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
>> R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0
>> x=[-1,2,3];
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
>> R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0

Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinagio linear

de X1, X2 e X3.

(a) >> syms m,P1=[1,0,2];V1=[2,1,3];
>> P2=[0,1,-1]1;V2=[1,m,2*m] ;
>> expr=det ([V1;V2;P2-P1])

expr = -9*m+6
>> solve(expr)

e

[ eXe]

-2
-1
1

1
wWN =

0
0
1
(

(b)

(©)

(b)

(c)

ans = 2/3
Para m = 2/3 as retas s3o coplanares.

Param =2/3, Vi = (2,1,3) e Vo = (1,2/3,4/3)
L.l., pois um n3o é miltiplo escalar do outro. Por-
tanto, as retas sdo concorrentes.

>> syms x y z; P=[x,y,z];
>> V2=subs(V2,m,2/3)
v2 = [ 1, 2/3, 4/3]
>> A=[P-P1;V1;V2]
A =[ x-1, y, z-2]
[ 2, 1, 3]
[ 1, 2/3, 4/3]
>> det(A)
ans = -2/3%x+1/3%y+1/3%z

Assim, a equagdo do plano é 2z —y — z = 0.

>> vi=[1,1,2];v2=[1,0,0];
>> v3=[4,6,12]
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’

1 1 4 0

1 0 6 0

2 0 12 0
>> R=escalona(A)

1 0 6 0

0 1 -2 0

0 0 0 0

Logo, a equagdo z(1,1,2)+y(1,0,0)+2(4,6,12) =
0 admite solugdo n3o trivial. Isto implica que os
vetores do item (a) sdo L.D.

>> vi=[1,-2,3];v2=[-2,4,-6];

>> A=[v1;v2;zeros(1,3)].’

1 -2 0
-2 4 0
3 -6 0
>> R=escalona(A)
1 -2 0
0 0 0
0 0 0

Logo, a equagdo z(1,—2,3) +y(—2,4,—6) = 0 ad-
mite solugdo n3o trivial. Isto implica que os vetores
da item (b) sdo L.D. Observe que o segundo vetor
é —2 vezes o primeiro.

>> vi=[1,1,1];v2=[2,3,1];
>> v3=[3,1,2];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’
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1 2 3 0

1 3 1 0

1 1 2 0
>> R=escalona(A)

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

Logo, a equagdo z(1,1,1) +y(2,3,1)+2(3,1,2) =
0 sé admite a solucdo trivial. Isto implica que os

vetores do item (c) sdo L.I.

(d) >> vi=[4,2,-1]1;v2=[6,5,-5]1;v3=[2,-1,3];

>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’

4 6 0
2 5 0
-1 -5 0
>> R=escalona(A)
1 0 2
0 1 -1
0 0 0

Logo, o sistema z(4,2,—-1) + y(2,3,1) +
2(2,—1,3) = 0 admite solugdo n3o trivial.
implica que os vetores da item (d) sdo L.D.

5.1.4. >> syms a
>> A=[3,1,0;a"2+2,2,0;0,0,0]

A=
[3, a"2+2, 0]
[1, 2, 0]
[o, 0, 01

>> escalona(A)
eliminag8o 1:
linha 2 <==> linha 1

[1 2 0]
[ 1
[ 2 ]
[3 a +2 0]
[ ]
[O 0 0]
Continua ? (s/n) s

-(3)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1 2 0]

0 a -4 0

[l Lan Ram Ra |

]
1
1
]
[ O 0 01
Continua ? (s/n) n

>> solve(a~2-4)
ans = [ 2][-2]

5.2. Subespacos (pagina 217)

5.2.1. S&o subespacos (b), (e), e (f).
5.2.2. S&o subespagcos (b), (c), e (d).

5.2.3. (@) >> syms a b ¢
>> A=[1,0,0;0,1,0;1,1,1;1,1,1;a,b,c].’
[1, 0, 1, a]
[0, 1, 1, b]
[0, 0, 1, ]
>> escalona(A);
[1 0 0 a-c¢c ]
[0O 1 0 b-c¢ ]
[0o 0 1 c ]

Portanto, os vetores do item (a) geram o R3.

(b) >> a=[1,2,1;1,1,-1;2,3,0;a,b,c].”’

[1, 1, 2, a]

[2, 1, 3, b]

[1, -1, 0, ]

>> escalona(A);

[1, o, 1, -a+b]
[o, 1, 1, -b+2x*a]

[0, 0, 0, c+3*a-2%b]
Continua ? (s/n) n

Portanto, os vetores do item (b) ndo geram o R3.

(c) >> A=[6,4,-2;2,0,0;3,2,-1;5,6,-3;a,b,c] .’
[6,2, 3, 5, a]
[ 4,0, 2, 86, D]
[-2, 0, -1, -3, c]
>> escalona(A);

[1 0o 1/2 3/2 1/4 b ]
[0 1 0o -2 -3/4b+ 1/2 a]
[0 0o o0 0 c+1/2b 1]

Continua ? (s/n) n
Portanto, os vetores do item (c) ndo geram o R3.

(d) >> A=[1,1,0;1,2,-1;0,0,1;a,b,c].’

A

[1, 1, 0, a]
[1, 2, 0, b]
[0, -1, 1, c]

>> escalona(A);
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[1 0 0 O 2a-b]
[0 1 0 O b-a ]
[0 001 0 c+b-al

Portanto, os vetores do item (d) geram o R3.

5.2.4. (a) >> A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;2,1,3,1,0]
1 0 1 0 0
1 2 3 1 0
2 1 3 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0
Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz
[A']| 0], que corresponde ao sistema
1 +  x3 = 0
Ty + x3 = 0
zg = 0
Este sistema tem como solugdo geral
W={(-o,—a,,0) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a, —,,0) = a(—1,-1,1,0) .
Logo, {V =(—1,-1,1,0)} gera W.
(b) >> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;-2,1,2,2,0]
1 1 2 -1 0
2 3 6 -2 0
-2 1 2 2 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 -1 0
0 1 2 0 0
0 0 0 0 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz
[A ] 0], que corresponde ao sistema

z1
2

Este sistema tem como solucio geral

W:{(a7_zﬂzﬁva)‘a7B€R}

+
+ 23

T4

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(a772/87/37a) =
= (Ot,0,0,0é) + (07_2ﬁ7570)
= a(17070a1)+5(0’_271’0)
Logo, S = {V4 = (1,0,0,1),Va = (0,—2,1,0)}
gera W.

5.2.5. O subespago V é um plano que passa pela origem, paralelo
aos vetores (—1,2,3) e (1,3,4). O subespago W é um
plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (1,2, —1)

e (0,1,1).

>> Vi=[-1,2,3]; V2=[1,3,4];
>> N1=pv(V1,V2)

N1 = -1 7 -5

>> v3=[1,2,-1]; Vv4=[0,1,1];
>> N2=pv(V3,V4)

N2 = 3 -1 1

>> V=pv(N1,N2)

Vv = 2 -14 -20

A equagdo paramétrica da reta interse¢do dos dois subes-
pacos é (z,y, z) = ¢(2, —14, —20), para qualquer ¢ € R.

5.3. Base e Dimensdo (pagina 228)

5.3.1. Como a dimens3o do R3 é 3, 3 vetores que s3o L.I. geram
o espaco e formam portanto uma base (Teorema 5.8 na
pagina 227). Para verificar se os vetores sdo L.I., precisamos
saber se a equacgdo vetorial,

21Vi +z2Vo + 23V =0

sé possui a solugdo trivial. Esta equagdo é equivalen-
te ao sistema linear, cuja matriz é formada pelos vetores
Vi, Va, V3 escritos como colunas. Este é um sistema que
tem o nimero de equag¢des igual ao ndmero de incégnitas e
assim, o sistema possui somente a solug3o trivial se, e so-
mente se, o determinante da matriz do sistema é diferente
de zero (Proposi¢do 5.3 na pagina 197).
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5.3.2.

>> v1=[1,0,0];v2=[0,1,0];v3=[1,1,1];
>> A=[v1;v2;v3].’; det(A)

ans = 1

>> v1=[0,0,1];v2=[-1,1,1];v3=[1,1,0];
>> A=[v1;v2;v3].’; det(A)

ans = -2

Assim, sdo base os conjuntos dos itens (a) e (c). O conjunto
do item (b) n3o é base pois como a dimensio do R? ¢ igual
a 3 toda base do R? tem que ter 3 elementos.

(3) (a,a,¢) = (a,a,0)4(0,0,¢) = a(1,1,0)+¢(0,0, 1),
Logo, S = {V4 = (1,1,0),V2 = (0,0,1)} gera o
subespago. Além disso, S é L.I., pois um vetor ndo
é miultiplo escalar do outro. Portanto, S é uma base
do subespaco e ele tem dimens3o igual a 2.

(b) (0,b,¢) =(0,,0) + (0,0, c) = b(0,1,0) +¢(0,0,1)
Logo, S = {V; = (0,1,0),V2 = (0,0,1)} gera o
subespago. Além disso, S é L.I., pois um vetor ndo

é multiplo escalar do outro. Portanto, S é uma base
do subespaco e ele tem dimens3o igual a 2.

()
(a—bb+c,2a—b+c) =
(a,0,2a) + (—=b,b, —b) + (0, ¢, c)
a(1,0,2) +b(—1,1,—1) + ¢(0,1,1)

Logo, S = {Vi = (1,0,2),Vo = (-1,1,-1),V3 =
(0,1,1)} gera o subespaco.

Agora, para verificar se S é L.l., precisamos saber
se a equagado

2(1,0,2) + y(~1,1, —1) + 2(0,1,1) = (0,0,0)

possui somente a soluc3do trivial.

>> v1=[1,0,2];v2=[-1,1,-1];v3=[0,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

5.3.3.

(@)

A solugdo geral da equagdo acima é:
y=-—-a, xz=-—-aVa€R.

Substituindo estes valores na equac3o vetorial aci-
ma:

—a(1,0,2) — a(—1,1,-1) + a(0,1,1) = (0,0, 0).
fazendo o = 1 e somando-se (1,0,2) +(—1,1, —1):
(0,1,1) =(1,0,2) + (—1,1,-1)

Assim, S = {V, = (1,0,2),V> = (-1,1,-1)} é
uma base para o subespacgo (eles s3o L.I., pois um
n3o é miiltiplo escalar do outro).

(a,b,c,a+b) =
(a7 0707 a’) + (0’ b7 Oa b) + (07 O,C,O) =
a(1,0,0,1) + b(0,1,0,1) + ¢(0,0,1,0)

Logo, S = {V1 =(1,0,0,1),V2 = (0,1,0,1), V3 =
(0,0,1,0)} gera o subespaco.

Agora, para verificar se S é L.I., precisamos saber
se a equagao

z(1,0,0,1)+y(0,1,0,1)+2(0,0,1,0) = (0,0,0,0)

possui somente a solugdo trivial.

>> v1=[1,0,0,1];v2=[0,1,0,1];v3=[0,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].;
>> R=escalona(A)

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0
Assim, S = {\1 = (1,0,0,1),Va =
(0,1,0,1),V3 = (0,0,1,0)} é uma base para o su-
bespago e a dimens3o é 3.
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(b)

(c)

(a7 b7a - b7 a+ b) = (a7 0,&, a’) + (07 b7 _b7 b)
= a(1,0,1,1) +b(0,1,—1,1)

Logo, S = {Vi = (1,0,1,1),Va = (0,1,—1,1)}
gera o subespaco. Como um vetor ndo é miiltiplo
escalar do outro, eles sdo L.I.

Portanto, S é uma base do subespaco e a dimens3o
do subespaco é 2.

(a+c,a—bb+c,—a+b) =
((17 a, 07 _a) + (07_b7 b7 b) + (Cr 07 C, 0) =
a(1,1,0, 1) + b(0,—1,1,1) + ¢(1,0, 1, 0)
Logo, S = i = (1,1,0,-1),V =
(0,—1,1,1),V3 = (1,0,1,0)} gera o subespaco.

Agora, para verificar se sdo L.l., precisamos saber se
a equagdo

I(17 1707 _1)+y(07 _1) 17 1)+Z(1’07 170) = (0’ O» 070)
possui somente a solug3do trivial.

>> vi1=[1,1,0,-1];v2=[0,-1,1,1];v3=[1,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].;

>> R=escalona(A)
1 0

O O =
[eNeoNeoNe)

0 1
0 0
0 0
A solugdo geral da equagdo acima é:

r=—-aVa€eR

Substituindo estes valores na equagdo vetorial aci-
ma:

—a(1,1,0,-1)—a(0,-1,1,1)+a(1,0,1,0) = (0,0,0,0)

fazendo a =

1 e somando-se (1,1,0,—1) +
(0,—1,1,1):

(1707 170) = (17 1707 _1) + (Ov _]-7 1, 1)
Assim, {V;i = (1,1,0,-1),Vo = (0,—1,1,1)} é

uma base para o subespaco. E a dimensdo do su-
bespaco é 2.

5.3.4.

5.3.5.

Como a dimens3o do R3 é 3, 3 vetores que s3o L.l. geram
o espa¢o e formam portanto uma base. Para verificar se os
vetores s3o L.l., precisamos saber se a equag3o vetorial,

z1Vi + z2Va + 23V3 =0

sé possui a solugdo trivial. Esta equagdo é equivalen-
te ao sistema linear, cuja matriz é formada pelos vetores
Vi, Va, V3 escritos como colunas. Este é um sistema tem o
nidmero de equagdes igual ao niimero de incégnitas e assim,
o sistema possui somente a solu¢3o trivial se, e somente se,
o determinante da matriz do sistema é diferente de zero.

>> syms a

>> A=[a"2,0,1;0,a,2;1,0,1]
[a~2, 0, 1]

[ 0, a, 0]

[ 1,2, 1]

>> expr=det (4)

expr = a"3-a

>> solve(expr)

ans = [ 0][ 1]1[-1]

Portanto, para a # 0,1, —1 os vetores V1, V2 e V3 formam
uma base.

(a) >> syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
>> B=A-x*eye(3)

[-x, o, 1]
[1, -x, -3]
[0, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
ans = [1][1][1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
0 1 2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -1
0 1 2 0
0 0 0 0
1 — T3 = 0
xro + 2x3 = 0

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear

19 de agosto de 2000



Capitulo 5. Espacos Euclidianos

337

Este sistema tem como solu¢do geral
W= {(a, —2a,a) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(ay, =20, @) = a(1,—-2,1).

Logo, S = {V = (1,—-2,1)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ o0, 2-x, 3, 2]

[ o, o, 1=x, 1]

[ o, 0, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2][1][1]

>> Bl=subs(B,x,1)

1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 0
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
1 0 - 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
x1 —  3z3 = 0
xro + 3z3 = 0
x4 = 0

Este sistema tem como solucio geral
W = {83, =3, ,0) | x € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(Ba, =3, ¢, 0) = (3, —-3,1,0) .

Logo, S = {V = (3,-3,1,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

0 2 3 4
0 0 3 2
0 0 -1 1
0 0 0 -1
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

(L[l
coco

x2
x3
x4

Este sistema tem como solu¢do geral
W= {(,0,0,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(«,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, S = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

(c) > a=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]

>> B=A-x*eye(3)
[1-x, 1, -2]
[ -1, 2-x, 1]
[ o, 1, -1-x]
>> solve(det(B))
ans = [ 11[ 2]1[-1]
>> Bml=subs(B,x,-1)

2 1 -2
-1 3 1
0 1 0
>> escalona([Bmil,zeros(3,1)])
1 0 -1
0 1 0 0
0 0 0 0
T —  3z3 = 0
X9 = 0
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Este sistema tem como solu¢do geral
W={(,0,0) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,0,a) = (1,0,1).

Logo, S = {V = (1,0,1)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> Bl=subs(B,x,1)

0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0
1 —  3x3 = 0
x2 - 2]?3 = 0

Este sistema tem como solu¢do geral
W ={(3a,2a,a) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(B, 2, ) = «(3,2,1).

Logo, S = {V = (3,2,1)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
>> escalona([B2,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 -3 0
0 0 0 0

(d)

Il 1l
=)

{ xr1 — xrs3
xo — 3x3
Este sistema tem como solugio geral
W = {(e,3c,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a, 3, ) = (1,3,1) .

Logo, S = {V = (1,3,1)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]

[ o, -1-x, 3, 2]

[ o, 0, 3-x, 3]

[ o, 0, 0, 2-x]

>> solve(det(B))

ans = [ 11[-11[ 31[ 2]

>> Bml=subs(B,x,-1)

2 2 3 4
0 0 3 2
0 0 4 3
0 0 0 3
>> escalona([Bmil,zeros(4,1)])
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
x1 4+ x2 — 3x3 = 0
T3 = 0
xqg = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W={(-a,,0,0)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a,@,0,0) = a(—1,1,0,0).

Logo, S = {V =(-1,1,0,0)} gera W. Como um

conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.
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>> Bl=subs(B,x,1)

0 2 3 4
0 -2 3 2
0 0 2 3
0 0 0 1
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

(L[l
coco

2
3
x4

Este sistema tem como soluc3o geral
W = {(«,0,0,0) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(e,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, S = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um udnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

-1 2 3 4

0 -3 3 2

0 0 1 3

0 0 0 0

>> escalona([B2,zeros(4,1)])

1 0 0 29/3 0
0 1 0 7/3 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 0

1 + (29/7)z4
T2 + (7/3)za
T3+ 34

([t
coco

Este sistema tem como solu¢do geral

W ={(-(29/3)a, —(7/3)x, =3, ) |« € R} .

5.3.6.

(@)

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(~(29/3)a, ~(7/3)a, ~3a,a) =
a(—29/3,-7/3,-3,1).

Logo, S = {V = (—29/3,-7/3,-3,1)} gera W.

Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo

nulo é sempre L.1., entdo S é base para W.

>> B3=subs(B,x,3)

-2 2 3 4
0 -4 3 2
0 0 0 3
0 0 0 -1
>> escalona([B3,zeros(4,1)])
1 0 -9/4 0 0
0 1 -3/4 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
1 - (9/4)z3 = 0
2 — (3/4)z3 = 0
x4y = O

Este sistema tem como solu¢do geral
W ={((9/4)e, (3/4)a,,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
((9/4) e, (3/4)a, 0, 0) = «(9/4,3/4,1,0).

Logo, S = {V = (9/4,3/4,1,0)} gera W. Como
um conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo
é sempre L.l., entdo S é base para W.

>> vi1=[2,1,3];v2=[3,-1,4];v3=[2,6,4];

>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;

>> escalona(A)

[ 1, 0, 4, 0]

[ o, 1, -2, 0]

[ o, 0, 0, 0]

A equagdo zV7 +yVa +2zV3 = 0 admite solu¢do ndo
trivial.

19 de agosto de 2000

Reginaldo J. Santos



340

Respostas dos Exercicios

5.3.7.

5.3.8.

(b) Vi e Vasdo L.l pois um vetor ndo é miiltiplo escalar
do outro.

(c) A dimens3o do subespa¢o gerado por Vi, Vs e V3, é
2, pois, pelos itens anteriores, V1 e Vo formam uma
base para ele.

(d) Este subespago é um plano que passa pela origem
com vetor normal N = V; x Vo = (7,1,-5), ou
seja, é o plano 7Tx +y — 5z = 0.

(a) Nio. O R3 é um subespago de dimensio 3.

(b) V3 deve ser um vetor que ndo seja combinag&o linear
de V7 e V.

(c) > vi=[1,1,1];v2=[3,-1,4];
>> syms a b ¢
>> A=[v1;v2;[a,b,c]].’;
>> escalona(A)

1, 0, 4*xa-3*c]
[ 0, 1, c-a]
[ 0, 0, b-5*a+dx*c]
Seja Va = (a,b,c) tal que b — 5a + 4c¢ # 0. Por
exemplo, V3 = (0,0,1), é tal que Vi, V> e V3 for-
mam uma base de R3.
Fazendo z = o e y = (3, obtemos que z = —28 — 4a.

Assim, os pontos do plano = + 2y + 4z = 0 sdo da for-
ma (z,y,2) = (—28 — 4o, B, ), Vo, € R, ou seja, sdo
da forma (z,y,z) = a(—4,0,1) + 8(-2,1,0) = aV; +
BVa VYa, 8 € R, onde Vi = (—4,0,1) e Vo = (—2,1,0).
Assim, V1 e Vo formam uma base do plano W, pois sdo
L.I. (um n3o é miiltiplo escalar do outro) e geram W (todo
vetor de W é combinagdo linear deles). Para estender Vi
e V5 a uma base de R3, precisamos acrescentar um vetor
que n3o seja combinagdo linear de V1 e V. Uma maneira
de se conseguir isso é tomar um vetor que n3o pertencga ao
plano, ou seja, um vetor (z,vy, z) tal que = + 2y + 4z # 0.
Por exemplo V3 = (1,0,0). Uma outra maneira de se con-
seguir isso é a seguinte. Um dos vetores da base candnica
n3o é combinagdo linear de Vi e V,. Para se descobrir
qual, podemos escalonar a matriz cujas colunas s3o os ve-
tores V1, Vo, E1, E2, E3, ou seja,

>> Vi1=[-4;0;1];V2=[-2;1;0];
>> A=[V1,V2,eye(3)];
>> escalona(A)

5.3.9.

5.3.10.

[ -4, -2, 1, 0, 0]
[ o, 1, o0, 1, O]
[ 1, o, o0, 0, 1]
[1, 0, 0, 0, 1]
[o,1,0,1,0]
[0, 0,1, 2, 4]

Assim, nenhum dos vetores da base candnica é combinacdo
linear (somente) de V1 e Va. Portanto, se o vetor V3 é qual-
quer um dos vetores da base candnica, entdo {Vi, Va2, V3}

é uma base de R3.

(a) >> Vv1=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;7];
>> V=randi(3,1)

Vv = 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 1

Assim, V ndo é combinacg3o linear de V1, V2 e V3.

(b) >> M=randi(3,5)
M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1
>> escalona([V1,V2,V3,M])
1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26 -96/13
0 1 2 0 -29/13 37/26 -85/26 51/13
0O 0 0 1 1/13 -4/13 12/13 -4/13
Assim, nenhuma das colunas de M é combinagao li-
near de V1, V2 e V3. Como as colunas de M foram
geradas aleatoriamente, o mais provavel é que elas
ndo pertengam ao plano gerado por V1, V2 e V3.
(c) V3=-V1+2V2, que é a mesma relagdo que é vilida

entre as colunas de forma escalonada reduzida da
matriz [V1,V2,V3,M].

>> A=randi(3,2)*randi(2,5,2)

A= -2 4 -2 -8 -8
-4 0 -4 -8 0
5 -3 5 13 6

>> escalona(A)
ans = 1 0 1 2 0
0 1 0 -1 -2

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear

19 de agosto de 2000



Capitulo 5. Espacos Euclidianos

341

5.3.11.

5.3.12.

5.3.13.

o o0 0 O 0

Az = 1A; + 0Ag, Ay = 2A1 — Ag, A5 = 0A; — 2A,.
Observe que as relacdes que sdo vilidas entre as colunas de
A s3o validas entre as colunas da forma escalonada reduzida
de A.

>> A=randi(4,3)*randi(3,5,2);
>> R=escalona(A)

[ 6, -2, 1, 8, 2]
[12, 6, -1, 8, 9]
[ 20, 12, 1, 15, 16]
L o, 8 5, 1, 4]
R=[1, o, 0, 1, 1/2]
[ 0, 1, 0, -1/2, 1/2]
[ o, o, 1, 1, 0]
L o, o, o, o, 0]

O conjunto solu¢do de AX = 0 é o mesmo de RX = 0.
Assim, a mesma relagcdo que é vélida entre as colunas de R
é vdlida entre as colunas de A. Portanto, as colunas de A
que correspondem aos pivds de R formam uma base para o
subespac¢o gerado pelas colunas de A, pois as outras colunas
sdo combinag3o linear destas.

>> A=randi(4,2)

A= 2 1
2 -4
3 -1
0 2

>> B=[A,eye(4)];
>> R=escalona(B)

[ 2, 1, 1, 0, 0, 0]
[ 2, -4, 0, 1, 0, 0]
( 3 -, o, o, 1, 0]
Lo 2, 0, 0, 0, 1]
R=[1, o, o, 0, 1/3, 1/6]
[ o, 1, o, 0, 0, 1/2]
[ o, 0, 1, 0, -2/3, -5/6]
L o, o, o, 1, -2/3, 5/3]

As colunas de B que correspondem aos pivés de R formam
uma base para o subespaco gerado pelas colunas de B, pois
as outras colunas sdo combinag¢3o linear destas.

(a) >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2)

A 5 -4 1 -5 -3
-9 5 -4 -3 1
5 -5 0 -7 -5

6 -3 3 11 0
>> escalona([A(:,1)+A(:,2),A])
[ 1, 5, -4, 1, -5, -3]
[ -4, -9, 5, -4, -3, 1]
[ o, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 3, 6, -3, , 11, 0]
ans =
[ 1, o, 1, 1, 0, 2]
[ o, t,-1, 0, 0, -1]
[ o, o, 0, O, 1, O]
[ o, o, 0, 0, O, O]
A base do subespaco é formada por V7 = A; +
Az, Vo = Ay = (5,-9,5,6), Va = Ay =
(—=5,-3,-7,11).
(b) >> B=Axrandi(5,2)

B =-61 -17

42 -35

-78 -33

11 62
>> escalona([B,A])
[ -61, -17, 5, -4, 1, -5, =-3]
[ 42, -35, -9, 5, -4, -3, 1]
[ -78, -33, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 11, 62, 6, -3, 3, 11, 0]
ans =
[1, 0, 0, 1, 1, -2, 2]
[0, 1, 0, -1, -1, 9/4, -2]
[o, 0, 1, 8, 9, -71/4, 17]
[o, o, 0, o, 0, o, 0]
A base do subespago é formada

por Vi = (—61,42,-78,11), V2 =
(=17, —35,—33,62), Vs = Ay = (5,9, 5,6).

5.4. Produto Escalar em R-n(pagina 241)

5.4.1.

5.4.2.

>> syms a

>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2];
>> solve(pe(x,y))

ans = 5

>> syms a b
>> x=[1/2"(1/2),0,1/2°(1/2)1;y=[a,1/2°(1/2) ,-b];
>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =
a: [2x1 sym]

b: [2x1 sym]
>> sol.a, sol.b
ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]
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5.4.3.

5.4.4.

5.4.5.

>> vi=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
>> wi=vl; w2=v2-proj(wil,v2)

w2 = [-2/3, 4/3, 2/3, 1]

>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)

w3 = [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]

>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)

w=[ V3 1vE ~3v3 0]
w@=[ —Z VIV AVIIV3 2Vilv3

— 2 ./ 3

L VI1V3

110 7

2 V110 ]

>> vi=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];

>> wi=vl; w2=v2-proj(wl,v2)

w2 = [-2/3, 1/3, 1/3]

>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)

w3 = [0, -1/2, 1/2]

>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)

u=[ $v3
up = [ —3V2v3

V3 33 ]
1V3V3 133 |
us=[0 -1v3i 1v2]

Este subespago consiste dos vetores da forma:

(—a—,@,,@,a) (—CM,0,0()-i—(—ﬁ,ﬂ,O)

a(717 07 1) + 16(717 17 0)

>> vi=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
>> wi=vl; w2=v2-proj(wi,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)

wu=[-3v2 0 1iv2]
ug = —$vV3v2 3V3V2 —1V3V2 |

5.4.6.

]

5.4.7.

Este subespago consiste dos vetores da forma:

(_04+25+’Y»'Y7B704) =
(_O‘a 0707 O‘) + (2ﬂ7 07/81 0) + (’7777 07 0)
CK(*l,O, 071) +/8(2’07170) +7(1»1707 0)

>> vi1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
>> wi=vl; w2=v2-proj(wi,v2);

>> w3=v3-proj(wi,v3)-proj(w2,v3);

>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3=w3/no(w3)

wi=[-3v2 0 0 1Vv2]
w=[3v3 0 V3 V3]
— 1 1 1 1
uz=[ V42 1TVE2 —5;VA2 VA2 ]
>> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
>> escalona(A)
10 3 0
0 1 -4 0
1 + 3z3 = 0
ro — 4dxs = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W = {(-3a, 4, ) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—3a,4a, @) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (—3,4,1)} gera W. Como um conjunto
formado por um dnico vetor ndo nulo é sempre L.I., entdo
S é base para W.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)
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5.4.8.

u=[ -2 V26 ZV26 5-v26 ]

>> Vi1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det(M)
M=[ x, y, z]
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*xx-2*y+z

Como o produto vetorial de Vi e V5 (os dois vetores dire-
tores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo as retas sdo

.
paralelas. Neste caso, os vetores V] e Py P sdo n3o coline-
ares e paralelos ao plano procurado. Assim, 7Tx —2y+2z =0
é a equagdo do plano, que passa pela origem, logo é um
subespacgo. Este subespago consiste dos vetores da forma:

(a7ﬁ7_7a+25) (05707_7a)+ (07/67 25)

01(17 07 _7) + 5(07 17 2)

>> V1=[1,0,-71;V2=[0,1,2];

>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1725]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Ur=[1/10v2 0 —15V2 ]
Us=[ £v3 5/9vV3 1/45V3 ]

Para completarmos a uma base ortonormal de R3, basta
acrescentarmos Us = Uy x Us.

>> U3=pv(U1,U02)

Us=[ £v2V3 -1/9v2V3 1/18V2V3 |

5.4.9.

>> syms x y z d

>> expril=2*x+2*xy+2*z+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 =1/6 |6 + d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2z+2y+2z = 0 e 2z+2y+22z—12 = 0 satisfazem
as condi¢Bes do exercicio. Apenas o primeiro plano é um
subespacgo. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(avﬁz_a_ﬂ) = (Oé,O,—Oé)'i‘(O,,@,—ﬁ)
= a(1707_1)+ﬁ(0117_1)

>> Vi=[1,0,-1];Vv2=[0,1,-1];
>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 = [ -1/2, 1, -1/2]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Ur=[1/2vV2 0 —1/2v2 ]
U= -1/6V3v2 1/3vV3v2 —1/6/3v2 |.

19 de agosto de 2000

Reginaldo J. Santos



344

Respostas dos Exercicios

6.1. Diagonalizacdo de Matrizes (pagina 262)

6.1.1.

(a) > A=[1,1;1,1];
>> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1]

[ 1, 1-x]
>> p=det(B)
P =-2%x+x72
>> solve(p)
[01[2]
>> BO=subs(B,x,0)
[1, 1]
[1, 1]
>> escalona(B0)
1 1
0 0
>> B2=subs(B,x,2)
[-1, 1]
[1, -1]
>> escalona(B2)
1 -1
0 0

Vo ={(—a,a) | «a € R}
Vo ={(a,a) | @ € R}

(c)
>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> B=A-x*eye(3)

[-x, 1, 2]
[0, -x, 3]
[0, 0, -x]
>> p=det(B)
p=—x"3

>> solve(p)
[o]1[o][o0]

(d)
>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];
>> B=A-x*eye(3)
[1-x, O, 0]
[ -1, 3-x, 0]
[ 3 2, -2x]
>> p=det (B)
p =(1-x)*(3-x) *(-2-x)
>> solve(p)
[ 11[ 31[-2]

Vo ={(a,0,0) | « € R}

(b) >> A=[1,-1;2,4];

>> B=A-x*eye(2)
[1-x, -1]
[ 2, 4-x]
>> p=det(B)
p =6-5%x+x"2
>> solve(p)
[31[2]
>> B2=subs(B,x,2)
[-1, -1]
[2, 2]
>> escalona(B2)
1 1
0 0
>> B3=subs(B,x,3)
[-2, -1]
[2, 1]
>> escalona(B3)
1 1/2
0 0

Vo ={(-e,a) [ € R}
Vs ={(—a,2a) | @ € R}

>> BO=subs(B,x,0)
[0, 1, 2]

[0, 0, 3]

[0, 0, O]

>> escalona(B0O)
[0, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> Bm2=subs(B,x,-2)
[ 3, 0, 0]

[-1, 5, 0]
[3,2,0]

>> escalona(Bm2)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]
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>> Bl=subst(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[0, 0, 0] [-2, 0, 0]

[-1, 2, 0] [-1, 0, O]

[ 3, 2, -3] [ 3, 2, -5]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)
[1, 0, -3/4] [1, O, 0]

[0, 1, -3/8] [0, 1, -5/2]

[0, O, 0] [0, O, 0]

V_s = {(0,0,a) | & € R}

Vi = {(6c,3c, 8ax) | « € R}

Vs ={(0,5a,2a) | « € R}

(e)

>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];

>> BeA-xreye(3) >> B2=subs(B,x,2)

[2-x, -2, 3] Eg, f _g%

[ 0, 3-x, -2] [O’ _1, o

[ 0, -1, 2-x] 52 , ©2)
>> p=det(B) escalona(B2
p =(2-x)*(4-5%x+x"2) Eg, é, (1)%

>> solve(p) [O’ % o

[2] [4] [1] Do A Bx0)
>> Bl=subs(B,x,1) =subs (B, x,
[1, -2, 3] [-2, -2, 3]
[0’ 2, -2] [0, -1, -2]
[0, -1, 1] [0, -1, -2]
>>’escélona(B1) >> escalona(B4)
[1, O 1] [1, 0, -7/2]
[0, 1, -1] o, 1, 2]
[0, 0, o] fo, 0, 0

Vi ={(—a,a,a) | a € R}

Va = {(,0,0) | & € R}

V4 = {(7a, —4a,2a) | « € R}

()
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6.1.2.

>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1];
>> B=A-x*eye(3)

>> B2=subs(B,x,2)

[2-x, 2, 3] E(l) > ﬁ

[ 1, 2x, 1] [2, -2, -1]

£> ;éde;%é) 1-x] >> escalona(B2)
p =-8-2%x+5%x"2-x"3 E(l) (1)’ 3/5

>> solve(p) [0, 0, 0]

[ 2][ 41[-1] >> Bd=subs (B, x,4)
>> Bml=subs(B,x,-1) o
2> Baisut -2, 2, 3]
3,2, 3] [1, -2, 1]
L, 3 4 [ 2, -2, -3]
S ent) >> escalona(B4)
[1, 0, 1 Y erm

[, 0, 4] [0, 1, -5/2]
[0, 0, 0] 0, 0,0l

Vo1 ={(—a,0,a) |a € R}, Vo = {(—2a, —3a,2a) | « € R} e V4 = {(8a, 5, 2a) | a € R}

>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3)

>> B2=subs(B,x,2)

[2-x, 0, 0] Eg Y 8%

[ 3, -1-x, 0] 0, 4, 1]

£> 0i 4, 3-x] >> escalona(B2)
p=det (B) [1, 0, 1/4]

p =(2-x)*(=1-x) *(3-x) [0, 1, 1/4]

E> j<;<E1vﬁp)] [0, 0. 0]
21[-11[ 3 "Ba-

>> Bml=subs(B,x,-1) >[i1B3—(s)ub(§)§(B’x’3)

[3, 0, 0] [ 3, -4, 0]

[3, 0, 0] [0, 4, 0]

>[(>), 4, 4] >> escalona(B3)
escalona(Bml) [1, 0, O]

(1, 0, 0] [0, 1, 0]

[0, 1, 1] [0, 0, 0]

[0, 0, 0 o

Vo1 ={(0,—a,@) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_1, pois gera V_1 ((0, —o, @) = (0, —1,1)) e um vetor n3o

nulo é L.I.

Vo = {(—a,—a,4a) | o € R}. {(—1,—1,4)} é base para Vg, pois gera Vo ((—a, —a, 4a) = a(—1,—1,4)) e um vetor
ndo nulo é L.I.

V3 = {(0,0,a) | « € R}. {(0,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((0,0, ) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

(b)
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>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];

5> BeA-xroye(3) >> escalona(B1)

[1, 3, 0]
[2-x, 3, 0] >
[ o0, 1-x, 0] Eg’ > (1)%
L o, 0, 2xl >> B2=sub 2
>> p=det (B) ~subs (B,x,2)
p =(2-x)"2*(1-x) Eg’ by 8%
>> solve(p) [0, 0, 0]
[2][2] [1] 0 0
>> Bi=subs(B,x,1) escalona(B2)
(1, 3, 00 o, 1, ol
[O’ 0 0] [0, 0, 0]
0. 0, 1 o, o0, 0]

Vi ={(-3a,a,0) | « € R}. {(—3,1,0)} é base para V1, pois gera V1 ((—3a, @, 0) = a(—3,1,0)) e um vetor ndo nulo
é L.l

Va2 = {(«,0,8) | &, 8 € R}. {Vi = (1,0,0),V2 = (0,0,
3(0,0,1)) e é L.I. (zV1 4+ yV2 = 0 se, e somente se, (z,0,y

(c)
>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ o, 0, 3-x, 3]
[ o, 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)
p =(1-x)*(2-x) *(-1-x) *(3-x)
>> solve(p)
[ 110 21[-11C 3]

1)} é base para V3, pois gera V2 ((«,0,8) = «(1,0,0) +
) =1(0,0,0) oux =0ey=0).

>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
[2, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]

[0, 0, 3, 2] [0, -2, 3, 2]

[0, 0, 4, 3] [0, o, 2, 3]

[0, 0, 0, 3] [o, o, 0, 1]

>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
[1, 1, 0, 0] [0, 1, 0, 0]

[0, 0, 1, 0] [0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1] [0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subst (B, x,3)
[-1, 2, 3, 4] -2, 2, 3, 4]
[0, -3, 3, 2] [0, -4, 3, 2]
[o, 0,1, 3] [o, 0,0, 3]
[o, 0,0, 0] [0, 0, 0, -1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, 0, 0, 29/3] [1, 0, -9/4, 0]
fo, 1, o, 7/3] fo, 1, -8/4, 0]
[0, 0, 1, 3] [o, o, 0, 1]
o, 0, O, 0] [o, o, 0, 0]
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Vo1 = {(—2,¢,0,0) | « € R}. {(—1,1,0,0)} é base para V_1, pois gera V_; ((—o,,0,0) = a(—1,1,0,0)) e um
vetor ndo nulo é L.I.

Vi ={(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V1, pois gera Vq ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é
L.l

Vo = {(—29¢«, —Ta, =9, 3a) | @« € R}. {(—29,—7,—-9,3)} é base para Vg, pois gera Vo ((—29¢, —7a, —9ax, 3cx) =
a(—29,—7,-9,3)) e um vetor no nulo é L.I.

Vs = {(9¢, 3c,40,0) | o € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3 ((9¢, 3c,4c,0) = «(9,3,4,0)) e um vetor
ndo nulo é L.I.

(d)

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ o0, 2-x, 3, 2]

[ o, 0, 1-x, 1]

[ o, 0, 0, 1-x]

>> p=det (B

p =(2-x)"2%(1-x) "2

>> solve(p)

[2] [21[1][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]
[0, 1, 3, 2] [0, 0, 3, 2]
[0, 0, 0, 1] [0, 0, -1, 1]
[0, 0, 0, O] [0, o, o0, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, -3, 0] [0, 1, 0, O]

[0, 1, 3, 0] [0, 0, 1, O]

[0, 0, 0, 1] [0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

Vi = {(Ba, -3, ,0) | « € R}. {(3,-3,1,0)} é base para Vi, pois gera Vi ((3a, —3a, @, 0) = a(3,-3,1,0)) e um
vetor ndo nulo é L.I.

V2 = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V3, pois gera Vo ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor n3o nulo é
L.l

6.1.3.
(a) > a=[1,4;1,-2]; >> p=det(B)
>> B=A-x*eye(2) p =—6+x+x"2
[1-x, 4] >> solve(p)
[ 1, -2-x] [ 2]1[-3]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I. (Proposicdo 6.3 na pagina 258). A matriz
A é diagonalizvel pois, é 2 x 2 e possui dois autovetores L.I. (Teorema 6.2 na pagina 256).
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(b) > A=[1,0;-2,1];

>> B=A-x*eye(2) >> Bl=subs(B,x,1)

[1-x, 0] [0, 0]

[ -2, 1-x] [-2, o]

>> p=det(B) >> escalona(numeric(B1))
p =(1-x)"2 [1, 0]

>> solve(p) [o, 0]

[111[1]

Vi ={(a,0) | « € R}

A matriz A n3o é diagonalizivel pois, ndo possui dois autoovetores L.I. (Teorema 6.2 na pagina 256).

(c) > A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]
A= 1 1 -2
4 0 4
1 -1 4
>> B=A-x*eye(3); p=det(B)
p =5*x72-6*x-x"3
>> solve(p)
ans =[0][2][3]
A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicdo 6.3 na pagina 258). A matriz
A é diagonalizavel pois, é 3 X 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 6.2 na pagina 256).

(d) >> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];

=A- >> p=det(B)
T:;_E_A x*;ye(sg] p =(1-x)* (“1-x)*(2-x) A matriz A possui
[ 0, -1-x, 2] >> solve(p) p
[ o, 0, 2-x] [ 11[-1][ 2]

trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposi¢do 6.3 na pagina 258). A matriz A é diagonalizdvel
pois, é 3 X 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 6.2 na pagina 256).

6.1.4.
(a) >> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3];

>> BeA-xreye(3) >> Bl=subs(B,x,1)

1) 0 o) o)
[ 0, 1-x, 0] [1, 1, 2]
[ Oi 1, 3-x] >> escalona(B1)
>> p=det (B) [0, 1, 2]
p =(1-x)"2%(3-x) [0, 0, 0]
>> solve(p) [ 0,0, 0]
[1111] (3] T
>> B3=subs(B,x,3)

[-2, 1, 2]

[ o, -2, 0]

[ o, 1, o]

>> escalona(B3)

[ 1, o, -1]

[ o, 1, 0]

[ 0, 0, O]
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Vi ={(8, —2a,a) | o, 8 € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para V1, pois gera V1 ((8, —2¢, &) = (0, —2,1)+3(1,0,0))
e s3o L.I. (um vetor ndo é miltiplo escalar do outro

Vi = {((a,0,0) | &« € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((«,0,) = a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.1.

1 0 1 1 0 0
P=|0 -2 0 e D=|0 1 0
0 1 1 0 0 3
(b) >> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];

>> B=A-x*eye(3)

[4-x, 2, 3]

[ 2, 1-x, 2]

[ -1, -2, -x]

>> p=det (B)

p =-T*x+b5*%x"2+3-x"3

>> solve(p)

[31[1][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[3, 2, 3] [1, 2, 3]
[2, 0, 2] [ 2, -2, 2]

[-1, -2, -1] [-1, -2, -3]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)
1, o0, 1] (1, 0, 5/3]

[0, 1, 0] [0, 1, 2/3]

[0, 0, 0] [0, 0, 0]

Vi ={(—¢,0,) | « € R}. {(—1,0,1)} é base para V1, pois gera Vi ((—«,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor n3o nulo é
L.l

V2 = {(—5a, =20, 3a) | € R}. {(—5,—2,3)} é base para V3, pois gera Vo ((—bc, —2¢,3c) = a(—5,—2,3)) e um

vetor ndo nulo é L.I.

A matriz ndo é diagonalizdvel pois sé possui dois autovalores e cada um deles sé possui um autovetor L.I. associado

(Teorema 6.2 na pagina 256).
(C) >> A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];

>> = -
>> B=A-x*eye(3) Bml=subs(B,x,-1)

[1-x, 2, 3] Eg’ g, g%

[ 0, 1-x, 0] [2, 1, 3]

[ 2, 1, 2-x] >> escalona(Bm1)
>> p=det (B) [t, 0, 3/2]

p =—4+x+4*x"2-x"3 [0’ 1’ 0]

>> solve(p) [0’ 0. 0]

[ 1][ 41[-1] o

>> Bi=subst(B,x,1) >> B4=subs(B,x,4)
0, 2, 3] [-3, 2, 3]

[0, 0, 0] [0, -3, 0]

[2. 1, 1] [2, 1, -2]

>> escalona(B1) >> escalona(B4)
[1’ O, _1/4] [1, O, _1]
1, 3/2] [0, 1, ol

[o, o, 0] [0, 0, O]

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear 19 de agosto de 2000



Capitulo 6. Diagonalizacao

351

Vo1 = {(-3,0,2a) | « € R}. {(—3,0,2)} é base para V_1, pois gera V_; ((—3¢,0,2a) = a(—3,0,2)) e um vetor

n3o nulo é L.I.

Vi = {(a, —6c,4a) | @« € R}. {(1,—6,4)} é base para V1, pois gera V1 ((o, =6, 4a) = (1, —6,4)) e um vetor n3o

nulo é L.I.

Vi ={(a,0,c0) | « € R}. {(1,0,1)} é base para Vy4, pois gera V4 ((«,0, ) = «(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

-3 1 1 -1 0 0
P = 0 —6 0 e D = 0o 1 0
2 4 1 0 0 4
(d) > a=[3,-2,1;0,2,0;0,0,0]; =
5> B=A-xreye(3) >> B(_) subs(B,x,0)
[3, -2, 1]
[3-x, -2, 1]
[0, 2, 0]
[ 0, 2-x, 0]
[ i [0, 0, o]
0, 0, -x >> escalona(B0)
>> p=det (B)
- [1, 0, 1/3]
p =—(3-x)*(2-x) *x
[o, 1, 0]
>> solve(p) [0, O 0]
[31[2][0] P
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[1, -2, 1] [0, -2, 1]
[0, 0, o] [0, -1, o]
[0, o0, -2] [0, o0, -3]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, -2, 0] [0, 1, 0]
[0, o0, 1] [0, 0, 1]
[0, o0, 0] [0, 0, 0]

Vo = {(—«,0,3a) | a« € R}. {(—1,0,3)} é base para Vg, pois gera Vg ((—e,0,3a) = a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo
é L.l

Va2 ={(2a,,0) | @« € R}. {(2,1,0)} é base para V3, pois gera Vo ((2¢, @, 0) = «(2,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.
V3 = {(«,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((c,0,0) = (1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

-1 2 1 0 0 O
0 1 0 e D=0 2 0
3 0 0 0 0 3

6.1.5. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

P =

B= 5 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -3%x72-x73-48-16%x

ans = [ -31[ 4xi][ -4xi]

>> escalona(A+3*eye(3))

ans =[ 1, 0, 0]
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6.1.6.

[0, 1, 0]
[0, 0, 0]

A matriz A n3o é diagonalizdvel pois ela s6 tem um autovalor e auto espaco associado a este autovalor tem dimens3o 2. Assim,

n3o é possivel encontrar 3 autovetores L.I.

>> L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=L*L’
A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8
>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -9*x+10%x"2-x"3
ans = [ 0J[ 1]1[ 9]
>> escalona(A)
ans =[ 1, 0, 2]
[ o, 1, -2]
[ 0o, 0, 0]

O autoespago associado ao autovalor A =0 é

Vo = {(—2a,2a,a) | « € R}.

Assim, {V1 = (—2,2,1)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.l. associado a A = 0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ o, o0, 1]

[ o, o, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =1 é

Vi ={(a,,0) | « € R}.

Assim, {V2 = (1,1,0)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.l. associado a A = 1.

>> escalona(A-9%eye(3))

ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é

Vo = {(a, —a,4a) | « € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.l. associado a A = 9.
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>> vi=[-2,2,1]1;V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2’,V3’], D=diag([0,1,9])

P=-2 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> inv(P) *A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> [P,D]=eig(sym(A))

P =[ -1, -2, 1]
1, 2, 1]
-4, 1, 0]
9, 0, 0]
0, 0, 0]
0, 0, 1]

o
]
[l L L V|

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D podem diferir na ordem com que os
autovalores aparecem. As colunas de P s3o autovetores associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes
de D. Assim, fazendo uma reordenac3o das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as colunas de
uma matriz P s3o miltiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz P.

6.2. Diagonalizacdo de Matrizes Simétricas (pagina 274)
6.2.1.

(a) > a=[2,2;2,2];
>> B=A-x*eye(2)

[2-x, 2]

[ 2, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4*x+x"2

>> solve(p)

[0][4]

>> BO=subs(B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] fo, o]

Vo ={(—a,a) | a € R}. {Vi =(—1,1)} é base para Vy, pois gera Vg ((—a,a) = a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.
Seja Wi = (1/[|Vi|)V1 = (=1/v2,1/v/2). {W1 = (=1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de Vj.
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Vi ={(a,a) | @« € R}. {Vo = (1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((a, &) = a(1,1)) e um vetor n3o nulo é L.I. Seja
Wa = (1/]|Va|)Va = (1/v/2,1/3/2). {Wa = (1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V.

(b) > a=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 1]

[ 1, 2-x]

>> p=det(B)

p =3-4*x+x"2

>> solve(p)

[31[1]

>> Bl=subs(B,x,1)

[1, 1]

[1, 1]

>> escalona(numeric(B1))

b4 8]

>> B3=subs(B,x,3)
[-1, 1]

[1, -1]

>> escalona(B3)
[1, -1]

[o, o]

Vi ={(—a,a) | a € R}. {Vi =(—1,1)} é base para V1, pois gera V1 ((—a,a) = a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Seja Wi = (1/|[Va[)Va = (~1/v/2,1/v/2). {W)

(=1/+/2,1/4/2)} é base ortonormal de V7.

Vs = {(a,a) | @« € R}. {Va = (1,1)} é base para V3, pois gera V3 ((a, @) = a(1,1)) e um vetor n3o nulo é L.I. Seja
Wa = (1/||Va|)Va = (1/v/2,1/v/2). {Wa = (1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V3.

(c) >> A=[0,0,1;0,0,0;1,0,01;
>> B=A-x*eye(3)
[-x, 0, 1]

[0, -x, 0]
[1, 0, —x]

>> p=det(B)

p =-X"3+x

>> solve(p)

[ 01[-11[ 1]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[1, 0, 1]

[0, 1, 0]

[1, 0, 1]

>> escalona(Bml)
[1, 0, 1]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

b4 8]

>> BO=subs(B,x,0)
[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

[1, 0, 0]

>> escalona(B0)
[1, 0, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> Bl=subs(B,x,1)
[-1, o0, 1]

[0, -1, 0]

[1, o0, -1]

>> escalona(B1)
[1, 0, -1]

[0, 1, 0]

[0, 0, O]

Vo ={(0,,0) | « € R}. {V1 =(0,1,0)} é base para Vg, pois gera Vg ((0,,0) = «(0,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.1.

{Vi =(0,1,0)} é base ortonormal de Vg, pois ||Vi|| = 1.
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(e)

Vo ={(—a,0,a) | « € R}. {Vo =(—1,0,1)} é base para V_1, pois gera V_1 ((—a,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor
n3o nulo é L.I. Seja Wa = (1/||Vz||)Va = (=1/v/2,0,1/+/2). {Wa = (=1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V_;.
Vi = {(a,0,0) | @« € R}. {V3 = (1,0,1)} € base para V1, pois gera V1 ((a,0,a) = «(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é
L.I. Seja W5 = (1/||V5||)V5 = (1/+/2,0,1/+/2). {W3 = (1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais (Proposicdo 6.5 na pagina
271). Portanto, {W1, W2, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

0 0

-1 0
0 1

0 —-1/vV2 1/v2 { 0

P=11 0 0 e D=|0
0 1/V/2 1/V2 0

>> escalona(B0)

>> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];
>> B=A-x*eye(3)

[0, 1, 1]
[-x, 0, 0] s> 1,
[0, 2-x, 2] Eg, 8’ 8}
£>O},>=de12:EB§_X] >> B4=subs (B, x,4)
p =-x*(-4*x+x"2) E‘g, _g, (2)%
>> solve(p) [ ) o 3
[0] [0] [4] 50 i o)
>> BO=subs(B,x,0) escalona
[0, o, o1 (1, 0, 0]
[0, 2, 2] [0, 1, -1]
[0, 2, 2] [0, 0, ol

Vo = {(a,-8,0) | o, 8 € R}. {V1 = (1,0,0),V2 = (0,—1,1)} é base para Vg, pois gera Vo ((or, =3, 8) = «(1,0,0) +
B(0,-1,1)) e é L.I. (zV1 +yV2 = 0O se, e somente se, (z,~y,y) = (0,0,0) ou z = 0 e y = 0). Sejam Wy = V1,
Wy = Vo — prOjW1V2 = Vo — 0 = Va. Sejam Uy = (1/||W1||)W1 = W1 = Vi = (1,0,0) e Uz = (1/||W2]|)W2 =
(0,—-1/v/2,1/+/2). {U1 = (1,0,0),Uz = ((0, —1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de Vj.

Vi ={(0,a,a) | « € R}. {Vza =(0,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((0,,) = «(0,1,1)) e um vetor n3o nulo
é L.I. Seja Us = (1/||Vs])Vs = (0,1/v2,1/v/2). {Us = (0,1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V4. Como a matriz
A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 6.5 na pagina 271). Portanto,
{U1,Uz2,Us} é uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 0 0 0
P=|0 —-1/Vv2 1/\@} e D:{O 0 0}
0 1/vV2 1/V2 0 0 4

>> A=[1,1,0;1,1,0;0,0,1];

5> B=A-xxeye(3) >> BO=subs(B,x,0)

[1-x, 1, 0] H L 8%
[ 1, 1%, 0] fo, 0, 1]
> acrsy 0, osegye e
p =-2%x+3%x"2-x"3 [0, 0, 1]
>> solve(p) [0: 0: 0]

[0l [1][2]
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>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[0, 1, 0] (-1, 1, 0]

[1, 0, 0] [1, -1, o]

[0, 0, 0] [o, o, -1]

>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, 0] [1, -1, 0]

[0, 1, 0] [0, o0, 1]

[0, 0, O] [0, 0, 0]

Vo ={(—a,,0) | « € R}. {Vi =(—1,1,0)} é base para Vo, pois gera Vo ((—a, @, 0) = a(—1,1,0)) e um vetor n3o
nulo é L.I. Seja Uy = (1/||VA|)Vi = (=1/v2,1/v/2,0). {U1 = (—1/v/2,1/+/2,0)} é base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,a) | « € R}. {V2 =(0,0,1)} é base para V1, pois gera V1 ((0,0,a) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.
Seja Wa = (1/||V2||)V2 = (0,0,1). {W2 = (0,0,1)} é base ortonormal de V;.

Va2 = {(a,,0) | « € R}. {V3 = (1,1,0)} é base para V1, pois gera V1 ((c, ,0) = a(1,1,0)) e um vetor n3o nulo é
L.I. Seja W3 = (1/]|V5])Va = (1/v/2,1/v/2,0). {W3 = (1/3/2,1/+/2,0)} é base ortonormal de V7.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais (Proposi¢do 6.5 na pagina
271). Portanto, {W1, W2, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—-1/vV2 0 1/v2 0 0 0
P= 1/vVZ 0 1/v2 e D=|0 1 0
0 1 0 0 0 2
(f) > A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];
3 Behoweye ) > escalona (1)
[2-x, 1, 1] [O’ O’ o]
[ 1, 2-x, 1] [O’ 0’ 0]
[ 1, 1, 2-x] .
>> p=det (B) >[i2B4 iubs:](B,x,‘L)
p =4-9%x+6%x"2-x"3 [1, -2, 1]
>[>]T:oéll.\|/_:e](p) [ 1, 1. -2]
4][1]1[1 ’ :
>> Bi=subs (B,x,1) 7 Sscalona®y)
{1, 1, 1] [0, 1, -1
[1, 1, 1] o o, o]
[1, 1, 1] » 0,
Vi ={(-a—-8,a,8) | a,8 € R}. {V1 =(-1,1,0),Va = (—1,0,1)} é base para Vy, pois gera Vg ((—a — 8,a,3) =
a(-1,1,0) + 8(—1,0,1)) e é L.I.(um vetor ndo é miiltiplo escalar do outro). Sejam W1 = Vi, Wz = V2 — projy, Vo =

17
Vo = (=1/2,1/2,0) = (-1/2,-1/2,1). Sejam Ur = (1/|[W1|)W1 = (-1/v2,1/v2,0) e Uz = (1/||W2|)W2 =
(—ﬁ, —%, @) {U1,Us2} é base ortonormal de V;.
Vi ={(a,,) | @« € R}. {V3 = (1,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((o, o, @) = «(1,1,1)) e um vetor ndo nulo
é L.l Seja Us = (1/||V3|)Vs = (1/v/3,1/+/3,1//3). {Us = (1/v/3,1/+/3,1/4/3)} é base ortonormal de V4. Como
a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais (Proposicdo 6.5 na pégina 271).
Portanto, {U1,Uz,Us} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—V2/2 —/6/6 \/??/3} 1 0 0
SRR

P=| V2/2 —V6/6 V3/3 0
0 V6/3 V3/3 4
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(g) > 4=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1]1;
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 0, 0]
[ 2, 1-x, o0, 0]
[ o, 0, 1-x, 2]
[ o, 0, 2,1-x]
>> p=det (B)
P =9+12xx-2%x"2-4%x"3+x"4
>> solve(p)

[-11[-110 31[ 31

>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] [-2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, O] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] o, o0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [o, o0, 2, -2]
>> escalona(Bm1) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, 0] [1, -1, 0, 0]
[0, o, 1, 1] [o, o, 1, -1]
[0, 0, 0, 0] [0, o, 0, o]
[O 0, 0, 0] [0, o0, 0, 0]

= {(—a,qa, fﬁ,ﬂ) \ o, € R}Y. {Vi = (-1,1,0,0),Vo = (0,0,—1,1)} é base para V_1, pois gera V_;
(( a o, —f3, ﬂ) = a(-1,1,0,0) + 8(0,0,—1,1)) e é L.I.(um vetor ndo é miiltiplo escalar do outro). Sejam Wi = Vi,
Wa = Va — projy, Vo = Vo — 0 = Va. Sejam Uy = (1/[|W1])W1 = (-1/v2,1/v/2,0,0) e Us = (1/||Wa||)W2 =
(0,0, —1/+/2,1/+/2). {U1,Us} é base ortonormal de V_;.

Vy = {(a,0,0,0) | a,8 € R}, {Vs = (1,1,0,0), V4 = (0,0,1,1)} ¢ base para Vs, pois gera V_1 ((a,a, 6, 5)
a(l 1 0,0) +5(0,0,1,1)) e é L.I.(um vetor n3o é miltiplo escalar do outro). Sejam W3 = V3, Wy = V4 — projyy, Va =

Vi—0 = Vi Sejam Us = (1/|[Ws|)W3 = (1/v/2,1/v/2,0,0) e Us = (1/||W4|)Ws = (0,0,1/v/2,1/v/2). {U1,U2}
€ base ortonormal de V3. Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais
(Proposigdo 6.5 na pagina 271). Portanto, {U1, U2, Us, U4} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—1/Vv2 0 1/v2 0 _

1 0 0 O

p_ 1/V2 0 1/Vv2 0 e D-— 0 -1 0 0

0 —1/v2 0 1/vV2 0 0 3 0

0 1/\/5 0 1/\/5 0 0 0 3

(h) >> 4=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs (B,x,0)
>> B=A-x*eye(4) [0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] o, o, o, o]
[0, -x, 0, 0] (o, o, 0, 1]
[0, 0, -x, 1] [0, 0, 1, 0]
[o, O, 1, -x] >> escalona(B0)

>> p=det (B) [0, o, 1, 0]
p =x"2*(x"2-1) o, o, o, 1]
>> solve(p) (o, o, o, 0]
[oll o]l 11[-1] [0, 0, 0, 0]
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)

Bl =
0 8l 1o 0 o
0 o 1 1] [0, -1, 0, 0]
[O’ O’ 1’ 1] [o, o0, -1, 1]
>> escalona(Bml) >[>0’ oi 1ZBI§.]
[1, 0, 0, 0] escalona
[O, 1, 0, 0] [1, 0, 0, 0]
[0’ O’ 1’ 1] [0, 1, 0, O]
[0’ O’ O’ 0] [0, 0, 1, -1]
> [0, 0, 0, O]
Vo = {(,53,0,0) | a,8 € R}. {Vi = (1,0,0,0),V5 = (0,1,0,0)} é base para Vo, pois gera V_1 ((a,3,0,0) =
s , 1,0, e é L.I.(um vetor nao € multiplo escalar do outro). aramente Vi - Vo = (0 e possuem norma
«(1,0,0,0) + (0100)) é L.1( do é multipl lar d ). Vi Vs 0
|gua| 1. Se am Uy = Vi e Uz = Va. {U1,Uz} é base ortonormal de Vy.
Vi ={(0,0,—, ) | « € R}. {V3 =(0,0,—1,1)} é base para Vy, pois gera V1 ((0,0, —c, ) = «(0,0,—1,1)) e um

vetor n3o nqu é L.I. Seja Us = (1/]|V3]|)Va = (0,0, —1/v/2,1/+/2). {Us = (0,0, —1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de
Vi.

Vo1 ={(0,0,a,a) | a € R}. {Va=(0,0,1,1)} é base para V_1, pois gera V_1 ((0,0, @, @) = «(0,0,1,1)) e um vetor
n3o nulo é L.I. Seja Uy = (1/||V4]|)Va = (0,0,1/v/2,1/+/2). {Us = (0,0,1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V_1.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 6.5 na pagina
271). Portanto, {U1,Us2,Us,Us} é uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 0 0 0 0 0
|10 1 0 0 1o o0 o0 0
P=109 0 -1/v2 1/v2 e D=1 01 o
0 0 1/V2 1/V2 0 0 0 -1
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6.3. Aplicacdo ao Estudo de Cénicas (pagina 297)

6.3.1.

6.3.2.

>> A=[9,-2;-2,6];
>> syms x y; X=[x;y];
>> expr=simplify(X.’*A*X-30)

922 —4zy+6y% —30

>> [P,D]=diagonal(A)

P V55  —2v/5/5
Tl 2vE/5 VB

D=[5, 0]

[0,10]
>> syms x1 y1; Xi1=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5212 +10y12 — 30
>> expr=expr/30

212/6+y12/3 -1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)

>> A=[3,-4;-4,-12];
>> expr=simplify(X.’*A*X+81)
322 —8xy — 1242 4+ 81

>> [P,D]=diagonal (A)

VIT/1T —417/17

P=1 sanr vt
D=[-13,0]
[ 0,4]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

6.3.3.

>y

—13x12 + 4912 + 81

>> expr=expr/81

—B 24+ Fy?+1

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)

>> A=[2,-2;-2,-1];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+24)

222 —dazy —y? +24

>> [P,D]=diagonal(A)
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y y A
6 6
ar X 4r
2F y 2+ Yy
0 0
X X
-2t T -2 :
/’_/—\ N
4 v B /\
6} 6l
8 A A A A ‘ A | & ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
po| V5/5 —2V5/5 6.3.4. >> A=[21,3;3,13];
2v5/5  1V/5/5 >> expr=simplify(X.’*A*X-132)
2122 + 6y + 13y2 — 132
D =[-2, 0]
[0, 3]
>> expr=subst (expr,X,P*X1) >> [P,D]=diagonal(A)
—27124+3y12 +24 p_ Vv10/10  3v10/10

—3v10/10  /10/10

>> expr=expr/24 D=[12, 0]

[ 0,22]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
—212/12+ y12/8 + 1

12212 + 22912 — 132
>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)

>> expr=expr/132
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212/114+112/6 — 1

>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)

>y

2L

3L

a4t

6.3.5. >> A=[4,-10;-10,25];
>> K=[-15,-6];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

422 —20xy +25y%2 — 152 — 6y

>> [P,D]=diagonal(A)

D =[0, O]
[0, 29]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

6.3.6.

29412 — 32921

>> expr=expr/29

y1? — 55 V2921

>> parabx (3/(4*sqrt(29)),P)

05F

>> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%10~(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+90)

922 + 6 zy + y2 — 10 v/10z + 10 v/10y 4 90
>> [P,D]=diagonal(A)

P v/10/10  3+/10/10
~ | —-3V10/10 /10/10
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6.3.7.

D =[0, 0]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

10y12 —20y; — 4021 + 90

EDU> expr=subst(expr,yl,y2+1)
10922 4+ 80 — 40z

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10922 — 40 22

>> expr=expr/10

Y22 —dxo

>> paraby(1,P,[2;1])

>> A=[5,-3;-3,5];

>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)~(1/2)];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+82)

522 — 6zy + 5y2 — 302z + 18 /2y + 82

>> [P,D]=diagonal (A)

po| v2/2 —Vv2/2
V22 V2)/2

D =[2, 0]
[0, 8]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2212 4+ 8412 — 1221 + 48y + 82

6.3.8

y

<y

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2:822 —8+8y22
>> expr=expr/8
2?4 =1+ y2”

>> elipse(2,1,P,X0)
>> A=[5,6;6,0];

>> K=[-12%(13)"(1/2),0];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X-36)

522 + 122y — 12+/13z — 36

>> [P,D]=diagonal(A)
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_ [ 2/v13 3/V13 >> hiperby(2,3,P,X0)
P=1 313 2vi3 PSS
bl o 6.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];

>> K=[-4%57(1/2),-18%57(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X-5)

622 —4xy+9y2 — 45z — 185y — 5

Lo, 9l
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

74x12 +9y12 —24x1 —36y; — 36
>> [P,D]=diagonal (A)

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0) P 2/v5  —1//5
Tl 1/VE o 2/VB
—4x2? — 36+ 9y2?
D =[5, 0]
o, 10]
>> expr=expr/36 >> expr=subst (expr,X,P*X1)
—x22/9 — 1+ y22/4 5212 +10y12 — 2621 —32y1 — 5
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6.3.10.

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5aa2 — 322 4 10yy2

5
>> expr=expr*5/322

25 2 25 . 2
322 2 1+ 761 ¥2

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)

x

>> A=[1,37(1/2);37(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X)

2 +2xyV/3 —y? + 62

6.3.11.

>> [P,D]=diagonal(A)

P Vv3/2 —1/2
Tl 1/2 VB/2
D =[ 2, 0]
[ 0,-2]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2:1:12—23/12—1—3\/51:1 -3y

>> X0=[-3%*3"(1/2)/4;-3/4];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2292 —9/4 — 2y2?
>> expr=exprx4/9

8 2 8 1,2
gx2°—1—guy2

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)

>> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2) ,-31%2" (1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+70)

822 — 16 xy + 8y% + 3322 — 312y + 70

>> [P,D]=diagonal(A)

e V2/2 —v2/2
_{ﬂﬂ V2/2 }
D =[0, 0]

[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
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2 y y A
y ar
X" X
ir "
X' oL )
Y
.
0 y\ - AN
X o -
x" X
“1f . -2
Wl
Sl
ol
Sl
ol
4 = = = 0 1 2 T E— " " = o 2 p
16912 + 221 — 64y1 + 70 6.3.12. >> A=[1,-3;-3,-7];
>> K=[10,2];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+9)
>> expr=subst (expr,yl,y2+2) P plify(

22 —6xy —Ty>+10x+2y+9
1622 +6 + 221

>> [P,D]=diagonal(A)
>> expr=subst (expr,x1,x2-3)

1/v/10 —3/v10
3/¥10 1/V10

16422 + 222 P=

>> expr=expr/16
D =[-8, 0]
y22 +22/8 >> e[xgl’~=5121‘a>st(expr,X,P*X1)
>> parabx(-1/32,P, [-3;2])
—8x12 +2y12 4 £ V1021 — £ V10y1 +9
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>> X0=[1/10"(1/2);7/10"(1/2)1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—8x92 + 2922
>> hiperby(4,1,P,X0,’d?)

Esta é uma cbnica degenerada. A equagdo representa as
duas retas y'’? = 42’2, ou y'' = +2z".
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de rotacao, 275, 307
de Vandermonde, 70

decomposicado polar de, 276

determinante de, 76
diagonal, 17, 74

diagonal (principal) de, 2

diagonalizavel, 249
diferenca entre, 11
do sistema linear, 25
elemento de, 2
entrada de, 2

equivalente por linhas, 36
identidade, 9

iguais, 3

inversa de, 56

invertivel, 55

linha, 107, 187

linha de, 2

multiplo escalar de, 4
multiplicacdo por escalar, 4
nao invertivel, 56
nilpotente, 266

nula, 8

ortogonal, 269

poténcia, 12

produto de, 4
propriedades de, 7
quadrada, 2

raiz quadrada de, 275
semelhantes, 248
simétrica, 20

singular, 56

soma de, 3
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transposta de, 6
triangular inferior, 80
triangular superior, 95

matvand, 48
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Menor de um elemento, 76
Método de Gauss, 34
Método de Gauss-Jordan, 31
Multiplo escalar, 4, 103, 187

no, 142

Norma de um vetor, 119, 232
Notacao de somatério, 5, 7, 22
numeric, 264

oe, 48
opel, 48
Operacdo elementar, 26

Parabola, 286

parabx, 299

paraby, 299

pe, 142

Pivo, 28

plan, 163

Plano (plano)
vetor normal do, 149

Plano (planos), 149
concorrentes, 203
equacao geral do, 149
mediador, 183
paralelos, 203

plotci, 49

plotfl, 49

po, 111, 142
Polinbmio caracteristico, 252
poline, 163
Pontos
colineares, 110
coplanares, 140
poplan, 163
Posicao relativa
de plano e reta, 205
Posicoes relativas
de dois planos, 203
de duas retas, 201
Processo de ortogonalizacao
Schmidt, 239
Produto
anti-comutativo, 131
escalar ou interno, 121, 232
propriedades do, 125
misto, 138
vetorial, 129
propriedades do, 131
Projecao ortogonal, 127, 236
pv, 142

de Gram-

Raiz quadrada de uma matriz, 275

randi, 15, 264

Regra da mao direita, 130

Reta (retas), 153
concorrentes, 165
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diretriz da pardbola, 286

equacdes na forma simétrica da, 156

equagoes paramétricas da, 154
geratriz do cone, 283
paralelas, 165
reversas, 165
vetor diretor da, 154

rota, 111, 143

Rotacao, 306

Secdo conica, 280
Segmento (de reta) orientado, 100

Sistema de coordenadas retangulares, 103

Sistema de equacoes lineares, 24
Sistema homogéneo, 38
solucdo trivial de, 38
Sistema(s) linear(es), 24
conjunto solucao de, 24
consistente, 47
equivalentes, 27
homogéneo, 38
solugdo (geral) de, 24
Solugdo
geral de sistema linear, 24
trivial de sistema homogéneo, 38
solve, 15
Soma de subespacos, 219
Subespaco gerado, 212
Subespago(s), 206

base de, 220
dimensao de, 226
soma de, 219
Submatriz principal, 276
subs, 48, 264
subst, 298
sym, 264
syms, 15

tex, 111, 143
Translacao, 307

Variaveis livres, 33

Vértice(s)
da elipse, 283
da hipérbole, 286
da pardbola, 289

Vetor (vetores), 100, 187
angulo entre, 121
canonicos, 133
colineares, 103
combinacao linear de, 189
componentes de, 103-106
comprimento de, 119
coplanares, 139
diferenca de, 102, 187
geradores, 212
iguais, 187
independéncia linear de, 192
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linearmente (in)dependentes, 192

multiplicacdo por escalar, 102, 103, 105,
187

multiplo escalar, 103, 187

norma de, 119, 232

normal do plano, 149

nulo, 102, 187

ortogonais, 121, 235

paralelos, 102

produto escalar ou interno de, 121, 232
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produto vetorial de, 129

simétrico, 102, 187
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