UFPB — CCEN — Departamento de Matemética
Lista de Exercicios—00.1

01. Mostre que a transformagdo T(X,y) = (ax +by,cx +dy) transforma o quadrado de vértices
(0,0), (10), (1.1), e (0,1) num paralelogramo no plano wv, cujadreaé |J(T)|.

. PO ax yo . Xy
02. Verifique que atransformagdo T:A2 ® A% T(x,y) :8E,Baapllcaaellpse 2 =1na
circunferéncia unitéria de centro na origem. Encontre uma transformacio T:A%® A3 que aplicao

2 2

eI|p80|de¥+§+ =1 naedferaunitéria de centro na origem.

@
03. Qua aimagem da circunferéncia x? +y? = a? pdatrandformagio T:A2 ® A 2 definida por
T(X,y) = (4x,y)?

04. Determine asimagens des retas X = ¢ pelatransformacgo T(x,y) = (€* cosy,e* seny).
05. Determine aimagem daregido || +|y| £ 1 pelatransformagdo T(x,y) = (x +y, X - Y).
COORDENADAS CILINDRICAS E COODENADAS ESFERICAS

As quantidades r,q , z definidas abaixo sio denominadas “ coordenadas cili ndricas’, enquanto
r,q,) sfoas"”coordenadas esféricas’. Temos

COORDENADAS CILINDRICAS COORDENADAS ESFERICAS
{.xzrcosq }.x=rsenj cosq
Ly=rsenq I'y=rsenj senq
1 z=2 tz=r cosj

Geometricamente, temos a seguinte configuracao:

CILINDRICAS ESFERICAS \ Z

P(xy,2 ( -

a a r




06. Complete a seguinte tabela de coordenadas.

catesanas cilindricas esféricas

(2,2,-1)

(12p/6,3/4)

(Lp/4.1)

07. ldentifique a superficie cuja equacdo em coordenadas cilindricas &
(@r=4 ()g=p/4 (Qz=2r (d)I2+z2=9 (r?+2 =16 (f)rsecq=4
08. ldentifique a superficie cuja equacdo em coordenadas esféricas &

(@) r =6cosq senj  (b) r =5coseqg (c)g =p/6 (d) rsenj =4
@] :% (f)r2-3r =0 (g)rsenj cosq=1 (h)r =2cosj

09. As supeficies dadas abaixo estdo representadas por suas equacies cartesianas. Passe as
equacdes para as coordenadas cilindricas e esféricas:

(a)Esfera: x> +y* +z° =4 (b) Paraboléide: 4z = x* + y? (e) Plano:3x+y- 4z=12
(c) Cone: x?- 4z +y* =0 (d) Hiperboloide: x* - 4y*- Z2 =1 (f) Cilindro: x> +y* =4

6. INTEGRACAO MULTIPLA

10. Calcule as seguintes integrais iteradas. Em cada caso eshoce a regido de integragéo e invertaa
ordem. Compare o grau de dificuldade no caculo daintegra nas duas ordens possive's.

(@) @02y - &C)dyax () GOy~ Yidydx () GQ(x- 3logy)dy

(d) (ﬁtﬁlx- 2| sen ydxdy (e) édysawxdxdy (f) @@COSXZ

(@) dyox i e 04§ ooy
2 al4-2y2 2 \ex 93 3

(j)@rdlﬁyd)dy (K)QQ dydx (DQstenx dxdy

11. Em cada caso abaixo esboce a regio D e calcule aintegral dupla QDF (x, y)dxdy. Escolhaa
D

ordem de integrac@o de modo asmplificar o clculo daintegra iterada

(D OEXEI2XEYE2 T =€ (b)D:x3 0elEX*+Yy* £2,f = X
(©)D:- LEXE£2e-V4- XX £yE4- x4 f =1 (d)D:O£yEBe3/yEXE2T =xy

12. Nos casos a seguir, esboce a regido D descrita e cacule a integral dupla [0)] (x,y)dA. Se
D

necess&rio utilize uma mudanca de coordenadas:



(8) D éaregido triangular de vértices (2,9),(2,1) e (- 2,1); f =xy’

(b) D éaregido retangular de vértices (- 1,- 1),(2,- 1),(2,4) e (- 14); f=2x+y

(c) D éaregido deimitadapor 8y = x%, y- x=4 e4x+y=9; f=x

(d) D éaregido do 1° quadrante deiimitada por x* + y? = 1; f = m
(e) D éaregidgo ddimitadapor y* =x,x=0ey =1; f =exp(X'y)
(f) D éaregigo ddimitadapory = 1x* e y = x; f = x(x¢+y?)*
(9) D éaregido do ddimitadapor y =x,y=0,x =8 exy =16; f=1

13. Usando coordenadas polares, calcule as seguintesintegrais:

R N2y-y’ 2, ,2y-1
d X+ dx
(a) Qdmxdxdy (d) GOOE +y?) dy
) O O exp(- X - y?)dydx (e) M/ +y?dA, D: 0E£x £3e0£ y£x.
0, L
(0 @ +y)dA (f) Qx+y)dA, D éointerior dex?+y? = 2y
x2+y?£1 D

14. Usando a mudanca de vaiaves u=x+y,ev=x-y, cdcule a integrd dupla
QX +y)?sen?(x- y)dA.

x|+ vlep
L. , . o X- yO . .
15. Usando amudanga de variaveis do exercicio 6.6 cacule C[)aengXTy—:dA, onde D éaregido
b @
compacta delimitada pelo trapézio de vértices (1,1), (2,2), (4,0) e (2,0).
16. Usando a mudanca de variaveis u=1y ev = x- 2y cdcule @ /x- 2y +#y?)dA, onde D
D
€ aregido delimitada pelo tridngulo de vértices (0,0), (4,0) e (4,2).
17. Cdculeaintegrd de f (x,y) = x* naregido ddimitada pela cardidider =1- cosq.
B. AREASeVOLUMES

18. Por integracdo dupla cacule a area de um circulo deraio R e adrea da dipse de semi-eixosa e
b.

19. Em cada caso abaixo, calcule por integracdo dupla a area da regido plana D delimitada pelas
curvasindicadas:

@ x=1x=2,y=-x*ey=1/x? (b) x=1,x=4,y=-xey=Ax
(C)y:x2 ey:]/(1+x2) (d y2:-x,x-y:4’y:-1ey:2
(e)y=0,X+y:3aey2:4ax,a>O (f) y:ex,yzsenx,)(:p ex=-p



20. Por integracdo dupla, cdcule a &ea da regid D compreendida entre a cardidide
r =a(l+senq) eocirculor =a.

21. Cdcule a &ea da regido ddimitada pelas retas y=xey=0 e pelos circulos
x> +y? =2x ex’+y? =4x.

22. Cdlcule a &rea daregid do primeiro quadrante delimitada pelasretas y=x,y=0ex =8, e
pelacurvaxy =16.

23. Usando coordenadas polares, calcule a integra dupla (\n‘)/xz +y*dA, onde D éaregido do
D

plano Xy delimitada peascurvasy = +/2x- x* ey = X.

24. Cdcule o volume do sdlido delimitado pdosplanos x =0,y =0,z=0e x+y+z=1.

25. A base de um sdlido € a regi&o do plano xy deimitada pelo disco x? +y? £ a’. A parte
superior é asuperficie do parabol6ide az = x* + y. Cacule seu volume.

26. Cdcule o volume do sdlido limitado inferiormente pelo plano Xy, nas laterais ddimitado pelas
superfidesy = 4- x? e y = 3x ecujaparte superior jaz no plano z = x + 4.

27. Ao cdcular o volume de um sdlido S abaixo de um parabol dide e acima de uma certaregido D
do plano xy, obteve-se a seguinte expressao

vol(S) = O (x +y?)dxdy+ G * (x* + y*)dxdly.

Indique a regido D, exprima vol(S) por uma integrd iterada com a ordem invertida e em seguida
cdculeaintegrd.

28. Celcule o volume daregido comum aoscilindros x* +y* =a” e x* + 2> = a’.

29. Um sdlido S do primeiro octante tem seu volume dado pela expressao

vol (S) = (ZS(ZH X - y)dydx.

Esboce graficamente o solido e calcule o vaor do seu volume. Idem para

vol(S) = (’O)ldT (1- X)dydx.

30. Cdcule o volume do silido limitado pdo dlindo x? +z°>=1, e pelos planos
y=0,z=0,ey=x.



31. Cacule o volume do sdlido limitado pelo plano z = 0, peo cilindro x* + y? = 2x e pelo cone
X2 + y2 - 22.

32. Cdcule o volume do sdlido interior a esfera de centro na origem eraio 5, e exterior ao cilindro
X2 +y* =0.

33. Cdcule o volume do Sdlido interior @ cubo OE£xX£1, 0£y£1, 0£ z£1, e exterior ao
paraboldide x* +y? = z.

34. Cdcule o volume do sdlido limitado pelosplanos y =1 e z = 0, pelo paraboldide x? +y? =z e
pelocilindro y = x.

35. Verifique que o paraboldide x* + y? = z, divide o cilindro de equacio x* +y*> =4, Of z£ 4,
em dois Sdlidos de volumes iguais.

36. Cdcule o volume do “pedago’ do elipsoide 4x? +4y? +z* =16 cortado pelo cilindro
X2 +y2 ::L

37. Cdcule o volume da maior regido interior a efera x* +y* +2z* =16 e ao dilindro circular
X2 +y° = 4y.

38. Um gdlido é limitado pela superficie x* +y? =z epelosplanos z= 0, x =1 e x = 3. Cdcule
Seu volume.

INTEGRAL TRIPLA

O clculo de integrais triplas se reduz ao caculo de umaintegra dupla seguida de umaintegra
smples e, dependendo da regido de integragéo, aintegral pode ser calculada de formaiterada como

trés integrais smples. Vegja as seguintes situagdes, quando se desgjacalcular QDX (x, Y, Z)dV
W
@ w={(xy,2T A%(xy)T Dej (x.yY)EzE£y (x,y)}-

Neste caso D € a projecéo no plano xy daregido de integracdo W e

NN A (Xy ) AN
QY (xy, 20V = AEG,"'F (x,y,2)dz A
" D

0 W={(x,y,21 A>;a£x£bj () EYEY (X)ea(xy) £z£b (x,y)}.

Neste caso aintegrd tripla é cdculada como uma integrd iterada

21 T () €5 (xy)

Q@Y (x,y,2)dv = oI N O M (XY, z)dz%jygdx
w

Naturalmente, uma mudancga na descricéo daregido W acarreta inversdes na ordem de integraco.



39. Expresseaintegral CIDF (x,y,2)dV como umaintegrd iterada e em seguida cacule o seu vaor
w
para f =xyz e W dado por:

(@QW-1£XE2,0EYELLIEZE2 () W:- [y ExE.Jy,0£Ey£4,0£2£4- y.
() Wx+ZEYEX- ZOEXEZ1£2£2 (d) WOEZEX+Y1EYEX, - 1EXE2

40. Escrevacadaumadasintegrais abaixo naordem dzdydx

(@) Q30eaxdydz () QG- sentedzbely (o) 3 G x(y+ 2)clydze

41. Em cadacaso aintegrd iterada representa o volume de umaregido S. Descreva S

(a) O3 Ghixayetz (b) Q0" xaz (©) OF'Q” dadyax

(d) Q0 § caayax © 358 ayz (1) 3 O dedyaz
VOLUMES

Nos exercicios (6.57) a (6.64), eshoce graficamente o solido indicado e calcule seu volume
por integragdo tripla:

42. dlido ddimitado pelo cilindro y = x* e pelosplanos y+z =4 ez =0.

43. Solido ddimitado pdosplanos x =0, y= 0, x =z epdodlindroz =1- y?.

44, Solido delimitado pelos cilindros z = 3x*, z =4 - x* epelosplanos y =0, y +z =6.
45, Solido interseggo dos paraboldidesz £1- x* - y* e z3 x* +y? - 1

46. Slido delimitado pdosplanos z =0, z=5+x+y epdoscilindrosy” = x e y* =1- x.
47. Solido intersegio daesferax? +y?® + z% £ 6 com o paraboldide z3 x* + y?.

48. Sdlido delimitado pelo plano xy e pelas superficies x2 +y? = 2x e z=+/x° +y2.

49. Em cada caso abaixo calcule 0 volume do solido descrito pelas desigua dades:

(a) OEXE£z£1-Y° (b) x> +y* £2£ 2x
() x*+y*£z£1- x? (d)x*+4y* £4ex+y£zEX+y+1

MUDANCA DE COORDENADAS

Consideremos umatransformacéo T:A° ® A* com Jacobiano diferente de zero, isto €,



: X = x(U,V, W) 1(x,y,2)

T:1 y=y(,v,w) com J(T)= (W)

f z = z(u,v,w)

Sga S* aimagem daregido S pdatransformacdo T, como sugere a figura abaixo. Temos a seguinte
“formula de mudanca de varidvels’ em integraistriplas:

1(x,y,2)
T(u,v,w)

AN\

anf (XY z)dxdydz— (N f [x(u,v, W), y(u,v,w), z(u,v W)]‘ dudvdw
S

50. Escreva as formulas de mudanga de varidvels no caso das coordenadas cilindricas e
coordenadas esféricas.

2 2 Z2
51. Cacule o volume do dipsdide de equacéo =z + é +? =1.
52. Usando coordenadas cilindricas, calcule as seguintesintegrais:

d \1, 1’ ‘\IZX X2 X2 +y?

@39 Q" 2V GO S ryay  OAYNVIWCTYELOE ZED

53. Usando coordenadas esféricas, calcule as seguintes integrais:

@ 6O (e vy + Dyaayx ) O T VP dabay

54. Usando uma mudanca de coordenadas adequada, calcule o volume dos seguintes sdlidos:

(@ <dlido delimitado pelo paraboldide x* +y*=az, pelo plano z=0 e peo dlindro
x? +y?>=2ax,a>0.

(b) sdlido delimitado plas superficiesz = x2 +y? ez =3 (x? +y? +1).

(c) Slido ddimitado acima pea efera x* +y?+z°=2a” e abaxo pedo paraboldide
az=x*+y*,a>0.

(d) Sdlido intersecdo dabola x* + y* + (z- 1) £1 comocone z> 3 x* +y*,z3 Q.
(e) Slido delimitado pelo paraboldide z = - 2(x* + y?) epeloplano z = 4.

(f) Sdlido interior aesfera 4y = x> + y? + z* elimitado acimapelo cone y* = x* + z°.
(g) Sdlido interior aesfera z2 + x? + y? =1 e exterior ao cone z? = x2 + y?.

(h) calotaintersecdo dabola x* +y? + z* £ R* como semi-espago z3 a, 0< a<R.



(i) solido intersegfo daesferax? +y? +z? £ R? comodilindro x> +y? £ a.



