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2. FUNGOES, LIMITES e CONTINUIDADE

2.1. Esboce os subconjuntos do plano cartesiano A? dados abaixo, fazendo uma andlise topologica
dos mesmos. Determine a fronteira e o conjunto dos pontos de acumulagdo de cada um deles:

@A={(xy);(¢+y%-Dy<0 (B)B=[01"[12] (©C={(x,y);x>0ey >0}

(A)D={(xy)ix® Oex’+y £} (E=A"[12] (DF ={(x )[4+ £3
2.2. Encontre os subconjuntos nos quais as expressodes abaixo definem fungdes:
4.3 2 — _ 2 _ 2
(@) f(x,y) = ;(y4 (b)f(x’y)zxy(l+x)+tgx (C)f(x,y) |Og(1 4x y/9]
X +y Jx+ y?
_[X¥-1 @y =1 Kry- 2 () f(xy)=4log(x® +y2)- 3
@100y =57
-2 - vy?2 (h)h ,Z,U) = XU- ; — 2 2 )
(@)1 (cyy = Y4 XY (Mhxy.zu)=xu- yz (i) f(xy)=x2y+-/y2+4-1/x

X*+y?-1

2.3. Para cada fungdo dada abaixo, esboce algumas de suas curvas de nivel de modo a ter uma idéia do
gréfico da fungao:

@z=x+y (b)z=log (1 +x° +y?) (€)z=+/9- x*- y?
(d)z=xy (©)z=+x*+Yy? (f)z=4+/1- X*/4- y?/9
(9)2=8-x*-2y (h)z=(x*+y*)" ()z=x2+y?- [ +y?

2.4. Esboce a curva de nivel da funcdo Z = 2 - 4x° gue passa pelo ponto (1,2).
2.5. Identifique as superficies de nivel da funcdo W = X* + y? + z?, correspondentes W = 0,1,2,3.

2.6. Identifiqgue e esboce a superficie de nivel da fungdo | (X,y,z) = x? +y2 - Z, que passa pelo ponto
1,1,2).
2xy
2 se (xy)* (0.0)

)
2.7.Paraafuncdo f (X,y) =1 X +y , calcule os limites:

to, se (x.y) =(0,0)

i fa+h)- f@ay . f(h0)- 100

h® 0 h h® 0 h

2.8. Verifique se as fungdes abaixo tém limite na origem:



_ Xty __ X _ Ay _ Xy __ Xy
(a)z- x2+y2 (b)Z— x2+y2 (C)Z_X2+y2 (d)Z— (x2+y2)% (e)z- 2x2+3y2
x° XC+y® X : x*+3
(h2= Y @2= X 2= 00 (2= XV (2= X3S
X2 +y (X +y?) X2 +y X +y X2 +y
ORI s Gk A
2.9. Mostre que a funcéo de trés variaveis f (X,y,2) = <+ y2 T 7 nédo tem limite na origem.
2.10. Calcule os seguintes limites:
a)liml -1 _ - y? -
”;%gog(xy ) (b)'x'gg,(l y®)senx (c)Iiml cos./xy
xes X x99 senxseny
(d)lim—22Y (e)lim arctg(y/x) (f)lim y. [ +2y
;‘g%senxseny y® 2 Y® 4
2.11. Mostre que:
1- cos o osen(x® +y? x| +
(@) |im—m:o, (b)llc@ng%=2 © Iim|2| |yl = +¥
;%8 X ;®01' CosyX"+y ;(c@@gx Ty
4. .4

2.12. Para a fungdo f (X,y) = 3. calcule o limite na origem ao longo dos caminhos: eixo X, reta

(x*+y?)

Yy =X,cuvay =- x*.o gue vocé pode concluir sobre o limite da funcdo na origem?

2.13. Verifigue se a fungdo dada é continua no ponto indicado:
(a) f(xy) = exp(- xy) log(x* - 2y +7);Ry =(00) (b) f(x,y)=4/25- x* - y?; Ry =(-34)
Xy sey ! 2x XZ

(e)f(xy)=|y- 2x’ ; Po=(12) (d)f(xvy,2)=
1, sey = 2X

——— R =(000).
x2 + y2 + 72 b =( )

2.15. Discuta a continuidade das seguintes func¢des:

4x*+9y? sedx® +9y* £1
(4x% +9y?) 1 sedx® +9y? > 1

X+y +22sex’+y’+72 £1
(@) f(x,y,2) = s o (b) 9(x,y) =
O,sex“+y“+z°>1

Misex.pyl O X2_ yz’sexl y
(©h(x,y,2= x+y d)f(xy)=| x-y
zsex+y=0 X-Y,sex=y
xz- y?

se(x y,2)* (0,0,0) Lsex?+y?>4

(e f(x,y,2) =| x2+y2+ 2%
y 0,sex’+y° £ 4

(F) f(xy) = ‘
0,se(x,Y,z) =(0,0,0)

2.16. Considereg e h fun¢bes definidas em A2 por



9(x y) = XEXT);/Z’SG(X’ 00 h(x,Y) = ﬁxTyyZ’se(x’y)l 0.0)
1se(x,y) =(0,0) 1,se(x, y) = (0,0)

Mostre que (0,0) € uma descontinuidade removivel da funcéo g e essencial da fungéo h.

sen(x® +v°)
2.17. Mostre que a fungdo f (x,y) =| 1- cos(x® +y?)’
0, se(x,y) =(0,0)

esta descontinuidade essencial ou removivel?

se(x,y) * (00

¢ descontinua na origem. E

2 -
2.18. Considere a fungdo f(X,Yy) = le)((%yzz)), se(x,y)* (0,00 e f(0,00=0. Defina a fungdio g
f(x+hy)- f
pela expressdo g(X,Y) = Li@ng x ’yg' (%) . Calcule g(0,0), g(1,0) e g(0,)).

exp(- ———), se (x.y)* (00)

- , ,
X°+y é continua

0, se(x,y) =(0,0)

" . f(hoO . f(O,h
em todos os pontos do A?. Calcule os limites IImM e IImM.
heo h heo h

2.19. Mostre que a funcdo definida em A2 por f (X,y) =

2.20. Considere a fungédo f (X, y) = & ,se(xy) ! (00 ef(00)=1

+y?

(a) Calcule o limite def na origem, ao longo de um feixe de retas passando pela origem;
2

(b) Calcule o limite def na origem, ao longo do caminho Y = - x*e* :

(c) Calcule o limite de fna origem, ao longo do caminho I' = COqu ) - E £q £0;

(d) Estude a continuidade de f .
3. DERIVADAS, DIFERENCIABILIDADE e APLICACOES

A. DERIVADAS PARCIAIS

3.1.P da funcdo dada abai lcul derivad 11z ﬂZeﬂZZ_
A I n 1X0, 11\ ., .
ara cada funcao adada abaixo, calcuie as ae aasﬂx ﬂy ﬂxﬂy
(a) z=3x"- 5xy’- sen(xy) (b) z= (x- W)(XZ +y?) © 3lxy- X2y +_y4
y X 1
(d) z= afCtg(;) (e)z :geXP(XZ +Y?) (f) Z:;|09(1- x* - y%)

3.2. Para cada funcéo abaixo, calcule a derivada parcial indicada:
(a) f(xy) =xarcsen(x- y); f,(1,Y2) (b) f(xy) = €' sec(x/y); f,(34)

(©) f(xy)= arctg(ixy); fy@Def, 1Y) (d)f(xy)s= x* - y?

m; f,(0,0) e f,(0,0)

3.3.Paraafuncao f (X,y) = exp( ), se(x,y) ! (0,0), ef (0,0) =0., calcule, caso existam, as

X +y?
derivadas f ,(00),f ,(00),f ,,(00) e f ,(00)



Xy(X - y*)
3.4.Considere afungdo f (X,y) = X%+ y?
0, se(x,y) =(00).
(a) Mostre que f, (0,0)* f,,(0,0);

(b) Estude a continuidade das derivadas fx e fy na origem.

,»se(xy) * (0,0

3.5. Mostre que as derivadas parciais de F ordem da funcdo 221“xy| embora existam em todo ponto

(X,y) do A? comx?® 0,y 0, nso sdo continuas na origem.

3.6. Considere trés fungdes reais | (t), X (t) ey (t), derivaveis até 2 ordem e satisfazendo as condicées
j ®x)+1%5 (x)=0ey @t)+c’l?% (t)=0, sendo |  constante. Mostre que as fungdes
u(x,t) =j (X)y (t) ev(x,t) =x(x- ct) satisfazem a “equaco linear de ondas” W, - c*w,_ = 0.

1 x?
3.7. Mostre que a fungdo U(X,t) ZWeXp(- m), t> 0, k = cte, satisfaz a “equagiio de transmissdo de

calor W, - c2w,, =0

2 2
3.8. O “Operador Laplaciano” D em A’ é definido por D :ﬂx—2+ﬂy—2. Mostre que as funcdes
u(x,y) = arctg(y/x) eu(x,y) = € cosy satisfazem a equagéo de Laplace Du = 0.

3.9. Determine condicbes sobre as constantes A, B, C, D, E, e F para que a funcédo
u(x,y) = Ax* + Bxy +Cy? + Dx + Ey +F satisfaca a equacéo de Laplace.

3.10. Sejam U(X,Y) € V(X,Y) fungdes com derivadas parciais continuas até 2° ordem e satisfazendo as
equagdes U, =V, €U, =-V,.Mostre que u e v satisfazem a equacdo de Laplace.

fw  iw  Tw
3.11. Mostre que W = x2y + y22+ 7°X satisfaz aequagdo —— +—+—=(X+y+ 2)2.

™>x Ty 1z
B. REGRA DA CADEIA

\ NS
3.12. Considere as fungdes f(X,y)= dxlog(1+ sen?t)dt eg(x,y) = CX) yexp(cost)dt. Usando o

Teorema Fundamental do Célculo e a Regra da Cadeia, calcule as derivadas de segunda ordem fXy eqg, -

f f
3.13.8e f (X,y) = sen(%) + Iog(%) mostre que Xﬂ— + yﬂ— =0.

> “qy
VX +2xy +y

Xty
f, e f, séo identicamente nulas em D, mas f ndo é constante.

3.14. Seja f(x,y)= definida no aberto D={(x,y)T A x+y? O}. Mostre que

3.15. Considere uma funcdo real derivavel f:A® A e a partir dela defina as seguintes funcdes
J (xy)="f(x-y)ey(xy) =f(xy). Mostre que as fungdes ] €Yy satisfazem j, +j,=0 e
Xy, - W, =0

3.16. Calcule E nos seguintes casos:

(@) z=ye' +xe’; x =t ey = sent (b) z= /X% +y?; x=tg(L+t) e y = cost



(c) z=log(x* +y*+1); x=logt ey = €' (d) z=uvv+wv+uw?, u=t>, v=tew=

3.17. Em cada caso abaixo, calcule as derivadasw, € W, :

(@ w=u’+v¥ u=3x-yev=x+2y (b)w=log(t?+s’);t =x*+y® e s=2x+3xy

(c) w=cosh(3u+7v); u=x’y ev=4/xy (d) w=cosx +h);x =x+y eh =./xy.

3.18. Para a funcéo f(x,y) =§6Xp(t2)dt e admitindo que x=rs' ey:r4s, calcule as derivadas
MW eﬂ 2f

s’ r Trfs’

319.Se I =xi + y] er =|Ir|, mostre que z= f (r) satisfaz a equagio Dz =z, ++2 , onde a fungo real
f é suposta duas vézes derivavel.

3.20. Admitindo a existéncia e continuidade das derivadas envolvidas e  considerando
w = f (u) eu=g(x,y), mostre que Dw = f &u)[gZ + g7] f ¢u) Dg.

3.21. Admitindo a continuidade das derivadas parciais de primeira ordem das fun¢cdes u e v e supondo
vélida a relagao e +ui+uw = 0, prove que

Tu fu v Tu
—e +2U_—+u_—+v_—=0.
qIx qIx Ix Ix

C. DIFERENCIABILIDADE
3x%y
- 7 1
X2 + yZ ' se (X1 y) (010)
0, se(x,y) =(0,0)

(a) Prove que f é continua na origem;
(b) Prove que as derivadas parciais fx efy existem na origem, mas ai estas fungbes ndo séo

3.22. Considere afuncdo f(X,y) =

continuas;
(c) Verifique que f ndo é diferenciavel na origem. Por que isto ndo contradiz o Lema Fundamental?

3.23. Discuta a veracidade das seguintes afirmagdes:

(a) Toda funcéo diferenciavel possui derivadas parciais de 12ordem continuas;
(b) Toda funcao diferenciavel € continua;
(c) Se uma funcao de duas variaveis possui derivadas parciais de primeira ordem, entdo ela é continua.

3.24. Usando o Lema Fundamental, verifiqgue que as fungBes dadas a seguir sdo diferencidveis nos
dominios indicados:

(@) z=x’y*; D =A? (b) z=log(x* +y?); D =A*\{(0,0)}
Xy A2 M -
@257 0=AN00] @ z= =i A%

3.25. Estude a diferenciabilidade da funcéo dada no ponto indicado:

(@) f (xy) =xe”: P, = (1,0) (b) f(xy) =|x?; B =(0))
(© f(xy) a/Mcosx R =(0,0) (d) f(x,y) =JM@A+y?); B =(x,y)
(@ f(xy) =X +y?; B, =(0,0) (f) T (xy.2) = s Py = (12.0)
3y 1
— —,sext 0ey! O
(9) f(x,y)=| X°+y P =(12)  (h) f(xy)=| Xy ; B =000
0 se (x,y) =(0,0) 1, sex=00uy=0



3.26. Calcule a diferencial das seguintes func¢des:

(@) f(x,y) =5x°+4x%y- 2y° (b) f(x,y,2) =€'yz
_ _ Y
(c) f(xy) =xsenty o (d) f(x,y)—arctg(x)
3.27. seja f(x,y,2) = x2+y—2+22’ se(x,y,2) ! (0,0,0) e f (0,00)=0. Verifique que as derivadas

parciais de primeira ordem de f embora existam na origem, fndo é ai diferenciavel.
3.28. Sef é uma fungao diferenciavel de duasvariaveise = f (X- y,y - X), mostre que z, + zZ, = 0.

D. APLICACOES

3.29. Encontre as equagfes paramétricas da reta tangente a curva dada, no ponto indicado:

3x-5y-z+7=0 x> +y?+2z° =14
b P, (13,2
(a) y=2 PO(1!270) () le O( )
2+ 2+ 2:4 =2 2+ 2y-1
(c)‘ L R 112) @ R

3.30. Uma funggo diferenciavel Z = f(X,y) satisfaz as condigtes: f(12) =3 f,(12)=5e f (12) =8
Encontre valores aproximados para f (11,18), f (13,18).

3.31. Usando diferencial, calcule o valor aproximado de sen[19910g(1.03)] e +/4.02 +3/8.03.

3.32. Um tanque cilindrico metélico tem altura de 1,2 m e raio de 80 cm em suas dimensfes internas. Se a
espessura das paredes € de 5 mm, calcular a quantidade aproximada de metal usada na fabricacdo do
tanque. [resp. 50.265,6 cm® com ero da ordem 23x10'6]

3.33. Dois lados de uma érea triangular medem =200 m e y=220 m, com possiveis erros de 10 cm. O
angulo entre eles é de 600, com possivel de 1° calcule o erro aproximado da area triangular [resp. 210,15 n¥]

3.34. Um observador vé o topo de uma torre sob um angulo de elevagdo de 300, com um possivel erro de
10¢. Sua distancia da torre é de 300 m, com um possivel erro de 10 cm. Qual a altura aproximada da torre e

0 ,
seu possivel erro? [resp. h = ﬁme oerro 1,2756 m. Usar 10 =0,003rd ]
3.35. As dimensdes de uma caixa retangular s&o 5m, 6m e 8m. Se cada dimensdo aumenta de 0,01m, qual
€ aproximadamente o volume resultante?
E. DERIVADA DIRECIONAL e GRADIENTE
3.36. Calcule a derivada direcional da fungéo z = f (X, Y) no ponto Py, na dire¢éo indicada:
(@) z= X’ +5x°y; P, = (2)) na direg @daretay = x;
. ~ I ! L
(b) z=ye”; P, = (0,0) nadireg &do vetor v =4i +3j.
(c) z=x2- y% P, = (2,3 na direg &tangente & curva 2x + 5y? =15 em (0,/3).

qf
3.37. Calcule _Lrj_ (Po) nos seguintes casos:

fi
(@) T (xy.2) =’ snx+ie¥sen3x+ 2% B =(3.0) eli=-4i +Zj+1k.
r 2r 2r
b) f (x,y,2) =x?y+3yz% R =1-11) eU=3i - = +=k.
( y y+3yz*; Ry 3 "3

© f(xY,2) =logO¢ +y? +Z°); P, = (L11) el =21 +1] +2k.



3.38. Calcule o valor maximo da derivada direcional da fungéo, no ponto indicado:
@ w=(x*+y* +z*)" P, =(1,2- 3). (b) w=e"cos(y2); P, =(L0,p).

339. Seja z=f(X,y) uma funcdo diferenciavel em cada ponto do circulo X° +y? =1. Mostre que a
derivada direcional de fno ponto (xy) na direcéo da tangente ao circulo é - yf, + Xfy.

3.40. Encontre o plano tangente e a reta normal a superficie dada, no ponto indicado:
(a) z=x*-y*; P, =(11,0) (b) x* +2y*+3z°=6; P, = (1,1,
(0 z=xX* +y* ; B = (3-4)5) (d)z=+9-X-y ;R =(-122)
3.41. Seja c a curva no espago descrita pelas equages X = sent, y = sent, z = cos2t.

: p
(a) Determine a reta tangente e o plano normal & curva ¢ no ponto correspondentea t = Z .
(b) Mostre que a curva c esta contida na superficie de equagdo X2 + y2 +z=1

3.42. Determine em cada caso Nf e verifique diretamente que este vetor é normal &s curvas ou superficies
de nivel:

(@ f(xy) =x"+y° (b) f(x,V¥,2)=2x*+Yy*- xz

3.43. Seja T (X,y,2) =3x+5y+2z e denote por V o campo de vetores normais exteriores a esfera de

equacdo X* +y® +2z° = R Calcule a derivada direcional D, f (x,y,2).

3.44. Calcule a derivada direcional no ponto By =(34,5) da funcdo W= x> +y? +7° na direcdo da
X2 +y? - 72 =0

tangente a curva
2x* +2y? - 22 =25

no ponto considerado.
. X’y
3.45. Considere a fungdo f (X,Y) =2 se (x,¥) ! (0,0) e f(0,0) =0. Mostre que a funcdo ftem
Xty
derivada direcional na origem em qualquer dire¢do, mas ndo € ai diferenciavel.
3.46. Admitindo as operagdes possiveis e considerando | constante, prove as seguintes regras do célculo:

(@ N(af +g) =aNf +Ng, (b) N(fg) = INg+gNf () RNi(f /g) =[1/g?](gNFf - Rg).

r ! L '
3.47.Seja I =X +Vy + 2K o vetor posicdo do ponto P = (X, Y, Z) e denote por r sua norma. Dada uma

~ r
fungdo real derivavel f(t), mostre que Nf(r)=fd&r)—. Como conseqgiéncia calcule
r

N(r),N(Tl) e N(logr)

3.48. Sejam O<a <]/2 e f(x,y) =(xy)* . Mostre que f, (0,0)=f (0,00=0 e que f ndo possui
derivada em qualquer outra dire¢do, na origem.

3.49. Encontre a reta tangente a curva dada no ponto indicado:

3 +y’+z -4=0 3xy+2yz+6=0

: = - b P =00-20
oy -zarz=0 PTE2D Ole pgiye 100t 7020

(a)

3.50. Calcule a derivada no ponto Po = (1,2,3) da funcdo W = 2x7 - y2 +ZZ, na direcdo da reta que passa
pelos pontos A =(1,2,1) e B=(350).



3.51. Considere as fungdes diferenciaveis f(x,y) eg(x,y) taisquef, =g,ef =- gX e denote por

21 2
Qo

. a derivada direcional de f na diregdo do vetor COSa | +sena j Prove que
f :Na%g e N,,, f =cosbN, f +senbNa%f.

3.52. Seja T:A® A derivavel com f(I(t) 10, "t Se g(x,y) =f (X* +y?), mostre que a derivada
direcional Dy g(X,Y) sera maxima quandoV = XIi +yj

353.Se f:A® A é uma funcdo derivavel, mostre que os planos tangentes a superficie de equacdo
z = yf (y/X) passam todos pela origem.

3.54. Encontre o plano tangente a superficie z=2x? +y2 - 3Xy que é paralelo ao plano de equagio

10x- 7y- 2z+5=0.



